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Аннотация
Разработана математическая модель колебаний газа, возникающих

под действием внешней гармонической нагрузки, с учетом простран-
ственно-временной нелокальности. Модель построена на основе уравне-
ния равновесия (движения) и модифицированного закона Гука, в ко-
торый включены релаксационные члены, учитывающие длину и время
свободного пробега микрочастиц (электронов, атомов, молекул, ионов
и др.).

Численное исследование модели показало, что при совпадении соб-
ственной частоты колебаний газа с частотой внешней нагрузки возника-
ет резонанс, характеризующийся резким увеличением амплитуды коле-
баний, величина которой ограничивается коэффициентом трения газа.
В случае, когда частота внешней нагрузки близка к собственной часто-
те колебаний газа, наблюдаются бифуркационно-флаттерные колебания
(биения), сопровождающиеся периодическим увеличением и уменьшени-
ем амплитуды колебаний в каждой точке пространственной переменной.
При этом колебания газа характеризуются бесконечным множеством ам-
плитуд и частот.

Периодические изменения перемещений и давления газа, варьиру-
ющиеся от нуля до некоторого максимального значения и распростра-
няющиеся вдоль реактора пиролиза метана, способствуют очистке его

Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ
Научная статья
© Коллектив авторов, 2024
© СамГТУ, 2024 (составление, дизайн, макет)

cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0
International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Ку дин о в И. В., Т р у б и цын К. В., Е р ем ин А. В., Д о л г и х В. Д. Математическое мо-
делирование колебаний газа в реакторе пиролиза метана // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та.
Сер. Физ.-мат. науки, 2024. Т. 28, № 4. С. 773–789. EDN: SRKXEK. DOI: 10.14498/vsgtu2115.

Сведения об авторах
Игорь Васильевич Кудинов https://orcid.org/0000-0002-9422-0367
доктор технических наук, профессор; заведующий кафедрой; каф. физики;
e-mail: igor-kudinov@bk.ru
Константин Викторович Трубицын https://orcid.org/0000-0003-1888-2905
кандидат экономических наук, доцент; декан; теплоэнергетический факультет;
e-mail: tef-samgtu@yandex.ru
Антон Владимирович Еремин https://orcid.org/0000-0002-2614-6329
доктор технических наук, доцент; заведующий кафедрой; каф. промышленной теплоэнер-
гетики; e-mail: a.v.eremin@list.ru
Виктор Дмитриевич Долгих https://orcid.org/0000-0003-1505-3810
ассистент; каф. физики; e-mail: torressva12@yandex.ru

773

https://doi.org/10.14498/vsgtu2115
https://elibrary.ru/SRKXEK
https://doi.org/10.14498/vsgtu2115
http://www.mathnet.ru/rus/org2786
http://www.mathnet.ru/rus/org2786
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://elibrary.ru/SRKXEK
https://doi.org/10.14498/vsgtu2115
http://www.mathnet.ru/rus/person44183
https://orcid.org/0000-0002-9422-0367
https://orcid.org/0000-0002-9422-0367
mailto:igor-kudinov@bk.ru
http://www.mathnet.ru/rus/person202960
https://orcid.org/0000-0003-1888-2905
https://orcid.org/0000-0003-1888-2905
mailto:tef-samgtu@yandex.ru
http://www.mathnet.ru/rus/person64230
https://orcid.org/0000-0002-2614-6329
https://orcid.org/0000-0002-2614-6329
mailto:a.v.eremin@list.ru
http://www.mathnet.ru/rus/person225981
https://orcid.org/0000-0003-1505-3810
https://orcid.org/0000-0003-1505-3810
mailto:torressva12@yandex.ru


Кудин о в И. В., Т р у б и цын К. В., Е р емин А. В., Д о л г и х В. Д.

внутренних поверхностей от рыхлых углеродных отложений. Удален-
ный со стенок реактора углерод скапливается в нижней части между
двумя газоплотными задвижками, что позволяет удалять его без оста-
новки процесса пиролиза.

Данная модель может быть полезна для оптимизации процессов очис-
тки реакторов и повышения эффективности пиролиза метана.

Ключевые слова: реактор пиролиза метана, получение водорода и уг-
лерода, математическая модель колебаний газа, учет пространственно-
временной нелокальности, гармоническая внешняя нагрузка, численное
решение, резонансные и бифуркационно-флаттерные колебания, способ
удаления углерода.

Получение: 11 сентября 2024 г. / Исправление: 28 октября 2024 г. /
Принятие: 19 ноября 2024 г. / Публикация онлайн: 27 декабря 2024 г.

Введение. Известные методы промышленного получения водорода, та-
кие как паровая конверсия метана, электролиз воды и газификация угля,
характеризуются высокой энергоемкостью и сопровождаются выбросами уг-
лекислого газа в окружающую среду [1,2]. Более экологичным и менее энерго-
затратным является метод получения водорода путем пиролиза [3–6]. Процесс
термокаталитического разложения метана позволяет получать высокочистый
водород без образования оксидов углерода [7–8]. Однако данный процесс со-
провождается интенсивным отложением углерода (пиролизного графита) на
внутренних стенках реактора, что может привести к его полному зауглеро-
живанию и остановке процесса пиролиза [9–11]. В работе [5] предложена схе-
ма устройства поплавкового типа для барботажных реакторов, позволяю-
щая удалять сажевые частицы без остановки процесса производства водоро-
да. Данное устройство обеспечивает контроль уровня жидкометаллической
среды, который может значительно изменяться в зависимости от скорости
подачи газа, что в некоторых режимах может приводить к аварийным ситуа-
циям, связанным с переливом жидкого металла за пределы тигеля реактора.
Тем не менее эффективные методы очистки стенок газофазных реакторов
пиролиза метана от углеродных отложений в процессе их непрерывной рабо-
ты до сих пор не разработаны, что существенно ограничивает промышленное
применение пиролизного метода получения водорода.

В настоящей работе предлагается акустический метод очистки внутрен-
ней поверхности газофазного реактора пиролиза метана от углеродных от-
ложений. Основная идея метода заключается в организации колебательных
процессов изменения давления и перемещения газа в каждой точке по длине
реактора. Исследования математических моделей автоколебаний газа позво-
ляют создать теоретическую основу для управления процессами в различных
акустических системах, таких как двигатели внутреннего сгорания, выхлоп-
ные системы, турбины электростанций и др. [12–14].

Разработка математической модели колебательных процессов в газе тре-
бует учета пространственно-временной нелокальности реальных процессов,
что позволяет учесть внутреннюю структуру среды (длину и время свобод-
ного пробега микрочастиц) путем введения в определяющие уравнения соот-
ветствующих релаксационных коэффициентов. Вывод классических уравне-
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ний колебательных процессов в твердых телах, газах и жидкостях основан на
уравнении равновесия (движения), получаемом из второго закона Ньютона,
а также на эмпирических законах Гука и Ньютона (для касательного напря-
жения в движущихся жидкостях и газах). Поскольку в эмпирических зако-
нах напряжения и деформации (градиенты перемещения) не разделены во
времени, любое изменение деформации приводит к мгновенному изменению
напряжения, что подразумевает бесконечную скорость передачи импульса.
В результате решения классических волновых уравнений описывают скачко-
образные изменения напряжений и перемещений. Это связано с допущениями
о локальном термодинамическом равновесии и сплошности среды, которые не
учитывают молекулярно-атомное строение веществ. Для учета этого строе-
ния при выводе волновых уравнений используются модифицированные фор-
мулы эмпирических законов Гука и Ньютона, включающие временны́е слага-
емые с релаксационными коэффициентами, связанными с длиной и временем
свободного пробега микрочастиц [12–17].

Классические уравнения, описывающие колебания упругих тел, являют-
ся гиперболическими. Нахождение их точных аналитических решений для
случаев незатухающих колебаний представляет значительные трудности. Ре-
шения подобных задач получены лишь в отдельных частных случаях при
конкретно заданных законах возмущений нагрузки [12,13,18]. Проблема, за-
ложенная в формуле Гука и связанная с бесконечной скоростью распростра-
нения потенциалов исследуемых полей, ранее рассматривалась только в ра-
боте [19] применительно к колебаниям упругого стержня. Как показали про-
веденные исследования, учет релаксационных свойств среды позволяет суще-
ственно уточнить математическую модель колебательного процесса по срав-
нению с моделью, в которой эти свойства не учитываются. Так, погрешность
классической теоретической модели при описании экспериментальных дан-
ных была снижена с 42 до 15 % за счет учета релаксационных явлений.

В настоящей работе получена математическая модель упругих колебаний
газа с учетом его релаксационных свойств и сил внутреннего трения при воз-
действии внешней нагрузки, изменяющейся по гармоническому закону. При
выводе модели используется релаксационная формула закона Гука, учиты-
вающая временную зависимость избыточного давления и деформации.

1. Математическая постановка задачи. Согласно закону Гука, воз-
никающее в газе избыточное давление пропорционально деформации [13]:

𝑝 = 𝜌0𝑒
2𝜀, (1)

где 𝑝— избыточное давление; 𝜌0 — плотность газа в свободном состоянии; 𝑒 =
=
√︀
𝜕𝑝/𝜕𝜌— скорость волны; 𝜀 = 𝑑𝑢/𝑑𝑥— деформация; 𝑢— перемещение; 𝑥—

координата.
В работе [8] показано, что избыточное давление и избыточная плотность,

а также избыточная плотность и деформация связаны линейными соотноше-
ниями:

𝑝 = 𝑒𝜌; 𝜌 = −𝜌0
𝜕𝑢

𝜕𝑥
.

Из второго закона Ньютона следует:

𝐹 = 𝑚
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
= 𝜌0𝑆Δ𝑥

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
, (2)
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где 𝐹 — результирующая сила, действующая на газ; 𝑚— масса газа; 𝑆 — пло-
щадь поперечного сечения цилиндрической трубы; Δ𝑥— длина элементарно-
го участка.

Сила давления на элементарном участке газовой среды 𝑥+Δ𝑥 равна про-
изведению площади сечения на разность давлений в сечениях:

𝐹 = 𝑆Δ𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
.

Подставляя это выражение в (2), получаем уравнение равновесия

𝜌0𝑆Δ𝑥
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
= 𝑆Δ𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
. (3)

Подставляя (1) в (3), находим

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝑒2

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
. (4)

Уравнение (4) представляет собой классическое волновое уравнение, опи-
сывающее незатухающие колебания среды, так как оно не учитывает внут-
реннее сопротивление среды. Для учета сопротивления предположим, что
сила сопротивления пропорциональна изменению перемещения во времени:

𝐹 = 𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑡
, (5)

где 𝑟— коэффициент сопротивления.
Подставляя (5) (как дополнительную силу, действующую на газ) в (3),

получаем

𝜌0𝑆Δ𝑥
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑆Δ𝑥

𝜕𝑝

𝜕𝑥
.

Отсюда следует, что

𝜌0
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+

𝑟

Δv

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕𝑝

𝜕𝑥
, (6)

где Δv = 𝑆Δ𝑥— объем элементарного участка.
Второе слагаемое в левой части уравнения (6) представляет силу сопро-

тивления, отнесенную к единице объема газа.
Подставляя (1) в (6), получаем

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝛾

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑒2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, (7)

где 𝛾 = 𝑟/(𝜌0Δv).
Уравнение (7) описывает колебания газовой среды с учетом внутреннего

сопротивления, то есть затухающие колебания. При его выводе использован
закон Гука (1), исключающий причинно-следственную связь явлений. Причи-
ну (движущую силу) в законе Гука представляет деформация, а следствием
является избыточное давление 𝑝. Причина и следствие здесь не связаны со
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временем. В связи с этим любое изменение причины вызывает мгновенное
(скачкообразное — с бесконечной скоростью) изменение следствия. Однако в
реальных средах перенос возмущений (импульса) происходит с некоторым
запаздыванием, учитываемым временами релаксации. С целью его учета за-
пишем формулу (1) в виде

𝑝+ 𝜏1
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝜏21

𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
= 𝜌0𝑒

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜏2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
+ 𝜏22

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡2

)︂
, (8)

где 𝜏1, 𝜏2 — времена релаксации давления и градиента перемещения.
Формула (8) представляет собой эмпирическую формулу закона Гука (1),

модифицированную с учетом релаксационных явлений, то есть с учетом эф-
фектов запаздывания. Их учет выполняется слагаемыми, включающими про-
изводные по времени от давления и градиента перемещения в произведении с
коэффициентами релаксации и позволяющими учесть конечную скорость пе-
редачи импульса, что связано с учетом длины и времени свободного пробега
микрочастиц (носителей энергии).

Выражая 𝑝 из (8) и подставляя в (6), получаем

𝜌0
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝜏1

𝜕

𝜕𝑡

(︁𝜕𝑝
𝜕𝑥

)︁
+ 𝜏21

𝜕2

𝜕𝑡2

(︁𝜕𝑝
𝜕𝑥

)︁
+

+
𝑟

Δv

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜌0𝑒

2
(︁𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

+ 𝜏2
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡
+ 𝜏22

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2

)︁
. (9)

Подставляя 𝜕𝑝/𝜕𝑥 из (6) в (9), находим

𝜏21
𝜕4𝑢

𝜕𝑡4
+ 𝜏1𝜂

𝜕3𝑢

𝜕𝑡3
+ 𝜂

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝛾

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑒2

(︁𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

+ 𝜏2
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡
+ 𝜏22

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡2

)︁
, (10)

где 𝜂 = 1 + 𝜏1𝛾 — безразмерный комплекс.
Соотношение (10) представляет собой волновое (гиперболическое) уравне-

ние продольных колебаний газа с учетом его релаксационных свойств и внут-
реннего трения. Если принять 𝜏1 = 𝜏2 = 𝛾 = 0, то уравнение (10) принимает
вид уравнения (4).

Рассмотрим краевую задачу о колебаниях газа в цилиндрическом канале,
один конец которого закрыт, а второй свободен, при некотором начальном
перемещении, изменяющемся линейно от пространственной переменной. Ма-
тематическая постановка задачи включает уравнение (10) и краевые условия
вида

𝑢(𝑥, 0) = 𝛼(𝛿 − 𝑥);
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 0;

𝜕2𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡2
= 0;

𝜕3𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡3
= 0; (11)

𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0; 𝑢(𝛿, 𝑡) = 0, (12)

где 𝛼— коэффициент, характеризующий начальное перемещение газа; 𝛿—
длина канала.

В случае, когда давление на открытом конце системы изменяется по неко-
торому гармоническому закону, первое граничное условие (12) примет вид

𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝐴1 cos(𝜔𝑡), (13)
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где 𝐴1 = 𝐹/(𝐸𝑆)— безразмерная амплитуда колебаний; 𝐹 — сила, вызыва-
ющая колебания газа на открытом конце; 𝜔 = 2𝜋𝜈 — круговая частота; 𝜈 —
частота колебаний; 𝐸 — модуль упругости; 𝑆 — площадь сечения канала.

Для приведения задачи (10), (11), (12) к безразмерному виду введем сле-
дующие обозначения:

Θ = 𝑢/𝑢0, 𝜉 = 𝑥/𝛿, Fo = 𝑒𝑡/𝛿, Fo1 = 𝑒𝜏1/𝛿, Fo2 = 𝑒𝜏2/𝛿, Fo3 = 𝛿𝛾/𝑒, 𝑢0 = 𝛼𝛿,

где Θ, 𝜉, Fo, Fo1, Fo2 — соответственно безразмерные перемещение, коорди-
ната, время и коэффициенты релаксации; Fo3 — безразмерный коэффициент
сопротивления; 𝑢0 = 𝑚𝛿— длина столба газа в начальный момент времени
(𝑡 = 0).

С учетом введенных обозначений задача (10)–(12) принимает вид

Fo21
𝜕4Θ

𝜕Fo4
+ Fo1𝜂

𝜕3Θ

𝜕Fo3
+ 𝜂

𝜕2Θ

𝜕Fo2
+ Fo3

𝜕Θ

𝜕Fo
=

=
𝜕2Θ

𝜕𝜉2
+ Fo2

𝜕3Θ

𝜕𝜉2𝜕Fo
+ Fo22

𝜕4Θ

𝜕𝜉2𝜕Fo2
, Fo > 0, 0 < 𝜉 < 1; (14)

Θ(𝜉, 0) = 1− 𝜉;
𝜕Θ(𝜉, 0)

𝜕Fo
= 0;

𝜕2Θ(𝜉, 0)

𝜕Fo2
= 0;

𝜕3Θ(𝜉, 0)

𝜕Fo3
= 0; (15)

𝜕Θ(0,Fo)

𝜕𝜉
= 0; Θ(1,Fo) = 0. (16)

Граничное условие (13) в безразмерном виде записывается так:

𝜕Θ(0,Fo)

𝜕𝜉
= 𝐴1 cos(𝐴2Fo), (17)

где 𝐴2 = 2𝜋𝜈𝛿/𝑒— безразмерная частота колебаний.

2. Аналитическое решение задачи без учета внешней нагрузки.
Решение задачи (14), (15), (16) представляется в виде

Θ(𝜉,Fo) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜑𝑘(Fo)𝜓𝑘(𝜉), (18)

где 𝜑𝑘(Fo)— неизвестные функции времени; 𝜓𝑘(𝜉) = cos(𝑟𝜋𝜉/2), 𝑟 = 2𝑘 − 1.
Подставляя (18) в (14), получаем

∞∑︁
𝑘=1

[︁
Fo21

𝑑4𝜑𝑘

𝑑Fo4
+ Fo1𝜂

𝑑3𝜑𝑘

𝑑Fo3
+ 𝜂

𝑑2𝜑𝑘

𝑑Fo2
+ Fo3

𝑑𝜑𝑘
𝑑Fo

+

+ 𝜈𝑘

(︁
𝜑𝑘 + Fo2

𝑑𝜑𝑘
𝑑Fo

+ Fo22
𝑑2𝜑𝑘

𝑑Fo2

)︁]︁
cos

𝑟𝜋𝜉

2
= 0, (19)

где 𝜈𝑘 = 𝑟2𝜋2/4.
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Соотношение (19) можно преобразовать к виду

Fo21
𝑑4𝜑𝑘

𝑑Fo4
+ 𝑙1

𝑑3𝜑𝑘

𝑑Fo3
+ 𝑙1

𝑑2𝜑𝑘

𝑑Fo2
+ 𝑙2

𝑑𝜑𝑘
𝑑Fo

+ 𝜈𝑘𝜑𝑘 = 0, (20)

где 𝑙 = Fo1𝜂, 𝑙1 = 𝜂 + 𝜈𝑘Fo
2
2, 𝑙2 = Fo3 + 𝜈𝑘Fo2.

Характеристическое уравнение для (20) имеет вид

Fo21𝑧
4 + 𝑙𝑧3 + 𝑙1𝑧

2 + 𝑙2𝑧 + 𝜈𝑘 = 0. (21)

Уравнение (21) имеет следующие корни:

𝑧𝑗𝑘 = −
𝐵𝐷𝑗𝑘

4Fo21
, 𝑗 = 1, 2, 3, 4; 𝑘 = 1,∞,

где 𝐵 = Fo1 −
√
3/3; 𝐷𝑗𝑘 — некоторые постоянные.

С учетом найденных значений 𝑧𝑗𝑘 общее решение уравнения (20) записы-
вается так:

𝜑𝑘(Fo) = 𝐶1𝑘𝑒
𝑧1𝑘Fo + 𝐶2𝑘𝑒

𝑧2𝑘Fo + 𝐶3𝑘𝑒
𝑧3𝑘Fo + 𝐶4𝑘𝑒

𝑧4𝑘Fo, (22)

где 𝐶𝑖𝑘 — константы интегрирования, 𝑖 = 1, 2, 3, 4; 𝑘 = 1,∞.
Подставляя (22) в (18), находим

Θ(𝜉,Fo) =
∞∑︁
𝑘=1

4∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑘𝑒
𝑧𝑖𝑘Fo cos

𝑟𝜋𝜉

2
. (23)

Соотношение (23) точно удовлетворяет граничным условиям (16) и урав-
нению (14), но не соответствует начальным условиям (15). Составляя невязку
и требуя ее ортогональности координатным функциям 𝜓𝑘(𝜉), для 𝐶𝑖𝑘 полу-
чим систему алгебраических уравнений, решение которой имеет вид

𝐶1𝑘 =
𝜇𝑘𝑧2𝑘𝑧3𝑘𝑧4𝑘

(𝑧1𝑘 − 𝑧4𝑘)(𝑧3𝑘 − 𝑧1𝑘)(𝑧2𝑘 − 𝑧1𝑘)
,

𝐶2𝑘 = − 𝜇𝑘𝑧1𝑘𝑧3𝑘𝑧4𝑘
(𝑧2𝑘 − 𝑧1𝑘)(𝑧2𝑘 − 𝑧4𝑘)(𝑧3𝑘 − 𝑧2𝑘)

,

𝐶3𝑘 =
𝜇𝑘𝑧1𝑘𝑧2𝑘𝑧4𝑘

(𝑧3𝑘 − 𝑧4𝑘)[𝑧1𝑘𝑧2𝑘 − 𝑧3𝑘(𝑧3𝑘 − 𝑧2𝑘 − 𝑧1𝑘)]
,

𝐶4𝑘 = − 𝜇𝑘𝑧1𝑘𝑧2𝑘𝑧3𝑘
𝑧24𝑘(𝑧1𝑘 + 𝑧2𝑘 + 𝑧3𝑘 − 𝑧4𝑘)− 𝑧1𝑘𝑧4𝑘(𝑧2𝑘 + 𝑧3𝑘)− 𝑧2𝑘𝑧3𝑘(𝑧4𝑘 + 𝑧1𝑘)

,

где 𝜇𝑘 = 8[cos(𝑟𝜋𝜉/2)− 1]/(𝑟2𝜋2), 𝑘 = 1,∞.
После определения 𝐶𝑖𝑘 точное решение краевой задачи (14)–(16) находит-

ся из (23). Результаты расчетов по формуле (23) представлены на рис. 1, 2.
Анализ показывает, что увеличение коэффициентов релаксации приводит
к уменьшению амплитуды и частоты колебаний, а также сглаживанию кри-
вых колебательного процесса (рис. 1). Расчеты демонстрируют разнонаправ-
ленное движение газа в различных точках канала в одинаковые моменты
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Рис. 1. Колебания газа в точке 𝜉 = 0: 1 — Fo1 = 0.1, Fo2 = 0.001, 𝜂 = 0.5; 2 — Fo1 = 0.5,
Fo2 = 0.001, 𝜂 = 0.5 (𝑘 = 1000— число членов ряда (23))

[Figure 1. Gas oscillations at 𝜉 = 0: 1 — Fo1 = 0.1, Fo2 = 0.001, 𝜂 = 0.5; 2 — Fo1 = 0.5,
Fo2 = 0.001, 𝜂 = 0.5 (𝑘 = 1000 — the number of terms in the series (23)]

Рис. 2. Колебания газа в точках 𝜉 = 0.2 (линия 1) и 𝜉 = 0.8 (линия 2); Fo1 = 0.1, Fo2 = 0.001,
𝜂 = 0.5, 𝑘 = 1000

[Figure 2. Qas oscillations at points 𝜉 = 0.2 (line 1), and 𝜉 = 0.8 (line 2); Fo1 = 0.1, Fo2 = 0.001,
𝜂 = 0.5, 𝑘 = 1000]

780



Математическое моделирование колебаний газа в реакторе пиролиза метана

времени (см. рис. 2). Наблюдается уменьшение амплитуды и увеличение ча-
стоты колебаний при приближении к точке закрепления 𝜉 = 1. В целом коле-
бания газа по длине цилиндрического канала характеризуются бесконечным
числом амплитуд и частот.

3. Численное решение задачи с учетом внешней нагрузки. Для
выполнения расчетов с учетом внешней нагрузки (17) необходимо ввести по-
нятие волновых пакетов. Для этого решение уравнения (4) для волны, дви-
жущейся вдоль оси 𝑥, представим в виде [20]:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡+ 𝑘𝑥+ 𝜙), (24)

где 𝐴— амплитуда колебаний; 𝜔— круговая частота; 𝑘 = 2𝜋/𝜆— волновое
число; 𝜆— длина волны; 𝜙— фаза волны.

Подставляя (24) в (4), получаем

𝜔 = 𝑘𝑒.

Данное соотношение является дисперсионным и позволяет определить фазо-
вую скорость волны:

𝑒 = 𝜔/𝑘.

Если 𝜔 и 𝑘 изменяются пропорционально, то фазовая скорость остается
постоянной. В этом случае волна называется недиспергирующей. Если зави-
симость 𝜔 от 𝑘 нелинейна, то фазовая скорость становится частотно-зави-
симой, и волна приобретает дисперсионные свойства. Такие волны не могут
быть описаны простой гармонической функцией. Вид дисперсии определяет-
ся соотношением между частотами собственных колебаний газа и внешней
нагрузки. Изменение частоты нагрузки приводит к формированию волновых
пакетов, возникающих при суперпозиции колебаний с близкими частотами.
В данной работе волновые пакеты моделируются наложением собственных
колебаний газа и внешней нагрузки с переменной частотой.

Для моделирования таких пакетов в задаче (14)–(16) первое граничное
условие (16) заменяется на (17). Аналитическое решение модифицированной
задачи затруднительно, поэтому перейдем к численному методу. Упростим
уравнение (14), пренебрегая членами с Fo21 и Fo22.

Для построения разностной схемы введем равномерную сетку в области
0 ⩽ 𝜉 ⩽ 1, 0 ⩽ Fo ⩽ 𝑇 с шагами Δ𝜉 = 0.005, ΔFo = 0.005, и узлами сетки

𝜉𝑘 = 𝑘Δ𝜉, 𝑘 = 0,𝐾; Fo𝑖 = 𝑖ΔFo, 𝑖 = 0, 𝐽

при 𝐾 = 200, 𝐽 = 50000.
Используя сеточные функции Θ𝑖

𝑘 = Θ(𝜉𝑘,Fo𝑖) и аппроксимируя производ-
ные центральными разностями, запишем задачу в виде

Fo3
Θ𝑖+1

𝑘 −Θ𝑖
𝑘

ΔFo
+ Fo1𝜂

Θ𝑖+1
𝑘 − 3Θ𝑖

𝑘 + 3Θ𝑖−1
𝑘 −Θ𝑖−2

𝑘

ΔFo3
+ 𝜂

Θ𝑖−1
𝑘 − 2Θ𝑖

𝑘 +Θ𝑖+1
𝑘

ΔFo2
=

=
Θ𝑖

𝑘−1 − 2Θ𝑖
𝑘 +Θ𝑖

𝑘+1

Δ𝜉2
+ Fo2

(︁Θ𝑖
𝑘−1 − 2Θ𝑖

𝑘 +Θ𝑖
𝑘+1

Δ𝜉2ΔFo
−

Θ𝑖
𝑘−1 − 2Θ𝑖

𝑘 +Θ𝑖
𝑘+1

Δ𝜉2ΔFo

)︁
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со следующими начальными и граничными условиями:

Θ0
𝑘 = 1− 𝜉𝑘;

Θ1
𝑘 −Θ0

𝑘

ΔFo
= 0;

Θ0
𝑘 − 2Θ1

𝑘 +Θ2
𝑘

ΔFo2
= 0;

Θ𝑖
1 −Θ𝑖

0

Δ𝜉
= 𝐴1 cos(𝐴2 Fo𝑖); Θ𝑖

𝐾 = 0.

Результаты расчетов показывают следующее:
– при Fo1 = Fo2 = Fo3 = 0 имеют место незатухающие колебания (кон-

сервативная система);
– при Fo1 = Fo2 = 𝐴1 = 𝐴2 = 0, Fo3 = 0.3 наблюдается экспоненциальное

затухание амплитуды (рис. 3);
– при резонансе (𝐴2 = 1.575) происходит рост амплитуды, ограниченный

трением (рис. 4);
– вблизи резонанса (𝐴2 = 1.5) имеют место бифуркационно-флаттерные

колебания с периодической модуляцией амплитуды (рис. 5).

4. Акустический метод очистки реактора пиролиза метана от уг-
лерода. В настоящей работе на основе результатов исследования локально-
неравновесных колебаний газа с учетом внешней нагрузки предлагается ме-
тод очистки реактора пиролиза метана от углеродных отложений.

Схема реактора пиролиза метана с устройством для организации бифур-
кационно-флаттерных колебаний газа представлена на рис. 6.

Предлагаемая установка предназначена для автоматической очистки внут-
ренних поверхностей реактора от углеродных отложений и их удаления без
прерывания процесса пиролиза. Конструкция установки включает следую-
щие элементы: 1 — поршень, выполняющий функцию внешней нагрузки; 2 —
трубка для отбора водорода; 3 — корпус реактора; 4 — трубка для подачи ме-
тана; 5, 6 — газоплотные задвижки; 7 — камера для сбора углерода; 8 — элек-
трические нагревательные спирали.

При нагреве метана до температуры пиролиза происходит его разложение
на водород и углерод. Наибольшая температура наблюдается вблизи стенок
реактора, что приводит к интенсивному образованию углеродных отложений,
как было установлено в результате экспериментов.

Поршень 1 выполняет возвратно-поступательные движения с частотой,
близкой к собственной частоте колебаний газа. Это инициирует бифурка-
ционно-флаттерные колебания, которые разрушают углеродные отложения.
При открытии задвижки 5 (при закрытой задвижке 6) отложения под дей-
ствием силы тяжести поступают в камеру 7.

Процесс удаления углерода из камеры 7 выполняется в следующей после-
довательности: задвижка 5 закрывается, а задвижка 6 открывается. Углерод
выводится в окружающую среду без остановки процесса пиролиза.

Процессы очистки и удаления отложений выполняются периодически. Ин-
тервалы между циклами определяются скоростью образования углерода.

Заключение. Представлена математическая модель колебаний газа, учи-
тывающая его релаксационные свойства, внутреннее трение и воздействие
внешней нагрузки, изменяющейся по гармоническому закону с заданной ча-
стотой. Модель разработана на основе модифицированного закона Гука, в ко-
тором избыточное давление и деформация рассматриваются как зависящие
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Рис. 3. Колебания газа в точках 𝜉 = 0 (линия 1), 𝜉 = 0.4 (линия 2) и 𝜉 = 0.8 (линия 3)
(Fo1 = Fo2 = 𝐴1 = 𝐴2 = 0, Fo3 = 0.3)

[Figure 3. Qas oscillations at points 𝜉 = 0 (line 1), 𝜉 = 0.4 (line 2), and 𝜉 = 0.8 (line 3)
(Fo1 = Fo2 = 𝐴1 = 𝐴2 = 0, Fo3 = 0.3)]

Рис. 4. Резонансные колебания газа в точках 𝜉 = 0 (линия 1), 𝜉 = 0.4 (линия 2), 𝜉 = 0.8
(линия 3) и 𝜉 = 1 (линия 4) (Fo1 = Fo2 = 10, Fo3 = 0.3, 𝐴1 = 0.1, 𝐴2 = 1.575)

[Figure 4. Resonant gas oscillations at points 𝜉 = 0 (line 1), 𝜉 = 0.4 (line 2), 𝜉 = 0.8 (line 3),
and 𝜉 = 1 (line 4) (Fo1 = Fo2 = 10, Fo3 = 0.3, 𝐴1 = 0.1, 𝐴2 = 1.575)]

Рис. 5. Бифуркационно-флаттерные колебания газа в точках 𝜉 = 0 (линия 1), 𝜉 = 0.8
(линия 2) и 𝜉 = 1 (линия 3) (Fo1 = Fo2 = 10, Fo3 = 0.3, 𝐴1 = 0.1, 𝐴2 = 1.5)

[Figure 5. Bifurcation-flutter gas oscillations at points 𝜉 = 0 (line 1), 𝜉 = 0.8 (line 2), and 𝜉 = 1
(line 3) (Fo1 = Fo2 = 10, Fo3 = 0.3, 𝐴1 = 0.1, 𝐴2 = 1.5)]
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Рис. 6. Схематическое представление реактора пиро-
лиза метана: 1 – поршень; 2 – трубка для отбора водо-
рода; 3 – цилиндрический корпус реактора; 4 – трубка
для подачи метана; 5, 6 – газоплотные задвижки; 7 –
камера для сбора углерода; 8 – электрические нагре-

вательные спирали

[Figure 6. Schematic representation of a methane
pyrolysis reactor: 1 – piston; 2 – hydrogen collection tube;
3 – cylindrical reactor body; 4 – methane inlet tube; 5,
6 – gas-tight valves; 7 – carbon storage vessel; 8 – electric

heating coils for the reactor]

от времени. Целью разработки модели является изучение динамики колеба-
ний газа в различных условиях.

Для модели, не учитывающей внешнюю нагрузку, получено точное анали-
тическое решение. Оно показало, что увеличение коэффициентов релаксации
приводит к уменьшению амплитуды и частоты колебаний, а также к сглажи-
ванию кривых колебательного процесса.

Анализ численного решения модели с учетом внешней нагрузки выявил,
что при частотах внешней нагрузки, близких к резонансным, возникают би-
фуркационно-флаттерные биения газа. Эти биения характеризуются перио-
дическим увеличением и затуханием амплитуды колебаний.

Предложен метод очистки реактора пиролиза метана от углеродных отло-
жений. Он основан на использовании бифуркационно-флаттерных колебаний
газа в реакционной зоне, которые создаются путем организации возвратно-
поступательных движений поршня на частотах, близких к резонансным.
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Abstract

A mathematical model of gas oscillations induced by external harmonic
loading has been developed, taking into account spatiotemporal nonlocality.
The model is based on the equilibrium (motion) equation and a modified
Hooke’s law, which incorporates relaxation terms accounting for the mean
free path and time of microparticles (electrons, atoms, molecules, ions, etc.).

Numerical studies of the model have shown that resonance occurs when
the natural frequency of gas oscillations coincides with the frequency of the
external load. This resonance is characterized by a sharp increase in the am-
plitude of oscillations, which is limited by the gas friction coefficient. When
the frequency of the external load is close to the natural frequency of gas os-
cillations, bifurcation-flutter oscillations (beats) are observed, accompanied
by periodic increases and decreases in the oscillation amplitude at each point
of the spatial variable. In this case, the gas oscillations exhibit an infinite
number of amplitudes and frequencies.

Periodic variations in gas displacement and pressure, ranging from zero
to a certain maximum value and propagating along the length of the methane
pyrolysis reactor, contribute to the cleaning of its internal surfaces from loose
carbon deposits. The carbon removed from the reactor walls accumulates in
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the lower part between two gas-tight shut-off valves, allowing for its removal
without interrupting the pyrolysis process.

This model can be useful for optimizing reactor cleaning processes and
improving the efficiency of methane pyrolysis.

Keywords: methane pyrolysis reactor, hydrogen and carbon production,
mathematical model of gas oscillations, accounting for spatiotemporal nonlo-
cality, harmonic external load, numerical solution, resonant and bifurcation-
flutter oscillations, method of carbon removal.
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