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Аннотация
Представлены результаты исследования устойчивости круговых вер-

тикальных слоистых цилиндрических оболочек, полностью заполнен-
ных неподвижной сжимаемой жидкостью, под воздействием гидростати-
ческой и внешней статической нагрузок. Поведение упругой конструк-
ции и жидкой среды описано в рамках классической теории оболочек
и уравнений Эйлера. Линеаризованные уравнения движения оболочки
совместно с соответствующими геометрическими и физическими соот-
ношениями сведены к системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений относительно новых неизвестных. Акустическое волновое уравне-
ние преобразовано к системе дифференциальных уравнений с исполь-
зованием метода обобщенных дифференциальных квадратур. Решение
сформулированной краевой задачи выполнено методом ортогональной
прогонки Годунова и сведено к вычислению собственных частот колеба-
ний. Для этой цели использовано сочетание пошаговой процедуры с по-
следующим уточнением методом Мюллера. Достоверность полученных
результатов подтверждена сравнением с известными численными реше-
ниями. Детально проанализированы зависимости критического внеш-
него давления от угла армирования для свободно опертых, жестко за-
крепленных и консольных двухслойных и трехслойных цилиндрических
оболочек. Оценено влияние комбинированного статического давления
на оптимальные углы армирования, обеспечивающие повышение границ
устойчивости.
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Введение. Элементы конструкций на основе пластин и оболочек, в том
числе содержащих жидкость или погруженных в нее, эксплуатируются в усло-
виях интенсивных внешних воздействий различной природы. Механические,
температурные и центробежные нагрузки, а также статические составляю-
щие аэро- и гидродинамического давления оказывают существенное влияние
на поведение упругих тел, изменяя их динамические характеристики; чрез-
мерные значения некоторых из них могут инициировать статическую поте-
рю устойчивости тонкостенного тела. Известно [1, 2], что применение совре-
менных материалов, в том числе слоистых композитов, позволяет повысить
порог устойчивости конструкций. Корректное математическое описание воз-
действия внешних усилий требует привлечения геометрически нелинейных
соотношений, учитывающих изменение исходных параметров в результате
нагружения. Решение таких задач связано с известными трудностями, но мо-
жет быть сведено к линеаризованной постановке, если изучение особенно-
стей протекающих нелинейных процессов не является целью исследования.
Полученные в этом случае уравнения, сформулированные в окрестности ис-
ходного состояния, позволяют учитывать начальное напряженное (в общем
случае напряженно-деформированное) состояние, определяемое из решения
линейной статической задачи или из аналитических формул.

Анализу тонкостенных конструкций, полностью или частично заполнен-
ных жидкостью и выполненных из слоистых композиционных материалов,
посвящено незначительное количество публикаций. Из процитированных в
библиографических обзорах [3, 4] работ следует, что в этих исследованиях
с привлечением различных численных или численно-аналитических методов
изучено влияние угла армирования на динамическое поведение поперечно
и перекрестно армированных многослойных оболочек, имеющих различные
граничные условия.

Количество публикаций, направленных на изучение предварительно на-
груженных круговых оболочек, содержащих неподвижную или текущую жид-
кость, также незначительно [5–19]. В этих работах, выполненных в линеари-
зованной постановке, проанализировано влияние механических (гидростати-
ческое давление, осевая сила) или температурных нагрузок на частотный
спектр или критические параметры потери устойчивости одиночных (цилин-
дрических, эллиптических) оболочек. Исследование влияния осевого сжима-
ющего усилия и внешнего давления на частоты колебаний и скорости потери
устойчивости изотропных и ортотропных цилиндрических оболочек на ос-
нове метода конечных элементов представлено в работах [5–7]. Воздействие
температуры на частоты и скорости потока жидкости, текущей внутри жест-
ко закрепленной однослойной оболочки, оценено в [8] при различных углах
намотки с помощью метода конечных элементов (МКЭ). В работе [9] в рам-
ках МКЭ проанализирован вклад гидростатического давления в изменение
критических скоростей дивергенции и флаттера для оболочек с разными
граничными условиями. Изменение динамического отклика функционально-
градиентной (ФГ) оболочки с текущей жидкостью при различных значениях
осевой силы и тепловой нагрузки изучено в работе [10] с использованием ме-
тодов модальной суперпозиции и Ньюмарка. Новые аналитические методы,
основанные на методах распространяющихся волн или передаточных матриц,
предложены в статьях [11,12] для предсказания критического гидростатиче-
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ского давления, действующего на погруженные в жидкость цилиндрические
или эллиптические стальные оболочки с различными комбинациями гранич-
ных условий. Зависимости минимальных частот колебаний эллиптической
оболочки от величины внешнего статического давления изучены в [13] с уче-
том гидростатического давления на смоченной поверхности при различных
параметрах эллиптичности и уровнях неподвижной жидкости в рамках трех-
мерной реализации МКЭ. Влияние температуры на динамическое поведение
цилиндрических оболочек, выполненных из ФГ материала, взаимодействую-
щих с неподвижной или текущей жидкостью, исследовано в [14] с помощью
полуаналитического варианта МКЭ. На основе метода распространяющихся
волн в [15,16] предложен направленный на повышение устойчивости эффек-
тивный метод анализа погруженных в жидкость ФГ оболочек, нагруженных
внешним гидростатическим давлением. В работе [17] представлены экспери-
ментальные и численные (3D МКЭ) исследования гибких трубок, которые на-
гружены осевой силой с целью предотвращения биения при внутреннем тече-
нии жидкости. Изучение собственных колебаний перекрестно армированных
оболочек, частично заполненных жидкостью и учитывающих влияние гидро-
статического давления, обусловленного гравитационными силами, осуществ-
лено в [18] методом ортогональной прогонки Годунова. С помощью метода
распространяющихся волн виброакустические характеристики собственных
и вынужденных колебаний поперечно и перекрестно армированных оболочек,
полностью заполненных жидкостью, исследованы в [19] с учетом внешнего
гидростатического давления.

Если в некоторых из перечисленных исследований, учитывающих предва-
рительное нагружение, не акцентируется внимание на вклад, привносимый
жидкостью в изменение границ устойчивости, то в других отмечается, что
предельные значения статических нагрузок строго соответствуют тем значе-
ниям, которые получены для пустых оболочек. Влияние столба жидкости на
критические параметры устойчивости может быть учтено за счет изменения
напряженно-деформированного состояния смоченной поверхности упругого
тела благодаря воздействию гидростатического давления, инициированно-
го гравитационными силами. Такой подход наряду с учетом эффектов на
свободной поверхности жидкости используется, как правило, при анализе
частично заполненных оболочек [20–30]. Среди указанных публикаций име-
ются такие, в которых исследования осуществлены в рамках предложенной
в работе [20] постановки, суть которой состоит в том, что работа гидроста-
тического давления, совершаемая на смоченной поверхности, должна учи-
тывать и деформацию этой поверхности, происходящую вследствие ее коле-
баний. Для большинства конфигураций благодаря линейным размерам или
физико-механическим свойствам материала принятие гидростатической на-
грузки в виде «следящей», как и учет эффектов волнообразования на свобод-
ной поверхности, привносит незначительные изменения в частоты колебаний
или критические параметры внешней нагрузки и может быть исключено из
рассмотрения [18,21,31].

Среди вышеупомянутых публикаций только в статьях [18,19] представле-
ны результаты исследований предварительно нагруженных слоистых оболо-
чек, полностью или частично заполненных жидкостью. В этих работах изу-
чено изменение собственных частот колебаний при учете либо внешней стати-
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ческой нагрузки, либо гидростатического давления, обусловленного гравита-
ционными силами и действующего на смоченной поверхности. Учет одновре-
менного воздействия статической нагрузки различной природы на критиче-
ские параметры устойчивости композитных оболочек с разными вариантами
укладки и углами армирования в литературе не представлен. Выполнение
такого анализа является целью настоящей работы.

Численное решение сформулированной краевой задачи осуществляется
методом ортогональной прогонки Годунова [32]. При его использовании для
конструкций, взаимодействующих с жидкостью, наиболее универсальным яв-
ляется подход, в котором системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений для упругого тела и жидкости решаются совместно. Преобразование
дифференциальных уравнений, описывающих поведение идеальной сжимае-
мой жидкости, к нормальному виду Коши может осуществляться различны-
ми методами [33–37], среди которых метод обобщенных дифференциальных
квадратур [38] обеспечивает более высокую вычислительную эффективность
и поэтому будет использован в настоящей работе.

1. Постановка задачи. Рассматривается вертикально ориентированная
упругая слоистая цилиндрическая оболочка вращения (рис. 1) длиной 𝐿, ра-
диусом 𝑅 и толщиной ℎ, полностью заполненная идеальной сжимаемой жид-
костью. Тонкостенное тело, изготовленное из однонаправленного материа-
ла, слои которого ориентированы под углами −𝛼 и +𝛼 относительно мери-
диональной координаты, подвергается воздействию внешнего равномерного
статического давления 𝑃 , положительное направление которого совпадает
с нормалью к внешней поверхности. Рассматриваются пакеты, состоящие из
двух [𝛼/−𝛼] или трех [𝛼/0∘/−𝛼] слоев. На смоченной поверхности учиты-
вается изменение напряженно-деформированного состояния тела, обуслов-
ленное воздействием гидростатических сил 𝑝𝑔, инициированных гравитацией.
Необходимо проанализировать влияние угла армирования 𝛼 для двух вари-
антов укладки слоистого композиционного материала на критические значе-
ния внешнего давления 𝑃 при различных комбинациях граничных условий,
задаваемых на краях упругого тела.

Рис. 1. Расчетная схема нагруженной композитной цилиндрической оболочки с жидкостью

[Figure 1. Computational scheme of the loaded composite cylindrical shell with fluid]
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2. Основные соотношения и метод решения. В процитированных
выше публикациях описание слоистого упругого тела строится с использова-
нием классической теории тонких оболочек или различных вариантов уточ-
ненных теорий, учитывающих деформации поперечного сдвига. Последние
используют, как правило, при моделировании толстостенных оболочек или в
случае высокой степени ортотропии однонаправленного материала. В насто-
ящей работе будут рассмотрены тонкостенные (𝑅/ℎ > 800) оболочки, выпол-
ненные из трансверсально-изотропного материала, поведение которых опи-
сывается в рамках классической теории оболочек, основанной на гипотезах
Кирхгофа – Лява. В рамках этой теории компоненты тензора деформаций
E𝑖𝑗 записываются в криволинейной системе координат (𝑠, 𝜃, 𝑧) в виде [39]

E11 = 𝜀11 + 𝑧𝜅11, E22 = 𝜀22 + 𝑧𝜅22, E12 = 𝜀12 + 2𝑧𝜅12,

где

𝜀11 =
𝜕𝑢

𝜕𝑠
, 𝜀22 =

1

𝑅

(︁𝜕𝑣
𝜕𝜃

+ 𝑤
)︁
, 𝜀12 =

𝜕𝑣

𝜕𝑠
+

1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
,

𝜅11 =
𝜕𝜃1
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, (1)

𝜃1 = −
𝜕𝑤

𝜕𝑠
, 𝜃2 =

1

𝑅

(︁
𝑣 − 𝜕𝑤

𝜕𝜃

)︁
.

Здесь 𝑢, 𝑣 и 𝑤 — меридиональная, окружная и нормальная составляющие век-
тора перемещений оболочки; 𝜃𝑖 — углы поворота недеформируемой нормали.

Физические соотношения, устанавливающие связь между вектором уси-
лий и моментов 𝑇 = {𝑇11, 𝑇22, 𝑆,𝑀11,𝑀22, 𝐻}⊤ и вектором обобщенных де-
формаций 𝜀 = {𝜀11, 𝜀22, 𝜀12, 𝜅11, 𝜅22, 2𝜅12}⊤, в матричном виде записываются
как

𝑇 = D𝜀 =

[︂
A B
B C

]︂
𝜀, (2)

где коэффициенты, входящие в матрицу жесткостей D, определяются по фор-
мулам

(𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 , 𝑐𝑖𝑗) =

∫︁
ℎ
(1, 𝑧, 𝑧2)�̄�𝑖𝑗(𝛼) 𝑑𝑧, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3,

а компоненты матрицы �̄�𝑖𝑗(𝛼) вычисляются известным способом [40] в ре-
зультате изменения свойств однонаправленного материала при повороте си-
стемы координат на угол 𝛼.

Нелинейные уравнения движения оболочки:
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𝑅
𝑇22 − 𝜌0

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑝 = 0, (3)

𝜕𝑀11

𝜕𝑠
+

1

𝑅

𝜕𝐻

𝜕𝜃
−𝑄11 − 𝑇11𝜃1 − 𝑆𝜃2 = 0,
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𝜕𝐻

𝜕𝑠
+

1

𝑅

𝜕𝑀22

𝜕𝜃
−𝑄22 − 𝑇22𝜃1 − 𝑆𝜃1 = 0,

где 𝑄𝑖𝑖 — поперечные силы; 𝜌0 =

∫︁
ℎ
𝜌 𝑑𝑧; 𝜌— плотность материала; 𝑝— гид-

родинамическое давление, которое в области 𝑉𝑓 описывается акустическим
волновым уравнением [41]:

∇2𝑝 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︁
+

1

𝑟2
𝜕2𝑝

𝜕𝜃2
+

𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
=

1

𝑐2
𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
. (4)

Здесь 𝑐— скорость звука в жидкости. На смоченной (𝑟 = 𝑅) поверхности,
оси вращения оболочки (𝑟 = 0), нижнем (𝑥 = 0) и верхнем (𝑥 = 𝐿) краях
давление 𝑝 удовлетворяет следующим условиям:

∇𝑝 · n
⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

= −𝜌𝑓
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
, (5)

∇𝑝 · n
⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0, (6)

𝜕𝑝

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0, (7)

где n— единичные внешние нормали к области жидкости 𝑉𝑓 ; 𝜌𝑓 — плотность
жидкости. Равенство нулю градиента давления в условии (7) характеризует
взаимодействие жидкости с жесткой поверхностью.

Раскладывая все компоненты уравнений (1), (2), (4) в ряды Фурье по
окружной координате 𝜃:

𝑋(𝑥, 𝜃) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑋𝑗(𝑥) cos 𝑗𝜃, 𝑌 (𝑥, 𝜃) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑌𝑗(𝑥) sin 𝑗𝜃,

𝑋 = {𝑢,𝑤, 𝜃1, 𝐸11, 𝐸22,𝐾11,𝐾22, 𝑇11, 𝑇22,𝑀11,𝑀22, 𝑄11, 𝑝},
𝑌 = {𝑣, 𝜃2, 𝐸12,𝐾12, 𝑆,𝐻,𝑄22},

сведем геометрические (1) и физические (2) соотношения, а также уравнения
движения (3) к системе восьми обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка относительно новых неизвестных [39]:

𝑦1 = 𝑇11, 𝑦2 = 𝑆 + 2𝐻/𝑅, 𝑦3 = 𝑀11, 𝑦4 = 𝑄11 + �̄�𝐻,

𝑦5 = 𝑢, 𝑦6 = 𝑣, 𝑦7 = 𝑤, 𝑦8 = 𝜃1.

Здесь 𝑗 — номер гармоники при разложении в ряд Фурье, �̄� = 𝑗/𝑅. С учетом
этого и принимая во внимание 𝑦(𝑡) = 𝑦 exp(i𝜔𝑡), получим искомую линеари-
зованную систему уравнений:

𝜕𝑦

𝜕𝑠
= 𝑓(𝑗, 𝜔,𝑦). (8)

Здесь 𝜔 — частота колебаний, i2 = −1. Компоненты вектора 𝑓 определяются
следующим образом:

𝑓1 = �̄�(2𝐻/𝑅− 𝑦2)− 𝜔2𝜌0𝑦5, 𝑓2 = �̄�𝑇22 −𝑄22/𝑅− 𝜔2𝜌0𝑦6,
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𝑓3 = 𝑦4 − 2�̄�𝐻 + 𝑇 0
11𝑦8 − 𝑦1𝜃

0
1, 𝑓4 = 𝑇22/𝑅− �̄�𝑄22 − 𝜔2𝜌0𝑦7 − 𝑝, (9)

𝑓5 = 𝜀11 − 𝜃01𝑦8, 𝑓6 = 𝜀12 + �̄�𝑦5 − 𝜃01𝜃2, 𝑓7 = −𝑦8, 𝑓8 = 𝜅11,

где

𝜀22 = �̄�𝑦6 + 𝑦7/𝑅, 𝜅22 = �̄�𝜃2, 𝜃2 = 𝑦6/𝑅− �̄�𝑦7, 𝜛 = 𝑎11𝑐11 − 𝑏211,

𝑀12 = 𝑏33𝜀12 + 2𝑐33𝜅12, 𝑄22 = −�̄�𝑀22 + 𝑇 0
22𝜃2 − 𝜃01(𝑦2 − 2𝑀12/𝑅),

𝜅11 = [𝑎11(𝑦3 − 𝑏12𝜀22 − 𝑐12𝜅22)− 𝑏11(𝑦1 − 𝑎12𝜀22 − 𝑏12𝜅22)]/𝜛,

𝜀11 =
𝑦1 − 𝑎12𝜀22 − 𝑏11𝜅11 − 𝑏12𝜅22

𝑎11
, 𝜅12 =

𝜀12 + �̄�𝑦5 − 𝜃01𝜃2
𝑅

− �̄�𝑦8,

𝑇22 = 𝑎12𝜀11 + 𝑎22𝜀22 + 𝑏12𝜅11 + 𝑏22𝜅22,

𝑀22 = 𝑏12𝜀11 + 𝑏22𝜀22 + 𝑐12𝜅11 + 𝑐22𝜅22,

𝜀12 =
𝑦2 − 2(𝑏33 + 2𝑐33/𝑅)

(︀
�̄�(𝑦5/𝑅+ 𝑦8)− 𝜃01𝜃2/𝑅

)︀
𝑎33 + 4(𝑏33 + 𝑐33/𝑅)/𝑅

.

Входящие в выражения (9) величины 𝑇 0
11, 𝑇 0

22 и 𝜃01 характеризуют ос-
новное напряженно-деформированное состояние и определяются из решения
осесимметричной статической задачи

𝜕�̄�

𝜕𝑠
= 𝑓(�̄�) + 𝑏, 𝑏3 = 𝑃 + 𝑝𝑔, 𝑝𝑔 = 𝜌𝑓𝑔(𝐿− 𝑥). (10)

Здесь �̄� = {𝑇11, 𝑄11,𝑀11, 𝑢, 𝑤, 𝜃1}⊤; 𝑔 — ускорение свободного падения; 𝑓 —
вектор, компоненты которого для значений �̄� получены из 𝑓 при условиях
𝑗 = 0 и 𝜔 = 0.

Уравнение (4) сводится к системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений методом обобщенных дифференциальных квадратур [38]. Для этого
область жидкости по радиусу 𝑟 делится на 𝑛 точек. Тогда производные 𝑙-го
порядка от функции 𝑝(𝑥, 𝑟) в любой точке 𝑟𝑖 определяются как

𝜕𝑙𝑝(𝑥, 𝑟𝑖)

𝜕𝑟𝑙
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐
(𝑙)
𝑖𝑘 𝑝(𝑥, 𝑟𝑘), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑙 = 1,𝑚, (11)

где 𝑚 = 𝑛 − 1, а весовые коэффициенты 𝑐
(𝑙)
𝑖𝑘 вычисляются по известным

рекуррентным формулам [38].
С учетом (11) и граничных условий (5), (6) вместо (4) может быть полу-

чена следующая система обыкновенных дифференциальных уравнений [42]:

𝑦7+2(𝑛−1) = 𝑝𝑛−1(𝑥), 𝑦′7+2(𝑛−1) = 𝑦8+2(𝑛−1),

𝑦′8+2(𝑛−1) = −𝑝
(2)
𝑛−1(𝑥) + 𝑦7+2(𝑛−1)

(︁ 𝑗2

𝑟2𝑛−1

− 𝜔2

𝑐2

)︁
−

𝑝
(1)
𝑛−1(𝑥)

𝑟𝑛−1
, (12)

где

𝑝
(1)
𝑛−1(𝑥) = 𝑐

(1)
𝑛−11𝑝1(𝑥) +

𝑛−1∑︁
𝑘=2

𝑐
(1)
𝑛−1𝑘𝑦7+2(𝑘−1) + 𝑐

(1)
𝑛−1𝑛𝑝𝑛(𝑥),
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𝑝
(2)
𝑛−1(𝑥) = 𝑐

(2)
𝑛−11𝑝1(𝑥) +

𝑛−1∑︁
𝑘=2

𝑐
(2)
𝑛−1𝑘𝑦7+2(𝑘−1) + 𝑐

(2)
𝑛−1𝑛𝑝𝑛(𝑥),

𝑝𝑛(𝑥) =

(︂
𝑐
(1)
𝑛1

𝑛−1∑︁
𝑘=2

𝑐
(1)
1𝑘 𝑝𝑘(𝑥)

𝑐
(1)
11

−
𝑛−1∑︁
𝑘=2

𝑐
(1)
𝑛𝑘 𝑝𝑘(𝑥)− 𝜌𝑓

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2

)︂⧸︂(︁𝑐(1)𝑛𝑛 − 𝑐
(1)
𝑛1 𝑐

(1)
𝑛1

𝑐
(1)
11

)︁
,

𝑝1(𝑥) = −
(︂∑︁

_𝑘 = 2𝑛−1𝑐
(1)
1𝑘 𝑝𝑘(𝑥) + 𝑐

(1)
1𝑛 𝑝𝑛(𝑥)

)︂⧸︂
𝑐
(1)
11 .

С учетом того, что в соотношениях (9) 𝑝 = 𝑝𝑛, совокупное число неизвестных,
определяемых системами уравнений (8) и (12), составляет 𝑁 = 8 + 2𝑚.

Объединенные системы уравнений (8), (12) решаются методом ортого-
нальной прогонки Годунова [32]. Численное интегрирование дифференциаль-
ных уравнений с однородными граничными условиями, задаваемыми на кра-
ях оболочки и слоя жидкости соотношениями

𝑦𝑖
⃒⃒
𝑠=0

𝛿𝑖 + 𝑦𝑖+𝑀

⃒⃒
𝑠=0

(1− 𝛿𝑖) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀, (13)

𝑦𝑖
⃒⃒
𝑠=𝐿

𝛿𝑖+𝑀 + 𝑦𝑖+𝑀

⃒⃒
𝑠=𝐿

(1− 𝛿𝑖+𝑀 ) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀, (14)

𝑦𝑖
⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑖 = 10, 12, . . . , 𝑁/2, (15)

𝑦𝑖
⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0, 𝑖 = 10, 12, . . . , 𝑁/2, (16)

осуществляется методом Рунге—Кутты четвертого порядка точности. В усло-
виях (13) и (14) параметр 𝛿𝑖 равен нулю или единице в зависимости от за-
данных кинематических или статических граничных условий соответственно,
а параметр 𝑀 принимает значение, равное трем при решении статической за-
дачи или четырем — в случае динамической.

Общее решение систем представляется в виде

𝑦 =

𝑁/2∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑦𝑘,

где 𝐶𝑘 — некоторые константы, а 𝑦𝑘 — совокупность линейно независимых ре-
шений объединенных систем, удовлетворяющих граничным условиям (13),
(15). В результате интегрирования по заданному интервалу и удовлетворе-
ния граничным условиям (14), (16) получаем следующую алгебраическую
систему для определения постоянных:

𝑁/2∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑓𝑖𝑘 = 0, 𝑖 = 1, 𝑁/2. (17)

Искомая задача сводится к определению таких значений, при которых суще-
ствует нетривиальное решение системы (17). Необходимым условием этого
является равенство нулю определителя матрицы |𝑓𝑖𝑘(𝜔)| = 0. Для вычис-
ления частот 𝜔, удовлетворяющих данному условию, используется сочета-
ние двух техник. С помощью пошаговой процедуры определяется диапазон,
в котором определитель матрицы |𝑓𝑖𝑗(𝜔)| меняет знак. Далее приближенное
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значение частоты вычисляется с заданной точностью в полученном интер-
вале посредством итерационной процедуры, основанной на методе Мюлле-
ра [43, 44]. Для классической теории оболочек статическая задача (10) сво-
дится к решению системы уравнений, имеющих размерность 3×3. В этом
случае более эффективным является использование метода Крамера с вы-
числением определителя по методу треугольников [45]. Оценка устойчивости
гидроупругой системы основывается на анализе частоты 𝜔, получаемой при
последовательно возрастающем значении внешнего давления 𝑃 .

3. Численные результаты. В численных примерах рассматриваются
двухслойные и трехслойные свободно опертые (𝑣 = 𝑤 = 𝑇11 = 𝑀11 = 0, SS),
жестко закрепленные (𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜃1 = 0, CC) на обоих краях или консоль-
ные (𝑇11 = 0, 𝑆+2𝑟2𝐻 = 0, 𝑀11 = 0, 𝑄11 + �̄�𝐻 = 0, CF) цилиндрические обо-
лочки (𝐿 = 30 м, 𝑅 = 25 м, ℎ = 0.03 м), заполненные сжимаемой жидкостью
(𝜌𝑓 = 1000 кг/м3, 𝑐 = 1500 м/с) и изготовленные из бор-эпоксидной смолы
(AVCO 5505), физико-механические характеристики для которой взяты из
статьи [46]. Для представления результатов расчетов вводится безразмерный
параметр внешнего статического давления

𝜉 =
𝑃𝐿3

𝑐11
· 10−4.

Верификация результатов, получаемых с помощью описанного выше алго-
ритма, для различных конфигураций осуществлена в работах [4, 18, 37, 42].
В частности установлено, что для метода обобщенных дифференциальных
квадратур приемлемая точность вычислений достигается при разбиении об-
ласти решения в радиальном направлении на 15 точек.

Оценка достоверности результатов в случае нагруженной конструкции
осуществлена на задаче о собственных частотах колебаний 𝜔 (Гц) жестко
закрепленной на обоих краях (CC) пустой изотропной цилиндрической обо-
лочки (модуль упругости 𝐸 = 210 ГПа, коэффициент Пуассона 𝜈 = 0.32,
𝜌𝑠 = 7916 кг/м3, ℎ = 1.524·10−4 м, 𝑅/ℎ = 666.67, 𝐿 = 0.6096 м), подверженной
воздействию внутреннего статического давления 𝑃 . Сравнение как с экспе-
риментальными [47], так и с численными данными, полученными с помощью
двумерной (2D) [7] и трехмерной (3D) [13] конечно-элементных постановок,
приведено на рис. 2 для четырех окружных гармоник 𝑗. Из представленных
результатов следует, что имеет место хорошее согласование с известными ре-
шениями.

На рис. 3, 4 для различных углов армирования 𝛼 приведены графики
изменения низших собственных частот колебаний 𝜔 (Гц) в зависимости от
безразмерного параметра 𝜉 внешнего гидростатического давления 𝑃 , полу-
ченные для пустых и полностью заполненных жидкостью оболочек с разны-
ми граничными условиями и схемами укладки. Здесь символами отображены
точки смены окружной гармоники, соответствующей минимальной частоте.
Известно [3, 48], что как для пустых оболочек, так и для оболочек с жид-
костью, с ростом угла армирования номер окружной гармоники постепенно
снижается благодаря изменению жесткости в окружном направлении. С уве-
личением давления 𝜉 частота снижается до тех пор, пока при значении 𝜉𝑐𝑟,
называемом критическим, она не становится равной нулю. Такое состояние
соответствует статической потере устойчивости или дивергенции.
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Рис. 2. Сравнение собственных частот колебаний 𝜔 нагруженной внутренним давлени-
ем 𝑃 жестко закрепленной пустой оболочки (CC): — [47] (эксперимент); — [7] (МКЭ,

2D); — [13] (МКЭ, 3D); сплошная линия — расчет
[Figure 2. Comparison of natural frequencies of vibrations 𝜔 of the rigidly fixed empty shell

(CC) subjected to internal pressure 𝑃 : — [47] (experiment); — [7] (FEM, 2D); — [13]
(FEM, 3D); solid line — calculation]

Слоистый материал при различных углах армирования изменяет жест-
костные характеристики в осевом и окружном направлениях, определяя раз-
личную степень восприимчивости к внешней нагрузке. Столб жидкости, ока-
зывая давление на деформируемую поверхность тела, с одной стороны, повы-
шает уровень сопротивления конструкции к внешнему воздействию, а с дру-
гой стороны, может изменять оптимальную комбинацию жесткостных свойств,
как это наблюдается для жестко закрепленных оболочек (рис. 4). Для этой
комбинации граничных условий угол армирования, обеспечивающий высо-
кие показатели критического внешнего давления, смещается в область более
низких значений по сравнению с пустой оболочкой.

В присутствии жидкости плавное изменение фундаментальной частоты,
сопровождающееся последовательным повышением окружной моды с мини-
мальной частотой, сменяется на ее резкое падение и скачкообразный переход
к новой окружной гармонике. Например, в случае консольного закрепления
(рис. 3) при 𝛼 = 60∘ наблюдаются следующие последовательности смены
окружных мод для пустых и заполненных оболочек: 9 → 10; 4 → 19 → 20.
Резкое снижение частоты обусловлено приближением к предельным значени-
ям статической нагрузки, которая в данном случае определяется значениями
ее внутренней и внешней составляющих.

Для анализируемой в настоящей работе системы с целью преодоления
стабилизирующего влияния внутреннего гидростатического давления требу-
ется значительное воздействие со стороны внешнего давления. В случае дру-
гих конфигураций вклад внутреннего давления, инициированного гравита-
ционными силами, в состояние устойчивости может быть минимальным или
вообще отсутствовать. Отметим также, что при наличии жидкости и 𝑝𝑔 = 0
зависимости частот от давления будут отличаться от полученных для пустых
оболочек, но значения давлений, при которых происходит потеря устойчиво-
сти, останутся неизменными.

На рис. 3, 4 продемонстрировано, что с учетом сил гравитации на смочен-
ной поверхности тела критическое значение внешней нагрузки значительно
возрастает. При этом также увеличивается номер окружной гармоники 𝑗,
на которой происходит потеря устойчивости. Более наглядная картина рас-
пределения критического статического давления по окружным гармоникам
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Рис. 3. Зависимости низших собственных частот колебаний 𝜔 от параметра давления 𝜉,
полученные для пустой (a) и полностью заполненной жидкостью (b) трехслойной кон-
сольно закрепленной (CF) оболочки при различных значениях угла армирования 𝛼:
1 — 𝛼 = 0, 2 — 𝛼 = 15∘, 3 — 𝛼 = 30∘, 4 — 𝛼 = 45∘, 5 — 𝛼 = 60∘, 6 — 𝛼 = 75∘, 7 — 𝛼 = 90∘

[Figure 3. Dependences of the lowest natural frequencies of vibration 𝜔 on the pressure
parameter 𝜉 obtained for empty (a) and completely filled (b) three-layer cantilevered (CF)
shells at different values of the ply angle 𝛼: 1 — 𝛼 = 0, 2 — 𝛼 = 15∘, 3 — 𝛼 = 30∘, 4 —

𝛼 = 45∘, 5 — 𝛼 = 60∘, 6 — 𝛼 = 75∘, 7 — 𝛼 = 90∘]

Рис. 4. Зависимости низших собственных частот колебаний 𝜔 от параметра давления
𝜉, полученные для пустой (a) и полностью заполненной жидкостью (b) двухслойной
жестко закрепленной (CC) оболочки при различных значениях угла армирования 𝛼:
1 — 𝛼 = 0, 2 — 𝛼 = 15∘, 3 — 𝛼 = 30∘, 4 — 𝛼 = 45∘, 5 — 𝛼 = 60∘, 6 — 𝛼 = 75∘, 7 — 𝛼 = 90∘

[Figure 4. Dependences of the lowest natural frequencies of vibration 𝜔 on the pressure
parameter 𝜉 obtained for empty (a) and completely filled (b) two-layer rigidly clamped
(CC) shells at different values of the ply angle 𝛼: 1 — 𝛼 = 0, 2 — 𝛼 = 15∘, 3 — 𝛼 = 30∘, 4 —

𝛼 = 45∘, 5 — 𝛼 = 60∘, 6 — 𝛼 = 75∘, 7 — 𝛼 = 90∘]
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𝑗 представлена на рис. 5. Здесь показаны изоповерхности параметра давле-
ния 𝜉 как функции окружной моды 𝑗 и угла армирования 𝛼, полученные для
заполненных жидкостью двуслойных и трехслойных оболочек с различными
граничными условиями.

Если для оболочек с симметричными граничными условиями (SS, CC) об-
ласти локальных минимумов давления связаны с углами армирования 0∘ и
90∘, то в случае консольного закрепления максимальные значения давления
достигаются в области высоких углов намотки. Из представленных данных
видно, что окружные гармоники, которым соответствуют критические дав-
ления, достигают значительных величин. Например, для жестко закреплен-
ных оболочек при некоторых углах армирования 𝑗𝑐𝑟 > 50. Этот факт может
отражать модельный характер задачи, геометрические параметры которой
были подобраны таким образом, что частоты колебаний, соответствующие
плескательным модам, сопоставимы по величине с частотами колебаний кон-
струкции в целом [49].

Очевидно, что для такой конфигурации влияние гравитационных сил весь-
ма значительно. Необходимо отметить, что данная особенность предъявляет
дополнительные требования к используемому методу решения, так как при
высоких значениях 𝑗 для обеспечения сходимости необходима как более тща-
тельная дискретизация области жидкости (𝑛 = 21), так и увеличение коли-
чества точек (узлов) интегрирования в меридиональном направлении.

Зависимости критических значений внешнего давления 𝜉𝑐𝑟 от угла арми-
рования 𝛼, полученные для пустых двухслойных и трехслойных оболочек с
различными граничными условиями, приведены на рис. 6. Здесь символами
отображены точки смены критической моды. Как и в случае собственных
частот, с ростом угла армирования номер окружной гармоники, соответству-
ющий минимальному критическому давлению, после небольшого увеличения
при малых углах 𝛼 постепенно снижается. Номер критической моды также
возрастает с увеличением ограничений на краях конструкции.

Оптимальные углы армирования, обеспечивающие наибольшую устойчи-
вость пустых оболочек, несколько отличаются для разных граничных усло-
вий и составляют следующие значения (двухслойные/трехслойные):

CC: 80.6∘/74.3∘; SS: 85∘/80.1∘; CF: 90∘/81.4∘.
Качественно зависимости для двух пакетов совпадают, но трехслойные

оболочки обеспечивают более высокие значения критического давления, ко-
торое для свободно опертых и консольных оболочек выше на 22 %.

На рис. 7 приведены аналогичные зависимости, построенные для оболо-
чек, заполненных жидкостью. Символами на кривых по-прежнему показаны
точки смены критической окружной гармоники. Как было отмечено выше,
заполняющая внутренний объем жидкость благодаря гидростатическому дав-
лению на смоченной поверхности оказывает значительное стабилизирующее
влияние.

Характерной особенностью является активное формоизменение, особенно
в случае жесткого закрепления (СС). Причиной этого является как комбини-
рованный характер статического давления, так и изменение жесткости самой
оболочки, обусловленное текущим углом армирования.

Другой особенностью воздействия комбинированного статического давле-
ния на слоистую оболочку с жидкостью является смещение оптимальных уг-
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Рис. 5. Изоповерхности критических значений внешнего статического давления 𝜉 как
функции окружной моды 𝑗 и угла армирования 𝛼, полученные для двухслойных и
трехслойных оболочек, полностью заполненных жидкостью, с различными граничными

условиями
[Figure 5. Isosurfaces of critical values of the external static pressure 𝜉 as the functions
of circumferential mode 𝑗 and ply angle 𝛼 obtained for two-layer and three-layer shells

completely filled with fluid under different boundary conditions]

Рис. 6. Зависимости параметра давления 𝜉 от угла армирования 𝛼, полученные для
пустых двухслойных (a) и трехслойных (b) оболочек с различными граничными усло-

виями
[Figure 6. Dependences of the pressure parameter 𝜉 on the ply angle 𝛼 obtained for empty

two-layer (a) and three-layer (b) shells under different boundary conditions]
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Рис. 7. Зависимости параметра давления 𝜉 от угла армирования 𝛼, полученные для
полностью заполненных жидкостью двухслойных (a) и трехслойных (b) оболочек при

различных вариантах граничных условий
[Figure 7. Dependences of the pressure parameter 𝜉 on the ply angle 𝛼 obtained for
completely filled two-layer (a) and three-layer (b) shells under different variants of boundary

conditions]

лов армирования 𝛼 в область более низких значений по сравнению с пустой
оболочкой. Эти углы принимают следующие значения (двухслойные/трех-
слойные):

CC: 40.4∘/53.6∘; SS: 68.6∘/66.3∘; CF: 76.5∘/73.5∘.
Для жестко закрепленных оболочек зависимость критического давления

от угла намотки приобретает существенные отличия по сравнению с другими
граничными условиями. В частности, для этого варианта закрепления крити-
ческие параметры давления 𝜉 для однослойного и поперечно армированного
([90∘/−90∘] или [90∘/0/−90∘]) материала имеют близкие значения. Для дру-
гих граничных условий поперечное армирование обеспечивает повышенные
эксплуатационные характеристики в сравнении с однослойным материалом,
но уступает перекрестному армированию.

Кроме этого, жестко закрепленная двухслойная оболочка с жидкостью
при оптимальном угле армирования способна выдержать нагрузку, более чем
на 10 % превышающую критическое давление для трехслойной оболочки. При
отсутствии жидкости, как было отмечено выше, наблюдается противополож-
ная зависимость: трехслойная оболочка устойчивее более чем на 16%.

Из представленных данных следует, что для любой комбинации гранич-
ных условий и схем укладки существует достаточно широкий диапазон углов
армирования, при которых композитная оболочка, как пустая, так и содержа-
щая жидкость, будет обладать более высокой несущей способностью по срав-
нению с конструкцией, изготовленной из однонаправленного материала. Наи-
большая максимизация критического внешнего давления наблюдается при
отсутствии жидкости. Для анализируемого вида нагружения преимущество
двухслойной схемы укладки слоистого композита над трехслойной или на-
оборот отсутствует, поскольку для разных вариантов закрепления, уровней
жидкости и углов намотки можно подобрать такой пакет, который в большей
степени будет удовлетворять эксплуатационным требованиям к конструкции.
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С другой стороны, в абсолютных цифрах для большинства из рассмотренных
конфигураций трехслойный композит обеспечивает более высокие параметры
устойчивости.

Заключение. Представлены результаты численного исследования гра-
ниц устойчивости вертикальных круговых композитных цилиндрических обо-
лочек, полностью заполненных идеальной неподвижной жидкостью и нагру-
женных внешним статическим давлением. Принято во внимание изменение
напряженно-деформированного состояния смоченной поверхности упругого
тела, подвергающегося воздействию гидростатического давления как функ-
ции гравитационных сил. Проанализировано влияние различных схем уклад-
ки слоистого композита на критические значения внешнего давления оболо-
чек, имеющих разнообразные граничные условия при различных значениях
угла армирования.

В результате вычислительных экспериментов установлено, что для рас-
смотренных конфигураций гидростатическое давление оказывает значитель-
ное стабилизирующее воздействие, а оптимальные углы армирования, обеспе-
чивающие более высокие критические значения внешнего статического дав-
ления, смещаются в область более низких значений по сравнению с пустой
оболочкой. Продемонстрировано, что для нагруженных комбинированным
статическим давлением оболочек повышение границ устойчивости для со-
ответствующей комбинации краевых условий достигается в большей степени
выбором подходящего угла армирования, а не схемой укладки.
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Abstract

The paper investigates the stability of circular vertical layered cylindri-
cal shells completely filled with a quiescent compressible fluid subjected to
hydrostatic and external static loads. The behavior of the elastic structure
and the fluid medium is described within the framework of classical shell
theory and Euler equations. The linearized equations of motion of the shell
and the corresponding geometrical and physical relations are reduced to a
system of ordinary differential equations with respect to new unknowns. An
acoustic wave equation is transformed to a system of differential equations
using the method of generalized differential quadrature. The solution of the
formulated boundary value problem is reduced to the calculation of natural
vibration frequency in terms of Godunov’s orthogonal sweep method. For
this purpose, a stepwise procedure is applied in combination with a sub-
sequent refinement by the Muller method. The reliability of the obtained
results is verified through a comparison with known numerical solutions.
The dependence of critical external pressure on the ply angle of simply sup-
ported, rigidly fixed and cantilevered two-layer and three-layer cylindrical
shells is analyzed in detail. The influence of the combined static pressure
on the optimal ply angle providing an increase of the stability boundary is
evaluated.

Keywords: classical shell theory, compressible fluid, layered material, hy-
drostatic pressure, preloading, Godunov’s orthogonal sweep method, gener-
alized differential quadrature method, stability.
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