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Аннотация
Предложен алгоритм решения задач о нелинейном динамическом

поведении осесимметричных неразветвленных мягкооболочечных кон-
струкций, основанный на использовании метода дифференцирования по
параметру. Алгоритм не накладывает каких-либо ограничений на диапа-
зон деформаций и перемещений, свойства материала, условия закрепле-
ния или форму меридиана конструкции. При этом уравнения движения
в частных производных сводятся к нелинейным обыкновенным диффе-
ренциальным уравнениям с использованием метода прямых. Получен-
ная система уравнений дифференцируется по календарному параметру.
В результате решение задачи сводится к решению двух взаимосвязан-
ных задач – квазилинейной многоточечной краевой задачи и нелинейной
задачи Коши с правой частью специального вида. Особенности исполь-
зования данного алгоритма применительно к задачам динамики мяг-
ких оболочек проявляются при его программной реализации и описаны
в работе. Тестирование алгоритма выполнено на примере решения зада-
чи динамического раздувания шарнирно опертой полусферы из неогу-
ковского материала. Отмечено, что хотя формально рассматриваемая
в примере оболочка не является составной, для построения численного
решения необходимо использование метода сегментации интервала ин-
тегрирования по координате, что соответствует анализу составной кон-
струкции. Исследовано влияние выбора шага по времени и схемы ап-
проксимации ускорения на результаты решения.
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Решение нелинейных задач стационарной динамики осесимметричных мягких оболочек

Введение. Задачи динамического деформирования мягких оболочек в до-
ступной литературе освещены лишь в ограниченном количестве публикаций,
а работы зарубежных авторов, по сути, касаются лишь трех частных про-
стейших задач. Очевидно, причиной этого является вычислительная слож-
ность рассматриваемой проблемы. Уравнения динамического деформирова-
ния мягких оболочек как систем с распределенной массой сформулированы
в работах [1–5]. При этом в [1] рассматриваются лишь стационарные колеба-
ния оболочек конкретных форм и условий закрепления, а решения построены
в аналитической форме. В работах [2,3] постановки и решения задач даны для
оболочек специфической формы — каркасированных абсолютно гибкими дис-
кретно расположенными нитями. Во всех упомянутых работах, несмотря на
то, что постановка задачи дается для материала с произвольными нелинейны-
ми физическими соотношениями, результаты расчета приводятся лишь для
линейного поведения материала оболочек (за исключением тестового приме-
ра удара по гибкой нити — квадратичной зависимости усилия от деформации
нити). Авторами [2, 3, 5] используются метод конечных разностей и метод
конечных элементов. Примечательно, что все расчеты нестационарного ди-
намического поведения мягкооболочечных конструкций указанных авторов
являются решениями конкретных прикладных задач парашютостроения. Та-
ким образом, применимость или особенности применения данных методов
для случая истинной физической нелинейности материала и истинно боль-
ших деформаций остались неизученными.

В зарубежной литературе, за исключением монографии [4], не уделяется
внимания построению разрешающих соотношений динамического деформи-
рования мягкооболочечных конструкций в общей математической постанов-
ке. Однако множество работ посвящено решению соответствующих частных
задач. Принципиальным отличием в подходе к постановке задач динамики
от работ отечественных исследователей является отсутствие прикладной на-
правленности задачи. Начиная с первых работ 60-х годов XX века до работ
2020 года зарубежными авторами рассматриваются лишь задачи динамиче-
ского раздувания цилиндрической и сферической оболочек и плоских мем-
бран [6–16]. Исходные данные задач отличаются формами упругих потенци-
алов материала, толщиной стенки рассматриваемой оболочки, зависимостью
нагрузки от времени. Разрешающие соотношения во всех работах сводят-
ся к уравнению движения системы с одной степенью свободы. В абсолют-
ном большинстве работ получены аналитические решения этого уравнения
и исследуются свойства диаграмм нагружения и фазовых кривых. Числен-
ное исследование сводится как максимум к решению системы обыкновенных
дифференциальных уравнений методом Рунге—Кутта [17], методом конеч-
ных разностей [18], методом множественной пристрелки с использованием
встроенной процедуры языка программирования ФОРТРАН [19] и методом
конечных элементов в комплексе ABAQUS [20, 21]. Подчеркнем, что каж-
дый раз система разрешающих уравнений формулируется для конкретной
рассматриваемой задачи, т.е. речь о разработке универсального алгоритма
решения задач динамики мягкооболочечных конструкций не идет.

Можно выделить лишь две более сложные постановки задачи, рассмот-
ренные зарубежными исследователями. Одна из них посвящена анализу
прыжка мягкого актюатора, надуваемого жидкостью [22]. Однако в указан-
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ной работе решение задачи динамики сводится к решению системы обык-
новенных дифференциальных уравнений для системы с двумя степенями
свободы, причем для построения уравнений используются результаты ква-
зистатического решения, полученного с использованием конечноэлементного
комплекса ABAQUS, а далее применяется встроенная процедура MATLAB
решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений ODE45. В за-
дачах второго типа [23,24] исследуется распространение нестационарных волн
в гиперупругом теле. Решения соответствующих систем ищутся в аналитиче-
ском виде.

Подводя итог обзора, можно заключить, что несмотря на проводимые ис-
следования задач динамики мягкооболочечных конструкций на протяжении
более 60-ти лет, до сих пор не существует ни их математической постановки,
ни вычислительного алгоритма, одновременно ориентированных на решение
задач максимально широкого класса и удобных для использования в числен-
ной реализации. Большие перемещения и деформации в задачах динамики
численными методами не получены, а сопутствующие этому вычислительные
трудности лишь декларируются отдельными исследователями, но до сих пор
не изучены.

В настоящей работе предлагается математическая постановка и алгоритм
решения задачи осесимметричного динамического деформирования состав-
ной мягкооболочечной конструкции как системы с распределенной массой
и исследуются особенности реализации алгоритма на примере тестовой зада-
чи о динамическом раздувании полусферы из неогуковского материала.

1. Математическая постановка и алгоритм решения. Пусть зада-
ча динамического деформирования мягкой оболочки описывается системой
дифференциальных уравнений в векторно-матричной форме

𝜕�⃗�𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 𝑓𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖) +𝑀𝑖

𝜕2�⃗�𝑖
𝜕𝑡2

, 𝑖 ∈ [1, 𝑁 ] (1)

и системой дополнительных алгебраических соотношений

�⃗�𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖) = 0⃗. (2)

Соотношения (1), (2) дополняются начальными условиями

�⃗�(𝑥, 0) = �⃗�0, �⃗� ′(𝑥, 0) = �⃗� ′
0,

условиями сопряжения сегментов конструкции

�⃗�𝑗(𝑥𝑗,𝑒) = �⃗�𝑗+1(𝑥𝑗+1,𝑏) + 𝑑𝑗+1; 𝑗 ∈ [1, 𝑁 − 1]

и граничными условиями

�⃗�1(𝑥1, �⃗�1, �⃗�, �⃗�, 𝑡) = 0⃗, 1
 2.

Здесь �⃗�𝑖 — вектор-функция 𝑛 компонентов разрешающих переменных;
𝑓𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖)— вектор-функция 𝑛 компонентов правых частей системы
дифференциальных уравнений; �⃗�𝑖 — вектор дополнительных переменных, т.е.
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переменных, не входящих под знак производной в системе (1), а рассчитывае-
мых из дополнительных алгебраических соотношений (2); �⃗�𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖)—
вектор-функция нелинейных дополнительных алгебраических соотношений;
�⃗�𝑖(𝑥, 𝑡)— вектор-функция из 𝑙 компонентов поверхностных нагрузок; �⃗�𝑖 — век-
тор параметров задачи; 𝑑𝑗 — вектор сосредоточенных нагрузок в точках со-
пряжения сегментов конструкции; 𝑀𝑖 — матрица инерционных свойств эле-
мента конструкции; 𝑁 — число сегментов краевой задачи.

При построении алгоритма решения задачи (5)–(8) представим нагрузку,
действующую на деформируемый элемент, суммой заданных поверхностных
нагрузок и инерционных нагрузок:

�⃗�𝑖
*(𝑥, 𝑡) = �⃗�𝑖(𝑥, 𝑡) +𝑀𝑖

𝜕2�⃗�𝑖
𝜕𝑡2

. (3)

При использовании метода дифференцирования по параметру для реше-
ния системы (5)–(8) вводится параметр нагрузки 𝛼, т.е. нагрузка (3) записы-
вается в виде

�⃗�𝑖
**(𝑥, 𝑡) = 𝛼�⃗�𝑖

*(𝑥, 𝑡). (4)

Используя 𝑚-точечную аппроксимацию вектора ускорений для момента
времени 𝑡 = 𝑡𝑘, 𝑘 > 𝑚, запишем

𝜕2�⃗�

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑘

=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗 �⃗�𝑚+1−𝑗 .

Тогда с учетом представления (4) система уравнений (1) для моментов вре-
мени 𝑡1 6 𝑡𝑘 < 𝑡𝑚 принимает вид

𝑑�⃗�𝑖,1
𝑑𝑥𝑖

= 𝐹𝑖,1(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,1, 𝑡1, 𝛼),

...
𝑑�⃗�𝑖,𝑚−1

𝑑𝑥𝑖
= 𝐹𝑖,𝑚−1(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑚−1, �⃗�𝑖,𝑚−2, . . . , �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,𝑚−1, �⃗�𝑖,𝑚−1, �⃗�𝑖,𝑚−1, 𝑡𝑚−1, 𝛼),

а для моментов времени 𝑡𝑘 > 𝑡𝑚 —

𝑑�⃗�𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

= 𝐹𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘−1, �⃗�𝑖,𝑘−2, . . . , �⃗�𝑖,𝑘−𝑚+1, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝑡𝑘, 𝛼),

где 𝑖 ∈ [1, 𝑁 ].
При этом на первых (𝑚−1) шагах по времени для аппроксимации вектора

ускорений используются законтурные точки [25]. Таким образом, для 𝑘-того
регулярного шага по времени полная система уравнений, описывающих ди-
намическое поведение конструкции, имеет вид

𝑑�⃗�𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

= 𝐹𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘−1, �⃗�𝑖,𝑘−2, . . . , �⃗�𝑖,𝑘−𝑚+1, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝑡𝑘, 𝛼), (5)

�⃗�𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝛼) = 0⃗, 𝑖 ∈ [1, 𝑁 ] (6)
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с условиями сопряжения сегментов конструкции

�⃗�𝑗,𝑘(𝑥𝑗,𝑒) = �⃗�𝑗+1,𝑘(𝑥𝑗+1,𝑏) + 𝑑𝑗+1,𝑘, 𝑗 ∈ [1, 𝑁 − 1] (7)

и граничными условиями

�⃗�1,𝑘(𝑥1, �⃗�1,𝑘, �⃗�𝑘, �⃗�𝑘, 𝜏𝑘) = 0⃗, 1
 2. (8)

Тогда при дифференцировании по некоторому заранее выбранному пара-
метру 𝑇 системы уравнений (5) получим

𝑑 ˙⃗𝑦𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

=
𝜕𝐹𝑖,𝑘

𝜕�⃗�𝑖,𝑘
˙⃗𝑦𝑖,𝑘 +

𝜕𝐹𝑖,𝑘

𝜕�⃗�𝑖,𝑘
˙⃗𝑧𝑖,𝑘 +

𝜕𝐹𝑖,𝑘

𝜕�⃗�𝑖,𝑘**
𝜕�⃗�𝑖,𝑘

**

𝜕𝑇
,

где
𝜕�⃗�𝑖,𝑘

**

𝜕𝑇
= �̇�

(︂
�⃗�𝑖,𝑘 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗 �⃗�𝑘+1−𝑗

)︂
+ 𝛼

(︀
˙⃗𝑞𝑖,𝑘 + 𝛽1 ˙⃗𝑦𝑘

)︀
.

Точка здесь обозначает дифференцирование по параметру 𝑇 .
Отметим, что решение задачи проводится последовательно на каждом

временном слое, поэтому при дифференцировании по параметру аппроксими-
рованного вектора ускорений скорости векторов разрешающих переменных
по параметру предыдущих шагов по времени полагаются равными нулю.

Таким образом, при дифференцировании по параметру 𝑇 системы (5)–
(8), выражая из продифференцированного соотношения (6) скорости допол-
нительных переменных по параметру ˙⃗𝑧𝑖,𝑘, получим квазилинейную краевую
задачу, которую можно представить в виде

𝑑 ˙⃗𝑦𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

= 𝐴𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝛼) ˙⃗𝑦𝑖,𝑘 +

+ �⃗�𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘−1, . . . , �⃗�𝑖,𝑘−𝑚+1)�̇�, (9)

˙⃗𝑦𝑗,𝑘(𝑥𝑗,𝑒) = ˙⃗𝑦𝑗+1,𝑘(𝑥𝑗+1,𝑏) +
˙⃗
𝑑𝑗+1,𝑘, 𝑗 ∈ [1, 𝑁 − 1], (10)

𝐵1,𝑘(𝑥1, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, 𝛼) ˙⃗𝑦1 +

+ �⃗�1,𝑘(𝑥1, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘)�̇� = 0⃗, 1
 2. (11)

Как и обычно, при использовании метода дифференцирования по пара-
метру квазилинейная краевая задача дополняется задачей Коши относитель-
но искомых векторов разрешающих и дополнительных переменных и пара-
метра нагрузки 𝛼:

𝑑�⃗�𝑖,𝑗
𝑑𝑇

= ˙⃗𝑦𝑖,𝑗(�⃗�𝑖,𝑗 , 𝑥𝑖,𝑗 , 𝑇 ),
𝑑�⃗�𝑖,𝑗
𝑑𝑇

= ˙⃗𝑧𝑖,𝑗(�⃗�𝑖,𝑗 , 𝑥𝑖,𝑗 , 𝑇 ),
𝑑𝛼

𝑑𝑇
= �̇�(�⃗�𝑖,𝑗 , 𝑇 ). (12)

Здесь 𝑗 ∈ [1,𝑀𝑖], где 𝑀𝑖 — число точек дискретизации 𝑖-того сегмента кон-
струкции, а индекс момента времени 𝑘 опущен.
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Алгоритм решения взаимосвязанных задач (9)–(11) и (12) и его особенно-
сти, связанные с реализацией применительно к задачам статики мягких обо-
лочек, представлены в [26]. Для задач динамики поиск решения проводится
при значениях параметра 𝛼 ∈ [0, 1], где решение при 𝛼 = 1 соответствует
решению исходной задачи (5)–(8) с точностью до принятой аппроксимации
вектора ускорений.

2. Динамическое раздувание шарнирно опертой полусферы из
неогуковского материала (пример). Систему уравнений для описания
динамического поведения мягкой оболочки получим с использованием прин-
ципа наименьшего действия Остроградского—Гамильтона. Она включает в се-
бя следующие соотношения:

– уравнения движения:

𝜕𝑇1𝑥
𝜕𝛼

=
𝐴

𝑅1
𝑇1𝑧 +

1

𝐴

𝑑𝐵

𝑑𝛼
𝑇2𝑦 −𝐴𝐵𝑝𝜗1(1 + 𝑒2) +𝐴𝐵𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

𝜕𝑇1𝑧
𝜕𝛼

= − 𝐴

𝑅1
𝑇1𝑥 −

𝐵

𝑅2
𝑇2𝑦 +𝐴𝐵𝑝(1 + 𝜀1)(1 + 𝑒2)−𝐴𝐵𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
;

– геометрические дифференциальные уравнения:

𝜕𝑢

𝜕𝑆
= 𝐴𝜀1 −

𝐴

𝑅1
𝑤,

𝜕𝑤

𝜕𝑆
= −𝐴𝜗1 +

𝐴

𝑅1
𝑢;

– дополнительные алгебраические соотношения:

𝑒2 =
1

𝐴𝐵

𝑑𝐵

𝑑𝛼
𝑢+

1

𝑅2
𝑤, 𝑒1 +

1

2
𝑒21 = 𝜀1 +

1

2
(𝜀21 + 𝜗21);

𝑇1𝑥 = 𝑇 *
1 (1 + 𝜀1)𝐵, 𝑇2𝑦 = 𝑇 *

2 (1 + 𝑒2)𝐴, 𝑇1𝑧 = 𝑇 *
1 𝜗1𝐵;

𝑇 *
1 = 𝑇1

1 + 𝑒2
1 + 𝑒1

, 𝑇 *
2 = 𝑇2

1 + 𝑒1
1 + 𝑒2

– и в общем случае нелинейные физические соотношения:

𝑇1 = 𝑇1(𝑒1, 𝑒2), 𝑇2 = 𝑇2(𝑒1, 𝑒2).

Все обозначения соответствуют принятым в [30].
Рассмотрим раздувание шарнирно опертой полусферы внезапно прило-

женным постоянным во времени равномерно распределенным по меридиану
давлением. Для определенности примем, что материал оболочки является
неогуковским, для которого функция упругого потенциала имеет вид [15]:

𝑊 = 𝐶(𝜆21 + 𝜆22 + 𝜆23 − 3).

Здесь 𝜆𝑖 = 1 + 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, а 𝐶 — параметр материала оболочки.
Используя связь функции упругого потенциала с напряжениями в несжи-

маемом изотропном материале [31], можно получить следующие физические
соотношения:

𝑇1 = 2𝐶ℎ0

(︁𝜆1
𝜆2

− 1

(𝜆1𝜆2)3

)︁
, 1
 2,

где ℎ0 — толщина оболочки в начальном состоянии.
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Для аппроксимации ускорения применим четырехточечную схему метода
Хуболта [28] и трехточечную схему центральных разностей. Кроме того, при
реализации предлагаемого алгоритма необходимо учесть особенности расче-
та мягких оболочек, указанные в [26]. В частности, необходимо задать малое
предварительное давление, действующее на оболочку в начальный момент
времени, и выполнить регуляризацию системы уравнений движения оболоч-
ки. Численные эксперименты показали, что при решении задачи динамики
достаточно провести регуляризацию лишь на первом шаге по времени. Пара-
метр продолжения решения был выбран в форме, предложенной В. И. Ша-
лашилиным [32].

Необходимо также отметить, что в связи с плохой обусловленностью рас-
сматриваемой задачи построение ее решения невозможно без использования
метода сегментации. Указанный метод переводит двухточечную краевую за-
дачу, формируемую из системы уравнений динамики мягкой оболочки при
применении описанного выше метода прямых, к многоточечной. Таким обра-
зом, несмотря на то, что меридиан оболочки представляет собой однородную
кривую, для построения численного решения необходимо представление этой
кривой совокупностью сегментов с условиями сопряжения, характеризующи-
ми неразрывность меридиана.

На рис. 1 показана зависимость прогиба полюса полусферы, раздуваемой
равномерно распределенной по меридиану нагрузкой 𝑝* = 0.02, отнесенного
к ее начальному радиусу, от времени для значений шагов по времени 𝑑𝜏 = 0.5,
𝑑𝜏 = 0.25, 𝑑𝜏 = 0.125, 𝑑𝜏 = 0.08 при четырехточечной аппроксимации ускоре-
ния; на рис. 2 — аналогичные результаты при трехточечной аппроксимации.
Отношение радиуса оболочки к ее толщине в начальном состоянии принято
равным 𝑅0/ℎ0 = 100. Безразмерные величины времени и нагрузки связаны
с размерными следующими соотношениями:

𝑝* =
𝑝

𝐶
, 𝜏 = 𝑡

√︃
𝐶

𝑅2
0𝜌
,

где 𝜌— плотность материала оболочки.
В таблице указаны значения периода колебаний оболочки, полученные

в результате расчетов. При этом точное значение безразмерного периода ко-
лебаний оболочки для данной задачи составляет 𝑇 = 2.31, а величины ампли-
туды прогиба, отнесенного к начальному радиусу оболочки, —𝑤0 = 0.38 [15].

Как следует из представленных графиков и таблицы, на результаты рас-
чета влияет выбор как шага по времени, так и схемы аппроксимации уско-
рения. Рис. 1 и 2 демонстрируют особенности численного решения задач ди-
намики, проявляющиеся при использовании конечно-разностной аппрокси-
мации ускорения и отмеченные в работах [25, 29], т.е. затухание амплитуды
колебаний при использовании слишком большого шага по времени и умень-
шение периода колебаний при уменьшении шага, причем затухание является
наиболее выраженным для случая трехточечной аппроксимации. При этом
с увеличением шага по времени решение затухает к решению статической
задачи при приложении постоянной нагрузки рассматриваемой величины.
Такие результаты представляются обоснованными, т.к. в предлагаемом алго-
ритме инерционные слагаемые в разрешающей системе уравнений рассматри-
ваются как внешняя нагрузка, действующая на оболочку, и, следовательно,
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Рис. 1. Зависимость прогиба полюса раз-
дуваемой постоянным давлением полусфе-
ры от времени при четырехточечной ап-
проксимации ускорения: 1 — 𝑑𝜏 = 0.5; 2 —
𝑑𝜏 = 0.25; 3 — 𝑑𝜏 = 0.125; 4 — 𝑑𝜏 = 0.08

[Figure 1. Time dependence of inflated
by constant pressure hemisphere pole at
four-point acceleration approximation: 1 —
𝑑𝜏 = 0.5; 2 — 𝑑𝜏 = 0.25; 3 — 𝑑𝜏 = 0.125;

4 — 𝑑𝜏 = 0.08

Рис. 2. Зависимость прогиба полюса разду-
ваемой постоянным давлением полусферы
от времени при трехточечной аппроксима-
ции ускорения: 1 — 𝑑𝜏 = 0.5; 2 — 𝑑𝜏 = 0.25;

3 — 𝑑𝜏 = 0.125; 4 — 𝑑𝜏 = 0.08

[Figure 2. Time dependence of inflated
by constant pressure hemisphere pole at
three-point acceleration approximation: 1 —
𝑑𝜏 = 0.5; 2 — 𝑑𝜏 = 0.25; 3 — 𝑑𝜏 = 0.125;

4 — 𝑑𝜏 = 0.08

Значения периода колебаний полусферы при различных шагах по времени
[The values of hemisphere vibrations period for different values of time step]

Значения 𝑇 для аппроксимации ускорения
[Values of 𝑇 for acceleration approximation]

𝑑𝜏
для четырехточечной для трехточечной

[for four-point] [for three-point]

0.5 3 —
0.25 2.75 2.75
0.125 2.625 2.5
0.08 2.56 2.4

вносят вклад в значение амплитуды колебаний. Чем больше выбранная вели-
чина шага по времени, тем большая погрешность вносится в аппроксимацию
ускорения в сторону уменьшения его величины и, следовательно, тем с боль-
шей погрешностью определяется амплитуда также в сторону уменьшения.
Решение задачи проводится последовательно на каждом шаге по времени,
и, таким образом, с каждым шагом происходит накопление погрешностей
расчета, обусловленных аппроксимацией ускорения. Очевидно, что чем боль-
ше величина шага по времени, тем быстрее произойдет уменьшение амплитуд
колебаний и, как следствие, аппроксимированного значения ускорения вплоть
до нуля, что соответствует системе уравнений статического деформирования
оболочки.

При этом, как показала практика вычислений, существует некоторое ми-
нимально допустимое для расчетов значение шага по времени, определяе-
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мое в результате численного эксперимента. Так, для рассматриваемой зада-
чи наиболее близкие к теоретически определенным значения указанных вели-
чин получены в результате расчета по четырехточечной схеме аппроксимации
ускорения при величине шага по времени 𝑑𝜏 = 0.08 и составляют 𝑇 = 2.56,
𝑤0 = 0.4 соответственно (амплитуда прогиба определяется на первом пери-
оде колебаний, когда ее затухание, обусловленное особенностями вычисли-
тельного алгоритма, минимально). Отметим, что даже при этом значении
шага не удается получить незатухающее решение. Однако провести расчеты
при значении шага 𝑑𝜏 < 0.08 оказалось невозможным вследствие либо поте-
ри устойчивости счета, либо отсутствия сходимости итераций. По-видимому,
отмеченные особенности являются следствием ухудшения обусловленности
матрицы Якоби разрешающей системы уравнений при уменьшении шага по
времени. Таким образом, ввиду вычислительной сложности рассматривае-
мой задачи возможность получения незатухающего решения ограничена ее
обусловленностью, а использование предлагаемого алгоритма требует обос-
нованного выбора шага интегрирования по времени.

Необходимо также подчеркнуть, что результаты аналитического решения
задачи о раздувании сферы могут служить лишь для качественной оцен-
ки точности численного решения, но их нельзя считать точным решением
рассматриваемой в примере задачи, т.к. аналитическое решение получено
в предположении отсутствия предварительного напряженного состояния обо-
лочки, а реализация численного алгоритма требует регуляризации решения,
т.е., в том числе, задания некоторой величины предварительного давления
на первом шаге по времени [26].

Отметим, что предлагаемый алгоритм впервые позволяет определить как
временное, так и пространственное распределение компонент напряженно-
деформированного состояния оболочки. Для рассматриваемой задачи послед-
нее является простейшим, т.е. зависимость компонент от меридиональной
координаты отсутствует, но выбор такой задачи обусловлен лишь необходи-
мостью тестирования алгоритма и сравнения с имеющимися в литературе
результатами аналитического решения.

Подчеркнем, что в проведенных расчетах, по-видимому, впервые при чис-
ленном решении задачи динамического раздувания мягкой оболочки полу-
чены значения прогиба оболочки порядка половины ее радиуса. При этом,
в отличие от работ большинства исследователей динамики мягкооболочеч-
ных конструкций, рассмотренная в качестве примера задача является лишь
одной из широкого класса задач, охватываемых предлагаемым алгоритмом,
а функция упругого потенциала материала оболочки может быть произволь-
ной.

Заключение. Предложенный в работе подход к решению нелинейных
задач динамики мягкооболочечных конструкций отличается от способов ре-
шения, разработанных другими авторами, возможностью численного иссле-
дования действительно больших перемещений и деформаций с учетом как
геометрической, так и физической нелинейности. При этом предлагаемый ал-
горитм ориентирован на анализ целого класса мягкооболочечных конструк-
ций, динамическое поведение которых может быть описано системой нели-
нейных уравнений в частных производных с дополнительными нелинейны-
ми алгебраическими соотношениями. Наиболее существенным ограничением
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является лишь предположение о зависимости компонент вектора разрешаю-
щих переменных только от одной обобщенной координаты и неразветвлен-
ности конструкции. При этом практика расчетов показала, что чем меньше
ограничений накладывается на исходные данные решаемой задачи (геомет-
рия конструкции, свойства материала, условия нагружения и закрепления,
диапазон исследуемых перемещений и деформаций), тем более тщательным
должен быть подбор параметров вычислительного алгоритма решения такой
задачи. Это связано с тем, что при получении численного решения в каждом
конкретном случае условий работы конструкции могут возникать различные
вычислительные сложности. Этим и обусловлены описанные в работе огра-
ничения, связанные с выбором шага по времени, заданием предварительного
напряженного состояния, необходимостью использования метода сегмента-
ции и т.п., причем характер ограничений можно установить только в про-
цессе проведения расчетов. Однако достоинством такого подхода к решению
задач динамики мягких оболочек, в отличие от численных алгоритмов, пред-
ложенных другими авторами, является возможность исследования поведения
конструкции в диапазоне перемещений, величина которых сопоставима с гео-
метрическими размерами конструкции, а по сравнению с работами, в которых
решения подобных задач получены аналитически, здесь имеется возможность
анализа распределения компонент напряженно-деформированного состояния
конструкции не только во времени, но и по координате.
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Abstract

An algorithm of axisymmetric unbranched soft shells nonlinear dynamic
behaviour problems solution is suggested. The algorithm does not impose
any restrictions on deformations or displacements range, material properties,
conditions of fixing or meridian form of the structure. Mathematical state-
ment of the problem is given in vector-matrix form and includes system of
partial differential equations, system of additional algebraic equations, struc-
ture segments coupling conditions, initial and boundary conditions. Partial
differential equations of motion are reduced to nonlinear ordinary differential
equations using method of lines. Obtained equation system is differentiated
by calendar parameter. As a result problem solution is reduced to solving
two interconnected problems: quasilinear multipoint boundary problem and
nonlinear Cauchy problem with right-hand side of a special form. Features
of represented algorithm using in application to the problems of soft shells
dynamics are revealed at its program realization and are described in the
study. Three- and four-point finite difference schemes are used for acceler-
ation approximation. Algorithm testing is carried out for the example of
hinged hemisphere of neo-hookean material dynamic inflation. Influence of
time step and acceleration approximation scheme choice on solution results
is investigated.
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