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Аннотация

Исследуется задача вычисления градиента для алгоритма оптималь-
ного управления распределенной системой, математическая модель ко-
торой описывается начально-краевой задачей для линейного гиперболи-
ческого уравнения в частных производных высокого порядка. Рассмат-
ривается колебательный процесс без диссипации энергии. Предлагаемая
модель охватывает широкий класс прикладных задач, включая колеба-
ния струны, балки, стержня и других одномерных упругих механиче-
ских систем, а также систем, допускающих редукцию к указанным слу-
чаям. С использованием метода интегральных оценок доказана теорема
единственности решения и получено явное выражение для градиента
минимизируемого квадратичного функционала.
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О нахождении градиента в задаче управления колебаниями механических систем без трения

Введение. Рассматриваются колебания одномерной механической систе-
мы, при этом допускается произвольная природа колебаний. Уравнение, опи-
сывающее колебательный процесс, может содержать производные высокого
порядка по пространственной переменной (четвертого, шестого и выше). Про-
блема управления такими колебаниями активно исследуется в научной лите-
ратуре.

В работе [1] разработан аналитический подход к построению оптималь-
ного граничного управления для одномерных неоднородных колебательных
процессов со смещением на обоих концах, основанный на методе моментов.
Исследование [2] посвящено системам с распределенными параметрами, опи-
сываемым гиперболическими уравнениями с переменными коэффициентами,
где решается задача определения мгновенно-оптимального точечного управ-
ления с использованием интегрального закона сохранения энергии. В [3] рас-
сматривается задача гашения колебаний системы, описываемой волновым
уравнением и обыкновенным дифференциальным уравнением второго поряд-
ка, причем функции состояния связаны через граничные условия линейным
образом, что позволяет получить точный вид управляющей функции.

В [4] исследованы задачи гашения колебаний струны и балки (управление
для гиперболических уравнений второго и четвертого порядков), где установ-
лено точное время гашения колебаний и применен градиентный метод для
численного решения. Работа [5] посвящена численному гашению колебаний
балки с использованием нескольких неподвижных точечных актюаторов, при
этом управление ищется в классе кусочно-постоянных функций.

Задачи с уравнениями высокого порядка представляют значительный на-
учный интерес. В [7] исследуется динамическое поведение и солитонные реше-
ния уравнения Кортевега–де Фриза и уравнения иерархии Жолента–Миодека,
имеющие приложения в распознавании образов, динамике жидкости, нейрон-
ных сетях, механических системах, экологии, теории управления, бифурка-
ционном анализе и теории хаоса. Авторами получены точные решения в виде
бегущей волны, содержащие рациональные, гиперболические и тригономет-
рические функции. В [8] рассмотрена задача оптимального управления для
линейной системы гиперболических уравнений первого порядка, где правая
часть определяется из управляемых билинейных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Предложенный подход основан на неклассических фор-
мулах приращения функционала стоимости.

Исследование [9] представляет метод автоматической временной сегмента-
ции видео, сочетающий многомасштабный анализ изображений, нелинейные
уравнения в частных производных и сверточные нейронные сети. Для нели-
нейной гиперболической модели второго порядка доказаны корректность, су-
ществование и единственность слабого решения, для нахождения которого
применен алгоритм на основе метода конечных разностей. В [10] установлена
теорема существования и единственности для нелокальных нелинейных диф-
ференциальных уравнений балки шестого порядка с четырьмя параметрами
при определенных условиях роста функции 𝑓 и ограничении на изгибную
жесткость. Работа [11] посвящена изучению класса уравнений с двумя раз-
личными порядками типа Римана–Лиувилля разностных операторов набла,
где доказано существование положительного решения с использованием тео-
ремы о неподвижной точке.
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В [12] рассмотрена задача граничного управления для гиперболическо-
го уравнения, характеристики которого имеют угловые коэффициенты одно-
го знака, при этом управляющие функции построены в явном виде. В [13]
исследована задача граничного управления для системы гиперболических
уравнений, где с помощью метода Римана построены управляющие функ-
ции, переводящие систему из заданного начального состояния в финальное.
Наконец, в [14] решается задача оптимального управления линейной систе-
мой гиперболических уравнений первого порядка с квадратичным целевым
функционалом, осуществлена редукция к задаче оптимального управления
системой обыкновенных дифференциальных уравнений на основе некласси-
ческих формул приращения целевого функционала второго порядка.

1. Постановка задачи. Пусть 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), где 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑙 > 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
𝑇 > 0, и пусть 𝑁 ∈ N. Рассмотрим уравнение

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑢

𝜕𝑥2𝑘
= 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

где коэффициенты 𝑎𝑘 ∈ R и 𝑎𝑁 ̸= 0. На границах области задаются либо
условия шарнирного закрепления:

𝜕2𝑘𝑢

𝜕𝑥2𝑘

⃒⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕2𝑘𝑢

𝜕𝑥2𝑘

⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

= 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, (2)

либо условия нежесткого закрепления:

𝜕2𝑘+1𝑢

𝜕𝑥2𝑘+1

⃒⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕2𝑘+1𝑢

𝜕𝑥2𝑘+1

⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

= 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (3)

Для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) заданы начальные условия

𝑢
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢1(𝑥), (4)

согласованные с граничными условиями (2) или (3).
Отметим, что модели колебаний с силой трения, пропорциональной ско-

рости, могут быть сведены к задаче (1)–(4). Действительно, пусть 𝜇 ∈ R+.
Рассмотрим уравнение

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑢

𝜕𝑥2𝑘
= 𝑓(𝑥, 𝑡),

где слагаемое 𝜇𝜕𝑢
𝜕𝑡 описывает силу трения. Замена переменной 𝑢 = 𝑒−𝜇𝑡/2𝑤

позволяет исключить член с первой производной по времени, что приводит
к уравнению

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+

𝑁∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑤

𝜕𝑥2𝑘
+
(︁𝜇2
4

+ 𝑎20

)︁
𝑤 = 𝐹 (𝑥, 𝑡),
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где 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑒𝜇𝑡/2. Полученное уравнение имеет вид (1), при этом гра-
ничные условия (2) или (3) для функции 𝑤 сохраняются, а начальные условия
принимают вид

𝑤
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝑥),
𝜕𝑤

𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢1(𝑥) +
𝜇

2
𝑢0(𝑥).

2. Анализ однородного уравнения. Рассмотрим случай однородного
уравнения (1), т.е. 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0. Пусть 𝑄𝜏 := [0, 𝑙] × [0, 𝜏 ]. Применим технику
интегральных оценок, следуя [6]. Умножим уравнение (1) с нулевой правой
частью на 𝜕𝑢

𝜕𝑡 и, используя соотношения

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

1

2

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2

и
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑘+1𝑢

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡
=

1

2

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑘

)︂2

,

выделим полные производные по времени. Интегрируя полученное выраже-
ние по области 𝑄𝜏 при 𝜏 > 0, получим

0 =

∫︁
𝑄𝜏

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑢

𝜕𝑥2𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=
1

2

∫︁
𝑄𝜏

𝜕

𝜕𝑡

(︂(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡

)︁2
+

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑎2𝑘

(︁𝜕𝑘𝑢
𝜕𝑥𝑘

)︁2
)︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐸(𝜏)− 𝐸(0),

где введена функция 𝐸(𝜏), представляющая полную энергию колебательной
системы и определяемая выражением

𝐸(𝜏) =
1

2

∫︁ 𝑙

0

[︂(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡

)︁2
+

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑎2𝑘

(︁𝜕𝑘𝑢
𝜕𝑥𝑘

)︁2
]︂
𝑡=𝜏

𝑑𝑥. (5)

Утверждение. Для механической системы, описываемой уравнением (1)
с краевыми условиями (2) или (3), выполняется закон сохранения энергии:

𝐸(𝜏) = 𝐸(0) ∀𝜏 > 0.

Из закона сохранения энергии непосредственно вытекает следующая тео-
рема единственности решения начально-краевой задачи.

Теорема. Пусть для однородного уравнения (1) (𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0) с краевы-
ми условиями (2) или (3) начальные функции 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥) тождественно
равны нулю. Тогда задача имеет единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0.

До к а з ат е л ь ств о. Из закона сохранения энергии следует, что 𝐸(𝜏) =
= 𝐸(0) ≡ 0 для всех 𝜏 > 0. Согласно формуле (5), получаем

0 6 𝐸(𝜏) = 0,

что возможно только при 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0.
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Рассмотрим теперь общий случай с произвольными начальными услови-
ями 𝑢0(𝑥) и 𝑢1(𝑥). Предположим, что существуют два различных решения
𝑤(𝑥, 𝑡) и 𝑣(𝑥, 𝑡) начально-краевой задачи с одинаковыми краевыми и началь-
ными условиями. Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡)−𝑣(𝑥, 𝑡) удовлетворяет урав-
нению (1) с 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0, однородным краевым условиям (2) или (3), нулевым
начальным условиям.

Согласно доказанному выше, 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0, следовательно, 𝑤(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑣(𝑥, 𝑡),
что доказывает единственность решения. �

Рассмотрим дифференциальный оператор 𝐿, действующий на функции,
дважды дифференцируемые по времени и 2𝑁 раз дифференцируемые по про-
странственной переменной, по следующему правилу:

𝐿 :=
𝜕2

𝜕𝑡2
+ 𝐿𝑥 =

𝜕2

𝜕𝑡2
+

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘

𝜕𝑥2𝑘
,

где 𝐿𝑥 =
𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘

𝜕𝑥2𝑘
— дифференциальный оператор по пространствен-

ной переменной. В терминах введенного оператора уравнение (1) принимает
компактный вид:

𝐿𝑢 = 𝑓.

Лемма. Оператор 𝐿𝑥, действующий на функции 𝑤, 𝑣, удовлетворяющие
краевым условиям (2) или (3), является симметричным и положительно
определенным:

(𝐿𝑥𝑤, 𝑣) = (𝑤,𝐿𝑥𝑣), (𝐿𝑥𝑤,𝑤) > 0 при 𝑤 ̸= 0.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим стандартное скалярное произведение
в 𝐿2[0, 𝑙]. Применяя 𝑁 раз интегрирование по частям и учитывая граничные
условия (2) или (3), получаем

(𝐿𝑥𝑤, 𝑣) =

∫︁ 𝑙

0

(︂ 𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑤

𝜕𝑥2𝑘

)︂
𝑣𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑙

0

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑎2𝑘
𝜕𝑘𝑤

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑘𝑣

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥 = (𝑤,𝐿𝑥𝑣).

Для доказательства положительной определенности положим 𝑣 = 𝑤 ̸= 0:

(𝐿𝑥𝑤,𝑤) =

∫︁ 𝑙

0

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑎2𝑘

(︁𝜕𝑘𝑤
𝜕𝑥𝑘

)︁2
𝑑𝑥 > 0,

поскольку 𝑎𝑁 ̸= 0 и не все производные 𝜕𝑘𝑤
𝜕𝑥𝑘 могут быть тождественно нуле-

выми. �
Исследуем действие оператора 𝐿𝑥 на экспоненциальную функцию:

𝐿𝑥𝑒
𝜆𝑥 =

(︂ 𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘𝜆
2𝑘

)︂
𝑒𝜆𝑥 =: 𝜇(𝜆)𝑒𝜆𝑥,
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где 𝜇(𝜆)— многочлен от параметра 𝜆. Заметим, что для чисто мнимых 𝜆 = 𝑖𝜙,
𝜙 ∈ R, этот многочлен принимает положительные значения:

𝜇(𝑖𝜙) =

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘(𝑖𝜙)
2𝑘 =

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑖2)𝑘𝑎2𝑘𝜙
2𝑘 =

𝑁∑︁
𝑘=0

(𝑎𝑘𝜙
𝑘)2 > 0.

3. Градиент в задаче управления. Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥, 𝑡) в ка-
честве управляющего воздействия. Решение 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝑓) начально-кра-
евой задачи (1)–(4) при этом зависит от выбора управления. Сформулируем
задачу оптимального управления: найти такое управление 𝑓(𝑥, 𝑡), которое
минимизирует функционал

𝐽(𝑓) =

∫︁ 𝑙

0

(︂(︀
𝑢(𝑥, 𝑇, 𝑓)− 𝑦0(𝑥)

)︀2
+
(︀
𝑢𝑡(𝑥, 𝑇, 𝑓)− 𝑦1(𝑥)

)︀2
+

+
1

𝜀2

∫︁ 𝑇

0
𝑓2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑥, (6)

где 𝑦0(𝑥), 𝑦1(𝑥)— заданные целевые функции, определяющие желаемую ко-
нечную форму и скорость системы соответственно. Последнее слагаемое в
функционале, содержащее норму управления, обеспечивает регуляризацию
задачи [15]. Хотя функционалы вида (6) широко используются в теории управ-
ления, задача управления для гиперболического уравнения высокого порядка
представляет собой новую постановку.

Для численного решения задачи применим градиентный метод. Следуя [3],
построим итерационный процесс:

𝑓𝑘+1 = 𝑓𝑘 − 𝛼𝑘𝐽
′(𝑓𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . ,

где 𝑓0 — начальное приближение, 𝛼𝑘 > 0— шаг градиентного метода. Шаг 𝛼𝑘

выбирается из условия монотонного убывания функционала:

𝐽
(︀
𝑓𝑘 − 𝛼𝑘𝐽

′(𝑓𝑘)
)︀
< 𝐽(𝑓𝑘).

Итерационный процесс прекращается при выполнении критерия остановки:

‖𝐽 ′(𝑓𝑘)‖𝐿2 < 𝜀.

Для вычисления градиента рассмотрим возмущенное управление 𝑓(𝑥, 𝑡)+
+ ℎ(𝑥, 𝑡), где ℎ(𝑥, 𝑡)— малая добавка. Обозначим через 𝑊 (𝑥, 𝑡) = 𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) −
−𝑢(𝑥, 𝑡) соответствующее приращение решения, которое удовлетворяет зада-
че (1)–(4) с правой частью ℎ(𝑥, 𝑡) и однородными граничными условиями (2)
или (3). Согласно определению производной Фреше, приращение функцио-
нала имеет вид

Δ𝐽 = 𝐽(𝑓 + ℎ)− 𝐽(𝑓) = (𝐽 ′(𝑓), ℎ) + 𝑜(‖ℎ‖2𝐿2(𝑄𝑇 )),

где все функции зависят от переменных 𝑥 и 𝑡.
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Используя методику, изложенную в работах [16,17], выпишем приращение
функционала:

Δ𝐽 = 𝐽(𝑓 + ℎ)− 𝐽(𝑓) =

∫︁ 𝑙

0

(︂(︀
2𝑢(𝑥, 𝑇, 𝑓)− 2𝑦0(𝑥)

)︀
𝑊 (𝑥, 𝑇 ) +

+
(︀
2𝑢𝑡(𝑥, 𝑇, 𝑓)− 2𝑦1(𝑥)

)︀
𝑊𝑡(𝑥, 𝑇 ) +

1

𝜀2

∫︁ 𝑇

0
2𝑓(𝑥, 𝑡)ℎ(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑥+𝑅(ℎ), (7)

где остаточный член 𝑅(ℎ) задается выражением

𝑅(ℎ) =

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑊 2(𝑥, 𝑇 ) +𝑊 2

𝑡 (𝑥, 𝑇 )
)︀
𝑑𝑥+

1

𝜀2

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0
ℎ2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥.

Введем сопряженную функцию 𝜓(𝑥, 𝑡), удовлетворяющую конечным усло-
виям:

𝜓(𝑥, 𝑇 ) = 2
(︀
𝑢𝑡(𝑥, 𝑇, 𝑓)− 𝑦1(𝑥)

)︀
, 𝜓𝑡(𝑥, 𝑇 ) = −2

(︀
𝑢(𝑥, 𝑇, 𝑓)− 𝑦0(𝑥)

)︀
.

Тогда приращение функционала (7) можно переписать в виде

Δ𝐽 =

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0

(︁
−𝜓𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑊 (𝑥, 𝑡) + 𝜓(𝑥, 𝑡)𝑊𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) +

+
2

𝜀2
𝑓(𝑥, 𝑡)ℎ(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑡𝑑𝑥+𝑅(ℎ). (8)

Из уравнения для 𝑊 выразим 𝑊𝑡𝑡:

𝑊𝑡𝑡 = ℎ(𝑥, 𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑊

𝜕𝑥2𝑘

и подставим в (8):

Δ𝐽 =

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0

(︂
−𝜓𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑊 (𝑥, 𝑡) + 𝜓(𝑥, 𝑡)

(︂
ℎ(𝑥, 𝑡)−

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑊

𝜕𝑥2𝑘

)︂
+

+
2

𝜀2
𝑓(𝑥, 𝑡)ℎ(𝑥, 𝑡)

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥+𝑅(ℎ).

Потребуем, чтобы 𝜓(𝑥, 𝑡) удовлетворяла однородному уравнению:

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
+

𝑁∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘
𝜕2𝑘𝜓

𝜕𝑥2𝑘
= 0,

где коэффициенты 𝐴𝑘 подлежат определению из ограничений на Δ𝐽 . Тогда

Δ𝐽 =

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0

(︂(︁
𝜓(𝑥, 𝑡) +

2

𝜀2
𝑓(𝑥, 𝑡)

)︁
ℎ(𝑥, 𝑡) +

(︂ 𝑁∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘
𝜕2𝑘𝜓

𝜕𝑥2𝑘

)︂
𝑊 (𝑥, 𝑡)−

− 𝜓(𝑥, 𝑡)
𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎2𝑘
𝜕2𝑘𝑊

𝜕𝑥2𝑘

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥+𝑅(ℎ).

572



О нахождении градиента в задаче управления колебаниями механических систем без трения

Преобразуем интеграл:∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0

𝑁∑︁
𝑘=0

(︁
𝐴𝑘

𝜕2𝑘𝜓

𝜕𝑥2𝑘
𝑊 (𝑥, 𝑡)− 𝜓(𝑥, 𝑡)(−1)𝑘𝑎2𝑘

𝜕2𝑘𝑊

𝜕𝑥2𝑘

)︁
𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=
𝑁∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0
(𝐴𝑘 − (−1)𝑘𝑎2𝑘)

𝜕𝑘𝜓

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑘𝑊

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑡𝑑𝑥.

Положим 𝐴𝑘 = (−1)𝑘𝑎2𝑘, тогда получим

Δ𝐽 =

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0

(︁
𝜓(𝑥, 𝑡) +

2

𝜀2
𝑓(𝑥, 𝑡)

)︁
ℎ(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥+𝑅(ℎ),

или в операторной форме Δ𝐽(ℎ) = (𝐷𝐽, ℎ)+𝑅(ℎ), где 𝐷𝐽 = 𝜓(𝑥, 𝑡)+ 2
𝜀2
𝑓(𝑥, 𝑡).

Далее необходимо показать, что остаточный член 𝑅(ℎ) имеет более высокий
порядок малости по сравнению с линейной частью.

Отметим, что в данном случае вычисление градиента существенно проще,
чем в общем случае [17]. В отличие от общего подхода, здесь не потребова-
лось вводить мажорирующий функционал — удалось непосредственно вычис-
лить градиент исходного квадратичного функционала. Предложенная мето-
дика выделения линейной части приращения функционала применима для
начально-краевых задач порядка выше четвертого.

Теорема (Оценка остаточного члена). Для остаточного члена 𝑅(ℎ)
справедлива оценка

𝑅(ℎ) = 𝑂(‖ℎ‖2𝐿2(𝑄𝑇 )).

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим энергетическое тождество(︁
𝐿𝑊,

𝜕𝑊

𝜕𝑡

)︁
=

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

, ℎ
)︁
.

Согласно лемме об энергии, имеем(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

, ℎ
)︁
= 𝐸(𝜏) >

1

2

∫︁ 𝑙

0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

)︁2 ⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

𝑑𝑥.

Применяя неравенство Коши—Буняковского, получаем(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

, ℎ
)︁
=

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝜏

0

𝜕𝑊

𝜕𝑡
𝑑𝑑𝑡𝑑𝑥 6

1

2

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝜏

0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

)︁2
𝑑𝑡𝑑𝑥+

1

2

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝜏

0
ℎ2𝑑𝑡𝑑𝑥.

Комбинируя эти оценки, приходим к неравенству∫︁ 𝑙

0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

)︁2 ⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

𝑑𝑥 6
∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝜏

0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

)︁2
𝑑𝑡𝑑𝑥+

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝜏

0
ℎ2𝑑𝑡𝑑𝑥. (9)

Введем следующие обозначения:

𝑏 =

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝜏

0
ℎ2𝑑𝑡𝑑𝑥, 𝜙(𝜏) =

∫︁ 𝑙

0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

)︁2 ⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

𝑑𝑥.
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Тогда неравенство (9) принимает вид

𝜙(𝜏) 6
∫︁ 𝜏

0
𝜙(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑏.

Применяя лемму Гронуолла, получаем оценку∫︁ 𝑙

0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

)︁2
𝑑𝑥 6 𝑒𝜏

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝜏

0
ℎ2𝑑𝑡𝑑𝑥.

Учитывая нулевые начальные условия, имеем

𝑊 (𝑥, 𝑇 ) =

∫︁ 𝑇

0

𝜕𝑊

𝜕𝑡
𝑑𝑡,

откуда с помощью неравенства Гельдера получаем∫︁ 𝑙

0
𝑊 2(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥 6 𝑇

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑡

)︁2
𝑑𝑡𝑑𝑥 6 𝑇𝑒𝑇

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0
ℎ2𝑑𝑡𝑑𝑥.

Окончательная оценка для 𝑅(ℎ) имеет вид

𝑅(ℎ) =

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑊 2(𝑥, 𝑇 ) +𝑊 2

𝑡 (𝑥, 𝑇 )
)︀
𝑑𝑥+

1

𝜀2

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0
ℎ2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6

6
(︁
(𝑇 𝑙 + 1)𝑒𝑇 +

1

𝜀2

)︁∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑇

0
ℎ2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 = 𝑂(‖ℎ‖2𝐿2(𝑄𝑇 )).

�

Заключение. В работе исследована задача оптимального управления ко-
лебательными процессами, описываемыми начально-краевой задачей для ли-
нейного гиперболического уравнения высокого порядка в частных производ-
ных. Основные результаты работы включают:

1) явное выражение для градиента минимизируемого квадратичного функ-
ционала, полученное с использованием метода интегральных тождеств
и техники сопряженных задач;

2) доказательство теоремы единственности решения смешанной задачи
на основе закона сохранения энергии и энергетических оценок;

3) обоснование корректности градиентного метода для рассматриваемого
класса задач управления, включая оценку остаточного члена.

Полученные результаты расширяют классические подходы к задачам управ-
ления распределенными системами и могут быть применены к широкому
классу механических систем, включая модели струн, балок и стержней.

Конкурирующие интересы. У нас нет конфликта интересов в отношении автор-
ства и публикации этой статьи.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract

This paper investigates the problem of gradient computation for an op-
timal control algorithm applied to a distributed system. The mathemati-
cal model of the system is described by an initial-boundary value problem
for a linear high-order hyperbolic partial differential equation. The study
considers an oscillatory process without energy dissipation. The proposed
model covers a wide class of applied problems, including vibrations of strings,
beams, rods, and other one-dimensional elastic mechanical systems, as well
as systems reducible to these cases. By using the method of integral esti-
mates, we prove a uniqueness theorem for the solution and derive an explicit
expression for the gradient of the minimized quadratic functional.

Keywords: optimal control, hyperbolic equations, oscillatory systems, gra-
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