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Аннотация

Исследуются начально-краевые задачи для нагруженных дифферен-
циальных уравнений теплопроводности с граничными условиями пер-
вого рода. Для численного решения рассматриваемых задач построены
разностные схемы высокого порядка точности. Методом энергетических
неравенств получены априорные оценки в разностной форме. Из уста-
новленных оценок следует единственность и устойчивость решения по
правой части и начальным данным, а также сходимость решения раз-
ностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи со ско-
ростью 𝑂(ℎ4 + 𝜏2). Проведены численные эксперименты для тестовых
примеров, подтверждающие теоретические результаты работы.
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Разностные схемы повышенного порядка точности для нагруженных уравнений

Введение. Многие важные задачи математической физики и биологии [1],
включая задачи долгосрочного прогнозирования и регулирования грунтовых
вод [2], моделирования процессов переноса частиц [3], тепломассопереноса
с сосредоточенными источниками (стоками) переносимой субстанции, филь-
трации жидкости в пористых средах [4], исследования обратных задач [5],
а также решения задач оптимального управления агроэкосистемами [6], при-
водят к краевым задачам для нагруженных уравнений в частных производ-
ных.

Термин «нагруженное уравнение» был впервые введен в работе [7]. Совре-
менное общепринятое определение нагруженных уравнений было предложено
А. М. Нахушевым в [8], где дано наиболее общее определение и подробная
классификация различных типов нагруженных уравнений: дифференциаль-
ных, интегральных, интегро-дифференциальных, функциональных, а также
рассмотрены их многочисленные приложения.

Исследованию краевых задач для интегро-дифференциальных уравнений
соболевского типа посвящены работы [9–11]. В исследованиях [12–14] изуче-
ны математические модели, учитывающие эффекты памяти в диффузионных
процессах, возникающие при моделировании вязкоупругих свойств неньюто-
новских жидкостей [12,13] и являющиеся следствием модифицированного за-
кона Фурье для анизотропных неоднородных сред [14]. В работе [15] рассмот-
рены диффузионные модели с интегральными членами в граничных потоках.

Численным методам решения краевых задач для нагруженных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных посвящены исследования
[16–20]. Разработке разностных схем повышенного порядка точности посвя-
щены работы [21–24].

Настоящая работа посвящена разностным методам решения начально-
краевых задач для нагруженных уравнений теплопроводности с граничными
условиями первого рода. Для рассматриваемых задач на равномерной сет-
ке построены разностные схемы повышенного порядка точности. Методом
энергетических неравенств получены априорные оценки решений разност-
ных задач, из которых следуют единственность решения и его непрерывная
зависимость от входных данных, а также сходимость решений разностной за-
дачи к решениям исходной дифференциальной задачи со скоростью𝑂(ℎ4+𝜏2)
в сеточной норме 𝑊 1

2 (𝜔ℎ). Проведены численные эксперименты для тестовых
примеров, подтверждающие теоретические результаты исследования. Данная
работа развивает исследования автора в данном направлении [15, 20, 24, 25],
посвященные разностным методам решения локальных и нелокальных крае-
вых задач для нагруженных уравнений теплопроводности и Аллера.

1. Постановка задачи A. В прямоугольной области

𝐷 = {(𝑥, 𝑡) : 0 6 𝑥 6 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝑇}

рассмотрим первую краевую задачу для уравнения теплопроводности с ин-
тегральным слагаемым вольтерровского типа:

𝑢𝑡 =
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+

∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜉)𝑢(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 6 𝑇,

(1)
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, (2)
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𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (3)

где выполняются следующие условия:

0 < 𝑐0 6 𝑘(𝑥, 𝑡),
1

𝑘(𝑥, 𝑡)
6 𝑐1,

⃒⃒⃒(︁ 1

𝑘(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑥

⃒⃒⃒
, |𝜌(𝑥, 𝑡, 𝑡)|, |𝜌𝑥| 6 𝑐2;

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶6,3(𝐷), 𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶5,1(𝐷), 𝜌(𝑥, 𝑡, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,1(𝐷).

(4)

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы. Для численно-
го решения задачи (1)–(3) применяется метод конечных разностей. Введем
равномерную сетку:

𝜔ℎ𝜏 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏 =
{︀
(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) ∈ 𝐷

}︀
,

где

𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁, ℎ = 𝑙/𝑁},
𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, 𝜏 = 𝑇/𝑗0}.

Дифференциальной задаче (1)–(3) поставим в соответствие разностную
схему с порядком аппроксимации 𝑂(ℎ4 + 𝜏2) [21, 26]:

𝑦𝑡 = (𝑎𝑦𝜎𝑥̄)𝑥 +

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 + 𝜙, (5)

𝑦0 = 𝑦𝑁 = 0, 𝑡𝑗 ∈ 𝜔𝜏 , (6)
𝑦(𝑥𝑖, 0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈ 𝜔ℎ, (7)

где введены следующие обозначения:

𝑎𝑗𝑖 = 𝑎(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) =
1

1
6𝑝𝑖−1 +

2
3𝑝𝑖−1/2 +

1
6𝑝𝑖

,

𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡) = 𝑘−1(𝑥, 𝑡), 𝑥𝑖−1/2 = 𝑥𝑖 − ℎ/2,

𝑦 = 𝑦𝑗𝑖 = 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗), 𝑦 = 𝑦𝑗+1
𝑖 = 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+1), 𝑦𝑗𝑖±1 = 𝑦(𝑥𝑖 ± ℎ, 𝑡𝑗),

𝑦𝑥̄ =
𝑦 − 𝑦𝑖−1

ℎ
, 𝑦𝑥 =

𝑦𝑖+1 − 𝑦

ℎ
, 𝑦𝑡 =

𝑦 − 𝑦𝑗

𝜏
,

𝜌𝑦 = 𝜌𝑦 +
ℎ2

12
Λ𝑝𝜌𝑦 =

(︁
𝜌𝑦 +

ℎ2

12

(︀
𝑎(𝑝𝜌𝑦)𝑥̄

)︀
𝑥

)︁𝑗+1/2

𝑖
, 𝜎 =

1

2
− ℎ2𝑝

12𝜏
,

𝜙𝑗
𝑖 =

(︁
𝑓 +

ℎ2

12

(︀
𝑎(𝑝𝑓)𝑥̄

)︀
𝑥

)︁𝑗+1/2

𝑖
, 𝑦(1/2) =

1

2
𝑌, 𝑌 = (𝑦𝑗+1 + 𝑦𝑗),

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑦𝑠𝜏 =

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑦𝑠𝜏 + 0.5𝜏(𝑦0 + 𝑦𝑗 + 𝑦𝑗+1/2) =

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑦𝑠𝜏 + 0.5𝜏𝑦0,

𝜏 =

{︃
𝜏/2, 𝑠 = 0, 𝑗, 𝑗 + 1/2,

𝜏, 𝑠 ̸= 0, 𝑗, 𝑗 + 1/2,
или 𝜏 =

{︃
𝜏/2, 𝑠 = 0,

𝜏, 𝑠 ̸= 0,
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где 𝑗0 — количество узлов сетки на отрезке [0, 𝑇 ], 𝑁 — количество узлов сетки
на отрезке [0, 𝑙].

Для получения априорной оценки применим метод энергетических нера-
венств. Введем скалярные произведения и норму:

(𝑢, 𝑣) =

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ, (𝑢, 𝑣] =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ, (𝑢, 𝑢) = (1, 𝑢2) = ‖𝑢( · , 𝑡)‖20 = ‖𝑢‖20.

Справедлива следующая лемма [26, p. 120].
Лемма. Для произвольной функции 𝑦(𝑥), заданной на равномерной сетке

𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑥0 = 0, 𝑥𝑁 = 𝑙}

и удовлетворяющей граничным условиям 𝑦(0) = 𝑦(𝑙) = 0, выполняются сле-
дующие оценки:

ℎ2

4
‖𝑦𝑥̄]|2 6 ‖𝑦‖2 6 𝑙2

8
‖𝑦𝑥̄]|2.

Для получения априорной оценки воспользуемся методом энергетических
неравенств. Перепишем уравнение (5) в виде

𝑦𝑡 =
1

2

(︀
𝑎𝑌𝑥̄

)︀
𝑥
− ℎ2

12

(︀
𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄

)︀
𝑥
+

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌𝑗𝑖,𝑠𝑦
𝑠
𝑖 𝜏 + 𝜙. (8)

Умножим уравнение (8) скалярно на 𝑌 = 𝑦𝑗 + 𝑦𝑗+1:

(𝑦𝑡, 𝑌 ) =
1

2

(︀
(𝑎𝑌𝑥̄)𝑥, 𝑌

)︀
−ℎ

2

12

(︀
(𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄)𝑥, 𝑌

)︀
+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑌

)︂
+(𝜙, 𝑌 ). (9)

Преобразуем слагаемые в (9), используя разностную формулу Грина, лем-
му и неравенство Коши с параметром 𝜀:

(𝑦𝑡, 𝑌 ) = (𝑦𝑡, 𝑦
𝑗+1 + 𝑦𝑗) =

1

𝜏
(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗 , 𝑦𝑗+1 + 𝑦𝑗) = (‖𝑦𝑗‖20)𝑡;(︁1

2
(𝑎𝑌𝑥̄)𝑥, 𝑌

)︁
= −1

2
(𝑎𝑌𝑥̄, 𝑌𝑥̄] > −𝑐0

2
‖𝑌𝑥̄]|20;

− ℎ2

12

(︀
(𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄)𝑥, 𝑌

)︀
=
ℎ2

12

(︀
𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄, 𝑌𝑥̄

]︀
=
ℎ2

12

(︀
𝑎[𝑝𝑥̄𝑦𝑡 + 𝑝(−1)𝑦𝑡𝑥̄], 𝑌𝑥̄

]︀
=

=
ℎ2

12

(︀
𝑎𝑝𝑥̄𝑦𝑡, 𝑌𝑥̄

]︀
+
ℎ2

12

(︀
𝑎𝑝(−1)𝑦𝑡𝑥̄, 𝑌𝑥̄

]︀
6

6 ‖𝑦𝑡‖20 +
ℎ4

144
𝑀1‖𝑌𝑥̄]|20 +

ℎ2

12
𝑀2(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 6

6 ‖𝑦𝑡‖20 +
ℎ2

36
𝑀1‖𝑌 ‖20 +

ℎ2

12
𝑀2(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡;
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(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑌

)︂
=

=

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑌

)︂
+

(︂
ℎ2

12

(︂
𝑎

(︂
𝑝

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂
𝑥̄

)︂
𝑥

, 𝑌

)︂
=

=

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑌

)︂
−
(︂
ℎ2

12
𝑎

(︂
𝑝

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂
𝑥̄

, 𝑌𝑥̄

]︂
6

6

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑌

)︂
−
(︂
ℎ2

12
𝑎𝑝𝑥̄

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑌𝑥̄

]︂
−

−
(︂
ℎ2

12
𝑎𝑝(−1)

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 )𝑥̄𝑦

𝑠
𝑖 𝜏 , 𝑌𝑥̄

]︂
−
(︂
ℎ2

12
𝑎𝑝(−1)

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖−1 𝑦𝑠𝑥̄𝜏 , 𝑌𝑥̄

]︂
6

6

(︂
1

2
,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂2)︂
+

(︂
1,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑥̄ 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂2)︂
+

+

(︂
ℎ2

4
,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖−1 𝑦𝑠𝑥̄𝜏

)︂2)︂
+

1

2
‖𝑌 ‖20 +𝑀3

ℎ2

4
‖𝑌𝑥̄‖20 6

6𝑀4‖𝑌 ‖20 +
(︂
1

2
,

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 )2𝜏

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑦2𝜏

)︂
+

+

(︂
1,

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑥̄ )2𝜏

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑦2𝜏

)︂
+

(︂
ℎ2

4
,

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖−1 )2𝜏

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑦2𝑥̄𝜏

)︂
6

6𝑀4‖𝑌 ‖20 +𝑀5

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(1, 𝑦2)𝜏 +𝑀6

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(︁ℎ2
4
, 𝑦2𝑥̄

)︁
𝜏 6𝑀4‖𝑌 ‖20 +

+𝑀5

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +𝑀6
ℎ2

4

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠𝑥̄‖20𝜏 6𝑀4‖𝑌 ‖20 +𝑀7

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 ;

(𝜙, 𝑌 ) 6
1

2
‖𝜙‖20 +

1

2
‖𝑌 ‖20.

Здесь и далее через 𝑀𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . .) обозначены положительные посто-
янные, зависящие только от входных данных исходной дифференциальной
задачи.

Учитывая полученные выше преобразования, из (9) получаем неравенство

(‖𝑦𝑗‖20)𝑡 −
ℎ2

12
𝑀2(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 +

𝑐0
2
‖𝑌𝑥̄]|20 6

6 ‖𝑦𝑡‖20 +𝑀8‖𝑌 ‖20 +𝑀7

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +
1

2
‖𝜙‖20. (10)
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Оценим первое слагаемое в правой части (10). Для этого умножим (1) ска-
лярно на 𝑦𝑡:

(𝑦𝑡, 𝑦𝑡) =
1

2

(︀
(𝑎𝑌𝑥̄)𝑥, 𝑦𝑡

)︀
− ℎ2

12

(︀
(𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄)𝑥, 𝑦𝑡

)︀
+

+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑦𝑡

)︂
+ (𝜙, 𝑦𝑡). (11)

Оценим суммы, входящие в тождество (11):

(𝑦𝑡, 𝑦𝑡) = ‖𝑦𝑡‖20;

(︁1
2
(𝑎𝑌𝑥̄)𝑥, 𝑦𝑡

)︁
= −1

2
(𝑎𝑌𝑥̄, 𝑦𝑥̄𝑡] =

= − 1

2𝜏

(︀
𝑎, (𝑦𝑗+1

𝑥̄ + 𝑦𝑗𝑥̄)(𝑦
𝑗+1
𝑥̄ − 𝑦𝑗𝑥̄)

)︀
> −𝑐0

2
(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡;

− ℎ2

12

(︀
(𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄)𝑥, 𝑦𝑡

)︀
=
ℎ2

12

(︀
𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄, 𝑦𝑥̄𝑡

]︀
=
ℎ2

12

(︀
𝑎[𝑝𝑥̄𝑦𝑡,𝑖−1 + 𝑝𝑦𝑡𝑥̄], 𝑦𝑥̄𝑡

]︀
=

=
ℎ2

12

(︀
𝑎𝑝𝑥̄, 𝑦𝑡,𝑖−1𝑦𝑥̄𝑡

]︀
+
ℎ2

12

(︀
1, 𝑦2𝑥̄𝑡

]︀
6
ℎ2

12

(︀
𝑎𝑝𝑥̄, 𝑦𝑡,𝑖−1𝑦𝑥̄𝑡

]︀
+

1

3
‖𝑦𝑡‖20;

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑦𝑡

)︂
=

=

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑦𝑡

)︂
+

(︂
ℎ2

12

(︂
𝑎

(︂
𝑝

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂
𝑥̄

)︂
𝑥

, 𝑦𝑡

)︂
=

=

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑦𝑡

)︂
−
(︂
ℎ2

12
𝑎

(︂
𝑝

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂
𝑥̄

, 𝑦𝑥̄𝑡

]︂
6

6

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑦𝑡

)︂
−
(︂
ℎ2

12
𝑎𝑝𝑥̄

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏 , 𝑦𝑥̄𝑡

]︂
−

−
(︂
ℎ2

12
𝑎𝑝(−1)

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 )𝑥̄𝑦

𝑠
𝑖 𝜏 , 𝑦𝑥̄𝑡

]︂
−
(︂
ℎ2

12
𝑎𝑝(−1)

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖−1 𝑦𝑠𝑥̄𝜏 , 𝑦𝑥̄𝑡

]︂
6

6

(︂
𝑀 𝜀

9 ,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂2)︂
+

(︂
𝑀10,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑥̄ 𝑦𝑠𝑖 𝜏

)︂2)︂
+

+

(︂
ℎ2

12
𝑀11,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌
𝑗+1/2,𝑠
𝑖−1 𝑦𝑠𝑥̄𝜏

)︂2)︂
+ 𝜀‖𝑦𝑡‖20 +

ℎ2

12
‖𝑦𝑥̄𝑡‖20 6
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6
(︁
𝜀+

1

3

)︁
‖𝑦𝑡‖20 +𝑀 𝜀

12

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(1, 𝑦2)𝜏 +𝑀13

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

(︁ℎ2
12
, 𝑦2𝑥̄

)︁
𝜏 6

6
(︁
𝜀+

1

3

)︁
‖𝑦𝑡‖20 +𝑀 𝜀

12

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +𝑀13
ℎ2

4

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠𝑥̄‖20𝜏 6

6
(︁
𝜀+

1

3

)︁
‖𝑦𝑡‖20 +𝑀 𝜀

14

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 ;

(𝜙, 𝑦𝑡) 6
3

2
‖𝜙‖20 +

1

6
‖𝑦𝑡‖20.

Учитывая полученные преобразования, из (11) находим(︁1
6
− 𝜀

)︁
‖𝑦𝑡‖20 +

𝑐0
2
(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 6

6
ℎ2

12
(𝑎𝑝𝑥̄, 𝑦𝑡,𝑖−1𝑦𝑥̄𝑡] +𝑀 𝜀

14

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +
3

2
‖𝜙‖20. (12)

Оценим первое слагаемое в правой части (12). В этих целях рассмотрим
отдельно неравенство

−(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1)
2 6 0,

которое можно переписать в виде

−𝑦2𝑖 + 2𝑦𝑖𝑦𝑖−1 − 𝑦2𝑖−1 6 0. (13)

Из (13) получаем оценку

ℎ𝑦𝑖−1𝑦𝑥̄ 6
1

2
𝑦2𝑖 .

Следовательно, для первого слагаемого в (12) имеем

ℎ2

12
(𝑎𝑝𝑥̄, 𝑦𝑡,𝑖−1𝑦𝑥̄𝑡] 6

ℎ

12
𝑀15‖𝑦𝑡‖20. (14)

Подставляя (14) в (12), получаем

(︁1
6
− 𝜀− ℎ

12
𝑀15

)︁
‖𝑦𝑡‖20 +

𝑐0
2
(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 6𝑀 𝜀

14

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +
3

2
‖𝜙‖20. (15)

Выбирая параметры 𝜀 = 1/12 и ℎ 6 ℎ1 = 1/(2𝑀15), из (15) находим

‖𝑦𝑡‖20 + (‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 6𝑀15

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +𝑀16‖𝜙‖20. (16)

Используя оценку (16) в неравенстве (10), получаем
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(‖𝑦‖20)𝑡 +
(︁
1− ℎ2

12
𝑀2

)︁
(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 +

𝑐0
4
‖𝑌𝑥̄]|20 6

6𝑀17‖𝑌 ‖20 +𝑀18

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +𝑀19‖𝜙‖20. (17)

Оценим второе слагаемое в правой части (17) следующим образом:

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 =

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 + 0.5𝜏‖𝑦𝑗‖20 6 2

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏. (18)

Принимая ℎ2 6 ℎ22 = 1/𝑀2 и подставляя (18) в (17), окончательно полу-
чаем

(‖𝑦‖20)𝑡 + (‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 + ‖𝑌𝑥̄]|20 6𝑀20‖𝑌 ‖20 +𝑀21

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +𝑀22‖𝜙‖20. (19)

Умножим обе части (19) на 𝜏 и просуммируем по 𝑗′ от 0 до 𝑗:

‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6𝑀20

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′‖20𝜏 +

+𝑀21

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +𝑀22

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
. (20)

Преобразуем первое слагаемое в правой части (20). Используя неравен-
ство (𝑎+ 𝑏)2 6 2(𝑎2 + 𝑏2), получаем

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 ‖20𝜏 =

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′+1 + 𝑦𝑗
′‖20𝜏 6 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

(︀
‖𝑦𝑗′+1‖20 + ‖𝑦𝑗′‖20

)︀
𝜏 =

= 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′+1‖20𝜏 + 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′‖20𝜏 = 2

𝑗+1∑︁
𝑗′=1

‖𝑦𝑗′‖20𝜏 + 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦𝑗′‖20𝜏 =

= 2‖𝑦𝑗+1‖20 + 2‖𝑦0‖20 + 4

𝑗∑︁
𝑗′=1

‖𝑦𝑗′‖20𝜏. (21)

Для двойной суммы имеем оценку

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 6 𝑇
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖𝑦𝑗′‖20𝜏. (22)

Подставляя (21) и (22) в (20), получаем
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(1− 2𝑀20𝜏)‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6

6 4𝑀20

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀23

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
. (23)

Выбирая шаг 𝜏 6 𝜏0 = 1/(4𝑀20), из (23) находим

‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6

6𝑀24

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀25

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
. (24)

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла [27, лемма 4, с. 171] к (24),
получаем

‖𝑦𝑗+1‖20 6𝑀26

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
.

Учитывая последнее, из (24) получаем окончательную априорную оценку:

‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6

6𝑀(𝑇 )

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
, (25)

где 𝑀(𝑇 ) = const > 0 не зависит от параметров сетки ℎ и 𝜏 .
Теорема 1. Пусть выполнены условия гладкости (4). Тогда существу-

ют 𝜏0 > 0 и ℎ0 > 0, зависящие от констант 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, такие что при
𝜏 6 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2), ℎ 6 ℎ0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) = min{ℎ1, ℎ2} разностная схема (5)–(7)
устойчива по правой части и начальным данным. При этом для решения за-
дачи справедлива априорная оценка (25) на каждом временном слое в смысле
нормы ‖𝑦‖21 = ‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1

𝑥̄ ]|20 +
∑︀𝑗

𝑗′=0 ‖𝑌
𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏.
Из априорной оценки (25) следует единственность решения разностной

задачи (5)–(7) и непрерывная зависимость решения от входных данных за-
дачи.

Введем следующие обозначения: 𝑢(𝑥, 𝑡)— решение исходной дифференци-
альной задачи (1)–(3); 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗𝑖 — решение разностной задачи (5)–(7).

Для оценки точности разностной схемы (5)–(7) рассмотрим разность 𝑧𝑗𝑖 =

= 𝑦𝑗𝑖 −𝑢
𝑗
𝑖 , где 𝑢𝑗𝑖 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗). Подстановка 𝑦 = 𝑧+𝑢 в разностные соотношения

(5)–(7) приводит к задаче для погрешности аппроксимации:

𝑧𝑡 = (𝑎𝑧𝜎𝑥̄ )𝑥 +

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝜌𝑗𝑖,𝑠𝑧
𝑠
𝑖 𝜏 +Ψ, (26)
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𝑧0 = 𝑧𝑁 = 0, 𝑧(𝑥𝑖, 0) = 0, (27)

где величина Ψ = 𝑂(ℎ4+𝜏2) характеризует погрешность аппроксимации диф-
ференциальной задачи (1)–(3) разностной схемой (5)–(7) в классе решений
𝑢(𝑥, 𝑡) исходной задачи.

Применение априорной оценки (25) к задаче (26), (27) дает следующую
оценку погрешности:

‖𝑧𝑗+1‖20 + ‖𝑧𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑍𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6𝑀
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖Ψ𝑗′‖20𝜏, (28)

где постоянная 𝑀 > 0 не зависит от ℎ и 𝜏 .
С учетом (28) справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Пусть выполнены условия, при которых ‖Ψ‖ = 𝑂(ℎ4 + 𝜏2),

и условия ограниченности (4). Тогда разностная схема (5)–(7) при незави-
симом стремлении ℎ и 𝜏 к нулю сходится к решению дифференциальной
задачи (1)–(3) в смысле нормы

‖𝑧𝑗+1‖21 = ‖𝑧𝑗+1‖20 + ‖𝑧𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑍𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏

на каждом слое так, что при достаточно малых ℎ и 𝜏 имеет место оценка

‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖1 6𝑀(ℎ4 + 𝜏2), 𝜏 6 𝜏0, ℎ 6 ℎ0 = min{ℎ1, ℎ2},

где константа 𝑀 > 0 не зависит от выбора сетки.

3. Постановка задачи Б. В прямоугольной области

𝐷 = {(𝑥, 𝑡) : 0 6 𝑥 6 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝑇}

рассмотрим нагруженное уравнение теплопроводности, заменяющее уравне-
ние (1):

𝑢𝑡 =
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
−

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥𝑠, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 6 𝑇, (29)

где коэффициенты удовлетворяют условиям

|𝑞𝑠(𝑥, 𝑡)|, |𝑞𝑠,𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐2, 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚; 𝑞𝑠(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,1(𝐷), (30)

а 𝑥𝑠 (𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚) представляют собой произвольные фиксированные точ-
ки интервала (0, 𝑙).

4. Устойчивость и сходимость разностной схемы. На равномерной
сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (2), (3), (29) поставим в соответствие
разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ4 + 𝜏2):

𝑦𝑡 = (𝑎𝑦𝜎𝑥̄)𝑥 −
1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠 + 𝜙, (31)
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𝑦0 = 𝑦𝑁 = 0, 𝑡𝑗 ∈ 𝜔𝜏 , (32)
𝑦(𝑥𝑖, 0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈ 𝜔ℎ, (33)

где

𝑥𝑖𝑠 6 𝑥𝑠 6 𝑥𝑖𝑠+1 , 𝑑𝑗𝑠,𝑖𝑦 =
(︁
𝑑𝑠𝑦 +

ℎ2

12

(︀
𝑎(𝑝𝑑𝑠𝑦)𝑥̄

)︀
𝑥

)︁𝑗+1/2

𝑖
, 𝜎 =

1

2
− ℎ2

12𝜏
𝑝,

𝑦𝑠 =
(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)

−6ℎ3
𝑦𝑖𝑠−1 +

+
(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)

2ℎ3
𝑦𝑖𝑠 +

+
(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+2)

−2ℎ3
𝑦𝑖𝑠+1 +

+
(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠−1)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠)(𝑥𝑠 − 𝑥𝑖𝑠+1)

6ℎ3
𝑦𝑖𝑠+2.

В дальнейшем будем считать, что ℎ < min{𝑥1, 𝑙 − 𝑥𝑚}.
Найдем априорную оценку, используя метод энергетических неравенств.

Перепишем (31) в виде

𝑦𝑡 =
1

2
(𝑎𝑌𝑥̄)𝑥 −

ℎ2

12

(︀
𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄

)︀
𝑥
− 1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠 + 𝜙. (34)

Умножая (34) скалярно на 𝑌 = 𝑦𝑗 + 𝑦𝑗+1, получим

(𝑦𝑡, 𝑌 ) =
1

2

(︀
(𝑎𝑌𝑥̄)𝑥, 𝑌

)︀
− ℎ2

12

(︀(︀
𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄

)︀
𝑥
, 𝑌

)︀
− 1

2

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠, 𝑌

)︂
+ (𝜙, 𝑌 ). (35)

После подробных преобразований (аналогичных (9), (10)) c учетом (32) и
оценки

− 1

2

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠, 𝑌

)︂
= −1

2

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠, 𝑌

)︂
−
(︂
ℎ2

24

𝑚∑︁
𝑠=1

(︀
𝑎(𝑝𝑑𝑠𝑌 𝑠)𝑥̄

)︀
𝑥
, 𝑌

)︂
=

= −1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌 𝑠(𝑑𝑠, 𝑌 ) +

(︂
ℎ2

24

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑎 (𝑝𝑑𝑠)𝑥̄𝑌 𝑠, 𝑌𝑥̄

]︂
6

6
𝑚∑︁
𝑠=1

(︁1
4
(𝑌 𝑠)

2 +
𝑐22
4
(1, 𝑌 )2

)︁
+

(︂
ℎ2

24
𝑀1

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌𝑠, 𝑌𝑥̄

]︂
6

6𝑀2

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌
2
𝑠 +

𝑚𝑙𝑐22
4

(1, 𝑌 2) +

(︂
ℎ2

48
𝑀2

1 ,

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌𝑠

)︂2)︂
+
(︁ℎ2
48
, 𝑌 2

𝑥̄

]︁
6

6𝑀3

(︁
𝜀‖𝑌𝑥̄]|20 +

1

4𝜀
‖𝑌 ‖20

)︁
+
𝑚𝑙𝑐22
4

(1, 𝑌 2) +

(︂
ℎ2

48
𝑀4,

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌 2
𝑠

)︂
+
ℎ2

48
‖𝑌𝑥̄]|20 6
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6 𝜀𝑀5‖𝑌𝑥̄]|20 +
ℎ2

48
𝑀6‖𝑌𝑥̄]|20 +𝑀 𝜀

7‖𝑌 ‖20 6 𝜀𝑀5‖𝑌𝑥̄]|20 +𝑀 𝜀
8‖𝑌 ‖20

из (35) получаем

(‖𝑦𝑗‖20)𝑡 −
ℎ2

12
𝑀9(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 +

(︁𝑐0
2

− 𝜀𝑀5

)︁
‖𝑌𝑥̄]|20 6

6 ‖𝑦𝑡‖20 +𝑀 𝜀
8‖𝑌 ‖20 +

1

2
‖𝜙‖20. (36)

Выбирая 𝜀 = 𝑐0/(4𝑀5), из (36) получаем

(‖𝑦‖20)𝑡 −
ℎ2

12
𝑀9(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 +

𝑐0
4
‖𝑌𝑥̄]|20 6 ‖𝑦𝑡‖20 +𝑀10‖𝑌 ‖20 +

1

2
‖𝜙‖20. (37)

Оценим первое слагаемое в правой части (37). Для этого умножим (31)
скалярно на 𝑦𝑡:

(𝑦𝑡, 𝑦𝑡) =
1

2

(︀
(𝑎𝑌𝑥̄)𝑥, 𝑦𝑡

)︀
− ℎ2

12

(︀(︀
𝑎(𝑝𝑦𝑡)𝑥̄

)︀
𝑥
, 𝑦𝑡

)︀
− 1

2

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠, 𝑦𝑡

)︂
+ (𝜙, 𝑦𝑡). (38)

После подробных преобразований (аналогичных (11), (12)) с учетом оцен-
ки

− 1

2

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠, 𝑦𝑡

)︂
= −1

2

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑌 𝑠, 𝑦𝑡

)︂
−
(︂
ℎ2

24

𝑚∑︁
𝑠=1

(︀
𝑎(𝑝𝑑𝑠𝑌 𝑠)𝑥̄

)︀
𝑥
, 𝑦𝑡

)︂
=

= −1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌 𝑠(𝑑𝑠, 𝑦𝑡) +

(︂
ℎ2

24

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑎(𝑝𝑑𝑠)𝑥̄𝑌 𝑠, 𝑦𝑥̄𝑡

]︂
6

6
𝑚∑︁
𝑠=1

(︁ 1

8𝜀
(𝑌 𝑠)

2 + 𝜀𝑐22(1, 𝑦𝑡)
2
)︁
+

(︂
ℎ2

24
𝑀11

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌𝑠, 𝑦𝑥̄𝑡

]︂
6

6𝑀 𝜀
12

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌
2
𝑠 + 𝜀𝑚𝑙𝑐22(1, 𝑦

2
𝑡 ) +

(︂
ℎ2

48
𝑀 𝜀1

11 ,

(︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌𝑠

)︂2)︂
+
(︁ℎ2
48
, 𝜀1𝑦

2
𝑥̄𝑡

]︁
6

6𝑀 𝜀
13

(︁
𝜀2‖𝑌𝑥̄]|20+

1

4𝜀2
‖𝑌 ‖20

)︁
+𝜀𝑚𝑙𝑐22(1, 𝑦

2
𝑡 )+

(︂
ℎ2

48
𝑀 𝜀1

14 ,
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑌 2
𝑠

)︂
+𝜀1

ℎ2

48
‖𝑦𝑥̄𝑡]|20 6

6 (𝜀+ 𝜀1)𝑀15‖𝑦𝑡‖20 + 𝜀2𝑀
𝜀
13‖𝑌𝑥̄]|20 +𝑀 𝜀,𝜀1,𝜀2

16 ‖𝑌 ‖20

из (38) находим

(︁1
3
− (𝜀+ 𝜀1)𝑀15

)︁
‖𝑦𝑡‖20 +

𝑐0
2
(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 6

ℎ2

12
(𝑎𝑝𝑥̄, 𝑦𝑡,𝑖−1𝑦𝑥̄𝑡] +

+ 𝜀2𝑀
𝜀
13‖𝑌𝑥̄]|20 +𝑀 𝜀,𝜀1𝜀2

16 ‖𝑌 ‖20 +
3

4
‖𝜙‖20. (39)

С учетом преобразования (14) из (39) имеем
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(︁1
3
− (𝜀+ 𝜀1)𝑀15 −

ℎ

12
𝑀17

)︁
‖𝑦𝑡‖20 +

𝑐0
2
(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 6

6 𝜀2𝑀
𝜀
13‖𝑌𝑥̄]|20 +𝑀 𝜀,𝜀1𝜀2

16 ‖𝑌 ‖20 +
3

4
‖𝜙‖20. (40)

Выбирая 𝜀 = 𝜀1 = 1/(12𝑀15), ℎ 6 ℎ1 = 1/𝑀17, из (40) находим

‖𝑦𝑡‖20 + (‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 6 𝜀2𝑀18‖𝑌𝑥̄]|20 +𝑀 𝜀2
19‖𝑌 ‖20 +𝑀20‖𝜙‖20. (41)

С учетом (41) из (37) получим

(‖𝑦‖20)𝑡 +
(︁
1− ℎ2

12
𝑀9

)︁
(‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 +

(︁𝑐0
4

− 𝜀2𝑀18

)︁
‖𝑌𝑥̄]|20 6

6𝑀 𝜀2
21‖𝑌 ‖20 +𝑀22‖𝜙‖20. (42)

Выбирая ℎ2 6 ℎ22 = 1/𝑀9, 𝜀2 = 𝑐0/(8𝑀18), из (42) находим

(‖𝑦‖20)𝑡 + (‖𝑦𝑥̄]|20)𝑡 + ‖𝑌𝑥̄]|20 6𝑀23‖𝑌 ‖20 +𝑀24‖𝜙‖20. (43)

Умножим обе части (43) на 𝜏 и просуммируем по 𝑗′ от 0 до 𝑗:

‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6

6𝑀23

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′‖20𝜏 +𝑀25

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
. (44)

Учитывая (21), из (44) находим

(1− 2𝑀23𝜏)‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6

6 4𝑀23

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀26

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
. (45)

Выбирая 𝜏 6 𝜏0 = 1/(4𝑀23), из (45) находим

‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6

6𝑀27

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀28

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
.

Применяя к последнему неравенству разностный аналог леммы Гронуолла
[27, лемма 4, c. 171], находим оценку
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‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6

6𝑀(𝑇 )

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝜙𝑗′‖20𝜏 + ‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0𝑥̄]|20
)︂
, (46)

где 𝑀(𝑇 ) = const > 0 не зависит от параметров сетки ℎ и 𝜏 .
Теорема 3. Пусть выполнены условия (4), (30). Тогда существуют 𝜏0 > 0

и ℎ0 > 0, зависящие от констант 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, такие что при 𝜏 6 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2),
ℎ 6 ℎ0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) = min{ℎ1, ℎ2} разностная cхема (31)–(33) устойчива по пра-
вой части и начальным данным. При этом для решения задачи справедлива
априорная оценка (46) на каждом временном слое в смысле нормы

‖𝑦‖1 =
(︂
‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1

𝑥̄ ]|20 +
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖𝑌 𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏
)︂1/2

.

Из априорной оценки (46) следуют единственность решения разностной
задачи (31)–(33) и непрерывная зависимость решения от входных данных
задачи.

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)— решение задачи (29), (2), (3); 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗𝑖 — решение раз-
ностной задачи (31)–(33).

Для оценки точности разностной схемы (31)–(33) рассмотрим разность
𝑧𝑗𝑖 = 𝑦𝑗𝑖 −𝑢

𝑗
𝑖 , где 𝑢𝑗𝑖 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗). Подстановка 𝑦 = 𝑧+𝑢 разностные соотношения

(31)–(33) приводит к задаче для функции 𝑧:

𝑧𝑡 = (𝑎𝑧𝜎𝑥̄ )𝑥 −
1

2

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝑍𝑠 +Ψ, (47)

𝑧0 = 𝑧𝑁 = 0, 𝑧(𝑥𝑖, 0) = 0, (48)

где Ψ = 𝑂(ℎ4+ 𝜏2) характеризует погрешность аппроксимации дифференци-
альной задачи (1)–(3) разностной схемой (31)–(33) в классе решений 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡)
задачи (29), (2), (3).

Применение априорной оценки (46) к задаче (47), (48) дает следующую
оценку погрешности:

‖𝑧𝑗+1‖20 + ‖𝑧𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑍𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏 6𝑀
𝑗∑︁

𝑗′=0

‖Ψ𝑗′‖20𝜏, (49)

где постоянная 𝑀 > 0 не зависит от ℎ и 𝜏 .
С учетом (49) справедлива следующая теорема.
Теорема 4. Пусть выполнены условия, при которых ‖Ψ‖ = 𝑂(ℎ4 + 𝜏2),

и условия ограниченности (4), (30). Тогда разностная схема (31)–(33) при
независимом стремлении ℎ и 𝜏 к нулю сходится к решению дифференциаль-
ной задачи (29), (2), (3) в смысле нормы

‖𝑧𝑗+1‖21 = ‖𝑧𝑗+1‖20 + ‖𝑧𝑗+1
𝑥̄ ]|20 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

‖𝑍𝑗′

𝑥̄ ]|20𝜏
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на каждом слое так, что при достаточно малых ℎ и 𝜏 имеет место оценка

‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖1 6𝑀(ℎ4 + 𝜏2), 𝜏 6 𝜏0, ℎ 6 ℎ0 = min{ℎ1, ℎ2},

где константа 𝑀 > 0 не зависит от выбора сетки.

5. Тестовые задачи и численные результаты. Коэффициенты урав-
нения и граничные условия дифференциальных задач (1)–(3) и (29), (2), (3)
подбираются таким образом, чтобы функция

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3(𝑥6 − 𝑙𝑥5)

являлась точным решением каждой из рассматриваемых задач.
Для приведения разностных схем (5)–(6) и (31)–(33) к расчетному виду

был применен метод параметрической прогонки [28, c. 131].
В табл. 1–4 представлены максимальные значения погрешности 𝑧 = 𝑦 − 𝑢

и вычислительный (апостериорный) порядок сходимости CO (Convergence
Order) при последовательном уменьшении шагов сетки. Исследование про-
водилось в нормах ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ):

‖𝑧‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) =

(︂
𝜏ℎ

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑗0∑︁
𝑗=0

|𝑧𝑖𝑗 |2
)︂1/2

, ‖𝑧‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) = max
(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈𝜔̄ℎ𝜏

|𝑧𝑖𝑗 |,

где 𝑧𝑖𝑗 = 𝑧(𝑥𝑖, 𝑡𝑗). Наблюдаемое уменьшение погрешности соответствует тео-
ретическому порядку аппроксимации 𝑂(ℎ4 + 𝜏2).

Вычислительный порядок сходимости определялся по формуле

CO = log2
‖𝑧1‖
‖𝑧2‖

,

где 𝑧1 и 𝑧2 — погрешности, полученные при шагах сетки 0.5ℎ̄ и ℎ̄ соответ-
ственно.

Заключение. Основным результатом исследования является построение
и обоснование разностных схем повышенного порядка точности 𝑂(ℎ4+𝜏2) для
решения начально-краевых задач для нагруженных уравнений теплопровод-
ности с граничными условиями Дирихле. На основе метода энергетических
неравенств получены априорные оценки решений разностных задач в сеточ-
ных нормах, из которых следует единственность решения разностной задачи,
устойчивость по начальным данным и правой части, сходимость к решению
исходной дифференциальной задачи в классе достаточно гладких функций.
Проведенные численные эксперименты для тестовых задач подтверждают
теоретические оценки порядка точности и демонстрируют эффективность
предложенного метода.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнено без финансовой поддержки.
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Таблица 1
Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) для задачи
(1)–(3) при согласованных параметрах сетки ℎ2 = 𝜏 (𝑡 = 1) [Error and convergence
order (CO) in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) and ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) norms for problem (1)–(3) with matched grid

parameters ℎ2 = 𝜏 (𝑡 = 1)]

ℎ ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 )

1/10 2.83363 · 10−6 — 5.02040 · 10−6 —
1/20 1.77302 · 10−7 3.998368 3.13703 · 10−7 4.000327
1/40 1.10820 · 10−8 3.999922 1.96055 · 10−8 4.000070
1/80 6.92625 · 10−10 4.000002 1.22533 · 10−9 4.000017
1/160 4.32890 · 10−11 4.000002 7.65853 · 10−11 3.999959

Таблица 2
Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) для задачи
(1)–(3) при фиксированном ℎ = 1/200 и уменьшении 𝜏 (𝑡 = 1) [Error and convergence
order (CO) in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) and ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) norms for problem (1)–(3) with fixed ℎ = 1/200

and decreasing 𝜏 (𝑡 = 1)]

ℎ ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 )

1/10 4.70018 · 10−4 7.88143 · 10−4

1/20 1.17493 · 10−4 2.000134 1.96990 · 10−4 2.000328
1/40 2.93737 · 10−5 1.999983 4.92488 · 10−5 1.999968
1/80 7.34346 · 10−6 1.999995 1.23122 · 10−5 1.999989
1/160 1.83584 · 10−6 2.000014 3.07808 · 10−6 1.999996

Таблица 3
Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ ·‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) и ‖ ·‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) для задачи (29),
(2), (3) при ℎ2 = 𝜏 (𝑡 = 1) и различных значениях 𝑥1 = 0.11, 𝑥2 = 0.51, 𝑥3 = 0.91
[Error and convergence order (CO) in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) and ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) norms for problem (29),
(2), (3) with ℎ2 = 𝜏 (𝑡 = 1), evaluated at different points 𝑥1 = 0.11, 𝑥2 = 0.51, 𝑥3 = 0.91]

ℎ ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 )

1/10 2.99353 · 10−6 5.47023 · 10−6

1/20 1.87282 · 10−7 3.998557 3.41829 · 10−7 4.000256
1/40 1.17056 · 10−8 3.999945 2.13634 · 10−8 4.000057
1/80 7.31599 · 10−10 4.000006 1.33520 · 10−9 4.000014
1/160 4.57248 · 10−11 4.000004 8.34805 · 10−11 3.999477

Таблица 4
Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ ·‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) и ‖ ·‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) для задачи (29),
(2), (3) при ℎ = 1/200 и уменьшении 𝜏 (𝑡 = 1) и различных значениях 𝑥1 = 0.11,
𝑥2 = 0.51, 𝑥3 = 0.91 [Error and convergence order (CO) in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) and ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 )

norms for problem (29), (2), (3) with fixed spatial step ℎ = 1/200 and decreasing temporal
step 𝜏 (𝑡 = 1), evaluated at different points 𝑥1 = 0.11, 𝑥2 = 0.51, 𝑥3 = 0.91]

ℎ ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐿2(𝜔̄ℎ𝜏 ) ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐶(𝜔̄ℎ𝜏 )

1/10 4.67888 · 10−4 7.85270 · 10−4

1/20 1.16954 · 10−4 2.000222 1.96263 · 10−4 2.000398
1/40 2.92384 · 10−5 2.000004 4.90663 · 10−5 1.999986
1/80 7.30961 · 10−6 2.000000 1.22666 · 10−5 1.999993
1/160 1.82738 · 10−6 2.000003 3.06667 · 10−6 1.999996
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Abstract

This paper investigates initial-boundary value problems for loaded heat
equations with boundary conditions of the first kind. High-accuracy differ-
ence schemes are constructed for numerical solution of these problems. A pri-
ori estimates in discrete form are obtained through energy inequalities. The
derived estimates establish solution uniqueness and stability with respect to
both initial data and right-hand side terms, while proving convergence of
the discrete solution to the original differential problem at 𝑂(ℎ4 + 𝜏2) rate
(under sufficient smoothness assumptions). Numerical experiments with test
cases validate all theoretical findings.
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