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Аннотация

В настоящее время локальные краевые задачи для дифференциаль-
ных уравнений гиперболического типа изучены достаточно подробно.
Однако математическое моделирование ряда реальных процессов приво-
дит к нелокальным краевым задачам для нелинейных дифференциаль-
ных уравнений гиперболического типа, которые остаются слабо иссле-
дованными. В данной работе рассматривается интегральная граничная
задача общего вида в характеристическом прямоугольнике для урав-
нений гиперболического типа. При естественных условиях на исходные
данные задачи построена функция Грина и установлены критерии од-
нозначной разрешимости. Доказательства основных результатов демон-
стрируют существенность наложенных условий: их нарушение приво-
дит к невозможности построения функции Грина и утрате требуемых
свойств разрешимости задачи. В частном случае, с применением ме-
тода сжимающих отображений Банаха, получены достаточные условия
существования и единственности решения краевой задачи. В качестве
иллюстрации приведен конкретный пример.
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ция Грина, условия разрешимости, метод сжимающих отображений, един-
ственность решения.

Получение: 9 января 2025 г. / Исправление: 12 апреля 2025 г. /
Принятие: 28 апреля 2025 г. / Публикация онлайн: 28 мая 2025 г.

Введение. В последние десятилетия наблюдается интенсивное исследова-
ние нелокальных краевых задач для обыкновенных дифференциальных урав-
нений и уравнений в частных производных [1–4]. Следует отметить, что кра-
евая задача называется нелокальной, если краевые условия задаются в виде
комбинаций значений искомого решения и/или его производных в различных
граничных или внутренних точках области [4]. Важно подчеркнуть, что за-
дачи с нелокальными краевыми условиями возникают при математическом
моделировании физических и химических процессов, демографических ис-
следований и в других прикладных областях.

При моделировании процессов, в которых непосредственное измерение ос-
новных параметров невозможно, а известны лишь их средние значения по об-
ласти, возникают интегральные условия. Исследованию задач для уравнений
гиперболического типа с интегральными условиями посвящены многочислен-
ные работы [5–18]. В указанных работах преимущественно изучены вопросы
разрешимости краевых задач как в классическом, так и в обобщенном смыс-
ле.

1. Постановка задачи. Рассмотрим функцию 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥), определяемую
как решение уравнения

𝑦𝑡𝑥 = 𝑓
(︀
𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑦𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)

)︀
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, (1)

с интегральными ограничениями вида∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑦(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙],∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑦(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(2)

где 𝑄 =
{︀
(𝑡, 𝑥) : 0 6 𝑡 6 𝑇, 0 6 𝑥 6 𝑙

}︀
— характеристический прямоугольник;

𝑇 , 𝑙 > 0— заданные константы; 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)— вектор состояния; 𝑓 =
= (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛), 𝜙 = (𝜙1, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑛), 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛)— вектор-функции;
𝑛(𝑡) и 𝑚(𝑥)— заданные матричные функции размерности 𝑛×𝑛. Все векторы
рассматриваются как вектор-столбцы даже при строковой записи.

Задача (1), (2) была впервые исследована С. В. Жестковым в работе [6],
где классическим методом последовательных приближений были доказаны
теоремы существования и единственности решения. В дальнейшем Б. Пане-
яхом и П. Панеяхом [7] при минимальных ограничениях на исходные данные
были получены более детальные условия однозначной разрешимости данной
задачи. Следует отметить, что в работах [6,7] исследование существования и
единственности классического решения задачи (1), (2) проводилось для од-
номерного случая.

В дальнейшем будем предполагать выполнение следующих условий:
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а) вектор-функция 𝑓 : 𝑄×R𝑛×R𝑛×R𝑛 → R𝑛 непрерывна по совокупности
переменных;

б) матричные функции 𝑛(𝑡) ∈ 𝐿∞[0, 𝑇 ], 𝑚(𝑥) ∈ 𝐿∞[0, 𝑙] являются переста-
новочными, то есть удовлетворяют соотношениям

𝑛(𝑡)𝑚(𝑥) = 𝑚(𝑥)𝑛(𝑡) при (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄,

причем

det

[︂∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑑𝑡

]︂
̸= 0, det

[︂∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑑𝑥

]︂
̸= 0;

в) функции 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑡) дифференцируемы на отрезках [0, 𝑙] и [0, 𝑇 ] соот-
ветственно, и дополнительно выполняется условие согласования∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐴 = const.

Следует подчеркнуть, что условия б) и в) представляют собой необходи-
мые условия разрешимости задачи (1), (2).

Обозначим через 𝐶(𝑄,R𝑛) пространство непрерывных на 𝑄 вектор-функ-
ций 𝑦 : 𝑄→ R𝑛.

Под решением задачи (1), (2) будем понимать функцию 𝑦(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝑄,R𝑛),
обладающую частными производными

𝑦𝑡(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝑄,R𝑛), 𝑦𝑥(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝑄,R𝑛), 𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝑄,R𝑛),

удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2). Такие решения принято
называть классическими.

2. Приведение задачи (1), (2) к интегральным уравнениям. Для
упрощения рассмотрим модельную задачу

𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝑧(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, (3)

с интегральными ограничениями (2), где 𝑧(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(𝑄,R𝑛)— заданная непре-
рывная вектор-функция.

Теорема 1. Решение задачи (3), (2) представимо в виде

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)− 𝑛−1(𝑇 )𝑚−1(𝑙)𝐴+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)𝑧(𝜏, 𝑠) 𝑑𝜏𝑑𝑠, (4)

где функция Грина 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠) определяется следующим образом:

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼, 0 6 𝜏 6 𝑡, 0 6 𝑠 6 𝑥,

−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼, 0 6 𝑠 6 𝑥, 𝑡 < 𝜏 6 𝑇,

−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟, 0 6 𝜏 6 𝑡, 𝑥 < 𝑠 6 𝑙,

𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼, 𝑥 < 𝑠 6 𝑙, 𝑡 < 𝜏 6 𝑇,
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причем

𝑚−1(𝑙) =

[︂∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑑𝑥

]︂−1

, 𝑛−1(𝑇 ) =

[︂∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑑𝑡

]︂−1

.

До к а з ат е л ь ств о. Решение задачи (3), (2) будем искать в виде

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑥) +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, (5)

где 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ], 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑙]— неизвестные непрерывно дифференцируе-
мые функции.

Подстановка (5) в условия (2) дает систему:∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑎(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑏(𝑥)𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥), (6)

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑎(𝑡)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑏(𝑥)𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑥 = 𝜓(𝑡). (7)

Без ограничения общности предположим, что∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑎(𝑡)𝑑𝑡 = 0 или

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑏(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Выберем первое условие
∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑎(𝑡)𝑑𝑡 = 0. Тогда из (6) следует

𝑏(𝑥) = 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)− 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (8)

Подставляя (8) в (7), получаем выражение для 𝑎(𝑡):

𝑎(𝑡) = −𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) +

+ 𝑛−1(𝑇 )𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑛(𝑡)𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥−

−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑥−𝐴, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Учитывая выражения для функций 𝑎(𝑡) и 𝑏(𝑥) в равенстве (5), получаем
следующее представление для решения:
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𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)− 𝑛−1(𝑇 )𝑚−1(𝑙)𝐴−

−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑥−

− 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡+

+𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄. (9)

Применяя интегральные преобразования∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁ 𝑙

𝑥
𝑚(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑧(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏𝑑𝑥,

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0

(︂∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝜏)𝑑𝜏

)︂
𝑧(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠,

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑛(𝑡)𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0

(︂∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝑙

𝑥
𝑚(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥,

к (9), получаем

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)− 𝑛−1(𝑇 )𝑚−1(𝑙)𝐴−

−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

0

∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁ 𝑙

𝑥
𝑚(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑧(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏𝑑𝑥−

− 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0

(︂∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝜏)𝑑𝜏

)︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠+

+𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0

(︂∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝑙

𝑥
𝑚(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄. (10)

Далее, объединяя слагаемые в (10), приходим к окончательному представ-
лению:

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)− 𝑛−1(𝑇 )𝑚−1(𝑙)𝐴+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0

[︂
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑡)𝑑𝑡+ 𝐸 −
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−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑠)𝑑𝑠− 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑡)𝑑𝑡

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑙

𝑥

[︂
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎−

−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑇

𝑡

∫︁ 𝑥

0

[︂
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎−

− 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑇

𝑡

∫︁ 𝑙

𝑥

[︂
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠, (11)

где 𝐸 — единичная матрица размерности 𝑛× 𝑛, а (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄.
В равенстве (11) проведем некоторые упрощения:

𝐸 +𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎−

−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟 − 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎 =

= 𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

[︂
𝑚(𝑙)𝑚(𝑇 ) +

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎−

− 𝑛(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟 −𝑚(𝑙)

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎

]︂
=

= 𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

[︂(︂∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

)︂(︂∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝑎)𝑑𝑎+

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎

)︂
+

+

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎−

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝑎)𝑑𝑎+

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎

)︂∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟 −

−
(︂∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

)︂∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝑎)𝑑𝑎

]︂
=

= 𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝑎)𝑑𝑎; (12)

𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼− 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝛼)𝑑𝛼 =

= 𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

[︂∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑠

∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝛼)𝑑𝛼−

−
(︂∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

)︂∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

]︂
=
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= −𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼; (13)

𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟 =

= 𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

[︂∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑠

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼−

−
(︂∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼+

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

)︂∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

]︂
=

= −𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟. (14)

Учитывая равенства (12), (13) и (14) в (10), получаем следующее пред-
ставление решения:

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )𝐴+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0

[︂
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑙

𝑥

[︂
−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑇

𝑡

∫︁ 𝑥

0

[︂
−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑇

𝑡

∫︁ 𝑙

𝑥

[︂
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

]︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠. (15)

Введем матричную функцию Грина:

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼, 0 6 𝜏 6 𝑡, 0 6 𝑠 6 𝑥,

−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼, 0 6 𝑠 6 𝑥, 𝑡 < 𝜏 6 𝑇,

−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟, 0 6 𝜏 6 𝑡, 𝑥 < 𝑠 6 𝑙,

𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼, 𝑥 < 𝑠 6 𝑙, 𝑡 < 𝜏 6 𝑇.

Тогда равенство (15) можно компактно записать в виде

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )𝐴+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠.

Отсюда следует справедливость равенства (4).
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Пусть функция 𝑦(𝑡, 𝑥) определяется равенством (15). Докажем, что эта
функция удовлетворяет уравнению (3) и краевым условиям (2).

Вычислим смешанную производную функции 𝑦(𝑡, 𝑥):

𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥) =
𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑥

[︂
𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )𝐴+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

]︂
=

=
𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑥

[︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑥

0
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

(︂∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

)︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

]︂
+

+
𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑥

[︂∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑙

𝑥

(︂
−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑠

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

)︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

]︂
+

+
𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑥

[︂∫︁ 𝑇

𝑡

∫︁ 𝑥

0

(︂
−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝜏

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

)︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

]︂
+

+
𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑥

[︂∫︁ 𝑇

𝑡

∫︁ 𝑙

𝑥
𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

(︂∫︁ 𝑙

𝑠
𝑚(𝑟)𝑑𝑟

∫︁ 𝑇

𝜏
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

)︂
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

]︂
=

= 𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑥

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑠

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼 𝑧(𝑡, 𝑥) +

+𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑥

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑠

∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝛼)𝑑𝛼 𝑧(𝑡, 𝑥) +

+𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝛼)𝑑𝛼

∫︁ 𝑥

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟 𝑧(𝑡, 𝑥) +

+𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑥
𝑚(𝑟)𝑑𝑠

∫︁ 𝑇

𝑡
𝑛(𝛼)𝑑𝛼 𝑧(𝑡, 𝑥) =

= 𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑥

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑠 𝑛(𝑇 )𝑧(𝑡, 𝑥) +

+𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑙

𝑥
𝑛(𝛼)𝑑𝛼𝑛(𝑇 )𝑧(𝑡, 𝑥) =

= 𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑥

0
𝑚(𝑟)𝑑𝑟 𝑧(𝑡, 𝑥) +𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

𝑥
𝑚(𝑟)𝑑𝑟 𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑧(𝑡, 𝑥).

Теперь проверим выполнение краевых условий (2). Так как представления
(4) и (10) эквивалентны, умножим представление для 𝑦(𝑡, 𝑥) на 𝑛(𝑡) и проин-
тегрируем по [0, 𝑇 ]:∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝑦(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

[︂
𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)− 𝑛−1(𝑇 )𝑚−1(𝑙)𝐴−

−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︀
𝑑𝑥−

− 𝑛−1(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡+
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+ 𝑛−1(𝑇 )𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

]︂
𝑑𝑡 =

= 𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜙(𝑥)−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡−

−𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑛(𝑡)𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥−

−
∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡+

+𝑚−1(𝑙)

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑛(𝑡)𝑚(𝑥)

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑇

0
𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑥

0
𝑧(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥).

При выводе последнего равенства учитывалась перестановочность матриц
𝑛(𝑡), 𝑚(𝑥) и их обратных 𝑛−1(𝑇 ), 𝑚−1(𝑙).

Аналогичным образом проверяется выполнение второго условия:∫︁ 𝑙

0
𝑚(𝑥)𝑦(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 𝜓(𝑡).

Таким образом, функция 𝑦(𝑡, 𝑥), заданная в виде (4), действительно яв-
ляется решением задачи (3), (2). Теорема доказана. �

Теорема 1 показывает, что задача (1), (2) эквивалентна интегральному
уравнению

𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )𝐴+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)𝑓

(︀
𝜏, 𝑠, 𝑦(𝜏, 𝑠), 𝑦𝑡(𝜏, 𝑠), 𝑦𝑠(𝜏, 𝑠)

)︀
𝑑𝜏𝑑𝑠. (16)

3. Доказательство существования и единственности. Для дока-
зательства существования и единственности решения задачи (1), (2) будем
предполагать, что функция 𝑓 зависит только от 𝑡, 𝑥 и 𝑦:

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡, 𝑦𝑥) ≡ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦).

Определим оператор 𝑃 : 𝐶(𝑄;R𝑛) → 𝐶(𝑄;R𝑛) равенством

(𝑃𝑧)(𝑡, 𝑥) = 𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )𝐴+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)𝑓

(︀
𝜏, 𝑠, 𝑦(𝜏, 𝑠)

)︀
𝑑𝜏𝑑𝑠,

где 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)— функция Грина, введенная ранее.
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Заметим, что разрешимость задачи (1), (2) или интегрального уравнения
(16) эквивалентна существованию неподвижной точки оператора 𝑃 . Таким
образом, задача (1), (2) имеет решение тогда и только тогда, когда оператор 𝑃
имеет неподвижную точку в пространстве 𝐶(𝑄;R𝑛).

Теорема 2. Предположим, что выполнены следующие условия:

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧2)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧1)| 6𝑀 |𝑧2 − 𝑧1| (17)

для всех (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, 𝑧1, 𝑧2 ∈ R𝑛, где 𝑀 > 0, и

𝐿 = 𝑙𝑇𝑆𝑀 < 1, (18)

где
𝑆 = max

𝑄×𝑄
‖𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)‖.

Тогда задача (1), (2) имеет единственное решение.

До к а з ат е л ь ств о. Введем обозначения:

𝑁 = max
𝑄

|𝑚−1(𝑙)𝜓(𝑡) + 𝑛−1(𝑇 )𝜙(𝑥)−𝑚−1(𝑙)𝑛−1(𝑇 )𝐴|, 𝑀𝑓 = max
𝑄

|𝑓(𝑡, 𝑥, 0)|.

Выберем 𝑟 > (𝑁 +𝑀𝑓𝑇𝑆)/(1− 𝐿), где 𝑆 = max
𝑄×𝑄

‖𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)‖, и рассмотрим
шар

𝐵𝑟 = {𝑧 ∈ 𝐶(𝑄;R𝑛) : ‖𝑧‖ 6 𝑟}.
Для произвольного 𝑧 ∈ 𝐵𝑟 оценим норму оператора 𝑃 :

‖(𝑃𝑧)(𝑡, 𝑥)‖ 6 𝑁 +

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
|𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)| · |𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑧(𝜏, 𝑠))− 𝑓(𝜏, 𝑠, 0)|𝑑𝜏𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
|𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)| · |𝑓(𝜏, 𝑠, 0)|𝑑𝜏𝑑𝑠 6

6 𝑁 + 𝑆

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
(𝑀 |𝑧(𝜏, 𝑠)|+𝑀𝑓 )𝑑𝜏𝑑𝑠 6 𝑁 + 𝑆𝑀𝑟𝑇 𝑙 +𝑀𝑓𝑇 𝑙𝑆 6

6
𝑁 +𝑀𝑓𝑇 𝑙𝑆

1− 𝐿
6 𝑟.

Для любых 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐵𝑟 из условия Липшица (17) следует:

|(𝑃𝑧2)(𝑡, 𝑥)− (𝑃𝑧1)(𝑡, 𝑥)| 6

6
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
|𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)| · |𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑧2(𝜏, 𝑠))− 𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑧1(𝜏, 𝑠))|𝑑𝜏𝑑𝑠 6

6 𝑆𝑀
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
|𝑧2(𝜏, 𝑠)− 𝑧1(𝜏, 𝑠)|𝑑𝜏𝑑𝑠 6

6 𝑆𝑀𝑇𝑙max
𝑄

|𝑧2(𝑡, 𝑥)− 𝑧1(𝑡, 𝑥)| 6 𝐿‖𝑧2 − 𝑧1‖.

Таким образом, оператор 𝑃 является сжимающим на 𝐵𝑟, и по принципу
сжимающих отображений задача (1), (2) имеет единственное решение. �
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4. Пример применения результатов. В качестве иллюстрации полу-
ченных результатов рассмотрим систему гиперболических уравнений⎧⎨⎩𝑦1𝑡𝑥 = 0.1 sin 𝑦2,

𝑦2𝑡𝑥 =
|𝑦1|

(𝑒+ 𝑒𝑡𝑥)(1 + |𝑦1|)
,

(𝑡, 𝑥) ∈ [0, 1]× [0, 1] (19)

с интегральными условиями следующего вида:∫︁ 1

0

(︂
1 0
0 1

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
𝑑𝑡 =

(︂
1
𝑥

)︂
,

∫︁ 1

0

(︂
1 0
0 1

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
𝑑𝑥 =

(︂
1
𝑡

)︂
. (20)

Непосредственной проверкой устанавливается выполнение условия согла-
сования. Функция Грина для данной задачи имеет вид

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸 · 𝑠𝜏, 0 6 𝑠 6 𝑥, 0 6 𝜏 6 𝑡,
−𝐸 · 𝑠(1− 𝜏), 0 6 𝑠 6 𝑥, 𝑡 6 𝜏 6 1,

−𝐸 · (1− 𝑠)𝑡, 𝑥 < 𝑠 6 1, 0 6 𝜏 6 𝑡,
𝐸 · (1− 𝑠)(1− 𝜏), 𝑡 6 𝜏 6 1, 𝑥 < 𝑠 6 1,

где 𝐸 — единичная матрица.
Оценим параметры задачи:
– норма функции Грина: max |𝐺(𝑡, 𝑥, 𝜏, 𝑠)| 6 1;
– константа Липшица: 𝑀 = 0.1;
– параметр сжатия: 𝐿 = ‖𝐺‖𝑀𝑇𝑙 6 1 · 0.1 · 1 · 1 = 0.1 < 1.
Таким образом, все условия теоремы 2 выполнены, и задача (19), (20)

имеет единственное решение.
Заключение. В данной работе исследована нелокальная краевая задача

с интегральными условиями для системы гиперболических уравнений. Ос-
новные результаты включают:

– построение функции Грина для рассматриваемого класса задач;
– установление условий однозначной разрешимости в терминах исходных

данных;
– доказательство теоремы существования и единственности решения на

основе принципа сжимающих отображений;
– демонстрацию полученных результатов на конкретном примере.
Как показано в работе, введенные ограничения на исходные данные (вклю-

чая условие Липшица (17) и ограничение на норму функции Грина (18)) яв-
ляются существенными для обеспечения однозначной разрешимости задачи.
Приведенный пример демонстрирует эффективность предложенного подхода
для нелинейных систем гиперболического типа.

Полученные результаты расширяют существующие методы исследования
нелокальных краевых задач и могут быть применены к более широкому клас-
су уравнений математической физики.

Конкурирующие интересы. У нас нет конфликта интересов в отношении автор-
ства и публикации этой статьи.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Abstract

Currently, local boundary value problems for hyperbolic-type differential
equations have been studied in considerable details. However, mathematical
modeling of various real-world processes leads to nonlocal boundary value
problems for nonlinear hyperbolic differential equations, which remain insuf-
ficiently investigated. This paper is devoted to a general integral boundary
value problem in a characteristic rectangle for hyperbolic equations. Under
natural conditions on the input data, we construct the Green’s function and
establish uniqueness criteria for the solution. The proofs of the main results
demonstrate the essential nature of the imposed conditions: their violation
makes it impossible to construct the Green’s function and leads to the loss
of required solvability properties. For a special case, by using Banach’s con-
traction mapping principle, we obtain sufficient conditions for the existence
and uniqueness of the boundary value problem solution. A specific example
is provided to illustrate the obtained results.
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