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Аннотация

Рассматриваются комбинаторные схемы подстановок с различными
ограничениями на размеры циклов: нижним, верхним и двусторонним.

Для предложенных схем решаются задачи перечислительной ком-
бинаторики: определяются числа исходов, строятся их прямые нумеро-
ванные перечисления, решаются прямые и обратные задачи нумерации
(устанавливаются взаимно-однозначные соответствия между номерами
и видами исходов), определяются вероятностные распределения на мно-
жествах исходов и предлагается универсальная процедура их моделиро-
вания с заданными вероятностями.

Все исследования проводятся авторским перечислительным методом
(ПМ), основанным на построении случайного процесса итерационного
формирования и бесповторного нумерованного перечисления исходов
схемы. Исходы первой итерации процесса перечисления всех допусти-
мых по условиям ограничений составов размеров циклов определяются
через схемы размещения неразличимых частиц по различимым ячейкам
при тех же ограничениях. В терминах размещение в наших схемах раз-
личимые частицы размещаются по неразличимым ячейкам с учетом их
взаимных порядков при фиксированном начальном элементе. Последу-
ющие итерации учитывают эти особенности.

Наряду с непосредственным исследованием схем по направлениям
ПМ предлагается получение части результатов путем их пересчета из
результатов аналогичного анализа более общих, ранее изученных схем
с меньшими ограничениями на значения рассматриваемых характери-
стик.

Ключевые слова: схема подстановок, размеры циклов, задача нуме-
рации, моделирование.
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Введение. Асимптотические исследования случайных подстановок и их
цикловой структуры широко представлены в научной литературе, например,
в работах [1–6]. В этих исследованиях вводятся характеристики, связанные с
цикловой структурой подстановки, предлагаются их обобщенные параметри-
ческие модели, изучается асимптотическое поведение элементов вариацион-
ного ряда длин циклов, находятся предельные распределения и моменты их
крайних значений. Используется связь циклической структуры подстановки
со схемой размещения частиц по ячейкам.

В настоящей работе проводится доасимптотический анализ 𝑛-мерных слу-
чайных подстановок с 𝑘 циклами в условиях различных ограничений на раз-
меры циклов во всех направлениях перечислительного метода. Рассмотрение
этих схем продолжает авторские исследования по перечислительным методам
для подстановок с различными ограничениями, представленные, например,
в [7, 8].

Подстановки с различными ограничениями на их цикловую структуру
представляют собой один из основных объектов исследования комбинаторики
и находят широкое применение в фундаментальной математике. Методы ком-
бинаторного анализа подстановок с ограничением на циклы широко исполь-
зуются в приложениях, где важна структура дискретных преобразований:
в криптографии (в шифрах на основе подстановок), в теории вероятностей
и статистике (при моделировании случайных процессов), в теории графов
(при построении графов подстановок с большим обхватом) и в теории коди-
рования (где требуется отсутствие коротких циклов). Кроме того, результаты
исследования по перечислительным методам все большего разнообразия ком-
бинаторных схем приводят к накоплению стандартов для самообучаемости
методов перечисления. Это расширяет возможности использования нейрон-
ных сетей (см. [9–11]) при конструировании и анализе новых комбинаторных
схем.

Анализ схемы проводится на основании построения процедуры бесповтор-
ного нумерованного перечисления ее исходов. Наряду с данным описанием
схемы используется ее эквивалентная интерпретация в терминах размеще-
ния 𝑛 различимых частиц по 𝑘 неразличимым ячейкам с учетом их поряд-
ка в каждой ячейке, начиная, например, с частицы с наименьшим номером.
Здесь используется соответствие понятий: размерности подстановки — числу
частиц, количества и размеров циклов — числу ячеек и уровням их запол-
нения, порядков отображений в циклах подстановки — указанным порядкам
частиц в ячейках. Различные ограничения размеров 𝑠 циклов в подстанов-
ках (или уровней заполнения ячеек) будем называть нижним ограничением
𝑠 > 𝑠1, верхним — 𝑠 6 𝑠2 и двусторонним — 𝑠1 6 𝑠 6 𝑠2 соответственно в схе-
мах 𝐴, 𝐵, 𝐶. Вид исходов схем — составы элементов циклов подстановки без
учета порядка циклов и с учетом порядка отображений элементов в каждом
цикле.

Различия комбинаторного анализа этих схем в условиях разных ограниче-
ний на размеры циклов состоят в различной организации и результатах их ре-
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ализаций при бесповторном переборе допустимых наборов размеров циклов.
Они дают начальные предсостояния первых этапов процессов прямых пере-
числений исходов схем и будут рассмотрены отдельно. Дальнейший анализ
схем по запланированным направлениям принципиально совпадает и будет
представлен общим описанием.

В дальнейшем номера элементов подстановки для краткости будем назы-
вать элементами.

1. Основные определения, обозначения и понятия. В доасимпто-
тических условиях значений параметров комбинаторной схемы при каждом
заданном ограничении на размеры циклов необходимо построить вероятност-
ную модель бесповторного нумерованного перечисления ее исходов и прове-
сти их анализ по всем направлениям перечислительного метода.

Основные определения, обозначения и понятия:
– итерация — шаг перехода в графе перечисления исходов схемы к сле-

дующему этапу (шагу) их перечисления;
– ПМ — перечислительный метод исследования моделей по приведенным

в аннотации направлениям; он состоит в построении вероятностных мо-
делей на формирующих исходы итерационных случайных процессах по-
единичного добавления этапов перечисления исходов ранее изученных
схем с управляемыми (через вероятности итерационных переходов) ве-
роятностными распределениями их исходов;

– ЗН — задача нумерации по установлению взаимно-однозначного соот-
ветствия между всеми номерами и видами исходов схемы;

– ПЗН — прямая задача нумерации, состоящая в нахождении вида исхода
схемы по его номеру;

– ОЗН — обратная задача нумерации, состоящая в нахождении номера
исхода схемы по его виду;

– траектория исхода — последовательность исходов итераций, ведущая
к нему в графе от начала их перечисления;

– пучок в графе процесса — совокупность переходов из каждого исхода
каждой итерации;

– размер пучка на каждой итерации — число переходов из каждого ис-
хода итерации;

– пучковая структура графа — перечисление размеров пучков всех ите-
раций;

– УМ — универсальный (единый) метод моделирования исходов схемы,
состоящий в разыгрывании одним случайным числом его номера со
сформированным вероятностным распределением исходов схемы и по-
лучении его смоделированного вида по результату решения ПЗН.

2. Вспомогательные результаты. Приведем краткие сведения об ис-
пользуемых далее приемах анализа комбинаторных схем (со своими обозначе-
ниями), а на результаты анализа простейших основных схем приведем ссылки
на соответствующие публикации.

Кроме этого, получим и докажем в леммах отдельные требуемые далее
результаты, в основном относящиеся к анализу схем размещения неразличи-
мых частиц по различимым ячейкам.

2.1. Перечислительный метод (ПМ). В основе доасимптотического

540



Комбинаторный анализ n-размерной k-цикловой подстановки . . .

анализа рассматриваемых схем лежит ПМ (см. [12]), суть которого состоит
в организации получения качественной информации об исходах схемы и пе-
реводе ее в количественную — результатов ее анализа в доасимптотической
области изменения ее параметров. Эта качественная информация представ-
ляет собой исходы итерационного случайного процесса реализации комбина-
торной схемы путем последовательного поединичного добавления элементов
схемы до заданного значения или этапов перечисления составляющих схе-
му более простых ранее изученных схем. Перевод качественной информации
о видах всех исходов схемы обеспечивают три инструмента. Первый — это
метод графов (МГ), который описывает графическое представление итера-
ционного процесса перечисления исходов. Второй — задача нумерации (ЗН),
устанавливающая взаимно-однозначное соответствие между видами исходов
и их номерами. Третий — универсальное моделирование (УМ) исходов, кото-
рое предоставляет единый прием их разыгрывания: номера исходов разыг-
рываются, а их виды определяются по решению задачи нумерации с учетом
специфики схемы. Одним из важных приемов ПМ для получения новых ре-
зультатов доасимптотического анализа комбинаторных схем является опера-
ция по перечислению (ОПП), введение которой дает возможность вычисле-
ния характеристик схем, зависящих от видов предсостояний исходов при их
формировании итерационным случайным процессом как функций от них по
перечислению исходов итерации получения этих предсостояний.

Целью применения ПМ является изучение схемы по указанным в аннота-
ции направлениям, среди которых для моделирования исходов схемы пред-
ложен общий подход, названный универсальным моделированием (УМ), ис-
пользующим результаты всех направлений анализа схемы по ПМ.

2.2. Обобщенная схема последовательных действий (ОПД). Под
действиями схемы понимается реализация исходов итераций при последова-
тельном добавлении этапов перечисления всех промежуточных и итоговых
исходов схемы.

Схема ОПД с приводимыми здесь результатами анализа из [12] возника-
ет, когда каждому следующему действию (итерации) подвергаются исходы
предыдущего действия, и числа исходов каждого следующего действия мо-
гут быть неодинаковыми, т. е. зависят не только от характера действия, но
и от вида предыдущего исхода. Результатом этого являются, возможно, раз-
ные размеры пучков внутри итераций в графе перечисления исходов схемы
при переходе от исходов предыдущего действия к последующему.

При анализе схемы ОПД считаем известными результаты всех направле-
ний исследования ПМ составляющих ее комбинаторных схем действий.

В схеме проводится 𝑘 последовательных действий, 𝑖-е из которых (𝑖 = 1, 𝑘)
совершается 𝑁 (𝑖) способами. Число пучков каждой итерации равно числу ис-
ходов предыдущей итерации. Тогда число исходов этих 𝑘 действий склады-
вается из 𝑁 (𝑘−1) пучков размерами 𝑑(𝑘) = (𝑑

(𝑘)
1 , 𝑑

(𝑘)
2 , . . . , 𝑑

(𝑘)

𝑁(𝑘−1)), т. е. общее
число 𝑁 = 𝑁 (𝑘) исходов схемы получается из рекуррентного соотношения
при 𝑖 = 𝑘 и 𝑁 (0) = 1:

𝑁 (𝑖) =
𝑁(𝑖−1)∑︁
𝑙=1

𝑑
(𝑖)
𝑙 .
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Вид исхода после совершения действий будет формироваться из приня-
тых видов исходов последовательных действий с обозначениями 𝑖 — номер
действия, а 𝑗𝑖 — номер исхода в результате его совершения.

Задача нумерации решается для нашей схемы при решенной ЗН для каж-
дого из 𝑘 действий при известной пучковой структуре графа перечисления
исходов нашей схемы.

Прямая и обратная задачи нумерации решены следующими теоремами.

Теорема 1. Совершается 𝑘 действий и задан номер исхода 𝑁 (𝑘)
* . Тогда его

вид, определяемый номерами исходов траектории 𝜏 в содержащих их пуч-
ках {𝑗𝑖} от первой до 𝑘-й итераций, вычисляется по рекуррентной формуле
для 𝑗𝑖 (𝑖 = 1, 𝑘) :

𝑗𝑖 = 𝑁
(𝑖)
* −

𝑁
(𝑖−1)
* −1∑︁
𝑙=1

𝑑
(𝑖)
𝑙 ,

где все пучковые структуры действий 𝑑(𝑖) заданы и

𝑁
(𝑘−1)
* = 𝛿 +max

{︂
𝑡 :

𝑡∑︁
𝑙=1

𝑑
(𝑘)
𝑙 = 𝐴𝑘 6 𝑁

(𝑘)
*

}︂
,

где 𝛿 = 0 при 𝐴𝑘 = 𝑁
(𝑘)
* и 𝛿 = 1 при 𝐴𝑘 < 𝑁

(𝑘)
* .

По решенной ЗН для всех действий находим по {𝑗𝑖} виды их исходов, из
которых получаем искомый вид исхода 𝑅(𝑘)

* .

Теорема 2. Совершается 𝑘 действий и задан вид исхода 𝑅(𝑘)
* ={𝑗1, . . . , 𝑗𝑘}.

Тогда его номер 𝑁 (𝑘)
* определяется по рекуррентной формуле при 𝑖 = 𝑘, где

𝑖 = 1, 𝑘 :

𝑁
(𝑖)
* =

𝑁
(𝑖−1)
* −1∑︁
𝑙=1

𝑑
(𝑖)
𝑙 + 𝑗𝑖,

начиная с 𝑖 = 1 при 𝑁
(1)
* = 𝑗1.

Теоремы 1 и 2 доказаны в [12, п. 1.9].

2.3. Перечисление и численность исходов схемы размещения 𝑛
неразличимых частиц по 𝑘 различимым ячейкам с нижним ограни-
чением уровня заполнения ячеек.

Лемма 1. Число исходов схемы 𝑁1 = 𝑁1(𝑘, 𝑛, 𝑠1) = 𝐶𝑘−1
𝑘+𝑛−𝑘𝑠1−1.

Д о к а з ат е л ь ств о. Для перечисления исходов этой схемы с данным
нижним ограничением (𝑠 > 𝑠1) предварительно положим во все ячейки по
𝑠1 частиц, а остальные (𝑛 − 𝑘𝑠1) частиц разместим по 𝑘 ячейкам по схеме
сочетаний с повторением (следующей из схемы сочетаний (см. [12, п. 1.3])
с числом исходов 𝐶𝑘−1

𝑘+𝑛−𝑘𝑠1−1. Далее переводим эти исходы схемы сочетаний
в уровни заполнения ячеек в нашей схеме (как длины серий подряд идущих
невыбранных по схеме сочетаний 𝑘− 1 из 𝑘+𝑛− 𝑘𝑠1− 1 номеров элементов).
Увеличивая каждый полученный уровень заполнения на 𝑠1, получаем в том
же количестве 𝑁1 = 𝐶𝑘−1

𝑘+𝑛−𝑘𝑠1−1 все исходы схемы, что и утверждалось. �
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2.4. Перечисление и численности схемы размещений 𝑛 неразли-
чимых частиц по 𝑘 различимым ячейкам с верхним ограничением
уровня заполнения ячеек. Для перечисления исходов в данной схеме соче-
таний с повторениями и с верхним ограничением 𝑠 6 𝑠2 будем использовать
следующую интерпретацию. Имеется ряд из𝑚 = 𝑘+𝑛−1 мест. На этих местах
расположены 𝑛 частиц и (𝑘 − 1) разделяющая перегородка 𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1),
которая расставляется всеми возможными способами так, чтобы образовать
𝑘 ячеек, содержащих не более 𝑠2 частиц каждая. В терминах наборов уров-
ней заполнения ячеек получим их в порядке ячеек по формулам 𝑑1 = 𝑡1 − 1;
𝑑𝑘 = 𝑘+ 𝑛− 1− 𝑡𝑘−1 и 𝑑𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 − 1 при 𝑖 = 2, 𝑘 − 1, где 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑘) —
вектор уровней заполнения ячеек в их порядке.

Выбор мест этих перегородок 𝑡 определен следующей леммой.
Лемма 2. Диапазоны варьирования возможных вариантов последователь-

ных мест установки внутренних перегородок определяются для всех
𝑖 = 1, 𝑘 − 1 из рекуррентного соотношения

𝑙𝑖 = max(𝑡𝑖−1 + 1, 𝑛+ 𝑖− 𝑠2(𝑘 − 𝑖)) 6 𝑡𝑖 6 min(𝑡𝑖−1 + 𝑠2 + 1, 𝑛+ 𝑖) = 𝐿𝑖. (1)

До к а з ат е л ь ств о. Для нахождения мест внутренних перегородок
𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) должен выполняться ряд требований:

1) разности между местами границ должны быть не более 𝑠2 + 1, откуда

𝑡𝑖 6 𝑡𝑖−1 + 𝑠2 + 1; (2)

2) правее значения 𝑡𝑖 среди 𝑚 мест поместятся остальные 𝑘−1−𝑖 границ,
откуда

𝑡𝑖 6 𝑚− (𝑘 − 1− 𝑖) = 𝑛+ 𝑖; (3)

3) значение следующего элемента больше предыдущего, откуда

𝑡𝑖 > 𝑡𝑖−1 + 1; (4)

4) правее значения 𝑡𝑖 среди𝑚 мест окажется мест не более, чем для 𝑘−1−𝑖
остальных границ и 𝑠2(𝑘 − 𝑖) максимально допустимого в остальных
ячейках числа частиц, откуда

𝑡𝑖 > 𝑚− (𝑘 − 1− 𝑖)− 𝑠2(𝑘 − 𝑖) = 𝑛+ 𝑖− 𝑠2(𝑘 − 𝑖). (5)

Теперь, объединяя соотношения (2) и (3) в верхнюю границу для 𝑡𝑖, а (4)
и (5) — в нижнюю границу для 𝑡𝑖, получаем при 𝑖 = 1, 𝑘 − 1 доказываемую
формулу (1) диапазона изменения значений для 𝑡𝑖. Лемма доказана. �

Число исходов схемы сочетаний с повторением с данным верхним огра-
ничением 𝑁2 = 𝑁2(𝑘, 𝑛, 𝑠2) в графе их перечисления определяется суммой
размеров пучков предпоследней итерации. Это при последовательном пере-
боре мест установления границ между ячейками соответствует сумме разме-
ров диапазонов варьирования мест 𝑡𝑘−1, задающих размеры пучков (в графе
перечисления исходов схемы) для значений уровней заполнения последней
ячейки.
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2.5. Перечисление и численности схемы размещений 𝑛 неразли-
чимых частиц по 𝑘 различимым ячейкам с двусторонним ограни-
чением уровня заполнения ячеек.

Лемма 3. Число исходов схемы
𝑁3 = 𝑁3(𝑘, 𝑛, 𝑠1, 𝑠2) = 𝑁2(𝑘, 𝑛− 𝑘𝑠1, 𝑠2 − 𝑠1).

До к а з ат е л ь ств о. Для перечисления исходов этой схемы организу-
ем сначала выполнение данного нижнего ограничения на уровни заполнения
ячеек 𝑠 > 𝑠1 путем предварительного помещения во все 𝑘 ячеек по 𝑠1 частиц
одним способом. Остальные (𝑛 − 𝑘𝑠1) частиц разместим по всем 𝑘 ячейкам,
как в п. 2.4, с их данным верхним ограничением для уровней заполнения
ячеек 𝑠 6 (𝑠2 − 𝑠1) числом способов 𝑁2(𝑘, 𝑛 − 𝑘𝑠1, 𝑠2 − 𝑠1), откуда следует
утверждение леммы. �

2.6. Число одноцикловых подстановок данного порядка.
Лемма 4. Количество подстановок 𝑛-го порядка, имеющих ровно один

цикл, равно (𝑛− 1)! .

До к а з ат е л ь ств о. Утверждение леммы следует из того, что кроме
матричной формы, любая одноцикловая подстановка может быть записана
в виде последовательности 𝑛 отображений ее элементов с замыканием, т. е.
последний элемент отображается в первый. А количество таких отображе-
ний определяется числом перестановок (𝑛− 1)-го элемента начиная с любого
фиксированного, например, с наименьшим номером, что и доказывает утвер-
ждение леммы. �

2.7. Взаимный пересчет разных форм записи подстановок. Вза-
имный перевод нижней строки матричной формы записи подстановки и цик-
ловой — порядка отображений ее элементов производится по очевидным пра-
вилам.

Правило 1 (перевод порядка отображений элементов в перестановку
нижней строки подстановки). Каждый элемент отображения ставится
в нижней строке подстановки на место с номером своего предшествующего
в отображении элемента.

Правило 2 (перевод нижней строки подстановки в порядок отображе-
ний ее элементов в подстановке). В отображение начиная с 1 ставится
подряд каждый элемент нижней строки подстановки с места с номером
последнего найденного в отображении элемента.

Пример 1. Подстановка задана отображением ее элементов (1, 4, 3, 5, 2).
Тогда по правилу 1 нижняя строка подстановки в матричной форме имеет
вид (4, 1, 5, 3, 2), что проверяется для отображения непосредственно по под-
становке с ее найденной нижней строкой.

Пример 2. Подстановка задана в матричной форме своей нижней стро-
кой (4, 1, 5, 3, 2). Тогда по правилу 2 отображение ее элементов имеет вид
(1, 4, 3, 5, 2), что проверяется для отображения непосредственно по подста-
новке с ее данной нижней строкой.
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3. Общий вид и общее перечисление исходов схемы с любыми
данными ограничениями на уровни заполнения ячеек. Изучаемая (на-
ша) схема подстановок данной структуры с данными ограничениями в тер-
минах размещения частиц по ячейкам соответствует размещению 𝑛 различи-
мых частиц по 𝑘 неразличимым ячейкам с различимыми порядками частиц
в каждой ячейке начиная с определенной частицы, например, с минимальным
номером.

Процесс перечисления исходов нашей схемы будем получать из результа-
тов перечисления исходов схем* (размещения неразличимых частиц по раз-
личимым ячейкам пп. 2.3–2.5 с соответствующим ограничением на уровни
заполнения ячеек). При этом из результатов исходов схем* в нашей схеме
организуем ее отличия:

– различимость частиц — заменой уровней заполнения ячеек перечис-
лением их составов номеров частиц по схеме перестановок с повторени-
ем (см. [12, п. 1.2]);

– неразличимость ячеек — перечислением их составов номеров частиц
в каждой ячейке в заранее определенном порядке (например, по воз-
растанию их уровней заполнения, а при совпадающих уровнях заполне-
ния — в порядке роста в них минимальных номеров частиц);

– различимость взаимных порядков перечисления частиц в ячейке —
перечислением их по схеме перестановок (см. [12]) начиная с частицы,
например, с минимальным номером.

Виды исходов в схемах 𝐴, 𝐵, 𝐶, являющихся видами исходов нашей схемы
в условиях каждого из данных ограничений в них, представляем каждый по-
следовательностью 𝑘 описанных выше составов номеров частиц — элементов
подстановки в порядках их отображений в количествах размеров циклов.

Прямое бесповторное перечисление исходов схемы производится по схеме
ОПД (см. п. 2.2), т. к. количество ее итоговых исходов зависит от состава раз-
меров циклов. Реализация действий пошагово детализируется и представля-
ется нижеследующим алгоритмом с известными из пп. 2.3–2.5 результатами
для схем* в виде {𝑑} (в обозначении п. 2.4) начальных последовательностей
уровней заполнения ячеек в неубывающем порядке в нашей схеме.

Алгоритм
1. Для учета неразличимости ячеек перечисляем возможные (по пп. 2.3–

2.5) составы уровней заполнения ячеек в указанном выше порядке с от-
браковкой повторов.

2. Для учета различимости частиц по исходам шага 1 в их порядке по
схеме перестановки с повторением перечисляем составы нумерованных
частиц в ячейках.

3. Для учета различимости взаимного порядка частиц в каждой ячейке
производим в ней все перестановки номеров частиц начиная с мини-
мального.

На примере покажем перечисление исходов схемы с пояснением структу-
ры и характеристик соответствующего графа (см. рисунок).

Пример 3. Пусть в условиях схемы дано 𝑛 = 5, 𝑘 = 3, 𝑠 = 𝑠1 = 1. То-
гда, очевидно, (или по п. 2.3) в первой итерации имеем {𝑑} = {(113), (122)}.
На второй итерации при заданных наборах уровней заполнения ячеек в ука-
занных на первой итерации порядках перечисляем составы номеров частиц
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Граф перечисления исходов схемы из примера 3
[The graph of enumeration of the outcomes of the scheme in Example 3]
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в них. На третьей итерации в каждой ячейке перечисляем перестановки их
частиц начиная с частицы с наименьшим номером.

Граф итерационного перечисления исходов по алгоритму представлен на
рисунке с пучковой структурой по итерациям

(2), (10, 15), (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

размерами пучков по итерациям. Число исходов 𝑁 схемы или число исхо-
дов 3-й итерации непосредственно по графу равно 20 + 15 = 35 и совпадает
с суммой размеров пучков предпоследней итерации: 2 · 10 + 1 · 15 = 35.

4. Числа исходов схем 𝐴, 𝐵, 𝐶. Различие численностей исходов схем
𝐴, 𝐵, 𝐶 определяется разными начальными предсостояниями, отражающи-
ми заданные ограничения в них и представляющими свои наборы уровней
заполнения ячеек

{𝑑} = {(𝑑1, . . . , 𝑑𝑖, . . . , 𝑑𝑘)}
с маркировками по их совпадениям {𝜇̄} = {(𝜇1, . . . , 𝜇𝑗 , . . . , 𝜇𝑞)}, где 𝑞, 𝑞 6 𝑘, —
число разных уровней заполнения в 𝑑. В соответствии с общим алгоритмом
перечисления исходов схем 𝐴, 𝐵, 𝐶 числа исходов в них после получения
разных предсостояний описываются следующей теоремой.

Теорема 3. Числа 𝑁 исходов схем 𝐴, 𝐵, 𝐶 при исходных в каждой схеме
состояниях определяются по формуле

𝑁 =
∑︁
({𝑑})

𝑛!∏︀𝑘
𝑖=1 𝑑𝑖

∏︀𝑞
𝑗=1 𝜇𝑗 !

. (6)

До к а з ат е л ь ств о. Утверждение теоремы следует из процедуры пере-
числения исходов схемы по алгоритму, где

1) число всех ее исходов вычисляется ОПП — операцией суммы по пере-
числению (см. п. 3 и [12, п. 1]) начальных предсостояний схемы {𝑑}.
А каждое слагаемое должно учитывать:

2) число делений элементов подстановки на циклы заданных в 𝑑 размеров
в одном указанном в п. 3 порядке по схеме перестановок с повторением
(см. [12, п. 1.7]), уменьшенным в число раз неразличимых взаимных
порядков групп циклов совпадающих размеров (т. е. в произведение
факториалов маркировок размеров циклов) в количестве

𝑛!∏︀𝑘
𝑖=1 𝑑𝑖!

∏︀𝑞
𝑗=1 𝜇𝑗 !

;

3) числа взаимных порядков элементов в циклах начиная с минимально-
го, т. е. (по п. 2.6) в количестве

∏︀𝑘
𝑖=1(𝑑𝑖 − 1)! при каждом 𝑑𝑖-м размере

𝑖-го цикла. А это (по правилу умножения исходов) после очевидного
сокращения:

𝑁 =
∑︁
({𝑑})

𝑛!
∏︀𝑘

𝑖=1(𝑑𝑖 − 1)!∏︀𝑘
𝑖=1 𝑑𝑖!

∏︀𝑞
𝑗=1 𝜇𝑗 !

приводит к формуле (6) по всем {𝑑} при данном ограничении.
Теорема доказана. �
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Найдем число исходов в примере 1 по (6) и сравним с результатом по
графу. По (6) 𝑁 = 5!/1 ·1 ·3 ·2!+5!/1 ·2 ·2 ·2! = 35, что совпадает с результатом
по графу на рисунке.

5. Пучковая структура графа перечисления исходов схемы. На-
стоящее исследование дает следующие возможности:

1) вычисление числа исходов схемы по процедуре бесповторного перечис-
ления ее исходов без построения графа как суммы размеров пучков
предпоследней итерации;

2) решение ЗН для исходов схемы.
В наших схемах 𝐴, 𝐵, 𝐶 в соответствии с алгоритмом бесповторного пе-

речисления исходов схемы получаем следующее:
– размер пучка начальной итерации равен числу допустимых (возмож-

ных) составов {𝑑}— размеров циклов в схеме;
– для каждого состава размеров циклов в исходе начальной итерации по-

следовательные размеры пучков первой итерации — числа различимых
делений элементов подстановки на циклы заданных размеров

𝑛!∏︀𝑘
𝑖=1 𝑑𝑖

∏︀𝑞
𝑗=1 𝜇𝑗 !

;

– для каждого исхода первой итерации на предпоследней второй итерации
получаем последовательные пучки размерами численностей перестано-
вок элементов в количествах размеров циклов минус 1 (кроме стоящих
на первых местах циклов элементов с минимальными среди них но-
мерами), равных их факториалам по лемме 4. (В примере 3 пучковая
структура графа найдена.)

6. Задача нумерации для исходов схемы. Рассматриваемая схема
представляет собой схему ОПД, которыми являются приведенные выше дей-
ствия по перечислению ее исходов в алгоритме, где действия совершаются
числами способов, определяемых пучковой структурой графа перечисления
исходов схемы.

Результаты решения ЗН приведены в п. 2.2, и на 𝑖-й итерации будем обо-
значать через 𝑁 (𝑖) — номер исхода и 𝑅(𝑖) — вид исхода.

Покажем решение прямой и обратной ЗН (ПЗН и ОЗН) на примере.
Пример 4. Пусть, как и в примере 3, 𝑛 = 5, 𝑘 = 3, 𝑠 = 𝑠1 = 1 с приведенной

там пучковой структуре графа перечисления исходов схемы с обозначениями
в 𝑖-й итерации номеров и видов исходов через 𝑁 (𝑖), 𝑅(𝑖) и номерам исходов в
содержащих их пучках — через 𝑗𝑖.

Прямая задача нумерации. Дан номер исхода 𝑁* = 𝑁 (3) = 23, найти
его вид 𝑅* = 𝑅(3).

Приведем решение ПЗН по формулам теоремы 1:
𝑁 (2) = 13, т. к. 2 · 10 + 1 + 1 + 1 = 23, 𝛿 = 1; 𝑗3 = 23− 22 = 1;
𝑁 (1) = 1 + 1 = 2, т. к. 10 < 13, 𝛿 = 0; 𝑗2 = 13− 10 = 3, 𝑗1 = 2.

Откуда по результатам решения ПЗН для действий начиная с первой ите-
рации получаем последовательные виды исходов по их итерационным номе-
рам в своих пучках в траектории к итоговому исходу с номером 23: (1, 2, 2),
(1, 25, 34), (1, 25, 34), где вид последней итерации — искомый вид исхода𝑅(3) =
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(1, 25, 34), что совпадает с визуальным результатом по графу (на рисунке
(1, 2, 2) обозначен через (122)).

Обратная задача нумерации. Дан вид исхода 𝑅* = 𝑅(3) = (1, 25, 34),
найти его номер 𝑁* = 𝑁 (3).

Из данного вида итогового исхода схемы 𝑅* = 𝑅(3) = (1, 25, 34) с извест-
ной (из примера 3) пучковой структурой графа перечисления исходов схемы
следует, что для 𝑅(2) = (1, 25, 34), 𝑅(1) = (1, 2, 2), 𝑗1 = 2, 𝑗2 = 3, 𝑗3 = 1. Тогда
по теореме 2:

𝑁 (1) = 𝑗1 = 2, 𝑁 (2) = 10(2− 1) + 𝑗2 = 10 + 3 = 13,

𝑁 (3) = 2 · 10 + 1(3− 1) + 𝑗3 = 20 + 2 + 1 = 23,

что совпадает с визуальным результатом по графу (см. рисунок).
7. Вероятностное распределение исходов схемы. По п. 2.7 предвари-

тельно переводим исходы нашей схемы из цикловой формы (в порядке отоб-
ражений ее элементов) в матричную форму — перестановок нижних строк
подстановок.

Для определения вероятностей на множестве исходов нашей схемы стро-
им итерационный граф перечисления исходов схемы перестановок нижних
строк подстановок без ограничений с принятыми вероятностями итерацион-
ных переходов в ней. Удаляем «лишние» для нашей схемы траектории, не
ведущие к ее исходам, с пропорциональным пересчетом вероятностей остав-
шихся итерационных переходов в графе. Это значит, что в каждом пучке
каждой итерации (где суммы переходных вероятностей равны единице) де-
лим их первоначально заданные вероятности (в схеме перестановок без огра-
ничений) на свои суммы вероятностей оставшихся итерационных переходов
в пучке нашей изучаемой схемы.

Для определения вероятностей итоговых исходов нашей схемы вычисляем
вероятности соответствующих оставшихся траекторий перемножением пере-
считанных вероятностей составляющих их итерационных переходов.

8. Моделирование исходов схемы. Для моделирования исходов схе-
мы предлагается использовать УМ, состоящий в разыгрывании случайного
номера исхода схемы с его вероятностным распределением, по которому из
результата решения ПЗН находится его смоделированный вид.

Для применения УМ в схеме должны быть известны число исходов, их
вероятностное распределение, и для исходов должна быть решена ПЗН.

Считаем, что для нашей схемы все эти исследования проведены.
Заключение. В работе проведено комплексное исследование комбина-

торных схем подстановок с различными ограничениями на размеры цик-
лов. Разработанный перечислительный метод позволяет единообразно под-
ходить к анализу широкого класса комбинаторных конфигураций, возника-
ющих в задачах дискретной математики и ее приложениях.

Основные результаты работы могут быть сформулированы следующим
образом.

1. Представлен авторский перечислительный метод, позволяющий рас-
сматривать схемы подстановок в случаях разных ограничений на раз-
меры циклов.
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2. Исследованы схемы подстановок с ранее не изучаемыми ограничения-
ми на размеры их циклов: верхним, нижним и двусторонним как стан-
дарты для конструирования анализа содержащих их новых комбина-
торных схем.

3. При изучении схем используется их интерпретация размещения раз-
личимых частиц по неразличимым ячейкам с учетом порядка частиц
начиная с минимальной в каждой ячейке.

4. Различие анализа схем при разных ограничениях на размеры циклов
подстановок проявляется только в проведении разных процедур пере-
числения их допустимых исходов. А исследования схем по остальным
направлениям перечислительного метода проводятся общими для них
приемами по обобщенной схеме последовательных действий и алгорит-
му (см. п. 3).

5. Вероятностные распределения исходов схем определяются по графам
из заданных вероятностей итерационных переходов процесса перечис-
ления исходов схем подстановок (соответствующих исходам всех схем
перестановок) без ограничений.

6. Моделирование исходов схем предложено проводить в перечислитель-
ном методе универсальным моделированием с ранее определенным ве-
роятностным распределением и по результату решения прямой задачи
нумерации для исходов каждой изучаемой схемы.

Конкурирующие интересы. Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов.
Авторская ответственность. Автор несет полную ответственность за предостав-
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Финансирование. Исследование выполнено без привлечения внешнего финанси-
рования.

Библиографический список
1. Goncharov V. L. Sur la distribution des cycles dans les permutations // C. R. (Dokl.) Acad.

Sci. URSS, n. Ser., 1942. vol. 35. pp. 267–269 (in French).
2. Колчин В. Ф. Одна задача о размещении частиц по ячейкам и циклы случайных под-

становок // Теория вероятн. и ее примен., 1971. Т. 16, №1. С. 67–81.
3. Тимашев А. Н. О распределении числа циклов заданной длины в классе подста-

новок с известным числом циклов // Дискрет. матем., 2001. Т. 13, №4. С. 60–72.
DOI: https://doi.org/10.4213/dm310.

4. Ивченко Г. И., Медведев Ю. И. О случайных подстановках / Тр. по дискр. матем., Т. 5.
М.: Физматлит, 2002. С. 73–92.

5. Ивченко Г. И., Медведев Ю. И. Случайные подстановки: общая параметрическая мо-
дель // Дискрет. матем., 2006. Т. 18, №4. С. 105–112. EDN: HYUWCT. DOI: https://doi.
org/10.4213/dm75.

6. Якымив А. Л. Предельная теорема для средних членов вариационного ряда длин цик-
лов случайной 𝐴-подстановки // Теория вероятн. и ее примен., 2009. Т. 54, №1. С. 63–
79. EDN: RLSBHZ. DOI: https://doi.org/10.4213/tvp2499.

7. Энатская Н. Ю. Комбинаторный анализ подстановок с фиксированным числом цик-
лов // Тр. Карел. науч. центра РАН, 2020. № 7. С. 110–119. EDN: QRNMPZ. DOI: https://
doi.org/10.17076/mat1171.

8. Энатская Н. Ю. Комбинаторный анализ схемы подстановок с циклами заданных раз-
меров // Тр. Карел. науч. центра РАН, 2023. №4. С. 64–70. EDN: NEMEEZ. DOI: https://
doi.org/10.17076/mat1730.

550

https://doi.org/10.4213/dm310
https://elibrary.ru/HYUWCT
https://doi.org/10.4213/dm75
https://doi.org/10.4213/dm75
https://elibrary.ru/RLSBHZ
https://doi.org/10.4213/tvp2499
https://elibrary.ru/QRNMPZ
https://doi.org/10.17076/mat1171
https://doi.org/10.17076/mat1171
https://elibrary.ru/NEMEEZ
https://doi.org/10.17076/mat1730
https://doi.org/10.17076/mat1730


Комбинаторный анализ n-размерной k-цикловой подстановки . . .

9. Goodfellow I., Bengio Y., Courville A. Deep Learning / Adaptive Computation and Machine
Learning. Cambridge, MA: MIT Press, 2016. xxii+775 pp.

10. Николаенко С., Кандурин А., Архангельская Е. Глубокое обучение. СПб.: Питер, 2018.
480 с.

11. Ясницкий Л. Н. Введение в искусственный интеллект. М.: Академия, 2005. 176 с.
12. Энатская Н. Ю. Доасимптотический анализ комбинаторных схем. М.: URSS, 2023.

536 с.

551



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025, vol. 29, no. 3, pp. 538–553
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2171

MSC: 60F15

Combinatorial analysis of n-sized k-cycle substitutions
with restricted cycle sizes

N. Yu. Enatskaya
National Research University “Higher School of Economics”,
Moscow Institute of Electronics and Mathematics,
34, Tallinskay st, Moscow, 123458, Russian Federation.

Abstract
This study is devoted to combinatorial substitution schemes with vari-

ous constraints on cycle sizes: lower bounds, upper bounds, and two-sided
bounds.

For the proposed schemes, we solve several enumerative combinatorics
problems: determining the number of possible outcomes, constructing direct
numbered enumerations, solving numbering problems (establishing bijective
correspondences between indices and types of outcomes), deriving probabil-
ity distributions over the outcome sets, and developing a universal modeling
procedure with specified probabilities.

All investigations are conducted using by the author’s enumerative method
(EM), based on constructing a random process for the iterative formation
and non-repetitive numbered enumeration of scheme outcomes. The out-
comes of the first iteration—enumerating all valid cycle size compositions
under the given constraints—are determined via schemes for placing indis-
tinguishable particles into distinguishable cells under equivalent constraints.
Subsequent iterations account for the distinctive features of our schemes’ in-
terpretation within the placement framework, which involves distinguishable
particles, indistinguishable cells, and consideration of particle order within
each cell (starting from the particle with the minimum number).

In addition to the direct analysis of the schemes following the EM frame-
work, we propose deriving some results by recalculating them from the out-
comes of a similar analysis of more general, previously studied schemes with
fewer restrictions on the relevant characteristics.
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