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Аннотация

Выполнено численное моделирование ударного взаимодействия неде-
формируемого конического тела с пористым слоем. Пористый слой пред-
ставлен в виде совокупности отдельных элементов, движение и дефор-
мация которых описаны в рамках бессеточного численного метода дис-
кретных элементов. Данный метод интерпретирует элементы как ча-
стицы с заданными упругими характеристиками, что обеспечивает эф-
фективное моделирование процессов, сопровождающихся значительны-
ми перемещениями и нарушением сплошности среды, в отличие от клас-
сических сеточных методов. Изложены основные принципы метода дис-
кретных элементов, получившего широкое распространение благодаря
развитию вычислительных технологий. Приведены описание численной
модели и методики расчета. Представлены результаты моделирования
нормального высокоскоростного взаимодействия деформируемой пори-
стой среды, состоящей из частиц, с упругим стержнем, имеющим кони-
ческую форму в области контакта. Учтено кулоновское трение на грани-
це раздела пористой среды и конуса. Проведена оценка контактных сил,
действующих со стороны дискретной среды на упругое коническое тело.
Результаты численного моделирования сопоставлены с эксперименталь-
ными данными, полученными в ходе обращенного эксперимента, в ко-
тором упаковка с пористым слоем металась навстречу неподвижному
стержню при различных начальных скоростях.
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Введение. Ячеистые материалы, пористые среды, перфорированные пе-
регородки, проницаемые экраны в виде препятствий или каскадов препят-
ствий, плетеные сетки, решетки и другие среды, состоящие из множества
пор, обладают такими свойствами, как высокая удельная прочность, низкая
теплопроводность, способность гасить вибрации и поглощать значительную
долю энергии импульсных воздействий. По морфологии пор ячеистые мате-
риалы можно разделить на стохастические и периодические пористые струк-
туры. Как правило, последние состоят из правильных и повторяющихся сим-
метричных фрагментов, механические свойства которых поддаются модели-
рованию.

В частности, одним из перспективных демпфирующих элементов, защи-
щающих конструкции от импульсных воздействий, являются пористые сре-
ды. В ряде работ [1–3] приводятся результаты экспериментов по определе-
нию параметров нагружения жесткой стенки, покрытой пористой средой при
ударной нагрузке. В других исследованиях [4–6] показано, что наличие пори-
стых слоев уменьшает величину остаточного напряжения и скорость прило-
жения нагрузки. Основные механические параметры пористых материалов
определяются их структурными свойствами.

При моделировании пористой среды необходимо учитывать площадь кон-
такта и трение между контактирующими элементами (гранулами). Сыпучие
материалы проявляют сложную реакцию при динамической нагрузке: в на-
чальный момент взаимодействия происходит переукладка и уплотнение по-
ристого слоя. Насыпные пористые материалы, свойства которых изменяются
в зависимости от степени сжатия, привлекают внимание исследователей из
различных областей [7–11].

Целью данного исследования является моделирование процесса контакт-
ного взаимодействия пористой среды с опорным стержнем, имеющим кони-
ческую форму в области контакта. Для верификации численного решения
проведены экспериментальные исследования, результаты которых сравнива-
ются с расчетными данными.
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1. Метод дискретных элементов. Метод дискретных элементов (DEM,
Discrete Element Method) представляет собой численный инструмент для мо-
делирования поведения пористых, сыпучих и дробимых материалов. В от-
личие от традиционных континуальных методов, таких как метод конечных
элементов (МКЭ) или метод конечных разностей (МКР), DEM рассматри-
вает материал как совокупность дискретных элементов, взаимодействующих
посредством контактных сил. Такой подход позволяет учитывать межчастич-
ные контакты, трение, упругие и пластические деформации, а также разру-
шение материала на уровне отдельных элементов.

Метод дискретных элементов находит широкое применение в различных
областях науки и промышленности. В горном деле он используется для мо-
делирования процессов дробления горных пород, анализа устойчивости от-
косов и движения сыпучих материалов в бункерах. В нефтегазовой отрас-
ли DEM применяется для исследования поведения частиц при гидроразры-
ве пласта и фильтрации жидкостей через пористые среды. В гражданском
строительстве метод позволяет моделировать динамическое взаимодействие
грунта с инженерными конструкциями, оценивая устойчивость фундаментов,
подпорных стен и дорожных покрытий.

Основная идея метода заключается в численном решении уравнений дви-
жения для каждой частицы с учетом внешних и контактных сил. Динамика
системы определяется на основе законов Ньютона, а контактные взаимодей-
ствия описываются различными моделями, включая модель Герца–Миндлина
и модели липкого контакта. В данной работе используется модель Герца для
определения контактных сил и моментов. По своей природе DEM относится
к бессеточным лагранжевым методам [12–15] и сводится к явному интегри-
рованию уравнений движения для каждой частицы как твердого тела:

𝑚𝑖𝑥̈𝑖 = 𝐹 𝑖,𝑛 + 𝐹 𝑖,𝑡 + 𝐹 𝑖,𝑓 + 𝐹 𝑖,𝑏, (1)

𝐼𝑖
𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝑟𝑖,𝑐 × 𝐹 𝑖,𝑡 + 𝑇 𝑖,𝑟, (2)

где 𝑟𝑖,𝑐 — вектор, соединяющий центр масс частицы с точкой контакта; 𝐹 𝑖,𝑛 —
нормальная составляющая контактной силы между частицами; 𝐹 𝑖,𝑡 — танген-
циальная составляющая контактной силы между частицами; 𝐹 𝑖,𝑓 — сила со
стороны окружающей среды (не рассматривается в данной работе); 𝐹 𝑖,𝑏 —
суммарное воздействие других центральных сил (гравитация, сила Кулона
и др.); 𝑇 𝑖,𝑟 — дополнительный момент сил, учитывающий неидеальность фор-
мы частицы.

В простейшей постановке каждая частица характеризуется радиус-век-
тором центра 𝑥𝑖 и угловой скоростью 𝜔𝑖. Линейные и угловые ускорения
вычисляются из уравнений (1) и (2). В DEM частицы рассматриваются как
упругие слабодеформируемые тела, где деформация математически описыва-
ется как пространственное пересечение частиц. Линейная модель пружинно-
демпферного взаимодействия (рис. 1) выражает нормальную составляющую
контактной силы через характеристический размер области пересечения 𝛿
и относительную скорость контактирующих частиц Δ𝑢:

𝐹 𝑛 = −𝑘𝑛𝛿𝑛 + 𝑐𝑛Δ𝑢𝑛. (3)
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Рис. 1. Схема контактного взаимодействия двух частиц в модели дискретных элементов;
показаны нормальная (𝐹 𝑛) и тангенциальная (𝐹 𝑡) составляющие контактной силы

[Figure. 1. Schematic of contact interaction between two particles in the discrete element method;
shown are the normal (𝐹 𝑛) and tangential (𝐹 𝑡) components of the contact force]

Касательная составляющая силы отталкивания определяется как

𝐹 𝑡 = min

{︂⃒⃒⃒⃒
𝑘𝑡

∫︁ 𝑡

𝑡𝑐,0

Δ𝑢𝑡𝑑𝑡+ 𝑐𝑡Δ𝑢𝑡

⃒⃒⃒⃒
, 𝜇𝐹 𝑛

}︂
, (4)

где 𝛿𝑛 = 𝛿𝑛 = 𝛿(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)/‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖; 𝑛— единичный вектор нормали, на-
правленный вдоль линии, соединяющий центры масс частиц; Δ𝑢𝑛 и Δ𝑢𝑡 —
нормальная и тангенциальная составляющие относительной скорости двух
частиц, находящихся в контакте; 𝑘𝑛, 𝑘𝑡 и 𝑐𝑛, 𝑐𝑡 — нормальные и касательные
коэффициенты жесткости и демпфирования. Формулы (3) и (4) справедливы
и для контакта частицы со стенкой с учетом ограничения кулоновской силой
трения с коэффициентом 𝜇.

Интегральный член в (4) соответствует закону Гука для упругой танген-
циальной деформации поверхностей двух частиц в контакте, который про-
изошел в момент времени 𝑡 = 𝑡𝑐,0, а демпфирующая составляющая учитыва-
ет диссипацию упругой энергии. Вариация коэффициентов 𝑘𝑛, 𝑘𝑡, 𝑐𝑛, 𝑐𝑡 как
функций пространственного пересечения частиц позволяет получать различ-
ные линейные и нелинейные модели контактного взаимодействия [16–18].

Здесь и далее индексы 𝑖 и 𝑗 относятся к двум соседним взаимодействую-
щим частицам. Для контактной модели Герца, которая используется в чис-
ленных расчетах, коэффициенты 𝑘𝑛, 𝑘𝑡 и 𝑐𝑛, 𝑐𝑡 в случае взаимодействия двух
произвольных частиц рассчитываются следующим образом [13,17,20]:

𝑘𝑛 =
4

3
𝑌 *

√︀
𝑅*𝛿𝑛, 𝑐𝑛 = −2

√︂
5

6
𝛽
√︀
𝑆𝑛𝑚* > 0,

𝑘𝑡 = 8𝐺*
√︀
𝑅*𝛿𝑛, 𝑐𝑡 = −2

√︂
5

6
𝛽
√︀
𝑆𝑡𝑚* > 0.

При этом в случае контакта двух частиц с массами 𝑚1 и 𝑚2, размерами
𝑅1 и 𝑅2, модулями Юнга 𝑌1 и 𝑌2, коэффициентами Пуассона 𝜈1 и 𝜈2:

𝑆𝑛 = 2𝑌 *
√︀
𝑅*𝛿𝑛, 𝑆𝑡 = 8𝐺*

√︀
𝑅*𝛿𝑛, 𝛽 =

ln 𝑒√︀
ln2 𝑒+ 𝜋2

,

1

𝑌 * =
1− 𝜈21
𝑌1

+
1− 𝜈22
𝑌2

,
1

𝐺* =
2(2− 𝜈1)(1 + 𝜈1)

𝑌1
+

2(2− 𝜈2)(1 + 𝜈2)

𝑌2
,

1

𝑅* =
1

𝑅1
+

1

𝑅2
,

1

𝑚* =
1

𝑚1
+

1

𝑚2
,
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где 𝑒— коэффициент упругого восстановления, который равен отношению
скоростей частицы после и до контакта. Как правило, это пользовательская
константа, значения которой задаются в диапазоне от 0 до 1.

Численное решение уравнений (1) и (2) получается их последовательным
интегрированием с помощью методов трапеций или прямоугольников, в по-
следнем в качестве опорной точки может быть выбрана точка посередине от-
резка интегрирования. Для практического внедрения DEM важным аспектом
является алгоритм поиска контактов для системы из многих частиц [19, 20].
В 1967 году Верлетом была представлена модель создания списков ближай-
ших соседей. Идея состоит в том, что список потенциальных контактов фор-
мируется периодически. Далее на каждом временном шаге этот список прове-
ряется и выполняются вычисления контактных сил. Такой подход позволяет
заранее исключать пары частиц, которые находятся далеко друг от друга
[21–23]. Две частицы добавляются в список контактов, если

‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ < 𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 + 𝑠,

где 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 — радиус-векторы центров взаимодействующих частиц; 𝑟𝑖, 𝑟𝑗 — ра-
диусы взаимодействующих сфер; 𝑠— параметр Верлета, или «скин» пара-
метр, который определяет, как долго текущий список контактов может оста-
ваться релевантным. Полагая постоянным временной шаг Δ𝑡, а также, обо-
значая максимальную скорость частиц как 𝑣max, текущий список контактов
можно не обновлять следующее количество шагов:

𝑁verlet =
𝑠

2𝑣maxΔ𝑡
.

2. Экспериментальные результаты. С помощью методики обращенно-
го эксперимента проведено исследование ударного взаимодействия тел с по-
ристой средой [24]. Методика предназначена для определения силы сопро-
тивления внедрению ударника путем анализа интегральных нагрузок на на-
чальном участке проникания. Она сводится к следующему: контейнер задан-
ных размеров, заполненный пористым материалом, который разгоняется до
требуемой скорости и соударяется с неподвижным коническим индентором
(полный угол раствора 60∘), закрепленным на мерном стержне. Материал
стержня и конуса подбирается таким образом, чтобы исключить пластиче-
ские деформации при выбранных скоростях удара.

В ходе ударного взаимодействия в стержне регистрируется упругий им-
пульс сжатия с деформацией 𝜀(𝑡). Сила сопротивления прониканию 𝐹 (𝑡), дей-
ствующая на индентор при взаимодействии с пористой средой, определяется
по зарегистрированному импульсу сжатия с использованием соотношения

𝐹 (𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝑆,

где 𝐸 — модуль упругости материала мерного стержня; 𝑆 — площадь его по-
перечного сечения. Таким образом, задача измерения сил сопротивления сво-
дится к регистрации продольных упругих деформаций в мерном стержне.

Регистрация продольного импульса осуществлялась датчиками, располо-
женными на боковой поверхности опорного стержня на расстоянии трех диа-
метров (60 мм) от места крепления конической части. Конический индентор
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имел диаметр основания 20 мм с полным углом раствора 60∘. В эксперименте
использовался пористый слой, размещенный в полипропиленовом контейнере
со следующими параметрами: длина 70 мм, внешний диаметр 56.8 мм, внут-
ренний диаметр 54.5 мм, толщина дна 2 мм. Глубина заполнения контейнера
пористым материалом составляла 38 мм при массе 400 г. Длина конической
части опорного стержня равнялась 17.3 мм.

Для анализа погрешностей измерений с помощью программного комплек-
са UPSGOD [40] было выполнено численное моделирование процесса распро-
странения волн деформации от зоны контакта до тензодатчиков, располо-
женных на расстоянии трех диаметров стержня. Результаты моделирования
(рис. 2, кривые 2 и 4) показали отсутствие значительных искажений сигнала
на этом расстоянии. На рис. 2 кривые 1 и 3 соответствуют эксперименталь-
ным данным о силах сопротивления, зарегистрированным при скоростях со-
ударения 179 м/с и 159 м/с соответственно.

Рис. 2. Фиксируемая сила в эксперименте (кривые 1, 3) и при численном расчете (кри-
вые 2, 4) на боковой поверхности мерного стержня на расстоянии трех диаметров

[Figure 2. Measured force in the experiment (curves 1, 3) and in numerical simulation
(curves 2, 4) on the lateral surface of the measuring rod at a distance of three diameters]

3. Моделирование ударного взаимодействия пористой среды с ко-
ническим индентором. На рис. 3 представлена расчетная схема взаимного
расположения упругого стержня с коническим контактным элементом и по-
ристой среды. Схема соответствует обращенному эксперименту [24], прово-
дившемуся для оценки силы сопротивления при внедрении опорного стержня
путем анализа интегральных нагрузок на начальном участке проникновения.
На рис. 3 показана конфигурация пористого слоя и опорного стержня с ко-
ническим элементом.

Моделирование ударного взаимодействия осуществлялось с использова-
нием собственного оригинального программного обеспечения, реализующего
метод DEM [25]. Параметры пористой упаковки в расчетах:

– модуль Юнга 𝐸 = 200 ГПа;
– коэффициент Пуассона 𝜈 = 0.3;
– объемная доля пор 𝜑 = 0.36.
Коэффициенты 𝑘𝑛, 𝑘𝑡 и 𝑐𝑛, 𝑐𝑡 рассчитывались на каждом временном ша-

ге автоматически с применением контактной модели Герца [25–28] на основе
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Рис. 3. Расчетная схема обращенного эксперимента: взаимодействие конического инден-
тора с гранулированной средой

[Figure. 3. Computational scheme of the inverse experiment: interaction between the conical
indenter and granular medium]

заданных значений модуля Юнга 𝐸 и коэффициента Пуассона 𝜈. Числен-
ное моделирование отдельных частиц рассмотрено в работах [29–34], других
пористых структур — в [35–40].

В DEM-моделировании мерный стержень и конический элемент рассмат-
ривались как упругие малодеформируемые тела. Расчеты выполнялись с по-
верхностной сеткой (размер ячейки 0.2 мм для конической части), коэффици-
ент трения между пористым слоем и стержнем принят равным 0.3. Вариации
коэффициента трения скольжения не оказывают существенного влияния на
результаты. Полипропиленовый контейнер в модели не учитывался, началь-
ная скорость пористой среды составляла 159 м/с и 179 м/с, при этом стержень
с коническим элементом находился в состоянии покоя.

Трехмерная постановка задачи в декартовой системе координат𝑋𝑌 𝑍 (на-
чало в вершине конуса) предполагала неподвижность, но упругую дефор-
мируемость стержня и конуса (рис. 3). Движение гранулированной среды
инициировалось вдоль оси 𝑍. Контактное взаимодействие между соседними
частицами с номерами 𝑖 и 𝑗 рассчитывалось в локальных системах координат
для каждой сферы гранулированной среды на каждом временном шаге.

На рис. 4, 5 показаны измеренная сила воздействия DEM-частиц на ко-
ническую часть стержня вдоль оси 𝑍 (кривая 1), усредненная сила (шаг
усреднения — 100 временных интервалов, кривая 2) и экспериментальная за-
висимость (кривая 3).

На рис. 6 и 7 представлены распределения скоростей в упаковке DEM-
частиц и ее положения в моменты времени 40, 80 и 100 мкс соответственно
для случая метания упаковки со скоростью 159 м/с и 20, 40 и 80 мкс соот-
ветственно для случая метания упаковки со скоростью 179 м/с (рис. 7).

Как видно из представленных результатов, данные численного модели-
рования демонстрируют хорошее соответствие экспериментальным результа-
там обращенного эксперимента. На рис. 3 кривые 1 и 3 отображают нагрузку,
характер изменения которой качественно повторяет экспериментальную за-
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Рис. 4. Расчетные силы нагрузки со стороны пористой среды в сравнении с эксперимен-
том для скорости 159 м/с: 1 — сила воздействия DEM-частиц на конический индентор; 2 —

усредненная сила с шагом 100 временных интервалов; 3 — экспериментальные данные
[Figure 4. Calculated loading forces from the porous medium compared with experimental data
at 159 m/s: 1 — force exerted by DEM particles on the conical indenter; 2 — averaged force

with 100-time-step interval; 3 — experimental measurements]

Рис. 5. Расчетные силы нагрузки со стороны пористой среды в сравнении с эксперимен-
том для скорости 179 м/с: 1 — сила воздействия DEM-частиц на конический индентор; 2 —

усредненная сила с шагом 100 временных интервалов; 3 — экспериментальные данные
[Figure 5. Calculated loading forces from the porous medium compared with experimental data
at 179 m/s: 1 — force exerted by DEM particles on the conical indenter; 2 — averaged force

with 100-time-step interval; 3 — experimental measurements]
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висимость, полученную по данным тензорезисторов мерного стержня. При
этом амплитудные значения сигнала в эксперименте (рис. 3, кривые 2 и 4)
находятся в удовлетворительном согласии с результатами численного моде-
лирования. Применение метода дискретных элементов для моделирования
пористой среды позволило воспроизвести не только общий характер нагру-
жения, но и такие особенности экспериментальных данных, как спад сигнала
и деградация структуры упаковки при 𝑡 > 80 мкс.

На рис. 8 представлено трехмерное изображение, иллюстрирующее кон-
фигурацию внедряемого тела и состояние пористого слоя в момент времени
𝑡 = 250 мкс для случая начальной скорости упаковки 159 м/с.

Рис. 8. Состояние упаковки пористого слоя, соответствующее моменту времени 250 мкс
для случая начальной скорости 159 м/с

[Figure 8. Configuration of the porous layer packing at 250 µs for the initial impact velocity of
159 m/s ]

Заключение. В работе исследовано динамическое поведение пористой
среды при ударном взаимодействии с коническим индентором. Выполнены
экспериментальные исследования ударного нагружения, включавшие испы-
тания по соударению контейнера с пористым слоем и опорного мерного стерж-
ня, что позволило получить данные о возникающих контактных силах и на-
пряженно-деформированном состоянии. Параллельно разработана вычисли-
тельная модель метода дискретных элементов (DEM), адекватность которой
подтверждена верификацией на экспериментальных результатах. Проведен
анализ пространственно-временного распределения напряжений, позволив-
ший установить закономерности эволюции динамического отклика пористой
среды в процессе ударного воздействия.

Основные результаты исследования могут быть сформулированы следу-
ющим образом:

– На начальной стадии контактного взаимодействия (первые 20 мкс) на-
блюдается интенсивная переупаковка гранул пористой среды в зоне кон-
такта с индентором.

– Пиковое контактное усилие достигает максимума к моменту времени
80 мкс, после чего начинается стадия разлета гранулята, сопровождаю-
щаяся релаксацией контактных напряжений.

– Предложенный вычислительный подход демонстрирует эффективность
при моделировании динамики гранулированных сред и расчете инте-
гральных нагрузок на взаимодействующие с ними упругие тела.
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Abstract

Numerical modeling of impact interaction between a non-deformable con-
ical body and a porous layer has been performed. The porous layer is repre-
sented as an assembly of discrete elements, whose motion and deformation
are described using a mesh-free discrete element method (DEM). This ap-
proach interprets elements as particles with defined elastic properties, en-
abling effective simulation of processes involving large displacements and
material discontinuity, unlike conventional mesh-based methods. The fun-
damental principles of DEM, which has gained widespread adoption due to
advances in computational technologies, are presented. The numerical model
and calculation methodology are described in detail. Simulation results are
presented for normal high-velocity interaction between a deformable porous
medium (composed of particles) and an elastic rod with a conical contact
surface. Coulomb friction at the interface between the porous medium and
conical surface is accounted for. The contact forces exerted by the discrete
medium on the elastic conical body are evaluated. The numerical results
are compared with experimental data obtained from reverse ballistic ex-
periments where a container with porous material is projected against a
stationary rod at various initial velocities.

Keywords: discrete element method, numerical modeling, experiment, three-
dimensional problem, large displacements, impact, penetration, granular layer,
friction.
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