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Аннотация

Несмотря на почти 200-летнюю историю с момента открытия возник-
новения в определенных режимах деформирования большинства спла-
вов эффекта прерывистой пластичности, последний продолжает оста-
ваться привлекательным объектом исследования механиков и физиков.
Развиваются как экспериментальные, так и теоретические исследова-
ния, на основе которых разрабатываются различные математические
модели, краткий обзор которых приведен в настоящей работе. С учетом
стохастического характера проявления эффекта Портевена–Ле Шате-
лье, включая пространственно-временное распределение полос сдвига,
изменение отклика при монотонном деформировании, обнаруживаемые
в натурных и численных экспериментах по деформированию образцов
из различных сплавов, значительный интерес представляют также ме-
тоды математического описания и анализа получаемых результатов.

На стадии разработки структуры формулируемой модели проанали-
зированы физические механизмы, ответственные за возникновение эф-
фекта Портевена–Ле Шателье. В качестве основных приняты два меха-
низма: 1) формирование скоплений атомов примесей в окрестностях вре-
менно остановленных на препятствиях дислокаций; 2) захват атомов ле-
гирующих элементов медленно движущимися дислокациями. Для опи-
сания эффекта предложена модель одноосного растяжения стержня при
кинематическом нагружении, основанная на структурно-механическом
подходе. Сформулированы основные определяющие и эволюционные со-
отношения, базирующиеся на описании физических механизмов взаимо-
действия дислокаций с примесными атомами.

Механика деформируемого твердого тела
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Структурно-механическая модель для описания эффекта Портевена–Ле Шателье

Приведена двухэтапная процедура идентификации модели, основан-
ная на методах статистического анализа и вейвлет-преобразования. Пред-
ставлены результаты применения идентифицированной модели для опи-
сания рассматриваемого эффекта при деформировании образцов из спла-
ва Al–Mg.

Ключевые слова: эффект Портевена–Ле Шателье, гипотеза Коттрел-
ла, структурно-механический подход, определяющие соотношения, иден-
тификация и верификация моделей, статистический анализ, вейвлет-
анализ.

Получение: 22 мая 2025 г. / Исправление: 4 июня 2025 г. /
Принятие: 10 июня 2025 г. / Публикация онлайн: 15 июля 2025 г.

Введение. Металлические сплавы, из которых большинство изделий из-
готавливаются методами термомеханической обработки, служат основными
конструкционными материалами в большинстве отраслей промышленности.
Необходимость решения многочисленных прикладных задач обусловлена по-
стоянными требованиями к совершенствованию существующих и разработ-
ке новых технологий обработки сплавов для создания изделий с заданными
эксплуатационными характеристиками. Особую актуальность представляет
построение физически обоснованных конститутивных моделей (КМ) для ис-
следования процессов термомеханической обработки многофазных сплавов,
включая материалы, проявляющие эффект прерывистой пластичности при
определенных температурно-скоростных условиях деформирования.

Фундаментальная часть решения данной проблемы включает детальный
анализ и описание физических механизмов, реализующихся при термомеха-
нической обработке сплавов, в частности, взаимодействия дислокаций с ато-
мами примесей. В окрестностях дислокаций, временно остановленных у пре-
пятствий различной природы, формируются так называемые «атмосферы»
примесных атомов [1], создающие дополнительное сопротивление их движе-
нию. Этот механизм является основной причиной возникновения эффекта
прерывистой пластичности (эффекта Портевена–Ле Шателье [2], ЭПЛШ)
в определенных диапазонах скоростей деформирования и температур, мате-
матическому моделированию которого посвящено настоящее исследование.

Внешнее проявление ЭПЛШ при деформировании сплавов характеризу-
ется образованием полос сдвига — областей локализованных деформаций. На-
личие таких полос на поверхности готовых изделий существенно увеличивает
их шероховатость, снижает усталостную прочность, коррозионную стойкость
и аэродинамические характеристики. Поэтому исследование возникновения
ЭПЛШ, особенно на завершающих стадиях технологических процессов обра-
ботки сплавов, имеет важное практическое значение.

Целью данной работы является разработка конститутивной модели неуп-
ругого деформирования сплавов, учитывающей эффект Портевена–Ле Ша-
телье на основе физических механизмов его возникновения. Математическая
модель создана в рамках структурно-механического подхода и учитывает два
основных механизма, обусловливающих ЭПЛШ:

– диффузию атомов примесей (как решеточную, так и туннельную), при-
меняемую к временно остановленным дислокациям;
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– захват примесных атомов медленно движущимися дислокациями.
В силу нелинейности и жесткости полученной системы уравнений особое

внимание уделено алгоритму решения, основанному на пошаговой процедуре
с итерациями на каждом шаге, реализуемой с использованием схем неявных
методов Рунге—Кутты. Разработана процедура повышения эффективности
вычислений при идентификации и верификации моделей прерывистой пла-
стичности, основанная на принципе разделения параметров модели по рас-
сматриваемым физическим механизмам неупругого деформирования. Для
анализа результатов применены методы статистического и вейвлет-анализа,
позволяющие адекватно описывать стохастическую природу скачков напря-
жений. Приведены результаты применения идентифицированной модели для
описания одноосного кинематического нагружения стержня из сплава Al–Mg
с учетом ЭПЛШ.

1. Краткий обзор работ по исследованию прерывистой пластич-
ности. Большинство существующих моделей ЭПЛШ и методов их идентифи-
кации основано на результатах экспериментальных исследований. Значитель-
ная часть экспериментальных данных получена в ходе опытов по одноосному
нагружению образцов различных сплавов [3–7]. Многочисленные исследова-
ния посвящены анализу возникновения и распространения полос локализо-
ванной деформации вдоль образцов с использованием оптических методов
[8–11].

В литературе принято выделять три основных типа проявления ЭПЛШ:
A, B и C [12]. Для большинства сплавов наблюдается последовательное из-
менение типа эволюции полос сдвига от A к B и затем к C при уменьшении
скорости деформации и/или повышении температуры. Более подробное опи-
сание указанных и других экспериментальных методов исследования ЭПЛШ,
а также их результатов представлено в обзорной статье [13]. В настоящей ра-
боте основное внимание уделено анализу существующих моделей описания
прерывистой пластичности.

1.1. Некоторые существующие модели для описания ЭПЛШ.
В данном обзоре кратко приведены основные идеи и соотношения наиболее
известных работ по моделированию эффекта Портевена—Ле Шателье, моди-
фикация которых продолжается до настоящего времени. С более подробным
анализом публикаций по данной тематике можно ознакомиться в обзорных
работах [14,15].

Модель Пеннинга. Модель Пеннинга [16] занимает особое место сре-
ди первых математических моделей, основанных на постулировании участка
отрицательной скоростной чувствительности. В данной модели процессы на
микроструктурном уровне не рассматриваются, что позволяет отнести ее к
классу макрофеноменологических конститутивных моделей. Основу модели
составляют два ключевых соотношения: уравнение, связывающее характери-
стики напряженно-деформированного состояния (НДС) образца с внешней
жесткой нагрузкой, и определяющее соотношение (ОС):

𝜎 = ℎ𝜀+ 𝐹 (𝜀̇),

где ℎ— коэффициент деформационного упрочнения; 𝜎, 𝜀, 𝜀̇— соответственно
одноосные напряжение, деформация и скорость деформации; 𝐹 (𝜀̇)— слагае-
мое, характеризующее скоростную чувствительность материала.
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Анализ модели показывает, что при монотонном возрастании функции 𝐹
по мере увеличения скорости деформации деформация сохраняет однород-
ный характер. Однако в случае, когда зависимость 𝐹 (𝜀̇) с ростом скорости
проходит через свои максимум и минимум, локальная скорость деформации
начинает проявлять скачкообразное поведение, что соответствует неоднород-
ности деформации при ЭПЛШ. В рамках данного исследования была пред-
ложена 𝑁 -образная зависимость компоненты напряжения течения 𝐹 (𝜀̇) от
скорости деформации 𝜀̇. Модель позволила получить качественно удовлетво-
рительные результаты для частных случаев единичной скачущей и непре-
рывно движущейся полосы деформации. Впоследствии функция Пеннинга,
постулирующая участок отрицательной скоростной чувствительности, нашла
широкое применение в различных модификациях у других исследователей
ЭПЛШ, поскольку эта модель одной из первых обеспечила математически
строгое и достаточно простое описание возникновения прерывистости дефор-
маций. Однако следует отметить, что в модели Пеннинга физические меха-
низмы эффекта Портевена—Ле Шателье не получили должного внимания.

Модель Коттрелла–Билби. Физическое обоснование возникновения
прерывистой пластичности было заложено в моделях, учитывающих взаи-
модействие дислокаций с примесными атомами в рамках концепции дина-
мического деформационного старения, предложенной Коттреллом. В рабо-
тах [1, 17] с энергетических позиций рассмотрено формирование атмосферы
примесных атомов в окрестности одиночной краевой дислокации. В осно-
ве модели лежит предположение о пропорциональности скорости примесных
атомов градиенту энергии взаимодействия атома примеси с дислокацией. Бы-
ло получено соотношение для концентрации примесных атомов вблизи мед-
ленно движущейся краевой дислокации, основанное на уравнении неразрыв-
ности и разложении скорости группы атомов примесей на две компоненты:
обусловленную взаимодействием с полем напряжений дислокации и диффу-
зионную.

Анализ данного соотношения показал, что при медленном движении дис-
локаций атомы примесей смещаются в тыльную часть области атмосферы,
создавая силу сопротивления, которая тормозит движение дислокаций и про-
порциональна скорости их скольжения. Дальнейшее развитие теории Кот-
треллом в 1958 году привело к получению оценок критических скоростей
движения и напряжений, при достижении которых атмосферы могут пере-
мещаться вместе с дислокациями. Эти идеи и результаты легли в основу
большинства последующих физически обоснованных моделей ЭПЛШ. Од-
нако следует отметить, что модель Коттрелла—Билби в исходной форму-
лировке дает приемлемую точность только на начальной стадии процесса
старения, что стимулировало разработку различных модификаций данного
подхода с учетом дополнительных механизмов взаимодействия примесных
атомов с дислокациями.

KEMC-модель. Наиболее известной моделью описания ЭПЛШ, осно-
ванной на гипотезе Коттрелла, по праву считается модель Кубина—Эстрина—
Маккормика (KEMC-модель) [18–21]. В 1985 году Эстрин и Кубин выдвину-
ли идею использования модели нижнего структурного уровня для опреде-
ления функции Пеннинга 𝐹 (𝜀̇). Реализация этой идеи была осуществлена
в 1990 году, когда авторами была предложена двухуровневая модель одно-
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осного нагружения, учитывающая динамическое деформационное старение
и эволюцию плотностей мобильных и иммобильных дислокаций (дислокаций
леса).

Следует отметить, что ранее дислокационная модель, учитывающая взаи-
модействие нескольких типов дислокаций, была предложена Анантакришной
[22]. Однако в отличие от KEMC-модели она формулировалась в терминах
средних по образцу значений НДС без учета неоднородности деформаций, ха-
рактерной для ЭПЛШ. В модели Эстрина и Кубина изменение напряжения
течения определяется суммой двух вкладов: первый описывает взаимодей-
ствие дислокаций с дислокациями леса, а второй, называемый «напряжением
трения» 𝑓 , отражает взаимодействие мобильных дислокаций с примесными
атомами.

Процесс формирования атмосфер моделируется через диффузию приме-
сей к мобильным дислокациям, временно остановленным на иммобильных
дислокациях. Время остановки 𝑡𝑤 связано с плотностью дислокаций леса
и скоростью деформации соотношением, вывод которого основан на урав-
нении Орована. Используя введенное время 𝑡𝑤, авторы предложили соотно-
шение для напряжения трения 𝑓 , развивающее идеи Коттрелла—Билби.

Дальнейшее развитие подход Кубина и Эстрина получил в работах Мак-
кормика (1988–1995 гг.), где напряжение течения представлено как адди-
тивная величина, включающая три компоненты: сопротивление кристалли-
ческой решетки, вклад от скорости деформации и вклад от концентрации
примесных атомов в атмосферах Коттрелла 𝑐𝑑. Концентрация 𝑐𝑑 определя-
ется эволюционным уравнением, основанным на модели Коттрелла—Билби
и содержащим параметр эффективного времени старения 𝑡𝑎. В случае квази-
стационарного деформирования предполагается равенство 𝑡𝑎 = 𝑡𝑤. Авторами
также предложена зависимость для скоростного упрочнения как функции на-
копленной деформации, скорости деформации и концентрации 𝑐𝑑.

Представленные работы стали основой для многочисленных последующих
моделей и их модификаций в области исследования ЭПЛШ [23–28]. KEMC-
модель была успешно интегрирована в известные пакеты метода конечных
элементов и широко используется для анализа ЭПЛШ.

Модель Лебедкина. Особый интерес с точки зрения полученных ре-
зультатов представляет нелинейная механическая модель М. А. Лебедки-
на [29,30], рассматривающая одноосно деформируемый кристаллический об-
разец как одномерную связанную цепочку элементов, пластическое течение
которых описывается локальным нелинейным определяющим соотношением.
В основе модели лежит модифицированное уравнение Пеннинга. Для учета
неоднородности пластического течения образец моделируется в виде одно-
мерной цепочки из 𝑁 блоков, представляющих элементарные области с ква-
зиоднородной деформацией.

Упругое взаимодействие между элементами характеризуется коэффици-
ентом 𝐾. На основе этих предположений автор ввел модифицированное опре-
деляющее соотношение для 𝑖-го блока:

𝜎 = ℎ𝜀𝑖 + 𝐹 (𝜀𝑖) +𝐾
(︀
(𝜀𝑖 − 𝜀𝑖−1) + (𝜀𝑖 − 𝜀𝑖+1)

)︀
,

где 𝜀𝑖 — локальная деформация 𝑖-го блока, а добавочный член 𝐾
(︀
(𝜀𝑖−𝜀𝑖−1)+

+(𝜀𝑖−𝜀𝑖+1)
)︀

описывает упругое взаимодействие между элементами. Замыка-
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ние системы уравнений осуществляется путем добавления соотношения, опи-
сывающего условие деформации: задаваемая испытательной машиной ско-
рость деформирования представляется как сумма скорости упругой деформа-
ции системы «машина – образец» и средней скорости пластического течения
образца. Неоднородность свойств при решении системы учитывается через
случайный выбор начальных значений локальных скоростей деформации.

По утверждению автора, предложенная модель адекватно описывает про-
странственную картину локализации деформации и статистическое распре-
деление амплитуд скачков напряжений. Однако использование функции Пен-
нинга приводит к потере физической интерпретации процесса, которая могла
бы быть учтена через дополнительные законы без введения отдельного дис-
локационного уровня для описания взаимодействия дислокаций с примесями.

Современные подходы. Помимо моделей, основанных на взаимодей-
ствии дислокаций с примесными атомами, следует упомянуть модели, учи-
тывающие другие типы взаимодействий, например, чисто дислокационные.
Модель для чистых монокристаллов, предложенная Мигелем, Вейсом и Грас-
со [31], учитывает дальнодействующие взаимодействия дислокаций, движу-
щихся в вязкой среде. В этой модели со временем происходит самоорганиза-
ция дислокаций в структуры, разделяющие их на три популяции: остановив-
шиеся, медленно движущиеся и быстрые.

Примечательно, что данная модель способна качественно описать ЭПЛШ
без учета динамического деформационного старения. Однако полученные ре-
зультаты противоречат экспериментальным данным, согласно которым в чи-
стых металлах эффект не наблюдается. Существуют также модели, учиты-
вающие взаимодействия дислокаций с включениями вторичных фаз [32], од-
нако они не получили такого развития, как модели, основанные на гипотезе
Коттрелла.

За последнее десятилетие в рамках макрофеноменологического подхода к
моделированию ЭПЛШ появилось лишь небольшое количество работ, пред-
лагающих новые подходы. Среди них можно выделить модели для описания
одноосного деформирования алюминиевых сплавов [33,34], основанные на мо-
дификации модели MTS [35], а также модель пластического деформирования
вольфрамовых сплавов с использованием кинетического метода Монте—Кар-
ло для описания эволюции атомарной структуры в условиях ЭПЛШ [36–38].

Однако все указанные модели ориентированы на описание поведения кон-
кретных сплавов в узком диапазоне воздействий. Для создания более универ-
сальных моделей ЭПЛШ необходимо явное описание эволюции структуры
материалов на различных масштабных уровнях. В этом контексте наиболее
перспективным представляется применение физически обоснованных много-
уровневых моделей [39]. В настоящее время существует лишь ограниченное
число моделей описания ЭПЛШ в рамках многоуровневого подхода, с ко-
торыми можно ознакомиться в обзоре [40]. Большинство из них относятся
к классу прямых упруговязкопластических моделей.

Подводя итоги краткого обзора существующих моделей для рассмотрения
ЭПЛШ, отметим, что модель, представленная в данной работе, развивает
идеи стержневых моделей и формулируется в рамках структурно-механиче-
ского подхода с учетом ключевых физических механизмов. В отличие от мно-
гих рассмотренных подходов, в нашей модели не используется искусственно
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вводимая отрицательная скоростная чувствительность материала через раз-
личные модификации уравнения Пеннинга. Вместо этого эволюция напряже-
ния течения основывается на качественном анализе физических процессов,
обусловливающих возникновение прерывистой пластичности.

1.2. Работы по статистическому анализу ЭПЛШ и использова-
нию вейвлет-преобразования. При построении моделей для описания
ЭПЛШ особое значение приобретают вопросы их идентификации и верифи-
кации, непосредственно влияющие на корректность и точность предлагаемых
моделей. Основная сложность при решении этих задач обусловлена стохасти-
ческим характером реакции материала на монотонные воздействия, проявля-
ющимся в скачкообразных изменениях напряжений или деформаций при ки-
нематическом или силовом нагружении соответственно. В связи с этим возни-
кает необходимость применения методов статистического анализа для иссле-
дования распределения амплитуд характерных скачков напряжений и/или
деформаций, возникающих при ЭПЛШ [30,41].

В указанных работах представлены результаты экспериментов по одно-
осному растяжению моно- и поликристаллов сплавов Al–Mg с постоянной
скоростью перемещения захватов жесткой испытательной машины при по-
вышенных температурах. Для каждого фиксированного набора параметров
нагружения объем случайной выборки составлял от 100 до 300 скачков напря-
жений. Основная тенденция изменения статистических характеристик скач-
ков напряжений заключается в постепенном переходе от колоколообразных
распределений, близких к нормальному, к асимметричным монотонно убы-
вающим распределениям, аналогичным степенным законам, при увеличении
скорости деформации (см. рис. 1) и/или снижении температуры (при пере-
ходе между режимами C→B→A).

a b

c

Рис. 1. Полигоны частот скачков напряже-
ний (по оси абсцисс — нормированные мо-
дули скачков напряжений, по оси орди-
нат — число скачков в выборке) в режимах:
a) C (2 · 10−5 с−1), b) B (2 · 10−4 с−1),

c) A (6 · 10−3 с−1) [42]
[Figure 1. Frequency polygons of stress
jumps (X-axis — normalized jumps, Y-axis —
number of jumps in the sample) in modes:
a) C (2 · 10−5 s−1), b) B (2 · 10−4 s−1),

c) A (6 · 10−3 s−1) [42]]
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Ключевым аспектом анализируемых работ, определяющим все последу-
ющие выводы о статистических свойствах ЭПЛШ, является процедура нор-
мировки выборки скачков напряжений. Экспериментальные данные свиде-
тельствуют о систематической зависимости средней амплитуды скачков на-
пряжений от накопленной деформации, что позволяет рассматривать модули
скачков напряжений Δ𝜎(𝜀) как случайный процесс, зависящий от парамет-
ра 𝜀.

Предложенная авторами нормировка может быть интерпретирована как
представление данного случайного процесса в виде произведения случайной
и детерминированной составляющих:

Δ𝜎(𝜀) = 𝑓(𝜀) · 𝑠,

где 𝑠— случайные нормированные модули скачков напряжений, а 𝑓(𝜀)— де-
терминированная функция, зависящая от накопленной деформации 𝜀 и ха-
рактеризующая деформационное упрочнение материала. В качестве 𝑓(𝜀) мо-
гут использоваться различные аппроксимации: линейная регрессия зависи-
мости скачков напряжений от накопленной деформации (использована на
рис. 1), сглаженная экспериментальная кривая напряженно-деформирован-
ного состояния и другие.

Нормировка скачков напряжений существенно упрощает и ускоряет фор-
мирование репрезентативной выборки, поскольку позволяет перейти от ана-
лиза случайного процесса к исследованию случайной величины. Выборку
нормированных скачков можно получить по данным одного эксперимента,
тогда как для анализа исходных скачков требуется проведение сотен одно-
типных испытаний для получения сечений случайного процесса, что значи-
тельно увеличивает временные и материальные затраты. В связи с этим в на-
стоящей работе анализ амплитуд скачков напряжений также основан на их
нормировке.

Важным аспектом анализа данных ЭПЛШ является исследование частот-
ных характеристик скачков напряжений, существенно влияющих на вид кри-
вой НДС. В данном контексте частота понимается как количество скачков
напряжений, возникающих на единицу накопленной деформации.

Для учета эволюции частотных характеристик скачков напряжений в про-
цессе неупругого деформирования в работе [43] предложено использовать
вейвлет-преобразование исходной кривой НДС [44]. Выбрав оптимальный для
решаемой задачи материнский вейвлет, можно получить значения дискретно-
го вейвлет-преобразования 𝑊 (𝑎,Δ𝜀) для анализируемого прерывистого гра-
фика, где 𝑎— масштабный коэффициент (обратный определенной частоте),
Δ𝜀— сдвиг по деформации. Величина 𝑊 (𝑎,Δ𝜀) достаточно точно характери-
зует частотный спектр скачков напряжений, локализованный в конкретный
момент неупругого деформирования.

2. Постановка задачи. Математическая модель для описания ЭПЛШ
создана в рамках структурно-механического подхода. Рассматривается слу-
чай одноосного растяжения стержневого образца при кинематическом нагру-
жении. Образец представляется совокупностью одноосно нагружаемых вяз-
копластических элементов (в количестве 𝑁 шт.) и тремя упругими элемента-
ми, которые соединены последовательно между собой (см. рис. 2).
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Рис. 2. Структурная схема модели [Figure 2. Structural scheme of the model]

Два внешних упругих элемента моделируют поведение нагружающей си-
стемы, а третий элемент — «пружина» с жесткостью 𝐸 — описывает упругие
свойства самого стержня. Каждый из вязкопластических элементов имити-
рует процессы, сопровождающие пластическое деформирование: деформаци-
онное упрочнение и механизмы взаимодействия дислокаций с примесными
атомами.

Данные элементы характеризуются пределом текучести 𝜎𝑠, до достиже-
ния которого они ведут себя как абсолютно жесткое тело. Пределы текучести
элементов отличаются друг от друга и в отсчетной конфигурации распре-
делены по некоторому случайному закону, учитывающему неоднородность
физических характеристик исследуемого образца.

После достижения 𝜎𝑠 при последующем неупругом деформировании на-
пряжение течения в элементе изменяется в зависимости от накопленных де-
формаций и скорости деформации. Первый процесс эволюции напряжения
течения описывает механизм монотонного деформационного упрочнения. Вто-
рой процесс, связанный со скоростными эффектами, непосредственно отно-
сится к моделируемому эффекту прерывистой пластичности и характеризует-
ся описанной далее немонотонной зависимостью. Законы изменения напряже-
ния течения в каждом упруговязкопластическом элементе одинаковы, однако
их значения в различные моменты деформирования могут заметно отличать-
ся, что характеризует неоднородность деформации исследуемого образца.

Для вывода соотношений модели использовались гипотеза аддитивности
упругой и неупругой составляющих одноосных деформации 𝜀 и скорости де-
формации 𝑑 (𝑑 = 𝜀̇), условия активации и согласования пластического дефор-
мирования, правила структурно-механического подхода, гипотеза Коттрелла
для описания ЭПЛШ, отраженная в эволюции напряжения течения струк-
турного элемента.

В качестве основных механизмов ЭПЛШ приняты:
1) формирование «атмосфер Коттрелла» в окрестностях временно оста-

новленных на препятствиях дислокаций [1];
2) захват атомов легирующих элементов медленно движущимися дисло-

кациями [45].
В качестве основного определяющего соотношения выступает закон Гука

в скоростной форме:

𝜎̇ = 𝐸*(𝑑− 𝑑in), 𝜎(0) = 0,

𝑑in =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑑in𝑖 , 𝐸* =
𝐸𝐸0

𝐸 + 𝐸0
,

где 𝐸* — общий модуль Юнга системы «машина (𝐸0) – образец (𝐸)»; 𝑑in —
неупругая составляющая скорости деформации; 𝑁 — число вязкопластиче-
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ских элементов; 𝑑in𝑖 — неупругая составляющая скорости деформации 𝑖-го эле-
мента. Поведение 𝑖-го элемента подчиняется вязкопластическому ОС типа

𝑑in𝑖 = 𝐻(𝜎 − 𝜎cr 𝑖)𝐻(𝜎̇ − 𝜎̇cr 𝑖)𝑑0

(︁ 𝜎

𝜎cr 𝑖

)︁𝑚
, (1)

где 𝜎cr 𝑖 — напряжение течения 𝑖-го элемента; 𝑑0 — скорость неупругой дефор-
мации при 𝜎 = 𝜎cr 𝑖; 𝑚— параметр скоростной чувствительности; 𝐻(𝑥)—
функция Хэвисайда, использованная для учета условий активации и согла-
сования пластического деформирования.

Закон эволюции критического напряжения 𝑖-го элемента с применением
гипотезы аддитивности вкладов в изменение напряжения течения от дефор-
мационного упрочнения и динамического деформационного старения имеет
вид

𝜎̇cr 𝑖 =
(︁
ℎ1 +

ℎ2

2
√︁
𝜀in𝑖

)︁
𝑑in𝑖 + 𝑘̇𝑖(𝑡, 𝑑

in
𝑖 , 𝜀

in
𝑖 , 𝑐, 𝜃), 𝜎cr 𝑖(0) = 𝜎𝑠𝑖, (2)

где 𝜎𝑠𝑖 — начальный предел текучести 𝑖-го элемента; ℎ1, ℎ2 — параметры де-
формационного упрочнения (Па); 𝑘𝑖(𝑡, 𝑑in𝑖 , 𝜀

in
𝑖 , 𝑐, 𝜃)— функционал, описываю-

щий изменения напряжения течения за счет взаимодействия дислокаций с ат-
мосферами Коттрелла; 𝑐— концентрация примесей; 𝜃— температура.

Эволюция второго слагаемого напряжения течения 𝑘𝑖 описывается на ос-
нове принципа аддитивности вкладов физических механизмов ЭПЛШ. При
локальных скоростях деформации элементов, не превышающих пороговое
значение 𝑑cr (связанное со скоростью диффузии примесных атомов 𝑣dif), про-
являются два механизма увеличения напряжения: диффузия и захват атомов
примеси движущимися дислокациями.

В этих механизмах, отвечающих за рост концентрации захваченных ато-
мов, необходимо также учитывать, что для дислокаций и примесных атомов
в зависимости от их собственных характеристик (вектора Бюргерса, атомно-
го радиуса) есть предельная концентрация насыщения облаков 𝑐𝑠, а следова-
тельно — есть ограничение 𝑘max(𝑐𝑠) по величине напряжения сопротивления.

Также интенсивность захвата легирующих элементов должна зависеть от
количества уже осевших на дислокациях примесных атомов, так как силы
их взаимодействия убывают по мере насыщения атмосфер Коттрелла. После
достижения в элементе критической скорости деформации 𝑑𝑐𝑟 напряжение
течения убывает за счет отрыва дислокаций от образовавшихся атмосфер
Коттрелла.

При отрыве примесей от дислокаций их концентрация в атмосферах не
может стать меньше средней концентрации примесных атомов в образце. Дан-
ное условие описывается следующим ограничением: 𝑘𝑖 не должно принимать
отрицательных значений. Таким образом, для определения скорости измене-
ния дополнительного напряжения течения принимается следующий вид со-
отношения:

𝑘̇𝑖(𝑡, 𝑑
in
𝑖 , 𝜀

in
𝑖 , 𝑐, 𝜃) =

(︁
1−

[︁ 𝑘𝑖
𝑘max(𝑐𝑠)

]︁𝑞)︁
𝐻(𝑑cr(𝑣dif)− 𝑑in𝑖 )[𝐶dif + 𝐶cap]−

−𝐻(𝑘𝑖)𝐻
(︀
𝑑in𝑖 − 𝑑cr(𝑣dif)

)︀
𝐶sep, 𝑘𝑖(0, 0, 0, 𝑐, 𝜃) = 0, (3)
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где 𝐶dif — слагаемое, отражающее упрочнение за счет механизмов диффузии
примесных атомов к медленно движущимся или временно остановленным
дислокациям; 𝐶cap — слагаемое, описывающее упрочнение по механизму сбо-
ра атомов движущимися дислокациями; 𝐶sep — слагаемое, отражающее разу-
прочнение при реализации механизма отрыва дислокаций от атмосфер Кот-
трелла; 𝑞— параметр модели.

Накопленные пластические деформации коррелируют с плотностью дис-
локаций, возрастание которой ведет к увеличению роли туннельной диффу-
зии в процессах неупругого деформирования. Поэтому принимается, что диф-
фузия примесных атомов возрастает с накоплением неупругих деформаций
𝜀𝑖𝑛𝑖 в 𝑖-ом элементе.

Нарастание диффузии за счет туннельного механизма происходит до опре-
деленного стационарного значения, приближение к которому становится ощу-
тимым при преодолении неупругой деформации порогового значения 𝜀cr, ха-
рактеризующего известное из экспериментальных данных явление насыще-
ния плотности дислокаций.

Рассматриваемый вклад диффузионного механизма в изменение критиче-
ского напряжения явно зависит от концентрации примесных атомов в сплаве
𝑐 и их коэффициента диффузии 𝐷 (м2/с), связанного с температурой 𝜃 зако-
ном Аррениуса.

Исходя из всех рассмотренных физических зависимостей можно предло-
жить следующий вид слагаемого 𝐶dif из (3):

𝐶dif = 𝑐dif
𝑐

𝑐𝑠

𝐷0

𝑙2

[︁
exp

(︁
−𝐸𝑎

𝜅𝜃

)︁
+ 𝜁 exp

(︁
−𝜀cr
𝜀in𝑖

)︁]︁
, (4)

где 𝐷0 — решеточный коэффициент диффузии (м2/с); 𝐸𝑎 — энергия актива-
ции диффузии; 𝜅— постоянная Больцмана; 𝑙— характерное расстояние меж-
ду дислокациями; 𝜁 — параметр, характеризующий скорость возрастания ко-
эффициента диффузии с ростом деформации; 𝑐dif — параметр упрочнения за
счет механизма диффузии (Па).

Дополнительное изменение напряжения течения за счет сбора свободных
атомов примеси медленно движущимися дислокациями зависит от пройден-
ного ими пути, отражением которого на макроуровне являются накопленные
неупругие деформации. На этом основании предполагается, что скорость воз-
растания 𝑘𝑖 за счет этого механизма зависит от скорости неупругой дефор-
мации рассматриваемого элемента.

Данный способ увеличения количества примесных атомов в атмосферах
Коттрелла напрямую зависит от концентрации примесей в материале 𝑐 и по-
тенциальной энергии взаимодействия дислокаций с атомами 𝑈 .

Рассматриваемый механизм также зависит от температуры, при повыше-
нии которой увеличивается кинетическая энергия атомов примесей и возрас-
тает амплитуда колебаний атомов основного материала.

Данные изменения ведут к «размытию» энергетического барьера, кото-
рый легирующие элементы должны преодолеть, чтобы оторваться от дисло-
каций.

Представленные зависимости отражены в слагаемом 𝐶cap из (3):

𝐶cap = 𝑐cap
𝑐

𝑐𝑠

𝑈

𝜅𝜃
𝑑in𝑖 , (5)
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где 𝑐cap — параметр упрочнения за счет механизма сбора примесей (Па).
Механизм отрыва дислокаций от примесей приводит к уменьшению 𝑘𝑖 тем

стремительнее, чем больше скорость деформации элемента. Его воздействие
явным образом зависит от температуры по тем же соображениям, что и для
предыдущего механизма (5).

Слагаемое 𝐶sep, входящее в (3), принимает следующий вид:

𝐶sep = 𝑐sep
𝜃

𝜃melt

(︁𝑑in𝑖
𝑑cr

)︁𝛽
𝑑in𝑖 , (6)

где 𝜃melt — температура плавления материала; 𝑐sep — параметр разупрочнения
за счет механизма отрыва дислокаций (Па); 𝛽 — параметр модели.

Все введенные в описанных соотношениях параметры модели определя-
ются по экспериментальным данным в процедуре идентификации модели.

В силу нелинейности соотношений в полученной системе уравнений и ее
существенной жесткости численный алгоритм решения задачи основан на
пошаговой процедуре, реализуемой с использованием схем неявных методов
Рунге—Кутты (трехстадийный метод Гаусса—Лежандра) [46]. Подбор шага
интегрирования осуществляется с учетом активации (при упрочнении) и де-
активации (при разупрочнении) вязкопластических элементов на рассматри-
ваемом шаге.

3. Метод идентификации модели. Идентификация разработанной мо-
дели для описания ЭПЛШ выполнена в соответствии со следующей процеду-
рой. Экспериментальные и модельные кривые 𝜎–𝜀, отражающие проявление
рассматриваемого эффекта, могут быть представлены в виде суперпозиции
двух составляющих: осредненной (гладкой), характеризующей механизмы де-
формационного упрочнения, и немонотонной, описывающей взаимодействие
атомов примеси с дислокациями, включая возникновение отрицательной ско-
ростной чувствительности материала.

Для повышения эффективности минимизации расхождений между экспе-
риментальными и модельными данными рекомендуется двухэтапная проце-
дура:

1) идентификация параметров модели без учета механизмов ЭПЛШ;
2) идентификация параметров, описывающих ЭПЛШ, с использованием

параметров, определенных на первом этапе.
Для реализации этого подхода диаграмму НДС следует разделить на два
набора данных: осредненную гладкую кривую и характеристики скачков на-
пряжения.

Гладкую составляющую экспериментальной и модельной кривых 𝜎–𝜀 в об-
ласти неупругого деформирования можно аппроксимировать функцией

𝜎(𝜀) = 𝑏0
√
𝜀+ 𝑏1𝜀+ 𝑏2, 𝜀 > 𝜎𝑠/𝐸, (7)

где 𝑏𝑖 — коэффициенты, определяемые методом наименьших квадратов,
𝑖 = 0, 1, 2.

Второй набор данных, характеризующий скачки напряжения, может быть
получен путем их статистического анализа и вейвлет-анализа локальных ча-
стотных характеристик. Рассматривая модули скачков напряжения Δ𝜎 как
выборку случайной величины, распределенной по заданному закону, можно
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получить их достаточную статистику 𝑇 (𝑠) методом максимального правдо-
подобия:

𝑇 (𝑠) =
{︀̂︀𝜃1, ̂︀𝜃2, . . . , ̂︀𝜃𝑝}︀, 𝑠 = Δ𝜎/Δ𝜎, (8)

где ̂︀𝜃𝑖 — оценки параметров выбранного 𝑝-параметрического распределения,
𝑖 = 1, 𝑝; 𝑠— нормированная на величину линейной регрессии скачков напря-
жения Δ𝜎 выборка модулей скачков напряжения Δ𝜎.

Таким образом, экспериментальные и модельные данные могут быть пред-
ставлены следующими параметрами: 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 — коэффициенты для построе-
ния осредненной кривой 𝜎–𝜀; 𝑇 (𝑠)— достаточная статистика нормированных
скачков напряжения 𝑠;𝑊 (𝑎,Δ𝜀)— вейвлет-преобразование прерывистой кри-
вой НДС.

Целевая функция 𝐽1 первого этапа идентификации параметров 𝑑0, 𝑚, ℎ1,
ℎ2 из уравнений (1) и (2) представляет собой норму разности между результа-
тами численного моделирования (с «отключенными» членами, отвечающими
за ЭПЛШ) и гладкой аппроксимацией экспериментальных данных, получен-
ной по формуле (7):

𝐽1(𝑑0,𝑚, ℎ1, ℎ2) = ‖𝜎exp(𝜀)− 𝜎num(𝜀; 𝑑0,𝑚, ℎ1, ℎ2)‖ → min . (9)

На втором этапе идентификации, направленном на определение парамет-
ров, связанных с описанием прерывистой пластичности (𝑑cr, 𝑘max, 𝑐dif , 𝑐cap,
𝑐sep, 𝛽, 𝜁, 𝜀cr из уравнений (3), (4), (5) и (6)), в качестве целевых функций
предлагается использовать векторную норму разности между достаточными
статистиками скачков напряжения и чебышевскую норму разности вейвлет-
функций экспериментальных данных и численного решения с учетом меха-
низмов ЭПЛШ:

𝐽2.1(𝑑cr, 𝑘max, 𝑐dif , 𝑐cap, 𝑐sep, 𝛽, 𝜁, 𝜀cr) =

=
⃦⃦
𝑇exp(𝑠)− 𝑇num(𝑠; 𝑑cr, 𝑘max, 𝑐dif , 𝑐cap, 𝑐sep,𝛽, 𝜁, 𝜀cr)

⃦⃦
→ min,

𝐽2.2(𝑑cr, 𝑘max, 𝑐dif , 𝑐cap, 𝑐sep, 𝛽, 𝜁, 𝜀cr) =

= max
𝐷

⃒⃒
𝑊exp(𝑎,Δ𝜀)−𝑊num(𝑎,Δ𝜀; 𝑑cr, 𝑘max, 𝑐dif , 𝑐cap,𝑐sep, 𝛽, 𝜁, 𝜀cr)

⃒⃒
→ min,

𝐷 =

{︂
(𝑎,Δ𝜀) : 𝑎 ∈ R,Δ𝜀 ∈

[︂
0,

∫︁ 𝑇

0
𝜀̇𝑑𝑡

]︂}︂
.

(10)

Задача оптимизации второго этапа (10) является многокритериальной
[47], что требует применения специальных алгоритмов идентификации. Пер-
вый этап (9) реализуется методом Нелдера—Мида. После его завершения най-
денные параметры фиксируются и используются на втором этапе, алгоритм
которого представляет собой итерационный перебор наборов оставшихся па-
раметров модели в узлах заданной многомерной сетки. На каждой итерации
выполняются следующие операции: локализация областей последующего по-
иска; параллельная обработка выделенных областей; сгущение сетки в пер-
спективных областях. Окончательный выбор решения среди множества оп-
тимальных результатов осуществляется исследователем.
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4. Результаты и их анализ. Идентификация параметров модели выпол-
нена на основе экспериментальных данных одноосного растяжения образца
из сплава АМг6м при комнатной температуре со скоростью деформирова-
ния 𝜀̇ = 5.4 · 10−4 с−1 (режим B), представленных в работе [43]. Процедура
идентификации включала два этапа, соответствующих критериям (9) и (10).

В качестве статистических характеристик скачков напряжения (8) ис-
пользованы выборочное среднее и среднеквадратичное отклонения. Следу-
ет отметить, что данная статистика не является исчерпывающей, поскольку
распределение скачков напряжения во всех режимах ЭПЛШ существенно
отличается от нормального. Поиск адекватного многопараметрического рас-
пределения, описывающего стохастические свойства скачков ЭПЛШ, выхо-
дит за рамки настоящего исследования. Для вейвлет-анализа на втором этапе
идентификации применен вейвлет Добеши второго порядка.

На рис. 3 представлены результаты расчетов с использованием идентифи-
цированной модели, а в таблице приведены значения ее основных параметров.

Максимальное отклонение между экспериментальными и модельными кри-
выми НДС составляет 9 МПа. Среднее значение скачков напряжений имеет
хорошее соответствие, однако их среднеквадратичное отклонение в числен-
ных результатах оказалось почти в два раза меньше по сравнению с экспери-
ментальными данными. Погрешность в оценке средней частоты возникнове-
ния скачков напряжений составляет менее 1% от экспериментальных значе-
ний. Особенно точно модель описывает критическую деформацию, при кото-
рой начинают возникать скачки. На основании проведенного анализа можно
заключить, что идентифицированная модель демонстрирует хорошие резуль-
таты как по критерию адекватности, так и по точности описания эксперимен-
тальных данных.

Идентифицированные параметры модели [Identified model parameters]
𝑁 𝑑0, 10−5 1/s 𝑚 ℎ1, MPa ℎ2, MPa 𝑘max, MPa 𝑑cr, 10−5 s−1

45 7.3 94 −2365 8556 40 9.7

𝑞 𝑐dif , MPa 𝜁 𝜀cr, % 𝑐cap, MPa 𝑐sep, MPa 𝛽

100 4625 12.3 0.15 3041 86521 106

a b
Рис. 3. Результаты идентификации модели: а) диаграммы напряженно-деформированного
состояния; b) полигоны частот (1 — экспериментальные данные; 2 — модельные результа-

ты)
Figure 3. Model identification results: a) stress-strain diagrams; b) frequency polygons (1 —

experimental data; 2 — simulation results)]
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Дополнительно проведена верификация представленной модели для оцен-
ки области ее применимости и предсказательных способностей. В ходе этой
работы возникли определенные трудности с поиском подходящих экспери-
ментальных данных по одноосному растяжению того же сплава алюминия
(АМг6м) при других параметрах нагружения, которые можно было бы ка-
чественно разделить на два предложенных набора данных для их последу-
ющего анализа. В связи с этим для целей верификации был выбран другой
сплав алюминия с магнием, обладающий отличающимися характеристиками
деформационного упрочнения, которые необходимо было учесть в модели.

Для сравнения с результатами моделирования использованы эксперимен-
тальные данные о жестком одноосном растяжении образца из сплава Al–
3.2%Mg при комнатной температуре со скоростью деформации 𝜀̇ = 2.38 ×
× 10−4 с−1 (режим B), представленные в работе [48]. В структуре модели
были соответствующим образом изменены следующие параметры: заданная
скорость деформации; модуль Юнга; предел текучести; два параметра дефор-
мационного упрочнения (ℎ1 и ℎ2 из уравнения (2)); концентрация примесей
и температура плавления сплава. Все остальные параметры модели остава-
лись неизменными после процедуры идентификации для образцов из сплава
АМг6м. Результаты верификации модели представлены на рис. 4.

Численные результаты, полученные в ходе верификации, демонстрируют
удовлетворительное соответствие экспериментальным данным. Максималь-
ное отклонение по сглаженной кривой напряжений составляет приблизитель-
но 10 МПа. Наблюдаются некоторые различия между статистическими ха-
рактеристиками скачков напряжений. Наиболее существенные расхождения
отмечаются в частотной картине — средняя частота возникновения скачков
напряжений в модели примерно в 1.5 раза превышает экспериментальное
значение. Критическая деформация в численных результатах достигается
несколько раньше, чем в эксперименте. На основании проведенного анали-
за можно сделать вывод, что рассматриваемая модель, как и большинство
стержневых моделей, применима в достаточно узком диапазоне характери-
стик материалов. Для удовлетворительного моделирования поведения мате-
риалов с существенно отличающимся химическим составом требуется полное
переопределение всех параметров модели.

a b
Рис. 4. Результаты верификации модели: a) диаграммы напряженно-деформированного
состояния; b) полигоны частот (1 — экспериментальные данные, 2 — модельные результа-

ты)
[Figure 4. Model verification results: a) stress-strain diagrams; b) frequency polygons (1 —

experimental data, 2 — simulation results)]
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5. Заключение. В данной работе представлены детальное описание и ма-
тематическая формулировка структурно-механической модели, учитываю-
щей два физических механизма ЭПЛШ, а также процедуры и результаты
идентификации и верификации модели на экспериментальных данных по од-
ноосному растяжению сплавов алюминия.

Основные особенности разработанного подхода заключаются в следую-
щем. С одной стороны, в рамках структурно-механического подхода относи-
тельно просто строятся модели для описания одноосного растяжения стерж-
невых образцов. С другой стороны, в таком подходе достаточно сложно яв-
но и физически корректно описать сложные механизмы неупругого дефор-
мирования. В представленной работе все соотношения системы уравнений
вводятся на основе качественного физического описания основных процессов
ЭПЛШ, что позволяет сохранить математическую простоту и компактность
модели, характерные для выбранного подхода.

Необходимо особо отметить вычислительные особенности реализации дан-
ной модели, связанные с ее значительной численной жесткостью. Для пре-
одоления этих трудностей требуется применение специальных неявных схем
интегрирования системы дифференциальных уравнений.

Важное место в исследовании занимают вопросы анализа и представле-
ния результатов моделирования, которые играют ключевую роль на заклю-
чительных этапах работы. Предложена оригинальная двухэтапная процеду-
ра идентификации параметров модели, основанная на принципе расщепле-
ния по основным рассматриваемым физическим механизмам неупругого де-
формирования. В основе процедуры лежат строгие математические методы:
аппроксимация экспериментальных данных; статистический анализ скачков
напряжения; вейвлет-преобразование кривых деформирования.

Следует подчеркнуть, что поставленная задача идентификации парамет-
ров модели является многокритериальной, что накладывает специфику на
алгоритмы ее решения.

Адекватность и эффективность предложенной математической модели,
а также разработанных методов ее анализа подтверждены результатами иден-
тификации и верификации на экспериментальных данных. В то же время
представленная модель, как и большинство моделей данного класса, не явля-
ется универсальной по отношению к материалу и режимам нагружения. Этот
недостаток характерен для структурно-механических моделей и отсутствует
в более сложных многоуровневых конститутивных моделях, которые, одна-
ко, в настоящее время практически не разработаны для описания эффекта
прерывистой пластичности.

В связи с этим перспективным направлением дальнейших исследований
представляется развитие многоуровневого подхода к моделированию ЭПЛШ,
что позволит устранить указанные ограничения.
Конкурирующие интересы. У нас нет конфликта интересов в отношении автор-
ства и публикации этой статьи.
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Abstract

Despite nearly 200 years having passed since its discovery, the Portevin–
Le Châtelier (PLC) effect—the phenomenon of discontinuous plastic flow
observed in most alloys under specific deformation conditions—remains an
active research area for both mechanicians and physicists. Current studies
encompass experimental investigations and theoretical developments, lead-
ing to various mathematical models, a brief review of which is presented in
this work. Given the stochastic nature of the PLC effect, including the spa-
tiotemporal distribution of slip bands and response variations during mono-
tonic loading (as evidenced by physical and numerical experiments on various
alloy specimens), mathematical description and analysis methods for these
phenomena are of particular scientific interest.

During the model development stage, we carried out a thorough analysis
of the physical mechanisms underlying the PLC effect. Two primary mech-
anisms were identified: (1) the formation of impurity atom clusters around
temporarily arrested dislocations at obstacles, and (2) the capture of alloy-
ing element atoms by slowly moving dislocations. For modeling this effect,
we propose a structural-mechanical approach to describe uniaxial tensile
loading of rod specimens under kinematic control. The formulation includes
fundamental constitutive and evolutionary relations based on the physical
mechanisms of dislocation-impurity interactions.

A novel two-stage model identification procedure is introduced, incor-
porating statistical analysis and wavelet transform methods. The paper
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presents application results of the identified model for describing the PLC
effect in Al–Mg alloy specimens, demonstrating its effectiveness in capturing
the key features of discontinuous plastic flow.

Keywords: Portevin–Le Châtelier effect, Cottrell hypothesis, structural-
mechanical approach, constitutive relations, model identification and verifi-
cation, statistical analysis, wavelet analysis.
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