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Аннотация

Исследована модель двухкомпонентного массопереноса в неоднород-
ной сферической системе, протекающего в нелинейном электромагнит-
ном поле. Показано, что величины концентрации во внутренней области,
на границе областей, а также концентрации, пересекшей границу и по-
павшей во вторую область, зависят от параметра нелинейности электро-
динамической задачи.
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Введение. В настоящее время большой интерес представляют исследо-
вания в области фазовых переходов, барьерных эффектов и качественных
преобразований гетерогенных систем (в том числе наносистем) различного
типа (физических, технических, биофизических). В частности, это относит-
ся к исследованиям процессов такого рода, происходящих под воздействием
электромагнитных полей, что связано с возможностью управления. Рассея-
ние и поглощение монохроматической волны на сферической частице, как
известно, может быть описано на основе классической теории Ми [1]. Позже
теория была развита в применении к цилиндрам, несферическим частицам,
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коллективам частиц. В последнее десятилетие большой интерес вызывают ис-
следования по распространению электромагнитных волн в нелинейных сре-
дах с учетом мнимых составляющих оптических характеристик. Такие про-
цессы могут моделироваться с помощью комплексного уравнения Гинзбур-
га—Ландау. Исследования такого рода были отчасти инициированы успехами
в области получения точных решений нелинейных гамильтоновых уравнений
в виде солитонов [2, 3]. Получаемые решения имеют различные физические
приложения, в частности, позволяют рассматривать эффекты, возникающие
при взаимодействии электромагнитных волн с суспензиями [4]. Также в на-
стоящее время проводятся экспериментальные и теоретические исследования
в области влияния радиационной составляющей на теплоперенос в неоднород-
ных средах, содержащих включения различных размеров [5]. При рассмот-
рении процессов фазовых переходов, барьерных эффектов, процессов типа
«реакция–диффузия» необходимо рассматривать гетерогенные системы, ко-
торые в общем случае обладают нелинейными свойствами [6–8].

В данной работе рассматривается процесс массопереноса в гетерогенной
системе, вызванный реакцией и диффузией и протекающий в нелинейном
электромагнитном поле.

1. Некоторые решения нелинейных электродинамических урав-
нений. В этом разделе мы рассмотрим перенос электромагнитных волн
в двухслойной оптически нелинейной сфере с целью определения поглощен-
ной электромагнитной энергии и, соответственно, источников тепла. В ква-
зистационарном приближении система уравнений Максвелла для амплитуд
электрического и магнитного векторов может быть сведена к следующим
уравнениям:

Δ
−→
𝐸 𝑖 + 𝑘2𝜀𝑖(𝐸𝑖1, 𝐸𝑖2, 𝐸𝑖3)

−→
𝐸 𝑖 = ∇(∇ ·

−→
𝐸 𝑖),

Δ
−→
𝐻 𝑖 + 𝑘2𝜀𝑖(𝐸𝑖1, 𝐸𝑖2, 𝐸𝑖3)

−→
𝐻 𝑖 = ∇(𝑘1𝑖 ×

−→
𝐸 𝑖),

∇ · (𝑘1𝑖
−→
𝐸 𝑖) = 0, ∇ ·

−→
𝐻𝑖 = 0,

(1)

где

𝑘2 =
𝜔2

𝑐2
, 𝑘1𝑖 =

𝑗𝜔

𝑐

(︁
𝜀𝑖 + 𝑗

4𝜋𝜎𝑖
𝑐

)︁
, 𝑗 =

√
−1;

𝐸𝑚𝑖 — компоненты электрического вектора в ортогональной системе коорди-
нат, 𝑚 = 1, 2, 3;

−→
𝐻 𝑖 — вектор магнитного поля; индекс 𝑖 = 1 относится к внут-

ренней области (слою) рассматриваемой сферы, а индекс 𝑖 = 2— к внешней
области. Комплексная диэлектрическая проницаемость 𝜀𝑖 определяется так:

𝜀𝑖 = 𝜀′𝑖(𝐸𝑖1, 𝐸𝑖2, 𝐸𝑖3) + 𝑗
4𝜋𝜎𝑖
𝑐

.

Для описания нелинейной зависимости диэлектрической проницаемости от
электрического вектора часто используется закон Керра или его модифика-
ция:

𝜀′𝑖 = 𝜀𝑖0 − |𝛼𝑖||
−→
𝐸 𝑖|2, (2)

𝜀′𝑖 = 𝜀𝑖0 − |𝛼𝑖|
−→
𝐸 2

𝑖 , (3)
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где 𝛼𝑖 — параметр нелинейности для среды 𝑖. Ранее некоторые классы точ-
ных решений системы (1), (2) и (1), (3) были найдены в предположении, что
среды являются подобными друг другу телами с общим центром или осью
симметрии (сферы, кубы, цилиндры, торы). Особенностью этих решений яв-
ляется постоянство модуля электрического вектора (для зависимости (2)) или
квадрата электрического вектора (для зависимости (3)). Обозначим эти ре-
шения через

−→
𝐸 𝑖𝑇 ,

−→
𝐻 𝑖𝑇 . Они получены из условия 𝜀𝑖 = 0 и, таким образом,

удовлетворяют системе (1) [9, 10].
Приближенные решения вблизи этих точных решений можно найти из

линеаризованных уравнений (1), представив векторы напряжений в виде

−→
𝐸 𝑖 =

−→
𝐸 𝑖𝑇 +

−→
𝐸 𝑖,

−→
𝐻 𝑖 =

−→
𝐻 𝑖𝑇 +

−→
𝐻 𝑖.

Тогда система (1) сводится к виду [11]

Δ
−→
𝐸 ′

𝑖 − 2𝑘2
(︁
𝜀𝑖0 + 𝑗

4𝜋𝜎𝑖
𝑐

)︁
Δ
−→
𝐸 ′

𝑖 = 0,

Δ
−→
𝐻 ′

𝑖 − 2𝑘2
(︁
𝜀𝑖0 + 𝑗

4𝜋𝜎𝑖
𝑐

)︁
Δ
−→
𝐻 ′

𝑖 = 0,

∇ ·
−→
𝐻 ′

𝑖 = 0, ∇ ·
−→
𝐸 ′

𝑖 = 0.

(4)

Граничные условия для (радиуса внутренней сферы) можно записать в виде

𝐸
(𝑡)
1𝑇 = 𝐸

(𝑡)
2𝑇 , 𝐸

′(𝑡)
1 = 𝐸

′(𝑡)
2 , 𝐻

′(𝑡)
1 = 𝐻

′(𝑡)
2 ,

где индекс 𝑡 означает «тангенциальная составляющая».
Из уравнений (4) следует, что они формально совпадают с линейными

уравнениями Гельмгольца для определения векторов напряжений. Однако
роль диэлектрической проницаемости играет величина 𝜀𝑖 = −2𝜀0𝑖 и роль
коэффициента поглощения — 𝑘𝑖 = 8𝜋𝜎𝑖/𝜔. Будем считать, что поглощения
во внешней сфере нет, т.е. 𝜎2 = 0. Мы также предполагаем, что справедливо
следующее неравенство:

𝑅2 ≫ 𝑅1.

В этом случае решение для рассеянной и поглощенной электромагнитной вол-
ны

−→
𝐸 ′

1,
−→
𝐻 ′

1,
−→
𝐸 ′

1

−→
𝐻 ′

1 во внутренней частице совпадает с решением Ми в виде
ряда с одним различием. Отличие связано с тем, что аргументом для ради-
альных функций является величина (−𝑗2𝜀20𝑘𝑟), что приводит к необходимо-
сти использования функций Ганкеля второго рода (вместо функций Ганкеля
первого рода), которые исчезают на бесконечности в комплексной плоскости
с отрицательной мнимой частью.

2. Модель тепломассообмена. Исходя из результатов предыдущего
раздела можно определить количество поглощенной электромагнитной энер-
гии во внутренней области системы и, следовательно, величину плотности
источника тепла:

𝑞 =
𝑚′

1𝑚
′′
1𝐼0𝑘|

−→
𝐸 1|2

√
𝜀20|

−→
𝐸 0|2

, (5)
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где 𝐼0 — мощность лазерного излучения, 𝑚1 = 𝑚′
1 + 𝑗𝑚′′

1 — комплексный по-
казатель преломления,

𝑚′
1 =

[︁1
2

(︁
𝜀10 +

(︁
𝜀210 +

16𝜋2𝜎2

𝜔2

)︁1/2)︁]︁1/2
, 𝑚′′

1 =
2𝜋𝜎

𝜔𝑚′
1

.

Конкретизируем выражение (5) для рассмотренных выше решений (для
зависимости (3) как более общей). Формула получается с помощью условия
(3), которое для точных решений можно записать так:

(
−→
𝐸 ′

𝑖𝑇 + 𝑗
−→
𝐸 ′′

𝑖𝑇 )
2 =

(𝜀′𝑖0 + 𝑗𝜀′′𝑖0)

|𝛼1|
. (6)

Поскольку
−→
𝐸 ′

𝑇 является вектором, в зависимости от вида системы и за-
висимости

−→
𝐸 ′

𝑇 от координат могут быть получены различные зависимости
для компонент данного вектора. В данном случае рассматриваются сферы
и в простейшем случае зависимости компонент 𝐸𝑇𝑟, 𝐸𝑇𝜃, 𝐸𝑇𝜙 только от ра-
диальной координаты решения имеют вид [12]

𝐸𝑖𝑟 = 𝐸′
𝑖𝑟 + 𝑗𝐸′′

𝑖𝑟 =
[︁ 𝜀𝑖0
2|𝛼𝑖|

+
1

2

(︁(︁ 𝜀𝑖0
|𝛼𝑖|

)︁2
+

16𝜋2𝜎2𝑖
𝜔2|𝛼𝑖|2

)︁1/2]︁1/2
, 𝐸𝑖𝜃 = 𝐸𝑖𝜙 = 0. (7)

В данном случае нас интересует внутренняя область, для которой 𝑖 = 1.
Поскольку в статье рассматриваются и приближенные решения

−→
𝐸 ′, необхо-

димо также записать
−→
𝐸 ′ =

−→
𝐸 ′

1𝑇 +Re(
−→
𝐸 ′

1) + 𝑗
(︀−→
𝐸 ′

1𝑇 +Re(
−→
𝐸 ′

1)
)︀
. (8)

С помощью выражений (5)–(8) можно получить следующую формулу для
плотности теплового потока:

𝑞 =
𝐼0𝑘𝑚

′
1𝑚

′′
1√︀

𝜀′20|𝐸0|2
[︁
|𝐸′

1|2 + 2
(︀
Re(𝐸′

1𝑟)𝐸
′
1𝑟 + Im(𝐸′

1𝑟)𝐸
′
1𝑟

)︀
+

+
(︁(︁ 𝜀𝑖0

|𝛼𝑖|

)︁2
+

16𝜋2𝜎2𝑖
𝜔2|𝛼𝑖|2

)︁1/2]︁
, (9)

где 𝐸′
1𝑟 — радиальная компонента вектора

−→
𝐸 ′

1. Здесь мы предполагаем, что
внутренняя область мала (порядка нескольких нанометров). Поэтому мож-
но усреднить плотность источника по его объему или, при необходимости,
только по полярному и азимутальному углам. При усреднении по объему ве-
личина плотности источника становится постоянной (𝑞 = 𝑞). Из выражений
(7) и (9) можно видеть, что процедура усреднения путем интегрирования
имеет смысл только для вектора

−→
𝐸 ′

1.
Соответственно, уравнения для температуры в каждой из областей имеют

следующий вид:

𝐶𝑖
𝑝𝜌

(𝑖)𝜕
2𝑇 (𝑖)

𝜕𝑡
= 𝜒(𝑖)

(︁𝜕2𝑇 (𝑖)

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝑇 (𝑖)

𝜕𝑟

)︁
+ 𝑞𝑖𝑓𝑖(𝑡), (10)
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где 𝐶𝑖
𝑝 — теплоемкость при постоянном давлении, 𝜌(𝑖) — плотность, 𝑞2 = 0,

𝑞1 = 𝑞, 𝜒(𝑖) — коэффициент теплопроводности. Здесь вводится функция 𝑓𝑖(𝑡),
поскольку действие источника может быть прекращено или возобновлено во
внутренней области:

𝑓1(𝑡) =

{︃
1, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 0, 2, 4, . . . ,

0, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 1, 3, 5, . . .

Граничные условия на внутренней границе следующие:

𝑇 (1) = 𝑇 (2), −𝜒(1)𝜕𝑇
(1)

𝜕𝑟
= −𝜒(2)𝜕𝑇

(2)

𝜕𝑟
, 𝜒 =

𝜒(1)

𝜒(2)
,

𝑥 =
𝑟

𝑅1
, 𝑑 =

𝑅2

𝑅1
, 𝑏 =

(︁𝜒𝐶(1)
𝑝 𝜌(1)

𝐶
(2)
𝑝 𝜌(2)

)︁1/2
, 𝜏 =

𝑡

𝑡𝜒
, 𝑡𝜒 =

𝐶
(2)
𝑝 𝜌(2)𝑅2

1

𝜒(2)
.

(11)

Решения краевой задачи (10), (11) рассматривались, например, в работе
[13] при моделировании переноса электронов на большие расстояния в бел-
ковой глобуле. В нашем случае на первом этапе воздействия постоянного
электромагнитного источника решение для температуры имеет вид

𝑇 (1) = 𝑇
(1)
0 +

2𝜒𝑞𝑅1𝑡𝜒

𝐶
(1)
𝑝 𝜌(1)𝑟

∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑦𝑛𝑏𝑥)𝜙𝑛𝜓𝑛(𝜏)

sin(𝑦𝑛𝑏)𝑦2𝑛
,

𝑇 (2) = 𝑇
(2)
0 +

2𝜒𝑞𝑅1𝑡𝜒

𝐶
(1)
𝑝 𝜌(1)𝑟

∞∑︁
𝑛=1

sin
(︀
𝑦𝑛(𝑑− 𝑥)

)︀
𝜙𝑛𝜓𝑛(𝜏)

sin
(︀
𝑦𝑛(𝑑− 1)

)︀
𝑦2𝑛

;

(12)

1− 𝜒+ 𝜒𝑏𝑦 ctg(𝑏𝑦) + 𝑦 ctg
(︀
𝑦(𝑑− 1)

)︀
= 0,

𝜙𝑛 =
(︀
1− 𝑏𝑦𝑛 ctg(𝑏𝑦𝑛)

)︀(︁
1− 𝜒+

𝜒𝑏2𝑦2𝑛
sin2(𝑏𝑦𝑛)

+
𝑦2𝑑−1

sin2
(︀
(𝑑− 1)𝑦𝑛

)︀)︁,
𝜓𝑛(𝜏) = 1− exp(−𝑦2𝑛𝜏)

в течение первого периода времени воздействия источника.
Определив температуру, можно рассмотреть перенос вещества (концен-

трацию) в каждой из областей и между ними. Предполагается, что измене-
ние концентрации компонентов во внутренней области происходит за счет
реакции, а во внешней области — за счет диффузии:

𝜕𝑐
(1)
1

𝜕𝑡
= −𝜈(𝑇 (1))𝑐

(1)
1 𝑐

(1)
2 ,

𝜕𝑐
(1)
2

𝜕𝑡
= −𝜈(𝑇 (1))𝑐

(1)
1 𝑐

(1)
2 ,

𝜕𝑐(2)

𝜕𝑡
= 𝐷(𝑇 (2))Δ𝑐

(2)
1 , 𝑐

(2)
2 = 0,

𝑐
(1)
1 (0, 𝑟) = 𝑐

(0)
1 , 𝑐

(2)
1 (0, 𝑟) = 𝑐10, 𝑐

(1)
2 (0, 𝑟) = 𝑐20.

(13)

Здесь верхний показатель относится к среде, 𝐷(𝑇 (2))— коэффициент диффу-

зии, оператор Δ ≡ 𝜕2

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
. Скорость реакции в общем случае зависит от
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температуры по закону Аррениуса:

𝜈(𝑇1) = 𝜈0 exp(−𝑈/𝑇 (1)), (14)

где 𝑈 — энергия, характеризующая реакцию; 𝑅𝑔 — универсальная газовая по-
стоянная. В работе [14] приведены некоторые модификации данного закона,
которые в конкретных случаях также могут быть использованы. Интегрируя
первые два уравнения (13) вместе с выражением (14), можно рассматривать
два подхода:

1) температуру, зависящую от радиальной координаты и времени;
2) среднюю температуру по объему 𝑇 (1)

(𝑡).

Средняя температура 𝑇 (1)
(𝑡) определяется по объему 4𝜋𝑅3

1/3:

𝑇
(1)

= 𝑇
(1)
0 +

6𝜓𝑞𝑡𝑥

𝑐
(1)
𝑝 𝜌1

∞∑︁
𝑛=1

𝑦𝑛𝜙𝑛(𝜏)

𝑦3𝑛𝑏

(︁ 1

𝑦𝑛𝑏
− ctg(𝑦𝑛𝑏)

)︁
. (15)

На границе 𝑅1 граничные условия имеют следующий вид:

𝑐
(1)
1 = 𝑐

(2)
1 ,

𝜕𝑐
(1)
1

𝜕𝑟
=
𝜕𝑐

(2)
1

𝜕𝑟
, 𝑐

(1)
2 = 0. (16)

Из системы (13) и условий (16) следует, что для определения концентра-
ции первого компонента, проникшего во внешнюю область, в которой перенос
происходит по диффузионному механизму, можно рассматривать (в зависи-
мости от постановки задачи) как условия Дирихле, так и условия Неймана.
Это возможно, так как значение 𝑐(1)1 уже будет известно. При определении
этой концентрации при скорости реакции, зависящей от средней температуры
(15), необходимо использовать условия Дирихле из краевых условий (16), так
как условия Неймана становятся однородными (производная по координате
равна нулю), и концентрация не проникает во внешнюю область.

Решение для 𝑐(1)1 имеет вид

𝑐
(1)
1 =

𝑐01(𝑐20 − 𝑐01) exp
(︀
− 𝜈0(𝑐20 − 𝑐01)𝐽(𝑡)

)︀
𝑐20 − 𝑐01 exp

(︀
− 𝜈0(𝑐20 − 𝑐01)𝐽(𝑡)

)︀ , 𝐽(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡𝑗

exp
(︁ −𝑈

𝑇
(1)

(𝑆)

)︁
𝑑𝑠, (17)

где 𝑡𝑗 — начало соответствующего периода времени. Решение для 𝑐
(2)
1 полу-

чается из третьего уравнения системы (13), первого из условий (16) и выра-
жения (17) путем решения задачи в частных производных с неоднородными
краевыми условиями Дирихле

𝑐
(2)
1 (𝑅1) = 𝑐

(1)
1 (𝑅1).

На внешней границе можно поставить однородные условия Неймана

𝜕𝑐
(2)
1

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 0
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или Дирихле
𝑐
(2)
1 (𝑅2) = 0.

В этих случаях вводится величина 𝜉(𝑡) =

∫︁
𝐷(𝑇

(2)
)𝑑𝑡 в качестве аналога

времени. Запишем решение в случае смешанных условий как более реали-
стичных. Обозначим через 𝑡 = 𝛾(𝜉) функцию для определения времени, то
есть обратную к функции 𝜉(𝑡) при заданной зависимости коэффициента диф-
фузии от температуры. Она может быть найдена с использованием выраже-
ния для температуры во внешней области. Решение указанной задачи имеет
следующий вид:

𝑐
(2)
1 =

𝑐
(1)
1

(︀
𝛾(𝜉)

)︀
𝑅1(𝑅2 − 𝑟)2

𝑟(𝑅2 −𝑅1)2
+

+

∞∑︁
𝑛=2

𝐴𝑛

𝑟
exp

(︁
−𝜇

2
𝑛𝜉

𝑅2

)︁(︁
sin

(︁𝜇𝑛𝑟
𝑅2

)︁
− tg

(︁𝜇𝑛
𝑑

)︁
cos

(︁𝜇𝑛𝑟
𝑅2

)︁)︁
. (18)

Здесь через 𝜇𝑛 обозначены корни уравнения

𝜇𝑛 tg
(︁
𝜇𝑛

(︁
1− 1

𝑑

)︁)︁
= 1.

Поскольку рассматривается случай 𝑑≫ 1, решение (15), (16) можно упро-
стить:

𝑐
(2)
1 =

𝑐
(1)
1

(︀
𝛾(𝜉)

)︀
𝑅1(𝑅2 − 𝑟)2

𝑟(𝑅2 −𝑅1)2
+

+
∞∑︁
𝑛=0

𝑅2

𝑟
exp

(︁
−𝜇

2
𝑛𝜉

𝑅2
2

)︁(︁
𝐾1𝑛 sin

(︁𝜋𝑛𝑟
𝑅2

)︁
+𝐾2𝑛 cos

(︁𝜋𝑛𝑟
𝑅2

)︁)︁
, (19)

где

𝐾10 =𝑀1

∫︁ 1

𝜅

𝑥𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ −𝑀2

∫︁ 1

𝜅

(1− 𝑥)2𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ ,
𝐾1𝑛 = 2𝑀1

∫︁ 1

𝜅

𝑥 cos(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ − 2𝑀2

∫︁ 1

𝜅

(1− 𝑥)2 cos(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ ,

𝐾2𝑛 = 2𝑀1

∫︁ 1

𝜅

𝑥 sin(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

cos
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ − 2𝑀2

∫︁ 1

𝜅

(1− 𝑥)2 sin(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

cos
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ ,

𝑀1 = 𝑐10 cos
𝜇0𝜅

1− 𝜅
, 𝑀2 = 𝑐

(0)
1 𝜅 cos

𝜇0𝜅

(1− 𝜅)3
, 𝜅 =

1

𝑑
.

Величина 𝜇0 определяется из уравнения 𝜇0 = arctg(1/𝜇0): 𝜇0 ≈ 0.863.
Интегралы вычисляются численно.
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Для дальнейшего анализа приведем некоторые частные случаи формулы
для концентрации (17) с учетом (14), (15).

В первом таком случае рассмотрим изотермический процесс, который под-
держивается дополнительным подводом тепла или условиями теплоизоляции
после того, как произошел нагрев до некоторой температуры 𝑇

(1)
𝑘 = 𝑇 (1)(𝑡𝑘),

например, за первый период времени 𝑡 = 𝑡𝑘. В этом случае для концентрации
в первой области можно записать следующее выражение:

𝑐
(1)
1 =

𝑐01(𝑐20 − 𝑐01) exp
(︀
−𝜈0(𝑐20 − 𝑐01) exp

(︀
− 𝑈

𝑇
(1)
𝑘 𝑅𝑔

)︀
𝑡
)︀

𝑐20 − 𝑐01 exp
(︀
−𝜈0(𝑐20 − 𝑐01) exp

(︀
− 𝑈

𝑇
(1)
𝑘 𝑅𝑔

)︀
𝑡
)︀ . (20)

Во втором случае рассмотрим влияние изменяющейся во времени темпе-
ратуры на концентрацию при малых временах, когда можно ограничиться
линейными членами в разложении экспоненты, входящей в функцию 𝜓𝑛(𝑡),
в ряд, ограничиваясь несколькими первыми членами ряда 𝑁 (при этом коэф-
фициенты ряда для температуры (15) убывают примерно как 1/𝑦2𝑛 , например
при 𝜒 ∼ 1, 𝑏 ∼ 1 величина 𝑦𝑛 = 𝜋𝑛

𝑑 ). В этом случае выражение для интеграла
𝐽(𝑡) из (17) имеет вид

𝐽(𝑡) ≈ 𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡

2.3𝑞𝑄
exp

(︁
− 𝑈

𝑅𝑔(𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡)

)︁
− 𝑇

(1)
0

2.3𝑞𝑄
exp

(︁
− 𝑈

𝑅𝑔𝑇
(1)
0

)︁
+

+
𝑈

𝑅𝑔𝑞𝑄

[︂
ln
(︁ 𝑇

(1)
0

𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡

)︁
+

𝑇
(1)
0

𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡

+

+
∞∑︁
𝑛=2

(−1)𝑛

𝑛𝑛!

(︂(︁ 𝑈

𝑅𝑔(𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡)

)︁𝑛
−
(︁ 𝑈

𝑅𝑔𝑇
(1)
0

)︁𝑛
)︂]︂
, (21)

где

𝑄 =
6𝜒

𝑐
(1)
𝑝 𝜌(1)

∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛

𝑦2𝑛𝑏
2

(︀
1− 𝑦𝑛𝑏 ctg(𝑦𝑛𝑏)

)︀
.

При получении (21) возникающий интегральный логарифм был разложен
в ряд согласно известной формуле:

li(𝑥) = 𝛾 + ln(ln𝑥) +

∞∑︁
𝑛=1

(ln𝑥)𝑛

𝑛𝑛!
,

где 𝛾 — постоянная Эйлера.

Заключение. Исследована модель двухкомпонентного массопереноса
в неоднородной сферической системе, протекающего в нелинейном электро-
магнитном поле. Из полученных решений для источника тепла, температуры
и концентрации (формулы (9), (15), (17), (19), (21)) следует, что величины
концентрации во внутренней области, на границе областей, а также концен-
трации, пересекшей границу и попавшей во вторую область, зависят от пара-
метра нелинейности электродинамической задачи, от которого зависит плот-
ность теплового источника. Действительно, как видно из (7), (9), в выражение
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для теплового источника входит параметр нелинейности 𝛼. Соответственно,
от него зависит температура в каждой из областей, поскольку она пропор-
циональна плотности теплового источника. Следовательно, через скорость
реакции массоперенос зависит от характера зависимости диэлектрической
проницаемости от поля. Такого рода влияние будет также иметь место и для
модификаций закона Аррениуса [14]. В статье также в общем виде учитывает-
ся зависимость коэффициента диффузии от температуры. Соответственно, из
формул (9), (12), (17) (18) следует, что на диффузионный механизм переноса
концентрации также может влиять параметр электродинамической нелиней-
ности. Реакция может протекать как со скоростью, практически не зависящей
от температуры, так и в режиме активации, когда температура значитель-
но влияет на скорость реакции. В данном случае в активационном режиме
скорость реакции зависит от температуры внутренней области (как отмечено
выше, данная температура напрямую зависит от плотности источника тепла)
и радиуса 𝑅1. В рассматриваемой задаче возможны два механизма перехода
из одного режима протекания в другой. Первый механизм обусловлен варьи-
рованием параметра нелинейности. Из (7), (9), (15), (17), (20), (21) следует,
что при относительно больших 𝛼 скорость реакции и массоперенос заметно
зависят от температуры, т.е. реализуется активационный режим. При малых
𝛼 величины точных решений для электрического вектора

−→
𝐸 𝑇 значительно

возрастают (7). Тогда можно приближенно записать 𝑞 ≈ 𝑆
|𝛼| и соответственно

𝑇
(1) ∼ 𝑆

|𝛼| . Здесь через 𝑆 обозначена величина, приближенно полученная из
(7), (9) при 𝛼→ 0.

Отметим, что приведенный результат 𝑞 ∼ 1
|𝛼| , 𝑇 ∼ 1

|𝛼| является достаточно
общим и справедлив для точных решений рассматриваемого класса, опира-
ющихся на выражение (6) и приведенных в [12]. Таким образом, происходит
качественное изменение процесса переноса концентрации 𝑐(1)1 (𝑡), обусловлен-
ное значительным возрастанием температуры в формуле (14) — независимо
от параметров, входящих в формулу (15), и величины энергетического ба-
рьера 𝑈 , экспоненциальная зависимость для концентрации в (17) и (20) при-
нимает вид exp(−𝜈0(𝑐02 − 𝑐01)𝑡). Таким образом, происходит переход в режим,
когда скорость реакции практически не зависит от температуры (в пределе
𝛼 → 0 данный результат получается точно). В этом режиме массоперенос
происходит наиболее быстро. Полагая, что 99 % от скорости реакции, не за-
висящей от температуры, можно считать скоростью при отсутствии барьера
𝑈 , из закона Аррениуса можно получить, что температура при этом долж-
на быть приближенно равна 𝑇+ ≈ 99.602𝑈/𝑅𝑔. Соответствующую плотность
теплового источника можно оценить по формуле

𝑞+ ≈ 99.602𝑈

𝑆1𝑅𝑔
− −𝑇 (1)

0

𝑆1
,

где

𝑆1 =
6𝜒𝑡𝜒

𝑐
(1)
𝑝 𝜌(1)

∞∑︁
𝑛=1

𝜓𝑛(𝜏𝑘)𝜙𝑛

𝑦4𝑛𝑏
2

(︀
1− 𝑦𝑛𝑏 ctg(𝑦𝑛𝑏)

)︀
.

Важным также представляется рассмотрение перехода концентрации че-
рез границу раздела. Поскольку среда внешней области является непоглоща-
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ющей, скорость реакции, которая способствует распространению концентра-
ции из области (1) в область (2), зависит от плотности теплового источника 𝑞.
Как показано выше, параметр нелинейности непосредственно влияет на эту
величину и через температуру — на скорость реакции (12), (17), (19). Боль-
шие значения параметра 𝛼 приводят к увеличению энергетического барьера.
Это, в свою очередь, приводит к тому, что основная часть концентрации 𝑐(2)1
некоторое время находится вблизи границы раздела (возникает барьерный
эффект для распространения концентрации), а затем она постепенно диф-
фундирует далее. Такой концентрационный барьер, в свою очередь, влияет
и на электродинамические характеристики внешней области. При уменьше-
нии 𝛼 во внешней области (так же, как и во внутренней) происходит переход
от активационного к независящему от температуры режиму реакции.

Другим механизмом, переводящим активационный режим реакции в ре-
жим, который не зависит от температуры, является возникновение электро-
магнитного резонанса. Резонанс возникает при равенстве нулю знаменателей
коэффициентов в решении

−→
𝐸 ′

1 (решение представляет собой ряд, знаменате-
ли членов которого зависят от 𝑅1 и 𝑚1). При этом также происходит каче-
ственное изменение зависимости 𝑐

(1)
1 (𝑡) вследствие значительного возраста-

ния температуры в выражении (17). Как и в первом рассмотренном механиз-
ме, экспоненциальная зависимость для указанной концентрации принимает
вид exp(−𝜈0(𝑐02− 𝑐01)𝑡) . Из вышеизложенного следует, что параметр электро-
динамической нелинейности и размер внутренней области 𝑅1 могут являться
управляющими параметрами для массопереноса в рассматриваемой системе.
В том числе, от их значений может зависеть режим, в котором происходит
распространение концентрации.
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Abstract

The paper deals with a model of two-component mass transfer in an
inhomogeneous spherical system. A model of two-component mass transfer in
an inhomogeneous spherical system occurring in a nonlinear electromagnetic
field is investigated. It is shown that the concentration in the inner region,
at the boundary of the regions, as well as the concentration that crossed the
border and got into the second region, depend on the nonlinearity parameter
of the electrodynamic problem.
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