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Аннотация

Поиск методами численного моделирования оптимальных по демп-
фирующим свойствам конструкций связан, как правило, с большим объ-
емом вычислений. В то же время использование для этой цели механиче-
ской задачи о собственных колебаниях конструкции позволяет оценить
ее демпфирующие свойства вне зависимости от внешних силовых и ки-
нематических воздействий, тем самым существенно уменьшив вычисли-
тельные затраты. Результатом решения задачи о собственных колеба-
ниях кусочно-однородных вязкоупругих тел являются комплексные соб-
ственные частоты колебаний, действительная часть которых представ-
ляет собой частоту, а мнимая — показатель демпфирования (скорость
затухания). Механическое поведение вязкоупругого материала описыва-
ется линейной теорией Больцмана—Вольтерра, в рамках которой мож-
но представить механические характеристики вязкоупругого материала
в форме комплексных динамических модулей: модуля сдвига и модуля
объемного сжатия. Как правило, данные характеристики зависят от ча-
стоты внешнего воздействия. В данной работе представлен алгоритм,
позволяющий получить численное решение задачи о собственных коле-
баниях в случае, когда характеристики вязкоупругого материала явля-
ются функциями частоты. Алгоритм основан на использовании возмож-
ностей пакета прикладных программ ANSYS, а также на методе Мюлле-
ра, позволяющем эффективно решать частичную алгебраическую про-
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блему комплексных собственных значений. Работоспособность и эффек-
тивность предложенного алгоритма продемонстрированы на примере
двухслойной консольно защемленной пластинки, один слой которой вы-
полнен из упругого материала, а другой — из вязкоупругого. Достовер-
ность полученных результатов подтверждается сравнением собственных
частот колебаний, определенных решением задачи о собственных коле-
баниях такого рода конструкций, с резонансными частотами на ампли-
тудно-частотных характеристиках перемещений из решения задачи об
установившихся вынужденных колебаниях в пакете прикладных про-
грамм ANSYS.

Ключевые слова: вязкоупругость, комплексные динамические моду-
ли, собственные колебания, комплексные собственные частоты, вынуж-
денные установившиеся колебания, резонансные частоты.
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Принятие: 28 февраля 2022 г. / Публикация онлайн: 31 марта 2022 г.

Введение. Демпфирующая способность материала играет важную роль
в динамическом поведении конструкций. Она приводит к затуханию свобод-
ных колебаний и существенному снижению резонансных амплитуд перемеще-
ний и напряжений при установившихся вынужденных колебаниях [1]. Коли-
чественная оценка диссипативных свойств объектов может основываться на
результатах решения двух задач. Первая из них связана с рассмотрением сво-
бодных колебаний. При этом диссипация системы проявляется в затухании
колебаний, а скорость затухания является количественной оценкой диссипа-
тивных свойств системы. Вторая задача связана с рассмотрением вынужден-
ных установившихся колебаний. При этом диссипативные свойства системы
проявляются в ограничении резонансных амплитуд.

Поиск методами численного моделирования оптимальных по демпфирую-
щим свойствам конструкций связан с большим объемом вычислений. С одной
стороны, необходимо исследовать в заданном диапазоне параметры, позволя-
ющие управлять демпфирующими свойствами. С другой стороны, требуется
при каждой комбинации этих параметров проанализировать поведение ис-
следуемого объекта в определенном спектре динамических воздействий. При
рассмотрении свободных колебаний это связано с необходимостью решения
динамических задач при различных начальных условиях, а в задаче о вы-
нужденных колебаниях — с построением решений при различных частотах
возмущающих воздействий. Последнее обстоятельство значительно услож-
няет получение оптимальных по демпфирующим свойствам конструкций.

В связи с этим в рамках рассматриваемой проблемы представляет ин-
терес постановка механической задачи о собственных колебаниях системы,
позволяющая оценить демпфирующие свойства вне зависимости от внешних
силовых и кинематических воздействий.

Многие прикладные задачи механики связаны с анализом различных сред,
проявляющих зависимость напряжений и деформаций от истории изменения
во времени внешних силовых, кинематических, температурных и прочих воз-
действий.

Демпфирующие свойства конструкции можно определить, основываясь
на учете временного фактора в рамках теорий сплошной среды наследствен-
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ного вида: вязкого сопротивления Максвелла, вязкого трения Кельвина—
Фойгта, наследственности Больцмана—Вольтерра, реологической модели Пой-
тинга—Томсона, термодиффузионной теории Зинера и других [2]. Формули-
ровка общего вида и конкретизация соотношений для изотропных, анизотроп-
ных и неоднородных материалов, развитие общих методов вязкоупругости
содержатся в фундаментальных монографиях А. А. Ильюшина и Б. Е. По-
бедри [2], Ю. Н. Работнова [3, 4], Н. Х. Арутюняна [5, 6], И. И. Бугакова [7],
В. Г. Карнаухова [8], М. А. Колтунова [9], В. В. Москвитина [10], А. Р. Ржа-
ницына [11, 12], Д. Бленда [13], Р. Кристенсена [14], Дж. Ферри [15] и других.
Моделям, содержащим дробные производные и другие операторы дробного
порядка, посвящены обзоры [16] и [17], в которых рассмотрено 337 и 250 работ
соответственно.

Наиболее типичными представителями такого рода материалов являются
полимерные и композиционные материалы, горные породы, бетонные и же-
лезобетонные конструкции. Здесь использовалась наиболее общая линейная
теория Больцмана—Вольтерра, отражающая практически все особенности
квазистатического и динамического поведения вязкоупругих материалов [18–
20]. Использование соотношений данной теории в задачах о собственных или
вынужденных установившихся колебаниях позволяет осуществить переход
к описанию материальных характеристик в терминах комплексных динами-
ческих модулей. В этом случае определяющие соотношения будут иметь точ-
но такой же вид, как и для упругого материала, но при этом коэффициенты,
определяющие связь между компонентами тензоров напряжений и деформа-
ций, будут являться комплексными величинами.

Решением задачи о собственных колебаниях кусочно-однородных вязко-
упругих тел в приведенной постановке являются комплексные собственные
частоты колебаний, действительная часть которых определяет частоту, а мни-
мая — показатель демпфирования (скорость затухания).

Использование комплексных динамических модулей в задачах о вынуж-
денных установившихся колебаниях существенно упрощает процесс получе-
ния их решений как аналитическими [21–23], так и численными методами,
в частности методом конечных элементов [21, 22, 24, 25]. Более того, исполь-
зуемые в данном случае комплексные величины модулей могут быть получе-
ны из экспериментов напрямую [26], что является большим преимуществом
данного подхода при использовании в практических приложениях. На сего-
дняшний день процедуры численного решения задач о вынужденных устано-
вившихся колебаниях реализованы во многих пакетах конечно-элементного
анализа, в том числе в ANSYS.

Однако при рассмотрении собственных колебаний использование подхода
к описанию материальных характеристик на основе комплексных динамиче-
ских модулей имеет ряд особенностей, приводящих к тому, что процесс полу-
чения решения такого рода задач является достаточно нетривиальным. В том
числе это объясняется тем, что для большинства известных вязкоупругих ма-
териалов наблюдается ярко выраженная зависимость материальных свойств
от частоты внешнего возбуждения [22, 26–32]. Так, как упоминается в [22],
у механических свойств резиноподобных материалов можно выделить два
разных уровня демпфирования: материалы с низким демпфированием, у ко-
торых динамический модуль и коэффициент демпфирования (обычно со зна-
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чением порядка 0.1) медленно меняются при изменении частоты колебаний,
что позволяет рассматривать их как константы в диапазоне частот, обычно
вызывающих проблемы с вибрацией конструкции, и материалы с высоким
демпфированием, у которых как динамический модуль, так и коэффициент
демпфирования значительно зависят от частоты. В последнем случае наблю-
дается переходная зона, в которой динамический модуль очень быстро растет
с частотой, а коэффициент демпфирования велик (обычно со значениями по-
рядка 1) и может медленно или быстро изменяться в зависимости от частоты.

Как отмечается в работе [27], на примере материала типа «ПДИ», кото-
рый является механическим аналогом (имитатором) твердого ракетного топ-
лива и представляет собой высоконаполненную полимерную композицию [10],
экспериментально показано, что динамический модуль является монотонно
возрастающей функцией логарифма частоты нагружения и в частотном диа-
пазоне от 0 до 200 Гц с увеличением частоты увеличивается более чем в 5 раз.

В этой связи крайне важной оказывается необходимость учета частотной
зависимости материальных характеристик при численном решении задач как
о собственных, так и о вынужденных установившихся колебаниях. Но ес-
ли в случае вынужденных установившихся колебаний данная особенность не
приводит к дополнительным сложностям при получении решения, то при рас-
смотрении собственных колебаний учет частотной зависимости комплексных
динамических модулей требует разработки специальных методов и подходов.
Отчасти именно этим можно объяснить отсутствие в современных коммерче-
ских пакетах программ реализованных процедур получения численного реше-
ния задач о собственных колебаниях для вязкоупругих материалов, свойства
которых описываются комплексными динамическими модулями, компоненты
которых зависят от частоты.

Численная реализация задачи о собственных колебаниях кусочно-одно-
родных вязкоупругих систем приводит к алгебраической проблеме действи-
тельных или комплексных собственных значений. При использовании дис-
кретных численных методов, в частности метода конечных элементов, име-
ет смысл решать лишь частичную проблему собственных значений, так как
такие задачи, как правило, сводятся к алгебраической задаче большой раз-
мерности. Данное обстоятельство определяет требование к алгоритму, состо-
ящее в том, что собственные значения должны находиться строго в порядке
их возрастания, при этом алгоритм должен обеспечить возможность решения
алгебраической проблемы комплексных собственных значений.

Данным условиям наилучшим образом удовлетворяет метод Мюллера,
который является основой представленного в данной работе способа реше-
ния задачи о собственных колебаниях вязкоупругих конструкций с учетом
частотной зависимости комплексных динамических модулей, описывающих
вязкоупругие свойства материала конструкции. Метод Мюллера, варианты
выбора начальных приближений для решения алгебраической проблемы дей-
ствительных или комплексных собственных значений подробно рассмотрены
в работах [33, 34].

Метод Мюллера зарекомендовал себя как весьма универсальный и подхо-
дящий для решения широкого класса спектральных задач, сводящихся к ал-
гебраическим проблемам на комплексные собственные значения [35–40]. Бо-
лее того, стоит отметить, что данный метод позволяет получить решения
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задач, в характеристические уравнения которых искомый параметр входит
сложным образом (различного рода степенные зависимости, обратная зави-
симость и т.д.) [38–40]. Однако несмотря на все описанные выше особенности,
использовать метод Мюллера напрямую для решения задачи о собственных
колебаниях с учетом зависимости механических характеристик вязкоупруго-
го материала от частоты оказалось невозможно.

Как это демонстрируется далее, компоненты комплексных динамических
модулей, будучи функциями частоты внешнего возбуждения, в задачах о соб-
ственных колебаниях являются функциями только вещественной компонен-
ты искомого характеристического параметра — комплексной собственной ча-
стоты колебаний. Поскольку характеристическое уравнение составляется от-
носительно комплексной собственной частоты (с учетом действительной
и мнимой частей), то для корректного учета частотной зависимости ком-
плексных модулей от частоты требуется разработка специальных методов,
которые позволят получить решение задачи на собственные значения, для
которой коэффициенты характеристического уравнения являются функция-
ми только действительной части характеристического параметра.

В данной работе представлен вариант алгоритма определения комплекс-
ных собственных частот колебаний кусочно-однородных вязкоупругих тел,
выполненных из материалов с частотно-зависимыми характеристиками. Он
является дальнейшим развитием подходов к построению численных решений
задачи о собственных колебаниях кусочно-однородных упругих или вязко-
упругих тел, развиваемых под руководством В. П. Матвеенко [19, 20]. Ра-
ботоспособность и эффективность предложенного метода продемонстрирова-
ны на примере двухслойной консольно защемленной пластинки, один слой
которой выполнен из упругого материала, а другой — из вязкоупругого. До-
стоверность полученных результатов подтверждается сравнением собствен-
ных частот колебаний, определенных решением задачи о собственных коле-
баниях такого рода конструкций, с резонансными частотами на амплитудно-
частотных характеристиках перемещений, полученных решением задачи об
установившихся вынужденных колебаниях в пакете прикладных программ
ANSYS.

1. Математическая постановка задач о собственных и вынужден-
ных установившихся колебаниях кусочно-однородных вязкоупру-
гих тел. Особенности математической постановки задачи о собственных ко-
лебаниях кусочно-однородных тел, имеющих в своем составе элементы, вы-
полненные из вязкоупругого материала, механическое поведение которого
описывается линейной наследственной теорией вязкоупругости с учетом за-
висимости механических характеристик от частоты внешнего воздействия,
приводят к необходимости разработки специальных подходов к построению
численных решений на основе метода конечных элементов. Для этого вос-
пользуемся способом, сформулированным ранее в работах [18–20].

Движение однородных упругих или вязкоупругих элементов тела описы-
вается вариационным уравнением, сформулированным на основе соотноше-
ний линейной теории упругости или вязкоупругости с использованием прин-
ципа виртуальных работ, имеющим вид
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𝑁∑︁
𝑛=1

∫︁
𝑉 𝑛
1

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌𝑛𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖 − 𝑓𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉+

+
𝑀∑︁

𝑚=1

∫︁
𝑉 𝑚
2

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌𝑚𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖 − 𝑓𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 −
∫︁
𝑆𝜎

𝑝𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑆 = 0. (1)

В случае кусочно-однородного тела объемом 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 часть объема
𝑉1 состоит из 𝑁 упругих элементов, а часть объема 𝑉2 — из 𝑀 вязкоупругих
элементов. В уравнение (1) входят компоненты: 𝜎𝑖𝑗 — симметричного тензора
напряжений Коши; 𝜀𝑖𝑗 = 1

2(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)— симметричного тензора деформаций;
𝑢𝑖 — вектора перемещений; 𝑓𝑖 — вектора объемных усилий; вектора поверх-
ностных усилий 𝑝𝑖, заданных на 𝑆𝜎 — части поверхности кусочно-однородно-
го тела объемом 𝑉 ; 𝜌𝑛, 𝜌𝑚 — удельные плотности упругих и вязкоупругих
частей кусочно-однородного тела.

Упругие и вязкоупругие слои идеально скреплены между собой. На по-
верхности, ограничивающей объем рассматриваемого кусочно-однородного
тела, заданы кинематические и силовые граничные условия:

𝑢 = 𝑈𝑖 на 𝑆𝑢, 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑝𝑖 на 𝑆𝜎, (2)

где 𝑛𝑗 — компоненты вектора внешней нормали к поверхности 𝑆𝜎, 𝑆𝑢 — часть
поверхности кусочно-однородного тела объемом 𝑉 , на которой заданы кине-
матические граничные условия.

Граничные условия определяются следующим образом:
– при рассмотрении собственных колебаний компоненты вектора поверх-

ностных усилий и вектора перемещений принимают нулевые значения:
𝑈𝑖 = 0, 𝑝𝑖 = 0;

– в случае вынужденных установившихся колебаний компоненты векто-
ров перемещений и поверхностных усилий изменяются по гармониче-
скому закону: 𝑈𝑖 = 𝑈0

𝑖 cosΩ𝑡, 𝑝𝑖 = 𝑝0𝑖 cosΩ𝑡.
Для упругих составляющих объема 𝑉1 при малых деформациях выполня-

ются физические соотношения для изотропного [2, 41]

𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 = 2𝐺(𝑛)
(︁
𝜀𝑖𝑗 −

1

3
𝜃𝛿𝑖𝑗

)︁
, 𝜎 = 𝐵(𝑛)𝜃 (3)

или анизотропного материалов [2, 41]

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶
(𝑛)
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙. (4)

Здесь 𝐺(𝑛), 𝐵(𝑛) — упругие сдвиговые и объемные модули, 𝜎— среднее напря-
жение, 𝜃— объемная деформация, 𝐶(𝑛)

𝑖𝑗𝑘𝑙 — компоненты тензора упругих кон-
стант анизотропного тела.

Для вязкоупругих частей рассматриваемого тела выполняются соотноше-
ния линейной вязкоупругости для изотропного материала [2–20]:

𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 = 2𝐺
(𝑚)
0

(︂
𝑒𝑖𝑗 −

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑡− 𝜏)𝑒𝑖𝑗(𝜏)𝑑𝜏

)︂
,

𝜎 = 𝐵
(𝑚)
0

(︂
𝜃 −

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑡− 𝜏)𝜃(𝜏)𝑑𝜏

)︂
.

(5)

98



Применение метода Мюллера для определения собственных частот колебаний . . .

Здесь 𝐺(𝑚)
0 , 𝐵(𝑚)

0 — мгновенные сдвиговые и объемные модули; 𝑠𝑖𝑗 , 𝑒𝑖𝑗 — ком-
поненты девиаторов тензоров напряжений и деформаций; 𝐹 (𝑚), 𝐻(𝑚) — ядра
релаксации.

В рамках данной работы будут рассматриваться как собственные, так
и вынужденные колебания кусочно-однородного вязкоупругого тела. В слу-
чае вынужденных колебаний решение задачи, описываемой уравнением (1),
будет отыскиваться в виде

�̄�(�̄�, 𝑡) = 𝑢0(�̄�)e
𝑖Ω𝑡. (6)

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях вязкоупругих тел. В этом
случае граничные условия являются однородными, и в записи принципа воз-
можных перемещений останутся только слагаемые, учитывающие работу внут-
ренних напряжений и инерционных сил. В этом случае решение задачи будет
отыскиваться как

�̄�(�̄�, 𝑡) = 𝑢0(�̄�)e
𝑖𝜔𝑡. (7)

В выражениях (6), (7) �̄�(�̄�, 𝑡)— обобщенный вектор состояния; 𝑢0(�̄�)— век-
тор перемещений, зависящий только от пространственных координат (форма
колебаний); Ω— частота внешнего возбуждения; 𝜔 = 𝜔Re+ 𝑖𝜔Im комплексная
собственная частота колебаний, в которой действительная часть 𝜔Re является
круговой собственной частотой колебаний, а мнимая часть 𝜔Im характеризует
скорость их затухания.

Переход к описанию вязкоупругих свойств материала в терминах ком-
плексных динамических модулей в задачах о собственных и вынужденных
установившихся колебаниях требует некоторых математических преобразо-
ваний. При вынужденных установившихся колебаниях нижний предел инте-
грирования в соотношениях (5) заменяется на −∞ [20]. После подстановки
решения (7) в (5), замены переменной 𝑠 = 𝑡 − 𝜏 (𝜏 = 𝑡 − 𝑠, 𝑑𝜏 = 𝑑𝑠) и со-
ответствующих математических преобразований уравнения, определяющие
связь между компонентами тензоров напряжений и деформаций, в случае
изотропного материала принимают следующий вид:

𝑠0𝑖𝑗 = 2𝐺
(𝑚)
0 𝑒0𝑖𝑗(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝜎0 = 𝐵
(𝑚)
0 𝜃0(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
.

Далее вводятся следующие обозначения, которые определяют действи-
тельную и мнимую компоненты комплексных динамических модулей сдвига
и объемного сжатия [18–20]:

𝐺
(𝑚)
Re = 𝐺

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝐺
(𝑚)
Im = 𝐺

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠, (8)

𝐵
(𝑚)
Re = 𝐵

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
,
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𝐵
(𝑚)
Im = 𝐵

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠.

С учетом (8) определяющие соотношения (5) для вынужденных установив-
шихся колебаний можно переписать в следующем виде:

𝑠𝑖𝑗 = 2�̃�(𝑚)𝑒𝑖𝑗 , �̄� = �̃�(𝑚)𝜃, (9)

где �̃�(𝑚) = 𝐺
(𝑚)
Re + 𝑖𝐺

(𝑚)
Im , �̃�(𝑚) = 𝐵

(𝑚)
Re + 𝑖𝐵

(𝑚)
Im .

Аналогичные математические преобразования можно осуществить и для
задачи о собственных колебаниях. Для этого необходимо подставить в (7) вы-
ражение для комплексной собственной частоты 𝜔 = 𝜔Re + 𝑖𝜔Im. В результате
с учетом этой подстановки искомое решение задачи о собственных колебани-
ях примет следующий вид:

�̄�(�̄�, 𝑡) = �̄�0(�̄�)e
𝑖𝜔Re𝑡e−𝜔Im𝑡.

Однако для получения конечного вида определяющих соотношений в слу-
чае собственных колебаний вводятся два допущения [18–20]:

– колебания происходят с медленно меняющимися амплитудами;
– начальные возмущения не влияют на поведение системы.

Первое допущение позволяет вынести из-под знака интеграла e−𝜔Im𝑡. Второе
допущение позволяет изменить нижний предел интегрирования на −∞. По-
дробное обоснование сделанных предположений содержится в работах [19, 20].

Осуществив математические преобразования, аналогичные тем, что были
проделаны для случая вынужденных установившихся колебаний, мы полу-
чаем физические уравнения в виде

𝑠0𝑖𝑗 = 2𝐺
(𝑚)
0 𝑒0𝑖𝑗(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝜎0 = 𝐵
(𝑚)
0 𝜃0(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
.

Далее вводятся обозначения для компонент комплексных модулей, анало-
гичные (8):

𝐺
(𝑚)
Re = 𝐺

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝐺
(𝑚)
Im = 𝐺

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠,

𝐵
(𝑚)
Re = 𝐵

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝐵
(𝑚)
Im = 𝐵

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠,

(10)

которые определяют действительную и мнимую части комплексного дина-
мического модуля. Соотношения (4) для задачи о собственных колебаниях
примут вид

𝑠𝑖𝑗 ≈ 2�̃�(𝑚)𝑒𝑖𝑗 , �̄� ≈ �̃�(𝑚)𝜃, (11)
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где �̃�(𝑚) = 𝐺
(𝑚)
Re + 𝑖𝐺

(𝑚)
Im , �̃�(𝑚) = 𝐵

(𝑚)
Re + 𝑖𝐵

(𝑚)
Im .

Здесь следует отметить, что соотношения (9) выполняются точно, а (11) —
приближенно. Анализ соотношений (8) и (10) позволяет сделать вывод о том,
что с точки зрения физического смысла данные соотношения эквивалентны.
Тем не менее данные соотношения имеют существенное отличие, состоящее в
том, что в общем случае выражения (8) являются функциями вещественно-
го параметра Ω, а выражения (10) — функциями действительной части 𝜔Re

комплексной собственной частоты 𝜔 = 𝜔Re + 𝑖𝜔Im. Данная особенность при-
водит к тому, что процесс построения алгоритма численного решения задач
о собственных колебаниях методом конечных элементов (МКЭ) оказывается
крайне нетривиальной задачей.

2. Численная реализация задач о собственных и о вынужденных
установившихся колебаниях вязкоупругих тел с частотно-зависи-
мыми модулями методом конечных элементов. Решение сформулиро-
ванных выше вариационных задач о собственных и о вынужденных устано-
вившихся колебаниях вязкоупругих тел с частотно-зависимыми комплексны-
ми динамическими модулями может быть осуществлено методом конечных
элементов (МКЭ). Типовые процедуры МКЭ приводят рассматриваемые за-
дачи к системам линейных алгебраических уравнений, которые могут быть
записаны в матричной форме (12) или (13) для соответствующих задач:(︀

[𝐾]− 𝜔2[𝑀 ]
)︀
{𝜉} = {0}, (12)

(︀
[𝐾]− Ω2[𝑀 ]

)︀
{𝜉} = {𝐹}, (13)

где [𝐾]— глобальная матрица жесткости, [𝑀 ]— глобальная матрица масс,
{𝜉}— вектор узловых неизвестных, {𝐹}— глобальный вектор узловых нагру-
зок.

В случае кусочно-однородного вязкоупругого тела, состоящего из упругих
и вязкоупругих частей, глобальную матрицу жесткости в уравнениях (12)–
(13) можно представить в виде суммы упругой [𝐾elast] и вязкоупругой [𝐾vis]
составляющих:

[𝐾] = [𝐾vis] + [𝐾elast].

В свою очередь, в случае изотропного материала для вязкоупругих ком-
понент рассматриваемого кусочно-однородного тела матрицу жесткости вяз-
коупругой части, согласно соотношениям (8), (9) и (10), (11), можно предста-
вить в виде (14), воспользовавшись алгоритмом, приведенным в [35]:

[𝐾vis] = �̃�[𝐾𝐵] + �̃�[𝐾𝐺], (14)

в котором комплексные динамические модули �̃�, �̃� в общем случае явля-
ются либо функциями частоты внешнего возбуждения Ω (при рассмотрении
вынужденных установившихся колебаний), либо функциями действительной
части комплексной собственной частоты 𝜔Re (в случае анализа собственных
колебаний). С учетом введенных обозначений матричные уравнения (12)–(13)
можно переписать в следующем виде:(︀

[𝐾elast] + �̃�[𝐾𝐵](𝜔Re) + �̃�[𝐾𝐺](𝜔Re)− 𝜔2[𝑀 ]
)︀
{𝜉} = {0}, (15)
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(︀
[𝐾elast] + �̃�[𝐾𝐵](Ω) + �̃�[𝐾𝐺](Ω)− Ω2[𝑀 ]

)︀
{𝜉} = {𝐹}. (16)

Здесь выражение �̃�[𝐾𝐺] + �̃�[𝐾𝐵] описывает вязкоупругую часть рассматри-
ваемого кусочно-однородного тела объемом 𝑉2, [𝐾𝐵], [𝐾𝐺]— объемная и сдви-
говая компоненты матрицы жесткости вязкоупругой части.

При рассмотрении задачи о вынужденных установившихся колебаниях,
описываемой матричным уравнением (16), ее решение в виде значений со-
ставляющих вектора узловых неизвестных {𝜉} для любого заданного значе-
ния частоты колебаний Ω отыскивается путем решения системы линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) при помощи любого известного метода.
В частности, для решения данной задачи могут быть использованы коммер-
ческие пакеты прикладных программ, например ANSYS.

На сегодняшний день возможности данного пакета позволяют решать за-
дачи о вынужденных установившихся колебаниях в приведенной выше по-
становке. При этом в рамках данного пакета существует несколько вариан-
тов задания значений комплексных динамических модулей. Более подробную
информацию о возможностях пакета ANSYS для решения задач о вынужден-
ных установившихся колебаниях систем с вязкоупругими элементами, мате-
риальные свойства которых описываются комплексными модулями, можно
найти в [42].

Однако в случае рассмотрения собственных колебаний получить решение
задачи, описываемой матричным уравнением (15), в виде значений комплекс-
ных собственных частот 𝜔 = 𝜔Re+𝑖𝜔Im и форм колебаний {𝜉} = {𝜉Re}+𝑖{𝜉Im}
оказывается весьма затруднительно. Согласно определению, условием суще-
ствования нетривиального решения {𝜉} ≠ {0} для СЛАУ, описываемой мат-
ричным уравнением (15), является равенство нулю определителя матрицы
коэффициентов системы:

𝐷 =
(︀
[𝐾elast] + �̃�[𝐾𝐵] + �̃�[𝐾𝐺]− 𝜔2[𝑀 ]

)︀
= 0.

Таким образом, мы получили алгебраическую проблему комплексных соб-
ственных значений для матрицы

[︀
�̃�[𝐾𝐺] + �̃�[𝐾𝐵] + [𝐾elast]− 𝜔2[𝑀 ]

]︀
.

При выборе метода решения алгебраической проблемы собственных зна-
чений необходимо учитывать большую размерность СЛАУ и возможность ре-
шения частичной алгебраической проблемы комплексных собственных значе-
ний. Следует отметить, что для рассматриваемой задачи, описываемой мат-
ричным уравнением (15), имеет смысл решать только частичную проблему
собственных значений, то есть определять не весь спектр собственных ча-
стот, а только какую-либо его часть. Последнее обстоятельство выдвигает
жесткое условие, состоящее в том, что собственные значения должны быть
гарантированно определены либо в заданном интервале, либо в требуемой по-
следовательности, например, в порядке возрастания действительных частей
в случае комплексных собственных значений.

Исследования динамического поведения конструкций в настоящее время
активно проводятся с помощью алгоритмов, в той или иной мере реализован-
ных в коммерческих пакетах программ инженерных расчетов, реализующих
метод конечных элементов (MatLab, ANSYS, Abaqus, MSC NASTRAN и т.д.).
Однако решение задачи о собственных колебаниях вязкоупругих конструк-
ций, материал которых описывается наследственной теорией вязкоупругости
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на основе комплексных динамических модулей, изменяющихся независимо
друг от друга, стандартными методами в пакете ANSYS невозможно.

Процедура численного решения задачи о собственных колебаниях для
систем, содержащих элементы, выполненные из материалов, свойства кото-
рых описываются комплексными динамическими модулями как с частотно-
зависимыми, так и с частотно-независимыми характеристиками, до сих пор
в ANSYS не реализована, что приводит к необходимости разработки специа-
лизированных численных алгоритмов ее решения.

Для случая, когда составляющие комплексных динамических модулей
сдвига и объемного сжатия не зависят от частоты колебаний, т.е. являют-
ся постоянными �̃� = const, �̃� = const (например, на ограниченном участке
рассматриваемого частотного диапазона), разработан алгоритм численного
решения задачи о собственных колебаниях, построенный на использовании
возможностей пакета ANSYS, которые дают возможность записывать гло-
бальные ансамблированные матрицы жесткости и масс, позволяющие сфор-
мировать уравнение вида (15).

Для решения алгебраической проблемы собственных значений для мат-
риц с постоянными коэффициентами в рамках данного алгоритма исполь-
зуется метод Мюллера с различными сценариями выбора начальных при-
ближений [33, 34]. В результате решения проблемы собственных значений
методом Мюллера получается спектр комплексных собственных частот коле-
баний вязкоупругой конструкции с частотно-независимыми характеристика-
ми материала. Так как в общем случае характеристики вязкоупругого мате-
риала зависят от частоты колебаний внешнего воздействия, коэффициенты
матрицы жесткости также являются переменными величинами функциями
частоты, и напрямую воспользоваться каким-либо методом для решения ча-
стичной алгебраической проблемы комплексных собственных значений (16)
не представляется возможным. Авторам не удалось найти в литературе све-
дений о способах решения данной проблемы для наиболее общих и широко
применяемых для большого класса материалов моделей вязкоупругости. При
этом необходимо отметить, что предлагаемый авторами алгоритм является
универсальным и подходящим для решения модальных задач при использо-
вании различных моделей вязкоупругости, в том числе и моделей, содержа-
щих дробные производные и другие операторы дробного порядка [16, 17].

В научной литературе [21, 22, 26–32, 43, 44] приводятся различные вари-
анты графических зависимостей составляющих комплексного динамического
модуля от частоты колебаний. Традиционно такого рода зависимости моду-
лей сдвига и объемного сжатия определяются экспериментально на основе
метода динамического механического анализа (ДМА), и строятся они в за-
висимости от частоты внешнего возбуждения. При переходе к задаче о соб-
ственных колебаниях данные зависимости будут являться уже функциями
действительной части комплексной собственной частоты 𝜔Re (15), которая
имеет смысл круговой собственной частоты колебаний. Однако 𝜔Re является
лишь компонентой искомой комплексной собственной частоты 𝜔 = 𝜔Re+𝑖𝜔Im,
что приводит к дополнительным сложностям при реализации численного ре-
шения рассматриваемой задачи. Очевидно, что в общем случае собственные
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значения матрицы[︀
�̃�(𝜔Re)[𝐾𝐺] + �̃�(𝜔Re)[𝐾𝐵] + [𝐾elast]− 𝜔2[𝑀 ]

]︀
будут отличаться от собственных значений матрицы[︀

�̃�(𝜔)[𝐾𝐺] + �̃�(𝜔)[𝐾𝐵] + [𝐾elast]− 𝜔2[𝑀 ]
]︀
.

Данный факт приводит к необходимости разработки специального алго-
ритма, позволяющего корректно учитывать частотные зависимости свойств
вязкоупругого материала конструкции как функций только действительной
части комплексной собственной частоты колебаний.

3. Алгоритм определения значений собственных частот колеба-
ний кусочно-однородных вязкоупругих тел, выполненных из мате-
риалов с частотно-зависимыми характеристиками. Основой алгорит-
ма является методика расчета собственных частот колебаний систем с вязко-
упругими элементами, характеристики которых не зависят от частоты, пред-
ложенная в работе [35]. Она построена на использовании возможностей паке-
та ANSYS, позволяющих осуществлять запись глобальных ансамблирован-
ных матриц жесткости и масс, и метода Мюллера [33], который позволяет
определять искомые комплексные собственные значения матриц, т.е. ком-
плексные собственные частоты колебаний.

Для простоты и наглядности процесс построения алгоритма численно-
го решения задачи о собственных колебаниях для конструкций, содержащих
элементы из частотно-зависимых вязкоупругих материалов, будет рассмот-
рен на примере изотропного вязкоупругого материла, который характеризу-
ется четырьмя компонентами комплексных динамических модулей: 𝐺Re, 𝐺Im,
𝐵Re, 𝐵Im.

Пусть для каждой составляющей комплексного динамического модуля из-
вестна ее графическая зависимость от частоты внешнего воздействия Ω, ана-
логичная представленным на рис. 1, из которых видно, что каждому 𝑖-тому
значению частоты внешнего воздействия Ω𝑖 соответствует единственно воз-
можный набор значений компонент комплексных динамических модулей 𝐺(𝑖)

Re,
𝐺

(𝑖)
Im, 𝐵(𝑖)

Re, 𝐵
(𝑖)
Im.

Зная значения компонент комплексных динамических модулей 𝐺(𝑖)
Re, 𝐺

(𝑖)
Im,

𝐵
(𝑖)
Re, 𝐵

(𝑖)
Im, снятых с графика, можно определить значения комплексных соб-

ственных частот колебаний {𝜔}⊤𝑖 = {𝜔Re}⊤𝑖 + 𝑖{𝜔Im}⊤𝑖 , соответствующих этим
значениям материальных характеристик. Фигурные скобки в данном случае
обозначают вектор-столбцы, содержащие значения комплексных собствен-
ных частот колебаний, соответствующих набору материальных констант 𝐺(𝑖)

Re,
𝐺

(𝑖)
Im, 𝐵(𝑖)

Re, 𝐵
(𝑖)
Im, полученных для 𝑖-того значения частоты внешнего воздей-

ствия Ω𝑖. Таким образом, полученный вектор-столбец {𝜔}⊤𝑖 = {𝜔Re}⊤𝑖 +𝑖{𝜔Im}⊤𝑖
определяет спектр собственных частот колебаний, полученный для 𝑖-того на-
бора значений компонент комплексных динамических модулей.

Если вычислить {𝜔}⊤𝑖 для (𝑛) наборов материальных констант, то можно
построить зависимость действительных 𝜔Re и мнимых 𝜔Im частей комплекс-
ных собственных частот колебаний от значений компонент комплексных ди-
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Рис. 1. Графические зависимости компонент комплексных ди-
намических модулей от частоты внешнего воздействия

[Figure 1. Graphical relations between components of complex
dynamic moduli and frequency of external excitation]

намических модулей. Обозначим эти зависимости как 𝜔Re(Ω) и 𝜔Im(Ω). При
этом параметр Ω, обозначающий частоту внешнего возбуждения, определя-
ет соответствующий этой частоте набор материальных характеристик 𝐺Re,
𝐺Im, 𝐵Re, 𝐵Im. Таким образом, зависимости 𝜔Re(Ω) и 𝜔Im(Ω) есть зависимости
𝜔Re(𝐺Re, 𝐺Im, 𝐵Re, 𝐵Im) и 𝜔Im(𝐺Re, 𝐺Im, 𝐵Re, 𝐵Im).

В момент резонанса значение частоты внешнего возбуждения совпадает
со значением собственной частоты колебаний объекта. При этом в случае,
когда собственные частоты колебаний являются комплексными, резонанс на-
ступает при совпадении со значением частоты внешнего возбуждения зна-
чения действительной части комплексной собственной частоты 𝜔Re. Данное
условие можно выразить следующим образом:

𝜔Re = Ω. (17)

Для определения значений действительных частей комплексных собствен-
ных частот колебаний на график зависимости значений действительных ча-
стей выбранных мод колебаний от частоты внешнего возбуждения (рис. 2, a)
наносится прямая линия под углом 45∘ к оси абсцисс, графически обозна-
чающая выполнение условия (17). Ордината точки пересечения этой прямой
с каждой кривой, соответствующей определенной моде колебаний, дает зна-
чение действительной части комплексной собственной частоты для данной
моды (рис. 3, a).

После определения значений действительных частей комплексных соб-
ственных частот колебаний определяются соответствующие им значения мни-
мых частей. Для этого на график зависимости мнимых частей выбранных
мод колебаний от частоты внешнего возбуждения (рис. 2, b) наносятся пря-
мые, параллельные оси ординат, которые пересекают ось абсцисс в точках,
соответствующих условию (17). Пересечение каждой из этих прямых с кри-
вой мнимой части для соответствующей моды даст значение мнимой части
комплексной собственной частоты колебаний (рис. 3, b).
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Рис. 2. Зависимости действительных 𝜔Re (a) и мнимых частей 𝜔Im (b) комплексных соб-
ственных частот колебаний от значений компонент комплексных динамических модулей
[Figure 2. Relations between real parts 𝜔Re (a) and imaginary parts 𝜔Im (b) of complex natural

vibration frequency and values of component of complex dynamic moduli]

Рис. 3. Методика определения значений действительных 𝜔Re (a) и мнимых частей 𝜔Im (b)
комплексных собственных частот колебаний

[Figure 3. A technique for determining values of real parts 𝜔Re (a) and imaginary parts 𝜔Im (b)
of complex natural vibration frequencies]
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Таким образом, применение описанных выше вычислительно-графических
процедур позволяет определить значения обеих компонент комплексных соб-
ственных частот колебаний кусочно-однородного вязкоупругого тела, содер-
жащего элементы из вязкоупругих материалов с частотно-зависимыми ха-
рактеристиками.

4. Апробация и верификация алгоритма. Продемонстрируем пред-
лагаемый алгоритм определения комплексных собственных частот колебаний
вязкоупругой конструкции с частотно-зависимыми характеристиками мате-
риала на примере двухслойной консольно защемленной пластинки, представ-
ленной на рис. 4. Один слой пластинки с размерами 𝑙𝑝 = 𝑙𝑣 = 210 мм,
𝑏𝑝 = 𝑏𝑣 = 26 мм, ℎ𝑝 = ℎ𝑣 = 0.6 мм выполнен из упругого материала (обоз-
начен голубым цветом на рис. 4), а второй — из вязкоупругого (обозначен
желтым цветом). Физико-механические характеристики упругого слоя следу-
ющие: модуль Юнга 𝐸 = 2 ·1011 Па, коэффициент Пуассона 𝜈 = 0.3, удельная
плотность 𝜌 = 7800 кг/м3.

Пусть свойства вязкоупругого материала в диапазоне частот внешнего
воздействия от 0 до 500 Гц изменяются так, как представлено на рис. 5.
Данные зависимости качественно отражают один из возможных вариантов
поведения компонент частотно-зависимых комплексных динамических моду-
лей [21, 45] и выбраны исключительно для демонстрации работоспособности
и эффективности предлагаемого алгоритма.

Диапазон изменения составляющих комплексных динамических модулей
лежит в следующих пределах: 𝐺Re = 1.5 · 109 ÷ 1.26 · 1010 Па, 𝐺Im = 0.2𝐺Re,
𝐵Re = 7.45 · 1010 ÷ 6.26 · 1011 Па. Мнимая часть комплексного модуля объем-
ного сжатия принята равной нулю 𝐵Im = 0. Удельная плотность материала
вязкоупругого слоя равна 𝜌𝑣 = 1200 кг/м3.

Воспользуемся решением задачи о вынужденных установившихся колеба-
ниях вязкоупругой конструкции, в составе которой есть элемент, выполнен-
ный из материала с частотно-зависимыми свойствами, для проверки правиль-

Рис. 4. Расчетная схема конструкции (онлайн в цвете)
[Figure 4 (color online). Computational scheme of the structure]
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ности определения спектра собственных частот колебаний такого рода объ-
екта. Эта задача решена с помощью стандартных процедур, реализованных
в ANSYS, при этом свойства вязкоупругого материала, описанные кривыми,
представленными на рис. 5, задавались таблично в зависимости от частоты
внешнего воздействия в рамках выбранного диапазона.

Комплексные собственные частоты колебаний, полученные на основе ре-
шения задачи о собственных колебаниях, и резонансные частоты, определен-
ные на амплитудно-частотных характеристиках (АЧХ) в результате реше-
ния задачи о вынужденных установившихся колебаниях в пакете прикладных
программ ANSYS, сравниваются с полученными по предлагаемому алгорит-
му действительными составляющими собственных частот конструкции.

Рассмотрим вынужденные установившиеся колебания кусочно-однород-
ных вязкоупругих тел, свойства которых описываются частотно-зависимыми
комплексными динамическими модулями. При анализе вынужденных уста-
новившихся колебаний были рассмотрены оба варианта зависимости компо-
нент комплексных динамических модулей от частоты (возрастающие с ростом
частоты и убывающие), представленные на рис. 5. Возбуждение колебаний
осуществлялось путем приложения к защемленному концу пластины вектора
перемещений 𝑈0 = {𝑈𝑥, 𝑈𝑦, 𝑈𝑧} = {1, 1, 1} мм.

На рис. 6 приведены первые 6 мод колебаний с указанием точки съема
информации о компонентах вектора перемещений на данной моде (рис. 6, a);
полученные амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) модуля вектора
перемещений |𝑈𝑠𝑢𝑚| =

√︁
𝑈2
𝑥 + 𝑈2

𝑦 + 𝑈2
𝑧 , отнесенных к модулю вектора воз-

буждающего усилия |𝑈0| =
√︁
𝑈2
𝑥 + 𝑈2

𝑦 + 𝑈2
𝑧 для первых шести мод в рамках

выбранного диапазона частот внешнего воздействия (рис. 6, b, c).
На рис. 6, b приведены результаты, полученные для компонент комплекс-

Рис. 5. Графические зависимости компонент комплексных динамических модулей от ча-
стоты внешнего воздействия: возрастающие (a) и убывающие (b)

[Figure 5. Graphical relations of components of complex dynamic moduli and frequency of
external excitation: increasing (a) and decreasing (b)]
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Modes of vibrations Frequency response plots

a b c

Рис. 6. Первые шесть мод колебаний пластинки (a) и амплитудно-частотные характери-
стики |𝑈sum|/|𝑈0|, полученные для возрастающих (b) или убывающих (c) с ростом частоты

внешнего воздействия компонент комплексного динамического модуля
[Figure 6. The first six modes of vibrations of the plate (a) and frequency
response plots of |𝑈sum|/|𝑈0| obtained for increasing (b) and decreasing (c) components

of complex dynamic moduli]

ных динамических модулей вязкоупругого материала, возрастающих с ро-
стом частоты внешнего воздействия, а на рис. 6, c — для убывающих. Значе-
ния компонент вектора перемещений снимались в точке 𝐴 (рис. 6, a). Стоит
отметить, что для гарантированной регистрации крутильной (№ 3, рис. 6, a)
и планарной (№ 6, рис. 6, a) мод колебаний расположение точки 𝐴 отличается
от положения остальных точек съема АЧХ для изгибных мод колебаний. Это
объясняется тем, что величина перемещений на изгибных модах колебаний
существенно выше, чем на крутильных или планарных модах. В результате
при фиксации изгибных и, например, крутильных мод в одной и той же точке
при построении АЧХ резонанс крутильной моды может попадать на восхо-
дящую или нисходящую ветвь резонансной кривой изгибной моды и в силу
большой разницы в величине перемещений, будет на графике не виден. Пе-
ренос же точки съема информации позволяет его обнаружить.

Стоит отметить, что в случае убывающих с ростом частоты значений ком-
плексных модулей для рассматриваемой системы наблюдается смена порядка
чередования 5 и 6 форм колебаний. Так, для убывающих модулей мода, соот-
ветствующая значению 5-й собственной частоты 𝜔5 = 423.29 Гц, становится
изгибной, а мода, соответствующая 6-й собственной частоте 𝜔6 = 450.84 Гц, —
планарной. Тогда как для возрастающих модулей мода, соответствующая зна-
чению 5-й собственной частоты 𝜔5 = 460.20 Гц, является планарной, а мода,
соответствующая 6-й собственной частоте 𝜔5 = 499.32 Гц, — изгибной.

Пунктирной линией на рисунках 6, b и 6, c обозначены значения собствен-
ных частот колебаний, определенных по предложенному алгоритму.

В таблице приведено сравнение собственных частот колебаний конструк-
ции, в составе которой есть слой, выполненный из материала с частотно-за-
висимыми возрастающими или убывающими составляющими комплексных
динамических модулей. Для сравнения в столбцах 2 и 4 данной таблицы при-
ведены значения частот колебаний, соответствующих резонансным пикам на
АЧХ и полученных в результате решения задачи о вынужденных установив-
шихся колебаниях и представленных на рис. 6.
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Комплексные собственные частоты колебаний, определенные на основе предлагаемо-
го алгоритма, и резонансные частоты, определенные на основе задачи о вынужден-
ных колебаниях, решенной в ANSYS [Compex natural vibration frequencies detrmined
on the basis of the proposed algorithm and resonant frequencies determined on the basis

of forced steady-state vibration problem solved in ANSYS]

Incremental moduli Decreasing moduliModes of
ANSYS

Suggested
ANSYS

Suggestedvibrations
method method

1 11.33 11.34 + 𝑖 0.16 15.21 15.24 + 𝑖 0.72
2 77.11 77.09 + 𝑖 2.03 88.34 88.29 + 𝑖 3.63
3 203.66 206.26 + 𝑖 7.02 197.00 199.28 + 𝑖 5.97
4 239.95 239.99 + 𝑖 9.20 225.96 225.81 + 𝑖 7.19
5 460.26 460.20 + 𝑖 3.01 423.39 423.75 + 𝑖 11.14
6 499.32 499.36 + 𝑖 21.73 450.84 450.85 + 𝑖 1.22

Результаты, приведенные в таблице, свидетельствуют о том, что предла-
гаемый алгоритм нахождения спектра собственных комплексных частот ко-
лебаний с высокой степенью достоверности позволяет определить собствен-
ные частоты колебаний вязкоупругой конструкции, в составе которой есть
элементы с частотно-зависимыми свойствами.

Проверить численно определение показателей демпфирования (мнимых
частей комплексных собственных частот) в этом случае не представляется
возможным, поскольку решение задачи о вынужденных установившихся ко-
лебаниях такой информации не дает.

Стоит отметить, что при решении задачи о вынужденных установивших-
ся колебаниях результат решения зависит от вида нагружения, места прило-
жения возбуждающей нагрузки и места регистрации, а также анализа всех
компонент вектора перемещений. Этот факт частично отражен в результа-
тах, представленных на рис. 6. При некорректном выборе сочетания пара-
метров возбуждения и регистрации колебаний есть вероятность определить
не все возможные резонансные режимы и, соответственно, только часть ре-
зонансных частот. В этой связи важно правильно подобрать конфигурацию
указанных выше факторов для гарантированного определения всех значе-
ний собственных частот колебаний в выбранном частотном диапазоне. Эта
вероятность полностью исключается в предлагаемом алгоритме определения
спектра собственных комплексных частот колебаний, поскольку он построен
на основе решения задачи о собственных колебаниях, результаты решения
которой не зависят от способа возбуждения.

Сравнение значений действительных частей комплексных собственных
частот, определенных из решения задачи о собственных колебаниях, демон-
стрирует хорошее согласование со значениями резонансных частот, опреде-
ленных из решения задачи о вынужденных установившихся колебаниях в па-
кете прикладных программ ANSYS.

Поскольку предлагаемый алгоритм позволяет определить комплексные
собственные частоты колебаний, появляется возможность найти для каждой
моды колебаний и значения мнимых частей собственных частот, которые яв-
ляются количественной характеристикой демпфирующих свойств системы.
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Заключение. В работе предложен алгоритм численного решения задачи
о собственных колебаниях кусочно-однородных вязкоупругих конструкций
с учетом частотной зависимости характеристик вязкоупругого материала,
основанный на использовании возможностей пакета прикладных программ
ANSYS, позволяющих записывать глобальные ансамблированные матрицы
жесткости и масс, а также метода Мюллера для решения частичной пробле-
мы собственных значений для итогового разрешающего матричного уравне-
ния.

Эффективность предложенного алгоритма была продемонстрирована на
примере определения значений комплексных собственных частот колебаний
двухслойной консольно защемленной пластины, один слой которой выполнен
из упругого материала, а второй — из вязкоупругого материала с частотно-
зависимыми характеристиками. Достоверность полученных результатов под-
тверждается сравнением собственных частот колебаний, определенных реше-
нием задачи о собственных колебаниях такого рода конструкций, с резонанс-
ными частотами на амплитудно-частотных характеристиках перемещений из
решения задачи об установившихся вынужденных колебаниях в пакете при-
кладных программ ANSYS. Для демонстрации универсальности предложен-
ного алгоритма рассмотрено два варианта частотной зависимости материаль-
ных свойств вязкоупругого слоя.

Представленные результаты свидетельствуют о том, что разработанный
алгоритм является эффективным инструментом для анализа динамических
характеристик систем, содержащих элементы из вязкоупругих материалов,
в том числе с частотно-зависимыми материальными характеристиками, и мо-
жет являться основой для построения алгоритмов численной оптимизации
динамических характеристик различного рода объектов.
Конкурирующие интересы. Конфликты интересов отсутствуют. Номер лицен-
зии ANSYS в «ИМСС УрО РАН» № 1064623.
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An application of Mueller’s method for determining
eigenfrequencies of vibrations of viscoelastic bodies
with frequency-dependent characteristics of a material
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Abstract
A search for optimal damping properties of structures using methods of

numerical modelling is as a rule associated with a large number of com-
putations. Alongside this an application of mechanical problem of natural
vibrations of structures for this purpose allows estimating damping prop-
erties of structures regardless external force and kinematic impacts. This
fact leads to sufficient decrease in computational costs. The results of the
solution to the problem of natural vibrations of piecewise-homogeneous vis-
coelastic bodies are complex natural vibration frequencies, the real part of
which is a frequency of vibrations and imaginary part is damping index (rate
of vibration damping). A mechanical behavior of a viscoelastic material is
described by the linear theory of Boltzman–Volterra. Within the frameworks
of this theory mechanical properties of a viscoelastic material can be repre-
sented as complex dynamic moduli (shear modulus and bulk modulus). As a
rule, these properties depend on frequency of external excitation. In current
paper an algorithm which allows obtaining solution to the problem on nat-
ural vibrations, in case when components of complex dynamic moduli are
frequency-dependent, is represented. The algorithm is based on using capa-
bilities of the ANSYS software package and also the Mueller’s method which
allows solving partial problem of complex eigenvalues. An efficiency and pro-
ductivity of the algorithm is demonstrated on the example of a two-layered
cantilever plate. One layer of the plate is made of an elastic material and
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the second one is made of a viscoelastic material. Reliability of the obtained
results is proved by comparison natural vibration frequencies obtained as a
result of solution to the problem of natural vibrations and resonant frequen-
cies at frequency response plots of the displacements obtained as a result of
solution to the problem of forced steady-state vibrations using the ANSYS
software package.

Keywords: viscoelasticity, complex dynamic moduli, natural vibrations,
complex eigenfrequencies, forced steady-state vibrations, resonance frequen-
cies.
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