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Аннотация

Рассматривается задача математического моделирования процесса
идентификации коэффициентов уравнения в частных производных в
моделях конвективно-диффузионного переноса по результатам зашум-
ленных измерений значений искомой функции с применением нового
метода, относящегося к классу рекуррентных методов параметрической
идентификации на основе алгоритмов оптимальной дискретной филь-
трации калмановского типа. Рассматриваются одномерные модели с по-
стоянными коэффициентами, граничными условиями первого рода или
смешанными граничными условиями первого и третьего рода.

Предлагаемый метод решения задачи основан на переходе от исход-
ной непрерывной модели с уравнением в частных производных к модели,
описываемой линейной дискретной динамической системой в простран-
стве состояний, и применении к ней метода максимального правдоподо-
бия с построением критерия идентификации (функции правдоподобия)
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Математическое моделирование процесса параметрической идентификации моделей. . .

на основе величин, вычисляемых SVD-модификацией фильтра Калма-
на. Данный фильтр основан на сингулярном разложении ковариацион-
ной матрицы ошибок оценивания вектора состояния и устойчиво рабо-
тает даже в тех случаях, когда она близка к вырожденной. SVD-фильтр
хорошо зарекомендовал себя при решении различных задач дискретной
фильтрации и параметрической идентификации и обладает целым ря-
дом преимуществ по сравнению с традиционно используемым стандарт-
ным фильтром Калмана, главным из которых является устойчивость
к ошибкам машинного округления.

Приводятся результаты компьютерного моделирования процессов па-
раметрической идентификации в системе MATLAB с использованием
специализированного программного комплекса. Результаты численных
экспериментов подтверждают работоспособность предложенного мето-
да и его преимущества по сравнению с аналогичным методом на основе
стандартного фильтра Калмана.

Ключевые слова: модель конвективно-диффузионного переноса, па-
раметрическая идентификация, фильтр Калмана, SVD-фильтр.

Получение: 3 августа 2021 г. / Исправление: 7 декабря 2021 г. /
Принятие: 21 декабря 2021 г. / Публикация онлайн: 28 декабря 2021 г.

Введение и постановка задачи. Математические модели, описывае-
мые уравнениями в частных производных, в частности, модели конвективно-
диффузионного переноса, широко используются для описания природных
и технических процессов [1, 2]. Для данных моделей актуальными являются
задачи идентификации их параметров по результатам измерений значений
искомой функции в отдельных точках рассматриваемой области. Такие зада-
чи относятся к обратными задачам математической физики и в общем случае
являются некорректно поставленными [3].

В ряде работ (см., например, [4–9] для решения задач параметрической
идентификации моделей, описываемых уравнениями в частных производных,
предложено использовать рекуррентные методы, основанные на алгоритмах
дискретной фильтрации калмановского типа. Такой подход обладает рядом
преимуществ, например для систем, работающих в реальном времени, одна-
ко следует заметить, что эффективность реализации рекуррентных методов
параметрической идентификации может существенно зависеть от выбора со-
ответствующих алгоритмов оптимальной дискретной фильтрации, посколь-
ку недостатки классического фильтра Калмана, в частности неустойчивость
к ошибкам машинного округления, широко известны и описаны в литера-
туре [10]. В связи с этим актуальными являются вопросы разработки алго-
ритмов параметрической идентификации на основе численно эффективных
модификаций фильтра Калмана.

Пусть дана математическая модель конвективно-диффузионного перено-
са, описываемая следующими уравнениями:

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐

𝜕2𝑥
, (1)

𝑐(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), (2)
𝑐(𝑎, 𝑡) = 𝑓(𝑡), (3)
𝑐(𝑏, 𝑡) = 𝑔(𝑡), (4)
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или
𝜕𝑐(𝑏, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝜆[𝑐(𝑏, 𝑡)− 𝑔(𝑡)], (5)

где 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]— пространственная координата; 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]— время; 𝑐(𝑥, 𝑡)— иско-
мая функция, например концентрация некоторого вещества в потоке жидко-
сти в точке с координатой 𝑥 в момент времени 𝑡; 𝑣— скорость конвекции; 𝛼—
коэффициент диффузии; (2) — начальное условие; (3), (4), (5) — граничные
условия. Таким образом, рассматриваются модели либо с граничными усло-
виями первого рода, либо со смешанными граничными условиями первого
и третьего рода.

Рассмотрим задачу параметрической идентификации, состоящую в опре-
делении коэффициентов 𝑣 и 𝛼 в уравнении (1) по результатам зашумленных
измерений значений функции 𝑐(𝑥, 𝑡) в отдельных точках рассматриваемого
отрезка в различные моменты времени (функции 𝜙(𝑥), 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) и коэф-
фициентов 𝜆, входящих в начальное и граничные условия предполагаются
известными).

Данная задача ранее исследовалась авторами в работах [11–13], однако
в них использовались методы идентификации на основе стандартного филь-
тра Калмана. Основной целью данной статьи является разработка нового ме-
тода параметрической идентификации для моделей конвективно-диффузион-
ного переноса на основе SVD-модификации фильтра Калмана и исследование
его преимуществ по сравнению со стандартным фильтром с применением ме-
тодов и средств компьютерного моделирования.

1. Дискретизация исходной модели. Перейдем от исходной непре-
рывной модели к дискретной модели, описываемой линейной динамической
системой в пространстве состояний. Следуя [12,13], зададим в рассматривае-
мой пространственно-временной области конечно-разностную сетку {(𝑥𝑖, 𝑡𝑘) |
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝐾}, где

𝑥𝑖 = 𝑎+ 𝑖Δ𝑥, 𝑡𝑘 = 𝑘Δ𝑡, Δ𝑥 =
𝑏− 𝑎

𝑁 − 1
, Δ𝑡 =

𝑇

𝐾 − 1
.

Обозначим 𝑐𝑘𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖, 𝑡𝑘), 𝑐0𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖, 0) = 𝜙(𝑥𝑖), 𝑓𝑘 = 𝑓(𝑡𝑘), 𝑔𝑘 = 𝑔(𝑡𝑘). Заменяя
частные производные в уравнении (1) их конечно-разностными аппроксима-
циями, в случае граничных условий (3), (4) получаем дискретную линейную
динамическую систему⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑛−2

𝑐𝑘𝑛−1

𝑐𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎3 0 . . . 0 0 0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0
0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0
0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 0 𝑎1 𝑎2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐹𝑘−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑛−2

𝑐𝑘−1
𝑛−1

𝑐𝑘−1
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘−1

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0
0 0
0 0
. . . . . .
0 0
0 0
0 𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐵𝑘−1

[︂
𝑓𝑘−1

𝑔𝑘−1

]︂
⏟  ⏞  
𝑢𝑘−1

,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾, (6)
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а в случае граничных условий (3), (5) —⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑛−2

𝑐𝑘𝑛−1

𝑐𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎3 0 . . . 0 0 0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0
0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0
0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐹𝑘−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑛−2

𝑐𝑘−1
𝑛−1

𝑐𝑘−1
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝑐𝑘−1

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0
0 0
0 0
. . . . . .
0 0
0 0
0 𝑎5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐵𝑘−1

[︂
𝑓𝑘−1

𝑔𝑘

]︂
⏟  ⏞  
𝑢𝑘−1

,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾. (7)

Системы (6) и (7) являются дискретными линейными динамическими си-
стемами, в которых граничные условия входят в двумерный вектор входных
воздействий 𝑢𝑘. Коэффициенты в матрицах обеих систем имеют следующий
вид:

𝑎1 = 𝑟1 + 𝑟2, 𝑎2 = 1− 2𝑟2, 𝑎3 = 𝑟2 − 𝑟1, 𝑎4 =
1

1 + 𝜆Δ𝑥
, 𝑎5 =

𝜆Δ𝑥

1 + 𝜆Δ𝑥
,

где

𝑟1 =
𝑣Δ𝑡

2Δ𝑥
, 𝑟2 =

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
,

а сами матрицы являются постоянными (𝐹𝑘 = 𝐹 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵𝑘 = 𝐵 ∈ R𝑛×2).
В системе (6) 𝑛 = 𝑁−1— вектор состояния 𝑐𝑘 состоит из всех внутренних

узлов пространственной сетки, а в системе (7) 𝑛 = 𝑁 — вектор состояния 𝑐𝑘
состоит из всех внутренних узлов пространственной сетки и правой границы.

2. Выбор структуры измерителя. Добавим к уравнениям (6) и (7)
модель измерителя в следующем виде:⎡⎢⎢⎢⎣

𝑧𝑘1
𝑧𝑘2
...
𝑧𝑘𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ = 𝐻

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
...
𝑐𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜉𝑘1
𝜉𝑘2
...
𝜉𝑘𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾, (8)

где 𝐻 ∈ R𝑚×𝑛 — матрица измерений, определяющая структуру измерителя;
𝑚— количество измеряемых компонент вектора состояния 𝑐𝑘; 𝜉𝑘 ∈ R𝑚 — по-
грешность измерителя. Очевидным выбором является 𝐻 = 𝐼, где 𝐼 — единич-
ная матрица. Однако это решение избыточное, поскольку единичная матрица
означает наличие 𝑛 сенсоров для сбора данных измерений.

Обозначим через 𝜃 неизвестный (в общем случае векторный) параметр
линейной динамической системы (6) или (7), подлежащий идентификации.
Поставим задачу выбора структуры измерителя с минимальным количеством
сенсоров, при которой обеспечивается существование и единственность стаци-
онарного оптимального дискретного фильтра Калмана при истинном значе-
нии параметра 𝜃 [14]. Достаточным условием является полная наблюдаемость
линейной динамической системы. Данное условие накладывает ограничения
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на область определения 𝐷(𝜃) параметра 𝜃, а также на возможность реализа-
ции процесса параметрической идентификации.

Для проверки условия полной наблюдаемости необходимо вычислить ранг
матрицы наблюдаемости [15]

ℳ𝐷𝑇𝐼 =
[︀
𝐻⊤ (𝐻𝐹 )⊤ (𝐻𝐹 2)⊤ . . . (𝐻𝐹𝑛−1)⊤

]︀⊤
,

который должен быть равен 𝑛 (размеру вектора состояния 𝑐𝑘).
Следовательно, для решения задачи выбора подходящей структуры из-

мерителя необходимо найти такую матрицу с минимальным количеством
сенсоров, для которой rank ℳ𝐷𝑇𝐼 = 𝑛.

В [16] проведен анализ полной наблюдаемости модели (6) и решена за-
дача выбора структуры измерителя для 𝑛 = 5. Доказано, что при выборе
матрицы 𝐻 в виде

𝐻 =

[︂
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

]︂
модель (6), (8) является полностью наблюдаемой при условии, что коэффи-
циенты 𝑎1 и 𝑎3 в модели (6) не равны нулю. Можно показать, что и в общем
случае при выборе матрицы 𝐻 в виде

𝐻 =

[︂
𝑒⊤𝑖
𝑒⊤𝑗

]︂
,

где 𝑖 ̸= 𝑗 и строка 𝑒⊤𝑖 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (единица на 𝑖-м месте), модель
(6), (8) является полностью наблюдаемой при условии, что коэффициенты 𝑎1
и 𝑎3 в модели (6) не равны нулю.

Аналогичные результаты получаются для модели (7). Таким образом, для
идентификации параметра 𝜃 в моделях (6) и (7) достаточно всего лишь двух
сенсоров для сбора данных измерений.

3. Описание процесса параметрической идентификации. Предпо-
ложим, что характеристики шума в измерителе известны, а шаги простран-
ственно-временной сетки Δ𝑥 и Δ𝑡 заданы, тогда неизвестными параметрами
дискретных моделей (6) и (7), подлежащими идентификации, являются ско-
рость конвекции 𝑣 и коэффициент диффузии 𝛼, от которых зависят коэффи-
циенты 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, входящие в элементы матриц 𝐹 и 𝐵.

Дискретные модели (6), (7) с моделью измерителя (8) в общем виде можно
записать как {︂

𝑐𝑘 = 𝐹 (𝜃)𝑐𝑘−1 +𝐵(𝜃)𝑢𝑘−1,
𝑧𝑘 = 𝐻𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾,

(9)

где 𝜃 = (𝑣, 𝛼)⊤ ∈ R2, 𝑐𝑘 ∈ R𝑛 — вектор состояния, 𝑢𝑘 ∈ R2 — вектор входных
воздействий, 𝑧𝑘 ∈ R𝑚 — вектор измерений. Предположим, что погрешность
измерителя 𝜉𝑘 ∈ R𝑚 является гауссовым белым шумом с нулевым математи-
ческим ожиданием и ковариационной матрицей 𝑅 > 0. Матрицы моделей (6)
и (7) 𝐹 (𝜃) ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵(𝜃) ∈ R𝑛×2, зависят от параметра 𝜃.

Рассмотрим задачу параметрической идентификации модели (9) по до-
ступным данным с целью оценки неизвестного (векторного) параметра 𝜃. За-
дача параметрической идентификации заключается в нахождении неизвест-
ного параметра 𝜃 по известным входным сигналам 𝑈𝐾−1

0 = {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝐾−1}
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и выходным данным измерений 𝑍𝐾
1 = {𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝐾} в соответствии с вы-

бранным критерием качества идентификации 𝒥 (𝜃;𝑍𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ). В этом случае

задача оценки неизвестного параметра требует решения задачи нелинейного
программирования

𝜃min = argmin
𝜃∈𝐷(𝜃)

𝒥 (𝜃;𝑍𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ), (10)

где 𝐷(𝜃) ⊆ R2 — область определения параметра 𝜃.
Одним из известных и наиболее популярных методов решения задачи па-

раметрической идентификации является метод максимального правдоподо-
бия [17], который заключается в отыскании экстремума функции правдоподо-
бия. Для решения данной задачи можно использовать различные численные
методы — градиентный метод, метод Ньютона, метаэвристические методы оп-
тимизации (например генетический алгоритм или метод имитации отжига) и
др. [18]. Готовые программные реализации данных методов, как правило, тре-
буют от пользователя задания начального значения параметра 𝜃, ограниче-
ний на переменные и описания целевой функции. Вопрос выбора конкретно-
го численного метода оптимизации также может быть предметом отдельного
исследования.

В качестве целевой функции для реализации процедуры параметрической
идентификации выберем критерий идентификации (10) в виде отрицательной
логарифмической функции правдоподобия [17]

𝒥𝐾𝐹_𝐿𝑅(𝜃;𝑍
𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ) =

=
𝐾𝑚

2
ln(2𝜋) +

1

2

𝐾∑︁
𝑘=1

{︀
ln[det(Σ𝜈,𝑘(𝜃))] + 𝜈⊤𝑘 (𝜃)Σ

−1
𝜈,𝑘(𝜃)𝜈𝑘(𝜃)

}︀
, (11)

где вектор невязки измерений 𝜈𝑘(𝜃) и его ковариационную матрицу

Σ𝜈,𝑘(𝜃) = 𝐸
{︀
𝜈𝑘(𝜃)𝜈

⊤
𝑘 (𝜃)

}︀
при заданных значениях параметра 𝜃 вычисляют по известным уравнениям
фильтра Калмана [10].

Алгоритм 1 (Стандартный фильтр Калмана для модели (9)).
¬ Начальные данные.

Положить 𝑐0|0 = 𝑐0 и 𝑃0|0 = Π0, где 𝑐0 — начальное значение оценки векто-
ра состояния, Π0 > 0— начальное значение ковариационной матрицы ошибки
оценивания.

­ Рекуррентно обновлять величины (𝑘 > 0):

I. Экстраполяция.
I.1. Вычислить матрицу ковариации ошибки оценки

𝑃𝑘+1 = 𝐹𝑃𝑘|𝑘𝐹
⊤.

I.2. Найти оценку вектора состояния 𝑐𝑘+1 = 𝐹𝑐𝑘|𝑘 +𝐵𝑢𝑘.
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II. Фильтрация.
II.1. Вычислить матрицу Калмана

𝐾𝑘+1 = 𝑃𝑘+1𝐻
⊤Σ−1

𝜈,𝑘+1, где Σ𝜈,𝑘+1 = 𝑅+𝐻𝑃𝑘+1𝐻
⊤.

II.2. Найти оценку вектора состояния

𝑐𝑘+1|𝑘+1 = 𝑐𝑘+1 +𝐾𝑘+1𝜈𝑘+1, где 𝜈𝑘+1 = 𝑧𝑘+1 −𝐻𝑐𝑘+1.

II.3. Вычислить матрицу ковариации ошибки оценки

𝑃𝑘+1|𝑘+1 = 𝑃𝑘+1 −𝐾𝑘+1𝐻𝑃𝑘+1.

® Конец.
Отметим, что решение задачи параметрической идентификации парамет-

ра 𝜃 = (𝑣, 𝛼)⊤ для дискретной модели (6) методом максимального правдо-
подобия на основе стандартного фильтра Калмана получено в [13]. Решение
задачи численной идентификации скорости конвекции в модели конвективно-
диффузионного переноса с помощью метаэвристических алгоритмов рассмот-
рено в [11] также с применением стандартного алгоритма Калмана.

Как уже было отмечено ранее, основной целью данной работы является
разработка нового метода параметрической идентификации модели конвек-
тивно-диффузионного переноса, обладающего улучшенными вычислитель-
ными свойствами. Хорошо известно, что стандартная реализация фильтра
(алгоритм 1) является неустойчивой по отношению к ошибкам машинного
округления (см., например, подробный анализ и обсуждение в [10]). Для по-
вышения точности оценки вектора состояния вместо стандартного фильтра
Калмана предпочтительнее использовать его численно устойчивые модифи-
кации [19].

4. Идентификация параметров дискретной модели с применени-
ем SVD-фильтра Калмана. В данной работе мы предлагаем новый подход
к идентификации параметров дискретных моделей конвективно-диффузион-
ного переноса на основе численно устойчивого SVD-фильтра Калмана.

Рассмотрим SVD-факторизацию [20, теорема 1.1.6]. Любую матрицу 𝐴 ∈
C𝑚×𝑛 ранга 𝑟 можно представить в виде

𝐴 = 𝒲 Σ𝒱 *, Σ =

[︂
𝑆 0
0 0

]︂
∈ C𝑚×𝑛, 𝑆 = diag{𝜎1, . . . , 𝜎𝑟},

где 𝒲 ∈ C𝑚×𝑚, 𝒱 ∈ C𝑛×𝑛 — унитарные матрицы, 𝒱 * — означает сопряжен-
ную и транспонированную к 𝒱 , 𝑆 ∈ R𝑟×𝑟 — вещественная неотрицательная
диагональная матрица. Величины 𝜎1 > 𝜎2 > . . . > 𝜎𝑟 > 0 являются сингу-
лярными значениями матрицы 𝐴. Заметим, что если 𝑟 = 𝑛 и/или 𝑟 = 𝑚,
некоторые из нулевых подматриц в Σ отсутствуют.

Метод сингулярного разложения (или SVD-факторизация) известен как
наиболее точный метод факторизации матриц, особенно для матриц, близких
к вырожденным. Кроме того, сингулярное разложение существует для любой
матрицы, чего нельзя сказать, например, о разложении Холецкого. Поэтому
модификации фильтра Калмана на основе SVD-факторизации обладают та-
кой же улучшенной численной устойчивостью к ошибкам машинного округ-
ления, что и все известные квадратно-корневые модификации [10,19]. Кроме
того, SVD-фильтры имеют дополнительные преимущества, такие как:
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(1) все собственные значения матриц ковариации ошибок автоматически
вычисляются на каждом шаге работы алгоритма фильтрации и могут
использоваться для автоматического анализа и/или сокращения исход-
ной модели;

(2) информационные матрицы (обратные к ковариационным) легко вычис-
ляются путем инверсии диагональных факторов в SVD-разложении, что
создает элегантный способ построения алгоритмов информационного
типа и фильтров смешанного типа с автоматическим переключением
с ковариационного режима фильтрации на информационный.

Насколько известно авторам данной статьи, впервые идею построения
численно устойчивой модификации фильтра Калмана с применением син-
гулярного разложения предложили Ошман и Бар–Ицхак [21]. Авторы назва-
ли свой вариант SVD-фильтра как 𝑉 -Λ-фильтр. Для реализации алгоритма
необходимо выполнить как SVD-разложение, так и разложение Холецкого,
а также минимум три операции матричного обращения. Затем Ошманом бы-
ла предложена информационная форма 𝑉 -Λ-фильтра [22]. В [23] 𝑉 -Λ-фильтр
был применен для решения задачи параметрической идентификации линей-
ной дискретной стохастической системы.

Позднее другие авторы предложили свои варианты SVD-фильтра, соот-
ветствующие стандартному фильтру Калмана [24] и расширенному фильтру
Калмана [25]. Указанные модификации во многом схожи с 𝑉 -Λ-фильтром.
Ограничением их применения является требование положительной опреде-
ленности матриц ковариации шумов в объекте и измерителе на каждой ите-
рации работы алгоритма, поскольку в нем необходимо применять разложе-
ние Холецкого для вычисления квадратного корня ковариационной матрицы.
Также необходимо выполнить минимум три матричных обращения.

С целью устранения указанных недостатков предыдущих версий SVD-
фильтра в [26] авторами был предложен новый, улучшенный вариант SVD-
фильтра Калмана. Его отличие от других известных нам вариантов в том,
что данная модификация фильтра Калмана свободна от выполнения усло-
вий 𝑄𝑘 > 0 и 𝑅𝑘 > 0, требуемых как в стандартном фильтре Калмана, так и
во всех его квадратно-корневых модификациях [19]. Другим значимым пре-
имуществом указанной модификации является наличие всего лишь одного
обращения диагональной матрицы в уравнениях фильтра. Согласно [26], по
результатам сравнительного анализа данный вариант SVD-фильтра показал
наилучшие результаты в плане численной устойчивости к ошибкам машин-
ного округления на примере решения плохообусловленных задач.

Следует также отметить, что SVD-фильтр подтвердил свою эффектив-
ность при решении задач параметрической идентификации [27], задачи оцен-
ки состояния и параметров полета летательного аппарата [25], задачи калма-
новской фильтрации показаний инерциального измерительного модуля (IMU)
[28] и др.

Учитывая изложенное выше, в данной работе для построения процеду-
ры параметрической идентификации мы выбрали улучшенный вариант SVD-
фильтра [26].

Рассмотрим представление ковариационных матриц ошибок оценивания в
виде 𝑃𝑘 = Θ𝑃𝑘

𝐷𝑃𝑘
Θ⊤

𝑃𝑘
, где Θ𝑃𝑘

— ортогональная матрица и 𝐷𝑃𝑘
— диагональ-

ная матрица, содержащая сингулярные значения матрицы 𝑃𝑘. Уравнения
SVD-фильтра позволяют рекуррентно обновлять SVD-факторы {Θ𝑃𝑘

, 𝐷𝑃𝑘
}
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матрицы 𝑃𝑘 с помощью сингулярного разложения (процедуры SVD-факто-
ризации). Далее запишем уравнения SVD-фильтра с учетом модели (9).

Алгоритм 2 (SVD-фильтр для модели (9)).
¬ Начальные данные.
Выполнить SVD-разложение матриц Π0 = ΘΠ0𝐷Π0Θ

⊤
Π0

, 𝑅 = Θ𝑅𝐷𝑅Θ
⊤
𝑅.

Положить 𝑐0|0 = 𝑐0, Θ𝑃0|0 = ΘΠ0 , 𝐷
1/2
𝑃0|0

= 𝐷
1/2
Π0

.

­ Рекуррентно обновлять величины (𝑘 > 0):
I. Экстраполяция.
I.1. Выполнить SVD-разложение матрицы[︁

𝐷
1/2
𝑃𝑘|𝑘

Θ⊤
𝑃𝑘|𝑘

𝐹⊤
𝑘

]︁
= 𝒲𝑇𝑈

[︁
𝐷

1/2
𝑃𝑘+1

]︁
Θ⊤

𝑃𝑘+1
.

I.2. Получить SVD-факторы {Θ𝑃𝑘+1
, 𝐷𝑃𝑘+1

} матрицы 𝑃𝑘+1.
I.3. Найти оценку вектора состояния 𝑐𝑘+1 = 𝐹𝑐𝑘|𝑘 +𝐵𝑢𝑘.
II. Фильтрация.
II.1. Выполнить SVD-разложение матрицы[︃

𝐷
1/2
𝑅 Θ⊤

𝑅

𝐷
1/2
𝑃𝑘+1

Θ⊤
𝑃𝑘+1

𝐻⊤

]︃
= 𝒲

(1)
𝑀𝑈

[︃
𝐷

1/2
Σ𝜈,𝑘+1

0

]︃
Θ⊤

Σ𝜈,𝑘+1
.

II.2. Найти

𝐾̄𝑘+1 = 𝑃𝑘+1𝐻
⊤ΘΣ𝜈,𝑘+1

, 𝐾𝑘+1 = 𝐾̄𝑘+1𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘+1

Θ⊤
Σ𝜈,𝑘+1

.

II.3. Выполнить SVD-разложение матрицы[︃
𝐷

1/2
𝑃𝑘+1

Θ⊤
𝑃𝑘+1

(𝐼 −𝐾𝑘+1𝐻)⊤

𝐷
1/2
𝑅 Θ⊤

𝑅𝐾
⊤
𝑘+1

]︃
= 𝒲

(2)
𝑀𝑈

[︃
𝐷

1/2
𝑃𝑘+1|𝑘+1

0

]︃
Θ⊤

𝑃𝑘+1|𝑘+1
.

II.4. Получить SVD-факторы {Θ𝑃𝑘+1|𝑘+1
, 𝐷𝑃𝑘+1|𝑘+1

} матрицы 𝑃𝑘+1|𝑘+1.
II.5. Найти оценку вектора состояния 𝑐𝑘+1|𝑘+1 = 𝑐𝑘+1 + 𝐾̄𝑘+1𝐷

−1
Σ𝜈,𝑘+1

𝜈𝑘+1,
где 𝜈𝑘+1 = Θ⊤

Σ𝜈,𝑘+1
(𝑧𝑘+1 −𝐻𝑐𝑘+1).

® Конец.
Теперь для построения процедуры параметрической идентификации необ-

ходимо переписать выражение для вычисления логарифмической функции
правдоподобия (11) в терминах SVD-фильтра. Учитывая, что

det(Σ𝜈,𝑘) = det(𝐷Σ𝜈,𝑘
) и 𝜈⊤𝑘 Σ

−1
𝜈,𝑘𝜈𝑘 = 𝜈⊤𝑘 𝐷

−1
Σ𝜈,𝑘

𝜈𝑘,

запишем

𝒥𝑆𝑉 𝐷_𝐿𝑅(𝜃;𝑍
𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ) =

=
𝐾𝑚

2
ln(2𝜋) +

1

2

𝐾∑︁
𝑘=1

{︀
ln[det(𝐷Σ𝜈,𝑘

)] + 𝜈⊤𝑘 𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘

𝜈𝑘
}︀
, (12)
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где диагональная матрица 𝐷Σ𝜈,𝑘
и вектор 𝜈𝑘 доступны на каждом шаге ра-

боты алгоритма 2.

5. Численный анализ эффективности предложенного подхода.
Рассмотрим на численных примерах работоспособность и преимущества пред-
ложенного подхода. Пусть требуется идентифицировать параметры 𝑣 и 𝛼 сле-
дующей модели:

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐

𝜕2𝑥
, (13)

𝑐(𝑥, 0) = 0, (14)
𝑐(0, 𝑡) = 4𝑡| sin𝜋𝑡|, (15)

𝑐(1, 𝑡) = 𝑡, (16)

или
𝜕𝑐(1, 𝑡)

𝜕𝑥
= −[𝑐(1, 𝑡)− 𝑡], (17)

где 𝑐(𝑥, 𝑡)— концентрация вещества в одномерном потоке; 𝑥 ∈ [0; 1]; 𝑡 ∈ [0; 2];
начальное условие (14) соответствует концентрации вещества в начальный
момент времени; граничное условие (15) — периодическому изменению кон-
центрации вещества с возрастающей амплитудой на левом конце отрезка;
граничное условие (16) — линейному возрастанию концентрации вещества на
правом конце отрезка; граничное условие (17) — линейному возрастанию кон-
центрации вещества в окружающей среде на правом конце отрезка.

Пусть в уравнении (13) 𝑣 = 2, 𝛼 = 1. Процесс идентификации будем моде-
лировать в системе MATLAB при помощи специализированного программ-
ного комплекса авторской разработки. Зададим на отрезке [0; 1] простран-
ственную сетку c 6 узлами по оси 𝑂𝑥 (Δ𝑥 = 0.2). Шаг по оси 𝑂𝑡 выберем
из условия устойчивости конечно-разностной схемы: Δ𝑡 6 (Δ𝑥)2

2 = 0.02, что
соответствует 𝐾 = 101. Получим решения рассматриваемой задачи мето-
дом конечных разностей для различных комбинаций граничных условий. На
рис. 1 приведены графики соответствующих решений.

Рассмотрим процесс идентификации коэффициентов уравнения (13) по
результатам зашумленных измерений в узлах пространственной сетки, со-
ответствующих первой и последней компонентам вектора состояния. В этом
случае для задачи с граничными условиями (15), (16) измеритель будет иметь
вид [︂

𝑧𝑘1
𝑧𝑘2

]︂
=

[︂
1 0 0 0
0 0 0 1

]︂⎡⎢⎢⎣
𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
𝑐𝑘4

⎤⎥⎥⎦+

[︂
𝜉𝑘1
𝜉𝑘2

]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾,

а для задачи с граничными условиями (15), (17):

[︂
𝑧𝑘1
𝑧𝑘2

]︂
=

[︂
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

]︂⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
𝑐𝑘4
𝑐𝑘5

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+

[︂
𝜉𝑘1
𝜉𝑘2

]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾.
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a

b

Рис. 1. Графики решения задачи с граничными условиями (15), (16) (a)
и (15), (17) (b)

[Figure 1. Plots of solutions of problem with boundary conditions (15), (16)
(a) and (15), (17) (b)]

726



Математическое моделирование процесса параметрической идентификации моделей. . .

a

b

Рис. 2. Графики измерений для задачи с граничными условиями (15), (16) (a)
и (15), (17) (b)

[Figure 2. Plots of measurements for problem with boundary conditions (15), (16) (a)
and (15), (17) (b)]
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Таблица 1
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅0 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅0 and boundary

conditions (15), (16)]

Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

CKF 1.9951 0.9962 4.63 · 10−2 2.23 · 10−2 1.8242 1.8325
SVD 1.9951 0.9962 4.63 · 10−2 2.23 · 10−2 1.8242 1.8325

Таблица 2
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅0 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅0 and boundary

conditions (15), (17)]

Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

CKF 1.9996 0.9984 4.99 · 10−2 2.31 · 10−2 1.9539 1.8660
SVD 1.9996 0.9984 4.99 · 10−2 2.31 · 10−2 1.9539 1.8660

Таблица 3
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅1 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅1 and boundary

conditions (15), (16)]

𝛿 Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 4.55 · 10−6 2.34 · 10−6 1.80 · 10−4 1.80 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 4.55 · 10−6 2.34 · 10−6 1.80 · 10−4 1.85 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.09 · 10−7 5.91 · 10−5 5.78 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.10 · 10−7 5.91 · 10−5 5.78 · 10−5

10−12 CKF 2.0000 1.0000 5.09 · 10−7 1.94 · 10−7 1.99 · 10−5 1.56 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 5.09 · 10−7 1.94 · 10−7 1.99 · 10−5 1.55 · 10−5

10−13 CKF 2.0000 1.0000 1.65 · 10−7 6.73 · 10−8 6.60 · 10−6 5.40 · 10−6

SVD 2.0000 1.0000 1.65 · 10−7 6.74 · 10−8 6.60 · 10−6 5.40 · 10−6

10−14 CKF 2.0909 1.1295 3.72 · 10−1 2.45 · 10−1 13.3856 18.2959
SVD 2.0000 1.0000 4.95 · 10−8 2.44 · 10−8 2.00 · 10−6 1.97 · 10−6

10−15 CKF 2.4525 2.4007 4.92 · 10−1 1.4422 24.2181 141.0602
SVD 2.0000 1.0000 2.84 · 10−8 1.38 · 10−8 1.24 · 10−6 1.21 · 10−6

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 2.77 · 10−8 1.29 · 10−8 1.36 · 10−6 1.26 · 10−6
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Таблица 4
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅2 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅2 and boundary

conditions (15), (16)]

𝛿 Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 1.9998 1.0002 8.53 · 10−3 3.97 · 10−3 3.45 · 10−1 3.09 · 10−1

SVD 1.9998 1.0002 8.53 · 10−3 3.97 · 10−3 3.45 · 10−1 3.09 · 10−1

10−11 CKF 1.9996 1.0003 8.72 · 10−3 3.81 · 10−3 3.44 · 10−1 2.98 · 10−1

SVD 1.9996 1.0003 8.72 · 10−3 3.81 · 10−3 3.44 · 10−1 2.98 · 10−1

10−12 CKF 1.9998 1.0003 9.17 · 10−3 3.58 · 10−3 3.70 · 10−1 2.91 · 10−1

SVD 1.9999 1.0003 9.17 · 10−3 3.58 · 10−3 3.70 · 10−1 2.91 · 10−1

10−13 CKF 2.0008 0.9999 9.03 · 10−3 3.80 · 10−3 3.58 · 10−1 3.06 · 10−1

SVD 2.0008 0.9999 9.04 · 10−3 3.80 · 10−3 3.58 · 10−1 3.07 · 10−1

10−14 CKF 2.0011 1.1824 3.80 · 10−1 3.53 · 10−1 8.5127 18.6786
SVD 1.9998 1.0000 8.23 · 10−3 3.70 · 10−3 3.36 · 10−1 2.96 · 10−1

10−15 CKF 2.0556 1.2045 6.08 · 10−1 3.75 · 10−1 21.0730 23.0515
SVD 1.9998 1.0000 8.67 · 10−3 3.25 · 10−3 3.30 · 10−1 2.64 · 10−1

10−16 CKF 2.1827 1.2980 7.79 · 10−1 6.69 · 10−1 29.2086 41.3944
SVD 2.0002 1.0001 9.15 · 10−3 3.57 · 10−3 3.59 · 10−1 2.79 · 10−1

Таблица 5
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅3 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅3 and boundary

conditions (15), (16)]

𝛿 Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 5.88 · 10−6 2.97 · 10−6 2.40 · 10−4 2.40 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 4.79 · 10−6 2.97 · 10−6 2.40 · 10−4 2.40 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.67 · 10−6 9.22 · 10−7 6.49 · 10−5 7.50 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.67 · 10−6 9.21 · 10−7 6.48 · 10−5 7.49 · 10−5

10−12 CKF 2.0000 1.0000 5.63 · 10−7 2.94 · 10−7 2.25 · 10−5 2.41 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 5.63 · 10−7 2.94 · 10−7 2.25 · 10−5 2.42 · 10−5

10−13 CKF 2.0000 1.0000 2.04 · 10−7 9.85 · 10−8 8.06 · 10−6 7.78 · 10−6

SVD 2.0000 1.0000 2.05 · 10−7 9.85 · 10−8 8.08 · 10−6 7.78 · 10−6

10−14 CKF 2.4218 2.3225 5.04 · 10−1 1.3914 23.2788 132.5812
SVD 2.0000 1.0000 6.59 · 10−8 3.38 · 10−8 2.60 · 10−6 2.56 · 10−6

10−15 CKF 2.0530 1.2871 6.02 · 10−1 3.99 · 10−1 24.6737 30.9475
SVD 2.0000 1.0000 4.32 · 10−8 2.13 · 10−8 1.94 · 10−6 1.93 · 10−6

10−16 CKF 3.0785 1.6264 1.1877 0.6924 55.5319 63.5329
SVD 2.0000 1.0000 3.54 · 10−8 1.79 · 10−8 1.74 · 10−6 1.76 · 10−6
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Таблица 6
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅1 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅1 and boundary

conditions (15), (17)]

𝛿 Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 5.06 · 10−6 2.23 · 10−6 2.03 · 10−4 1.81 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 5.06 · 10−6 2.23 · 10−6 2.03 · 10−4 1.81 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.24 · 10−7 5.80 · 10−5 5.89 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.25 · 10−7 5.80 · 10−5 5.90 · 10−5

10−12 CKF 2.2732 1.8860 5.42 · 10−1 1.1367 19.9823 88.8022
SVD 2.0000 1.0000 4.81 · 10−7 2.51 · 10−7 1.80 · 10−5 1.97 · 10−5

10−13 CKF 2.0295 1.5567 4.69 · 10−1 8.75 · 10−1 15.5471 56.4061
SVD 2.0000 1.0000 1.54 · 10−7 7.30 · 10−8 6.09 · 10−6 5.92 · 10−6

10−14 CKF 1.7208 1.8216 9.00 · 10−1 1.06342 36.9710 85.6284
SVD 2.0000 1.0000 5.17 · 10−8 2.34 · 10−8 2.06 · 10−6 1.85 · 10−6

10−15 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 1.86 · 10−8 8.75 · 10−9 7.55 · 10−7 7.05 · 10−7

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 1.02 · 10−8 6.07 · 10−9 4.54 · 10−7 5.55 · 10−7

Таблица 7
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅2 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅2 and boundary

conditions (15), (17)]

𝛿 Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 1.9998 1.0000 1.12 · 10−2 6.20 · 10−3 4.48 · 10−1 5.00 · 10−1

SVD 1.9998 1.0000 1.12 · 10−2 6.20 · 10−3 4.48 · 10−1 5.00 · 10−1

10−11 CKF 2.0011 1.0004 1.20 · 10−2 6.30 · 10−3 4.82 · 10−1 5.02 · 10−1

SVD 2.0011 1.0004 1.20 · 10−2 6.30 · 10−3 4.82 · 10−1 5.02 · 10−1

10−12 CKF 2.0867 1.1835 4.46 · 10−1 4.78 · 10−1 8.9741 19.0136
SVD 2.0008 1.0000 1.18 · 10−2 5.00 · 10−3 4.63 · 10−1 4.60 · 10−1

10−13 CKF 1.7084 1.4499 8.48 · 10−1 6.67 · 10−1 28.9005 45.2698
SVD 2.0000 1.0000 1.14 · 10−2 6.37 · 10−3 4.53 · 10−1 5.07 · 10−1

10−14 CKF 1.3955 1.3397 8.62 · 10−1 5.20 · 10−1 32.7939 34.9237
SVD 1.9994 1.0004 1.19 · 10−2 6.03 · 10−3 4.54 · 10−1 4.66 · 10−1

10−15 CKF 1.5160 1.2420 8.89 · 10−1 4.28 · 10−1 37.9516 30.0707
SVD 1.9988 1.0006 1.12 · 10−2 6.11 · 10−3 4.40 · 10−1 4.85 · 10−1

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0004 1.0001 1.04 · 10−2 6.32 · 10−3 4.18 · 10−1 5.09 · 10−1
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Таблица 8
Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅3 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identification errors for 𝑅 = 𝑅3 and boundary

conditions (15), (17)]

𝛿 Algorithm Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 5.90 · 10−6 2.82 · 10−6 2.38 · 10−4 2.24 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 5.90 · 10−6 2.82 · 10−6 2.38 · 10−4 2.24 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.76 · 10−6 8.62 · 10−7 7.07 · 10−5 6.86 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.76 · 10−6 8.62 · 10−7 7.07 · 10−5 6.86 · 10−5

10−12 CKF 2.2020 1.7162 4.04 · 10−1 1.0238 13.9583 71.8292
SVD 2.0000 1.0000 6.42 · 10−7 2.59 · 10−7 2.65 · 10−5 2.05 · 10−5

10−13 CKF 2.4736 2.4251 4.86 · 10−1 1.4618 23.6781 142.5113
SVD 2.0000 1.0000 1.64 · 10−7 9.01 · 10−8 6.53 · 10−6 7.16 · 10−6

10−14 CKF 1.9462 2.2192 7.26 · 10−1 1.3157 29.1861 121.9198
SVD 2.0000 1.0000 5.46 · 10−8 2.38 · 10−8 2.21 · 10−6 1.91 · 10−6

10−15 CKF 2.3016 2.2533 6.05 · 10−1 1.3677 27.1425 128.7952
SVD 2.0000 1.0000 1.88 · 10−8 9.76 · 10−9 7.56 · 10−7 7.76 · 10−7

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 1.12 · 10−8 5.98 · 10−9 4.86 · 10−7 5.43 · 10−7

Решение задачи получим при следующих вариантах матрицы ковариации
шума 𝑅 в измерителе:

𝑅0 =

[︂
10−2 0
0 10−2

]︂
, 𝑅1 =

[︂
𝛿 0
0 𝛿

]︂
, 𝑅2 =

[︂
𝛿 0
0 10−4

]︂
, 𝑅3 =

[︂
10−4 0
0 𝛿

]︂
,

где 𝛿 = 10−10, 10−11, . . . , 10−16. При уменьшении 𝛿 погрешность измерений
соответствующего сенсора уменьшается, что соответствует случаю «почти
точных» измерений, которые могут приводить к вырожденности и плохой
обусловленности ковариационной матрицы ошибок оценивания в стандарт-
ном фильтре Калмана.

На рис. 2 приведены примеры графиков смоделированных измерений с
матрицей ковариации шума 𝑅 = 𝑅0 для рассматриваемой задачи с различ-
ными комбинациями граничных условий.

В качестве критериев идентификации возьмем логарифмические функции
правдоподобия (11) и (12).

В табл. 1–8 приведены результаты численных экспериментов по иденти-
фикации коэффициентов 𝑣 и 𝛼 для различных значений матрицы 𝑅 и гра-
ничных условий. Минимизация критериев идентификации выполнялась в об-
ласти 𝐷(𝜃) = {𝜃 = (𝑣, 𝛼)⊤ | 𝑣 ∈ [0; 5], 𝛼 ∈ [0; 5]} при помощи функции fmincon
системы MATLAB. В качестве начальной точки для функции fmincon выбирал-
ся центр области 𝐷. Для каждого варианта матрицы 𝑅 и каждого значения 𝛿
выполнялось усреднение найденных параметров и вычисление ошибок RMSE
и MAPE по результатам 200 запусков.

Полученные данные численных экспериментов показывают, что сначала
для обоих алгоритмов с увеличением точности измерений средние значения
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идентифицированных параметров 𝑣 и 𝛼 стремятся к истинным (2 и 1 соот-
ветственно), а ошибки RMSE и MAPE уменьшаются. Однако начиная со зна-
чения 𝛿 = 10−14 для граничных условий (15), (16) и 𝛿 = 10−13 для граничных
условий (15), (17) ошибки процедуры идентификации на основе стандартного
фильтра Калмана начинают быстро нарастать вплоть до аварийного завер-
шения работы функции минимизации fmincon (прочерки в таблицах). Дан-
ный факт обусловлен расходимостью стандартного фильтра Калмана (рез-
ким ухудшением обусловленности ковариационной матрицы при увеличении
точности измерений) и, как следствие, некорректным вычислением значений
критерия идентификации (11). В то же время процедура идентификации на
основе SVD-фильтра выполняется корректно для всех значений 𝛿.

Таким образом, при использовании рекуррентных методов параметриче-
ской идентификации непосредственное влияние на качество идентификации
могут оказывать вычислительные свойства алгоритма оптимальной дискрет-
ной фильтрации, на основе которого вычисляются значения критерия иден-
тификации.

Заметим, что все вычисления в системе MATLAB по умолчанию проводятся
с двойной точностью, однако на практике встречаются ситуации, когда вы-
числения необходимо проводить с одинарной точностью, например, во встра-
иваемых системах [28]. В этом случае использование SVD-фильтра, несмотря
на больший объем вычислений, будет более предпочтительным.

Заключение. Рассмотрена задача математического моделирования про-
цесса параметрической идентификации моделей конвективно-диффузионно-
го переноса, описываемых уравнениями в частных производных с начальным
и граничными условиями, с применением SVD-модификации фильтра Кал-
мана. Рассматриваются одномерные модели с постоянными коэффициентами,
граничными условиями первого рода или смешанными граничными условия-
ми первого и третьего рода. Начальное и граничные условия предполагаются
известными.

Метод решения задачи основан на переходе от исходной непрерывной мо-
дели с уравнением в частных производных к модели, описываемой линейной
дискретной динамической системой в пространстве состояний, с известными
входными воздействиями, двумя неизвестными параметрами, соответствую-
щими скорости конвекции 𝑣 и коэффициенту диффузии 𝛼, и с зашумленными
измерениями, моделирующими экспериментальные данные.

В работе показано, что для выполнения условия полной наблюдаемости
моделей достаточно, чтобы матрица измерений 𝐻 состояла всего из двух
строк, соответствующих наличию в модели измерителя двух сенсоров.

Основным результатом работы является новый рекуррентный метод па-
раметрической идентификации моделей конвективно-диффузионного пере-
носа, основанный на использовании метода максимального правдоподобия
с построением критерия идентификации (функции правдоподобия) на основе
величин, вычисляемых SVD-модификацией фильтра Калмана. Оптимизация
критерия идентификации выполнена с помощью функции fmincon системы
MATLAB.

С помощью компьютерного моделирования в системе MATLAB проведен
сравнительный анализ численной эффективности алгоритма параметриче-
ской идентификации с применением стандартного фильтра Калмана и SVD-
фильтра. Результаты численных экспериментов подтверждают работоспособ-
ность предложенного метода и его надежность в плане численной устойчиво-
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сти к ошибкам машинного округления при решении задачи параметрической
идентификации.
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Abstract

The paper addresses a problem of mathematical modeling of the process
of identifying the coefficients of a partial differential equation in convection-
diffusion transport models based on the results of noisy measurements of the
function values. Identification process is performed using a new method be-
longing to the class of recurrent parameter identification methods based on
optimal discrete Kalman-type filtering algorithms. One-dimensional mod-
els with constant coefficients, boundary conditions of first kind, or mixed
boundary conditions of first and third kind are considered.

The proposed method is based on the transition from the initial contin-
uous model with a partial differential equation to the model described by
the state-space linear discrete-time dynamic system and the application of
the maximum likelihood method to it with construction of an identification
criterion (likelihood function) based on the values calculated by the SVD
algorithm of the Kalman filtering. This filter is based on the singular value
decomposition of error covariance matrix and works stably even in cases
when it is close to singular. The SVD filter has proven itself well in solving
various problems of discrete filtering and parameter identification. It has
several advantages over the traditionally used conventional Kalman filter.
The main of which is robustness against machine roundoff errors.

Research Article
© Authors, 2021
© Samara State Technical University, 2021 (Compilation, Design, and Layout)
cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0 In-

ternational License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)
Please cite this paper in press as:
Ku v s h i n o v a A. N., T s y g a n o v A. V., T s y g a n o v a Yu. V. Mathematical mod-
eling of parameter identification process of convection-diffusion transport models using
the SVD-based Kalman filter, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2021, vol. 25, no. 4, pp. 716–737.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1876 (In Russian).
Authors’ Details:
Anastasia N. Kuvshinova https://orcid.org/0000-0002-3496-5981
Postgraduate Student; Dept. of Higher Mathematics; e-mail: kuvanulspu@yandex.ru
Andrey V. Tsyganov https://orcid.org/0000-0002-4173-5199
Cand. Phys. & Math. Sci; Professor; Dept. of Higher Mathematics;
e-mail: andrew.tsyganov@gmail.com
Yulia V. Tsyganova https://orcid.org/0000-0001-8812-6035
Dr. Phys. & Math. Sci.; Professor; Dept. of Information Technology;
e-mail: tsyganovajv@gmail.com

735

http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1876
http://www.mathnet.ru/eng/org2552
http://www.mathnet.ru/eng/org2552
http://www.mathnet.ru/eng/org688
http://www.mathnet.ru/eng/org688
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1876
http://www.mathnet.ru/eng/person141068
https://orcid.org/0000-0002-3496-5981
https://orcid.org/0000-0002-3496-5981
mailto:kuvanulspu@yandex.ru
http://www.mathnet.ru/eng/person178940
https://orcid.org/0000-0002-4173-5199
https://orcid.org/0000-0002-4173-5199
mailto:andrew.tsyganov@gmail.com
http://www.mathnet.ru/eng/person69680
https://orcid.org/0000-0001-8812-6035
https://orcid.org/0000-0001-8812-6035
mailto:tsyganovajv@gmail.com


Kuv s h i n o v a A. N., T s y g a n o v A. V., T s y g a n o v a Yu. V.

Computer modeling of parameter identification has been processed with
the MATLAB system using a specialized software package. The results of
numerical experiments confirm the efficiency of the proposed method and its
advantages compared to the similar one based on the conventional Kalman
filter.
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