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под действием внутреннего давления
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Аннотация

Изучается изотермическое деформирование толстостенной трубы
с жестким покрытием боковой поверхности под воздействием изменя-
ющегося внутреннего давления. Рассматриваются четыре стадии нагру-
жения: (1) плавный рост нагрузки, (2) ее фиксация на максимальном
значении в течение продолжительного времени, (3) плавное уменьшение
нагрузки до нуля и (4) частичная релаксация напряжений. В качестве
материала взята сталь 45, разогретая до температуры 725℃.

Изучается влияние ползучести на процесс пластического течения и
на изменение уровня напряжений и деформаций в течение процесса
деформирования, а также на их остаточные значения. Для изучения
влияния ползучести также рассматривается задача деформирования с
нулевыми скоростями ползучести. Рассматриваются два варианта на-
гружения: при распространении пластичности на часть среды (давле-
ние 200 МПа) и при распространении пластического течения на всю
среду (давление 320 МПа при отсутствии ползучести).

По результатам расчетов получено, что ползучесть оказывает зна-
чительное влияние на распределение напряжений и деформаций в ма-
териале. Особенно сильно это проявляется на более продолжительных
стадиях выдержки и релаксации. Расчеты для двух случаев нагружения
давлением в 200 МПа и 320 МПа в конце стадии выдержки приводят к
близким значениям напряжений, а после релаксации также сравнивают-
ся значения деформаций и перемещения. При сравнении случаев упру-
гопластического деформирования и деформирования с учетом ползуче-
сти видим, что ползучесть замедляет распространение пластичности, а
также сокращает итоговую область влияния пластического течения. Од-
нако в связи с большими накопленными необратимыми деформациями
ползучесть приводит к увеличению влияния повторного пластического
течения, которое появляется раньше и затрагивает большую часть де-
формируемой среды.
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Введение. В работе рассматривается задача накопления необратимых
деформаций вследствие механизмов вязкого и пластичного деформирования,
где под вязким подразумевается механизм накопления деформаций ползуче-
сти, а под пластичным — деформаций пластического течения. Более подробно
рассматривается вопрос о том, какое влияние оказывает процесс ползучести
на распределение напряжений и деформаций в образце в то время, когда
в части образца напряжения достигают поверхности нагружения. Данный
процесс рассматривается на примере типовой задачи изотермического де-
формирования трубы под воздействием внутреннего давления при повышен-
ных температурах. Решению подобной задачи посвящено множество работ. К
ним можно отнести работу Надаи [1], в которой было получено решение для
идеально-пластического материала. Работа Хилла [2] посвящена изучению
данной задачи деформирования, где наряду с пластическими деформациями,
задаваемыми с помощью условия пластичности Треска, также учитываются
сжимающие упругие деформации. Данная статья является одной из первых,
в которых рассматривалось упругопластическое деформирование трубы под
действием внутреннего давления. По данной теме также был опубликован
ряд работ [3–8], сравнительный обзор части из которых приведен в статье [9].
В приведенных ранее работах расчеты производятся в рамках теории малых
деформаций. Изучению конечных деформаций в трубах под давлением по-
священы статьи [10–15]. В работах [16,17] рассматривалось деформирование
упругопластического материала с учетом упрочнения. В работе [18] приво-
дится расчет вращающегося цилиндрического сосуда под давлением, сделан-
ного из функционально-градиентного материала.

Параллельно с пластическим деформированием толстостенной трубы под
давлением также изучается вопрос вязкого деформирования. Среди первых
можно отметить работы [19,20]. Наряду с трубами рассматривалось также де-
формирование тонкостенных цилиндрических оболочек [21–25]. Много работ
посвящено изучению сосудов под давлением, сделанных из материалов, обла-
дающих анизотропными свойствами. Так, работы [26,27] являются одними из
первых, в которых изучается деформирование сосудов под давлением из ор-
тотропных материалов в рамках теории ползучести. В работе [28] рассматри-
вались большие деформации толстостенной цилиндрической трубы изготов-
ленной, как из изотропного, так и ортотропного материала. В данной работе
рассматривалась задача деформирования как под действием только внут-
реннего давления, так и под совместным действием внутреннего и внешнего
давлений. Было отмечено, что анизотропия значительно влияет на радиаль-
ные напряжения и деформации, и что внешнее давление, приложенное к бо-
ковой поверхности, снижает скорость накопления деформаций ползучести.
В последнее время в связи с широким распространением композитных ма-
териалов также изучаются задачи деформирования труб из трансверсально-
изотропных (или транстропных) материалов [29,30].
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В большинстве случаев для описания ползучести используется степенная
зависимость деформаций от напряжений, однако в работе [31] было отмечено,
что для ряда термостойких материалов в определенном диапазоне напряже-
ний характерна линейная зависимость скоростей ползучести от напряжений.
В приведенной работе была представлена модель, которая совмещает в себе
как линейную, так и степенную зависимость скоростей ползучести от напря-
жений, что позволяет описывать поведение подобных материалов.

Помимо анизотропных в последнее время приобрели популярность неод-
нородные материалы, такие как функционально-градиентные. Работы [32,33]
являются одними из первых, в которых рассматриваются деформации пол-
зучести сосудов под давлением, сделанных из функционально-градиентных
материалов. В работе [34] к данной задаче также добавляется температурное
поле, а в [35] — магнитное. Деформации ползучести в сосуде под давлением,
изготовленном из функционально-градиентного материала, при наличии на-
копленных остаточных напряжений рассматривались в работе [36]. Ряд задач
был решен в рамках теории Сета [29,37,38].

В данной работе будет рассматриваться поведение сосуда под давлени-
ем, разогретого до высоких температур и подверженного большой нагрузке,
достаточной для выхода напряжений на поверхность нагружения. В связи
с этим в материале можем наблюдать как пластические деформации, так
и деформации ползучести. Так, в работах [39–41] рассматривается необра-
тимое деформирование материала, связанное как с пластичностью, так и с
ползучестью. В работе [42] данный процесс рассматривается на примере со-
суда под давлением. В приведенных работах считается, что до выхода на-
пряжений на поверхность нагружения накопление необратимых деформаций
происходит в связи с ползучестью. При этом в областях, в которых началось
пластическое деформирование, скорости ползучести считаются неизменными
и равными тем скоростям, которых достигла ползучесть в момент выхода на-
пряжений на поверхность нагружения. В тоже время в других работах [43–45]
предполагается, что скорости ползучести продолжат изменяться даже после
выхода напряжений на поверхность нагружения. Здесь будет использоваться
последний подход к совместному учету механизмов накопления необратимых
деформаций.

В качестве модельного материала рассмотрим сталь 45, широко исполь-
зующуюся в производстве стержней и труб. Деформации ползучести данной
марки стали при высоких температурах рассматривались в работах [46, 47].
Воспользуемся здесь коэффициентами ползучести при температуре в 725 ℃,
приведенными в работе [46].

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу деформирования толстостен-
ной трубы с зафиксированными торцами и жестким покрытием боковой по-
верхности под действием внутреннего давления. Решение будем искать в ци-
линдрической системе координат 𝑟, 𝜙, 𝑧. Данная задача обладает осевой сим-
метрией, из-за зафиксированных торцов труба находится в состоянии плоско-
го деформирования. Ненулевые компоненты вектора перемещений запишем
в форме 𝑢 = 𝑢𝑟(𝑟, 𝑡). Внутренний и внешний радиусы трубы обозначим соот-
ветственно𝑅1 и𝑅2. К поверхности внутренней полости 𝑟 = 𝑅1 прикладывает-
ся давление 𝑃 = 𝑃 (𝑡). Считаем, что на боковую поверхность 𝑟 = 𝑅2 нанесено
жесткое покрытие (например, из сплава на основе бериллия), предотвращаю-
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щее расширение трубы 𝑢(𝑅2, 𝑡) = 0. Будем рассматривать квазистатический
процесс деформирования, то есть заданная нагрузка 𝑃 = 𝑃 (𝑡) будет претер-
певать малые изменения с течением времени. Это позволяет разбить весь
процесс деформирования на временные шаги, каждый из которых может
рассматриваться как отдельная задача с заданной статической нагрузкой.
Предполагаем, что деформации, возникающие при данном нагружении, бу-
дут малыми. Соответственно, тензор малых деформаций Альманси в нашем
случае примет вид

𝑑𝑟𝑟 = 𝑒𝑟𝑟 + 𝑝𝑟𝑟 = 𝑢,𝑟, 𝑑𝜙𝜙 = 𝑒𝜙𝜙 + 𝑝𝜙𝜙 = 𝑟−1𝑢, 𝑑𝑧𝑧 = 𝑒𝑧𝑧 + 𝑝𝑧𝑧 = 0. (1)

Напряжения будем определять согласно закону Гука:

𝜎𝑟𝑟 = 𝜆 (𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜙𝜙 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝜇𝑒𝑟𝑟,

𝜎𝜙𝜙 = 𝜆 (𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜙𝜙 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝜇𝑒𝜙𝜙,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆 (𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜙𝜙 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝜇𝑒𝑧𝑧.

(2)

Уравнения равновесия для данной кинематической постановки сведутся
к одному уравнению:

𝜎𝑟𝑟,𝑟 + 𝑟−1(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) = 0. (3)

Используя соотношения (1), (2), уравнение равновесия (3) можно свести
к дифференциальному уравнению второго порядка относительно перемеще-
ния:

𝑢,𝑟𝑟 + 𝑟−1𝑢,𝑟 − 𝑟−2𝑢 = 𝑟−1 2𝜇

𝜆+ 2𝜇
(𝑝𝑟𝑟 − 𝑝𝜙𝜙)+

+ 𝑝𝑟𝑟,𝑟 +
𝜆

𝜆+ 2𝜇
(𝑝𝜙𝜙,𝑟 + 𝑝𝑧𝑧,𝑟). (4)

Представив левую часть уравнения (4) в форме [48]

𝑢,𝑟𝑟 + 𝑟−1𝑢,𝑟 − 𝑟−2𝑢 =
𝑑

𝑑𝑟

(︁1
𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑢𝑟)

)︁
,

проинтегрируем его и получим соотношение для нахождения компоненты
вектора перемещений:

𝑢(𝑟, 𝑡) =
1

2
𝐶1(𝑡)𝑟 + 𝐶2(𝑡)𝑟

−1 +
𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑟𝐼1(𝑟, 𝑡) + 𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡),

𝐼1(𝑟, 𝑡) =

∫︁ 𝑟

𝑅1

𝑥−1
(︀
𝑝𝑟𝑟(𝑥, 𝑡)− 𝑝𝜙𝜙(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑥,

𝐼2(𝑟, 𝑡) =

∫︁ 𝑟

𝑅1

𝑥
(︁ 𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝑝𝑟𝑟(𝑥, 𝑡) + 𝑝𝜙𝜙(𝑥, 𝑡)

)︀
+

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑥.

(5)

Ненулевые компоненты тензора напряжений примут вид

𝜎𝑟𝑟 = (𝜆+ 𝜇)𝐶1 − 2𝜇𝐶2𝑟
−2 + 2𝜇

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1 − 2𝜇𝑟−1𝐼2,
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𝜎𝜙𝜙 = (𝜆+ 𝜇)𝐶1 + 2𝜇𝐶2𝑟
−2 + 2𝜇

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1 + 2𝜇𝑟−1𝐼2−

− 2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧 + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙

)︀
,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆𝐶1 + 2𝜇
(︁ 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝐼1 − 2

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧 −

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙

)︁
.

(6)

Коэффициенты интегрирования 𝐶1(𝑡) и 𝐶2(𝑡) найдем из граничных усло-
вий

𝜎𝑟𝑟(𝑅1, 𝑡) = 𝑝(𝑡) = −𝑃 (𝑡), 𝑢(𝑅2, 𝑡) = 0. (7)

Здесь 𝑝(𝑡)— значение нормальной компоненты тензора напряжений на внут-
ренней граничной поверхности, которая должна компенсировать приложен-
ное к поверхности полости давление 𝑃 (𝑡).

Подставив полученные значения перемещения (5) и напряжений (6) в гра-
ничные условия (7), найдем

𝐶1(𝑡) =
𝑝(𝑡)𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

− 2𝜇𝐼3(𝑡),

𝐶2(𝑡) = −𝑅
2
1

2

𝑝(𝑡)𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

− (𝜆+ 𝜇)𝑅2
1𝐼3(𝑡),

𝐼3(𝑡) =
1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

(︁ 𝜇𝑅2
2

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑅2, 𝑡) + 𝐼2(𝑅2, 𝑡)

)︁
.

(8)

С учетом коэффициентов (8) перемещение (5) запишется в виде

𝑢(𝑟, 𝑡) =
𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑟𝐼1(𝑟, 𝑡) + 𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡)−

− 1

2
𝑟−1 𝑅2

1(𝑟
2 −𝑅2

2)

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡) +
(︀
𝑟𝜇+ (𝜆+ 𝜇)𝑅2

1𝑟
−1

)︀
𝐼3(𝑡). (9)

Напряжения (6) будут находиться согласно формулам

𝜎𝑟𝑟 = 2𝜇
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑟, 𝑡)− 2𝜇𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡)+

+𝑅2
1𝑟

−2 (𝜆+ 𝜇)𝑟2 + 𝜇𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2(𝑟2 −𝑅2
1)𝑟

−2𝜇(𝜆+ 𝜇)𝐼3(𝑡),

𝜎𝜙𝜙 = 2𝜇
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑟, 𝑡) + 2𝜇𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡)−

2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧 + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙

)︀
+

+𝑅2
1𝑟

−2 (𝜆+ 𝜇)𝑟2 − 𝜇𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2(𝑟2 +𝑅2
1)𝑟

−2𝜇(𝜆+ 𝜇)𝐼3(𝑡),

𝜎𝑧𝑧 = 2𝜇
(︁ 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑟, 𝑡)− 2

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧 −

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙

)︁
+

+
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2𝜆𝜇𝐼3(𝑡).

(10)
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Полученные соотношения (9), (10) можно использовать для нахождения
напряженно-деформированного состояния трубы при заданной нагрузке 𝑝(𝑡)
на поверхности полости 𝑟 = 𝑅1 и известных накопленных необратимых де-
формациях 𝑝𝑖𝑗 на данном временном шаге. На внутренней (𝑟 = 𝑅1) и внеш-
ней (𝑟 = 𝑅2) боковых поверхностях трубы данные соотношения примут более
простой вид. Для поверхности внутренней полости (𝑟 = 𝑅1) получим

𝑢(𝑅1, 𝑡) = −1

2

𝑅1(𝑅
2
2 −𝑅2

1)

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− (𝜆+ 2𝜇)𝑅1𝐼3(𝑡),

𝜎𝑟𝑟(𝑅1, 𝑡) = 𝑝(𝑡),

𝜎𝜙𝜙(𝑅1, 𝑡) =
(𝜆+ 𝜇)𝑅2

1 − 𝜇𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 4𝜇(𝜆+ 𝜇)𝐼3(𝑡)−

− 2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧(𝑅1, 𝑡) + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙(𝑅1, 𝑡)

)︀
,

𝜎𝑧𝑧(𝑅1, 𝑡) =
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2𝜆𝜇𝐼3(𝑡)−

− 2𝜇
(︁
2
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧(𝑅1, 𝑡) +

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙(𝑅1, 𝑡)

)︁
.

(11)

На боковой поверхности (𝑟 = 𝑅2) они примут вид

𝑢(𝑅2, 𝑡) = 0,

𝜎𝑟𝑟(𝑅2, 𝑡) = 2𝜇(𝜆+ 2𝜇)𝐼4(𝑡) +
(𝜆+ 2𝜇)𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡),

𝜎𝜙𝜙(𝑅2, 𝑡) =
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡) + 2𝜆𝜇𝐼4(𝑡)−

− 2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧(𝑅2, 𝑡) + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙(𝑅2, 𝑡)

)︀
,

𝜎𝑧𝑧(𝑅2, 𝑡) =
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡) + 2𝜆𝜇𝐼4(𝑡)−

− 2𝜇
(︁
2
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧(𝑅2, 𝑡) +

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙(𝑅2, 𝑡)

)︁
,

𝐼4(𝑡) =
1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

(︁ 𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑅2

1𝐼1(𝑅2, 𝑡)− 𝐼2(𝑅2, 𝑡)
)︁
.

(12)

2. Задание источника необратимых деформаций. Соотношения (9),
(10) вместе с упрощенными формулами для границ расчетной области (11),
(12) позволяют найти напряженно-деформированное состояние в теле в лю-
бой фиксированный момент времени при заданной нагрузке 𝑝(𝑡) и известных
накопленных необратимых деформациях 𝑝𝑖𝑗 . Следовательно, осталось найти,
как будут изменяться необратимые деформации при переходе с одного вре-
менного шага на следующий. Так как наибольший интерес в данной задаче
представляет изучение вопроса о влиянии ползучести на процесс пластиче-
ского течения, будем рассматривать процесс деформирования при высоких
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температурах. Это позволит при относительно небольших нагрузках и малой
продолжительности времени наблюдать влияние на процесс деформирования
как пластического течения, так и ползучести.

Для расчетов воспользуемся предположением, что скорость накопления
необратимых деформаций равна сумме скоростей деформаций ползучести 𝜀𝑣𝑖𝑗
и пластичности 𝜀𝑝𝑖𝑗 [43–45]:

𝑑𝑝𝑖𝑗
𝑑𝑡

= 𝛾𝑖𝑗 = 𝜀𝑣𝑖𝑗 + 𝜀𝑝𝑖𝑗 . (13)

Для нахождения скоростей деформаций ползучести воспользуемся тео-
рией типа течения [49] с потенциалом, соответствующим степенному закону
Нортона [50] с октаэдрической мерой напряжения:

𝜀𝑣𝑖𝑗 =
𝜕Φ

𝜕Σ

𝜕Σ

𝜕𝜎𝑖𝑗
,

𝜕Φ

𝜕Σ
= 𝐵Σ𝑛, Σ =

√︂
3

2
𝜏𝑖𝑗𝜏𝑗𝑖,

𝜏𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 , 𝜎 =
1

3
(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙 + 𝜎𝑧𝑧) , (14)

𝜀𝑣𝑖𝑗 =
3

2
𝐵Σ𝑛−1𝜏𝑖𝑗 .

Здесь 𝐵, 𝑛— параметры ползучести, которые для стали 45 при температуре
725 ℃ согласно [46] примут соответственно значения𝐵 = 3.5·10−14 МПа−𝑛 · с−1

и 𝑛 = 5.22. В рассматриваемом случае соотношения (14) сведутся к

𝜀𝑣𝑟𝑟 =
1

2
𝐵Σ𝑛−1 (2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑣𝜙𝜙 =
1

2
𝐵Σ𝑛−1 (2𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑣𝑧𝑧 =
1

2
𝐵Σ𝑛−1 (2𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) ,

Σ =
√︁
𝜎2𝑟𝑟 + 𝜎2𝜙𝜙 + 𝜎2𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜙𝜙𝜎𝑧𝑧.

(15)

Для нахождения скоростей деформаций пластичности воспользуемся тео-
рией пластического течения с обобщенным условием максимальных октаэд-
рических напряжений Мизеса для случая вязкопластического течения:

𝜀𝑝𝑖𝑗 = 𝜑
𝜕𝑓

𝜕𝜏𝑖𝑗
, 𝑓(𝜎𝑖𝑗 , 𝜀

𝑝
𝑖𝑗) =

√︂
3

2

(︀
𝜏𝑖𝑗 − 𝜂𝜀𝑝𝑖𝑗

)︀(︀
𝜏𝑗𝑖 − 𝜂𝜀𝑝𝑗𝑖

)︀
− 𝜎0,

𝜀𝑝𝑖𝑗 =
𝜑

1 + 𝜑𝜂
𝜏𝑖𝑗 , 𝜑 =

1

𝜂

(︁ 1

2𝜎0

√︂
3

2
𝜏𝑖𝑗𝜏𝑖𝑗 − 1

)︁
, (16)

𝜀𝑝𝑖𝑗 =
1

𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

𝜏𝑖𝑗 .

В рассматриваемом случае скорости деформации пластичности (16) примут
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вид

𝜀𝑝𝑟𝑟 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑝𝜙𝜙 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑝𝑧𝑧 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) .

(17)

Здесь 𝜂— коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению, 𝜎0 —
предел текучести материала.

Исходя из формул (13), (15), (17) получим, что скорость необратимых
деформаций до начала пластического течения (при Σ < 𝜎0) будет находиться
из соотношений (15), в то время как в области пластического течения (где
выполняется неравенство Σ(𝑟, 𝑡) > 𝜎0) они будут находиться из соотношений

𝑑𝑝𝑟𝑟
𝑑𝑡

= 𝜒 (2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) ,
𝑑𝑝𝜙𝜙
𝑑𝑡

= 𝜒 (2𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝑑𝑝𝑧𝑧
𝑑𝑡

= 𝜒 (2𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) , 𝜒(𝑟, 𝑡) =
1

6Σ

(︁
3𝐵Σ𝑛 +

2

𝜂
(Σ− 𝜎0)

)︁
.

(18)

К сожалению, нахождение аналитического решения для полученных со-
отношений (15), (18) затруднительно, поэтому будем искать их решение чис-
ленно. Для этого расчетную область разобьем на прямоугольные ячейки; зна-
чения функций в узлах полученной сетки будем обозначать как 𝑓 𝑗𝑖 = 𝑓(𝑟𝑖, 𝑡

𝑗),
где 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚. Соответственно, 𝑟0 = 𝑅1, 𝑟𝑛 = 𝑅2, 𝑡0 = 0.
Запишем производную по времени через конечную разность и получим явную
разностную схему:

𝑝𝑙𝑚
𝑗+1
𝑖 = 𝑝𝑙𝑚

𝑗
𝑖 + 𝛾𝑙𝑚

𝑗
𝑖Δ𝑡, (19)

где 𝛾𝑙𝑚 находится соответственно либо из соотношений (15), либо из (18).
Значения 𝜎𝑙𝑚

𝑗
𝑖 , которые будут использоваться в соотношениях (19), будем

находить из уравнений (10) при значениях 𝑟 = 𝑟𝑖 и 𝑡 = 𝑡𝑗 .

3. Результаты расчетов. Рассмотрим деформирование трубы из стали
45 при температуре 725 ℃. Параметры материала возьмем согласно [46]:

𝜆 = 113 · 109 Па, 𝜇 = 59 · 109 Па, 𝑅1 = 0.003 м, 𝑅2 = 0.008 м,

𝜎0 = 80 · 106 Па, 𝜂 = 600 · 106 Па, 𝐵 = 1.675 · 10−45 Па−𝑛 · с−1 𝑛 = 5.22.

Функцию нагружения 𝑝(𝑡) зададим следующим образом:

𝑝(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑝max

(︀
𝑡
𝑡1
− 1

2𝜋 sin 2𝜋𝑡
𝑡1

)︀
, 0 6 𝑡 < 𝑡1,

𝑝max, 𝑡1 6 𝑡 < 𝑡2,

𝑝max

(︀
1− 𝑡−𝑡2

𝑡3−𝑡2
+ 1

2𝜋 sin 2𝜋(𝑡−𝑡2)
𝑡3−𝑡2

)︀
, 𝑡2 6 𝑡 < 𝑡3,

0, 𝑡3 6 𝑡 6 𝑡4.

Будем считать, что рост давления до максимального значения происходит за
10 секунд (𝑡1 = 10 с), труба выдерживается при данном давлении в течение
10 минут (𝑡2 = 610 с), затем происходит снятие давления также за 10 секунд
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(𝑡3 = 620 с) и еще в течение 3 минут продолжаем следить за релаксацией
напряжений. Это в сумме приводит к общей продолжительности рассматри-
ваемого процесса 𝑡4 = 800 с.

Для оценки нагрузки, достаточной для появления пластического течения,
рассмотрим чисто упругое деформирование. Из условия начала пластическо-
го течения (Σ = 𝜎0) получим выражение

𝑝 = ±(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝜇𝑅2
1

√︀
𝑟4 + 3𝑅4

2

𝜎0𝑟
2.

Полученная в правой части последнего выражения функция является мо-
нотонно возрастающей по абсолютной величине. Следовательно, свое наи-
меньшее значение она принимает при минимально допустимом значении 𝑟.
В нашем случае это 𝑟 = 𝑅1. Это показывает, что пластическое течение зарож-
дается на поверхности внутренней полости (𝑟 = 𝑅1) при величине нагрузки

𝑝 = ±(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝜇
√︀
𝑅4

1 + 3𝑅4
2

𝜎0 ≈ ±64.9096 · 106 Па.

Однако в рассматриваемом случае ползучесть оказывает существенное
влияние на снижение уровня напряжений в деформируемой среде, что в свою
очередь приводит к увеличению значения нагрузки, необходимой для дости-
жения напряжениями поверхности нагружения. Причем чем медленнее рас-
тет нагрузка, тем сильнее напряжения успевают релаксировать. Это, в свою
очередь, приводит к увеличению минимальной нагрузки, необходимой для
начала пластического течения. В связи с этим рассмотрим два случая со зна-
чениями максимальной нагрузки, равными соответственно 𝑝1max = −200 МПа
и 𝑝2max = −320 МПа. Чтобы оценить, какое влияние оказывает ползучесть на
процесс деформирования, найдем решение данных задач без учета ползуче-
сти, то есть положив скорость деформации ползучести 𝜀𝑣𝑖𝑗 всегда равной ну-
лю. Обозначим данные случаи через 𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2, в то время как случаи решения
исходных задач будем обозначать через 𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 при соответствующих мак-
симальных нагрузках 𝑝1max и 𝑝2max. Полученные результаты представлены на
рис. 1 и 2. Для оценки уровня необратимых деформаций использовалась ок-
таэдрическая мера деформаций, аналогичная таковой для напряжений (15):

𝑃 =
√︁
𝑝2𝑟𝑟 + 𝑝2𝜙𝜙 + 𝑝2𝑧𝑧 − 𝑝𝑟𝑟𝑝𝜙𝜙 − 𝑝𝑟𝑟𝑝𝑧𝑧 − 𝑝𝜙𝜙𝑝𝑧𝑧.

Представленные на рисунках данные показывают, что при отсутствии
ползучести (случаи 𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2) пластическое течение начинается у полости
(𝑟 = 𝑅1) и с ростом нагрузки постепенно распространяется в направлении бо-
ковой поверхности (𝑟 = 𝑅2) (см. рис. 1, a). При достаточном значении нагруз-
ки упругопластическая граница достигает боковой поверхности (случай 𝑝𝑙2).
При фиксации нагрузки пластическое течение останавливается, то есть ско-
рости деформаций пластичности становятся равными нулю (𝜀𝑝𝑖𝑗 = 0), но на-
пряжения продолжают находиться на поверхности нагружения (Σ = 𝜎0), что
хорошо видно из рис. 1, c и 1, d.

При уменьшении нагрузки уровень напряжений начинает снижаться, од-
нако в связи с накопленными необратимыми деформациями 𝑝𝑖𝑗 с определен-
ного момента октаэдрическое напряжение Σ снова начинает расти и повторно
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a b

c d

Рис. 1. Деформирование полой трубы с за-
данным максимальным внутренним давле-
нием 𝑃 1

max = 200 МПа и 𝑃 2
max = 320 МПа

с учетом деформации ползучести (случаи
𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 соответственно) и без нее (слу-
чаи 𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2). Движение упругопластиче-
ской границы на стадии увеличения внут-
реннего давления (a) и на стадии его умень-
шения (b). Распределение октаэдрического
напряжения Σ при 𝑡 = 𝑡1 (c), 𝑡 = 𝑡2 (d)

и 𝑡 = 𝑡4 (e)
e

[Figure 1. Deformation of thick-walled cylinder under internal pressures 𝑃 1
max = 200 MPa and

𝑃 2
max = 320 MPa with creep properties (for 𝑐𝑟1 and 𝑐𝑟2 respectively) and without it (for 𝑝𝑙1

and 𝑝𝑙2). Evolution of the plastic regions with increasing (a) and decreasing (b) inner pressure.
Stresses at time 𝑡 = 𝑡1 (c), 𝑡 = 𝑡2 (d) and 𝑡 = 𝑡4 (e)]

достигает поверхности нагружения (см. рис. 1, e), что, в свою очередь, приво-
дит к появлению вторичного (повторного) пластического течения. Как и при
росте нагрузки (𝑡 ∈ [0; 𝑡1]), область пластического течения начинает распро-
страняться от внутренней полости (𝑟 = 𝑅1) к боковой поверхности (𝑟 = 𝑅2)
и накопление пластических деформаций останавливается при прекращении
изменения нагрузки 𝑝(𝑡) (см. рис. 1, b). Можно заметить, что при бо́льших
накопленных необратимых деформациях (см. рис. 2, d), то есть при большем
значении изначальной нагрузки (случай 𝑝𝑙2) повторное пластическое тече-
ние затрагивает большую область деформируемой среды. Из-за повторной
пластичности уровень необратимых деформаций в окрестности внутренней
полости (𝑟 = 𝑅1) уменьшается (см. рис. 2, e).

Если же к рассмотрению добавить ползучесть материала (случаи 𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2),
то можно заметить, что ползучесть оказывает значительное влияние на рас-
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a b

c d

e

Рис. 2. Деформирование полой трубы с за-
данным максимальным внутренним давле-
нием 𝑃 1

max = 200 МПа и 𝑃 2
max = 320 МПа

с учетом деформации ползучести (случаи
𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 соответственно) и без нее (случаи
𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2). Перемещение точек среды при
𝑡 = 𝑡2 (a) и 𝑡 = 𝑡4 (b). Распределение окта-
эдрической меры необратимых деформаций
𝑃 при 𝑡 = 𝑡1 (c), 𝑡 = 𝑡2 (d) и 𝑡 = 𝑡4 (e)

[Figure 2. Deformation of thick-walled cylinder under internal pressures 𝑃 1
max = 200 MPa and

𝑃 2
max = 320 MPa with creep properties (for 𝑐𝑟1 and 𝑐𝑟2 respectively) and without it (for 𝑝𝑙1

and 𝑝𝑙2). Displacements at time 𝑡 = 𝑡2 (a) and 𝑡 = 𝑡4 (b). Irreversible strains at time 𝑡 = 𝑡1 (c),
𝑡 = 𝑡2 (d) and 𝑡 = 𝑡4 (e)]

пределение напряжений (см. рис. 1) и деформаций (см. рис. 2) в деформиру-
емой среде. Так как с ростом напряжений в среде влияние ползучести ста-
новится более явным, можно заметить, что пластическое течение начинается
лишь немного позднее (см. рис. 1, a), в то время как по мере распростране-
ния пластичности и уменьшения скорости роста нагрузки упругопластиче-
ская граница движется все медленнее. Это происходит вплоть до того момен-
та, когда скорость релаксации напряжений начинает превышать скорость их
прироста, связанного с увеличением нагрузки, что приводит к сходу напря-
жений с поверхности нагружения и сокращению области пластического тече-
ния еще во время роста нагрузки 𝑝(𝑡) (см. рис. 1, a). Наряду с сокращением
уровня напряжений в среде ползучесть также приводит к их перераспределе-
нию (см. рис. 1, c), а именно к их оттоку из наиболее загруженного участка
(в окрестности внутренней полости) к наименее загруженному (в окрестности
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боковой поверхности), что также хорошо видно на рис. 1, c.
Интересно, что после выдержки в течение 10 минут при фиксированной

максимальной нагрузке уровень напряжений для двух рассматриваемых слу-
чаев становится практически одинаковым (см. рис. 1, d), в то время как пе-
ремещения и накопленные необратимые деформации остаются различными
(см. рис. 2, a и 2, d). При уменьшении нагрузки также появляется повторное
пластическое течение (см. рис. 1, b), и, как и ранее, чем больше накопленные
необратимые деформации (см. рис. 2, d), тем раньше напряжения выходят
на поверхность нагружения и тем большую область затрагивает пластиче-
ское течение. Однако, как и при нагрузке, ползучесть приводит к релакса-
ции напряжений, что сказывается на распространении пластического течения
(см. рис. 1, b).

После снятия нагрузки и выдержки в течение трех минут напряжения
релаксируют и опять становятся одинаковыми для рассматриваемых случа-
ев 𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 (см. рис. 1, e). Аналогичным образом сократятся и сравняются
перемещения (см. рис. 2, b) и необратимые деформации (см. рис. 2, e). Это
связано с тем, что после снятия нагрузки ползучесть приводит к интенсивной
релаксации напряжений за счет сокращения деформаций и, соответственно,
перемещений. При указанной выдержке в три минуты релаксация достаточно
велика, чтобы нивелировать разницу между двумя рассматриваемыми слу-
чаями нагружения 𝑝1max и 𝑝2max.

Заключение (выводы). В результате проделанной работы составлена
математическая модель, позволяющая рассчитать перемещения и напряже-
ния в толстостенной трубе с жестким покрытием при заданном внутреннем
давлении и известном распределении необратимых деформаций. Произведен
расчет по данной модели для случая деформирования особо толстостенной
трубы с наружным диаметром 16 мм и толщиной стенки 5 мм из стали 45
под давлением 200 и 320 МПа при температуре 725℃.

Результаты расчетов показали, что при заданных условиях ползучесть
оказывает значительное влияние на процесс деформирования даже при от-
носительно небольших временных промежутках. Ползучесть значительно со-
кращает область влияния пластического течения (см. рис. 1, a) и при дли-
тельном воздействии сокращает и выравнивает уровень напряжений в дефор-
мируемой среде (см. рис. 1, d). Однако это происходит за счет значительного
роста деформаций и, соответственно, перемещений (см. рис. 2).

После снятия нагрузки наблюдается постепенная релаксация напряжений
(см. рис. 1, e), также сопровождающаяся сокращением деформаций и пере-
мещений (см. рис. 2, b и 2, e). В результате данного процесса в течение трех
минут напряжения, перемещения и деформации в материале снижаются до
определенного уровня, практически одинакового для двух рассматриваемых
случаев. Если увеличить время выдержки, то напряжения и деформации про-
должат уменьшаться и разница между двумя рассматриваемыми случаями
станет еще меньше. Стоит отметить, что уровень остаточных деформаций
и перемещений при учете ползучести все еще выше случая упругопластиче-
ского деформирования при давлении 200 МПа, однако ниже, чем при давле-
нии 320 МПа.

Данные выводы сделаны только для рассматриваемых граничных усло-
вий, и неизвестно, останутся ли они справедливыми при других граничных
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условиях. Как было показано ранее в работах [43–45], при различных гра-
ничных условиях и кинематических постановках для задач вращения цилин-
дров ползучесть будет вести себя по-разному. Соответственно, в дальнейшем
планируется рассмотреть задачу деформирования трубы и сравнить полу-
ченные значения с приведенными здесь результатами, что позволит узнать,
какое влияние оказывает наличие жесткого покрытия на боковой стенке на
эволюцию напряжений и деформаций в среде. Ведь в трубе, по крайней мере,
пластическое течение начнется при меньших значениях внутреннего давле-
ния, что легко можно получить из упругого решения:

𝑝 = ± (𝜆+ 𝜇)(𝑅2
2 −𝑅2

1)√︀
𝜇2𝑅4

1 + 3(𝜆+ 𝜇)2𝑅4
2

𝜎0 ≈ ±39.6774 МПа.
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Abstract
The creep and plastic flow of cylindrical pressurized vessel with rigid

casing was considered. To combine creep and plastic deformations the vessel
was heated and subjected to the high inner pressure. The semi-analytical
solution for plain strain problem of a thick-walled cylinder with rigid casing
in the frame of small strain theory was obtained in this paper. This solution
consists of analytical formula for displacement distribution with asking val-
ues of pressure and irreversible strains (plastic and creep) and a numerical
solution for irreversible strain values. The Norton power law and advanced
Mises condition for viscoplasticity, associated with flow rules have been used
to describe creep and plastic behavior of medium.

Four stages of the deformation process were considered: pressure increas-
ing, pressure fixed on maximum value for a long time, pressure decreasing
and relaxing stage with zero pressure. Two cases of maximum pressure values
of 200 MPa and 320 MPa were studied. An additional case of elastoplastic
deformation was considered to investigate the influence of creep on the defor-
mational process. It has been observed that creep has a significant influence
on stress and strain evolution in medium, especially on stages with maxi-
mum and zero pressure. Also, because of the creep plastic flow evolves slower
and stoppes earlier on the loading stage. In the unloading stage, the plastic
flow starts earlier and affects greater area due to greater irreversible strains.
Creep leads to sufficient stress relaxation and stresses for two pressure cases
get similar values at the end of the stage with maximum pressure value. At
the end of the relaxing stage besides stresses displacement and deformation
also became similar for the two cases.

Keywords: cylinder, thick-walled tube, tube with a rigid casing, creep and
plastic flow, viscoplasticity, internal pressure, plain strain, small strain.
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