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Аннотация

Обеспечение прочностной надежности и безопасности конструкций
требует изучения вопросов возникновения и равновесного роста тре-
щин. Существует аналогия между подходами механики распростране-
ния трещин и феноменологической механики разрушения, строящейся
на основе использования полных диаграмм деформирования. Для опи-
сания процессов деформирования тел с трещинами целесообразно ис-
пользовать разработанные ранее модели механики закритического де-
формирования, позволяющие описывать равновесные процессы накоп-
ления повреждений, сопровождающиеся разупрочнением. В работе на
примере численного, с использованием когезионных элементов, моде-
лирования межслойного разрушения композитного образца продемон-
стрирована реализация полной диаграммы деформирования материала
вблизи вершины трещины. Построены расчетные диаграммы нагруже-
ния, на которых отображены точки появления зоны закритического де-
формирования и начала роста трещины. Выявлена связь между моду-
лем спада материала и максимальными значениями расчетной нагрузки,
раскрытия и длины пророщенной трещины. Отмечено влияние жестко-
сти нагружающей системы. Сделан вывод о целесообразности рассмот-
рения задач моделирования процессов деформирования и разрушения
конструкций с применением когезионных элементов с позиций механики
закритического деформирования.
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Введение. Прогнозирование процессов разрушения, оценка живучести
и безопасности конструкций требуют изучения вопросов возникновения и
развития трещин и трещиноподобных дефектов в процессе нагружения или
эксплуатации. Особого внимания заслуживает анализ условий, при которых
реализуется равновесное развитие и распространение трещин. Связь вида
ниспадающих участков диаграммы нагружения с микромеханизмами и ста-
диями разрушения предопределяет наличие определенной аналогии и общ-
ности между подходами механики распространения трещин и феноменологи-
ческой механики разрушения, строящейся на основе использования полных
диаграмм деформирования. Представляется целесообразным и перспектив-
ным применение для моделирования равновесного роста трещин в твердых
телах основных положений механики закритического деформирования [1, 2],
основанной на концепции рассмотрения разрушения как результата потери
устойчивости сопровождаемого развитием дефектов процесса закритической
деформации. Оценка устойчивости этого процесса осуществляется с учетом
жесткостных свойств нагружающих систем.

С точки зрения рассмотрения отмеченной аналогии можно обратить вни-
мание на следующую особенность. При анализе тел с трещинами рассмат-
риваются докритические диаграммы разрушения, представляющие собой за-
висимости между средним растягивающим напряжением в неповрежденном
сечении образца от длины трещины при различных начальных длинах по-
следней [3]. Геометрическое место критических (соответствующих динами-
ческому росту трещин) точек на этих кривых называется критической диа-
граммой разрушения. При испытаниях гладких образцов критическая точка
соответствует пределу прочности. Поведение материала может быть описано
без явного рассмотрения трещин и разрывов с использованием ниспадаю-
щей ветви диаграммы деформирования. Она также представляет собой кри-
тическую диаграмму, поскольку является геометрическим местом критиче-
ских точек (соответствующих достижению предела прочности) для образцов
с различной степенью поврежденности, получаемых в результате равновес-
ного деформирования до той или иной степени. Поведение тел с трещинами
в условиях снижения нагрузки при увеличивающихся перемещениях (вели-
чин раскрытия или длины трещины) может рассматриваться по аналогии
с закономерностями закритического поведения образцов материалов в испы-
таниях. Так, в работе [4] приведена диаграмма кинематического нагружения
образца с трещиной в координатах «раскрытие трещины – нагрузка»; зави-
симость аналогична полной диаграмме деформирования материала.

Для определения условий разрушения твердых тел крайне важными яв-
ляются представления о физических процессах в окрестности вершины тре-
щины и соответствующие модели механического поведения. С. Д. Волковым
высказана идея, что характер распределения напряжений у вершины трещи-
ны в принципе повторяет ниспадающий участок кривой на полной диаграмме
деформирования материала, полученной при испытании гладкого образца.
В работе [5] приведена эпюра напряжений у вершины трещины с учетом за-
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критической стадии деформирования материала. Полные диаграммы дефор-
мирования, содержащие ниспадающую ветвь, обнаружены эксперименталь-
но и отражают закон изменения деформационных характеристик материала
(деформационного разупрочнения) при накоплении повреждений. В связи
с этим естественным является предположение, что подобный характер де-
формирования воспроизводится в зоне концентрации напряжений у вершины
трещины. Проблема сингулярности при этом решается автоматически вслед-
ствие убывания до нуля сопротивления материала в вершине трещины, где
деформация максимальна и равна предельной для полностью равновесного
состояния. Жесткость нагружающей системы для элемента материала у вер-
шины трещины может быть конечной и достаточной для устойчивой закри-
тической деформации в этой зоне, чем и объясняется возможность существо-
вания равновесных трещин. Характер развития трещины (устойчивый или
неустойчивый) определяется устойчивостью процесса закритического дефор-
мирования. Предложен целый ряд моделей, определяющих наличие некото-
рой зоны сцепления или зоны с ослабленными связями — зоны предразруше-
ния. К числу наиболее известных относятся модели Дж. Р. Ирвина, Г. И. Ба-
ренблатта, Дж. Р. Райса, Д. С. Дагдейла, М. Я. Леонова и В. В. Панасю-
ка, М. П. Внука и др. [6–15]. Кроме С. Д. Волкова, рядом других авторов
была отмечена целесообразность использования моделей разупрочняющихся
сред при описании процессов деформирования в области концентраторов на-
пряжений [16–20]. Авторы считают, что очевидна корреляция между полной
диаграммой деформирования материала и характером распределения напря-
жений вблизи вершины трещины, качественно они перекликаются.

Показательно, что в настоящее время при численном моделировании раз-
вития трещин в твердых телах распространена «модель когезионной зоны».
В ней предполагается наличие у вершины трещины зоны процесса разруше-
ния с ослабленными связями, для описания поведения которой используют-
ся диаграммы с ниспадающим участком [21–29]. В работах [21–22] описаны
основы когезионной модели трещин, рассмотрены вопросы смешанного раз-
рушения. Стоит отметить, что данная модель является удобной для реше-
ния задач, в которых направление развития трещины заранее известно. Так,
в работе [23] рассмотрены задачи разрушения балок с надрезами при раз-
личных вариантах нагружения. В статье [24] исследована задача деформиро-
вания неоднородной слоистой балки при различных свойствах адгезионного
слоя. В работе [25] проведено численное и экспериментальное исследование
поведения клеевого соединения дерева со стеклом. В работе [26] исследова-
но влияние толщины клеевого соединения на процесс деформирования скле-
енных металлических конструкций. В статье [27] авторами предложена ме-
тодика решения задач разрушения конструкций с клеевыми соединениями,
позволяющая сочетать процессы когезионного и адгезионного разрушения.
В работе [28] исследовано влияние закона деформирования материала кле-
евого соединения на процесс деформирования балки, приклеенной к жест-
кому основанию, произведена оценка размера зоны сцепления. В работе [29]
решены задачи изгиба балок с продольным клеевым соединением, а также
растяжения балки с клеевым соединением под углом. Во всех работах мо-
дель когезионной зоны косвенно воспроизводит проявление закритического
деформирования у вершины трещины.
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В качестве удобного для анализа примера в данной работе рассмотрена
задача деформирования композиционного образца на разрыв между слоями
в рамках модели когезионной зоны. Решение получено в прикладном пакете
ABAQUS CAE.

1. Постановка задачи. Для исследования влияния механического пове-
дения на закритической стадии деформирования материала на процесс роста
трещины рассмотрим модельную статическую задачу разрушения двухкон-
сольной балки из композиционного материала. Данная задача аналогична
методу расчета значения межслойной трещиностойкости полимерных компо-
зитов по ASTM D5528-01. В плоском деформированном состоянии рассматри-
вается образец длиной 100 мм, состоящий из двух частей шириной по 2 мм,
скрепленных через тонкий (0.001 мм) укороченный адгезионный слой. От-
сутствие части адгезионного слоя задает начальную трещину (длина 25 мм).
Композиционный материал — ортотропный, его упругие характеристики при-
ведены в таблице. Материал адгезионного слоя является изотропным упруго-
хрупким с линейным разупрочнением: модуль Юнга 𝐸 = 4000 МПа; предел
прочности на растяжение 𝜎𝐵 = 10 МПа; модуль спада𝐷 (взятый с противопо-
ложным знаком тангенс угла наклона касательной на закритической стадии
деформирования) изменяется в диапазоне от 100 МПа до 4000 МПа. Высокое
значение модуля спада характеризует склонность к хрупкому разрушению,
низкое — к вязкому разрушению и равновесному накоплению повреждений.
Некоторые диаграммы деформирования материала адгезионного слоя при-
ведены на рис. 1. Удельные работы разрушения (площади под диаграммой
деформирования), соответствующие работе, затраченной на разрушение еди-
ницы объема материала, могут быть рассчитаны через модуль спада по фор-
муле

𝑆𝑓 =
𝜎𝐵

2

2

(︁ 1

𝐸
+

1

𝐷

)︁
.

Между частями конструкции заданы связанные контактные условия, меж-
ду композитными частями прописаны контактные условия типа «поверх-
ность–поверхность» во избежание взаимного проникновения друг в друга.
Для упругих частей использована сетка из 4-узловых четырехугольников,
для адгезионного слоя использован одномерный когезионный элемент. Ли-
нейный размер всех элементов — 0.1 мм. Граничные условия: шарнирно за-
креплена точка на расстоянии 10 мм от левого края нижней поверхности;

Рис. 1. Диаграммы деформирования ма-
териала адгезионного слоя, модуль спада:
1 — 1800 МПа, 2 — 800 МПа, 3 — 400 МПа,

4 — 200 МПа
[Figure 1. Adhesive layer material’s
deformation diagrams, softening modulus:
1 — 1800 MPa, 2 — 800 MPa, 3 — 400 MPa,

4 — 200 MPa]

Упругие свойства композита [Composite material’s elastic properties]

𝐸11, GPa 𝐸22, GPa 𝐸33, GPa 𝜈12 𝜈13 𝜈23 𝐺12, GPa 𝐺13, GPa 𝐺23, GPa

56 17 56 0.30 0.04 0.30 3 17 3
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к аналогичной точке на верхней поверхности ступенчато прикладывается пе-
ремещение вдоль оси 𝑂𝑌 с фиксированным шагом 0.01 мм, перемещение
вдоль оси 𝑂𝑋 отсутствует. Остальные поверхности являются свободными,
массовые силы не учитываются. Начало координат поместим в вершину на-
чальной трещины. Решение задачи прекращается, когда теряется сходимость
итерационного процесса.

2. Результаты расчета и их анализ. Анализ поведения образца удобно
проводить по эпюре нормальных напряжений 𝜎22 в адгезионном слое, при-
мер которой с соответствующим полем напряжений изображен на рис. 2. На
эпюре можно выделить несколько характерных точек: 1 — точка, где пол-
ностью реализована закритическая стадия деформирования материала; 2 —
точка, соответствующая частичной реализации закритической стадии; 3 —
точка, соответствующая пределу прочности материала; 4 — точка в упругой
области растяжения; 5 — точка в недеформированном состоянии, являюща-
яся переходной между областью растяжения и областью сжатия; 6 — точка
в упругой области сжатия. Из эпюры видно, каким образом реализуется пол-
ная диаграмма деформирования, видны области (слева направо): с разрушен-
ным материалом, реализации закритической стадии, упругого растяжения,
упругого сжатия.

На рис. 3 приведены наложенные друг на друга эпюры нормальных напря-
жений в адгезионном слое в различные моменты после начала разрушения
и соответствующие им изображения деформированных образцов. Из эпюр
видно, что по мере прорастания трещины область растяжения практически
не изменяется, область сжатия увеличивается (снижается наименьшее значе-
ние напряжения).

По известному в различные моменты напряженно-деформированному со-
стоянию получаем расчетную диаграмму нагружения конструкции в коор-
динатах «раскрытие трещины – нагрузка». Раскрытие трещины определяем

Рис. 2. Поле и эпюра напряжений 𝜎22 с соответствующими точками на
диаграмме деформирования материала

[Figure 2. Stresses 𝜎22 field and diagram with corresponding points on the
material deformation diagram: 1 — the point where the supercritical stage
of material deformation is fully realized; 2 — the point corresponding to the
partial realization of the supercritical stage; 3 — the point corresponding to
the ultimate strength of the material; 4 — the point in the elastic region of
tension; 5 — the point in the undeformed state, which is a transition between
the area of tension and the area of compression; 6 — the point in the elastic

area of compression]
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вдоль оси 𝑂𝑌 начала координат (в вершине заданной трещины). Внешнюю
нагрузку получаем путем вычисления равнодействующей нормальных напря-
жений в адгезионном слое. На диаграмме нагружения, приведенной на рис. 4,
точками обозначены: 1 — момент, где происходит образование зоны закрити-
ческого деформирования материала; 2 — момент, где происходит первое уда-
ление конечного элемента; 3–5 — различные состояния по мере равновесного
роста трещины. Из рисунка видно, что внешняя нагрузка способна значитель-
но увеличиваться после начала реализации закритической стадии деформи-
рования, после начала роста трещины происходит монотонное снижение на-
грузки. Полученные диаграммы нагружения для различных модулей спада
изображены на рис. 5.

Зависимости максимальной нагрузки, выдерживаемой конструкцией, мак-
симальных величин раскрытия и длины трещины от величины модуля спада
и от удельной энергии разрушения представлены на рис. 6. Рост нагрузки при
снижении величины модуля спада объясняется большим размером участка
закритического деформирования (при равной деформации несущая способ-
ность увеличивается). Склонность к росту максимальной величины раскры-
тия трещины при уменьшении модуля спада связана с увеличением податли-

Рис. 3. Эпюры напряжений 𝜎22 и изображения образца по мере роста
трещины

[Figure 3. Stresses 𝜎22 diagram and specimen images as the crack growth]

Рис. 4. Расчетная диаграмма нагружения и эпюры напряжений в раз-
личных состояниях

[Figure 4. Calculated loading diagram and stress diagrams in various states:
1 — the moment where the formation of a zone of supercritical deformation
of the material occurs; 2 — the moment where the first removal of the finite
element occurs; 3–5 — the different states as the crack grows in equilibrium]
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Рис. 5. Расчетные диаграммы нагружения, модуль спада: 1 — 1800 МПа,
2 — 800 МПа, 3 — 400 МПа, 4 — 200 МПа

[Figure 5. Calculated loading diagrams, softening modulus: 1 — 1800 MPa,
2 — 800 MPa, 3 — 400 MPa, 4 — 200 MPa]

вости системы. Из зависимости видно, что, как правило, в некотором диапа-
зоне существует обратная пропорциональность между максимальной длиной
трещины и модулем спада, т.е. чем более податливым является адгезионный
слой, тем больше длина пророщенной трещины. После достижения некото-
рого значения модуля спада максимальная длина трещины изменяется слабо
(достигается некоторое предельное для конструкции состояние). Стоит отме-
тить, что зависимости, изображенные на рис. 6, c–f, не являются монотон-
ными. Это может быть связано как с влиянием размера конечно-элементной
сетки и величины шага нагружения [30], так и с отсутствием дополнитель-
ного условия устойчивости процесса деформирования, построенного в связи
со свойствами нагружающей системы [1]. Данный вопрос требует отдельного
рассмотрения.

Для исследования влияния жесткости нагружающей системы на процесс
деформирования данного образца проведен расчет аналогичной задачи с усло-
вием, что перемещение передается через упругий элемент с заданным ко-
эффициентом жесткости 𝐾. Рассмотрен случай, когда модуль спада 𝐷 =
= 200 МПа. Установлено, что при 𝐾 = 3 Н/м расчет завершается в точке
с максимальной нагрузкой (соответствует случаю «мягкого» нагружения),
при 𝐾 = 4 Н/м расчет проходит полностью (как в случае «жесткого» на-
гружения). Это связано с тем, что наибольшая скорость спада нагрузки со-
ответствует началу разрушения, дальше жесткость нагружающей системы
оказывается достаточной для продолжения процесса равновесного роста тре-
щины.

Заключение. Для демонстрации аналогии между подходами механики
трещин и механики закритического деформирования, а также целесообраз-
ности использования последней для описания равновесного роста трещин
в твердых телах рассмотрена задача деформирования образца на разрыв
между слоями в рамках когезионной модели трещин. Рассмотрена двухзвен-
ная аппроксимация полной диаграммы деформирования материала при раз-
личных значениях модуля спада, соответствующих определенным значениям
удельной энергии разрушения. Построены эпюры нормальных напряжений
в адгезионном слое: показано, каким образом реализуется полная диаграм-
ма деформирования материала вблизи вершины трещины. Изучена эволю-
ция процесса деформирования. Построены расчетные диаграммы нагруже-
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Рис. 6. Зависимости максимальной нагрузки от модуля спада (a)
и удельной энергии разрушения (b); максимальной величины раскры-
тия трещины от модуля спада (c) и удельной энергии разрушения (d);
максимальной длины трещины от модуля спада (e) и удельной энергии

разрушения (f )
[Figure 6. Dependences of the maximum load on softening modulus (a)
and specific fracture energy (b); the maximum crack opening on softening
modulus (c) and specific fracture energy (d); the maximum crack length on

softening modulus (e) and specific fracture energy (f )]
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ния, показаны точки появления зоны закритического деформирования и на-
чала разрушения. Отмечено, что происходит существенное увеличение рас-
четной нагрузки по мере развития зоны закритического деформирования до
начала разрушения. Изучено влияние величины модуля спада на процесс де-
формирования: с уменьшением модуля спада происходит увеличение выдер-
живаемой нагрузки и прикладываемых перемещений. Выявлена зависимость
максимальной длины пророщенной трещины от модуля спада: данная зави-
симость является обратно пропорциональной в некотором диапазоне и имеет
предел. Продемонстрировано, что процесс равновесного роста трещины воз-
можен только при достаточном значении жесткости нагружающей системы.
Можно сделать вывод о целесообразности рассмотрения задач моделирова-
ния процессов деформирования и разрушения конструкций с применением
когезионных элементов с позиций механики закритического деформирова-
ния.
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Abstract
Ensuring the strength and safety of structures requires studying the is-

sues of crack initiation and equilibrium growth. An analogy between the
approaches of phenomenological fracture mechanics, which is based on the
complete deformation diagrams usage, and crack propagation mechanics is
noted. The applying of previously developed postcritical deformation me-
chanics models, which describes accompanied by softening equilibrium dam-
age accumulation processes, is advisable. On the example of the numerical,
with cohesive elements using, simulation of composite specimen interlayer
fracture, the realization of the material deformation complete diagram near
the crack tip is demonstrated. The calculated loading diagrams are con-
structed, the points of the postcritical deformation zone initiation and the
beginning of crack growth are shown. Relations between softening modulus
value and maximum values of load, crack opening and length are revealed.
The influence of the loading system rigidity is noted. It is concluded that con-
sideration of the constructions deformation and fracture processes modeling
problems using cohesive elements from the postcritical mechanics deforma-
tion standpoints is expedient.

Keywords: postcritical deformation, cohesive element, composite, equilib-
rium crack growth.
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