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Аннотация

Обсуждаются определяющие псевдоскаляры, связанные с теорией
гемитропного микрополярного континуума. Приводятся основные поня-
тия алгебры псевдотензоров. Определяется псевдотензорная форма ге-
митропного микрополярного упругого потенциала, основанная на 9 опре-
деляющих псевдоскалярах (из них 3 псевдоскаляра и 6 абсолютных ска-
ляров). Вычисляются веса определяющих псевдоскаляров. С помощью
фундаментального ориентирующего псевдоскаляра веса +1 формули-
руются правила преобразования определяющих псевдоскаляров. Выво-
дятся определяющие уравнения гемитропного микрополярного упругого
континуума. Обсуждаются уравнения динамики гемитропного микропо-
лярного континуума в терминах псевдотензоров в право- и левоориен-
тированных декартовых системах координат. Показано наличие инверс-
ных мод наряду с прямыми при распространении волн по гемитропному
микрополярному континууму.

Ключевые слова: микрополярный гемитропный континуум, микропо-
ворот, псевдоскаляр, относительный тензор, фундаментальный ориен-
тирующий псевдоскаляр, определяющее уравнение, инверсия простран-
ства, поляризация.

Получение: 23 июня 2021 г. / Исправление: 29 июля 2021 г. /
Принятие: 25 августа 2021 г. / Публикация онлайн: 27 сентября 2021 г.

Научная статья
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Му раш кин Е. В., Р а д а е в Ю. Н. Об определяющих псевдоскалярах гемитропных мик-
рополярных сред в инверсных координатных системах // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та.
Сер. Физ.-мат. науки, 2021. Т. 25, № 3. С. 457–474. https://doi.org/10.14498/vsgtu1870.

Сведения об авторах
Евгений Валерьевич Мурашкин https://orcid.org/0000-0002-3267-4742
кандидат физико-математических наук; старший научный сотрудник; лаб. моделирования
в механике деформируемого твердого тела; e-mail: evmurashkin@google.com
Юрий Николаевич Радаев https://orcid.org/0000-0002-0866-2151
доктор физико-математических наук, профессор; ведущий научный сотрудник; лаб.
моделирования в механике деформируемого твердого тела; e-mail: radayev@ipmnet.ru,
y.radayev@gmail.com

© Самарский государственный технический университет 457

https://doi.org/10.14498/vsgtu1870
https://doi.org/10.14498/vsgtu1870
http://www.mathnet.ru/rus/org755
http://www.mathnet.ru/rus/org755
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://doi.org/10.14498/vsgtu1870
http://www.mathnet.ru/rus/person53045
https://orcid.org/0000-0002-3267-4742
https://orcid.org/0000-0002-3267-4742
mailto:evmurashkin@google.com
http://www.mathnet.ru/rus/person39479
https://orcid.org/0000-0002-0866-2151
https://orcid.org/0000-0002-0866-2151
mailto:radayev@ipmnet.ru
mailto:y.radayev@gmail.com


Мурашк ин Е. В., Р а д а е в Ю. Н.

Введение. Современные конструкционные и метаматериалы обладают
такими физико-механическими свойствами, о существовании которых нель-
зя было даже подозревать еще несколько десятилетий назад: отрицательный
коэффициент Пуассона (ауксетические материалы), отрицательное тепловое
расширение, отрицательная электрическая и магнитная проницаемость. Ме-
таматериал демонстрирует характеристики отклика, которые либо не наблю-
даются, либо усиливаются по сравнению с индивидуальными откликами со-
ставляющих его материалов. Сотовые конструкции являются системами из
хорошо известных конструкционных элементов, в целом могут проявлять
нестандартное поведение в ответ на механические воздействия. Биологиче-
ские ткани животного происхождения (мышечная ткань, длинные (трубча-
тые) кости, стенки кровеносных сосудов) проявляют ярко выраженные ге-
митропные свойства, что подтверждается многочисленными исследования-
ми [1–3]. Поэтому при математическом моделировании процессов деформи-
рования и роста таких материалов необходимо понимать, что классические
модели механики сплошных сред будут накладывать чрезмерные ограниче-
ния. При построении таких моделей важно соблюдать геометрическую и тер-
модинамическую непротиворечивость. Механические свойства материалов,
проявляющих гемитропные свойства, зависят от зеркальных отражений мик-
роструктурного состояния микрополярного упругого тела. Последователь-
ное применение принципа виртуальных перемещений и алгебры псевдотен-
зоров [4–10] в механике микрополярного континуума приводит к физически
и геометрически корректным формулировкам определяющих уравнений.

Отметим, что построение определяющего упругого потенциала для ге-
митропного континуума возможно исключительно при использовании псев-
дотензорных формулировок, только после этого возможен корректный пе-
реход к абсолютным тензорам и вывод всех основных уравнений механики
гемитропных тел. Еще одним существенным аспектом оперирования с уравне-
ниями гемитропного тела является необходимость постоянно согласовывать
баланс весов, особенно при использовании символов перестановок, которые
можно трактовать одновременно как псевдотензоры весов +1 и −1. Для этих
же символов (как хорошо известно [9]) нарушается стандартное правило жон-
глирования индексами.

Многочисленные руководства по тензорному исчислению чаще всего об-
ходят стороной вопросы, связанные с алгеброй псевдотензоров [11]. Ранее
в работах авторов [12–14] обсуждались вопросы применения алгебры псевдо-
тензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упруго-
сти. В настоящей работе обсуждаются вопросы задания определяющих псев-
доскаляров теории гемитропного континуума. Приводятся правила преобра-
зования определяющих псевдоскаляров при изменении системы координат.
Выводятся определяющие уравнения гемитропного микрополярного упруго-
го континуума. Обсуждаются уравнения динамики гемитропного микропо-
лярного континуума в терминах псевдотензоров для прямых и зеркальных
мод. С целью компактности изложения используемые термины и обозначения
сведены в табл. 1–3.

1. Основные сведения из алгебры псевдотензоров. Рассмотрим в 𝑛-
мерном пространстве две системы координат 𝑥𝑘 и 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . 𝑛). Преобра-
зование относительного тензора веса 𝑊 (псевдотензора веса 𝑊 ) от системы
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координат 𝑥𝑘 к новой системе координат 𝑥𝑘 осуществляется по закону [15,16]

𝑇
𝑙𝑚···𝑛
𝑖𝑗···𝑘 = Δ𝑊 (𝜕𝑝𝑥

𝑙)(𝜕𝑞𝑥
𝑚) · · · (𝜕𝑠𝑥𝑛)(𝜕𝑖𝑥𝑎)(𝜕𝑗𝑥𝑏) · · · (𝜕𝑘𝑥𝑐)𝑇 𝑝𝑞···𝑠

𝑎𝑏···𝑐 , (1)

где

Δ = det(𝜕𝑗𝑥
𝑖), 𝜕𝑝 =

𝜕

𝜕𝑥𝑝
, 𝜕𝑝 =

𝜕

𝜕𝑥𝑝
.

Здесь черта сверху указывает на значение величины в новой системе коор-
динат 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . 𝑛), Δ— якобиан преобразования, 𝑊 — вес псевдотензо-
ра. Отметим, что закон преобразования псевдотензоров отличается от зако-
на преобразования абсолютных тензоров дополнительным множителем Δ𝑊 ;
𝑊 — целое число, так как в противном случае значение Δ𝑊 не будет одно-
значным.

Для псевдотензоров справедливы следующие утверждения:
1) сумма двух псевдотензоров одинаковой валентности и веса будет псев-

дотензором той же валентности и веса:

[𝑊 ]

𝐴 𝑖𝑗
𝑘𝑙 =

[𝑊 ]

𝐵 𝑖𝑗
𝑘𝑙 +

[𝑊 ]

𝐶 𝑖𝑗
𝑘𝑙 ;

2) тензорное произведение псевдотензоров (возможно, различных валент-
ностей) дает псевдотензор с итоговым весом, равным сумме весов со-
множителей

[𝑊1+𝑊2]

𝐴 𝑖𝑗𝑝𝑞𝑠
𝑘𝑙𝑟𝑡𝑚 =

[𝑊1]

𝐵 𝑖𝑗
𝑘𝑙

[𝑊2]

𝐶 𝑝𝑞𝑠
𝑟𝑡𝑚;

3) результатом свертки псевдотензора будет псевдотензор того же веса;
в том числе, полная свертка псевдотензора веса 𝑊 будет псевдоскаля-
ром того же веса.

Одним из фундаментальных объектов многомерной геометрии являет-
ся абсолютный тензор 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑖1𝑖2...𝑖𝑘

, называемый обобщенной дельтой Кронекера
и определяемый в 𝑛-мерном пространстве для 𝑘 6 𝑛 по правилу

𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑖1𝑖2...𝑖𝑘
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
+1, если 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘 — различные натуральные числа 1, 2, . . . , 𝑛

и если 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘 — четная перестановка 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘;
−1, если 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘 — различные натуральные числа 1, 2, . . . , 𝑛

и если 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘 — нечетная перестановка 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘;
0, во всех остальных случаях.

С помощью тензора 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑖1𝑖2...𝑖𝑘
легко вычисляются символы перестановок:

1) относительный ковариантный 𝑛-вектор 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 веса −1:

𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 = 𝛿12...𝑛𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 ;

2) относительный контравариантный 𝑛-вектор 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 веса +1:

𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 = 𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑛12...𝑛 .

Определение косого произведения 𝑛 абсолютных ковариантных векторов
a
1
, a
2
, . . . , a

𝑛
в 𝑛-мерном пространстве имеет вид [17]

⌈a
1
,a
2
, . . . ,a

𝑛
⌋ = 𝑒𝑖1𝑖2···𝑖𝑛𝑎

1

𝑖1𝑎
2

𝑖2 · · · 𝑎
𝑛

𝑖𝑛 , (2)
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где 𝑒𝑖1𝑖2···𝑖𝑛 = 𝑒𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑛 , 𝑒 = 𝑒12···𝑛 — псевдоскаляр веса +1, позволяет вве-
сти понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра и разделить
правые и левые локальные базисные системы. В самом деле, если в каче-
стве системы векторов a

1
, a

2
, . . . , a

𝑛
принять векторы ковариантного базиса

𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑛
в 𝑛-мерном пространстве, то на основании (2) находим

⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑛
⌋ = 𝑒det(𝚤

𝑎

𝑐).

Заметим, что вектор 𝚤
𝑎

может быть разложен по базису 𝚤
𝑐
:

𝚤
𝑎
= 𝚤

𝑎

𝑐𝚤
𝑐
,

откуда

𝚤
𝑎

𝑐 = 𝚤
𝑎
· 𝑐𝚤 =

𝑐
𝛿
𝑎
,

откуда

det(𝚤
𝑎

𝑐) = det(
𝑐
𝛿
𝑎
) = 1,

т.е.
⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑛
⌋ = 𝑒.

В трехмерном пространстве 𝑒 определяется смешанным произведением
базисных векторов:

𝑒 =
[+1]
𝑒 = ⌈𝚤

1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
⌋ = 𝚤

1
· (𝚤

2
× 𝚤

3
),

а фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр отрицательного веса −1
есть

1

𝑒
=

[−1]
𝑒 −1 = ⌈1𝚤, 2𝚤, 3𝚤⌋ = 1

𝚤 · (2𝚤× 3
𝚤).

Здесь
1
𝚤,

2
𝚤,

3
𝚤— векторы базиса, взаимного (reciprocal) с базисом 𝚤

1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
.

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволя-
ет легко преобразовывать псевдотензоры в абсолютные тензоры. Введем тен-
зор T согласно

T = 𝑒−𝑊
[𝑊 ]

T . (3)

Подсчитывая баланс весов, приходим к заключению, что T является аб-
солютным тензором.

Известное в тензорной алгебре уравнение Гамильтона—Кэли остается спра-
ведливым для псевдотензоров второго ранга произвольного веса. Для дока-

зательства этого утверждения введем комитанты
[𝑘𝑊 ]

𝐶
𝑘

𝑖·
·𝑗 и инвариантны

[𝑘𝑊 ]

I
𝑘

псевдоаффинора
[𝑊 ]

𝑇 𝑖·
·𝑗 , согласно формулам [5]

𝑘!
[𝑘𝑊 ]

𝐶
𝑘

𝑖·
·𝑗 = (−1)𝑘(𝑘 + 1)𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑖𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑗

[𝑊 ]

𝑇 𝑗1·
·𝑖1

[𝑊 ]

𝑇 𝑗2·
·𝑖2 · · ·

[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑘·
·𝑖𝑘 , (4)
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𝑘!
[𝑘𝑊 ]

I
𝑘

= 𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑗1𝑗2...𝑗𝑘

[𝑊 ]

𝑇 𝑗1·
·𝑖1

[𝑊 ]

𝑇 𝑗2·
·𝑖2 · · ·

[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑘·
·𝑖𝑘 . (5)

Можно показать [18], что комитанты (4) выражаются через псевдоинва-
рианты (5) и степени псевдоаффинора зависимостью

[𝑘𝑊 ]

𝐶
𝑘

𝑖·
·𝑗 = (−1)𝑘

[𝑘𝑊 ]

I
𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

[(𝑘−1)𝑊 ]

𝐶
𝑘−1

𝑖·
·𝑖1

[𝑊 ]

𝑇 𝑖1·
·𝑗 .

В итоге при 𝑘 = 𝑛 правая часть равенства (4) содержит операцию альтер-
нирования по 𝑛+ 1 индексу и поэтому равна нулю:

[𝑛𝑊 ]

C
𝑛

=
[𝑛𝑊 ]

0 =
[𝑊 ]

T · · ·
[𝑊 ]

T⏟  ⏞  
𝑛

−
[𝑊 ]

I
1

[𝑊 ]

T · · ·
[𝑊 ]

T⏟  ⏞  
𝑛−1

+
[2𝑊 ]

I
2

[𝑊 ]

T · · ·
[𝑊 ]

T⏟  ⏞  
𝑛−2

− · · ·+ (−1)𝑛
[𝑛𝑊 ]

I
𝑛

[0]

I . (6)

Соотношение (6) означает справедливость уравнения Гамильтона—Кэли для
псевдотензоров в случае 𝑛-мерного пространства.

2. Определяющие уравнения гемитропного микрополярного те-
ла. Псевдотензорная формулировка. Динамические уравнения гемит-
ропного микрополярного тела в подавляющем большинстве литературных
источников выводятся в терминах абсолютных тензоров [19–21]. Однако, как
показали недавние исследования [12,14], геометрически и физически коррект-
ная формулировка уравнений гемитропной микрополярной теории возможна
только в терминах относительных тензоров.

Следствием принципа виртуальных перемещений [14, 22] являются урав-
нения динамики микрополярной среды, которые примем в форме

∇𝑖𝑡
𝑖𝑘 = 𝜌 𝜕2··𝑢

𝑘, ∇𝑖
[−1]
𝜇 𝑖·
·𝑘 − 2

[−1]
𝜏 𝑘 = 𝜌

[−2]

ℑ 𝜕2··
[+1]

𝜑𝑘,

где
[−1]
𝜏 𝑗 — ассоциированный (сопутствующий) вектор силовых напряжений

−
[−1]
𝜏 𝑗 =

1

2
𝜖𝑗𝑖𝑘𝑡

[𝑖𝑘], 𝑡[𝑖𝑘] = −𝜖𝑖𝑘𝑗
[−1]
𝜏 𝑗 . (7)

Ассоциированный (сопутствующий) вектор моментных напряжений опреде-
ляется по аналогии с (7):

𝜇𝑖 =
1

2
𝜖𝑖𝑘𝑠

[−1]
𝜇 [𝑘𝑠],

[−1]
𝜇 [𝑖𝑠] = 𝑒𝑖𝑠𝑗𝜇

𝑗 .

В табл. 1 приведем псевдотензорные величины микрополярной упругости
с указанием их веса и преобразования к абсолютным тензорам.

Введем микрополярный упругий потенциал 𝒰 , рассчитанный на едини-
цу инвариантного элемента объема, с псевдотензорными аргументами (см.
табл. 1):

𝒰 = 𝒰 (𝜖(𝑖𝑗),
[+1]
𝜅 (𝑖𝑗),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖),
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Таблица 1
Относительные тензоры микрополярной упругости

[Relative tensors of the micropolar elasticity]

Standard terminology Root notation Weight Transformation to
absolute tensor

elastic potential 𝒰 0 —

mass density 𝜌 0 —

displacements vector 𝑢𝑘 0 —

asymmetric strain tensor 𝜖𝑖𝑗 0 —

small strain tensor 𝜀𝑖𝑗 = 𝜖(𝑖𝑗) 0 —

force traction vector 𝑡𝑘 = 𝑛𝑖𝑡
𝑖𝑘 0 —

force stress tensor 𝑡𝑖𝑘, 𝜎𝑖𝑘 0 —

body forces 𝑋𝑘 0 —

couple traction pseudovector 𝑚𝑘 = 𝑛𝑖𝜇
𝑖·
·𝑘 −1 𝑚𝑘 = 𝑒

[−1]
𝑚𝑘

couple stress pseudotensor 𝜇𝑖·
·𝑘 −1 𝜇𝑖·

·𝑘 = 𝑒
[−1]
𝜇 𝑖·
·𝑘

associated couple stress vector 𝜇𝑖 0 —

associated couple stress pseudovector 𝜏𝑘 −1 𝜏𝑘 = 𝑒
[−1]
𝜏 𝑘

body couples 𝑌 𝑘 −1 𝑌 𝑘 = 𝑒
[−1]

𝑌 𝑘

coefficient of microinertia ℑ −2 ℑ = 𝑒2
[−2]

ℑ
microrotation tensor Ω𝑖𝑘 0 —

microrotation pseudovector 𝜑𝑖 +1 𝜑𝑖 =
1

𝑒

[+1]

𝜑 𝑖

wryness pseudotensor 𝜅·𝑠𝑖· +1 𝜅·𝑠𝑖· =
1

𝑒

[+1]
𝜅 ·𝑠
𝑖·

associated wryness vector 𝜅𝑖 0 —
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где

𝜖𝑖𝑗 = ∇𝑖𝑢𝑗 − 𝜖𝑖𝑗𝑘
[+1]
𝜙 𝑘,

[+1]
𝜙 𝑖 =

[+1]

𝜑 𝑖 − 1

2
𝜖𝑖𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙, 𝜅𝑖 =

1

2
𝜖𝑖𝑗𝑠

[+1]
𝜅 [𝑗𝑠].

Обычно аргументами упругого потенциала выступают абсолютные тензоры.
Здесь существенным является использование формализма псевдотензоров,
обеспечивающего чувствительность определяющих псевдоскаляров к преоб-
разованиям инверсии пространства и зеркальным отражениям.

Упругий потенциал 𝒰 по физическому смыслу является объективной ве-
личиной и не может меняться при повороте осей системы координат. Поэтому
он (так же как и его первая вариация 𝛿𝒰 ) является абсолютным скаляром.
Первая вариация упругого потенциала представляется сбалансированной по
весам суммой

𝛿𝒰 = 𝑡(𝑖𝑗)𝛿𝜀𝑖𝑗 +
[−1]
𝜇 (𝑖𝑗)𝛿

[+1]
𝜅 (𝑖𝑗) + 2

[−1]
𝜏 𝑖𝛿

[+1]
𝜙 𝑖 + 2𝜇𝑖𝛿𝜅𝑖,

откуда могут быть получены определяющие уравнения:

𝑡(𝑖𝑗) =
𝜕𝒰

𝜕𝜀𝑖𝑗
,

[−1]
𝜇 (𝑖𝑗) =

𝜕𝒰

𝜕
[+1]
𝜅 (𝑖𝑗)

, 2
[−1]
𝜏 𝑖 =

𝜕𝒰

𝜕
[+1]
𝜙 𝑖

, 2𝜇𝑖 =
𝜕𝒰

𝜕𝜅𝑖
.

В качестве потенциала 𝒰 , который, как указывалось выше, инвариантен
относительно поворотов и переносов пространства, а также относительно пре-
образований инверсии пространства и зеркальных отражений, в гемитропном
случае следует выбрать квадратичную функцию

𝒰 = 𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) +

[−2]

𝐴
2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)[+1]

𝜅 (𝑙𝑚) +𝐴
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+
[−2]

𝐴
4
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑙)[+1]

𝜅 (𝑠𝑚) +
[−2]

𝐴
5
𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑖[+1]

𝜙 𝑠 +𝐴
6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠+

+
[−1]

𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
8
𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠) +

[−1]

𝐴
9
𝜅𝑖

[+1]
𝜙 𝑖, (8)

где символы
[𝑊 ]

𝐴
𝑖

(𝑖 = 1, . . . , 9) с соответствующими весами — определяющие

псевдоскаляры гемитропной микрополярной среды (в табл. 2 представлены

определяющие псевдоскаляры с указанием их веса), из них
[−1]

𝐴
7

,
[−1]

𝐴
8

,
[−1]

𝐴
9

чув-
ствительны к преобразованиям инверсии пространства и зеркальным отра-
жениям.

Важно отметить, что псевдоскаляры
[−2]

𝐴
2

,
[−2]

𝐴
4

,
[−2]

𝐴
5

,
[−1]

𝐴
7

,
[−1]

𝐴
8

,
[−1]

𝐴
9

, в отличие
от абсолютных скаляров 𝐴

1
, 𝐴

3
, 𝐴

6
, меняются при переходе от одной системы

координат 𝑥𝑘 к другой системе 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) в соответствии с правилом (1)
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Таблица 2
Веса микрополярных гемитропных определяющих скаляров
[The weights of the micropolar hemitropic constitutive scalars]

Standard terminology Root notation Weight Transformation to
absolute tensor

shear modulus of elasticity 𝐺 0 —

Poisson ratio 𝜈 0 —

characteristic length
𝐿 −1 𝐿 = 𝑒

[−1]

𝐿of micropolar theory

first micropolar modulus 𝑐1 −2 𝑐1 = 𝑒2
[−2]
𝑐1

second micropolar modulus 𝑐2 +2 𝑐2 =
1

𝑒2
[+2]
𝑐2

third micropolar modulus 𝑐3 0 —

forth micropolar modulus 𝑐4 0 —

fifth micropolar modulus 𝑐5 0 —

sixth micropolar modulus 𝑐6 0 —

first constitutive pseudoscalar 𝐴
1

0 —

second constitutive pseudoscalar 𝐴
2

−2 𝐴
2
= 𝑒2

[−2]

𝐴
2

third constitutive pseudoscalar 𝐴
3

0 —

firth constitutive pseudoscalar 𝐴
4

−2 𝐴
4
= 𝑒2

[−2]

𝐴
4

fifth constitutive pseudoscalar 𝐴
5

−2 𝐴
5
= 𝑒2

[−2]

𝐴
5

sixth constitutive pseudoscalar 𝐴
6

0 —

seventh constitutive pseudoscalar 𝐴
7

−1 𝐴
7
= 𝑒

[−1]

𝐴
7

eighth constitutive pseudoscalar 𝐴
8

−1 𝐴
8
= 𝑒

[−1]

𝐴
8

ninth constitutive pseudoscalar 𝐴
9

−1 𝐴
9
= 𝑒

[−1]

𝐴
9
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по формулам

[−2]

𝐴
2

= Δ−2
[−2]

𝐴
2
,

[−2]

𝐴
4

= Δ−2
[−2]

𝐴
4
,

[−2]

𝐴
5

= Δ−2
[−2]

𝐴
5
,

[−1]

𝐴
7

= Δ−1
[−1]

𝐴
7
,

[−1]

𝐴
8

= Δ−1
[−1]

𝐴
8
,

[−1]

𝐴
9

= Δ−1
[−1]

𝐴
9
.

(9)

В декартовых системах координат определяющие псевдоскаляры
[𝑊 ]

𝐴
𝑖

оста-
ются неизменными, может меняться только их знак. В этом случае соотно-
шения (9) примут вид

[−2]

𝐴
2

=
[−2]

𝐴
2
,

[−2]

𝐴
4

=
[−2]

𝐴
4
,

[−2]

𝐴
5

=
[−2]

𝐴
5
,

[−1]

𝐴
7

= ±
[−1]

𝐴
7
,

[−1]

𝐴
8

= ±
[−1]

𝐴
8
,

[−1]

𝐴
9

= ±
[−1]

𝐴
9
.

При выводе уравнений стандартной модели гемитропного микрополярно-
го континуума в качестве определяющих постоянных принимаются постоян-
ные абсолютные скаляры. Перейти к абсолютным скалярам в выражении (8)
можно согласно правилу (3), тогда

𝐴
2
= 𝑒2

[−2]

𝐴
2
, 𝐴

4
= 𝑒2

[−2]

𝐴
4
, 𝐴

5
= 𝑒2

[−2]

𝐴
5
,

𝐴
7
= 𝑒

[−1]

𝐴
7
, 𝐴

8
= 𝑒

[−1]

𝐴
8
, 𝐴

9
= 𝑒

[−1]

𝐴
9
.

(10)

Воспользовавшись формулой (10), потенциал (8) можно представить в виде

𝒰 = 𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) + 𝑒−2𝐴

2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)[+1]

𝜅 (𝑙𝑚) +𝐴
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+ 𝑒−2𝐴
4
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑙)[+1]

𝜅 (𝑠𝑚) + 𝑒−2𝐴
5
𝑔𝑖𝑠𝛿

[+1]
𝜙 𝑖𝛿

[+1]
𝜙 𝑠 +𝐴

6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠+

+ 𝑒−1𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝑒−1𝐴

8
𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠) + 𝑒−1𝐴

9
𝜅𝑖

[+1]
𝜙 𝑖.

Выберем систему координат, подчинив ее условию1

√
𝑔 = 1,

т.е.
𝑒 = sgn 𝑒.

1Ограничение √
𝑔 = 1 часто используется не только в теории относительности [23], но

и в механике деформируемого твердого тела [24]. На страницах 135–142 монографии [23]
условие √

𝑔 = 1 используется при выводе уравнения тяготения в 4-пространстве–времени,
что существенно упрощает уравнения теории относительности.
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В трехмерном пространстве таких систем существует бесконечно много, на-
пример декартовы лево- и правоориентированные системы координат. Потен-
циал (11) для таких систем преобразуется к виду

𝒰 = 𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) +𝐴

2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)[+1]

𝜅 (𝑙𝑚) +𝐴
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+𝐴
4
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑙)[+1]

𝜅 (𝑠𝑚) +𝐴
5
𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑖[+1]

𝜙 𝑠 +𝐴
6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠+

±𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) ±𝐴

8
𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠) ±𝐴

9
𝜅𝑖

[+1]
𝜙 𝑖, (11)

где “+” соответствует правоориентированной системе координат, а знак “−” —
левоориентированной; 𝐴

1
, . . . , 𝐴

9
являются постоянными.

Определяющие уравнения для силовых и моментных напряжений в тер-
минах псевдотензоров в криволинейной системе координат получаются в виде

𝑡(𝑖𝑠) = 2𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 2𝐴

3
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚𝜖(𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
8

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠),

[−1]
𝜇(𝑖𝑠) = 2

[−2]

𝐴
2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 2

[−2]

𝐴
4
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔

𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) +
[−1]

𝐴
8
𝜖(𝑖𝑠),

2
[−1]
𝜏 𝑖 = 2

[−2]

𝐴
5
𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑠 +

[−1]

𝐴
9
𝜅𝑖, 2𝜇𝑖 = 2𝐴

6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑠 +

[−1]

𝐴
9

[+1]
𝜙 𝑖.

(12)

Вместо девяти определяющих псевдоскаляров 𝐴
𝑖
, появляющихся в выра-

жении для упругого потенциала (8), удобнее ввести другие определяющие
псевдоскаляры:

𝐴
1
= 𝐺𝜈(1− 2𝜈)−1,

[−2]

𝐴
2

= 𝐺
[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 𝑐3, 𝐴
3
= 𝐺,

[−2]

𝐴
4

= 𝐺
[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 ,
[−2]

𝐴
5

= 2𝐺
[−2]
𝑐1, 𝐴

6
= 𝐺

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿
[+2]
𝑐2,

[−1]

𝐴
7

= 𝐺
[−1]

𝐿 𝑐4,
[−1]

𝐴
8

= 𝐺
[−1]

𝐿 𝑐5,
[−1]

𝐴
9

= 𝐺
[−1]

𝐿 𝑐6,

с тем чтобы в итоге пришлось иметь дело с двумя размерными и семью без-
размерными параметрами:

– 𝐺— модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений);
– 𝜈 — коэффициент Пуассона (не имеет физической размерности);

–
[−1]

𝐿 — характеристическая микродлина;

–
[−2]
𝑐1,

[+2]
𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6 — не имеющие физической размерности псевдоска-

ляры.
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В результате вместо (12) приходим к определяющим уравнениям гемит-
ропной микрополярной среды:

𝑡(𝑖𝑠) = 2𝐺
(︀
𝜈(1− 2𝜈)−1𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚

)︀
𝜖(𝑙𝑚) +𝐺

[−1]

𝐿
(︀
𝑐4𝑔

𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚
[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝑐5

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)

)︀
,

[−1]
𝜇(𝑖𝑠) = 2𝐺

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 (𝑐3𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚)
[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +𝐺

[−1]

𝐿 (𝑐4𝑔𝑖𝑠𝑔
𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 𝑐5𝜖(𝑖𝑠)),

[−1]
𝜏 𝑖 = 2𝐺

[−2]
𝑐1𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑠 +

1

2
𝐺

[−1]

𝐿 𝑐6𝜅𝑖, 𝜇𝑖 = 𝐺
[−1]

𝐿
[−1]

𝐿
[+2]
𝑐2𝑔

𝑖𝑠𝜅𝑠 +
1

2
𝐺

[−1]

𝐿 𝑐6
[+1]
𝜙 𝑖.

3. Уравнения динамики гемитропного микрополярного тела.
Псевдотензорная формулировка. Уравнения динамики гемитропного
микроплярного упругого континуума в криволинейных координатах, исполь-

зуя обозначения для дифференциальных операторов ℒ 𝑖 и
[−1]

ℳ𝑖 и для опреде-
ляющих постоянных

𝑐′4 = 𝑐4 +
1

2
𝑐5 +

1

4
𝑐6, 𝑐′5 =

1

2
𝑐5 −

1

4
𝑐6, 𝑐′6 = −𝑐6,

запишем в форме

ℒ 𝑖
(︀
𝜕·,∇𝑘, 𝑢

𝑘,
[+1]

𝜑 𝑘
)︀
= 𝐺

[︁(︀
1 + 𝑒2

[−2]
𝑐1
)︀
∇𝑠∇𝑠𝑢

𝑖+

+
(︀
1− 𝑒2

[−2]
𝑐1 + 2𝜈(1− 2𝜈)−1

)︀
∇𝑖∇𝑘𝑢

𝑘+

+ 2
[−2]
𝑐1𝜖

𝑖𝑘𝑙∇𝑘

[+1]

𝜑𝑙 +
[−1]

𝐿 𝑐′4∇𝑖∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑘+

+
[−1]

𝐿 𝑐′5∇𝑘∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑖
]︁
− 𝜌 𝜕2··𝑢

𝑖 = 0,

[−1]

ℳ𝑖

(︀
𝜕·,∇𝑘, 𝑢

𝑘,
[+1]

𝜑 𝑘
)︀
= 𝐺

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿
[︁(︀
1 + 𝑒−2[+2]

𝑐2
)︀
∇𝑠∇𝑠

[+1]

𝜑𝑖+

+
(︀
1− 𝑒−2[+2]

𝑐2 + 2𝑐3
)︀
∇𝑖∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑘 +
[−1]

𝐿 −1𝑐′4∇𝑖∇𝑘𝑢𝑘+

+
[−1]

𝐿 −1𝑐′5∇𝑘∇𝑘𝑢𝑖 +
[−1]

𝐿 −1𝑐′6𝜖𝑖𝑠𝑙∇𝑠
[+1]

𝜑 𝑙
]︁
−

− 2𝐺
[−2]
𝑐1(2

[+1]

𝜑𝑖 − 𝑒2𝜖𝑖𝑘𝑙𝑔
𝑘𝑠∇𝑠𝑢

𝑙)− 𝜌
[−2]

I 𝜕2··
[+1]

𝜑𝑖 =
[−1]

0 .

(13)

На основании данных выше определений дифференциальный оператор

ℒ 𝑖 имеет нулевой вес, а оператор
[−1]

ℳ𝑖 имеет вес −1. Для правоориентиро-
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ванной декартовой системы координат уравнения (13) запишутся в виде (см.
также табл. 32)

ℒ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘) = 𝐺
[︀
(1 + 𝑐1)𝜕𝑠𝜕𝑠𝑢𝑖 +

(︀
1− 𝑐1 + 2𝜈(1− 2𝜈)−1

)︀
𝜕𝑖𝜕𝑘𝑢𝑘+

+ 2𝑐1𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕𝑘0𝑙 + 𝐿𝑐′4𝜕𝑖𝜕𝑘0𝑘 + 𝐿𝑐′5𝜕𝑘𝜕𝑘0𝑖

]︀
− 𝜌 𝜕2··𝑢𝑖 = 0,

ℳ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘) = 𝐺𝐿2
[︀
(1 + 𝑐2)𝜕𝑠𝜕𝑠0𝑖 + (1− 𝑐2 + 2𝑐3)𝜕𝑖𝜕𝑘0𝑘+

+ 𝐿−1𝑐′4𝜕𝑖𝜕𝑘𝑢𝑘 + 𝐿−1𝑐′5𝜕𝑘𝜕𝑘𝑢𝑖 + 𝐿−1𝑐′6𝜖𝑖𝑠𝑙𝜕𝑠0𝑙

]︀
−

− 2𝐺𝑐1(20𝑖 − 𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕𝑘𝑢𝑙)− 𝜌I𝜕2··0𝑖 = 0.

(14)

Рассмотрим преобразование инверсии пространства (𝑥𝑘 → 𝑥
*𝑘

). Величины
в новой системе координат обозначим звездочкой снизу. В табл. 3 укажем
объекты в правоориентированной декартовой системе координат, инверсной
к ней системе координат и формулы связи. На основании уравнений (13),
заменяя материальные постоянные в соответствии c табл. 3, получаем

ℒ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = 𝐺[(1 + 𝑐1)𝜕*𝑠

𝜕
*𝑠
𝑢
* 𝑖

+ (1− 𝑐1 + 2𝜈(1− 2𝜈)−1)𝜕
* 𝑖
𝜕
*𝑘
𝑢
*𝑘
+

+ 2𝑐1𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕*𝑘
0
* 𝑙 − 𝐿𝑐′4𝜕* 𝑖

𝜕
*𝑘

0
* 𝑘 − 𝐿𝑐′5𝜕*𝑘

𝜕
*𝑘

0
* 𝑖]− 𝜌 𝜕2··𝑢* 𝑖

= 0,

ℳ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = 𝐺𝐿2

[︀
(1 + 𝑐2)𝜕*𝑠

𝜕
*𝑠

0
* 𝑖 + (1− 𝑐2 + 2𝑐3)𝜕* 𝑖

𝜕
*𝑘

0
* 𝑘−

− 𝐿−1𝑐′4𝜕* 𝑖
𝜕
*𝑘
𝑢
*𝑘

− 𝐿−1𝑐′5𝜕*𝑘
𝜕
*𝑘
𝑢
* 𝑖

− 𝐿−1𝑐′6𝜖𝑖𝑠𝑙𝜕*𝑠
0
* 𝑙

]︀
−

− 2𝐺𝑐1(20* 𝑖 − 𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕*𝑘
𝑢
* 𝑙
)− 𝜌I𝜕2··0* 𝑖 = 0.

(15)

Производя в дифференциальных операторах замены в соответствии с тре-
тьим столбцом табл. 3, находим

ℒ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = −ℒ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘),

ℳ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = ℳ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘).

Откуда следует, что если выполняются уравнения (14) для исходной пра-
воориентированной декартовой системы координат, то выполняются (в силу
выполнимости (14)) и уравнения (15) в инверсной координатной системе3.
Указанное обстоятельство влечет за собой, например, наличие прямых и зер-
кальных мод при распространении волн по гемитропному микрополярному
упругому континууму. В случае распространения гармонических волн по ге-
митропной микрополярной среде оператор дифференцирования по времени
в указанных выше уравнениях преобразуется по правилу 𝜕2·· → −𝜔2, где 𝜔—
циклическая частота гармонической волны.

Заключение. В статье обсуждаются определяющие псевдоскаляры, свя-
занные с теорией гемитропного микрополярного континуума.

1. Приводятся основные понятия алгебры псевдотензоров, включая обоб-
щение теоремы Гамильтона—Кэли.

20𝑘 — специальный символ, вес которого мы не будем указывать, точно так же как это
имеет место для 𝜖-символов.

3Справедливо и обратное утверждение.
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𝑘

𝑥
𝑘

𝑥 *
𝑘

𝑥 *
𝑘
=

−
𝑥
𝑘

𝑒
1

−
1

𝑒 *
=

−
𝑒

𝑔 𝑖
𝑗

𝛿 𝑖
𝑗

𝛿 𝑖
𝑗
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𝜖𝑖
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𝑘

𝜖 𝑖
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=
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𝜑
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𝑘
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𝑘
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0
𝑘

∇
𝑖

𝜕
𝑖

𝜕 *
𝑖

𝜕 *
𝑖
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−
𝜕
𝑖

𝜕
·

𝜕
·

𝜕 *
·

—

ℒ
𝑖 (
𝜕
·,∇

𝑘
,𝑢

𝑘 ,
0

𝑘
)

ℒ
𝑖(
𝜕
·,
𝜕
𝑘
,𝑢

𝑘
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𝑘
)

ℒ *
𝑖(
𝜕
·,
𝜕 *
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𝑘
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𝑘
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𝑘
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*
𝑘
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−
ℒ
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𝑘
,𝑢

𝑘
,0

𝑘
)

[−
1
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ℳ
𝑖(
𝜕
·,∇

𝑘
,𝑢

𝑘 ,
0

𝑘
)

ℳ
𝑖(
𝜕
·,
𝜕
𝑘
,𝑢

𝑘
,0

𝑘
)

ℳ *
𝑖(
𝜕
·,
𝜕 *
𝑘
,𝑢
*
𝑘
,0 *

𝑘
)

ℳ *
𝑖(
𝜕
·,
𝜕 *
𝑘
,𝑢
*
𝑘
,0
*
𝑘
)
=

ℳ
𝑖(
𝜕
·,
𝜕
𝑘
,𝑢

𝑘
,0

𝑘
)

[−
1
]

𝐿
𝐿

𝐿 *
𝐿 *
=

−
𝐿

[−
2
]

𝑐
1

𝑐 1
𝑐 1

—
[+

2
]

𝑐
2

𝑐 2
𝑐 2

—
[−

2
]

I
I

I
—
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2. Определяется псевдотензорная форма гемитропного микрополярного
потенциала упругой деформации, основанная на 9 определяющих псев-
доскалярах (из них 3 псевдоскаляра и 6 абсолютных скаляров).

3. Вычисляются веса определяющих псевдоскаляров.
4. Продемонстрировано, что упругий потенциал инвариантен относитель-

но поворотов и переносов пространства, а также относительно преоб-
разований инверсии пространства и зеркальных отражений, а опреде-

ляющие псевдоскаляры
[−1]

𝐴
7

,
[−1]

𝐴
8

,
[−1]

𝐴
9

чувствительны к преобразованиям
инверсии пространства и зеркальным отражениям.

5. Выводятся определяющие уравнения гемитропного микрополярного
упругого континуума. С помощью фундаментального ориентирующего
скаляра веса +1 формулируются правила преобразования определяю-
щих псевдоскаляров.

6. Обсуждаются уравнения динамики гемитропного микрополярного кон-
тинуума в терминах псевдотензоров для прямых и зеркальных мод.
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Abstract

The paper is devoted to the constitutive pseudoscalars associated with
the theory of hemitropic micropolar continuum. The basic concepts of pseu-
dotensor algebra are presented. The pseudotensor form of the hemitropic
micropolar elastic potential is given, based on 9 constitutive pseudoscalars
(3 are pseudoscalars and 6 are absolute scalars). The weights of the consti-
tutive pseudoscalars are calculated. The fundamental orienting pseudoscalar
of weight +1 is used to formulate transformation rules for constitutive pseu-
doscalars. The governing equations of the hemitropic micropolar elastic con-
tinuum are derived. The equations of the dynamics of the hemitropic mi-
cropolar continuum are discussed in terms of pseudotensors in right- and
left-handed Cartesian coordinate systems. The presence of inverse modes
along with normal ones is shown for wave propagation across the hemitropic
micropolar continuum.
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