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Аннотация

Дается обзор различных способов получения критериев подобия, при-
водится их классификация, которая включает пять способов их вывода
из дифференциальных уравнений и семь способов — из анализа раз-
мерностей. Все способы сравниваются на одной задаче механики о вы-
нужденных колебаниях груза, приводящей к четырем числам подобия.
Такой подход помогает сравнить трудозатраты, необходимые для выво-
да чисел подобия различными способами. По каждому способу дается
перечень литературы, где он упоминается, и краткое описание задач,
которые там решаются. В конце приводится сводная таблица, показыва-
ющая, какие способы рассмотрены в упоминаемых работах. Из таблицы
видна сравнительная популярность способов.
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Введение
О преподавании. Теория подобия преподается во многих вузах. О же-

лательности преподавания теории подобия для студентов технических специ-
альностей говорится уже давно. Например, в 1979 году на Всесоюзном сове-
щании-семинаре заведующих кафедрами механики вузов страны Л. Г. Лой-
цянский в своем докладе [26] отмечал «важность введения в преподаваемые
курсы теоретической механики хотя бы элементарных сведений о подобии
и размерности». В 1998 году такую же мысль высказывал И. Ш. Коган [17]:
«Основы теории подобия следует излагать перед началом изучения техниче-
ских дисциплин, с тем чтобы применять полученные знания при изучении
каждой из них».
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О терминах. В литературе используются термины «методы подобия»
и «теория подобия». Какой более правильный? С общефизической точки
зрения теорией можно называть такой раздел физики, где изучаются те или
иные реальные физические процессы, происходящие с веществом или полем.
Поэтому с этих позиций правильнее говорить «методы подобия» в той или
иной физической теории, по аналогии с названиями других методов, напри-
мер, численные методы, вариационные методы, методы оптимизации. С мате-
матической точки зрения все методы решения физических задач имеют свою
теорию, и с этих позиций естественно говорить «теория подобия». В данной
работе будем употреблять оба термина.

Кроме того, в литературе используется термин «теория подобия и анализ
размерностей», т. е. теория подобия противопоставляется анализу размерно-
стей. Такое противопоставление может сформировать неправильное понима-
ние предмета. Для целостного восприятия методов подобия будем вместо тер-
мина «теория подобия» использовать термин «анализ уравнений». Таким об-
разом, теория подобия делится на два направления: анализ уравнений и ана-
лиз размерностей. Такая терминология не нова, она встречается, например,
в работах М. В. Кирпичева [14, с. 90], С. С. Кутателадзе [23, введение]. До-
бавим, что в [23] термины «теория» и «методы» подобия заменены единым
термином «анализ» подобия.

Еще одна неоднозначность возникает при употреблении терминов крите-
рий подобия и число подобия. Согласно сборнику рекомендуемых терминов
по теории подобия [32], эти термины равнозначны, и на английском языке
они обозначаются единым выражением similarity criterion. Для того чтобы
отличать входные параметры задачи от выходных, в [32] вводятся понятия
определяющего и определяемого критериев подобия. Под определяющим (ан-
гл. independent similarity criterion) понимается критерий подобия, содержа-
щий независимую переменную, под определяемым (англ. dependent similarity
criterion) — критерий подобия, содержащий зависимую переменную (искомую
величину). Для того чтобы выделить эти различия, например, Л. А. Шапо-
валов [44] вводит подчеркивание в критериальном уравнении:

𝜋1 = 𝑓(𝜋2, 𝜋3, . . .).

Здесь подчеркнуты определяющие критерии, слева – определяемый критерий
подобия. В противоположность сборнику [32] Л. Г. Лойцянский [24–26] для
разграничения понятий называет критериями только определяющие крите-
рии подобия, а под числами подобия понимает все критерии — и определяю-
щие, и определяемые: «критериев подобия меньше, чем чисел подобия». В ка-
честве обоснования такой позиции Л. Г. Лойцянский приводит рассуждение о
том, что если равны критерии, то подобие двух сравниваемых явлений («мо-
дели» и «натуры») будет обеспечено независимо от остальных чисел подобия.

Об обозначениях. Традиционно безразмерные числа и критерии подо-
бия обозначаются прописной или строчной греческой буквой «пи». Такое обо-
значение возникло, вероятно, от первой буквы греческого слова παραμετρο
(параметр, аргумент)1.

О получении критериев подобия. В классическом представлении чис-
ла подобия, или инварианты, можно получить двумя путями: либо из диффе-

1По материалам сайта Wikipedia.
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ренциальных уравнений, описывающих процесс или явление, либо из анализа
размерностей параметров задачи.

1. Способы вывода критериев подобия
из дифференциальных уравнений

Рассмотрим следующие пять способов вывода чисел подобия из диффе-
ренциальных уравнений, которые для краткости обозначим через Д1–Д5:
Д1. Способ нормализации уравнения, или приведения уравнения к безраз-

мерному виду;
Д2. Способ упрощенной нормализации уравнения;
Д3. Способ деления уравнения на одно из слагаемых;
Д4. Способ сравнения двух уравнений через индикаторы подобия;
Д5. Способ сравнения двух сил через индикаторы подобия.

Общие положения по выводу чисел подобия будем иллюстрировать при-
мерами для задачи о вынужденных колебаниях груза, которые описываются
уравнением

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑘

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑥 = 𝑃 sin𝜔𝑡, (1)

где 𝑚— масса груза (материальной точки); 𝑘— коэффициент демпфирова-
ния; 𝑐— жесткость пружины; 𝑃 , 𝜔— амплитуда и круговая частота возмуща-
ющей силы. В этом уравнении четыре слагаемых, и каждое слагаемое есть
сила: первое — сила инерции 𝐹𝑚, второе — сила сопротивления 𝐹𝑘, третье —
сила упругости 𝐹𝑐, справа стоит внешняя возмущающая сила 𝐹𝜔, например,
от вращающегося дебаланса:

𝐹𝑚 = 𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
, 𝐹𝑘 = 𝑘

𝑑𝑥

𝑑𝑡
, 𝐹𝑐 = 𝑐𝑥, 𝐹𝜔 = 𝑃 sin𝜔𝑡. (2)

Д1. Способ нормализации уравнения, или приведения уравнения
к безразмерному виду. Выберем характерные значения для аргумента 𝑡,
функции 𝑥 и параметров

𝑡*, 𝑥*, 𝑚*, 𝑘*, 𝑐*, 𝑃*, 𝜔*. (3)

На первом этапе рассуждений эти величины остаются произвольными. Опре-
делим соответствующие безразмерные величины:

𝑡 =
𝑡

𝑡*
, 𝑥 =

𝑥

𝑥*
, 𝑚 =

𝑚

𝑚*
, 𝑘 =

𝑘

𝑘*
, 𝑐 =

𝑐

𝑐*
, 𝑃 =

𝑃

𝑃*
, 𝜔 =

𝜔

𝜔*
.

Тогда размерные величины и размерные производные примут следующий
вид:

𝑡 = 𝑡𝑡*, 𝑥 = 𝑥𝑥*, 𝑚 = 𝑚𝑚*, 𝑘 = 𝑘𝑘*, 𝑐 = 𝑐𝑐*, 𝑃 = 𝑃𝑃*, 𝜔 = 𝜔𝜔*;

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

(︁𝑥*
𝑡*

)︁𝑑𝑥
𝑑𝑡
,

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
=

𝑑

𝑑𝑡

(︁𝑑𝑥
𝑑𝑡

)︁
=

(︁𝑥*
𝑡2*

)︁𝑑2𝑥
𝑑𝑡

2 .
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Подставим их в уравнение (1):(︁
𝑚*

𝑥*
𝑡2*

)︁
𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡
2 +

(︁
𝑘*
𝑥*
𝑡*

)︁
𝑘
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ (𝑐*𝑥*)𝑐𝑥 = 𝑃*𝑃 sin(𝜔*𝑡*𝜔𝑡).

Поделим все слагаемые на первую скобку:

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡
2 +

(︁𝑘*𝑡*
𝑚*

)︁
𝑘
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
(︁𝑐*𝑡2*
𝑚*

)︁
𝑐𝑥 =

(︁ 𝑃*𝑡
2
*

𝑚*𝑥*

)︁
𝑃 sin

(︀
(𝜔*𝑡*)𝜔𝑡

)︀
.

Далее проведем следующие логические рассуждения:
1) здесь первое слагаемое есть величина безразмерная, следовательно, все

остальные слагаемые тоже должны быть безразмерными по правилу
одинаковых размерностей Фурье;

2) в каждом слагаемом скобка умножается на безразмерную величину,
следовательно, каждая скобка тоже должна быть величиной безраз-
мерной.

Обозначим выражения в скобках через безразмерные параметры 𝜋 и по-
лучим безразмерное уравнение

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡
2 + 𝜋1𝑘

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜋2𝑐𝑥 = 𝜋3𝑃 sin (𝜋4𝜔𝑡). (4)

Здесь первые три безразмерных параметра 𝜋 имеют физический смысл от-
ношения соответствующих сил, а четвертый — угла поворота дебаланса:

𝜋1 =
𝐹𝑘
𝐹𝑚

=
𝑘*𝑡*
𝑚*

, 𝜋2 =
𝐹𝑐
𝐹𝑚

=
𝑐*𝑡

2
*

𝑚*
, 𝜋3 =

𝐹𝜔
𝐹𝑚

=
𝑃*𝑡

2
*

𝑚*𝑥*
, 𝜋4 = 𝜔*𝑡*. (5)

На втором этапе рассуждений характерным размерным величинам (3)
следует задать конкретные значения. Если эти значения будут близки к мак-
симально возможным для этой задачи, то безразмерное уравнение (4) норма-
лизуется, т. е. каждое слагаемое уравнения будет по модулю меньше единицы
или равно ей. Зададим следующие значения:

𝑡* = 𝑡𝑝, 𝑥* = 𝑥𝑠 = 𝑃/𝑐, 𝑚* = 𝑚,

𝑘* = 𝑘, 𝑐* = 𝑐, 𝑃* = 𝑃, 𝜔* = 𝜔0 =
√︀
𝑐/𝑚.

(6)

Здесь 𝑡𝑝 — время периода колебаний; 𝑥𝑠 — статическое отклонение груза под
действием постоянной силы 𝑃 ; 𝑚, 𝑘, 𝑐, 𝑃 — соответствующие параметры за-
дачи; 𝜔0 — частота собственных колебаний без демпфирования. Тогда безраз-
мерное отклонение 𝑥 и безразмерное время 𝑡 будут измеряться в долях от
статического отклонения 𝑥𝑠 и от периода колебаний 𝑡𝑝 соответственно:

𝑥 =
𝑥

𝑥*
=

𝑥

𝑥𝑠
, 𝑡 =

𝑡

𝑡*
=

𝑡

𝑡𝑝
,

а безразмерные масса, коэффициент демпфирования, жесткость пружины
и внешняя сила будут равны единице:

𝑚 =
𝑚

𝑚*
=
𝑚

𝑚
= 1, 𝑘 =

𝑘

𝑘*
=
𝑘

𝑘
= 1, 𝑐 =

𝑐

𝑐*
=
𝑐

𝑐
= 1, 𝑃 =

𝑃

𝑃*
=
𝑃

𝑃
= 1.
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В результате уравнение (4) и коэффициенты 𝜋 (5) примут вид

𝑑2𝑥

𝑑𝑡
2 + 𝜋1

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜋2𝑥 = 𝜋3 sin (𝜋4𝜔𝑡); (7)

𝜋1 =
𝑘𝑡𝑝
𝑚
, 𝜋2 =

𝑐𝑡2𝑝
𝑚
, 𝜋3 =

𝑃𝑡2𝑝
𝑚𝑥𝑠

, 𝜋4 = 𝜔0𝑡𝑝.

В теории подобия безразмерные коэффициенты 𝜋 получили название чи-
сел (критериев) подобия. Число 𝜋4 называется числом гомохронности, число
𝜋3 называется числом подобия Ньютона (отношение внешней силы к силе
инерции). В дальнейшем у времени 𝑡𝑝, смещения 𝑥𝑠 и частоты 𝜔0 индексы
для краткости не будем писать, но подразумеваем, что это конкретные ха-
рактерные значения (6).

Уравнение в безразмерном виде имеет три преимущества по сравнению
с размерным уравнением:

1) из условия безразмерности чисел подобия 𝜋 можно без решения диф-
ференциального уравнения (7) провести сравнительный анализ пара-
метров задачи, т. е. определить, во сколько раз изменится какой-либо
параметр, если изменятся другие параметры;

2) приведение уравнения к безразмерному виду позволяет в общем случае
сократить количество параметров, от которых зависит искомая функ-
ция, а это облегчает как проведение экспериментов, так и дальнейший
анализ задачи;

3) безразмерная форма уравнений позволяет проводить аналоговое мо-
делирование процесса в другой физической среде, например, изучать
колебания сложной механической системы на электрической схеме. Та-
кие исследования проводились на аналоговых ЭВМ до появления циф-
ровых компьютеров с развитыми численными методами.

В результате получили, что натура и модель описываются одинаковыми
безразмерными уравнениями (7), отличия только в характерных параметрах
(6) и безразмерных комплексах 𝜋1, 𝜋2, 𝜋3, 𝜋4. Для подобия натуры и модели
требуется, чтобы их 𝜋-коэффициенты совпадали:

𝜋1 =
𝑘𝑡

𝑚
= idem, 𝜋2 =

𝑐𝑡2

𝑚
= idem, 𝜋3 =

𝑃𝑡2

𝑚𝑥
= idem, 𝜋4 = 𝜔𝑡 = idem, (8)

где idem в буквальном переводе с латинского означает «одно и то же».
Способ Д1 описан под разными названиями у многих авторов и приме-

нялся для различных задач.
К. С. Басниев и другие [6] рассматривают задачу о приведении уравнений

к безразмерному виду на примере системы уравнений движения однородной
вязкой несжимаемой жидкости. Из уравнения движения и граничных усло-
вий получают числа подобия Фруда, Рейнольдса, Эйлера, Струхаля. Для вы-
яснения физического смысла чисел подобия авторы рассматривают в жид-
кости параллелепипед, на который действуют сила тяжести, сила локальной
инерции, сила конвективной инерции и сила трения. Далее показывают, что
числа подобия есть отношения этих сил.
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Г. Биркгоф [7] со ссылкой на Руарка [54] называет этот способ инспек-
ционным анализом и отмечает, что он основан на старой идее, которая бы-
ла предложена Эренфест—Афанасьевой [51,52]. Инспекционный анализ — это
нормализация дифференциальных уравнений и оценка малости отдельных
слагаемых. Г. Биркгоф показывает применение этого способа на уравнениях
Навье—Стокса для несжимаемой вязкой жидкости и получает числа Рей-
нольдса, Фруда, кавитации. На основе сравнения их величин делает следую-
щие выводы о необходимых условиях приближенного моделирования:

– если влияние силы тяжести, сжимаемости и кавитации незначительно,
то модель должна иметь то же самое число Рейнольдса;

– если не имеют значения сжимаемость, кавитация и вязкость, то моде-
лировать надо по числу Фруда;

– если можно пренебречь сжимаемостью и вязкостью, но надо учитывать
гравитационные и кавитационные эффекты, то следует сохранять неиз-
менными число Фруда и число кавитации.

В. А. Винников и Г. Г. Каркашадзе [10] числа подобия Фруда, Рейнольдса,
Эйлера, а также число Струхаля для вязких несжимаемых жидкостей полу-
чают из уравнения Навье—Стокса в векторной форме, которое приводят к
безразмерному виду. Такую запись называют уравнением движения Навье—
Стокса в критериальной форме.

А. А. Гухман [11] безразмерные уравнения называет уравнениями в отно-
сительной форме и получает числа подобия в трех задачах:

1) в задаче о температурном поле в твердом теле из уравнения теплопро-
водности выводит число Фурье, из уравнения для граничных условий
выводит число Био;

2) в задаче о движении сплошной среды из уравнений сплошности и дви-
жения выводит числа Рейнольдса, Фруда, Эйлера;

3) в задаче о переносе тепла в движущейся среде выводит числа Пекле,
Прандтля, Нуссельта, Маха.

В работах [20,21] способом Д1 решаются две прикладные задачи. В рабо-
те [20] рассматривается задача о моделировании с помощью теории подобия
свободных движений твердого тела в гравитационном поле, в работе [21] ре-
шается задача о моделировании жесткости балки.

А. А. Кудинов [22] на примере одномерного движения несжимаемой жид-
кости показывает приведение к безразмерному виду дифференциального урав-
нения Навье—Стокса и уравнения неразрывности с граничными условиями.
Отмечает, что если исходная система уравнений содержала 11 переменных,
то система уравнений в безразмерном виде содержит всего 8 обобщенных
переменных. Сокращение числа переменных упрощает исследование.

С. С. Кутателадзе [23] рассматривает сложные задачи гидромеханики
с учетом влияния температуры и массопереноса и при этом использует прием
сведения дифференциальных уравнений к безразмерному виду.

Л. Г. Лойцянский [24, 25] при рассмотрении различных задач гидромеха-
ники также использует этот прием.

В. С. Швыдкий и другие [28] получают условия, при которых достигает-
ся динамическое подобие двух течений, путем записи уравнений движения
жидкости в безразмерной форме и приравнивания числовых коэффициентов
в обеих системах.
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Б. Т. Породнов [34] рассматривает изотермическое уравнение движения
для невязких одноатомных газов и уравнение непрерывности. После приве-
дения этих уравнений к безразмерному виду получает числа динамического
подобия потоков Струхаля, Майевского, Рейнольдса, Фруда.

О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35] кратко описывают этот способ, но
примеров не приводят.

Дж. Серрин [39] кратко обсуждает вопросы динамического подобия. За-
мечает, что понятие динамического подобия принадлежит Стоксу (G. Stokes).
В его работе [55] 1850 года о движении маятника в тормозящей жидкой сре-
де не только впервые было сформулировано понятие динамического подобия,
но и впервые фигурировала комбинация параметров течения, носящая сейчас
название числа Рейнольдса.

С. С. Силин [40] использует способ безразмерных уравнений для задач
резания материалов. Приводит формулу для безразмерной величины — чис-
ла пластичности B, характеризующего степень пластических деформаций ме-
талла снимаемого припуска и поверхностного слоя обрабатываемой детали.
В эту формулу входят три безразмерных комплекса (числа подобия):

– число Пекле Pe, характеризующее степень влияния режимных условий
процесса по сравнению с влиянием теплофизических свойств обрабаты-
ваемого материала;

– число F, отражающее влияние геометрии инструмента и отношения теп-
лопроводностей инструментального и обрабатываемого материалов;

– число D, характеризующее геометрию сечения среза.
Этот способ также описывает В. А. Соколов [41].
Л. А. Шаповалов [44] со ссылкой на работу С. Дж. Клайна [16] отмечает,

что под нормализацией физических уравнений и соответствующих им на-
чальных и краевых условий подразумевается процедура, состоящая из двух
операций:

1) уравнения приводятся к безразмерному виду;
2) все безразмерные параметры ограничиваются единицей.
Для успешной нормализации исходных размерных уравнений необходимо

в качестве характерных размерных параметров выбрать их максимальные
значения. Тогда соответствующие им безразмерные величины будут прини-
мать значения в диапазоне от нуля до единицы. Нормализация помогает от-
бросить малые члены уравнений и затем проводить приближенное модели-
рование без соблюдения некоторых исходных критериев подобия.

Дальнейшим развитием способа нормализации уравнений является пе-
реход к естественным координатам, т. е. такое преобразование безразмер-
ных аргументов, функций и параметров, чтобы в безразмерном уравнении не
осталось параметров, и тогда безразмерная функция будет зависеть только
от безразмерных аргументов без параметров. Такой способ преобразования
переменных в [44] рассматривается на примере моделирования собственных
поперечных колебаний балки постоянного поперечного сечения.

Л. А. Эпштейн [46] использует способ приведения уравнений к безразмер-
ному виду в различных задачах гидромеханики.

Д2. Способ упрощенной нормализации уравнения. Суть способа
состоит в том, что уравнение приводится к безразмерному виду путем умно-
жения на алгебраический комплекс с обратной размерностью и затем у каж-
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дого одночлена отбрасываются знаки дифференциалов. В нашей задаче о вы-
нужденных колебаниях груза в исходном уравнении (1) каждое слагаемое
имеет размерность силы. Умножив его на величину с обратной размерностью

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑘

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑥 = 𝑃 sin (𝜔𝑡)

⃒⃒⃒
× 𝑡2

𝑚𝑥
,

получим
𝑡2

𝑥

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+
𝑡2𝑘

𝑚𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝑡2𝑐

𝑚
=
𝑃𝑡2

𝑚𝑥
sin (𝜔𝑡).

Отбросив знаки дифференциалов, в результате получаем в скобках те же
числа подобия (8):

𝑡2

𝑥

𝑥

𝑡2
+
𝑡2𝑘

𝑚𝑥

𝑥

𝑡
+
𝑡2𝑐

𝑚
=
𝑃𝑡2

𝑚𝑥
sin (𝜔𝑡);

1 +
(︁𝑘𝑡
𝑚

)︁
+

(︁𝑐𝑡2
𝑚

)︁
=

(︁𝑃𝑡2
𝑚𝑥

)︁
sin (𝜔𝑡).

М. В. Кирпичев [14] этот способ называет методом относительных еди-
ниц. Для определения подобия он использует два термина: константы по-
добия (индикаторы) и инварианты (критерии) в зависимости от того, ка-
кое определение оказывается более удобным в смысле простоты изложения.
Применяя способ упрощенной нормализации, из уравнения динамики точки
М. В. Кирпичев выводит число Ньютона, из уравнения Навье—Стокса нахо-
дит числа Фруда, Эйлера, Рейнольдса, а из них — числа Лагранжа, Галилея,
Кирхгофа.

Р. Х. Санников [36] отмечает, что при получении чисел подобия по извест-
ным уравнениям исследуемых процессов возможны два случая.

Случай 1. Все члены уравнения — однородные функции параметров и их
производных. При этом все члены уравнения имеют общий множитель, ко-
торый может быть вынесен за скобки. В этом случае все члены уравнения
делятся на какой-либо из них, и посредством элементарных преобразований
получают числа подобия. В нашей задаче о колебаниях груза такой случай
возникает в случае собственных колебаний, когда в правой части стоит ноль.

Случай 2. Часть членов уравнения — неоднородные функции парамет-
ров, не допускающие выноса за знак функции общего множителя. В этом
случае числа подобия могут быть получены методом «интегральных анало-
гов». При этом используется то свойство подобных процессов, должны быть
равны аргументы неоднородных функций. Далее в [36] описывается порядок
действий из 8 пунктов. Такой алгоритм соответствует нашему способу Д2 —
упрощенной нормализации уравнения.

Д3. Способ деления уравнения на одно из слагаемых. Суть способа
состоит в том, что исходное дифференциальное уравнение записывается через
размерности, а затем оно делится на одно из слагаемых. Рассмотрим нашу
задачу о вынужденных колебаниях груза. Представим уравнение движения
(1) через размерности, входящие в него:[︁

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2

]︁
+
[︁
𝑘
𝑑𝑥

𝑑𝑡

]︁
+ [𝑐𝑥] = [𝑃 sin (𝜔𝑡)],

[︁
𝑚
𝑥

𝑡2

]︁
+
[︁
𝑘
𝑥

𝑡

]︁
+ [𝑐𝑥] = [𝑃 sin (𝜔𝑡)].
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Разделим все члены уравнения на первое слагаемое:

1 +
[︁𝑘𝑡
𝑚

]︁
+
[︁𝑐𝑡2
𝑚

]︁
=

[︁𝑃𝑡2
𝑚𝑥

]︁
[sin (𝜔𝑡)].

В скобках последнего равенства находим те же числа подобия (8).
П. М. Алабужев и др. [1] показывают применение этого способа на при-

мере вынужденных колебаний груза.
В. А. Веников [9] называет этот способ методом интегральных аналогов

и показывает его применение на том же примере вынужденных колебаний
груза.

М. В. Кирпичев [14] также описывает этот способ, но примеров не приво-
дит.

Д4. Способ сравнения двух уравнений через индикаторы подо-
бия. В нашей задаче о вынужденных колебаниях груза натурный объект
оставим без номера, а модельный обозначим номером 1. Запишем для них
уравнения процесса — для натуры это будет уравнение (1), для модели — по-
хожее уравнение:

𝑚1
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡21

+ 𝑘1
𝑑𝑥1
𝑑𝑡1

+ 𝑐1𝑥1 = 𝑃1 sin (𝜔1𝑡1). (9)

Введем коэффициенты подобия:

𝑡𝑐 =
𝑡1
𝑡
, 𝑥𝑐 =

𝑥1
𝑥
, 𝑚𝑐 =

𝑚1

𝑚
, 𝑘𝑐 =

𝑘1
𝑘
, 𝑐𝑐 =

𝑐1
𝑐
, 𝑃𝑐 =

𝑃1

𝑃
, 𝜔𝑐 =

𝜔1

𝜔
.

Определим параметры модели и ее производные через параметры натуры:

𝑡1 = 𝑡𝑐𝑡, 𝑥1 = 𝑥𝑐𝑥, 𝑚1 = 𝑚𝑐𝑚,

𝑘1 = 𝑘𝑐𝑘, 𝑐1 = 𝑐𝑐𝑐, 𝑃1 = 𝑃𝑐𝑃, 𝜔1 = 𝜔𝑐𝜔; (10)

𝑑𝑥1
𝑑𝑡1

=
𝑥𝑐
𝑡𝑐

𝑑𝑥

𝑑𝑡
,

𝑑2𝑥1
𝑑𝑡21

=
𝑥𝑐
𝑡2𝑐

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
.

Подставим эти значения в уравнение модели (9) и сгруппируем коэффи-
циенты подобия:(︁𝑚𝑐𝑥𝑐

𝑡2𝑐

)︁
𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+
(︁𝑘𝑐𝑥𝑐
𝑡𝑐

)︁
𝑘
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ (𝑐𝑐𝑥𝑐)𝑐𝑥 = (𝑃𝑐)𝑃 sin

(︀
(𝜔𝑐𝑡𝑐)𝜔𝑡

)︀
. (11)

Для того чтобы модель была подобна натуре, необходимо, чтобы уравне-
ние модели (11) совпадало с уравнением натуры (1). Это означает, что четыре
комплексных коэффициента должны равняться между собой, а коэффициент
под синусом должен равняться единице:

𝑚𝑐𝑥𝑐
𝑡2𝑐

=
𝑘𝑐𝑥𝑐
𝑡𝑐

= 𝑐𝑐𝑥𝑐 = 𝑃𝑐, 𝜔𝑐𝑡𝑐 = 1.
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Первые три равенства поделим на один из членов, например, на первый:

1 =
𝑘𝑐𝑡𝑐
𝑚𝑐

=
𝑐𝑐𝑡

2
𝑐

𝑚𝑐
=

𝑃𝑐𝑡
2
𝑐

𝑚𝑐𝑥𝑐
.

В результате получим четыре уравнения для индикаторов подобия:

𝜆1 =
𝑘𝑐𝑡𝑐
𝑚𝑐

= 1, 𝜆2 =
𝑐𝑐𝑡

2
𝑐

𝑚𝑐
= 1, 𝜆3 =

𝑃𝑐𝑡
2
𝑐

𝑚𝑐𝑥𝑐
= 1, 𝜆4 = 𝜔𝑐𝑡𝑐 = 1. (12)

Таким образом, если уравнение модели (11) совпадает с уравнением на-
туры (1), то все индикаторы подобия (12) равны единице, и модель будет
подобна натуре. Подставим значения коэффициентов подобия в индикаторы
подобия:

𝜆1 =
𝑘𝑐𝑡𝑐
𝑚𝑐

= 1,
𝑘1
𝑘

𝑡1
𝑡

𝑚

𝑚1
= 1,

𝑘1𝑡1
𝑚1

=
𝑘𝑡

𝑚
;

𝜆2 =
𝑐𝑐𝑡

2
𝑐

𝑚𝑐
= 1,

𝑐1
𝑐

𝑡21
𝑡2
𝑚

𝑚1
= 1,

𝑐1𝑡
2
1

𝑚1
=
𝑐𝑡2

𝑚
;

𝜆3 =
𝑃𝑐𝑡

2
𝑐

𝑚𝑐𝑥𝑐
= 1,

𝑃1

𝑃

𝑡21
𝑡2
𝑚

𝑚1

𝑥

𝑥1
= 1,

𝑃1𝑡
2
1

𝑚1𝑥1
=
𝑃𝑡2

𝑚𝑥
;

𝜆4 = 𝜔𝑐𝑡𝑐 = 1,
𝜔1

𝜔

𝑡1
𝑡
= 1, 𝜔1𝑡1 = 𝜔𝑡.

(13)

Отсюда следуют те же числа подобия (8).
Таким образом, видим, что числа подобия 𝜋 получаются из индикаторов

подобия 𝜆 формальной заменой коэффициентов подобия на соответствующие
параметры, т.е. путем отбрасывания индексов c.

В. Л. Кирпичев [13] для иллюстрации способа сравнения двух уравнений
рассматривает подобие механических движений двух точек и через коэффи-
циенты подобия находит число подобия Ньютона.

М. В. Кирпичев [14] способ Д4 называет методом констант подобия и ил-
люстрирует его на двух примерах. В первом примере рассматривает самый
простой случай безвихревого течения вязкой жидкости между двумя беско-
нечными параллельными стенками. Уравнение Навье—Стокса и уравнение
сплошности в этом случае принимают очень простой вид. Во втором при-
мере рассматривает общий случай ламинарного течения жидкости в канале,
имеющем переменные сечения и направления. Уравнениями связи для этого
случая будут уравнение сплошности и уравнение движения потока Навье—
Стокса. Здесь получается число гомохронности, числа Фруда, Эйлера, Рей-
нольдса, Лагранжа, числа Галилея, Кирхгофа. Через индикаторы подобия из
уравнения динамики точки также получено число Ньютона.

С. Д. Корнеев [18] способом Д4 из уравнения динамики точки выводит
динамический закон подобия Ньютона.

А. А. Кудинов [22] при выводе чисел подобия использует способ двух урав-
нений — для натуры и модели, получает индикатор, а затем число подобия
Ньютона.

В. С. Швыдкий и др. [28] рассматривают уравнения для двух подобных
потоков, из которых устанавливают коэффициенты подобия, а затем инди-
каторы и числа подобия Ньютона, Фруда, Рейнольдса, Эйлера.
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О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35], а также Р. Х. Санников [36] кратко
описывают этот способ, но примеров не приводят.

О. С. Сергель [38] получает безразмерные числа подобия из уравнений
Навье—Стокса одномерного течения для натуры и модели. Уравнение дви-
жения, описывающее модельное течение, записывает в параметрах натурного
и, сравнивая их, получает индикаторы подобия, а из них — число Струхаля
или временной однородности (гомохронности), число Фруда, число Эйлера,
число Рейнольдса.

Л. А. Шаповалов [44] называет способ сравнения двух уравнений через
индикаторы подобия методом масштабных преобразований. Применяя этот
способ к задаче изгиба консольной балки сосредоточенной силой и моментом,
показывает, что условия механического подобия не зависят от операторов
дифференцирования в физических уравнениях. Для этого он сначала рас-
сматривает выражения для нормального и касательного напряжений, осевой
деформации и поперечного перемещения в алгебраической форме, а затем
дифференциальные уравнения изгиба. Сравнивая результаты, показывает,
что масштабные преобразования краевой задачи как для дифференциаль-
ных уравнений, так и для интеграла этих уравнений в алгебраической форме
дают одинаковый результат.

Д5. Способ сравнения двух сил через индикаторы подобия. Суть
способа состоит в том, что вместо всего уравнения рассматриваются отдель-
ные его слагаемые. Такой подход используется при рассмотрении задач, ко-
торые описываются несколькими уравнениями, и применение для них преды-
дущего способа Д4 приводит к громоздким выкладкам. Кроме того, этот спо-
соб выявляет физический смысл чисел подобия. При таком подходе базовым
критерием подобия выступает число Ньютона, в котором произвольная сила
сравнивается с силой инерции.

Рассмотрим нашу задачу о вынужденных колебаниях груза, которая опи-
сывается уравнением (1). В этом уравнении четыре слагаемых, и каждое сла-
гаемое есть сила (2). Сравним силы сопротивления и инерции. Для подобия
колебаний модели (с индексом 1) и натуры (без индекса) отношения этих сил
должны быть одинаковыми:

𝐹𝑘1
𝐹𝑘

=
𝐹𝑚1

𝐹𝑚
,

𝑘1�̇�1
𝑘�̇�

=
𝑚1�̈�1
𝑚�̈�

,
𝑘1
𝑘

�̇�1
�̇�

=
𝑚1

𝑚

�̈�1
�̈�
.

С учетом значений параметров модели (10) получаем первый индикатор по-
добия, а из него по (13) — число подобия 𝜋1:

𝑘𝑐
𝑥𝑐
𝑡𝑐

= 𝑚𝑐
𝑥𝑐
𝑡2𝑐
,

𝑘𝑐𝑥𝑐
𝑡𝑐

𝑡2𝑐
𝑚𝑐𝑥𝑐

= 1, 𝜆1 =
𝑘𝑐𝑡𝑐
𝑚𝑐

= 1, 𝜋1 =
𝑘𝑡

𝑚
.

Проводя аналогичные сравнения силы упругости и силы инерции, а также
внешней силы и силы инерции, найдем остальные числа подобия:

𝐹𝑐1
𝐹𝑐

=
𝐹𝑚1

𝐹𝑚
,

𝑐1
𝑐

𝑥1
𝑥

=
𝑚1

𝑚

�̈�1
�̈�
, 𝜆2 =

𝑐𝑐𝑡
2
𝑐

𝑚𝑐
= 1, 𝜋2 =

𝑐𝑡2

𝑚
;

𝐹𝜔1
𝐹𝜔

=
𝐹𝑚1

𝐹𝑚
,

𝑃1

𝑃

sin(𝜔1𝑡1)

sin(𝜔𝑡)
=
𝑚1

𝑚

�̈�1
�̈�
, 𝜔1𝑡1 = 𝜔𝑡, 𝜋4 = 𝜔𝑡;
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𝜆3 =
𝑃𝑐𝑡

2
𝑐

𝑚𝑐𝑥𝑐
= 1, 𝜋3 =

𝑃𝑡2

𝑚𝑥
.

Таким образом, видим, что этот способ приводит к тем же числам подобия (8).
К. С. Басниев и др. [6] для выяснения физического смысла чисел подобия

рассматривают в жидкости параллелепипед. На него действуют сила тяже-
сти, сила локальной инерции, сила конвективной инерции, сила трения. Далее
показывают, что числа подобия есть отношения соответствующих сил к силе
инерции.

Аналогично действуют П. М. Алабужев и др. [2].
В. А. Винников и Г. Г. Каркашадзе [10], а также В. П. Корпачев [19]

выводят основные числа подобия в жидкости из соотношения сил:
– составляя отношение силы тяжести к силе инерции, получает число

подобия Фруда;
– в случае, когда на жидкость действуют только силы вязкого трения

и влиянием сил тяжести можно пренебречь, из отношения сил инерции
к силам трения получается число подобия Рейнольдса;

– из отношения параметра давления к удвоенной величине динамического
(скоростного) напора получается число подобия Эйлера.

А. А. Кудинов [22] при выводе чисел подобия использует способ двух урав-
нений — для натуры и модели, получает индикатор, а затем число подобия
Ньютона как отношение внешней силы к силе инерции. Затем рассматривает
действие отдельных сил:

– если внешняя сила является силой тяжести, то из числа Ньютона полу-
чается число Фруда;

– если внешняя сила является силой давления, то получается число Эй-
лера;

– если внешняя сила является силой внутреннего трения, то получается
число Рейнольдса.

А. К. Мартынов [27], а также А. М. Мхитарян [30] выводят используемые
в аэродинамике числа подобия Эйлера, Рейнольдса, Фруда, Маха, Струхаля
как отношения соответствующих сил к силе инерции.

При использовании способа Д5 нужно быть осторожным и не забывать,
что этот способ является следствием более общего способа Д4, в против-
ном случае можно сделать неверное заключение. В частности, в учебнике
Б. М. Яворского и А. А. Пинского [47, с. 107] при рассмотрении задачи о дви-
жении тела в жидкости сначала через анализ размерностей выводятся выра-
жения для двух сил — для силы сопротивления 𝑅, возникающей вследствие
разности давлений на передней и задней кромках обтекаемого тела, и для си-
лы вязкого трения 𝑇 . Затем составляется отношение 𝑅/𝑇 и получается выра-
жение, совпадающее с числом Рейнольдса. Отсюда авторы делают вывод, что
число Рейнольдса есть отношение сопротивления давления 𝑅 к сопротивле-
нию трения 𝑇 . Такое толкование физического смысла числа Рейнольдса про-
тиворечит общепринятому, которое следует из безразмерного уравнения —
это отношение сил инерции к силам сопротивления трения за счет вязкости.
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2. Способы вывода критериев подобия
из анализа размерностей

Решения задач методом анализа размерностей основано на второй, или
Пи-теореме. Такое название, происходящее от традиционного обозначения
безразмерных комбинаций с помощью прописной или строчной греческой
буквы «пи», используется в русскоязычной литературе. В англоязычной ли-
тературе теорему обычно связывают с именем Букингема (E. Buckingham),
а во франкоязычной — с именем Ваши (A. Vaschy)2.

Здесь рассмотрим следующие семь способов вывода чисел подобия из ана-
лиза размерностей, которые для краткости обозначим через P1–P7:
P1. Способ комбинации переменных, или способ непосредственных рассуж-

дений, или способ Бертрана;
P2. Ранние способы Аппелля, Федермана, Толмэна, Ипсена;
P3. Способ преобразования формул размерностей в степенные комплексы;
P4. Способ частичных комплексов, или способ предварительной группиров-

ки, или способ нулевых размерностей, или способ Букингема;
P5. Способ полного двустороннего комплекса, или способ Рэлея;
P6. Способ полного одностороннего комплекса, или способ глобального кри-

терия;
P7. Способ качественного физико-математического анализа, или способ Мо-

розова.
Отметим, что приведенная терминология в названиях способов не усто-

ялась и в разных источниках названия методов могут отличаться. Общие
положения по выводу чисел подобия будем иллюстрировать примерами для
задачи о вынужденных колебаниях груза, которые описываются уравнением
(1). В безразмерном виде задача сводится к уравнению (7) и четырем крите-
риям подобия (8). Покажем, что те же числа подобия можно вывести через
анализ размерностей, не обращаясь к уравнению колебаний.

Р1. Способ комбинации переменных, или способ непосредствен-
ных рассуждений, или способ Бертрана. В уравнение колебаний (1)
входит семь (𝑛 = 7) размерных параметров

𝑚, 𝑥, 𝑡, 𝑃, 𝜔, 𝑐, 𝑘, (14)

размерности которых в классе 𝐿𝑀𝑇 известны:

[𝑚] =𝑀, [𝑥] = 𝐿, [𝑡] = 𝑇, [𝑃 ] =𝑀𝐿𝑇−2,

[𝜔] = 𝑇−1, [𝑐] =𝑀𝑇−2, [𝑘] =𝑀𝑇−1.
(15)

Здесь три (𝑘 = 3) независимые размерности —𝐿, 𝑀 , 𝑇 . В соответствии с Пи-
теоремой задачу можно описать с помощью трех размерных и четырех (𝑝 =
= 𝑛− 𝑘 = 7− 3 = 4) безразмерных параметров.

Величины 𝑚, 𝑥, 𝑡 имеют простейшие размерности — килограмм, метр и се-
кунда, которые невозможно свести к безразмерному виду. Остались величины

𝑘, 𝑐, 𝑃, 𝜔.

2По материалам сайта Wikipedia.
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Рассмотрим коэффициент демпфирования 𝑘. Поскольку его размерность
есть 𝑀/𝑇 , то для создания безразмерного комплекса его нужно умножить на
время и поделить на массу:

[𝑘] =
𝑀

𝑇
, 𝜋1 = 𝑘

𝑡

𝑚
, [𝜋1] =

𝑀

𝑇

𝑇

𝑀
= 1.

Рассмотрим коэффициент упругости пружины 𝑐. Поскольку его размер-
ность есть 𝑀/𝑇 2, для создания безразмерного комплекса его нужно умно-
жить на время в квадрате и поделить на массу:

[𝑐] =
𝑀

𝑇 2
, 𝜋2 = 𝑐

𝑡2

𝑚
, [𝜋2] =

𝑀

𝑇 2

𝑇 2

𝑀
= 1.

Точно так же составляем безразмерные комбинации для амплитуды 𝑃
и круговой частоты 𝜔 возмущающей силы:

[𝑃 ] =
𝐿𝑀

𝑇 2
, 𝜋3 = 𝑃

𝑡2

𝑚𝑥
, [𝜋3] =

𝐿𝑀

𝑇 2

𝑇 2

𝑀𝐿
= 1;

[𝜔] =
1

𝑇
, 𝜋4 = 𝜔𝑡, [𝜋4] =

1

𝑇
𝑇 = 1.

В результате приходим к тем же критериям подобия (8).
Способ P1 описан под разными названиями у многих авторов и приме-

нялся для различных задач.
П. М. Алабужев и др. [1, 2] называют этот способ методом анализа раз-

мерностей.
П. В. Бриджмен [8] этим способом решает задачу о периоде колебаний ма-

ятника (с. 12), задачу Рэлея 1915 года о колебаниях капли жидкости в неве-
сомости под влиянием сил поверхностного натяжения (с. 14), задачу о жест-
кости прогибающейся балки (с. 78).

Г. И. Баренблатт [4, 5] рассматривает свою работу как продолжение кни-
ги П. Бриджмена [8] и способ P1 применяет в задачах для периода колеба-
ний математического маятника, для поступательного движения шара в газе
с большой скоростью, для доказательства теоремы Пифагора (с. 55). Этим
способом Г. И. Баренблатт выводит критерии Рейнольдса (с. 62) и Фруда
(с. 64), из задачи о конвективном теплообмене в горизонтальном слое жид-
кости (с. 71) выводит критерии Грасгофа, Рэлея и Прандтля.

В. А. Веников [9] называет этот способ методом непосредственных рас-
суждений (с. 92) и, применяя его к задаче о теплоотдаче от круглой трубы
к поперечно омывающему ее потоку жидкости, получает критерии Нуссельта
и Рейнольдса.

М. В. Кирпичев [14] способ P1 называет способом Бертрана (с. 75) и отме-
чает, что суть его состоит в попытках комбинировать между собою размерные
величины так, чтобы получились безразмерные произведения. Как отмечает
М. В. Кирпичев, «руководящей нитью в таком рассуждении являются чутье
и догадка».

С. С. Кутателадзе [23] при рассмотрении сложных задач гидромеханики
с учетом влияния температуры и массопереноса формирует безразмерные
комплексы путем подбора размерных величин.
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Л. Г. Лойцянский [24–26] применяет способ рассуждений при рассмот-
рении различных задач гидромеханики. Разделяя полученные безразмерные
комплексы на критерии подобия и числа подобия (функции от критериев),
Л. Г. Лойцянский показывает, что можно в некоторых задачах предсказать
вид решения и перейти от уравнений в частных производных к обыкновен-
ным дифференциальным уравнениям, что позволяет найти решение задачи
в замкнутом виде.

Л. И. Седов [37] применяет этот способ к решению следующих задач:
– о периоде колебаний математического маятника (с. 36);
– об истечении весомой жидкости (с. 39);
– о движении жидкости в трубах (с. 40);
– о движении тела в жидкости (с. 46);
– о теплоотдаче тела в потоке жидкости с упоминанием решения Рэлея

и парадокса Рябушинского (с. 53);
– о равновесии упругих конструкций с моделированием на центрифуге

и выводом соотношений между внешней нагрузкой и собственным весом
(с. 60);

– об установившемся (с. 67) и неустановившемся (с. 71) движении твер-
дого тела в сжимаемой жидкости;

– о движении корабля с обоснованием удешевления перевозок для боль-
ших судов и самолетов (с. 76);

– о глиссировании по поверхности воды (с. 84);
– об ударе о воду, о рикошете, о посадке гидросамолета (с. 91);
– о вертикальном ударе о воду (с. 96);
– о погружении клина в воду (с. 99).
В. А. Соколов [41] показывает применение этого способа на примерах для

задач, возникающих в нефтегазодобыче.
Р2. Ранние способы Аппелля, Федермана, Толмэна, Ипсена.

К этой группе способов вывода критериев подобия из анализа размерностей
отнесем такие способы, которые упоминаются в литературе, но широкого при-
менения не получили. В силу громоздкости и сложности действий по этим
способам, а также их непопулярности, мы их применять к задаче о колеба-
ниях груза не будем.

М. В. Кирпичев [14] описывает три ранних способа: Аппелля [48,49] 1893 г.,
Федермана [42] 1911 г., Толмэна [56–58] 1914 г. Применение способа Аппелля
показано на примере отыскания периода колебаний математического маят-
ника. Способ Федермана описан на примере отыскания скорости истечения
жидкости через отверстие, сделанное в сосуде на известной глубине. Способ
Толмэна описан на примере вывода закона состояния для идеального газа.

Х. Шенк [45] описывает способ последовательного исключения размерно-
стей, или поэтапный способ Ипсена, и его модификацию — способ линейных
пропорциональностей Барра. При этом Х. Шенк отмечает, что этот способ
«не так прост, особенно при большом числе переменных и при наличии 4–5
основных размерностей».

Ю. А. Дьячков и М. А. Черемшанов [12] показывают применение способов
Ипсена и Барра к задаче движения автомобильного амортизатора.
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Р3. Способ преобразования формул размерностей в степенные
комплексы. Рассмотрим нашу задачу о колебаниях груза. Для каждой ве-
личины заменим ее размерность (15) соответствующими параметрами и раз-
делим каждое равенство на его правую часть:

𝑚

𝑚
= 1,

𝑥

𝑥
= 1,

𝑡

𝑡
= 1,

𝑘

𝑚𝑡−1
=
𝑘𝑡

𝑚
= 𝜋1,

𝑐

𝑚𝑡−2
=
𝑐𝑡2

𝑚
= 𝜋2,

𝑃

𝑥𝑚𝑡−2
=
𝑃𝑡2

𝑚𝑥
= 𝜋3,

𝜔

𝑡−1
= 𝜔𝑡 = 𝜋4.

Опять получаем те же критерии подобия (8).
Этот способ описывает А. А. Гухман [11]. Он показывает его примене-

ние в задаче о гидродинамическом сопротивлении при стационарном течении
несжимаемой жидкости по каналу-трубе (с. 280). В этой задаче получает кри-
терии Эйлера и Рейнольдса.

Р4. Способ частичных комплексов, или способ предварительной
группировки, или способ нулевых размерностей, или способ Букин-
гема. В задачу о вынужденных колебаниях груза входят 7 размерных вели-
чин (14), которые имеют размерности (15). По способу Букингема «из 7 раз-
мерных величин выделяются 3 первичных и ищут 4 критерия, содержащих
каждый по одной вторичной величине, подбирая для них комбинацию пер-
вичных, образующих безразмерный комплекс» [15].

Выберем в качестве первичных, или основных, параметры𝑚, 𝑥, 𝑡, которые
образуют базовую тройку, т. к. содержат все три независимые размерности
задачи — килограмм, метр и секунду (𝑀 , 𝐿, 𝑇 ). Будем добавлять по одно-
му размерному параметру к базовой тройке и формировать безразмерный
комплекс.

1. Параметры (𝑚,𝑥, 𝑡) + 𝑐. Формируем безразмерный комплекс в виде

𝜋41 =
𝑐

𝑚𝑎𝑥𝑏𝑡𝑑
.

Эта же формула в размерностях:

𝑀0𝐿0𝑇 0 = [𝜋41] =
𝑀𝑇−2

𝑀𝑎𝐿𝑏𝑇 𝑑
=𝑀1−𝑎𝐿−𝑏𝑇−2−𝑑.

Уравнивая показатели степеней в левой и правой частях уравнения, получаем
систему линейных алгебраических уравнений относительно показателей:

𝑀 : 1− 𝑎 = 0, 𝐿 : −𝑏 = 0, 𝑇 : −2− 𝑑 = 0.

Разрешаем эту систему уравнений:

𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑑 = −2

и получаем уже знакомый критерий подобия 𝜋2:

𝜋41 =
𝑐

𝑚1𝑥0𝑡−2
=
𝑐𝑡2

𝑚
= 𝜋2.
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2. Параметры (𝑚,𝑥, 𝑡) + 𝑃 . Формируем безразмерный комплекс в виде

𝜋42 =
𝑃

𝑚𝑎𝑥𝑏𝑡𝑑
.

Записываем эту формулу в размерностях, уравниваем показатели степеней
слева и справа, находим показатели степеней:

𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑑 = −2.

Подставляя найденные значения в исходное выражение, получаем уже зна-
комый критерий подобия 𝜋3:

𝜋42 =
𝑃

𝑚1𝑥1𝑡−2
=
𝑃𝑡2

𝑚𝑥
= 𝜋3.

3. Параметры (𝑚,𝑥, 𝑡) + 𝜔. Формируем безразмерный комплекс в виде

𝜋43 =
𝜔

𝑚𝑎𝑥𝑏𝑡𝑑
.

Действуя точно так же, как и в предыдущих случаях, находим

𝑎 = 0, 𝑏 = 0, 𝑑 = −1;

𝜋43 =
𝜔

𝑚0𝑥0𝑡−1
= 𝜔𝑡 = 𝜋4.

4. Параметры (𝑚,𝑥, 𝑡) + 𝑘 . Формируем безразмерный комплекс в виде

𝜋44 =
𝑘

𝑚𝑎𝑥𝑏𝑡𝑑
.

Аналогичные действия дают следующий результат:

𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑑 = −1;

𝜋44 =
𝑘

𝑚1𝑥0𝑡−1
=
𝑘𝑡

𝑚
= 𝜋1.

В результате получили те же четыре критерия (8).
Этот способ основан на выводе теоремы Федермана—Букингема (Пи-тео-

ремы, 1914 г.) и предложен Букингемом [50].
П. М. Алабужев и др. [1] называют этот способ методом нулевых размер-

ностей и показывают его применение на примере вынужденных колебаний
груза. В [2] приводится применение этого способа для многочисленных задач
из различных отраслей техники.

Г. И. Баренблатт [4,5] представляет способ P4 как следствие доказатель-
ства Пи-теоремы (с. 15, 44). Этим способом решает задачу о распределении
скорости в пристеночной области сдвигового турбулентного потока (с. 115),
задачу для расплывания грунтовых вод (с. 126).
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П. В. Бриджмен [8] решает этим способом задачу о периоде колебаний
ящика с жидкостью (с. 69), задачу Стокса о скорости падающей сферы в жид-
кости (с. 75), задачу о давлении идеального газа (с. 80).

В. А. Веников [9] отмечает, что этот способ вытекает из Пи-теоремы Бу-
кингема, показывает его применение на примере вынужденных колебаний
груза (с. 73), а также на задаче о падении давления при движении вязкой
жидкости в трубе, из которой получает критерии Рейнольдса и Эйлера (с. 90).

Ю. А. Дьячков и М. А. Черемшанов [12] называют этот способ способом
Букингема и показывают его применение на примере движения автомобиль-
ного амортизатора.

М. В. Кирпичев [14] также называет этот способ способом Букингема,
т. к. он вытекает из Пи-теоремы Букингема, и показывает его применение на
примере теплопередачи между стенкой трубки и потоком жидкости.

С. Д. Корнеев [18] и С. И. Пинчук [33] упоминают этот способ, но примеров
не приводят.

О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35] способ P4 называют способом предва-
рительной группировки и показывают его применение на задаче о движении
капли жидкости в потоке вязкого газа при изотермических условиях, в кото-
рой получаются два независимых критерия — Вебера и Рейнольдса.

Р. Х. Санников [36] при описании способов получения критериев подо-
бия на основе Пи-теоремы выделяет классический способ (в нашем случае
способ P6) и видоизмененный классический способ (в нашем случае способ
P4). Применение этих способов показывает на примере для вынужденных
колебаний груза.

Р5. Способ полного двустороннего комплекса, или способ Рэлея.
В задачу о вынужденных колебаниях груза входит 7 величин (14). Допустим,
необходимо найти коэффициент силы сопротивления 𝑘, который может зави-
сеть от всех остальных параметров задачи. Составим полный двусторонний
комплекс в виде

𝑘 = 𝐶0𝑚
𝑢𝑥𝑣𝑡𝑤𝑐𝑞𝑃 𝑟𝜔𝑠, (16)

где 𝐶0 — безразмерный коэффициент. Перепишем уравнение (16) в размерно-
стях (15):

𝑀𝑇−1 =𝑀𝑢𝐿𝑣𝑇𝑤(𝑀𝑇−2)𝑞(𝐿𝑀𝑇−2)𝑟(𝑇−1)𝑠,

𝑀𝑇−1 =𝑀𝑢+𝑞+𝑟𝐿𝑣+𝑟𝑇𝑤−2𝑞−2𝑟−𝑠.

Поскольку размерности левой и правой частей этого уравнения должны быть
одинаковыми, получим следующую систему линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ):

𝑀 : 1 = 𝑢+ 𝑞 + 𝑟, 𝐿 : 0 = 𝑣 + 𝑟, 𝑇 : −1 = 𝑤 − 2𝑞 − 2𝑟 − 𝑠. (17)

Из трех уравнений (17) можно определить только три неизвестных. Будем
искать 𝑢, 𝑣, 𝑤. Тогда показатели степеней 𝑞, 𝑟, 𝑠 будут считаться независи-
мыми:

𝑢 = 1− 𝑞 − 𝑟, 𝑣 = −𝑟, 𝑤 = −1 + 2𝑞 + 2𝑟 + 𝑠.

Подставляя полученные значения в исходное уравнение (16), получим

𝑘 = 𝐶0𝑚
1−𝑞−𝑟𝑥−𝑟𝑡−1+2𝑞+2𝑟+𝑠𝑐𝑞𝑃 𝑟𝜔𝑠.
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Группируем сомножители по степеням

𝑘 = 𝐶0(𝑚
1𝑡−1)(𝑚−1𝑐𝑡2)𝑞(𝑚−1𝑥−1𝑡2𝑃 )𝑟(𝑡𝜔)𝑠,

и в окончательном виде получаем(︁𝑘𝑡
𝑚

)︁
= 𝐶0

(︁𝑐𝑡2
𝑚

)︁𝑞(︁𝑃𝑡2
𝑚𝑥

)︁𝑟(︀
𝜔𝑡

)︀𝑠
.

Безразмерные комплексы в скобках дают те же четыре критерия подобия (8).
Классическая форма записи искомой функции по способу Рэлея имеет

вид (16). Однако некоторые авторы используют модифицированную запись,
в которой слева стоит не искомая величина, а константа

𝐶0 = 𝑘𝑚𝑢1𝑥𝑣1𝑡𝑤1𝑐𝑞1𝑃 𝑟1𝜔𝑠1.

Отличие последней записи от (16) только в знаках показателей степеней. По-
этому делать различия в классической и модифицированной записях способа
Рэлея мы не будем.

Сам Рэлей разрабатывал свой способ вывода критериев подобия в 1900-х
годах и применял его к различным задачам, которые до сих пор упоминаются
как задачи Рэлея [53].

В. А. Архипов и А. П. Березиков [3] показывают применение этого способа
на задаче о теплообмене при стационарном турбулентном течении теплоно-
сителя (газа или жидкости) в трубе.

Г. Биркгоф [7] использует способ P5 при определении силы сопротивле-
ния жидкости в зависимости от ее плотности, а также скорости и диаметра
движущегося тела (с. 125).

П. В. Бриджмен [8] решает этим способом задачу о периоде вращения
двух масс (с. 16), две задачи Рэлея — о скорости переноса тепла в жидкости
(с. 19) и о скорости волны в жидкости (с. 66).

М. В. Кирпичев [14] определяет этот способ как метод Рэлея (с. 81) и по-
казывает его использование на примере теплоотдачи.

А. А. Кудинов [22] рассматривает анализ размерностей по способам P5
и P6. Способом P5, который называет методом Рэлея, получает критерии
подобия Фруда, Эйлера, Рейнольдса, Струхаля и делает вывод, что анализ
уравнений и анализ размерностей являются, по существу, разными методами
одной и той же системы исследования, основанной на использовании обоб-
щенных безразмерных переменных.

С. И. Пинчук [33] упоминает этот способ, но примеров не приводит.
Л. И. Седов [37] способом P5 решает задачу о малых волнах на поверхно-

сти жидкости (с. 101).
Г. Хантли [43] приводит решение этим способом 45 задач из области ме-

ханики твердых тел, гидромеханики, теплопередачи, электричества.
Х. Шенк [45] описывает способ P5 как рэлеевский метод решения на ос-

новании теоремы Букингема.
Л. А. Эпштейн [46] использует способ Рэлея в модифицированном виде

в различных задачах гидромеханики.
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Р6. Способ полного одностороннего комплекса, или способ гло-
бального критерия. Рассмотрим нашу задачу о вынужденных колебаниях
груза. Составим глобальный критерий подобия, включающий все параметры
задачи (14):

𝜋 = 𝑚𝑢𝑥𝑣𝑡𝑤𝑐𝑞𝑃 𝑟𝜔𝑠𝑘ℎ. (18)

Перепишем уравнение (18) в размерностях:

1 =𝑀𝑢𝐿𝑣𝑇𝑤(𝑀𝑇−2)𝑞(𝐿𝑀𝑇−2)𝑟(𝑇−1)𝑠(𝑀𝑇−1)ℎ,

1 =𝑀𝑢+𝑞+𝑟+ℎ𝐿𝑣+𝑟𝑇𝑤−2𝑞−2𝑟−𝑠−ℎ.

Уравнивая размерности слева и справа, получим следующую СЛАУ:

𝑢+ 𝑞 + 𝑟 + ℎ = 0, 𝑣 + 𝑟 = 0, 𝑤 − 2𝑞 − 2𝑟 − 𝑠− ℎ = 0. (19)

Из трех уравнений можем определить три неизвестных, остальные 4 мо-
жем задать произвольно. Выберем в качестве базовых три параметра 𝑚, 𝑥,
𝑡, размерности которых содержат все три независимые размерности задачи
𝑀 , 𝐿, 𝑇 . Тогда соответствующие показатели степеней 𝑢, 𝑣, 𝑤 находятся из
СЛАУ (19), а остальные четыре показателя 𝑞, 𝑟, 𝑠, ℎ для параметров 𝑐, 𝑃 ,
𝜔, 𝑘 задаются произвольно. Перепишем СЛАУ (19) так, чтобы показатели
степеней 𝑢, 𝑣, 𝑤 находились в левой части:

𝑢 = −𝑞 − 𝑟 − ℎ, 𝑣 = −𝑟, 𝑤 = 2𝑞 + 2𝑟 + 𝑠+ ℎ. (20)

В СЛАУ (20) справа стоят 4 независимых показателя 𝑞, 𝑟, 𝑠, ℎ. Поочередно
будем задавать одному из них значение 1, а остальным — значение 0. Всего
наберется 4 комбинации.

Комбинация 1. Примем 𝑞 = 1, 𝑟 = 𝑠 = ℎ = 0. В соответствии с (18)
это равносильно тому, что к базовой тройке параметров 𝑚, 𝑥, 𝑡 добавляется
четвертый параметр 𝑐. Если сравнить эту комбинацию со способом P4, то
она эквивалентна формированию безразмерного комплекса 𝜋41. Тогда из (20)
получим

𝑢 = −1, 𝑣 = 0, 𝑤 = 2.

Подставляем эти значения в (18) и находим, что такому набору показателей
соответствует знакомый критерий подобия 𝜋2:

𝜋 = 𝑚−1𝑥0𝑡2𝑐1𝑃 0𝜔0𝑘0 =
𝑐𝑡2

𝑚
= 𝜋2.

Комбинация 2. Примем 𝑞 = 0, 𝑟 = 1, 𝑠 = ℎ = 0. В соответствии с (18)
это равносильно тому, что к базовой тройке параметров 𝑚, 𝑥, 𝑡 добавляет-
ся четвертый параметр 𝑃 . Такая комбинация эквивалентна формированию
безразмерного комплекса 𝜋42 в способе P4. Решая СЛАУ (20), получим

𝑢 = −1, 𝑣 = −1, 𝑤 = 2.

Подставляя эти значения в (18), находим критерий подобия 𝜋3:

𝜋 = 𝑚−1𝑥−1𝑡2𝑐0𝑃 1𝜔0𝑘0 =
𝑃𝑡2

𝑚𝑥
= 𝜋3.
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Комбинация 3. Примем 𝑞 = 𝑟 = 0, 𝑠 = 1, ℎ = 0. Действуя, как и в
предыдущих случаях, находим

𝑢 = 0, 𝑣 = 0, 𝑤 = 1,

𝜋 = 𝑚0𝑥0𝑡1𝑐0𝑃 0𝜔1𝑘0 = 𝜔𝑡 = 𝜋4.

Комбинация 4. Примем 𝑞 = 𝑟 = 𝑠 = 0, ℎ = 1. Аналогичные действия
дают

𝑢 = −1, 𝑣 = 0, 𝑤 = 1,

𝜋 = 𝑚−1𝑥0𝑡1𝑐0𝑃 0𝜔0𝑘1 =
𝑘𝑡

𝑚
= 𝜋1.

В результате получили те же четыре критерия подобия (8). Сопоставляя
процедуры действия данного способа со способом P4, видим, что способ гло-
бального критерия является обобщением способа Букингема.

П. М. Алабужев и др. [1] показывают применение этого способа на при-
мере вынужденных колебаний груза.

А. А. Кудинов [22] получает этим способом критерии подобия Фруда, Эй-
лера, Рейнольдса, Струхаля.

С. И. Пинчук [33] упоминает этот способ, но примеров не приводит.
О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35] называют этот способ способом гло-

бального критерия и показывают его применение в задаче по определению
силы сопротивления движению твердого тела в несжимаемой жидкости, в ко-
торой из 7 размерных параметров, имеющих 3 независимых размерности,
следуют 4 критерия подобия — коэффициент силы сопротивления, угол ата-
ки в радианах, число Рейнольдса и число Фруда.

Р. Х. Санников [36] называет этот способ классическим способом анализа
размерностей и показывает его применение на примере для вынужденных
колебаний груза.

Л. А. Шаповалов [44] применяет этот способ для составления проекта
проведения работ по моделированию прочности и жесткости элементов кон-
струкций в различных задачах.

Р7. Способ качественного физико-математического анализа, или
способ Морозова. Все ранее описанные способы опирались на Пи-теорему.
Обязательным условием их применения было наличие полного списка всех
размерных и безразмерных величин, участвующих в задаче. В отличие от них
способ Морозова не требует знания всех величин задачи. Подход Морозова
похож на способ Рэлея — также ищется одна неизвестная величина в виде
алгебраического степенного комплекса, составленного из остальных величин.
Но в отличие от способа Рэлея у Морозова в исходной формуле участвуют
не все параметры задачи. Так же, как и в способе подбора, здесь необходимо
правильно угадать исходную зависимость искомой функции от параметров
задачи.

Н. А. Морозов разрабатывал свой способ в 1890–1906 годах, опубликовал
его в 1908 году [29], задолго до появления Пи-теоремы Федермана—Букин-
гема (1914 г.). Поэтому в его изложении отсутствует понятие безразмерно-
го критерия подобия. Морозов не различает размерную величину и ее раз-
мерность, и то и другое обозначает одной буквой. Из-за этого трудно по-
нять, о чем конкретно идет речь. По способу Морозова невозможно получить
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несколько критериев подобия, как это имеет место в нашей задаче о вынуж-
денных колебаниях груза.

В наше время такой подход не используется. С. С. Кутателадзе [23] на-
зывает его «несколько наивным». Здесь этот способ упоминается для под-
черкивания исторического приоритета российского ученого Н. А. Морозова
в разработке анализа размерностей. Для знакомства с этим способом можно
рекомендовать обратиться к первоисточнику [29], в котором автор показыва-
ет применение своего способа к задаче о собственных колебаниях струны.

Заключение
На основании рассмотрения одной задачи о колебаниях груза видим, что

одни и те же числа подобия можно получить как из анализа уравнений, так и
из анализа размерностей. Приведем сводную таблицу использования автора-
ми цитируемых работ перечисленных способов вывода критериев подобия. Из
этой таблицы видно, что наиболее употребительными являются следующие
способы:
Д1. Способ нормализации уравнения, или приведения уравнения к безраз-

мерному виду;
Д4. Способ сравнения двух уравнений через индикаторы подобия;
P4. Способ частичных комплексов, или способ предварительной группиров-

ки, или способ нулевых размерностей, или способ Букингема;
P5. Способ полного двустороннего комплекса, или способ Рэлея;
P6. Способ полного одностороннего комплекса, или способ глобального кри-

терия.
В дополнение к перечисленным общепризнанным способам хочется от-

метить изящный способ А. А. Гухмана P3, который в силу своей простоты
и скорости достижения результата можно назвать «экспресс-способом».

В заключение добавим, что получить доступ ко многим классическим ис-
точникам по теории подобия, а также прочитать ценные комментарии к ним
можно на веб-странице [31].
Конкурирующие интересы. Я заявляю об отсутствии явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.
Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
ставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи
мною одобрена
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract

Similarity theory is the theoretical basis for modeling and drafting ex-
periments. In addition, it can be used to conduct a comparative analysis of
changes in the desired parameters of the problem without solving equations
and without conducting experiments. All arguments in similarity theory are
based on dimensionless power complexes, which are called similarity crite-
ria (numbers), or invariants. In the literature of different years of release,
various methods of obtaining similarity criteria are described, but the au-
thor was not able to find a unified classification of these methods and their
comparison.

The article provides a review of various methods for obtaining similar-
ity criteria, their classification, which includes five methods from differential
equations and seven methods from dimension analysis. All methods are com-
pared on a single problem of mechanics about forced vibrations of the load,
which leads to four similarity numbers. This approach helps you compare
the labor required to output similarity numbers in different ways. For each
method, a list of references is given where it is mentioned, and a brief de-
scription of the tasks that are solved there. At the end is a summary table
showing which methods are considered in the mentioned works. The table
shows the relative popularity of methods.

Keywords: similarity theory, similarity methods, similarity criteria, simi-
larity numbers, similarity indicators, dimensional analysis.
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