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Аннотация

В прямоугольной области рассматривается неоднородное уравнение
смешанного параболо-гиперболического типа второго порядка. Для дан-
ного уравнения исследуется аналог задачи А. А. Дезина, который заклю-
чается в отыскании решения уравнения, удовлетворяющего внутренне-
краевому условию, связывающему значение искомой функции на ли-
нии изменения типа уравнения со значением нормальной производной
на границе в области гиперболичности, и неоднородным нелокальным
краевым условиям периодичности. Приводится подстановка, позволяю-
щая свести задачу к эквивалентной и, не теряя общности, ограничить-
ся исследованием задачи с однородными условиями для неоднородного
уравнения. Доказаны теоремы единственности и существования реше-
ния задачи, решение выписано в явном виде.

Решение поставленной задачи ищется в виде суммы ряда Фурье по
ортонормированной системе собственных функций соответствующей од-
номерной спектральной задачи. Установлен критерий единственности
решения задачи. Для случая, когда нарушен критерий единственности,
приведен пример нетривиального решения однородной задачи и полу-
чено необходимое и достаточное условие существования решения неод-
нородной задачи.

При обосновании существования решения возникает проблема ма-
лых знаменателей в сумме ряда относительно соотношения сторон пря-
моугольника в гиперболической части области. Получена оценка отде-
ленности знаменателя от нуля при некоторых условиях относительно
параметров задачи, которая при определенных условиях на заданные
функции позволяет доказать абсолютную и равномерную сходимость
как формально построенного решения, так и соответствующих произ-
водных, входящих в уравнение.
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Введение. В 1963 г. А. А. Дезин в работе [1] рассмотрел вопрос о раз-
решимых расширениях для дифференциальных операторов смешанного типа
и тогда же для уравнения с оператором Лаврентьева—Бицадзе в прямоуголь-
ной области сформулировал задачу с условием 2𝜋-периодичности и нелокаль-
ным условием, связывающим значение искомой функции внутри области со
значением ее производной на границе.

В [2, с. 18] приводится формулировка нелокальных краевых условий по
терминологии Дезина. В работе [3] в специальной прямоугольной области
для уравнения Лаврентьева—Бицадзе доказаны принцип экстремума, теоре-
мы единственности и существования решения задачи Дезина.

В работах [4–7] для различных уравнений смешанного эллиптико-гипер-
болического типа в прямоугольной области изучены задачи с условием пе-
риодичности по переменной 𝑥 и нелокальным условием Дезина. Установле-
ны критерии единственности, решения задач построены в виде суммы ор-
тогонального ряда по собственным функциям соответствующих одномерных
спектральных задач. Исследована проблема малых знаменателей, возникаю-
щая при обосновании сходимости рядов, установлена оценка отделенности от
нуля малых знаменателей с соответствующей асимптотикой.

Для уравнения параболо-гиперболического типа в [8, с. 174] доказана од-
нозначная разрешимость аналога задачи Дезина в специальной прямоуголь-
ной области, исследован вопрос о спектре однородной задачи.

В данной работе исследуется аналог задачи Дезина в прямоугольной обла-
сти {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, −𝛼 < 𝑦 < 𝛽} для неоднородного уравнения смешанно-
го параболо-гиперболического типа второго порядка с неоднородными нело-
кальными краевыми условиями, где 𝑟, 𝛼, 𝛽 — вещественные положительные
числа. Установлен критерий единственности решения исследуемой задачи.
Решение построено в виде суммы ряда по ортонормированной системе соб-
ственных функций соответствующей одномерной спектральной задачи. При
обосновании сходимости ряда возникает проблема малых знаменателей для
отношения сторон 𝛼/𝑟 прямоугольника в части области, где рассматривается
гиперболическое уравнение. При некоторых условиях относительно заданных
функций и чисел 𝜆, 𝛼, 𝑟 показано, что сумма построенного ряда является ре-
шением задачи в искомом классе.

1. Постановка задачи. Пусть Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, −𝛼 < 𝑦 < 𝛽}—
область евклидовой плоскости точек (𝑥, 𝑦); Ω+ = Ω∩{(𝑥, 𝑦) : 𝑦 > 0}; Ω− = Ω∩
{(𝑥, 𝑦) : 𝑦 < 0}; 𝑟, 𝛼, 𝛽 — вещественные положительные числа. Обозначим
через 𝐶𝑘𝑥(Ω) пространство функций 𝑓(𝑥, 𝑦) таких, что 𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω).

В области Ω рассмотрим уравнение

𝐿𝑢 = 𝑓, (1)
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где

𝐿𝑢 =

{︂
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦, 𝑦 > 0,

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦, 𝑦 < 0;
𝑓 =

{︃
𝑓+(𝑥, 𝑦), 𝑦 > 0,

𝑓−(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0;

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦)— неизвестная функция, 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦)— заданная функция.
Исследуется следующая
Задача 1. Найти решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения (1) из класса

𝐶1(Ω) ∩ 𝐶2
𝑥(Ω) ∩ 𝐶2

𝑦 (Ω
−),

удовлетворяющее условиям

𝑢(0, 𝑦)− 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦)− 𝑢𝑥(𝑟, 𝑦) = 𝜓(𝑦), −𝛼 6 𝑦 6 𝛽, (2)

𝑢𝑦(𝑥,−𝛼) = 𝜆𝑢(𝑥, 0), 0 6 𝑥 6 𝑟, (3)

где 𝜆 = const, 𝜙(𝑦), 𝜓(𝑦)— заданные достаточно гладкие функции, удовле-
творяющие следующим условиям: 𝜙′(−𝛼) = 𝜆𝜙(0), 𝜓′(−𝛼) = 𝜆𝜓(0).

С помощью подстановки

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑤(𝑥, 𝑦),

где
𝑤(𝑥, 𝑦) =

𝑥

𝑟

(︁
𝜙(𝑦) +

𝑥− 𝑟

2
𝜓(𝑦)

)︁
,

задачу 1 можно привести к эквивалентной задаче относительно новой функ-
ции 𝑣(𝑥, 𝑦) с однородными условиями вместо (2), при этом уравнение (1)
примет вид ̃︀𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿𝑣(𝑥, 𝑦), где ̃︀𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐿𝑤(𝑥, 𝑦). Поэтому, не
нарушая общности, дальнейшие рассуждения будем проводить при 𝜙(𝑦) ≡
≡ 𝜓(𝑦) ≡ 0.

2. Единственность решения. Пусть существует решение 𝑢(𝑥, 𝑦) зада-
чи 1. По аналогии с работой [9] рассмотрим функции

𝑢𝑘(𝑦) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, (4)

где 𝜇𝑘 = 2𝜋𝑘/𝑟, 𝑘 ∈ Z.
На основании (4) введем функции

𝑢𝑘,𝜀(𝑦) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟−𝜀

𝜀
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, (5)

где 𝜀— достаточно малое положительное вещественное число.
Дифференцируя (5) по переменной 𝑦, с учетом уравнения (1) при 𝑦 > 0

получим

𝑢′𝑘,𝜀(𝑦) + 𝑓+𝑘 (𝑦) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟−𝜀

𝜀

{︀
𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑓+(𝑥, 𝑦)

}︀
𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 =
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=
1√
𝑟

∫︁ 𝑟−𝜀

𝜀
𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)𝑒

𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥. (6)

Дифференцируя (5) дважды по переменной 𝑦, с учетом уравнения (1) при
𝑦 < 0 получим

𝑢′′𝑘,𝜀(𝑦) + 𝑓−𝑘 (𝑦) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟−𝜀

𝜀

{︀
𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑓−(𝑥, 𝑦)

}︀
𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 =

=
1√
𝑟

∫︁ 𝑟−𝜀

𝜀
𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)𝑒

𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥. (7)

В равенствах (6), (7), интегрируя два раза по частям интегралы, содер-
жащие 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦), и переходя к пределу при 𝜀 → 0, с учетом граничных усло-
вий (2) получим {︃

𝑢′𝑘(𝑦) + 𝜇2𝑘𝑢𝑘(𝑦) + 𝑓+𝑘 (𝑦) = 0, 𝑦 > 0,

𝑢′′𝑘(𝑦) + 𝜇2𝑘𝑢𝑘(𝑦) + 𝑓−𝑘 (𝑦) = 0, 𝑦 < 0,
(8)

где

𝑓+𝑘 (𝑦) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝑓+(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, (9)

𝑓−𝑘 (𝑦) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝑓−(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥. (10)

Общие решения дифференциальных уравнений (8) выписываются в сле-
дующем виде:

𝑢𝑘(𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑐𝑘 𝑒

−𝜇2𝑘𝑦 −
∫︁ 𝑦

0
𝑓+𝑘 (𝜂) 𝑒−𝜇

2
𝑘(𝑦−𝜂) 𝑑𝜂, 𝑦 > 0,

𝑎𝑘 cos𝜇𝑘𝑦 + 𝑏𝑘 sin𝜇𝑘𝑦 −
∫︁ 0

𝑦
𝑓−𝑘 (𝜂)

sin𝜇𝑘 (𝜂 − 𝑦)

𝜇𝑘
𝑑𝜂, 𝑦 < 0,

(11)

где 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘 — произвольные постоянные.
С учетом того, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω), (4) и полноты системы функций{︁ 1√

𝑟
𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥

}︁
, 𝑘 ∈ Z, (12)

в пространстве 𝐿2[0, 𝑟] имеем

𝑢𝑘(0 + 0) = 𝑢𝑘(0− 0), 𝑢′𝑘(0 + 0) = 𝑢′𝑘(0− 0). (13)

Удовлетворяя (11) условиям (13), находим

𝑏𝑘 = −𝜇𝑘𝑎𝑘 − 𝑓+𝑘 (0)
1

𝜇𝑘
, 𝑐0 = 𝑎0, 𝑐𝑘 = 𝑎𝑘, 𝑘 ̸= 0.
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Тогда функции (11) примут вид

𝑢𝑘(𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎𝑘𝑒

−𝜇2𝑘𝑦 −
∫︁ 𝑦

0
𝑓+𝑘 (𝜂)𝑒−𝜇

2
𝑘(𝑦−𝜂)𝑑𝜂, 𝑦 > 0,

𝑎𝑘(cos𝜇𝑘𝑦 − 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘𝑦)−

− 𝑓+𝑘 (0)
sin𝜇𝑘𝑦

𝜇𝑘
−
∫︁ 0

𝑦
𝑓−𝑘 (𝜂)

sin𝜇𝑘(𝜂 − 𝑦)

𝜇𝑘
𝑑𝜂, 𝑦 < 0.

(14)

Дифференцируя равенства (4) по переменной 𝑦, с учетом нелокального
условия (3) получаем

𝑢′𝑘(−𝛼) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝑢𝑦(𝑥,−𝛼)𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 =

1√
𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝜆𝑢(𝑥, 0)𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝜆𝑢𝑘(0).

Пусть

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) = 𝜇2𝑘 cos𝜇𝑘𝛼− 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘𝛼+ 𝜆 ̸= 0 ∀𝑘 ∈ Z, (15)

тогда находим

𝑎𝑘 = −𝑓+𝑘 (0)
cos𝜇𝑘𝛼

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)
+

∫︁ 0

−𝛼
𝑓−𝑘 (𝜂)

cos𝜇𝑘(𝜂 + 𝛼)

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)
𝑑𝜂. (16)

Выясним, при каких 𝛼, 𝜆, 𝑟 и 𝑘 выражение 𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) = 0. Представим
𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) в следующем виде:

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) =
√︁
𝜇4𝑘 + 𝜇2𝑘 sin (𝛾𝑘 − 𝜇𝑘𝛼) + 𝜆, (17)

где

𝛾𝑘 = arcsin
1√︁

1 + 1/𝜇2𝑘

=
𝜋

2
− arcsin

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

→ 𝜋

2
при 𝑘 → +∞.

Из представления (17) видно, что 𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) = 0 только в том случае, когда

|𝜆|√︁
𝜇4𝑘 + 𝜇2𝑘

6 1, 𝑘 ∈ Z,

и
𝛼 =

1

𝜇𝑘

[︁
(−1)𝑛 arcsin

𝜆√︁
𝜇4𝑘 + 𝜇2𝑘

+ 𝜋𝑛+ 𝛾𝑘

]︁
, 𝑛 ∈ N.

Пусть при некоторых значениях 𝛼, 𝜆 и 𝑘 = 𝑝 ∈ Z ∖ {0} нарушено усло-
вие (15), тогда 𝑎𝑝 может принимать любое значение и однородная задача,
соответствующая задаче 1 при 𝑓 ≡ 0, имеет нетривиальное решение вида

𝑢𝑝(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑎𝑝𝑒

𝑖𝜇𝑝𝑥𝑒−𝜇
2
𝑝𝑦, 0 6 𝑦 6 𝛽,

𝑎𝑝𝑒
𝑖𝜇𝑝𝑥(cos𝜇𝑝𝑦 − 𝜇𝑝 sin𝜇𝑝𝑦), −𝛼 6 𝑦 6 0,
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причем неоднородная задача 1 будет иметь решение только в том случае,
когда для 𝑓 выполнено условие

𝑓+𝑝 (0) cos𝜇𝑝𝛼 =

∫︁ 0

−𝛼
𝑓−𝑝 (𝜂) cos𝜇𝑝(𝜂 + 𝛼) 𝑑𝜂. (18)

Из (14) и (16) видно, что если 𝑓+(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝑓−(𝑥, 𝑦) ≡ 0, то из (4) имеем

𝑢𝑘(𝑦) =
1√
𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 = 0 ∀𝑘 ∈ Z.

Отсюда в силу полноты системы функций (12) в пространстве 𝐿2[0, 𝑟]
и непрерывности 𝑢(𝑥, 𝑦) в Ω следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω.

Таким образом, справедлива
Теорема 1. Если существует решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи 1, то оно однозначно

определяется только тогда, когда выполнено условие (15).

3. Существование решения. Решение задачи 1 при выполнении усло-
вий (15) будем искать формально в виде суммы ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1√
𝑟

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑢𝑘(𝑦)𝑒
−𝑖𝜇𝑘𝑥, (19)

где коэффициенты 𝑢𝑘(𝑦) определяются формулами (14), (16).
Поскольку 𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) входит в знаменатель ряда (19), для обоснования су-

ществования решения задачи 1 необходимо показать, что существуют числа
𝛼, 𝜆 и 𝑟 такие, что выражение 𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) отделено от нуля с соответствующей
асимптотикой.

Оценим выражение

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) = 𝜇2𝑘 cos𝜇𝑘𝛼− 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘𝛼+ 𝜆, 𝜇𝑘 =
2𝜋𝑘

𝑟
, 𝑘 ∈ N, (20)

и выясним, существуют ли 𝛼, 𝜆, 𝑟 и постоянная 𝐶0 такие, что при всех 𝑘 ∈ N
справедлива оценка

inf
𝑘
|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| >

𝜇2𝑘
𝐶0

> 0. (21)

Лемма 1. Если 2𝛼/𝑟 = ̃︀𝛼 ∈ N и |𝜆| < (2𝜋/𝑟)2, то существует положи-
тельная ̃︀𝐶1, зависящая от 𝜆 и 𝑟, такая, что при всех 𝑘 ∈ N справедлива
оценка

|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| > 𝜇2𝑘 ̃︀𝐶1 > 0.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 2𝛼/𝑟 = ̃︀𝛼 ∈ N. Тогда (20) примет вид

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆) = 𝜇2𝑘 (−1)𝑘 ̃︀𝛼 + 𝜆.
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Если |𝜆| < (2𝜋/𝑟)2, то из последнего заключаем

|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| = |𝜇2𝑘(−1)𝑘̃︀𝛼 + 𝜆| > 𝜇2𝑘
⃒⃒⃒
1− |𝜆|

𝜇2𝑘

⃒⃒⃒
> 𝜇2𝑘 ̃︀𝐶1,

где ̃︀𝐶1 = 1− |𝜆|
(2𝜋/𝑟)2

> 0.

Лемма 1 доказана. �

Лемма 2. Пусть 2𝛼/𝑟 = ̃︀𝛼 = 𝑝/𝑞 ∈ Q, 𝑝, 𝑞 ∈ N, НОД(𝑝, 𝑞) = 1, 𝑞— нечет-
ное число, |𝜆| 6 𝜆0 = 2(

√︀
2− 𝑞−2 − 1), 𝑟 6 𝑟0 = 2𝜋√

2
√
𝑞2−1

. Тогда существует

положительная ̃︀𝐶2, зависящая от 𝜆, 𝑟, такая, что при всех 𝑘 ∈ N справед-
лива оценка

|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| > 𝜇2𝑘
̃︀𝐶2 > 0.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 2𝛼/𝑟 = ̃︀𝛼 = 𝑝/𝑞 ∈ Q, 𝑝, 𝑞 ∈ N, НОД(𝑝, 𝑞) = 1,
𝑞— нечетное число. Разделим 𝑘𝑝 на 𝑞 с остатком:

𝑘𝑝 = 𝑠𝑞 + 𝑡, 𝑠, 𝑡 ∈ N ∪ {0}, 0 6 𝑡 < 𝑞.

Тогда из (17) получим

|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| =
⃒⃒⃒√︁

𝜇4𝑘 + 𝜇2𝑘(−1)𝑠 sin
(︁
𝛾𝑘 −

𝜋𝑡

𝑞

)︁
+ 𝜆

⃒⃒⃒
.

Если 𝑡 = 0, то этот случай сводится к уже рассмотренному выше случаю
2𝛼/𝑟 = ̃︀𝛼 ∈ N.

Пусть 𝑡 > 0, 𝑟 6 𝑟0 = 2𝜋√
2
√
𝑞2−1

, |𝜆| 6 𝜆0 = 2(
√︀
2− 𝑞−2 − 1). Тогда

| sin(𝛾𝑘 − 𝜇𝑘𝛼)| =
⃒⃒⃒⃒
sin
(︁𝜋
2
− arcsin

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

− 𝜋𝑡

𝑞

)︁⃒⃒⃒⃒
>

>

⃒⃒⃒⃒
sin
(︁ 𝜋
2𝑞

− arcsin
1√︁

1 + 𝜇2𝑘

)︁⃒⃒⃒⃒
>

2

𝜋

⃒⃒⃒⃒
𝜋

2𝑞
− arcsin

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

⃒⃒⃒⃒
>

>

⃒⃒⃒⃒
1

𝑞
− 1√︁

1 + 𝜇2𝑘

⃒⃒⃒⃒
>

1

𝑞

(︁
1− 1√︀

2− 𝑞−2

)︁
>

1

4𝑞
.

При этом

|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| > 𝜇2𝑘

√︁
1 + 𝜇−2

𝑘

1

4𝑞
− |𝜆| = 𝜇2𝑘

√︁
1 + 𝜇−2

𝑘

[︂
1

4𝑞
− |𝜆|

|𝜇𝑘|
√︁

1 + 𝜇2𝑘

]︂
>

> 𝜇2𝑘

[︂
1

4𝑞
− |𝜆|
𝜇1
√︀
1 + 𝜇21

]︂
> 𝜇2𝑘

[︂
1

4𝑞
− 2(

√︀
2− 𝑞−2 − 1)

√
2
√︀
𝑞2 − 1𝑞

√︀
2− 𝑞−2

]︂
> 𝜇2𝑘

̃︀𝐶2 > 0,

где ̃︀𝐶2 = 1/(8𝑞) > 0. Лемма 2 доказана. �
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Лемма 3. Пусть 2𝛼/𝑟 = ̃︀𝛼 является иррациональным числом. Тогда су-
ществуют положительные постоянные 𝜆0, 𝑟0 и ̃︀𝐶3, для которых при всех
|𝜆| < 𝜆0 и 𝑟 < 𝑟0, и 𝑘 ∈ N справедлива оценка

|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| > 𝜇2𝑘
̃︀𝐶3 > 0.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 2𝛼/𝑟 = ̃︀𝛼 является иррациональным числом.
В силу известных неравенств

|𝑥| 6 | arcsin𝑥| 6 𝜋

2
|𝑥|, |𝑥| 6 1,

справедлива оценка

0 <
1√︁

1 + 𝜇2𝑘

6 arcsin
1√︁

1 + 𝜇2𝑘

6
𝜋

2

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

. (22)

Для всякого 𝑘 ∈ N можно подобрать 𝑛 ∈ Z такое, что имеет место неравен-
ство [10, c. 37]

|𝑘̃︀𝛼− 𝑛| < 1√
5𝑘
.

Пусть 𝑛 ∈ Z такое, что выполнено последнее неравенство или равносильное
ему

𝜋|𝑘̃︀𝛼− 𝑛| < 𝜋√
5𝑘
. (23)

Из (22) и (23) имеем⃒⃒⃒⃒
arcsin

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

+ 𝜋(𝑘̃︀𝛼− 𝑛)

⃒⃒⃒⃒
6 arcsin

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

+ 𝜋𝑘
⃒⃒⃒̃︀𝛼− 𝑛

𝑘

⃒⃒⃒
<

<
𝜋

2

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

+
𝜋√
5𝑘

=
𝜋

2

(︂
1√︁

1 + 𝜇2𝑘

+
2√
5𝑘

)︂
6
𝜋

2

при условии

𝑟 6 𝑟0 =
𝜋

2

√︁
5
√
5− 11 6 𝜋𝑘

√︃
2𝑘2 − 4

√
5𝑘 + 4√

5𝑘 − 1
.

С учетом этого и того, что 1− 2
𝜋 |𝑥| 6 cos𝑥 при |𝑥| 6 𝜋

2 , имеем

⃒⃒
sin(𝛾𝑘 − 𝜇𝑘𝛼)

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
cos
[︁
arcsin

1√︁
1 + 𝜇2𝑘

+ 𝜋(𝑘̃︀𝛼− 𝑛)
]︁⃒⃒⃒⃒
> cos

𝜋

2
𝑟0 > 1− 𝑟0.

Возвращаясь к 𝛿𝑘(𝛼, 𝜆), из (17) при 𝑟 < 𝑟0, |𝜆| < 𝜆0 имеем
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|𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)| >
√︁
𝜇4𝑘 + 𝜇2𝑘(1− 𝑟0)− |𝜆| >

>
√︁
𝜇4𝑘 + 𝜇2𝑘

(︂
1− 𝑟0 −

|𝜆|√︀
(2𝜋/𝑟)4 + (2𝜋/𝑟)2

)︂
=

=
√︁
𝜇4𝑘 + 𝜇2𝑘(1− 𝑟0)

(︁
1− |𝜆|

𝜆0

)︁
> 𝜇2𝑘

̃︀𝐶3 > 0,

где ̃︀𝐶3 = (1− 𝑟0)(1− |𝜆|/𝜆0), 𝜆0 = (1− 𝑟0)
√︀
(2𝜋/𝑟)4 + (2𝜋/𝑟)2.

Лемма 3 доказана. �

Теперь при определенных условиях на функцию 𝑓(𝑥, 𝑦) покажем, что
функция 𝑢(𝑥, 𝑦), представимая в виде (19), где 𝑢𝑘(𝑦) определяются формула-
ми (14) и (16), является решением задачи 1.

Формально из (19) почленным дифференцированием составим ряды:

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) =
1√
𝑟

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝜇2𝑘𝑢𝑘(𝑦)𝑒
−𝑖𝜇𝑘𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, (24)

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) =
1√
𝑟

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑢′𝑘(𝑦)𝑒
−𝑖𝜇𝑘𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω+, (25)

𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) =
1√
𝑟

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝑢′′𝑘(𝑦)𝑒
−𝑖𝜇𝑘𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω−. (26)

Из (14) и соответствующих производных при 𝑘 = 0 имеем

|𝑢0(𝑦)| 6
1

|𝜆|
|𝑓+0 (0)|+ 𝛼

|𝜆|
‖𝑓−0 ‖−𝐶 +

⎧⎨⎩𝛽‖𝑓
+
0 ‖+𝐶 , 𝑦 > 0,

𝛼2

2
‖𝑓−0 ‖−𝐶 , 𝑦 6 0,

|𝑢′0(𝑦)| 6 |𝑓+0 (𝑦)| 6 ‖𝑓+0 ‖+𝐶 , 𝑦 > 0,

|𝑢′′0(𝑦)| 6 |𝑓−0 (𝑦)| 6 ‖𝑓−0 ‖−𝐶 , 𝑦 < 0,

где
‖𝑓+0 ‖+𝐶 = max

06𝑦6𝛽
|𝑓+0 (𝑦)|, ‖𝑓−0 ‖−𝐶 = max

−𝛼6𝑦60
|𝑓−0 (𝑦)|.

Теперь, для доказательства сходимости (19) и соответствующих произ-
водных (24), (25), (26), достаточно доказать сходимость сумм при 𝑘 ̸= 0.

Далее нам понадобится
Лемма 4. Если

𝑓−(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,0
𝑥,𝑦(Ω

−), 𝑓+(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,0
𝑥,𝑦(Ω

+),

𝑓+(𝑥, 0) ∈ 𝐶2[0, 𝑟], 𝑓+𝑥 (0, 0) = 𝑓+𝑥 (𝑟, 0),

𝑓−(0, 𝑦) = 𝑓−(𝑟, 𝑦), −𝛼 6 𝑦 6 0,

𝑓+(0, 𝑦) = 𝑓+(𝑟, 𝑦), 0 6 𝑦 6 𝛽,
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то для коэффициентов 𝑓−𝑘 (𝑦) ряда Фурье (10) функции 𝑓−(𝑥, 𝑦) и коэффици-
ентов 𝑓+𝑘 (𝑦) ряда Фурье (9) функции 𝑓+(𝑥, 𝑦) при всех 𝑘 ∈ Z∖{0} справедливы
оценки

|𝑓−𝑘 (𝑦)| 6 𝐶1

𝜇2𝑘
, −𝛼 6 𝑦 6 0, (27)

|𝑓+𝑘 (0)| 6 𝐶1

|𝜇𝑘|3
, |𝑓+𝑘 (𝑦)| 6 𝐶1

𝜇2𝑘
, 0 < 𝑦 6 𝛽, (28)

где 𝐶1 — некоторая положительная постоянная.
Справедливость леммы 4 следует из теории рядов Фурье (см., напр., [11,

гл. 11, § 4, п. 2]).
Лемма 5. Пусть имеют место оценки (21), (27), (28). Тогда при всех

𝑘 ∈ Z ∖ {0} справедливы оценки

|𝑢𝑘(𝑦)| 6
𝐶2

𝜇4𝑘
, −𝛼 6 𝑦 6 𝛽,

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6
𝐶2

𝜇2𝑘
, 0 < 𝑦 < 𝛽,

|𝑢′′𝑘(𝑦)| 6
𝐶2

𝜇2𝑘
, −𝛼 < 𝑦 < 0,

где 𝐶2 — некоторая положительная постоянная.
Д о к а з ат е л ь ств о. С учетом (21) и второй теоремы о среднем значе-

нии [12] имеют место следующие оценки:

|𝑒−𝜇2𝑘𝑦| 6 1,

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑦

0
𝑓+𝑘 (𝜂)𝑒−𝜇

2
𝑘(𝑦−𝜂)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6

1

𝜇2𝑘
𝑆(𝑓+𝑘 ), 𝑦 > 0,⃒⃒⃒

𝑓+𝑘 (0)
cos𝜇𝑘𝛼

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)

⃒⃒⃒
6
𝐶0

𝜇2𝑘
|𝑓+𝑘 (0)|,

⃒⃒⃒⃒∫︁ 0

−𝛼
𝑓−𝑘 (𝜂)

cos𝜇𝑘(𝜂 + 𝛼)

𝛿𝑘(𝛼, 𝜆)
𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6

2𝐶0

|𝜇𝑘|3
𝑆(𝑓−𝑘 ),⃒⃒

cos𝜇𝑘𝑦 − 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘𝑦
⃒⃒
6 1 + |𝜇𝑘|, 𝑦 < 0,⃒⃒⃒

𝑓+𝑘 (0)
sin𝜇𝑘𝑦

𝜇𝑘

⃒⃒⃒
6

1

|𝜇𝑘|
|𝑓+𝑘 (0)|, 𝑦 < 0,⃒⃒⃒⃒∫︁ 0

𝑦
𝑓−𝑘 (𝜂)

sin𝜇𝑘(𝜂 − 𝑦)

𝜇𝑘
𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6

2

𝜇2𝑘
𝑆(𝑓−𝑘 ), 𝑦 < 0,

где

𝑆(𝑓+𝑘 ) =

𝑚∑︁
𝑖=1

(︀
|𝑓+𝑘 (𝑦𝑖−1)|+ |𝑓+𝑘 (𝑦𝑖)|

)︀
, 𝑆(𝑓−𝑘 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
|𝑓−𝑘 (𝑦𝑖−1)|+ |𝑓−𝑘 (𝑦𝑖)|

)︀
,

𝑦𝑖 разбивают область определения соответствующей функции на (наимень-
шее) конечное число частей, в каждой из которых данная функция монотон-
на.
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Из оценок выше, а также (14), (16) находим:

|𝑢𝑘(𝑦)| 6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶0

𝜇2𝑘
|𝑓+𝑘 (0)|+ 2𝐶0

|𝜇𝑘|3
𝑆(𝑓−𝑘 ) +

1

𝜇2𝑘
𝑆(𝑓+𝑘 ), 𝑦 > 0,(︁2𝜋 + 𝑟

2𝜋
𝐶0 + 1

)︁(︁ 1

|𝜇𝑘|
|𝑓+𝑘 (0)|+ 2

𝜇2𝑘
𝑆(𝑓−𝑘 )

)︁
, 𝑦 6 0,

(29)

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6 𝐶0|𝑓+𝑘 (0)|+ 2𝐶0

|𝜇𝑘|
𝑆(𝑓−𝑘 ) + 𝑆(𝑓+𝑘 ) + |𝑓+𝑘 (𝑦)|, 𝑦 > 0, (30)

|𝑢′′𝑘(𝑦)| 6
(︁2𝜋 + 𝑟

2𝜋
𝐶0 + 1

)︁(︀
|𝜇𝑘| |𝑓+𝑘 (0)|+ 2𝑆(𝑓−𝑘 )

)︀
+ |𝑓−𝑘 (𝑦)|, 𝑦 < 0. (31)

Если положить

𝐶2 = 𝐶1

(︁
1 + max

{︁
(4𝑛+ 1)𝐶0 + 2𝑚,

(︁2𝜋 + 𝑟

2𝜋
𝐶0 + 1

)︁
(4𝑛+ 1)

}︁)︁
,

то из (29), (30), (31) с учетом (27), (28) следует справедливость леммы 5. �
Из оценок леммы 5 по признаку Вейерштрасса следует абсолютная и рав-

номерная сходимость рядов (24), (25), (26) и, значит, можно непосредственно
показать, что (19) является решением 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи 1.

Таким образом доказана
Теорема 2. Пусть выполнены условия одной из лемм 1–3 и 𝑓(𝑥, 𝑦) удо-

влетворяет условиям леммы 4. Тогда существует единственное решение
задачи 1, причем решение 𝑢(𝑥, 𝑦) полностью определяется равенством (19)
с учетом (9), (10), (14), (16). Если при каких-то значениях 𝛼, 𝜆 и 𝑘 = 𝑝 ∈ Z
нарушено условие (15), то задача 1 разрешима тогда и только тогда, когда
выполнено условие (18).
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Abstract

In this paper we consider an inhomogeneous second-order parabolic-hy-
perbolic mixed type equation, represented as one-dimensional heat equa-
tion in the parabolic part and the one-dimensional wave equation in the
hyperbolic part. For the equation, an analog of the Dezin problem is in-
vestigated, which means to find a solution to the equation that satisfies
inner-boundary condition, relating the value of the desired function on the
equation type change line to the value of the normal derivative on the hyper-
bolicity region boundary, and inhomogeneous periodicity nonlocal boundary
conditions. A substitution is given that allows us to reduce the problem to
an equivalent one and, without losing generality, restrict ourselves to in-
vestigate the problem with homogeneous conditions for an inhomogeneous
equation.

The solution is constructed as the Fourier series on the orthonormal sys-
tem of eigenfunctions of the corresponding one-dimensional spectral prob-
lem. A criterion for the solution uniqueness to the problem is established.

In case when the uniqueness criterion is violated, an example of a non-
trivial solution to a homogeneous problem is given, and a necessary and suf-
ficient condition for the existence of a solution to an inhomogeneous problem
is obtained.

In justifying the solution existence, the problem of small denominators
in the sum of the series with respect to the ratio of the rectangle sides in the
hyperbolic part of the domain. An estimate of the denominator separation
from zero under certain conditions with respect to the problem parameters
is obtained. This estimate allows us to substantiate the uniform convergence
of the series and their derivatives up to the second-order inclusive under
certain conditions for given functions.
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