
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2022. Т. 26, № 4. С. 738–763
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1888
EDN: DVJGRH

УДК 521.182

Сравнение элементов орбит больших планет,
Луны и Солнца с использованием различных
математических моделей на интервале времени
с 1600 по 2200 гг.

А. Ф. Заусаев, М. А. Романюк
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

Проведен анализ точности элементов орбит, полученных по коорди-
натам и компонентам скоростей, найденных с помощью коэффициентов
многочленов Чебышева планетного каталога DE405. Для исследования
на интервале времени с 1600 по 2200 гг. проведено сопоставление элемен-
тов орбит, найденных с помощью каталога DE405, а также полученных
на основании численного интегрирования уравнений движения, осно-
ванных на взаимодействии движущихся материальных тел с окружаю-
щим пространством. На примере численного интегрирования уравнений
движения Луны показано преимущество использования уравнений дви-
жения, основанных на взаимодействии движущихся материальных тел
с окружающим пространством по сравнению с релятивистскими урав-
нениями. На основании сравнения элементов орбит Меркурия, получен-
ных путем решения уравнений, основанных на взаимодействии движу-
щихся материальных тел с окружающим пространством и найденных с
помощью использования каталога DE405, показано, что на исследуемом
интервале времени элементы орбит практически совпадают. Максималь-
ное расхождение в средней аномалии на конце интервала интегрирова-
ния составляет менее 1′′ (секунды дуги). Определены невязки вековых
смещений перигелиев для Меркурия, Венеры, Земли + Луны и Марса,
значения которых для DE405 соответственно равны: 43.08′′, 8.4′′, 3.83′′
и 1.14′′. Показано, что погрешности вековых смещений перигелиев пла-
нет Меркурия, Венеры, барицентра Земли + Луны и Марса, полученные
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Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

при использовании каталога DE405, принимают следующие значения:
0′′, 6.06′′, 3.83′′ и 1.08′′. Для внешних планет: Юпитера, Сатурна, Ура-
на, Нептуна и карликовой планеты Плутон на основании рассмотренных
сравнений различных уравнений движения расхождений элементов ор-
бит не обнаружено. На основании проведенных исследований показано,
что использование гармонических координат в релятивистских уравне-
ниях при создании каталога DE405 оправдано только для Меркурия
и внешних планет: Юпитера, Сатурна, Урана, Нептуна и карликовой
планеты Плутон.

Ключевые слова: элементы орбит, численное интегрирование, диффе-
ренциальные уравнения движения.

Получение: 19 октября 2021 г. / Исправление: 15 октября 2022 г. /
Принятие: 17 ноября 2022 г. / Публикация онлайн: 6 декабря 2022 г.

Исследование движения больших планет, Луны и Солнца сопряжено
с большим объемом вычислений, точность которых зависит от выбора как
математической модели движения, так и метода решения задачи. Математи-
ческая модель движения небесных тел, как правило, описывается системой
дифференциальных уравнений второго порядка. В основе каждой математи-
ческой модели лежат определенные физические предпосылки. Важную роль
в механике играет понятие пространства.

Понятие об эфире исходит из глубокой древности. Две с половиной тыся-
чи лет назад ученые древней Греции сформулировали и развили понятие об
эфире. Эфирная концепция достигла своей кульминации в ХIX веке, когда
Максвелл, опираясь на созданную им модель эфира, получил фундаменталь-
ные уравнения электродинамики [1].

В теории тяготения Ньютона под пространством понимается плоское ев-
клидово пространство. Механика Ньютона основана на законе всемирного
тяготения и трех законах движения [2,3].

В основе релятивистской механики лежат два основных принципа: прин-
цип эквивалентности и принцип общековариантности [4, 5]. Принцип экви-
валентности говорит о том, что все физические процессы протекают оди-
наково в инерциальной системе, находящейся в однородном поле тяготения
и в неинерциальной равномерно ускоренной системе. Из принципа общеко-
вариантности следует, что уравнения должны иметь одну и ту же форму
во всех без исключения системах отсчета. Опираясь на эти принципы, Эйн-
штейн пришел к выводу, что пространство событий общей теории относи-
тельности должно представлять собой псевдориманово четырехмерное про-
странство с метрикой [6]

𝑑𝑠2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽. (1)

Движение пробной частицы под действием тяготения — это свободное дви-
жение по инерции, происходящее по геодезическим линиям псевдориманова
пространства, метрика которого формируется самими гравитационными мас-
сами.

С развитием квантовой теории появился термин — физический вакуум.
Физический вакуум является особым видом материи, претендующим на пер-
вооснову мира. Физический вакуум стал предметом изучения физики бла-
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годаря усилиям известных ученых: П. Дирака, Р. Фейнмана, Дж. Уилера,
У. Лэмба, де Ситтера, Г. Казимира, Я. Б. Зельдовича [7–10]. Столь разнооб-
разное представление от эфира до физического вакуума об окружающем нас
пространстве говорит о сложности проблемы, стоящей перед наукой.

Следует отметить, что в настоящее время свойства окружающего нас про-
странства недостаточно изучены, поэтому при выводе дифференциальных
уравнений движения материальных тел необходимо наделять его определен-
ными динамическими свойствами.

Ранее нами получены дифференциальные уравнения движения небесных
тел, основанные на взаимодействии материальных тел с окружающим про-
странством, которые имеют следующий вид [11–15]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

(︁𝑋𝑖 −𝑋

Δ𝑖

)︁ 3𝑎0𝑖𝑟
2
0𝑖

Δ2
𝑖 +Δ𝑖

3

√︁
Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖 +
3

√︁
(Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖)
2
,

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

(︁𝑌𝑖 − 𝑌

Δ𝑖

)︁ 3𝑎0𝑖𝑟
2
0𝑖

Δ2
𝑖 +Δ𝑖

3

√︁
Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖 +
3

√︁
(Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖)
2
,

𝑑2𝑍

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

(︁𝑍𝑖 − 𝑍

Δ𝑖

)︁ 3𝑎0𝑖𝑟
2
0𝑖

Δ2
𝑖 +Δ𝑖

3

√︁
Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖 +
3

√︁
(Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖)
2
,

(2)

где 𝑟0𝑖 — эффективный радиус 𝑖-того тела; 𝑎0𝑖 — соответствующее ускорение
для 𝑖-того тела на расстоянии 𝑟0𝑖 от центра массы; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентри-
ческие координаты возмущаемого тела; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖 — барицентрические коор-
динаты возмущающих тел; Δ𝑖 — взаимное расстояние между возмущаемым
и возмущающим телом.

Дифференциальные уравнения движения в ньютоновой форме имеют сле-
дующий вид [1,2]: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где Δ2
𝑖 = (𝑋𝑖 − 𝑋)2 + (𝑌𝑖 − 𝑌 )2 + (𝑍𝑖 − 𝑍)2; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентрические

координаты возмущаемого тела; 𝑚𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖 — массы и барицентрические
координаты возмущающих тел.

Целью данной работы является оценка точности координат планет, пред-
ставленных в планетном каталоге DE405, поэтому следует привести мате-
матическую модель в форме дифференциальных уравнений, которую автор
использовал при создании DE405.

Дифференциальные уравнения движения в барицентрической системе ко-
ординат с учетом ньютоновых и шварцшильдовских членов и формулы (1)
имеют следующий вид [16]:

𝑟𝑖 =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜇𝑗(𝑟𝑗 − 𝑟𝑖)

𝑟3𝑖𝑗

{︂
1− 2(𝛽 + 𝛾)

𝑐2

∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝜇𝑘
𝑟𝑖𝑘

− 2𝛽 − 1

𝑐2

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

𝜇𝑘
𝑟𝑗𝑘

+ 𝛾
(︁𝑣𝑖
𝑐

)︁2
+
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где 𝑟𝑖, �̇�𝑖, 𝑟𝑖 — координаты, скорости и ускорения в барицентрической системе
координат 𝑖-того тела; 𝜇𝑗 = 𝑘2𝑚𝑗 ; 𝑘2 — гравитационная постоянная; 𝑚𝑗 —
масса 𝑗-того тела; 𝑟𝑖𝑗 = |𝑟𝑗−𝑟𝑖|; 𝛽 и 𝛾 — релятивистские параметры, 𝛽 = 𝛾 = 1;
𝑣𝑖 = |�̇�𝑖|; 𝑐— скорость света.

При создании эфемерид Луны помимо гравитационных и релятивистских
эффектов учитывалось влияние фигур Земли и Луны в математической мо-
дели. Ускорение Луны благодаря учету зональных и тессеральных гармоник
в координатной системе 𝜉𝜂𝜁 имеет вид [16]⎡⎣ 𝜉

𝜂

𝜁
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𝑛 (sin𝜙)[−𝐶𝑛𝑚 sin𝑚𝜆+ 𝑆𝑛𝑚 cos𝑚𝜆]

cos𝜙𝑃𝑚
𝑛 (sin𝜙)[𝐶𝑛𝑚 cos𝑚𝜆+ 𝑆𝑛𝑚 sin𝑚𝜆]

⎤⎦}︃, (5)

где 𝜇— гравитационная постоянная; 𝑟— расстояние между центрами масс
двух тел; 𝑛1 и 𝑛2 — максимальные степени зональных и тессеральных гар-
моник несферичных тел соответственно; 𝑃𝑛(sin𝜙)— полином Лежандра сте-
пени 𝑛; 𝑃𝑚

𝑛 (sin𝜙)— присоединенный полином Лежандра степени 𝑛 и порядка
𝑚; 𝐽𝑛 — зональные гармоники от несферичности тела; 𝐶𝑛𝑚, 𝑆𝑛𝑚 — коэффи-
циенты тессеральных гармоник; 𝜙— широта притягиваемого тела в фиксиро-
ванной системе координат 𝜉𝜂𝜁; 𝜆— восточная долгота притягиваемого тела.
Вклад в инерциальное ускорение от несферичного тела возникает от взаимо-
действия ее собственной фигуры с внешней точечной массой, представленной
в координатной системе 𝜉𝜂𝜁. Ось 𝜉 направлена вовне от несферичного тела
к точечной массе. Ось 𝜂 направлена на восток, лежит в селенографической
плоскости 𝑋𝑌 , перпендикулярна оси 𝜉. Ось 𝜁 направлена на север, образуя
правую систему координат.

Кроме того, земные приливы оказывают на геоцентрическое ускорение
Луны следующее воздействие [16]:

𝑟𝑚 = −3𝑘2𝜇𝑚
𝑟3𝑙𝑚

(︁
1 +

𝜇𝑚
𝜇𝑙

)︁(︁ 𝑎𝑙
𝑟𝑙𝑚

)︁5

⎡⎣𝑥+ 𝑦𝛿
𝑦 − 𝑥𝛿
𝑧

⎤⎦ , (6)

где 𝑘2 — число Лява; 𝑎𝑙 — радиус Земли; 𝑟𝑙𝑚 — геоцентрическое расстояние
Луны; 𝑥, 𝑦, 𝑧, — декартовы геоцентрические координаты Луны; 𝜇𝑚 — грави-
тационная постоянная, умноженная на массу Луны; 𝜇𝑙 — гравитационная по-
стоянная, умноженная на массу Земли; 𝛿— фазовый угол.
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В отличие от уравнений (4), дифференциальные уравнения (2) записаны
в декартовой системе координат. В них отсутствуют понятия силы и массы,
которые, по мнению Пуанкаре, не имеют точного определения [17].

Ранее проведенные исследования показали, что решение дифференциаль-
ных уравнений, основанных на взаимодействии движущихся материальных
тел с окружающим пространством, обладает преимуществом по сравнению
с решениями Ньтоновых и релятивистских уравнений [18]. Использование
уравнений в форме Ньютона для численного интегрирования уравнений дви-
жения больших планет приводит к накоплению ошибок в координатах внут-
ренних планет. При построении численной теории Луны автором DE405 наря-
ду с уравнением (4) решаются уравнения (5) и (6), что значительно усложняет
решение задачи [19].

В отличие от релятивистских уравнений (4), (5) и (6), нами получены ко-
ординаты всех больших планет, Луны и Солнца на определенные моменты на
интервале времени с помощью решения одной системы дифференциальных
уравнений (2).

Координаты планет, Луны и Солнца хранятся в каталоге DЕ405 в форме
коэффициентов полиномов Чебышева [20–22]. Для различных планет сте-
пени многочленов различны. Максимальная степень многочленов порядка
тринадцать обеспечивает необходимую точность для нахождения координат
внутренних планет и Луны. Коэффициенты полиномов Чебышева хранятся
в каталоге DЕ405 с шагом тридцать два дня. Многочлены Чебышева обеспе-
чивают гладкое приближение даже при использовании многочленов высоких
порядков. Многочлен Чебышева порядка 𝑛 (для |𝑥| 6 1) определяется как [21]
𝑇𝑛(𝑥) = cos(𝑛 · arccos𝑥).

Из равенства cos(𝛼+ 𝛽) + cos(𝛼− 𝛽) = 2 cos𝛼 cos𝛽 следует, что

cos(𝑛+ 1)𝜙 = 2 cos𝑛𝜙 cos𝜙− cos(𝑛− 1)𝜙. (7)

Если 𝜙 = arccos𝑥, то после подстановки в (7) получим следующую рекур-
рентную формулу:

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥)− 𝑇𝑛−1(𝑥) при 𝑛 > 1.

Многочлены Чебышева до 13-го порядка имеют следующий вид:
𝑇0(𝑥) = 1;
𝑇1(𝑥) = 𝑥;
𝑇2(𝑥) = 2𝑥2 − 1;
𝑇3(𝑥) = 4𝑥3 − 3𝑥;
𝑇4(𝑥) = 8𝑥4 − 8𝑥2 + 1;
𝑇5(𝑥) = 16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥;
𝑇6(𝑥) = 32𝑥6 − 48𝑥4 + 18𝑥2 − 1;
𝑇7(𝑥) = 64𝑥7 − 112𝑥5 + 56𝑥3 − 7𝑥;
𝑇8(𝑥) = 128𝑥8 − 256𝑥6 + 160𝑥4 − 32𝑥2 + 1;
𝑇9(𝑥) = 256𝑥9 − 576𝑥7 + 432𝑥5 − 120𝑥3 + 9𝑥;
𝑇10(𝑥) = 512𝑥10 − 1280𝑥8 + 1120𝑥6 − 400𝑥4 + 50𝑥2 − 1;
𝑇11(𝑥) = 1024𝑥11 − 2816𝑥9 + 2816𝑥7 − 1232𝑥5 + 220𝑥3 − 11𝑥;
𝑇12(𝑥) = 2048𝑥12 − 6144𝑥10 + 6912𝑥8 − 3584𝑥6 + 840𝑥4 − 72𝑥2 + 1;
𝑇13(𝑥) = 4096𝑥13 − 13352𝑥11 + 16640𝑥9 − 9984𝑥7 + 2912𝑥5 − 364𝑥3 + 13𝑥.
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Рассмотрим особенности многочлена Чебышева на отрезке [−1, 1]. Внутри
этого отрезка 𝑇𝑛(𝑥) обращается в нуль в 𝑛 точках:

𝑇𝑛(𝑥) = 0 при 𝑥 = cos(𝜋(𝑘 + 1/2)/𝑛),

где 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.
При |𝑥| 6 1 значение |𝑇𝑛(𝑥)| не может превышать 1.
Чтобы аппроксимировать произвольную функцию 𝑓(𝑥) в интервале [𝑎, 𝑏],

заменим независимую переменную 𝑥 нормированной переменной �̂� в интер-
вале [−1, 1] соотношением

�̂� =
2𝑥− (𝑎+ 𝑏)

𝑏− 𝑎
при 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] → �̂� ∈ [−1, 1]

и
𝑥 = �̂� · 1

2
(𝑏− 𝑎) +

1

2
(𝑎+ 𝑏) при �̂� ∈ [−1, 1] → 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Функция 𝑓(𝑥) теперь может быть представлена многочленами Чебышева
вплоть до 𝑛-го порядка в виде

𝑓(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑇𝑗(�̂�).

Коэффициенты 𝑐𝑗 вычисляются следующим образом:

𝑐𝑗 =
2

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓(𝑥𝑛+1
𝑘 )𝑇𝑗(�̂�

𝑛+1
𝑘 ),

где �̂�𝑛+1
𝑘 представляет 𝑘-тый корень 𝑇𝑛+1.

Коэффициенты многочленов Чебышева в каталоге DЕ405 для каждого 32-
дневного интервала приведены на начало интервала, что соответствует зна-
чению �̂� = −1 для интервала [−1, 1]. В точке �̂� = −1 многочлены Чебышева
примут следующие значения: 1, −1, 1, −1, . . ., (−1)𝑖+1, где 𝑖 = 0, 1, 2, 3, . . ..

Значения координат планет Луны и Солнца в точке �̂� = −1 вычисляются
с помощью следующего соотношения:

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗𝑐𝑗 .

Для нахождения скоростей планет Луны и Солнца в точке �̂� = −1 берутся
производные от многочленов Чебышева, затем вычисляются коэффициенты
путем подстановки �̂� = −1 в полученные многочлены. Сумма произведений
полученных коэффициентов на производные от многочленов, умноженных
для каждого объекта на постоянный множитель, определяет скорость иссле-
дуемых объектов. Постоянные коэффициенты в точке �̂� = −1 имеют следую-
щие значения: 𝑈0 = 0, 𝑈1 = 1, 𝑈2 = −4, 𝑈3 = 9, 𝑈4 = −16, 𝑈5 = 25, 𝑈6 = −36,
𝑈7 = 49, 𝑈8 = −64, 𝑈9 = 81, 𝑈10 = −100, 𝑈11 = 121, 𝑈12 = −144, 𝑈13 = 169.
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Компоненты скоростей планет, Луны и Солнца находятся из соотношений

𝑀(𝑥) = 𝐺𝑖

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑈𝑗(𝑥),

где 𝐺𝑖 для каждой планеты имеет постоянное значение. Для Меркурия, Вене-
ры, барицентра Земли + Луны, Марса, Юпитера, Сатурна, Урана, Нептуна,
Плутона значения 𝐺𝑖 взяты из [23].

Для сравнения координат и элементов орбит планет, вычисленных путем
решения уравнений (2) и с помощью каталога DЕ405, весь интервал с 9 де-
кабря 1599 г. (JD 2305424.5) по 31 декабря 2199 г. (JD 2524592.5) был разбит
на шесть подынтервалов с шагом приблизительно 100 лет, в начале каждого
из которых производилось сравнение.

По начальным данным гелиоцентрических координат планет были вычис-
лены элементы их орбит, которые представлены в табл. 1.

В табл. 2–5 представлены элементы орбит Меркурия, Венеры, Земли +
Луны и Марса на различные моменты времени, полученные с использовани-
ем DЕ405, численного интегрирования дифференциальных уравнений (2) и
путем решения уравнений движения в Ньютоновой форме (3). Элементы ор-
бит в табл. 2–5 размещены в следующем порядке: в первых строках табл. 2–5
представлены элементы орбит Меркурия–Марса, найденные с помощью ката-
лога DЕ405, во вторых строках — элементы орбит, полученные на основании
решения уравнений (2), и в третьих строках — найденные с помощью решения
уравнений в Ньютоновой форме (3).

В табл. 6–9 представлены разности элементов орбит Меркурия, Венеры,
Земли + Луны и Марса, полученные с помощью решения уравнений (2), (3)
и DЕ405.

Меркурий является ближайшей к Солнцу планетой. Солнце оказывает на
его движение более существенное влияние по сравнению с другими большими
планетами. В средине прошлого столетия французский математик и астроном
Леверье доказал, что с помощью решения уравнений движения в Ньютоно-
вой форме невозможно построить теорию движения Меркурия, согласован-
ную с наблюдениями [24]. Создание общей теории относительности и разра-
ботанные на ее основе дифференциальные уравнения движения небесных тел
позволили согласовать движение Меркурия с наблюдениями. Использование
гармонической системы координат полностью обосновало невязки между на-
блюдениями и результатами Ньютоновой гравитационной теорией.

Как видно из табл. 6, сопоставление элементов орбит Меркурия на интер-
вале времен с 1600 по 2200 гг., полученных с использованием решений урав-
нений (2) и DE405, указывает на практическое их совпадение. Максимальное
расхождение имеет место в средней аномалии, что составляет −0.0002∘ (гра-
дуса). Данное различие составляет 0.72′′, в то время как аргументы периге-
лиев различаются на 0.36′′. Учитывая, что данное расхождение в элементах
орбит Меркурия произошло через 350 лет от начального момента интегриро-
вания, полученные результаты можно считать вполне удовлетворительными.
По данным табл. 2 найдено вековое смещение перигелия Меркурия, равное
43.08′′.

Орбита Венеры расположена дальше орбиты Меркурия, поэтому она под-
вержена значительно меньшему воздействию Солнца и является объектом
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более легким для исследования движения. Однако, как следует из сравнения
элементов орбит, полученных путем численного интегрирования дифферен-
циальных уравнений (2) и с использованием DЕ405, приведенных в табл. 7,
расхождение средних аномалий и аргументов перигелиев значительные. Как
известно, величина невязки векового смещения перигелия планеты опреде-
ляется по разности долгот перигелиев, найденных с помощью решения урав-
нений движения двумя различными методами. В нашем случае сравнивают-
ся долготы перигелиев, найденные на основе решения Ньютоновых уравне-
ний (3) и полученные с помощью каталога DE405. Долгота перигелия опреде-
ляется как сумма значений аргумента перигелия и долготы восходящего узла.
Как видно из табл. 7, смещение долготы перигелия Венеры зависит главным
образом от скорости движения аргумента перигелия, поскольку долготы вос-
ходящих узлов, найденные вышеуказанными методами, совпадают на всем
рассматриваемом интервале интегрирования. Наибольшие различия средних
аномалий и аргументов перигелиев наблюдаются вблизи концов интервала
интегрирования. Например, 9 декабря 1599 г. значение средней аномалии,
найденной с помощью решения уравнений (2) и полученной с использова-
нием DE405, отличается от средней аномалии на −0.0062∘, а аргументы пе-
ригелиев — на 0.0063∘. На момент 31 декабря 2199 г. расхождение в средней
аномалии составляет 0.0037∘, в аргументе перигелия −0.0038∘. Как видно из
табл. 7, величина расхождения средних аномалий, найденная двумя метода-
ми, находится в прямой зависимости от вековых скоростей движения аргу-
ментов перигелиев. По разностям аргументов перигелиев, полученных путем
решения уравнений (2) и Ньютоновых уравнений (3), а также найденных с
помощью каталога DE405, определена невязка векового смещения перигелия
Венеры и ее погрешность для DE405. Величина невязки векового смещения
для Венеры равна 8.4′′ с погрешностью 6.06′′.

Как видно из табл. 4, барицентр Земли + Луны имеет малый угол наклона
к эклиптике, поэтому изменения аргумента перигелия и долготы восходяще-
го узла в процессе движения более значительны по сравнению с Венерой. В
1999 году наклонение орбиты барицентра Земли + Луны находилось вблизи
нуля, принимая в некоторые моменты времени отрицательные значения. В
этом случае нисходящий и восходящий узлы меняются местами, что нагляд-
но представлено в табл. 4. Несмотря на значительные различия аргументов
перигелиев и долгот восходящих узлов — на −0.0440∘ и 0.0436∘ (см. табл. 4),
средние аномалии отличаются незначительно: на −0.0003∘. На концах интер-
вала интегрирования 9 декабря 1599 г. различие средних аномалий состав-
ляет −0.0030∘, а в аргументе перигелия и долготе восходящего узла 0.0042∘

и −0.0009∘. По данным табл. 8 найдена невязка векового смещения периге-
лия барицентра Земли + Луны и ее погрешность: 4.32′′ — невязка, 3.83′′ —
погрешность.

Расхождение средних аномалий и аргументов перигелиев у Марса менее
значительное по сравнению с Венерой и Землей (см. табл. 9). Максимальное
различие средних аномалий и аргументов перигелиев, полученных путем ре-
шения уравнений (2) и с использованием DЕ405, имеет место 9 декабря 1599 г.
и составляет −0.0014∘ и 0.0013∘ соответственно. Решением Ньютоновых урав-
нений с использованием DЕ405 найдены вековое смещение перигелия Марса
и его погрешность: 1.14′′ — смещение, 1.01′′ — погрешность.
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В табл. 10–14 приведены сравнения элементов орбит Юпитера, Сатурна,
Урана, Нептуна и Плутона, полученные с использованием DЕ405 и числен-
ного интегрирования дифференциальных уравнений (2) и Ньютоновых урав-
нений движения (3).

На основании сопоставления элементов орбит можно заключить, что в пре-
делах рассматриваемой точности различий в элементах орбит Юпитера, Са-
турна, Урана, Нептуна и Плутона, полученных с использованием DЕ405 и чис-
ленного интегрирования дифференциальных уравнений (2), не обнаружено.
При сравнении элементов орбит полагалось следующее допущение: элемен-
ты орбит имеют одинаковую точность, если угловые элементы совпадают
с точностью до секунды, а большие полуоси и эксцентриситеты — до шести
значащих цифр.

В релятивистских уравнениях результаты вычислений существенным об-
разом зависят от выбранной системы координат. Для уравнений (4) выбрана
гармоническая система координат, которая оказалась наиболее подходящей
для исследования движения Меркурия. Решение уравнений (4) позволило
полностью согласовать величину векового движения перигелия Меркурия
с наблюдениями.

Возникает вопрос: для всех ли больших планет при исследовании их дви-
жений использование гармонической системы координат является оправдан-
ным? Ответ на данный вопрос можно получить либо путем сравнения вычис-
ленных положений планет с наблюдениями, либо путем сравнения координат
планет, найденных с помощью решения более эффективным методом. В силу
того, что величины вековых смещений перигелиев у Венеры, Земли и Марса
малы, а их орбиты близки к круговым, решить данный вопрос путем сравне-
ния с наблюдениями затруднительно. Кроме того, отсутствие на всем иссле-
дуемом интервале времени высокоточных наблюдений также препятствует
решению данного вопроса.

Проверка эффективности применения уравнений (2) и (4) нами прово-
дилась на примере исследования движения Луны с помощью решения этих
уравнений. При исследовании движения Луны в DE405 наряду с решением
уравнений (4) проводилось интегрирование уравнений (5) и (6). Полученные
решения координат Луны согласованы как с оптическими, так и с радиоло-
кационными наблюдениями.

В табл. 15 представлены геоцентрические координаты и компоненты ско-
рости Луны, полученные с использованием DE405 и путем решения уравне-
ний (2) и (4).

Как видно из табл. 15, максимальные расхождения координат, получен-
ных путем решения уравнений (2) и (4), с данными, полученными с использо-
ванием DE405, достигаются на концах интервала интегрирования. При этом
расхождения координат и компонент скоростей, найденные путем решения
уравнений (2) и с использованием DE405, почти на порядок меньше по срав-
нению с расхождениями решений уравнений (4) и данными с использованием
DE405.

При сравнении координат Луны, вычисленных с помощью решения урав-
нений (2) и (4), можно оценить лишь относительные погрешности решений.
Сравнение геоцентрических расстояний Луны различными методами позво-
ляет оценить абсолютные погрешности решений данными методами.

752



Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

Т
аб

ли
ца

9
Р
аз

но
ст

и
эл

ем
ен

то
в

ор
би

т
М

ар
са

,п
ол

уч
ен

ны
е

с
по

м
ощ

ью
D

E
40

5
и

ре
ш

ен
ия

ур
ав

не
ни

й
(2

)и
(3

)[
D

iff
er

en
ce

s
in

th
e

el
em

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
M

ar
s,

ob
ta

in
ed

us
in

g
th

e
D

E
40

5
an

d
so

lv
in

g
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
E

qs
.(

3)
]

C
ur

re
nt

da
te

D
iff

er
en

ce
s

(b
et

w
ee

n
Δ
𝑀

(i
n

de
g.

)
Δ
𝑎

(i
n

au
)

Δ
𝑒

Δ
𝜔

(i
n

de
g.

)
Δ
Ω

(i
n

de
g.

)
Δ
𝑖

(i
n

de
g.

)
th

e
re

su
lt

s
ob

ta
in

ed
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

14
0

0
0.

00
13

0
0

by
th

e
E

qs
.(

3)
an

d
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

14
0

0
0.

00
14

0
0

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
D

E
40

5
0.

00
09

0
0

−
0.

00
08

0
0

by
th

e
E

qs
.(

3)
an

d
th

e
D

E
40

5
0.

00
09

0
0

−
0.

00
09

0
0

Т
аб

ли
ца

10
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
Ю

пи
те

ра
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
Ju

pi
te

r]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
11

9.
77

47
5.

20
65

47
0.

04
75

15
27

3.
65

36
99

.7
41

5
1.

31
12

by
th

e
E

qs
.(

2)
11

9.
77

46
5.

20
65

47
0.

04
75

15
27

3.
65

36
99

.7
41

5
1.

31
12

by
th

e
E

qs
.(

3)
11

9.
77

46
5.

20
65

47
0.

04
75

15
27

3.
65

36
99

.7
41

5
1.

31
12

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
33

0.
18

12
5.

20
86

76
0.

04
97

67
27

2.
61

98
10

0.
85

39
1.

29
93

by
th

e
E

qs
.(

2)
33

0.
18

12
5.

20
86

76
0.

04
97

67
27

2.
61

98
10

0.
85

39
1.

29
93

by
th

e
E

qs
.(

3)
33

0.
18

12
5.

20
86

76
0.

04
97

67
27

2.
61

98
10

0.
85

39
1.

29
93

753



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

Т
аб

ли
ца

11
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
С

ат
ур

на
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
Sa

tu
rn

]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
10

5.
41

16
9.

57
47

20
0.

05
77

06
34

0.
31

24
11

4.
68

39
2.

47
93

by
th

e
E

qs
.(

2)
10

5.
41

16
9.

57
47

20
0.

05
77

06
34

0.
31

24
11

4.
68

39
2.

47
93

by
th

e
E

qs
.(

3)
10

5.
41

16
9.

57
47

20
0.

05
77

06
34

0.
31

24
11

4.
68

39
2.

47
93

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
24

5.
90

46
9.

58
83

70
0.

05
39

06
33

5.
97

70
11

3.
10

24
2.

49
27

by
th

e
E

qs
.(

2)
24

5.
90

46
9.

58
83

70
0.

05
39

06
33

5.
97

70
11

3.
10

24
2.

49
27

by
th

e
E

qs
.(

3)
24

5.
90

46
9.

58
83

70
0.

05
39

06
33

5.
97

70
11

3.
10

24
2.

49
27

Т
аб

ли
ца

12
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
У

ра
на

[E
le

m
en

ts
of

th
e

or
bi

ts
of

th
e

U
ra

nu
s]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
23

0.
57

47
19

.1
85

20
4

0.
04

72
13

95
.1

23
3

73
.6

07
4

0.
78

14
by

th
e

E
qs

.(
2)

23
0.

57
47

19
.1

85
20

4
0.

04
72

13
95

.1
23

3
73

.6
07

4
0.

78
14

by
th

e
E

qs
.(

3)
23

0.
57

47
19

.1
85

20
4

0.
04

72
13

95
.1

23
3

73
.6

07
4

0.
78

14

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
27

9.
32

15
19

.1
83

85
2

0.
04

59
24

96
.7

46
5

74
.0

27
7

0.
76

79
by

th
e

E
qs

.(
2)

27
9.

32
15

19
.1

83
85

1
0.

04
59

24
96

.7
46

5
74

.0
27

7
0.

76
79

by
th

e
E

qs
.(

3)
27

9.
32

15
19

.1
83

85
1

0.
04

59
24

96
.7

46
5

74
.0

27
7

0.
76

79

754



Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

Т
аб

ли
ца

13
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
Н

еп
ту

на
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
N

ep
tu

ne
]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
61

.7
48

6
30

.2
70

54
7

0.
00

95
74

31
7.

27
98

13
1.

78
83

1.
76

71
by

th
e

E
qs

.(
2)

61
.7

48
7

30
.2

70
54

7
0.

00
95

74
31

7.
27

98
13

1.
78

83
1.

76
71

by
th

e
E

qs
.(

3)
61

.7
48

7
30

.2
70

54
7

0.
00

95
74

31
7.

27
98

13
1.

78
83

1.
76

71

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
35

3.
13

76
30

.2
64

79
1

0.
01

43
21

25
6.

69
47

13
1.

71
78

1.
77

02
by

th
e

E
qs

.(
2)

35
3.

13
76

30
.2

64
79

1
0.

01
43

21
25

6.
69

47
13

1.
71

78
1.

77
02

by
th

e
E

qs
.(

3)
35

3.
13

76
30

.2
64

79
1

0.
01

43
21

25
6.

69
47

13
1.

71
78

1.
77

02

Т
аб

ли
ца

14
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
П

лу
то

на
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
P

lu
to

]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
15

4.
63

98
39

.3
97

87
9

0.
24

95
62

11
3.

03
11

11
0.

50
04

17
.1

36
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
15

4.
63

99
39

.3
97

87
9

0.
24

95
62

11
3.

03
11

11
0.

50
04

17
.1

36
5

by
th

e
E

qs
.(

3)
15

4.
63

99
39

.3
97

88
0

0.
24

95
62

11
3.

03
11

11
0.

50
04

17
.1

36
5

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
30

4.
11

02
39

.2
57

51
6

0.
24

70
22

11
4.

74
77

11
0.

33
97

17
.1

68
0

by
th

e
E

qs
.(

2)
30

4.
11

02
39

.2
57

51
6

0.
24

70
22

11
4.

74
77

11
0.

33
97

17
.1

68
0

by
th

e
E

qs
.(

3)
30

4.
11

02
39

.2
57

51
6

0.
24

70
22

11
4.

74
77

11
0.

33
97

17
.1

68
0

755



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

Т
аб

ли
ца

15
Ге

оц
ен

тр
ич

ес
ки

е
ко

ор
ди

на
ты

и
ко

м
по

не
нт

ы
ск

ор
ос

те
й

Л
ун

ы
,п

ол
уч

ен
ны

е
по

D
E

40
5

и
пу

те
м

ре
ш

ен
ия

ур
ав

не
ни

й
(2

)
и

(4
)

[G
eo

ce
nt

ri
c

co
or

di
na

te
s

an
d

ve
lo

ci
ty

co
m

po
ne

nt
s

of
th

e
M

oo
n

ca
lc

ul
at

ed
by

th
e

D
E

40
5,

th
e

E
qs

.(
2)

an
d

th
e

E
qs

.(
4)

]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑋

(i
n

au
)

𝑌
(i

n
au

)
𝑍

(i
n

au
)

𝑉
𝑥

(i
n

au
/d

ay
)

𝑉
𝑦

(i
n

au
/d

ay
)

𝑉
𝑧

(i
n

au
/d

ay
)

(c
al

cu
la

te
d

by
)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

25
96

60
0

0.
00

06
81

09
6

0.
00

01
31

63
5

−
0.

00
01

55
51

9
−

0.
00

04
77

07
1

−
0.

00
02

51
46

8
by

th
e

E
qs

.(
2)

−
0.

00
25

96
68

0
0.

00
06

81
44

6
0.

00
01

29
64

9
−

0.
00

01
55

38
9

−
0.

00
04

77
23

1
−

0.
00

02
51

20
9

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

26
00

84
0

0.
00

06
67

85
5

0.
00

01
22

52
8

−
0.

00
01

52
07

9
−

0.
00

04
78

12
1

−
0.

00
02

51
38

5

16
99

12
28

JD
23

41
96

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
26

43
26

9
−

0.
00

02
98

81
2

−
0.

00
01

40
14

5
0.

00
00

43
01

42
0.

00
05

36
55

5
0.

00
01

78
57

4
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

26
43

22
0

−
0.

00
02

98
18

1
−

0.
00

01
41

89
6

0.
00

00
43

00
06

0.
00

05
36

54
1

0.
00

01
78

63
8

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
26

44
27

5
−

0.
00

02
87

48
7

−
0.

00
01

38
32

9
0.

00
00

40
51

14
0.

00
05

36
75

7
0.

00
01

78
74

9

18
00

1
17

JD
23

78
51

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

24
40

19
9

−
0.

00
05

25
67

2
−

0.
00

01
34

79
3

0.
00

01
42

85
0

−
0.

00
05

17
84

4
−

0.
00

02
78

65
6

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

24
40

29
−

0.
00

05
24

98
4

−
0.

00
01

35
63

6
0.

00
01

42
79

3
−

0.
00

05
17

81
4

−
0.

00
02

78
74

7
by

th
e

E
qs

.(
4)

−
0.

00
24

38
80

−
0.

00
05

30
84

0
−

0.
00

01
38

77
6

0.
00

01
44

26
8

−
0.

00
05

17
42

4
−

0.
00

02
78

63
6

18
99

12
4

JD
24

14
99

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

01
98

40
5

−
0.

00
22

88
45

3
−

0.
00

09
76

14
5

0.
00

06
07

33
4

−
0.

00
00

47
64

8
−

0.
00

00
40

29
1

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

01
98

56
0

−
0.

00
22

88
57

1
−

0.
00

09
75

85
5

0.
00

06
07

33
5

−
0.

00
00

47
65

9
−

0.
00

00
40

24
8

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

01
95

63
1

−
0.

00
22

88
89

7
−

0.
00

09
75

70
1

0.
00

06
07

36
2

−
0.

00
00

47
01

6
−

0.
00

00
40

52
0

19
99

12
24

JD
24

51
53

6.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

08
08

90
1

0.
00

20
94

01
4

0.
00

08
49

05
0

−
0.

00
06

00
67

9
−

0.
00

01
98

42
5

−
0.

00
00

25
79

6
by

th
e

E
qs

.(
2)

−
0.

00
08

08
94

1
0.

00
20

93
99

2
0.

00
08

48
98

9
−

0.
00

06
00

68
3

−
0.

00
01

98
42

5
−

0.
00

00
25

84
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

08
07

68
4

0.
00

20
94

42
1

0.
00

08
49

04
9

−
0.

00
06

00
79

2
−

0.
00

01
98

13
6

−
0.

00
00

25
72

8

20
99

12
11

JD
24

88
04

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

10
38

44
6

−
0.

00
19

65
34

9
−

0.
00

10
77

33
6

0.
00

05
51

76
9

−
0.

00
02

45
54

1
−

0.
00

01
24

05
0

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

10
37

71
7

−
0.

00
19

65
71

2
−

0.
00

10
77

27
2

0.
00

05
51

86
7

−
0.

00
02

45
30

1
−

0.
00

01
24

14
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

10
42

76
5

−
0.

00
19

63
64

3
−

0.
00

10
76

23
2

0.
00

05
51

26
1

−
0.

00
02

46
34

3
−

0.
00

01
24

71
8

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
03

88
65

2
0.

00
25

06
01

4
0.

00
08

98
76

6
−

0.
00

05
57

71
7

0.
00

00
99

98
3

0.
00

00
04

59
7

by
th

e
E

qs
.(

2)
0.

00
03

86
76

0
0.

00
25

05
89

0
0.

00
08

99
90

5
−

0.
00

05
57

77
5

0.
00

00
99

70
0

0.
00

00
04

25
7

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
03

96
30

0
0.

00
25

04
36

6
0.

00
08

99
89

5
−

0.
00

05
57

42
2

0.
00

01
01

60
1

0.
00

00
04

94
0

756



Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

Т
аб

ли
ца

16
Ге

оц
ен

тр
ич

ес
ки

е
ра

сс
то

ян
ия

Л
ун

ы
,п

ол
уч

ен
ны

е
по

D
E

40
5

и
пу

те
м

ре
ш

ен
ия

ур
ав

не
ни

й
(2

)
и

(4
)

[G
eo

ce
nt

ri
c

di
st

an
ce

of
th

e
M

oo
n

ca
lc

ul
at

ed
by

th
e

D
E

40
5

an
d

by
so

lv
in

g
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
E

qs
.(

4)
]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑋

(i
n

au
)

𝑌
(i

n
au

)
𝑍

(i
n

au
)

𝜌
(i

n
au

)
|Δ

𝜌
|(

in
km

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

25
96

60
0

0.
00

06
81

09
6

0.
00

01
31

63
5

0.
00

26
87

66
6

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

25
96

68
0

0.
00

06
81

44
6

0.
00

01
29

64
9

0.
00

26
87

73
6

10
.4

7
by

th
e

E
qs

.(
4)

−
0.

00
26

00
84

0
0.

00
06

67
85

5
0.

00
01

22
52

8
0.

00
26

88
01

3
51

.9
1

16
99

12
28

JD
23

41
96

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
26

43
26

9
−

0.
00

02
98

81
2

−
0.

00
01

40
14

5
0.

00
26

63
79

4
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

26
43

22
0

−
0.

00
02

98
18

1
−

0.
00

01
41

89
6

0.
00

26
63

76
8

3.
89

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
26

44
27

5
−

0.
00

02
87

48
7

−
0.

00
01

38
32

9
0.

00
26

63
44

7
51

.9
1

18
00

1
17

JD
23

78
51

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

24
40

19
9

−
0.

00
05

25
67

2
−

0.
00

01
34

79
3

0.
00

24
99

81
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

24
40

29
−

0.
00

05
24

98
4

−
0.

00
01

35
63

6
0.

00
24

99
80

4
1.

64
by

th
e

E
qs

.(
4)

−
0.

00
24

38
80

−
0.

00
05

30
84

0
−

0.
00

01
38

77
6

0.
00

24
99

76
0

8.
23

18
99

12
4

JD
24

14
99

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

01
98

40
5

−
0.

00
22

88
45

3
−

0.
00

09
76

14
5

0.
00

24
95

84
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

01
98

56
0

−
0.

00
22

88
57

1
−

0.
00

09
75

85
5

0.
00

24
95

85
2

1.
04

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

01
95

63
1

−
0.

00
22

88
89

7
−

0.
00

09
75

70
1

0.
00

24
95

88
6

6.
13

19
99

12
24

JD
24

51
53

6.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

08
08

90
1

0.
00

20
94

01
4

0.
00

08
49

05
0

0.
00

24
00

02
1

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

08
08

94
1

0.
00

20
93

99
2

0.
00

08
48

98
9

0.
00

23
99

99
9

3.
29

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

08
07

68
4

0.
00

20
94

42
1

0.
00

08
49

04
9

0.
00

23
99

96
5

8.
38

20
99

12
11

JD
24

88
04

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

10
38

44
6

−
0.

00
19

65
34

9
−

0.
00

10
77

33
6

0.
00

24
70

14
6

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

10
37

71
7

−
0.

00
19

65
71

2
−

0.
00

10
77

27
2

0.
00

24
70

10
0

6.
88

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

10
42

76
5

−
0.

00
19

63
64

3
−

0.
00

10
76

23
2

0.
00

24
70

12
5

3.
77

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
03

88
65

2
0.

00
25

06
01

4
0.

00
08

98
76

6
0.

00
26

90
52

7
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

03
86

76
0

0.
00

25
05

89
0

0.
00

08
99

90
5

0.
00

26
90

51
9

1.
20

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
03

96
30

0
0.

00
25

04
36

6
0.

00
08

99
89

5
0.

00
26

90
48

6
6.

13

757



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

В табл. 16 представлены разности геоцентрических расстояний Луны в ки-
лометрах, полученные с помощью решений уравнений (2), (4) и DE405.

В первой строке табл. 16 представлены координаты и геоцентрическое рас-
стояние Луны, найденное с помощью DE405, во второй и третьей строках —
полученные с помощью решения уравнений (2) и (4). В последней колон-
ке табл. 16 дается разность между геоцентрическими расстояниями Луны,
найденными путем решения уравнений (2) и (4) и определенными с помо-
щью планетного каталога DE405. Полагая, что координаты Луны, найденные
с помощью DE405, более точные по сравнению с координатами, полученными
с помощью решения уравнений (2) и (4), оценим разности геоцентрических
расстояний между точным и приближенным решением. Тот метод, у кото-
рого данная разность меньше, будем считать более точным. Данное условие
является необходимым, но не достаточным для оценки точности метода. Из
сопоставления разностей геоцентрических расстояний Луны, найденных раз-
личными методами, следует, что максимальные расхождения разностей, по-
лученных с помощью решения уравнений (2) и DE405, изменяются в пределах
от 1.20 до 10.47 км, в то время как разности, найденные с помощью решения
уравнений (4), изменяются в пределах от 3.77 до 51.91 км.

Как видно из табл. 16, решения, полученные с помощью уравнений (2),
являются более точными в шести случаях из семи по сравнению с решени-
ями уравнений (4). Следовательно, элементы орбит планет, найденные по
координатам и скоростям, полученным путем решения уравнений (2), более
точные по сравнению с элементами орбит, полученных на основании реше-
ния уравнений (4). Поскольку при создании DE405 движение больших планет
рассчитывалось с помощью решения уравнений (4), путем сравнения элемен-
тов орбит планет, найденных с использованием решений уравнений (2) и (4),
можно оценить точность полученных решений, представленных в каталоге
DE405 в форме коэффициентов многочленов Чебышева.

На основании сравнения элементов орбит Венеры, барицентра Земли +
Луны и Марса, полученных с помощью решения уравнений (2) и (4), най-
денные избыточные смещения вековых долгот перигелиев с использованием
каталога DE405 составляют: 6.06′′, 3.83′′ и 1.01′′.

В заключение отметим основные результаты проведенных исследований:
1) использование гармонической системы координат в релятивистских

уравнениях движения оправдано для Меркурия и для внешних планет:
Юпитера, Сатурна, Урана, Нептуна и карликовой планеты Плутон;

2) показано, что использование релятивистских уравнений при создании
DE405 для исследования движения планет Венеры, барицентра Зем-
ли + Луны и Марса, приводит к избыточному вековому смещению
долгот перигелиев этих планет;

3) величины погрешностей координат и компонент скоростей Венеры, ба-
рицентра Земли + Луны и Марса, найденных с использованием DE405,
находятся в прямой зависимости от погрешностей величин вековых
смещений долгот перигелиев этих планет;

4) решение, полученное с помощью Ньютоновых уравнений для планет
Венеры, барицентра Земли + Луны и Марса, не уступает по точности
решению, найденному путем решения уравнений (4).
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Abstract

An analysis of the accuracy of the orbital elements obtained according
to the coordinates and components of the velocities, found using the coef-
ficients of the Chebyshev polynomials of the DE405 planetary catalog, is
carried out. We compared the elements of orbital elements in the time in-
terval from 1600 to 2200 years found using the DE405 catalog and obtained
by numerical integration of the equations of motion based on the interaction
of moving material bodies with the surrounding space. On the example of
the numerical integration of the Moon motion equations, the advantage of
using the equations of motion based on the interaction of moving material
bodies with the surrounding space is shown in comparison with relativis-
tic equations. Based on a comparison of the elements of Mercury’s orbits,
found by coordinates obtained by solving equations based on the interac-
tion of moving material bodies with the surrounding space, and obtained
using the DE405 catalog, it is shown that the orbital elements practically
coincide on a given interval time. The maximum discrepancy in the mean
anomaly at the end of the integration interval is less than 1′′ (second). The
discrepancies of the secular displacements of perihelions for Mercury, Venus,
Earth + Moon and Mars were determined, the values of which for DE405
are respectively: 43.08′′, 8.4′′, 3.83′′ and 1.14′′. It is shown that the errors of
the secular displacements of the perihelions of the planets Mercury, Venus,
the barycenter of the Earth + Moon and Mars obtained using the DE405
catalog take the following values: 0′′, 6.06′′, 3.83′′ and 1.08′′. For the outer
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planets: Jupiter, Saturn, Uranus, Neptune and the dwarf planet Pluto, on
the basis of the considered comparisons of various equations of motion, no
discrepancies in the orbital elements were found. Based on the studies carried
out, it is shown that the use of harmonic coordinates in relativistic equations
when creating the DE405 catalog is justified only for Mercury and the outer
planets: Jupiter, Saturn, Uranus, Neptune and the dwarf planet Pluto.

Keywords: orbital elements, numerical integration, differential equation of
motion.
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