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О согласовании ориентаций тензорных элементов
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погружаемом во внешнее плоское пространство
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Аннотация

Рассматриваются проблемы согласования ориентаций реперов для
микрополярного континуума, погруженного во внешнее плоское про-
странство. На основе понятия элементарного тензорного объема (площа-
ди) 𝑀 -ячейки, описывается алгоритм сравнения и согласования внеш-
них пространственных ориентаций 𝑀 -ячеек. Рассматривается процесс
непрерывного переноса реперных направлений, ассоциированных с 𝑀 -
ячейкой. В результате можно вести речь об ориентации самого мик-
рополярного континуума и его границы. Ориентированный континуум
играет важную роль в микрополярной теории упругости, корректное
построение которой возможно только в рамках псевдотензорного фор-
мализма и ориентируемого многообразия. В особенности это касается
теории гемитропных упругих сред. Обсуждается псевдотензорная фор-
мулировка теоремы Стокса.
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О согласовании ориентаций тензорных элементов. . .

Введение. Наиболее распространенной математической моделью конти-
нуума является дифференцируемое многообразие [1, 2].1 В механике сплош-
ных деформируемых сред обычно требуется, чтобы континуум был погружен
во внешнее «плоское» пространство.2

На дифференцируемом многообразии часто приходится вводить допол-
нительные структуры. Например, риманова структура на многообразии поз-
воляет говорить о целом классе дифференцируемых пространств [1,2], кото-
рые имеют важное прикладное значение. Подобные проблемы возникают при
моделировании процессов деформирования материалов с микроструктурой,
микрополярных сред, процессов аддитивного производства [3, 4].

Другой важной особенностью, возникающей при моделировании поведе-
ния микрополярных материалов, является ориентируемость континуума и
его границы. При формулировке интегральных теорем и законов механики
континуума особое внимание надо уделять согласованию ориентаций репер-
ных направлений элементарных ячеек внутри континуума и на его границе.
Все базовые понятия, связанные с измерениями тензорного объема ячейки,3
требуют привлечения аппарата псевдотензорного исчисления и фундамен-
тального понятия об ориентируемых многообразиях [5–11].

В ходе изложения вопросов, связанных с многомерной геометрией, будем
следовать терминологии и идеям [11,12]. Минимальные сведения о тензорных
элементах объема и площади можно найти в [8, см. приложение Дж. Л. Эрик-
сена] и [11]. Вопросы применения алгебры псевдотензоров к задачам механи-
ки растущих тел и микрополярной теории упругости обсуждались в рабо-
тах [3, 4, 13–18].

В представленной работе рассмотрим проблемы согласования ориентаций
реперов для микрополярного континуума, погруженного во внешнее плоское
пространство. Опираясь на понятие элементарного тензорного объема (пло-
щади) 𝑀 -ячейки, опишем алгоритм сравнения и согласования внешних про-
странственных ориентаций 𝑀 -ячеек. Соответствующие рассмотрения подра-
зумевают выбор ориентации репера, определяющего элемент объема (площа-
ди). Последнее обстоятельство имеет исключительное значение в микропо-
лярных теориях упругости [19–21]. В особенности это касается теории гемит-
ропных упругих сред [3,13,14]. Обсуждается псевдотензорная формулировка
теоремы Стокса.4

1. Тензорные элементы площади 𝑀 -многообразия, погруженно-
го в 𝑁-мерное пространство. В данной работе мы не будем воспроизво-
дить определение и свойства псевдотензоров. Подробное изложение алгебры
псевдотензоров можно найти в руководствах по тензорному анализу [7,9–11]

1Ориентируемое многообразие естественным образом появляется в теории микрополяр-
ной упругости.

2Особенно это актуально для механики растущих тел [3,4], когда растущее тело, вообще
говоря, не допускает погружения в трехмерное пространство наблюдателя.

3Упомянутая процедура измерения и формирования тензорного объема ячейки приве-
дена в работе [18].

4В существующей научной литературе указанная теорема обычно формулируется в тер-
минах дифференциальных форм. В данной статье мы не будем пользоваться теорией диф-
ференциальных форм. Более того, как хорошо известно, теория дифференциальных форм
может быть переизложена в терминах антисимметричных псевдотензоров и ориентируе-
мых многообразий.
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Реперные направления, ассоциированные с 𝑀 -ячейками. Сравнение ориентаций осуществ-
ляется путем непрерывного переноса вдоль пути Π одного репера к другому

[Reper directions associated with 𝑀 -cells. Comparison of orientations is carried out by
continuous transfer along the path Π of one frame to another]

и в статьях [3,14]. В дальнейшем изложении сверху корневого символа отно-
сительного тензора в квадратных скобках будем отмечать его вес. Нулевой
вес, присущий абсолютным тензорам, не отражается нами в обозначениях.

В 𝑁 -мерном «плоском» пространстве выберем криволинейную систему
координат 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁). Будем называть 𝑀 -многообразием — много-
образие (поверхность) математической размерности 𝑀 (𝑀 6 𝑁), погружен-
ное в указанное внешнее пространство. Рассмотрим два репера с различными
угловыми точками 𝑥𝑘 и 𝑥𝑘 и концевыми точками 𝑥𝑘 + 𝑑

c
𝑥𝑘 и 𝑥𝑘 + 𝑑

c
𝑥𝑘, изобра-

женными на рисунке. Тогда внешние координаты векторов первого и второго
реперов будут 𝑑

c
𝑥𝑘 и 𝑑

c
𝑥𝑘 соответственно. Очевидно, что всегда существует

линейное преобразование одного репера к другому, действующее по форму-
ле [2, 22]

𝑑𝑥
c

𝑘 = 𝑃 a·
·c 𝑑a
𝑥𝑘, (1)

где 𝑃 a·
·c — матрица перехода от старого базиса (репера) к новому [2, 22–24].5

Опираясь на формулу (1), нетрудно сформулировать критерий сравнения
ориентаций реперов 𝑑

b
𝑥𝑘 и 𝑑

a
𝑥𝑘. Для этого, во-первых, должен прежде все-

го существовать непрерывный путь Π переноса одного 𝑀 -репера в другой.
Во-вторых, если det(𝑃 a·

·c ) > 0, то тогда считаем, что реперы имеют одина-
ковые ориентации или они коориентированы, а если det(𝑃 a·

·c ) < 0, то тогда
реперы имеют противоположные ориентации. Более того, таким образом в
каждой точке 𝑀 -многообразия можно задать только два класса ориентаций
реперов, непрерывно зависящих от точки многообразия.

Определим операцию непрерывного переноса репера из 𝑀 направлений
вдоль пути Π точки 𝑥𝑘 в точку 𝑥𝑘 (см. рисунок) [25, c. 532]. Пусть име-
ется кусочно-гладкий путь Π на 𝑀 -многообразии, соединяющий две точки

5В руководствах по векторному анализу и конечномерным пространствам [23,24] иногда
вводится матрица перехода, транспонированная к (1). Мы следуем определению, данному
в [22, c. 105].
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𝑥𝑘 и 𝑥𝑘. Переместим, непрерывно деформируя, репер из начальной точки
в конечную так, чтобы векторы репера оставались линейно независимыми.
Полученный репер можно сравнить с репером в конечной точке, если при
этом ориентация репера не изменилась, т.е. матрица перехода в (1) не ме-
няет знак, то многообразие является ориентируемым или двусторонним. В
противном случае оно неориентируемо. Указанное обстоятельство говорит о
том, что связное 𝑀 -многообразие ориентируемо тогда и только тогда, когда
параллельный перенос вдоль любого цикла внутри многообразия сохраняет
ориентацию репера.

Ориентируемые многообразия имеют исключительное значение в микро-
полярных теориях механики континуума [19–21]. Ясно, что ориентация ре-
пера в точке микрополярного тела задается нумерацией реперных направ-
лений. При перестановке двух номеров реперных направлений ориентация
всего репера изменяется на противоположную, т.е. правоориентированный
репер становится левоориентированным. В механике континуума ориента-
цию базисного репера удобно задавать фундаментальным ориентирующим
скаляром 𝑒 [3, 14]. Его можно определить как косое произведение векторов
ковариантного базиса 𝚤

1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
в 𝑁 -мерном пространстве [12, c. 63]

⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
⌋ = 𝑒.

В трехмерном пространстве 𝑒 определяется смешанным произведением
базисных векторов

𝑒 =
[+1]
𝑒 = ⌈𝚤

1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
⌋ = (𝚤

1
× 𝚤

2
) · 𝚤

3
.

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволяет
легко преобразовывать псевдотензоры произвольного веса 𝑊 в абсолютные
тензоры. Введем тензор T согласно

T = 𝑒−𝑊
[𝑊 ]

T .

Сравнивая веса, приходим к заключению о том, что T является абсо-
лютным тензором. В дальнейшем изложении у фундаментальных символов,
таких как 𝜖, 𝑒 и 𝑔, указание на их вес будем опускать.

Отметим также широко используемую в механике и физике формулу

𝑒2 = 𝑔.

Пусть рассматриваемое дифференцируемое 𝑀 -многообразие можно за-
дать его Гауссовой параметризацией 𝑢𝛼 (𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀)

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 ). (2)

В формуле (2) 𝑥𝑘 являются внешними координатами для 𝑀 -многообразия,
а 𝑢𝛼 — внутренними.

Разобьем 𝑀 -многообразие на систему 𝑀 -ячеек (𝑀 -cell). Каждая 𝑀 -ячей-
ка задается угловым репером, который характеризуется угловой вершиной
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(c внешними координатами 𝑥𝑘 и внутренними координатами 𝑢𝛼) и концевы-
ми точками репера, имеющими внутренние координаты

𝑢𝛼 + 𝑑
c
𝑢𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀

и внешние координаты

𝑥𝑘 + 𝑑
c
𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где индекс шрифта «фрактур» c нумерует реперные направления (c = 1, 2, . . . ,
𝑀). С внешней (пространственной) точки зрения направления рассматрива-
емого репера задаются абсолютными контравариантными векторами

𝑑
1
𝑥𝑘, 𝑑

2
𝑥𝑘, . . . , 𝑑

𝑀
𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Тензорный элемент объема 𝑀 -ячейки (the tensor element of area [8, см.
приложение Дж. Л. Эриксена с. 816])6 определим согласно формуле

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =𝑀 !𝑑
1
𝑥[𝑖1𝑑

2
𝑥𝑖2 · · · 𝑑

𝑀
𝑥𝑖𝑀 ]. (3)

Здесь в квадратные скобки заключены индексы, по которым выполняется
альтернирование.

Учитывая формулу для дифференциалов внешних координат вдоль ре-
перных направлений 𝑀 -ячейки

𝑑
b
𝑥𝑘 = (𝜕𝛼𝑥

𝑘)𝑑
b
𝑢𝛼,

соотношение (3) можно записать в виде [11, c. 256–257]

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝛿𝛼1𝛼2...𝛼𝑀
𝛾1𝛾2...𝛾𝑀

𝜕𝛼1𝑥
𝑖1𝜕𝛼2𝑥

𝑖2 · · · 𝜕𝛼𝑀𝑥
𝑖𝑀𝑑

1
𝑢𝛾1𝑑

2
𝑢𝛾2 · · · 𝑑

𝑀
𝑢𝛾𝑀 ,

где 𝛿𝛼1𝛼2...𝛼𝑀
𝛾1𝛾2...𝛾𝑀

— обобщенные дельты Кронекера. Воспользовавшись известной
из псевдотензорного исчисления формулой для контравариантных символов
перестановок 𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀

𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀 = 𝛿𝛼1𝛼2...𝛼𝑀
12...𝑀 ,

получим

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀𝜕𝛼1𝑥
𝑖1𝜕𝛼2𝑥

𝑖2 · · · 𝜕𝛼𝑀𝑥
𝑖𝑀 det(𝑑

b
𝑢𝛾).

Если элементарные𝑀 -ячейки нарезаны с помощью координатных поверх-
ностей 𝑢𝛼 = 𝑐𝛼, то тогда справедливо соотношение

det(𝑑
c
𝑢𝛾) = 𝑑𝑢1𝑑𝑢2 · · · 𝑑𝑢𝑀

и для случая 𝑀 = 𝑁 получим

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 ,

6Согласно более архаичной терминологии (см. [11, c. 255]) можно также использовать
термин “протяженность 𝑀 -ячейки” (the extension of the 𝑀 -cell).
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где
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 — естественный элемент объема, представляющий собой псевдо-
скаляр веса −1, который определяется следующим образом:

[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 = det(𝜕𝛼𝑥
𝑘)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 · · · 𝑑𝑢𝑀 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑀 .

С помощью псевдоскаляра
[−1]

𝑑𝜏 и фундаментального ориентирующего ска-
ляра 𝑒 можно образовать абсолютный скаляр 𝑑𝜏 , являющийся инвариантным
элементом объема

𝑑𝜏 = 𝑒
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 .

2. Теорема Стокса. Важную роль в механике континуума, особенно при
формулировке законов сохранения, играют интегральные теоремы. Запишем
инвариантный интеграл на 𝑀 -многообразии∫︁

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 , (4)

где𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 — абсолютный ковариантный тензор валентности𝑀 . Интеграл (4)
является абсолютным инвариантом.

Рассмотрим граничное (𝑀−1)-многообразие 𝜕 к 𝑀 -многообразию, задан-
ное своей Гауссовой параметризацией

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(̃︀𝑢1, ̃︀𝑢2, . . . , ̃︀𝑢𝑀−1), (5)

тогда (𝑀−1)-ячейка на границе 𝜕 будет определяться репером ̃︀𝜕1𝑥𝑘, ̃︀𝜕2𝑥𝑘, . . . ,̃︀𝜕𝑀−1𝑥
𝑘, где ̃︀𝜕𝑖 = 𝜕/𝜕̃︀𝑢𝑖. Зададим на границе 𝜕 векторное поле 𝑆𝑘, направлен-

ное вовне по отношению к 𝑀 -многообразию. Согласуем (arrange) параметри-
зации (2) и (5) так, чтобы ориентации систем векторов так ̃︀𝜕1𝑥𝑘, ̃︀𝜕2𝑥𝑘, . . . ,̃︀𝜕𝑀−1𝑥

𝑘, 𝑆𝑘 и 𝜕1𝑥𝑘, 𝜕2𝑥𝑘, . . . , 𝜕𝑀𝑥𝑘 были одинаковыми, т.е. матрица перехода
от одной системы векторов к другой имела бы положительный детерминант.

Для любого дифференцируемого ковариантного абсолютного тензорного
поля 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 можно сформулировать теорему Стокса [11, p. 269]:∫︁

𝜕𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

∮︁
𝜕
𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1𝑑𝜏

𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 ,

где 𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 вычисляется с использованием параметризации 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 ,
а 𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 — с использованием параметризации ̃︀𝑢1, ̃︀𝑢2, . . . , ̃︀𝑢𝑀−1.

Подынтегральное выражение для 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 можно преобразовать следу-
ющим образом:

𝜕𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜕[𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]𝑑𝜏

𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = ∇[𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 .

Заключение. В статье рассматриваются проблемы согласования ориен-
таций реперов для микрополярного континуума, погруженного во внешнее
плоское пространство.
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1. На основе понятия элементарного тензорного объема (площади) 𝑀 -
ячейки описывается алгоритм сравнения и согласования внешних про-
странственных ориентаций 𝑀 -ячеек.

2. Рассматривается процесс непрерывного переноса реперных направле-
ний, ассоциированных с 𝑀 -ячейкой. В результате можно вести речь об
ориентации самого микрополярного континуума и его границы.

3. Ориентированный континуум играет важную роль в микрополярной
теории упругости, корректное построение которой возможно только
в рамках псевдотензорного формализма и ориентируемого многообра-
зия. В особенности это касается теории гемитропных упругих сред.

4. Обсуждается псевдотензорная формулировка теоремы Стокса.
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Abstract

The paper deals with the problems of ordering the reper orientations
for a micropolar continuum immersed in an external plane space. Based on
the concept of an elementary tensor volume (area) 𝑀 -cells, an algorithm
for comparing and matching external spatial orientations of 𝑀 -cells is pro-
posed. The process of continuous transfer of reper directions associated with
a 𝑀 -cell is considered. As a result, we can talk about the orientation of mi-
cropolar continuum itself and its boundary. The oriented continuum plays
an important role in micropolar elasticity. This is especially true for the
theory of hemitropic elastic media. The pseudotensor formulation of Stokes’
theorem is discussed.
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