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Аннотация

Разработан новый алгоритм численного решения бигармонического
уравнения. Он основан на впервые реализованном hp-варианте мето-
да коллокации и наименьших квадратов (hp-МКНК) с интегральными
коллокациями для эллиптического уравнения четвертого порядка в ком-
бинации с современными способами ускорения итерационных процессов
решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). В hp-
МКНК использовались его возможности измельчать шаги расчетной
сетки (h-подход) и увеличивать степень базисных аппроксимирующих
полиномов до произвольного порядка (p-подход). На примере численно-
го моделирования изгиба шарнирно закрепленной изотропной пластины
проведен анализ сходимости приближенных решений, полученных реа-
лизованным вариантом метода. Показано достижение высокой точности
и повышенного порядка сходимости решений при применении полино-
мов высоких вплоть до десятой степеней в hp-МКНК.

Исследована эффективность комбинированного применения сочета-
ющихся с МКНК алгоритмов ускорения итерационных процессов реше-
ния СЛАУ. Применены предобуславливание матриц СЛАУ; алгоритм
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ускорения итераций, основанный на подпространствах Крылова; опера-
ция продолжения на многосеточном комплексе; распараллеливание вы-
числительной программы с помощью OpenMP; модифицированный алго-
ритм решения локальных СЛАУ, определяющих решение задачи в каж-
дой ячейке сетки. Последний, применимый в случае решения линейного
дифференциального уравнения, позволяет более эффективно решать пе-
реопределенные СЛАУ в МКНК, реализуемом итерациями по подобла-
стям, в которых вид матриц локальных СЛАУ не изменяется на каждой
итерации. Комбинированное применение всех перечисленных способов
ускорения уменьшило время расчетов на персональном компьютере бо-
лее чем в 350 раз по сравнению со случаем, когда использовалось только
предобуславливание.

Ключевые слова: метод коллокации и наименьших квадратов, ин-
тегральные уравнения коллокации, бигармоническое уравнение, изгиб
пластины, ускорение итерационных процессов, предобуславливание, под-
пространства Крылова, многосеточный алгоритм, распараллеливание.
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Введение. Известно, что численное решение краевых задач для уравне-
ний бигармонического типа, встречающихся в различных разделах механики
сплошных сред, например, в теории тонких пластин [1, 2], в гидродинамике
при малых числах Рейнольдса [3] и др., вызывает ряд трудностей. Это связа-
но с наличием в эллиптическом уравнении производных четвертого порядка,
существенно сказывающихся на обусловленности исходной дифференциаль-
ной задачи. При этом цель многих исследователей заключается в разработке
новых вариантов высокоточных численных методов, по развитию которых
в настоящее время ведется активная работа [3–11]. Одним из таких перспек-
тивных методов является проекционно-сеточный метод коллокации и наи-
меньших квадратов (МКНК) [9–11]. В [11] при решении бигармонического
уравнения в нерегулярных областях применен вариант МКНК с «дифферен-
циальными» коллокациями, аппроксимирующими уравнение в точках внутри
ячеек. Там же продемонстрированы преимущества и достоинства предложен-
ных подходов при сравнении полученных МКНК результатов с результатами
других авторов, использовавших метод конечных разностей (МКР) [3], метод
конечных элементов (МКЭ) [8] и спектральные методы [5–7].

Под hp-вариантом МКНК (hp-МКНК) подразумевается такой вариант ме-
тода, который позволяет как измельчать шаги расчетной сетки (h-подход),
так и увеличивать степени аппроксимирующих полиномов (p-подход). Поня-
тие введено по аналогии с hp-МКЭ [12].

Данная работа посвящена реализации и верификации hp-МКНК с «ин-
тегральными коллокациями», аппроксимирующими закон сохранения, запи-
санный в интегральном виде, впервые примененного к решению бигармониче-
ского уравнения. Область влияния уравнения интегральной коллокации вся
ячейка, по площади которой проводится интегрирование при его записи. Об-
ласть влияния дифференциальной коллокации — малая окрестность точки,
в которой она аппроксимирует дифференциальное уравнение задачи. В [10]
бигармоническое уравнение было решено МКНК с применением интеграль-
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ных уравнений коллокации, взвешенных наименьших квадратов и полиномов
только четвертой степени. Отмечалось, что в этом случае наблюдается схо-
димость МКНК в более широком диапазоне значений весовых множителей
по сравнению с дифференциальным вариантом МКНК, в котором их прихо-
дится подбирать более тщательно [9]. В МКНК на весовые множители до-
множаются уравнения коллокации, условия согласования и краевые условия,
а их объединение составляет переопределенную систему линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ) в каждой ячейке расчетной области. Глобальная
СЛАУ, являющаяся совокупностью локальных СЛАУ, в МКНК чаще всего
решается с помощью метода итераций по подобластям в комбинации с совре-
менными способами ускорения итерационных процессов.

Сочетание МКНК с предобуславливанием (диагональным [13] и многопа-
раметрическим, связанным с выбором значений весовых множителей), уско-
рением, основанным на методе подпространств Крылова [14], и операцией
продолжения, используемой для задания начального приближения на мно-
госеточном комплексе [15] при переходе с грубой сетки на более подробную,
показало уменьшение времени расчетов до 362 раз по сравнению со случаем,
когда ни один из алгоритмов не использовался на примере решения уравне-
ний Навье—Стокса [16]. При решении краевой задачи Дирихле для уравнения
Пуассона в [17] продемонстрировано сокращение времени расчетов практиче-
ски в 2000 раз и количества итераций более чем в 250 раз, где помимо выше-
указанных методов также применялось распараллеливание вычислительной
программы с помощью OpenMP в сочетании с обходом области, основанным
на красно-черном упорядочивании [18], а также свойство локальной систе-
мы координат в МКНК, которое имеет место в случае решения линейного
дифференциального уравнения.

Однако комплексное исследование влияния алгоритмов ускорения для ре-
шения уравнений с частными производными (УЧП) четвертого порядка с ис-
пользованием полиномов различных степеней в МКНК пока не проводилось,
чему отчасти и посвящена настоящая работа. При этом стоит отметить, что
ускорение по Крылову в некоторых ситуациях способно сделать расходящий-
ся итерационный процесс сходящимся [19], что является особо важным при
решении плохо обусловленных задач.

Подчеркнем, что тематика ускорения итерационных процессов сама по
себе является весьма актуальной и активно развивается. В качестве примера
здесь упомянем работу [20], где экспериментально изучается влияние раз-
меров пересечений (перехлеста) подобластей на скорость сходимости мето-
дов декомпозиции. Также в [21] можно познакомиться с одним из примеров
двухуровневых предобуславливателей для методов Крылова — методом де-
фляции. В этой же работе [21] проводится достаточно подробное сравнение
между методами дефляции, декомпозиции областей и многосеточных.

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу статического изгиба изо-
тропной прямоугольной пластины Ω ⊂ R2 с границей 𝛿Ω в рамках теории
Кирхгофа—Лява. В этом случае прогиб пластины 𝑤(𝑥1, 𝑥2) определяется из
решения бигармонического уравнения (уравнения Софи Жермен—Лагран-
жа) [1]:

𝜕4𝑤

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝜕4𝑤

𝜕𝑥42
=

𝑞

𝐷
, (1)
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где 𝑞(𝑥1, 𝑥2)— поперечная нагрузка, 𝐷 = 𝐸𝑡3/[12(1− 𝜈2)]— жесткость пла-
стины при изгибе, 𝑡— толщина пластины, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜈 — коэффици-
ент Пуассона.

Пусть пластина шарнирно закреплена, тогда краевые условия имеют сле-
дующий вид [1]:

𝑤 = 0, 𝑀𝑛 = 0, (2)

где 𝑀𝑛 — изгибающий момент, который определяется по формуле

𝑀𝑛 =𝑀𝑥1 cos
2 𝛼+𝑀𝑥2 sin

2 𝛼− 2𝑀𝑥1𝑥2 sin𝛼 cos𝛼,

где

𝑀𝑥1 = −𝐷
(︁𝜕2𝑤
𝜕𝑥21

+𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑥22

)︁
, 𝑀𝑥2 = −𝐷

(︁𝜕2𝑤
𝜕𝑥22

+𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑥21

)︁
, 𝑀𝑥1𝑥2 = 𝐷(1−𝜈) 𝜕2𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
;

(cos𝛼, sin𝛼)— компоненты внешней единичной нормали к 𝛿Ω.
Краевая задача (1), (2) плохо обусловлена, так как малые изменения во

входных данных задачи приводят к значительным изменениям ее решения.
Необходимо получить эффективное численное решение данной плохо обу-
словленной краевой задачи. Для достижения этой цели авторами были по-
ставлены и решены следующие задачи:

1) для получения надежных результатов и более устойчивого счета были
использованы интегральные уравнения коллокации;

2) для эффективного решения соответствующей краевой задачи для би-
гармонического уравнения впервые был реализован и верифицирован
hp-МКНК с интегральными уравнениями коллокации в комбинации
с современными алгоритмами ускорения итерационных процессов;

3) было проведено комплексное исследование влияние алгоритмов ускоре-
ния итерационных процессов в МКНК при решении дифференциально-
го уравнения четвертого порядка.

2. Интегральный закон сохранения. Домножим (1) на 𝐷, проинте-
грируем левую и правую часть дважды с использованием формулы Грина
и получим интегральный закон сохранения для бигармонического уравнения∮︁

Σ
𝐹1𝑑𝑥2 − 𝐹2𝑑𝑥1 =

x

𝑉

𝑞(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (3)

где

𝐹 = (𝐹1, 𝐹2) = 𝐷
(︁𝜕3𝑤
𝜕𝑥31

+
𝜕3𝑤

𝜕𝑥1𝜕𝑥22
,
𝜕3𝑤

𝜕𝑥32
+

𝜕3𝑤

𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︁
= (−𝑄𝑥1 ,−𝑄𝑥2),

𝑉 ⊆ Ω, Σ— граница подобласти 𝑉 ⊆ Ω, 𝑄𝑥1 и 𝑄𝑥2 — перерезывающие силы.
Уравнение (3) имеет определенный физический смысл: действие внешней по-
перечной нагрузки 𝑞 на элемент пластины 𝑉 уравновешивается перерезываю-
щими силами, действующими на боковых площадках этого элемента. Таким
образом, отыскание обобщенных решений задачи (1), (2) свелось к решению
краевой задачи (3), (2).
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Отметим, что подобный подход решения дифференциального уравнения,
исходно заданного в дивергентном виде, эффективно применялся при реше-
нии задач с разрывными параметрами при построении различных консерва-
тивных численных методов с целью нахождения обобщенных решений [22].

Замечание. Непосредственно можно аппроксимировать как исходное би-
гармоническое уравнение (1) [5–7, 9, 11], так и систему УЧП, к которой оно
может сводиться. В некоторых случаях это сделать достаточно просто, на-
пример, когда рассматривается изгиб шарнирно закрепленной пластины по-
лигональной формы [1]. В случае сложных краевых условий и нерегулярной
области это может вызывать существенные трудности. Но зачастую решать
задачу для системы УЧП более низкого порядка проще из-за ее лучшей обу-
словленности по сравнению с задачей для уравнения высокого порядка. На-
пример, в [3, 4] вводится дополнительная неизвестная переменная и решение
исходной задачи Дирихле (на границе заданы значения 𝑤 и производной по
нормали 𝜕𝑤/𝜕𝑛) для бигармонического уравнения сводится к последователь-
ному решению двух уравнений Пуассона.

3. Описание hp-МКНК. Покроем Ω регулярной сеткой, состоящей из
𝑁1×𝑁2 прямоугольных ячеек. Обозначим через 𝑁cells = 𝑁1𝑁2 общее количе-
ство ячеек в расчетной области. Введем локальную систему координат в каж-
дой 𝑠-й ячейке, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑁cells, с линейной зависимостью от глобальной:

𝑦1 = (𝑥1 − 𝑥1𝑠)/ℎ1, 𝑦2 = (𝑥2 − 𝑥2𝑠)/ℎ2,

где (𝑥1𝑠, 𝑥2𝑠)— координаты центра ячейки в глобальной системе, 2ℎ1×2ℎ2 —
размер ячейки в направлении 𝑥1 и 𝑥2 соответственно.

Приближенное решение задачи в каждой ячейке ищем в виде

𝑣ℎ𝑠(𝑦1, 𝑦2) =

𝐾∑︁
𝑖1=0

𝐾−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝑐𝑖1𝑖2,𝑠𝑦
𝑖1
1 𝑦

𝑖2
2 . (4)

Неизвестные коэффициенты 𝑐𝑖1𝑖2,𝑠 определим из решения переопределенной
СЛАУ, полученной аппроксимацией задачи (3), (2) полиномами (4) и состоя-
щей из уравнений коллокации, условий согласования и краевых условий, если
ячейка является граничной. Обозначим 𝑣ℎ(𝑦1(𝑥1), 𝑦2(𝑥2)) = 𝑤(𝑥1, 𝑥2).

Определим потоки вектора 𝐹 через стороны прямоугольных ячеек сетки
(𝑖, 𝑗), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁2, вычисленные на приближенном реше-
нии 𝑣ℎ:

𝑊±
𝑖+1/2,𝑗 = lim

𝛿→+0
𝐷

∫︁ 𝑥1,𝑖+1

𝑥1,𝑖

(︁𝜕3𝑣ℎ
𝜕𝑥32

+
𝜕3𝑣ℎ
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︁⃒⃒⃒
𝑥1=𝑥1,𝑖±𝛿

𝑑𝑥1, (5)

𝑊±
𝑖,𝑗+1/2 = lim

𝛿→+0
𝐷

∫︁ 𝑥2,𝑗+1

𝑥2,𝑗

(︁𝜕3𝑣ℎ
𝜕𝑥31

+
𝜕3𝑣ℎ
𝜕𝑥1𝜕𝑥22

)︁⃒⃒⃒
𝑥2=𝑥2,𝑗±𝛿

𝑑𝑥2. (6)

Здесь значения с полуцелыми индексами обозначают потоки сохраняемых
величин через границы расчетной ячейки.
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С учетом (5), (6) закон сохранения (3), записанный для ячейки с номером
(𝑖, 𝑗), имеет вид

𝑊−
𝑖+1,𝑗+1/2−𝑊

+
𝑖,𝑗+1/2+𝑊

−
𝑖+1/2,𝑗+1−𝑊

+
𝑖+1/2,𝑗 =

∫︁ 𝑥1,𝑖+1

𝑥1,𝑖

∫︁ 𝑥2,𝑗+1

𝑥2,𝑗

𝑞(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2. (7)

Предлагается каждую прямоугольную ячейку сетки разделить на 𝐾2 оди-
наковых прямоугольных ячеек и записать в них уравнения коллокации (7)
в локальных координатах (𝑦1, 𝑦2). При этом уравнения (7) домножим на ве-
совой множитель 𝑝𝑐.

На каждой стороне 𝑠-й прямоугольной ячейки равномерно расставим 𝐾
точек согласования, в которых по аналогии с [9–11] запишем условия согла-
сования:

𝑝𝑚0𝑣ℎ𝑠 + 𝑝𝑚1

𝜕𝑣ℎ𝑠
𝜕𝑛𝑠

= 𝑝𝑚0𝑣ℎ + 𝑝𝑚1

𝜕𝑣ℎ
𝜕𝑛𝑠

, (8)

𝑝𝑚2

𝜕2𝑣ℎ𝑠
𝜕𝑛2𝑠

+ 𝑝𝑚3

𝜕3𝑣ℎ𝑠
𝜕𝑛3𝑠

= 𝑝𝑚2

𝜕2𝑣ℎ
𝜕𝑛2𝑠

+ 𝑝𝑚3

𝜕3𝑣ℎ
𝜕𝑛3𝑠

, (9)

где 𝑛𝑠 — внешняя единичная нормаль к соответствующей границе 𝑠-й ячейки;
𝑣ℎ𝑠 и 𝑣ℎ — пределы приближенного решения задачи при стремлении изнутри
и извне к границе 𝑠-й ячейки; 𝑝𝑚0 , 𝑝𝑚1 , 𝑝𝑚2 , 𝑝𝑚3 — положительные весовые
множители.

Краевые условия для шарнирно закрепленного края (2) записываются на
прямолинейной стороне ячейки, являющейся частью 𝛿Ω, в 𝐾 равномерно рас-
пределенных на ней точках:

𝑝𝑏0𝑣ℎ𝑠 = 0, 𝑝𝑏2𝑀𝑛 = 0, (10)

где 𝑝𝑏0 , 𝑝𝑏2 — положительные весовые множители.
Объединяя уравнения (7)–(10) в каждой ячейке относительно неизвест-

ных 𝑐𝑖1𝑖2,𝑠 получим локальную переопределенную СЛАУ

𝐴𝑥 = 𝑏, (11)

где 𝐴— прямоугольная вещественная матрица размера 𝑚×𝑙, 𝑥— вектор неиз-
вестных, 𝑏— вектор правой части. При описанном выше способе записи урав-
нений имеем относительно 𝑙 = (𝐾 + 1)(𝐾 + 2)/2 неизвестных в каждой ячей-
ке 𝑚 = 𝐾2 + 4𝐾 линейных алгебраических уравнений.

Глобальная СЛАУ, являющаяся объединением локальных СЛАУ, здесь
решается с помощью метода итераций по подобластям. Одна глобальная ите-
рация заключается в последовательном решении локальных СЛАУ (11) в каж-
дой ячейке области. Для решения линейной задачи наименьших квадратов
использовалась 𝑄𝑅-декомпозиция матрицы 𝐴, найденная методом отраже-
ний Хаусхолдера [23]. Итерационный процесс продолжался до тех пор, пока
не было выполнено следующее условие его остановки:

max
𝑖1𝑖2𝑠

|𝑐𝑟+1
𝑖1𝑖2,𝑠

− 𝑐𝑟𝑖1𝑖2,𝑠| < 𝜀,
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где 𝑟— номер итерации, 𝜀— наперед заданная малая константа, называемая
псевдопогрешностью решения. Значение 𝜀 зависит от решаемой задачи, раз-
мера ячейки сетки 2ℎ1×2ℎ2, старшей степени полиномов 𝐾 в (4). В МКНК
она выбирается экспериментально так, чтобы погрешность решения глобаль-
ной СЛАУ была по возможности существенно меньше ожидаемой погреш-
ности решения, исходя из значений погрешностей на более грубых сетках.
В приведенной ниже таблице значения 𝜀 варьировались от 10−13 до 10−14.

Следует отметить, что от выбора значений весовых множителей могут
сильно зависеть скорость сходимости итерационного процесса, обусловлен-
ность СЛАУ и точность приближенного решения [9,20,24].

4. Эффективное использование свойства матрицы локальной
СЛАУ. В МКНК при решении линейной задачи вид матрицы локальной
СЛАУ в каждой ячейке одинаковый и не зависит от номера итерации. Так-
же для каждой ячейки в итерационном процессе компоненты вектора правой
части 𝑏, соответствующие уравнениям коллокации и краевым условиям (если
ячейка граничная), не изменяются.

Пусть �̃�— вектор размера 𝑚, первые компоненты которого в количестве
взятых условий согласования совпадают с компонентами вектора 𝑏, являю-
щимися правыми частями уравнений согласования. Остальные компоненты
вектора �̃� являются нулями. Обозначим ˜̃

𝑏 = 𝑏 − �̃�, 𝑄⊤ — транспонированная
матрица размера 𝑙×𝑚 для матрицы 𝑄, 𝑅−1 — обратная для верхнетреуголь-
ной матрицы 𝑅 размера 𝑙×𝑙 для каждой локальной матрицы 𝐴. В связи
с этим достаточно только один раз вычислить и запомнить 𝑅−1𝑄⊤ и 𝑅−1𝑄⊤˜̃𝑏

и на каждой итерации для каждой ячейки положить 𝑥 = 𝑅−1𝑄⊤�̃�+𝑅−1𝑄⊤˜̃𝑏,
т.к. в итерационном процессе изменяется только правая часть условий согла-
сования. Отметим также, что при решении линейной задачи с постоянны-
ми коэффициентами для внутренних прямоугольных ячеек вид матриц 𝑅−1

и𝑄⊤ одинаковый, поэтому их можно вычислить один раз и записать в памяти
компьютера по одному экземпляру для всех таких ячеек, чтобы сэкономить
память.

Ранее, например, при решении уравнения Пуассона МКНК [17] предлага-
лось на каждой итерации умножать 𝑏 на записанную в памяти компьютера
матрицу 𝑄⊤, а затем делать обратный ход, как и в методе Гаусса. Очевидно,
что реализованная здесь модификация алгоритма решения СЛАУ еще силь-
нее уменьшает время расчетов по сравнению с методикой, описанной в [17].

5. Результаты расчетов и их обсуждение. Рассмотрим изгиб шар-
нирно закрепленной (2) пластины размера 𝑑1×𝑑2 м, на которую действует
синусоидальная нагрузка 𝑞 = 105 sin(𝜋𝑥1/𝑑1) sin(𝜋𝑥2/𝑑2) Па. В этом случае
известно точное решение задачи (1), (2), см., например, [1]:

𝑤(𝑥1, 𝑥2) =
𝑞𝑑41𝑑

4
2

𝜋4𝐷(𝑑21 + 𝑑22)
2
.

В численных расчетах полагалось 𝑑1 = 𝑑2 = 10 м, 𝑡 = 0.1 м, 𝐸 = 200 ГПа,
𝜈 = 0.28 и 𝑁1×𝑁2 = 𝑁×𝑁 , ℎ1 = ℎ2 = ℎ.
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В таблице приведены результаты численных экспериментов, где относи-
тельная погрешность приближенного решения определялась по формуле

‖𝐸𝑟‖∞ =

max
𝑠=1,...,𝑁cells

( max
𝑚=1,...,𝑄𝑠

|𝑤(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)− 𝑣ℎ𝑠(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)|)

max
𝑠=1,...,𝑁cells

( max
𝑚=1,...,𝑄𝑠

|𝑤(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)|)
,

где 𝑄𝑠 = 100— количество равномерно распределенных контрольных точек
(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚) для подсчета в них погрешности. Порядок сходимости погрешно-
сти приближенного решения определялся величиной

log2(𝐸𝑁/2/𝐸𝑁 ),

где 𝐸𝑁/2 — погрешность ‖𝐸𝑟‖∞ на сетке, состоящей из 𝑁/2×𝑁/2 ячеек, 𝐸𝑁 —
погрешность ‖𝐸𝑟‖∞ на сетке, состоящей из 𝑁×𝑁 ячеек.

В таблице приведено количество итераций 𝑁iter, время выполнения итера-
ционного процесса в секундах 𝑡sol и их отношения AF𝑖 и AF𝑡 соответственно
для случая «с ускорением» для итерационного процесса, в котором комбини-
рованно использовались:

– диагональный предобуславливатель,
– 𝑝𝑐 = ℎ2, 𝑝𝑚0 = 𝑝𝑚1 = 𝑝𝑏0 = 1, 𝑝𝑚2 = 𝑝𝑚3 = 𝑝𝑏2 = ℎ2,
– ускорение по Крылову,
– операция продолжения,
– распараллеливание с помощью OpenMP с обходом области, основанным

на красно-черном упорядочивании,
– модифицированный алгоритм решения локальных СЛАУ

по отношению к случаю «без ускорения», когда применялся только диаго-
нальный предобуславливатель, фиксировались аналогичные значения весо-
вых множителей и был реализован последовательный обход области.

Вычисления проводились на компьютере Intel Core i5-8265U CPU 1.6 GHz,
4 Cores, DIMM DDR4-2400 1200 MHz 8 Gb. Для распараллеливания с помощью
OpenMP использовалось 4 потока.

В расчетах в итерационном процессе на самой грубой сетке (и во всех слу-
чаях без использования операции продолжения) в начальном приближении
решения взяты 𝑐𝑖1𝑖2,𝑗 = 0.4. Для демонстрации представления чисел здесь
используется экспоненциальный формат их записи.

Проведенное исследование показало следующее.
1. Порядок сходимости в среднем не хуже 𝑂(ℎ𝐾−𝑝+2−𝐾mod 2), что хорошо

согласуется со многими результатами решения различных задач МКНК
[10,17,25], где 𝑝— порядок уравнения (в данном случае 4).

2. Наличие сходимости МКНК для достаточно высоких степеней полино-
мов 𝐾, что позволяет в случае достаточно гладких решений получать
высокоточное решение с малым количеством степеней свободы (DOF,
от англ. degrees of freedom), например, чтобы достичь точность порядка
10−10, необходимо DOF = 57600 при 𝐾 = 7, DOF = 18000 при 𝐾 = 8,
DOF = 14080 при 𝐾 = 9, наконец, DOF = 4224 при 𝐾 = 10. В МКНК
DOF — общее количество неизвестных коэффициентов в представлении
приближенного решения (4).
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3. Сходимость численного решения без применения алгоритмов ускорения
итерационного процесса решения СЛАУ, что говорит о хороших свой-
ствах аппроксимации в МКНК при решении УЧП высокого порядка
с применением полиномов высоких степеней и использованием инте-
гральных уравнений коллокации.

4. Заметное сокращение времени решения задачи (более 350 раз) и коли-
чества итераций (более 20 раз) в случае комбинирования МКНК с дру-
гими вычислительными алгоритмами. Коэффициенты ускорения AF𝑡
и AF𝑖 увеличиваются по мере роста 𝐾 и уменьшения шагов сетки при
решении УЧП четвертого порядка.

5. Применение впервые реализованного в данной работе модифицирован-
ного алгоритма решения локальных СЛАУ в МКНК позволило сокра-
тить время расчетов в 7.42 раза при 𝐾 = 6, в 7.93 раза при 𝐾 = 7, в 9.77
раз при 𝐾 = 8, в 11.73 раза при 𝐾 = 9 и в 12.41 раз при 𝐾 = 10 относи-
тельно времен, указанных в пятой колонке таблицы. Данные величины
были рассчитаны как среднее арифметическое от AF𝑡, вычисленного на
четырех указанных сетках в таблице. Как и следовало ожидать, этот
эффект возрастает при увеличении степени полиномов 𝐾.

Исходя из своего прежнего опыта решения бигармонического уравнения
для эффективного построения поправок приближенных решений по Кры-
лову авторы использовали количество невязок 𝑁𝑟 = 40. Это оказалось до-
статочным для достижения заданной точности, поэтому практически всегда
𝑁iter = 41 в таблице. Однако для каждого случая оптимальное значение ве-
личины 𝑁𝑟 может быть другим. Например, если использовать 𝑁𝑟 = 50 на
сетке 40×40 при 𝐾 = 7, то 𝑁iter = 51, а 𝑡sol = 4.921 с, т.е. в этом случае
коэффициенты ускорения станут равными AF𝑖 = 15.70 и AF𝑡 = 269.07. Мак-
симальные числа обусловленности матриц локальных СЛАУ увеличивались
от 𝐶1 · 102 до 𝐶2 · 105 при увеличении 𝐾 и уменьшении шагов сетки в приве-
денных в таблице случаях, где 𝐶1 и 𝐶2 — константы.

Сравнение с опубликованным ранее дифференциальным hp-МКНК для
этой задачи [11], когда уравнения коллокации записывались в равномерно
распределенных точках коллокации и имели вид

𝑝𝑐

(︁ 1

ℎ4
𝜕4𝑣ℎ𝑠
𝜕𝑦41

+
2

ℎ4
𝜕4𝑣ℎ𝑠
𝜕𝑦21𝜕𝑦

2
2

+
1

ℎ4
𝜕4𝑣ℎ𝑠
𝜕𝑦42

)︁
= 𝑝𝑐

𝑞

𝐷
,

с применением базиса (4) и 𝑝𝑐 = ℎ4 (остальные весовые множители аналогич-
ны тем, которые использовались в интегральном варианте, если не оговорено
иное) показало следующее.

1. Итерационный процесс для дифференциального МКНК разошелся при
𝐾 = 4 по сравнению с интегральным МКНК без использования ускоре-
ния по Крылову на сетках 40×40, 80×80 при указанных выше весовых
множителях и на сетке 80×80, когда 𝑝𝑚1 = 0.12, 𝑝𝑚3 = 0.125ℎ2.

2. Точность при применении дифференциального МКНК упала по сравне-
нию с интегральным, результаты которого приведены в таблице. Диф-
ференциальный вариант МКНК позволил достичь точности ‖𝐸𝑟‖∞ =
= 1.07 E – 9 при 𝐾 = 7 на сетке 40×40, а интегральный — ‖𝐸𝑟‖∞ =
= 4.34 E – 10. При использовании полиномов более высоких степеней
наблюдалась аналогичная картина. Например, с помощью дифферен-
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циального МКНК при 𝐾 = 8 на сетке 40×40 получено значение по-
грешности ‖𝐸𝑟‖∞ = 3.82 E – 11, а при 𝐾 = 10 на сетке 16×16— ‖𝐸𝑟‖∞ =
= 1.36 E – 12. Применение интегрального МКНК позволяет достичь
‖𝐸𝑟‖∞ = 7.29 E – 12 и ‖𝐸𝑟‖∞ = 7.58 E – 13 соответственно при 𝐾 = 8
и 𝐾 = 10.

Стоит отметить, что многие результаты у двух сравниваемых здесь вари-
антов МКНК оказались близкими, что говорит об их хороших аппрокcимаци-
онных свойствах. Однако, как это показано выше, применение интегрального
варианта позволяет улучшить свойства метода, что является особо принци-
пиальным при решении плохо обусловленных задач.

Заключение. В данной работе на примере решения бигармонического
уравнения в приложении к моделированию изгиба тонкой пластины показана
возможность достижения высокой точности hp-МКНК с интегральными кол-
локациями и проведена его верификация с использованием полиномов вплоть
до десятой степени. Продемонстрировано существенное сокращение количе-
ства итераций и времени расчетов при использовании различных способов
ускорения итерационных процессов в МКНК.

Как видно из описанного алгоритма, hp-МКНК с представлением реше-
ния в виде (4) привлекателен прежде всего своей возможностью автомати-
ческой реализации на компьютере с точки зрения применения произвольных
степеней полиномов для достижения повышенной точности. Для других чис-
ленных методов это может вызывать более существенные трудности. Напри-
мер, в МКР в [26] для этой цели авторы дополнительно используют систему
компьютерной алгебры.

Таким образом, показанная здесь возможность сокращения времени рас-
четов в несколько сотен раз и высокоточного решения плохо обусловленной
задачи открывает все более широкие перспективы эффективного численно-
го моделирования напряженно-деформированного состояния тонких пластин
с помощью МКНК, в том числе нерегулярных форм и с особенностями [11].
Разрабатываемый комплекс программ со временем может быть успешно при-
менен для моделирования и оптимизации композитных пластин достаточно
произвольных форм в рамках различных теорий пластин [27,28].

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
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Abstract

A new algorithm for the numerical solution of the biharmonic equation is
developed. It is based on the first implemented hp-version of the least-squares
collocation method (hp-LSCM) with integral collocations for a fourth-order
elliptic equation in combination with modern methods of accelerating it-
erative processes for solving systems of linear algebraic equations (SLAE).
The hp-LSCM provides the possibilities to refine the grid (h-version) and
increase the degree of polynomials to the arbitrary order (p-approach). The
convergence of approximate solutions obtained by the implemented version
of the method is analyzed using an example of a numerical simulation of the
bending of a hinged isotropic plate. The high accuracy and the increased or-
der of convergence using polynomials up to the tenth order in the hp-LSCM
are shown.

The effectiveness of the combined application of algorithms for acceler-
ating iterative processes to solve SLAE that are combined with LSCM is
investigated. In this paper, we consider the application of the following al-
gorithms: preconditioning of SLAE matrices; the iteration acceleration algo-
rithm based on Krylov subspaces; the prolongation operation on a multigrid
complex; parallelization using OpenMP; a modified algorithm for solving local
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SLAEs. The latter is implemented with iterations over subdomains (which
are cells) and makes it possible to more effectively solve overdetermined
SLAEs in the LSCM in the case of solving a linear differential equation. The
form of the matrices does not change at each iteration. Only the elements
of the vectors of their right parts corresponding to the matching conditions
are modified. The calculation time on a personal computer is reduced by
more than 350 times with the combined use of all acceleration techniques
compared to the case when only preconditioning was used.

Keywords: least-squares collocation method, integral collocation equation,
biharmonic equation, plate bending, acceleration of iterative processes, pre-
conditioning, Krylov subspaces, multigrid algorithms, parallelization.
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