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Аннотация

Изучены вопросы разрешимости обратной задачи для нелинейного урав-
нения в частных производных восьмого порядка, левая часть которого
является суперпозицией псевдопараболического и псевдогиперболиче-
ского операторов четвертого порядка. Обоснована применимость мето-
да Фурье разделения переменных при изучении смешанной и обратной
задач для нелинейного уравнения в частных производных восьмого по-
рядка. С помощью метода разделения переменных смешанная задача
сведена к изучению счетной системы нелинейных интегральных урав-
нений Вольтерра второго рода. Использование заданного интегрально-
го условия привело к изучению нелинейного интегрального уравнения
Вольтерра первого рода относительно второй неизвестной функции (от-
носительно функции восстановления). С помощью неклассического ин-
тегрального преобразования однозначное восстановление второй неиз-
вестной функции сведено к изучению однозначной разрешимости нели-
нейного интегрального уравнения Вольтерра второго рода. В результате
получена система из двух нелинейных интегральных уравнений Воль-
терра второго рода относительно двух неизвестных функций. Эта си-
стема однозначно разрешена с помощью метода последовательных при-
ближений. Далее изучена устойчивость решений смешанной и обратной
задач относительно начальных и дополнительно заданных функций.

Ключевые слова: обратная задача, нелинейное уравнение в частных про-
изводных, уравнение восьмого порядка, суперпозиция двух операторов,
корректность решения.
doi: http://dx.doi.org/10.14498/vsgtu1335

Введение. Математическое моделирование многих процессов, происходя-
щих в реальном мире, приводит к изучению прямых и обратных задач ма-
тематической физики. Теория начальных, смешанных и краевых задач для
уравнений в частных производных в силу ее прикладной важности являет-
ся одним из важнейших разделов теории дифференциальных уравнений в
частных производных.
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Обратная задача для одного нелинейного уравнения в частных производных восьмого порядка

Смешанные задачи в теории упругости возникают при расчете различ-
ных деталей машин и элементов конструкций, находящихся во взаимодей-
ствии, при расчете фундаментов и оснований сооружений [1]. К смешанным
задачами также относятся задачи о концентрации напряжений в окрестно-
сти всевозможных трещин, инородных включений, подкрепляющих стринге-
ров и накладок. Смешанные задачи часто встречаются в гидродинамике: это
и нелинейные задачи теории крыла и глиссирования, теория струйных тече-
ний, теории качки корабля и удара тел о поверхность жидкости, фильтрации,
теории взрыва, ряд задач гидроупругости.

Дифференциальные уравнения в частных производных высоких порядков
[2] представляют интерес с точки зрения физических приложений. Изучение
многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и обо-
лочек приводит к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных
производных высоких порядков. Дифференциальные уравнения высоких по-
рядков используют и при построении инвариантных решений дифференци-
альных уравнений с использованием высшей симметрии и законов сохране-
ния [3].

Изучению дифференциальных уравнений в частных производных высо-
ких порядков посвящено немало работ. Дифференциальные уравнения в част-
ных производных четвертого и шестого порядков изучались во многих ра-
ботах, в частности [4–12]. Однако дифференциальные уравнения в частных
производных более высоких порядков [13–22] остаются сравнительно мало
изученными.

Теория обратных задач представляет собой активно развивающееся на-
правление современной теории дифференциальных уравнений. Интенсивное
исследование обратных задач в значительной степени обусловлено необхо-
димостью разработки математических методов решения обширного класса
важных прикладных проблем. Обратную задачу назовем нелинейной, если
функция восстановления входит в данное уравнение нелинейно. Нелинейные
обратные задачи рассматривались в [23–25].

В данной работе используются следующие известные понятия. Линейное
множество {

aN (t) | aN (t) =
(
a1(t), a2(t), . . . , aN (t)

)
∈ C(DT )

}
введением нормы

∥∥aN (t)
∥∥
BN

2 (T )
=
[ N∑
n=1

(
max
t∈DT

|an(t)|
)2]1/2

становится банаховым пространством и обозначается через BN
2 (T ), где DT ≡

[0;T ]. Наряду с этим пространством также рассматривается банахово про-
странство B2(T ) с нормой

∥∥a(t)
∥∥
B2(T )

=
[ ∞∑
n=1

(
max
t∈DT

|an(t)|
)2]1/2

.

Для произвольной функции g(x), x ∈ Dl ≡ [0; l] в пространстве L2(Dl)
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вводится норма ∥∥g(x)
∥∥
L2(Dl)

=

{∫ l

0
|g(y)|2dy

}1/2

.

Для числовой последовательности ϕn в пространстве `2 используется норма

∥∥ϕ∥∥
`2

=
{ ∞∑
n=1

|ϕn|2
}1/2

.

Рассмотрим пространство Cоболева W 3
2 (D). Обозначим через Ŵ 3

2 (D), где
D ≡ DT ×Dl, множество функций w(t, x) ∈W 3

2 (D) таких, что

w(t, x),
∂2

∂x2
w(t, x), . . . ,

∂6

∂x6
w(t, x)

при фиксированном t ∈ DT принадлежат области определения оператора
∂6/∂x6 с достаточно гладкими функциями из L2(D), имеют обобщенные про-
изводные третьего порядка по t, принадлежащие L2(D), и обращаются в нуль
при t > T − δ (величина δ > 0 зависит от w(t, x)).

1. Постановка задачи. В области D рассмотрим уравнение(
∂

∂t
− ε ∂3

∂t∂x2
+

∂4

∂x4

)(
∂2

∂t2
− ε ∂3

∂t2∂x2
+

∂4

∂x4

)
u(t, x) =

= f (t, x, u(t, x), p(t)) (1)

со смешанными

u(0, x) = φ1(x), ut(0, x) = φ2(x), utt(0, x) = φ3(x), x ∈ Dl, (2)

u(t, 0) = u(t, l) =
∂2

∂x2
u(t, 0) =

∂2

∂x2
u(t, l) =

=
∂4

∂x4
u(t, 0) =

∂4

∂x4
u(t, l) =

∂6

∂x6
u(t, 0) =

∂6

∂x6
u(t, l) = 0 (3)

и интегральным∫ t

0
K(t, s)u(s, x0)ds = h(t), t ∈ DT , 0 < x0 < l (4)

условиями, где f(t, x, u, p) ∈ C(D × R2); φ1(x), φ2(x), φ3(x) ∈ C9(Dl); p(t) —
функция восстановления; K(t, s) ∈ C(D2

T ), h(t) ∈ C(DT ); h(0) = 0; D ≡
DT ×Dl, DT ≡ [0;T ], Dl ≡ [0; l], 0 < T < ∞, 0 < l < ∞; R2 ≡ R × R; ε > 0 —
малый параметр.

При ε = 0 левая часть уравнения (1) состоит из суперпозиции двух извест-
ных операторов математической физики (параболический и гиперболический
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операторы четвертого порядка). Правая часть уравнения состоит из функ-
ции, нелинейно включающей в себе неизвестную функцию u(t, x) и функ-
цию восстановления p(t). В данной работе решение смешанной задачи (1)–(3)
разыскивается в виде ряда [9, 10]:

u(t, x) =

∞∑
n=1

an(t)bn(x), (5)

где bn(x) =
√

2/l sinλnx, λn = nπ/l.
Определение. Если функция u(t, x) ∈ W 3

2 (D) удовлетворяет интеграль-
ному тождеству∫ T

0

∫ l

0

{
u(t, y)

[
−∂

3w(t, y)

∂t3
+ 2ε

∂5w(t, y)

∂t3∂y2
− ε2∂

7w(t, y)

∂t3∂y4
+

+
∂6w(t, y)

∂t2∂y4
− ε∂

8w(t, y)

∂t2∂y6
− ∂5w(t, y)

∂t∂y4
+ ε

∂7w(t, y)

∂t∂y6
+
∂8w(t, y)

∂y8

]
−

− f (t, x, u(t, x), p(t))w(t, y)
}
dydt =

=

∫ l

0
φ1(y)

[
−∂

2w(t, y)

∂t2
+ 2ε

∂4w(t, y)

∂t2∂y2
− ε2∂

6w(t, y)

∂t2∂y4
+

+
∂5w(t, y)

∂t∂y4
− ε∂

7w(t, y)

∂t∂y6
− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy+

+

∫ l

0
φ2(y)

[∂w(t, y)

∂t
− 2ε

∂3w(t, y)

∂t∂y2
+ ε2

∂5w(t, y)

∂t∂y4
−

− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy+

+

∫ l

0
φ3(y)

[
−w(t, y) + 2ε

∂2w(t, y)

∂y2
− ε2∂

4w(t, y)

∂y4

]
t=0

dy

для любого w(t, x) ∈ Ŵ 3
2 (D), то она называется обобщенным решением сме-

шанной задачи (1)–(3).
Применение метода разделения переменных в виде (5) и использование

интегрального тождества для определения обобщенного решения позволя-
ет отказаться от непрерывной дифференцируемости правой части уравне-
ния (1). Кроме того, такой подход дает возможность свести смешанную за-
дачу к счетной системе нелинейных интегральных уравнений (ССНИУ). Для
восстановления второй неизвестной функции воспользуемся неклассическим
интегральным преобразованием.

2. Сведение решения смешанной задачи к ССНИУ. Покажем, что коэф-
фициенты разложения an(t) обобщенного решения смешанной задачи (1)–(3)
удовлетворяют следующей ССНИУ:

an(t) = ψn(t, ε)+

+
1

ωn(ε)

∫ t

0

∫ l

0
f

(
s, y,

∞∑
i=1

ai(s)bi(y), p(s)

)
bn(y)Gn(t, s, ε)dyds, (6)
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где

ψn(t, ε) =
µ2n(ε)φ1n + φ3n
µ2n(ε) + µ4n(ε)

exp
{
−µ2n(ε)t

}
+
µ4n(ε)φ1n − φ3n
µ2n(ε) + µ4n(ε)

cosµn(ε)t+

+
µ2n(ε)φ1n + (1 + µ2n(ε))φ2n + φ3n

µ3n(ε) + µ5n(ε)
sinµn(ε)t,

Gn(t, s, ε) = exp
{
−µ2n(ε)(t− s)

}
+ µn(ε) sinµn(ε)(t− s)− cosµn(ε)(t− s),

ωn(ε) = ρ2n(ε)µ2n(ε)(1 + µ2n(ε)), µ2n(ε) =
λ4n
ρn(ε)

, ρn(ε) = 1 + µ2n(ε),

начальные данные φjn подбирались из (2) так, что

φjn(x) =

∞∑
n=1

φjnbn(x), φjn(x) ∈ L2(Dl), j = 1, 2, 3.

Действительно, из определения обобщенного решения имеем∫ T

0

∫ l

0

{ ∞∑
n=1

an(t)bn(y)
[
−∂

3w(t, y)

∂t3
+ 2ε

∂5w(t, y)

∂t3∂y2
− ε2∂

7w(t, y)

∂t3∂y4
+

+
∂6w(t, y)

∂t2∂y4
− ε∂

8w(t, y)

∂t2∂y6
− ∂5w(t, y)

∂t∂y4
+ ε

∂7w(t, y)

∂t∂y6
+
∂8w(t, y)

∂y8

]
−

− f
(
t, y,

∞∑
i=1

ai(t)bi(y), p(t)

)
w(t, y)

}
dydt =

=

∫ l

0
φ1(y)

[
−∂

2w(t, y)

∂t2
+ 2ε

∂4w(t, y)

∂t2∂y2
− ε2∂

6w(t, y)

∂t2∂y4
+

+
∂5w(t, y)

∂t∂y4
− ε∂

7w(t, y)

∂t∂y6
− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy+

+

∫ l

0
φ2(y)

[∂w(t, y)

∂t
− 2ε

∂3w(t, y)

∂t∂y2
+ ε2

∂5w(t, y)

∂t∂y4
−

− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy+

+

∫ l

0
φ3(y)

[
−w(t, y) + 2ε

∂2w(t, y)

∂y2
− ε2∂

4w(t, y)

∂y4

]
t=0

dy.

Пусть w = wm(t, x) = g(t)bm(x) ∈W 3
2 (D), g(t) ∈ C3(DT ). Тогда из послед-

него соотношения следует, что∫ t

0

∫ l

0

{ ∞∑
n=1

an(s)bn(y)
[
−(1 + λ2mε+ λ4mε

2)g′′′(s)bm(y)+

+ λ4m(1 + λ2mε)g
′′(s)bm(y)− λ4m(1 + λ2mε)g

′(s)bm(y) + λ8mg(s)bm(y)
]
−
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− f
(
s, y,

∞∑
i=1

ai(s)bi(y), p(s)

)
g(s)

}
dyds = 0. (7)

Так как функции bn(x) ортонормированы в L2(Dl), путем интегрирования
по частям из (7) можно получить:∫ T

0
g(t)

[
(1 + λ2nε+ λ4nε

2)a′′′n (t)+

+ λ4n(1 + λ2nε)a
′′
n(t) + λ4n(1 + λ2nε)a

′
n(t) + λ8nan(t)−

−
∫ l

0
f

(
t, y,

∞∑
i=1

ai(t)bi(y), p(t)

)
bn(y)dy

]
dt = 0.

Отсюда следует счетная система нелинейных дифференциальных уравнений

(1 + λ2nε+ λ4nε
2)a′′′n (t) + λ4n(1 + λ2nε)a

′′
n(t) + λ4n(1 + λ2nε)a

′
n(t)+

+ λ8nan(t) =

∫ l

0
f

(
t, y,

∞∑
i=1

ai(t)bi(y), p(t)

)
bn(y)dy. (8)

Система (8) решается методом вариации произвольных постоянных:

an(t) = C1n exp
(
−µ2n(ε)t

)
+ C2n cosµn(ε)t+ C3n sinµn(ε)t+

+
1

ωn(ε)

∫ t

0

∫ l

0
f

(
s, y,

∞∑
i=1

ai(s)bi(y), p(s)

)
bn(y)Gn(t, s, ε)dyds, (9)

где

Gn(t, s, ε) = exp
{
−µ2n(ε)(t− s)

}
+ µn(ε) sinµn(ε)(t− s)− cosµn(ε)(t− s),

ωn(ε) = ρ2n(ε)µ2n(ε)(1 + µ2n(ε)), µ2n(ε) =
λ4n
ρn(ε)

, ρn(ε) = 1 + µ2n(ε).

Для определения коэффициентов C1n, C2n, C3n в (9) используются условия

an(0) = φ1n, a′n(0) = φ2n, a′′n(0) = φ3n.

Тогда из (9) следует ССНИУ (6).
Рассмотрим укороченную систему нелинейных интегральных уравнений

(УСНИУ):

aNn (t) = ψNn (t, ε)+

+
1

ωNn (ε)

∫ t

0

∫ l

0
f

(
s, y,

N∑
i=1

aNi (s)bNi (y), p(s)

)
bNn (y)GNn (t, s, ε)dyds, (10)

где
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ψNn (t, ε) =
µ2Nn (ε)φN1n + φN3n
µ2Nn (ε) + µ4Nn (ε)

exp
(
−µ2Nn (ε)t

)
+
µ4Nn (ε)φN1n − φN3n
µ2Nn (ε) + µ4Nn (ε)

cosµNn (ε)t+

+
µ2Nn (ε)φN1n + (1 + µ2Nn (ε))φN2n + φN3n

µ3Nn (ε) + µ5Nn (ε)
sinµNn (ε)t,

GNn (t, s, ε) = exp
(
−µ2Nn (ε)(t− s)

)
+ µNn (ε) sinµNn (ε)(t− s)− cosµNn (ε)(t− s),

ωNn (ε) = ρ2Nn (ε)µ2Nn (ε)(1 + µ2Nn (ε)), µ2Nn (ε) =
λ4Nn
ρNn (ε)

, ρNn (ε) = 1 + µ2Nn (ε).

3. Однозначная разрешимость УСНИУ.
Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

1)
∫ T

0

∥∥∥∥f(t, y, N∑
i=1

aNi (t)bNi (y), p(t)

)∥∥∥∥
L2(Dl)

dt 6 ∆ <∞;

2) f(t, x, u, p) ∈ Lip
{
H(t, x)

∣∣
u

}
, где 0 <

∫ t

0

∥∥H(s, x)
∥∥
L2(Dl)

ds <∞;

3)
∥∥ψNn (t, ε)

∥∥
BN

2 (T )
<∞.

Тогда УСНИУ (10) при фиксированном значении p(t) имеет единствен-
ное решение в пространстве BN

2 (T ).

До к а з ат е л ь ств о. Воспользуемся методом последовательных прибли-
жений. Рассмотрим следующий итерационный процесс:

aN 0
n (t) = ψNn (t, ε), t ∈ DT ,

aN k+1
n (t) = aN 0

n (t) +
1

ωNn (ε)

∫ t

0

∫ l

0
f

(
s, y,

N∑
j=1

aN k
j (s)bNj (y), p(s)

)
× (11)

×bNn (y)GNn (t, s, ε)dyds, t ∈ DT , k = 0, 1, 2, . . . .

Согласно условиям теоремы для первой разности, из (11) следует:∥∥aN 1(t)− aN 0(t)
∥∥
BN

2 (T )
6

6
N∑
n=1

1

ωNn (ε)

∫ t

0

∫ l

0

∣∣∣∣f(s, y, N∑
j=1

aN 0
j (s)bNj (y), p(s)

)∣∣∣∣ · ∣∣bNn (y)GNn (t, s, ε)
∣∣dyds 6

6

{
N∑
n=1

1(
ωNn (s)

)2
}1/2

×

×
{ N∑
n=1

[∫ t

0

∫ l

0

∣∣∣∣f(s, y, N∑
j=1

aN 0
j (s)bNj (y), p(s)

)∣∣∣∣ · ∣∣bNn (y)GNn (t, s, ε)
∣∣dyds]2}1/2

6

6M1M2M3

∫ t

0

∫ l

0

∣∣∣∣f(s, y, N∑
j=1

aN 0
j (s)bNj (y), p(s)

)∣∣∣∣dyds 6
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6M1M2M3 max
t∈DT

∫ t

0

∥∥∥∥f(s, y, N∑
j=1

aN 0
j (s)bNj (y), p(s)

)∥∥∥∥
L2(Dl)

{∫ l

0
12dy

}1/2

ds 6

6M1M2M3

√
l∆, (12)

где

M1 =

{ N∑
n=1

1(
ωNn (ε)

)2}1/2

, M2 =
∥∥bN (x)

∥∥
BN

2 (l)
, M3 =

∥∥GN (t, s)
∥∥
BN

2 (t)
.

Второе условие теоремы при учете (12) дает оценку для второй разности:∥∥aN 2(t)− aN 1(t)‖BN
2 (t) 6

6M1M2M3

∫ t

0

∫ l

0
H(s, y)

N∑
j=1

∣∣aN 1
j (s)− aN 0

j (s)
∣∣ · ∣∣bNj (y)

∣∣dyds 6
6M1M

2
2M3

∫ t

0

∫ l

0
H(s, y)

∥∥aN 1(s)− aN 0(s)
∥∥
BN

2 (s)
dyds 6

6M1M
2
2M3

√
l

∫ t

0

{∫ l

0
H2(s, y)dy

}1/2 ∥∥aN 1(s)− aN 0(s)
∥∥
BN

2 (s)
ds 6

6 (M1M3

√
l)2(M2)

3∆

∫ t

0

∥∥H(s, x)
∥∥
L2(Dl)

ds, (13)

где ‖ · ‖BN
2 (t) =

[∑N
n=1 | · |2

]1/2
.

Подобно (13), для любого натурального k > 1 справедлива оценка∥∥aN k+1(t)− aN k(t)‖BN
2 (t) 6

6M1M
2
2M3

∫ t

0

∫ l

0
H(s, y)

∥∥aN k(s)− aN k−1(s)
∥∥
BN

2 (s)
dyds 6

6 (M1M3

√
l)k+1(M2)

2k+1

[∫ t

0

∥∥H(s, x)
∥∥
L2(Dl)

ds

]k
∆

k!
. (14)

Существование решения УСНИУ (10) следует из справедливости оценок
(12) и (14), так как при k → ∞ последовательность функций

{
aN k(t)

}∞
k=1

сходится равномерно по t к функции aN (t) ∈ BN
2 (T ).

Для доказательства единственности решения в пространстве BN
2 (T ) пред-

положим, что УСНИУ (10) имеет два решения: aN (t) ∈ BN
2 (T ) и ϑN (t) ∈

BN
2 (T ). Тогда для их разности справедлива оценка∥∥aN (t)− ϑN (t)

∥∥
BN

2 (t)
6

6M1M
2
2M3

√
l

∫ t

0

∥∥H(s, x)
∥∥
L2(Dl)

∥∥aN (s)− ϑN (s)
∥∥
BN

2 (t)
ds.
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Отсюда после применения неравенства Гронуолла—Беллмана к последней
оценке получаем

∥∥aN (t) − ϑN (t)
∥∥
BN

2 (T )
≡ 0 для всех t ∈ DT . Это и доказы-

вает единственность решения УСНИУ (10) в пространстве BN
2 (T ). Теорема

доказана. �
4. Разрешимость смешанной задачи. Подстановка решения СCНИУ (6) в

(5) дает формальное решение смешанной задачи (1)–(3):

u(t, x) =
∞∑
n=1

[
ψn(t, ε)+

+
1

ωn(ε)

∫ t

0

∫ l

0
f

(
s, y,

∞∑
i=1

ai(s)bi(y), p(s)

)
bn(y)Gn(t, s, ε)dyds

]
bn(x). (15)

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и
∥∥ψn(t, ε)

∥∥
B2(T )

<∞.
Если aN (t) ∈ BN

2 (T ) — решение УСНИУ (10), то (15) дает единственное
обобщенное решение смешанной задачи (1)–(3).

До к а з ат е л ь ств о. Установим, что limN→∞ PN = 0, где

PN =

∫ T

0

∫ l

0

{
uN (t, y)

[
−∂

3w(t, y)

∂t3
+ 2ε

∂5w(t, y)

∂t3∂y2
− ε2∂

7w(t, y)

∂t3∂y4
+

+
∂6w(t, y)

∂t2∂y4
− ε∂

8w(t, y)

∂t2∂y6
− ∂5w(t, y)

∂t∂y4
+ ε

∂7w(t, y)

∂t∂y6
+
∂8w(t, y)

∂y8

]
−

− f
(
t, y, uN (t, y), p(t)

)
w(t, y)

}
dydt−

−
∫ l

0
φ1(y)

[
−∂

2w(t, y)

∂t2
+ 2ε

∂4w(t, y)

∂t2∂y2
− ε2∂

6w(t, y)

∂t2∂y4
+

+
∂5w(t, y)

∂t∂y4
− ε∂

7w(t, y)

∂t∂y6
− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy−

−
∫ l

0
φ2(y)

[∂w(t, y)

∂t
− 2ε

∂3w(t, y)

∂t∂y2
+ ε2

∂5w(t, y)

∂t∂y4
−

− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy−

−
∫ l

0
φ3(y)

[
−w(t, y) + 2ε

∂2w(t, y)

∂y2
− ε2∂

4w(t, y)

∂y4

]
t=0

dy. (16)

С учетом начальных условий

an(0) = φ1n, a′n(0) = φ2n, a′′n(0) = φ3n

после интегрирования по частям отдельных слагаемых в (16) и с учетом усло-
вий теоремы получаем следующий функционал:
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PN =

∫ l

0

(
φ1(y)−

N∑
n=1

φN1nb
N
n (y)

)[
−∂

2w(t, y)

∂t2
+ 2ε

∂4w(t, y)

∂t2∂y2
− ε2∂

6w(t, y)

∂t2∂y4
+

+
∂5w(t, y)

∂t∂y4
− ε∂

7w(t, y)

∂t∂y6
− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy+

+

∫ l

0

(
φ2(y)−

N∑
n=1

φN2nb
N
n (y)

)[∂w(t, y)

∂t
− 2ε

∂3w(t, y)

∂t∂y2
+ ε2

∂5w(t, y)

∂t∂y4
−

− ∂4w(t, y)

∂y4
+ ε

∂6w(t, y)

∂y6

]
t=0

dy+

+

∫ l

0

(
φ3(y)−

N∑
n=1

φN3nb
N
n (y)

)[
−w(t, y) + 2ε

∂2w(t, y)

∂y2
− ε2∂

4w(t, y)

∂y4

]
t=0

dy+

+

∫ T

0

∫ l

0
w(t, y)

{
f (t, y, u(t, y), p(t))−

−
N∑
n=1

∫ l

0
f
(
t, z, uN (t, z), p(t)

)
bNn (z)dz

}
bn(y)dydt. (17)

Поскольку φ1(x), φ2(x), φ3(x) ∈ L2(Dl), первые три интеграла в (17) стре-
мятся к нулю при N → ∞. Сходимость разности при N → ∞ в последнем
интеграле (17) следует из условия теоремы, т. е. limN→∞ PN = 0, что и тре-
бовалось. �

5. Устойчивость по начальным данным решения смешанной задачи. Сле-
дует отметить, что УСНИУ (10) при N → ∞ является счетной системой
нелинейных интегральных уравнений (ССНИУ). Из доказанных выше двух
теорем, в частности, следует однозначная разрешимость ССНИУ (6) в про-
странстве B2(T ). Поэтому (15) можно переписать в виде интегрального урав-
нения Вольтерра второго рода:

u(t, x) = u0(t, x) +

∫ t

0

∫ l

0
H(t, s, x, y, ε)f(s, y, u(s, y), p(s))dyds, (18)

где u0(t, x) =
∑∞

n=1 ψn(t, ε)bn(x), H(t, s, x, y, ε) =
∑∞

n=1Gn(t, s, ε)bn(y)bn(x).

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Если a(t) ∈ B2(T )
является решением ССНИУ (6), то решение смешанной задачи (1)–(3) непре-
рывно зависит от начальных данных (2).

До к а з ат е л ь ств о. Пусть u1(t, x) и u2(t, x) —два различные решения
смешанной задачи (1)–(3), соответствующие двум различным начальным дан-
ным φk1(x) и φk2(x), k = 1, 2, 3, соответственно.

Положим, что∥∥∥φk1(x)− φk2(x)
∥∥∥
C(Dl)

<
δk
αk
, 0 < δk = const, k = 1, 2, 3,

145



Юлдаше в Т. К.

где

α1 =
∥∥∥1 + µ(ε) + µ3(ε)

µ(ε) + µ3(ε)

∥∥∥
`2
, α2 =

∥∥∥ 1 + µ2(ε)

µ3(ε) + µ5(ε)

∥∥∥
`2
, α3 =

∥∥∥ 1 + 2µ(ε)

µ3(ε) + µ5(ε)

∥∥∥
`2
.

Тогда в силу условий теоремы из уравнения (18) следует справедливость
оценок∥∥u01(t, x)− u02(t, x)

∥∥
C(Dl)

6

6

∥∥∥∥ ∞∑
n=1

[1 + µn(ε) + µ3n(ε)

µn(ε) + µ3n(ε)

∣∣φ11nbn(x)− φ12nbn(x)
∣∣+

+
1 + µ2n(ε)

µ3n(ε) + µ5n(ε)

∣∣φ21nbn(x)− φ22nbn(x)
∣∣+

+
1 + 2µn(ε)

µ3n(ε) + µ5n(ε)

∣∣φ31nbn(x)− φ32nbn(x)
∣∣]∥∥∥∥

C(Dl)

6

6
3∑

k=1

αk
∥∥φk1(x)− φk2(x)

∥∥
C(Dl)

< δ, (19)

∥∥u1(t, x)− u2(t, x)
∥∥
C(Dl)

6
∥∥u01(t, x)− u02(t, x)

∥∥
C(Dl)

+

+

√
2

l
M1M2M3 max

t∈DT

∫ t

0

∫ l

0
H(s, y)

∥∥u1(t, y)− u2(t, y)
∥∥
C(Dl)

dyds, (20)

где δ =
∑3

k=1 δk, Mk = limN→∞Mk,N , k = 1, 2, 3.
Так как по условию теоремы∫ t

0

∫ l

0
H(s, y)dyds <∞,

можно применять неравенства Гронуолла—Беллмана к (20). Тогда с учетом
(19) из (20) получаем ∥∥u1(t, x)− u2(t, x)

∥∥
C(Dl)

< ε0,

если положим

δ = ε0 exp

{
−
√

2

l
M1M2M3 max

t∈DT

∫ t

0

∫ l

0
H(s, y)dyds

}
,

где ε0 > 0 — заданное малое число. �
6. Однозначная разрешимость обратной задачи. Воспользуемся условием

(4). Тогда интегральное уравнение (18) приобретет вид

h(t) =

∫ t

0
K(t, s)u0(s, x0)ds+
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+

∫ t

0
K(t, s)

∫ s

0

∫ l

0
H(s, ξ, x0, y, ε)f(ξ, y, u(ξ, y), p(ξ))dydξds, (21)

где u0(t, x0) =
∑∞

n=1 ψn(t, ε)bn(x0),H(t, s, x0, y, ε) =
∑∞

n=1Gn(t, s, ε)bn(y)bn(x0).
Уравнение (21) — нелинейное интегральное уравнение Вольтерра первого

рода относительно пары неизвестных функций {u(t, x); p(t)}. Запишем его
в следующем виде:∫ t

0
K(t, s)

∫ s

0

∫ l

0
H(s, ξ, x0, y, ε)f(ξ, y, u(ξ, y), p(ξ))dydξds = h(s), (22)

где

h(s) = h(t)−
∫ t

0
K(t, s)u0(s, x0)ds.

Здесь очевидно, что h(0) = 0.
Интегральные уравнения (18) и (22) составляют систему интегральных

уравнений относительно пары неизвестных функций {u(t, x); p(t)}:

u(t, x) = u0(t, x) +

∫ t

0

∫ l

0
H(t, s, x, y, ε)f(s, y, u(s, y), p(s))dyds,∫ t

0
K(t, s)

∫ s

0

∫ l

0
H(s, ξ, x0, y, ε)f(ξ, y, u(ξ, y), p(ξ))dydξds = h(s).

(23)

Для разрешимости системы (23) методом последовательных приближе-
ний относительно неизвестной функции p(t) преобразуем уравнение (22). За-
пишем его в виде

p(t) +

∫ t

0
F (s)p(s)ds = H1(t, s, u(s, x), p(s)),

где F (t) > 0 —произвольная функция такая, что

exp
(
−η(t)

)
� 1, η(t) =

∫ t

0
F (s)ds

и

H1(t, s, u(s, y), p(s)) = p(t) +

∫ t

0
F (s)p(s)ds+ h(t)−

−
∫ t

0
K(t, s)

∫ s

0

∫ l

0
H(s, ξ, x0, y, ε)f

(
ξ, y, u(ξ, y), p(ξ)

)
dydξds.

Отсюда имеем (см. [26])

p(t) = H1(t, s, u(s, y), p(s)) exp
(
−η(t)

)
+

+

∫ t

0
F (s) exp

(
−η(t− s)

)[
H1

(
t, s, u(s, y), p(s)

)
−H1

(
s, ξ, u(ξ, y), p(ξ)

)]
ds
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или

p(t) =

[
p(t) +

∫ t

0
F (s)p(s)ds+ h(t)−

∫ t

0
K(t, s)

∫ s

0

∫ l

0
H(s, ξ, x0, y, ε)×

× f
(
ξ, y, u(ξ, y), p(ξ)

)
dydξds

]
exp
(
−η(t)

)
+

+

∫ t

0
F (s) exp

(
−η(t− s)

)[
p(t) +

∫ t

0
F (s)p(s)ds+ h(t)−

−
∫ t

0
K(t, s)

∫ s

0

∫ l

0
H(s, ξ, x0, y, ε)f(ξ, y, u(ξ, y), p(ξ))dydξds−

− p(s)−
∫ s

0
F (ξ)p(ξ)dξ − h(s) +

∫ s

0
K(s, ξ)

∫ ξ

0

∫ l

0
H(ξ, ζ, x0, y, ε)×

× f(ζ, y, u(ζ, y), p(ζ))dydζdξ

]
ds, (24)

где η(t− s) =

∫ t

s
F (ξ)dξ.

Отсюда вместо (23) получается новая система нелинейных интегральных
уравнений Вольтерра второго рода относительно пары неизвестных функций
{u(t, x); p(t)}:

u(t, x) = Θ1(t, x;u, p),
p(t) = Θ2(t;u, p),

(25)

где через Θ1(t, x;u, p) обозначен оператор в правой части (18), а через
Θ2(t;u, p) — оператор в правой части (24).

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 3 и условия

1) max
t∈DT

∫ t

0

∣∣K(t, s)
∣∣ ∫ s

0

∫ l

0

∣∣H(s, ξ, x0, y, ε)
∣∣ · ∣∣f(ξ, y, u(ξ, y), p(ξ))

∣∣dydξds 6
6 ∆ <∞;

2) f(t, x, u, p) ∈ Lip
{
L0(t, x)

∣∣
u,p

}
, где 0 <

∫ t

0

∫ l

0
L0(s, y)dyds <∞;

3) max
t∈DT

∫ t

0
F (s)

∣∣∣h(t)− h(s)
∣∣ exp

(
−η(t− s)

)
ds 6 β <∞;

4) ρ = 2 max
{

max
t∈DT

N1(t); max
t∈DT

N2(t)
}
< 1, где

N1(t) =

∫ t

0

∣∣K(t, s)
∣∣ ∫ s

0

∫ l

0

∣∣H(s, ξ, x0, y, ε)
∣∣ · L0(ξ, y)dydξds, (26)

N2(t) =

(
1 +

∫ t

0
F (s)ds+N1(t)

)
·N0(t),

N0(t) = exp
(
−η(t)

)
+ 2

∫ t

0
F (s) exp

(
−η(t− s)

)
ds. (27)
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Тогда обратная задача (1)–(4) имеет единственное обобщенное решение {u(t, x); p(t)}
в области D.

До к а з ат е л ь ств о. Воспользуемся методом последовательных прибли-
жений в сочетании с методом сжимающих отображений:

u0(t, x) = u0(t, x), uk+1(t, x) = Θ1(t, x;uk, pk),
p0(t) = h(t) exp

(
−η(t)

)
, pk+1(t) = Θ2(t;u

k, pk), k = 0, 1, 2, 3, . . . .
(28)

В силу условий теоремы из (28) следуют оценки∥∥u1(t, x)− u0(t, x)
∥∥
C
6 ∆, (29)

∥∥p1(t)− p0(t)∥∥
C
6 β+

+

(
h(t) exp

(
−η(t)

)
+

∫ t

0
F (s)h(s) exp

(
−η(t− s)

)
ds+ ∆

)
N0(t), (30)

∥∥uk+1(t, x)− uk(t, x)
∥∥
C
6 N1(t)×

×
(∥∥uk(t, x)− uk−1(t, x)

∥∥
C

+
∥∥pk(t)− pk−1(t)∥∥

C

)
, (31)

∥∥pk+1(t)− pk(t)
∥∥
C
6 N2(t)×

×
(∥∥uk(t, x)− uk−1(t, x)

∥∥
C

+
∥∥pk(t)− pk−1(t)∥∥

C

)
. (32)

Так как по условию теоремы

ρ = 2 max
{

max
t∈DT

N1(t); max
t∈DT

N2(t)
}
< 1,

в силу (29) и (30) из (31) и (32) следует, что операторы Θ1 и Θ2 в правой
части системы (25) являются сжимающими. Следовательно, обратная задача
(1)–(4) имеет единственное решение {u(t, x); p(t)} в области D. �

7. Устойчивость решения обратной задачи. Рассмотрим вопрос об устой-
чивости решения обратной задачи по отношению к функции h(t), заданной в
правой части (4).

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 4. Тогда решение об-
ратной задачи (1)–(4) устойчиво относительно заданной функции h(t).

До к а з ат е л ь ств о. Пусть {u1(t, x); p1(t)} и {u2(t, x); p2(t)}—две раз-
личные пары решений обратной задачи (1)–(4), соответствующие двум раз-
личным значениям функции h1(t) и h2(t), соответственно. Если∥∥h1(t)− h2(t)∥∥ 6 δ, 0 < δ = const, (33)

то из системы (25) следуют оценки
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Юлдаше в Т. К.∥∥u1(t, x)− u2(t, x)
∥∥
C
6 N1(t)×
×
(∥∥u1(t, x)− u2(t, x)

∥∥
C

+
∥∥p1(t)− p2(t)∥∥C) , (34)∥∥p1(t)− p2(t)∥∥C 6 N2(t)

(∥∥u1(t, x)− u2(t, x)
∥∥
C

+
∥∥p1(t)− p2(t)∥∥C) , (35)

где функции N0(t), N1(t), N2(t) определяются из (26)–(27).
Так как по условию теоремы

ρ = 2 max
{

max
t∈DT

N1(t); max
t∈DT

N2(t)
}
< 1,

из (34) и (35) получаем

V0 <
∥∥h1(t)− h2(t)∥∥+ ρV0, (36)

где V0 =
∥∥u1(t, x)− u2(t, x)

∥∥
C

+
∥∥p1(t)− p2(t)∥∥C .

В силу (33) из (36) следует V0 < δ/(1− ρ). Отсюда получаем V0 < ε, если
положим δ = ε(1− ρ). Это и доказывает теорему. �
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Abstract

We study the questions of solvability of the inverse problem for a nonlinear
partial differential equation of the eighth order, left-hand side of which is
the superposition of pseudoparabolic and pseudohyperbolic operators of the
fourth order. The applicability of the Fourier method of separation of vari-
ables is proved in study of mixed and inverse problems for a nonlinear partial
differential equation of the eighth order. Using the method of separation of
variables, the mixed problem is reduced to the study of the countable system
of nonlinear Volterra integral equations of the second kind. Use the given
additional conditions led us to study of nonlinear Volterra integral equation
of the first kind with respect to the second unknown function (with respect
to restore function). With the help of nonclassical integral transform the
one-value restore of the second unknown function is reduced to study of
the unique solvability of nonlinear Volterra integral equation of the second
kind. As a result is obtained a system of two nonlinear Volterra integral
equations of the second kind with respect to two unknown functions. This
system is one-value solved by the method of successive approximations. Fur-
ther the stability of solutions of the mixed and inverse problems is studied
with respect to initial value and additional given functions.
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