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Аннотация
Изучаются односторонние статистики Граббса, т. е. экстремальные

стьюдентизированные отклонения наблюдений от выборочного средне-
го, найденные по нормально распределенной выборке. Исследуется дву-
параметрическое совместное распределение этих статистик, возникаю-
щее в случае, когда присутствующее в выборке аномальное наблюде-
ние (выброс) отличается от остальных наблюдений величиной диспер-
сии. Выводится формула для вычисления плотности распределения ве-
роятностей стьюдентизированного отклонения выброса от среднего. Из
совместного распределения статистик Граббса извлекается двупарамет-
рическая копула Граббса. Доказывается, что эта копула является сим-
метричной. Как следствие, односторонние статистики Граббса обладают
свойством обмениваемости. Выполняется компьютерное моделирование
скаттерплотов из копулы Граббса. Анализ скаттерплотов показывает,
что статистическая зависимость, описываемая копулой Граббса, явля-
ется отрицательной. Для исследования влияния параметров копулы на
силу этой зависимости выполняется оценивание коэффициента ранго-
вой корреляции 𝜏 -Кендалла копулы. Алгоритм оценивания использует
компьютерное моделирование и реализован в пакете R. Найдено, что па-
раметры копулы 𝑛 и 𝜈 > 0 оказывают разнонаправленное влияние на
величину коэффициента 𝜏 -Кендалла. Так, рост параметра 𝑛 при неиз-
менной величине параметра 𝜈 приводит к уменьшению (по абсолютной
величине) коэффициента 𝜏 -Кендалла, что отражает уменьшение силы
взаимосвязи между маргиналами, заключенными в копулу Граббса. Ес-
ли не изменять параметр 𝑛, то с увеличением параметра 𝜈 до значений,
близких к 1, коэффициент 𝜏 -Кендалла уменьшается (по абсолютной ве-
личине), что отражает уменьшение силы взаимосвязи. Дальнейший рост
параметра 𝜈 приводит к росту коэффициента 𝜏 -Кендалла (по абсолют-
ной величине), что отражает усиление отрицательной взаимозависимо-
сти между маргиналами.
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О некоторых свойствах симметричной копулы Граббса
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Введение. Копула-функция является математическим объектом, инкап-
сулирующим в себе всю информацию о вероятностной структуре совместно-
го распределения случайных переменных. Поэтому копулы применяются как
для моделирования статистических зависимостей между случайными пере-
менными, так и для построения новых совместных распределений. К насто-
ящему времени выделено несколько конструктивных типов копул: эллипти-
ческие, архимедовы, креативные [1]. Эти копулы традиционно применяют
для моделирования реальных статистических зависимостей случайных вели-
чин. Однако исследователи не оставляют попыток конструирования новых
семейств копул. Так, в последнее десятилетие были предложены конические
копулы [2], новые обобщения класса двумерных копул Родригеса—Лаллена и
Убеда—Флорес (J. A. Rodŕıguez–Lallena, M. Úbeda–Flores) [3—5].

Новую копулу можно построить из многомерного распределения случай-
ных величин, используя следствие из теоремы Шкляра (E. Sklar) [6, p. 22,
Corollary 2.3.7], [7]. Примеры копул, извлеченных из новых совместных рас-
пределений, можно найти в работах [8–12].

Любая копула позволяет описывать зависимость между маргиналами
в среднем и асимптотическую зависимость в хвостах совместного распре-
деления. Для характеристики зависимости между маргиналами применяют
коэффициент ранговой корреляции 𝜏 -Кендалла (M. Kendall). Целью данной
статьи является исследование свойств новой копулы, построенной из двупара-
метрического распределения односторонних статистик Граббса (F. Grubbs),
возникающего в случае, когда присутствующее в выборке аномальное наблю-
дение отличается от остальных наблюдений величиной дисперсии.

Содержание статьи организовано следующим образом. В разделе 1 со-
держится обзор свойств совместного и маргинальных двупараметрических
распределений односторонних статистик Граббса. В разделе 2 из совмест-
ного двупараметрического распределения односторонних статистик Граббса
извлекается двупараметрическая копула Граббса, описывается алгоритм мо-
делирования значений из копулы, а также доказывается ее симметричность.
В разделе 3 описывается алгоритм оценивания коэффициента ранговой кор-
реляции 𝜏 -Кендалла копулы Граббса и исследуется влияние параметров копу-
лы на его величину. В заключении рассматриваются возможные приложения
полученных результатов.

1. О двупараметрическом совместном распределении статистик
Граббса. Рассмотрим случайный набор из 𝑛 наблюдений: 𝑋1, 𝑋2, . . ., 𝑋𝑛−1,
𝑋𝑛 и построенный по нему вариационный ряд:

𝑋(1) 6 𝑋(2) 6 · · · 6 𝑋(𝑛−1) 6 𝑋(𝑛),
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где 𝑋(𝑗) — 𝑗-тая порядковая статистика (𝑗 = 1, 𝑛).
Пусть гипотеза 𝐻0 состоит в том, что случайные наблюдения 𝑋1, 𝑋2, . . .,

𝑋𝑛−1, 𝑋𝑛 извлечены из генеральной совокупности, имеющей нормальное
𝑁(𝑎, 𝜎2) распределение, где параметры 𝑎 и 𝜎2 предполагаются неизвестны-
ми. В качестве альтернативной гипотезы 𝐻1 рассмотрим случай, когда какие-
либо (𝑛− 1) наблюдения извлечены из генеральной совокупности с нормаль-
ным 𝑁(𝑎, 𝜎2) распределением, а одно из 𝑛 наблюдений (неизвестно какое по
номеру) пришло из генеральной совокупности с нормальным 𝑁(𝑎+ 𝛼𝜎, 𝜈𝜎2)
распределением. Таким образом, аномальное наблюдение (выброс) 𝑋𝑜𝑢𝑡 от-
личается от остальных наблюдений параметром сдвига 𝛼 и параметром мас-
штаба 𝜈 > 0, а номер выброса в выборке неизвестен.

В качестве частного случая альтернативы 𝐻1 рассмотрим гипотезу 𝐻2,
описывающую ситуацию, когда выброс 𝑋𝑜𝑢𝑡 отличается от остальных наблю-
дений только параметром масштаба 𝜈 > 0. Нулевую и альтернативные гипо-
тезы можно формализовать следующим образом:
𝐻0: (𝛼 = 0, 𝜈 = 1);
𝐻1: (𝛼 ̸= 0) или (𝛼 = 0, 𝜈 ̸= 1);
𝐻2: (𝛼 = 0, 𝜈 ̸= 1).

Возьмем односторонние статистики Граббса, т. е. экстремальные стьюден-
тизированные отклонения наблюдений от выборочного среднего, найденные
по выборке из 𝑛 наблюдений:

𝑇𝑛,(1) =
1

𝑆
(𝑋 −𝑋(1)), 𝑇 (1)

𝑛 =
1

𝑆
(𝑋(𝑛) −𝑋),

где
𝑋 =

1

𝑛

∑︁𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖, 𝑆2 =

1

𝑛− 1

∑︁𝑛

𝑖=1
(𝑋𝑖 −𝑋)2.

Статистика 𝑇 (1)
𝑛 была предложена Пирсоном и Чандра Секаром (E. S. Pear-

son, C. Chandra Sekar) [13] для проверки гипотезы о том, является ли на-
блюдение 𝑋(𝑛) аномальным. Граббс впервые построил таблицу критических
точек распределения статистики 𝑇

(1)
𝑛 [14].

При справедливости гипотезы 𝐻0 статистика 𝑇𝑛,(1) имеет такой же закон
распределения, что и статистика 𝑇

(1)
𝑛 [14]:

𝑃 (𝑇 (1)
𝑛 < 𝑡 | 𝐻0) = 𝑃 (𝑇𝑛,(1) < 𝑡 | 𝐻0), ∀𝑡 ∈ R.

Обозначим 𝐹
(1)
𝑛 (𝑡) = 𝑃 (𝑇

(1)
𝑛 < 𝑡 | 𝐻0). Закон распределения статистики

𝑇
(1)
𝑛 (или 𝑇𝑛,(1)) может быть найден с помощью специальной рекурсивной

процедуры, описанной в монографии [15, pp. 115–116]. В [15, p. 167], [16] с по-
мощью данной процедуры построены рекурсивные соотношения для функции
распределения статистики 𝑇

(1)
𝑛 при справедливости гипотезы 𝐻0:

𝐹 (1)
𝑛 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑡 6 1√

𝑛
, 𝑛 > 2;

𝑛

∫︁ 𝑡

1/
√
𝑛
𝐹

(1)
𝑛−1(𝑔𝑛(𝑥))𝑓𝑇𝑛(𝑥)𝑑𝑥,

1√
𝑛
< 𝑡 6 𝑛−1√

𝑛
, 𝑛 > 3;

1, 𝑡 > 𝑛−1√
𝑛
, 𝑛 > 2;

(1)
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где

𝑔𝑛(𝑥) =
𝑛

𝑛−1𝑥
(︁
𝑛−1
𝑛−2

(︀
1− 𝑛

(𝑛−1)2
𝑥2

)︀)︁−1/2
, |𝑥| < 𝑛−1√

𝑛
; (2)

𝑓𝑇𝑛(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

𝑛−1

√︀
𝑛
𝜋Γ

(︀
𝑛−1
2

)︀
/Γ

(︀
𝑛−2
2

)︀ (︀
1− 𝑛

(𝑛−1)2
𝑥2

)︀(𝑛−4)/2
, |𝑥| < 𝑛−1√

𝑛
;

0, |𝑥| > 𝑛−1√
𝑛
,

(3)

Γ(𝑥)— гамма-функция Эйлера.
Обозначим через Λ𝑛(𝑡1, 𝑡2) = 𝑃 (𝑇𝑛,(1) < 𝑡1, 𝑇

(1)
𝑛 < 𝑡2 | 𝐻0) совместную

функцию распределения статистик Граббса в случае справедливости гипоте-
зы 𝐻0. В [17] доказано, что в случае 𝑛 > 2 функция Λ𝑛(𝑡1, 𝑡2) может быть
описана следующим рекурсивным соотношением:

Λ𝑛(𝑡1, 𝑡2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹
(1)
𝑛 (𝑡2), 𝑡1 > 𝑛−1√

𝑛
;

𝐹
(1)
𝑛 (𝑡1), 𝑡2 > 𝑛−1√

𝑛
;

𝑛

∫︁ 𝑡2

1/
√
𝑛
Λ𝑛−1 (𝜌𝑛(𝑡1,−𝑥), 𝑔𝑛(𝑥)) 𝑓𝑇𝑛(𝑥)𝑑𝑥, (𝑡1, 𝑡2) ∈ Δ𝑛;

0, (𝑡1, 𝑡2) /∈ Δ𝑛, 𝑡1 <
𝑛−1√

𝑛
, 𝑡2 <

𝑛−1√
𝑛
,

(4)

где 𝐹
(1)
𝑛 (𝑡) вычисляется по формуле (1);

𝜌𝑛(𝑡, 𝑧) =
(︀
𝑡+ 𝑧

𝑛−1

)︀ (︁
𝑛−1
𝑛−2

(︀
1− 𝑛

(𝑛−1)2
𝑧2
)︀)︁−1/2

, |𝑧| < 𝑛−1√
𝑛
; (5)

функции 𝑔𝑛(𝑥) и 𝑓𝑇𝑛(𝑥) вычисляются по формулам (2) и (3) соответственно;

Δ𝑛 =
[︀
1/

√
𝑛 < 𝑡1 < (𝑛− 1)/

√
𝑛; 1/

√
𝑛 < 𝑡2 < (𝑛− 1)/

√
𝑛
]︀
. (6)

В случае 𝑛 = 2 имеет место равенство [17]

Λ2(𝑡1, 𝑡2) =

{︂
1, (𝑡1, 𝑡2) ∈ Δ2;
0, (𝑡1, 𝑡2) /∈ Δ2,

где Δ2 = [1/
√
2 < 𝑡1 < ∞; 1/

√
2 < 𝑡2 < ∞].

Предположим теперь, что верна альтернативная гипотеза 𝐻1. Обозначим

̃︀𝑇𝑛 =
1

𝑆
(𝑋𝑜𝑢𝑡 −𝑋).

Случайная величина ̃︀𝑇𝑛 является стьюдентизированным отклонением вы-
броса 𝑋𝑜𝑢𝑡 от среднего, найденным по выборке объема 𝑛.

Обозначим через 𝑓̃︀𝑇𝑛
( · )—плотность распределения вероятностей случай-

ной величины ̃︀𝑇𝑛. Закон распределения случайной величины ̃︀𝑇𝑛 был найден
в [18] для случая, когда верна гипотеза 𝐻1. В [19] доказано, что для вычис-
ления плотности 𝑓̃︀𝑇𝑛

( · ) может быть использована функция Эрмита, так что

𝑓̃︀𝑇𝑛
(𝑡;𝛼, 𝜈) = 𝛽𝑛(𝑡;𝛼, 𝜈) · 𝑓𝑇𝑛(𝑡). (7)
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Здесь 𝑓𝑇𝑛( · ) вычисляется согласно (3), а функция 𝛽𝑛( · ) выражается через
функцию Эрмита следующим образом:

𝛽𝑛(𝑡;𝛼, 𝜈) =
𝑐𝑛

𝑞
(𝑛−1)/2
𝑛 (𝑡)

𝐻−𝑛+1

(︁
− 𝑡𝜇√︀

2𝑞𝑛(𝑡)

)︁
, (8)

где

𝑐𝑛 =
2𝑛−1(𝑛− 1)𝑛−1

√
𝜋𝑛(𝑛−1)/2

𝜂(𝑛−2)/2𝑒−𝜇2/2Γ
(︁𝑛
2

)︁
,

𝜇 = 𝛼

√︃
𝑛− 1

1 + 𝜈(𝑛− 1)
, 𝜂 =

1 + 𝜈(𝑛− 1)

𝑛
, 𝑞𝑛(𝑡) = 𝜂

(𝑛− 1)2

𝑛
+ (1− 𝜂)𝑡2;

функция Эрмита с отрицательным целым 𝑘 имеет вид

𝐻𝑘(𝑧) =
1

Γ(−𝑘)

∫︁ ∞

0
𝑒−𝜉2−2𝑧𝜉𝜉−𝑘−1𝑑𝜉. (9)

Обозначим

𝐺𝑛,(1)(𝑡;𝛼, 𝜈) = 𝑃 (𝑇𝑛,(1) < 𝑡 | 𝐻1),

𝐺(1)
𝑛 (𝑡;𝛼, 𝜈) = 𝑃 (𝑇 (1)

𝑛 < 𝑡 | 𝐻1),

ϒ𝑛(𝑡1, 𝑡2;𝛼, 𝜈) = 𝑃 (𝑇𝑛,(1) < 𝑡1, 𝑇
(1)
𝑛 < 𝑡2 | 𝐻1).

В [20] доказано, что для 𝑛 > 2, ∀𝛼 ∈ R и 𝜈 > 0 справедливы следующие
утверждения:

𝐺(1)
𝑛 (𝑡;𝛼, 𝜈) = 𝐺𝑛,(1)(𝑡;−𝛼, 𝜈), (10)

𝐺𝑛,(1)(𝑡;𝛼, 𝜈) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 0 6 𝑡 6 1√

𝑛
;∫︁ (𝑛−1)/

√
𝑛

−𝑡

𝐹
(1)
𝑛−1 (𝜌𝑛(𝑡,−𝑥)) 𝑓̃︀𝑇𝑛

(𝑥;𝛼, 𝜈)𝑑𝑥, 1√
𝑛
< 𝑡 < 𝑛−1√

𝑛
;

1, 𝑡 > 𝑛−1√
𝑛
,

ϒ𝑛(𝑡1, 𝑡2;𝛼, 𝜈) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺
(1)
𝑛 (𝑡2;𝛼, 𝜈), 𝑡1 > 𝑛−1√

𝑛
;

𝐺𝑛,(1)(𝑡1;𝛼, 𝜈), 𝑡2 > 𝑛−1√
𝑛
;∫︁ 𝑡2

−𝑡1

Λ𝑛−1 (𝜌𝑛(𝑡1,−𝑥), 𝜌𝑛(𝑡2, 𝑥)) 𝑓̃︀𝑇𝑛
(𝑥;𝛼, 𝜈)𝑑𝑥, (𝑡1, 𝑡2) ∈ Δ𝑛;

0, (𝑡1, 𝑡2) /∈ Δ𝑛, 𝑡1 < 𝑛−1√
𝑛
, 𝑡2 < 𝑛−1√

𝑛
,

(11)

где функции распределения 𝐹
(1)
𝑛−1( · ), Λ

(1)
𝑛−1( · ) и 𝑓̃︀𝑇𝑛

( · ) определены согласно
формулам (1), (4) и (7) соответственно, функция 𝜌𝑛( · )— согласно формуле
(5), область Δ𝑛 определена согласно (6).

В случае 𝑛 = 2 для ∀𝛼 ∈ R и 𝜈 > 0 справедливы равенства

𝐺
(1)
2 (𝑡;𝛼, 𝜈) = 𝐺2,(1)(𝑡;𝛼, 𝜈) = 𝐹

(1)
2 (𝑡), ϒ2(𝑡1, 𝑡2;𝛼, 𝜈) = Λ2(𝑡1, 𝑡2).

Предположим теперь, что набор из 𝑛 наблюдений содержит выброс, ко-
торый отличается от остальных наблюдений только величиной дисперсии. В
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таком случае параметр сдвига 𝛼 = 0 и параметр масштаба 𝜈 > 0. Справедли-
ва следующая

Теорема 1. Пусть гипотеза 𝐻2 верна. Тогда для ∀𝜈 > 0 плотность рас-
пределения вероятностей случайной величины ̃︀𝑇𝑛 имеет вид

𝑓̃︀𝑇𝑛
(𝑡; 0, 𝜈) =

√
𝑛√︀

1 + 𝜈(𝑛− 1)
(︀
1 + 𝑛(1−𝜈)𝑡2

(𝑛−1)(1+𝜈(𝑛−1))

)︀(𝑛−1)/2
· 𝑓𝑇𝑛(𝑡), (12)

где функция 𝑓𝑇𝑛(𝑡) определена согласно (3).

До к а з ат е л ь ств о. Применим формулы (7) и (8) для случая 𝛼 = 0.
Тогда плотность 𝑓̃︀𝑇𝑛

( · ) примет вид

𝑓̃︀𝑇𝑛
(𝑡; 0, 𝜈) =

𝐾𝑛

𝑞
(𝑛−1)/2
𝑛 (𝑡)

· 𝑓𝑇𝑛(𝑡), (13)

где

𝐾𝑛 =
2𝑛−1Γ

(︀
𝑛
2

)︀
√
𝜋

·
(︁𝑛− 1√

𝑛

)︁𝑛−1
𝜂(𝑛−2)/2 ·𝐻−𝑛+1(0); (14)

𝑞𝑛(𝑡) = 𝜂
(𝑛− 1)2

𝑛
+ (1− 𝜂)𝑡2; 𝜂 =

1 + 𝜈(𝑛− 1)

𝑛
. (15)

Используя (9), легко проверить, что 𝐻−𝑛+1(0) =
Γ(𝑛−1

2 )
2Γ(𝑛−1) .

Теперь применим для гамма-функции Эйлера формулу двойного аргумен-
та [21, с. 53]. В результате получим

Γ(𝑛− 1) =
1√
𝜋
2𝑛−2Γ

(︁𝑛
2

)︁
Γ
(︁𝑛− 1

2

)︁
.

Поэтому 𝐻−𝑛+1(0) = 21−𝑛√𝜋/Γ
(︀
𝑛
2

)︀
. Тогда (14) примет вид

𝐾𝑛 =
(︁𝑛− 1√

𝑛

)︁𝑛−1
· 𝜂(𝑛−2)/2. (16)

С учетом (15) и (16) выражение (13) примет вид (12), что и требовалось
доказать. �

Обозначим

𝑆𝑛,(1)(𝑡; 𝜈) = 𝑃 (𝑇𝑛,(1) < 𝑡 | 𝐻2),

𝑆(1)
𝑛 (𝑡; 𝜈) = 𝑃 (𝑇 (1)

𝑛 < 𝑡 | 𝐻2),

Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈) = 𝑃 (𝑇𝑛,(1) < 𝑡1, 𝑇
(1)
𝑛 < 𝑡2 | 𝐻2).

Тогда справедливы следующие утверждения:

𝑆𝑛,(1)(𝑡; 𝜈) = 𝐺𝑛,(1)(𝑡; 0, 𝜈);𝑆
(1)
𝑛 (𝑡; 𝜈) = 𝐺(1)

𝑛 (𝑡; 0, 𝜈);
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Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈) = ϒ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 0, 𝜈); (17)
Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 1) = Λ𝑛(𝑡1, 𝑡2).

Из (10) вытекает, что 𝐺
(1)
𝑛 (𝑡; 0, 𝜈) = 𝐺𝑛,(1)(𝑡; 0, 𝜈). Поэтому ∀𝑡 ∈ R и 𝜈 > 0

имеем

𝑆𝑛,(1)(𝑡; 𝜈) = 𝑆(1)
𝑛 (𝑡; 𝜈), (18)

𝑆𝑛,(1)(𝑡; 1) = 𝑆(1)
𝑛 (𝑡; 1) = 𝐹 (1)

𝑛 (𝑡).

Следовательно, в условиях справедливости гипотезы 𝐻2 статистика 𝑇𝑛,(1)

имеет такой же закон распределения, что и статистика 𝑇
(1)
𝑛 .

В [11] из совместного однопараметрического распределения статистик
Граббса 𝑇𝑛,(1) и 𝑇

(1)
𝑛 , найденного для случая справедливости гипотезы 𝐻0,

построена однопараметрическая копула-функция и исследованы ее свойства.
В данной работе из совместного двупараметрического распределения 𝑇𝑛,(1)

и 𝑇
(1)
𝑛 , найденного для случая справедливости гипотезы 𝐻2, будет построена

двупараметрическая копула и исследованы ее свойства.

2. Построение двупараметрической копулы. Дадим определение ко-
пулы, следуя [6, p. 10, Definition 2.2.2].

Определение. Двумерная копула-функция является отображением
𝐶 : [0, 1]2 → [0, 1], которое обладает следующими свойствами:

𝐶(0, 𝑣) = 𝐶(𝑢, 0) = 0, ∀𝑢, 𝑣 ∈ [0, 1];

𝐶(𝑢, 1) = 𝑢, 𝐶(1, 𝑣) = 𝑣, ∀𝑢, 𝑣 ∈ [0, 1];

𝐶(𝑢1, 𝑣1) + 𝐶(𝑢2, 𝑣2)− 𝐶(𝑢1, 𝑣2)− 𝐶(𝑢2, 𝑣1) > 0, если 𝑢1 6 𝑢2, 𝑣1 6 𝑣2.

Связь совместных распределений случайных переменных и копул описы-
вает теорема Шкляра.

Пусть 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑋 < 𝑥, 𝑌 < 𝑦)— совместная функция распределения
случайных переменных 𝑋 и 𝑌 . Обозначим через 𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑋 < 𝑥) и 𝐺(𝑦) =
= 𝑃 (𝑌 < 𝑦)—маргинальные функции распределений случайных переменных
𝑋 и 𝑌 .

Согласно теореме Шкляра [6, p. 18, Theorem 2.3.3], существует такая ко-
пула 𝐶, что

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝐹 (𝑥), 𝐺(𝑦)).

Двупараметрическую копулу Граббса излечем из двумерного распределе-
ния Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈), применив следствие из теоремы Шкляра [6, p. 22, Corollary
2.3.7], [7].

Обозначим через 𝑠𝑛( · ) функцию, обратную функции частного распре-
деления 𝑆𝑛,(1). Тогда для ∀𝜉 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈ [1/

√
𝑛, (𝑛− 1)/

√
𝑛] справедливы

следующие утверждения:

𝑆𝑛,(1)(𝑠𝑛(𝜉; 𝜈); 𝜈) = 𝜉, 𝑠𝑛(𝑆𝑛,(1)(𝑡; 𝜈); 𝜈) = 𝑡.

С учетом (18) ∀𝜉 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈ [1/
√
𝑛, (𝑛− 1)/

√
𝑛] имеем

𝑆(1)
𝑛 (𝑠𝑛(𝜉; 𝜈); 𝜈) = 𝜉, 𝑠𝑛(𝑆

(1)
𝑛 (𝑡; 𝜈); 𝜈) = 𝑡.
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Тогда ∀(𝑢, 𝑣) из единичного квадрата существует единственная копула-функция

𝐶𝐺𝑟(𝑢, 𝑣;𝑛, 𝜈) : [0, 1]
2 → [0, 1],

такая что
𝐶𝐺𝑟(𝑢, 𝑣;𝑛, 𝜈) = Θ𝑛(𝑠𝑛(𝑢; 𝜈), 𝑠𝑛(𝑣; 𝜈); 𝜈), (19)

где функция Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2;𝛼, 𝜈) вычисляется согласно (11) и (17).
Замечание. В определении (19) предполагается, что 𝑛 > 3, т.к. в этом слу-

чае частные распределения 𝐺𝑛,(1) и 𝐺
(1)
𝑛 являются непрерывными и, следова-

тельно, копула-функция Граббса 𝐶𝐺𝑟 определена единственным образом [6,
p. 18].

Теорема 2. Двупараметрическая копула Граббса является симметричной,
т.е. ∀(𝑢, 𝑣) ∈ [0, 1]2 имеет место равенство

𝐶𝐺𝑟(𝑢, 𝑣;𝑛, 𝜈) = 𝐶𝐺𝑟(𝑣, 𝑢;𝑛, 𝜈), (20)

где функция 𝐶𝐺𝑟( · ) определена согласно (19).

До к а з ат е л ь ств о. Действительно, с учетом (11) и (17) ∀(𝑡1, 𝑡1) ∈ Δ𝑛

можно записать

Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈) =

∫︁ 𝑡2

−𝑡1

Λ𝑛−1 (𝜌𝑛(𝑡1,−𝑥), 𝜌𝑛(𝑡2, 𝑥)) 𝑓̃︀𝑇𝑛
(𝑥; 0, 𝜈)𝑑𝑥, (21)

где функция 𝑓̃︀𝑇𝑛
(𝑥; 0, 𝜈) определена согласно (12).

Замена переменной 𝑧 = −𝑥 приводит интеграл в (21) к виду

Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈) =

∫︁ 𝑡1

−𝑡2

Λ𝑛−1 (𝜌𝑛(𝑡1, 𝑧), 𝜌𝑛(𝑡2,−𝑧)) 𝑓̃︀𝑇𝑛
(−𝑧; 0, 𝜈)𝑑𝑧.

В [17] доказано, что для ∀(𝑥, 𝑦) ∈ Δ𝑛 справедливо равенство

Λ𝑛(𝑥, 𝑦) = Λ𝑛(𝑦, 𝑥).

Кроме того, с учетом (12) ∀|𝑧| < 𝑛−1√
𝑛

можно записать

𝑓̃︀𝑇𝑛
(−𝑧; 0, 𝜈) = 𝑓̃︀𝑇𝑛

(𝑧; 0, 𝜈).

Поэтому

Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈) =

∫︁ 𝑡1

−𝑡2

Λ𝑛−1 (𝜌𝑛(𝑡2,−𝑧), 𝜌𝑛(𝑡1, 𝑧)) 𝑓̃︀𝑇𝑛
(𝑧; 0, 𝜈)𝑑𝑧.

Откуда с учетом равенства (21) получим

Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈) = Θ𝑛(𝑡2, 𝑡1; 𝜈). (22)

Теперь заметим, что с учетом (19) ∀(𝑡1, 𝑡1) ∈ Δ𝑛 можно записать

Θ𝑛(𝑡1, 𝑡2; 𝜈) = 𝐶𝐺𝑟(𝑢, 𝑣;𝑛, 𝜈),
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где 𝑢 = 𝑆𝑛,(1)(𝑡1) и 𝑣 = 𝑆
(1)
𝑛 (𝑡2).

Тогда равенство (22) примет вид (20), что и требовалось доказать. �

Из симметричности копулы Граббса вытекает, что односторонние стати-
стики Граббса 𝑇𝑛,(1) и 𝑇

(1)
𝑛 обладают свойством обмениваемости. Свойство

обмениваемости для случайных величин 𝑇𝑛,(1) и 𝑇
(1)
𝑛 означает, что случай-

ный вектор (𝑇𝑛,(1);𝑇
(1)
𝑛 ) имеет такое же распределение, что и случайный век-

тор (𝑇
(1)
𝑛 ;𝑇𝑛,(1)) (см., например, [22, p. 2137]). Случайные величины, обла-

дающие свойством обмениваемости, играют важную роль в таких областях
статистики, как предельные законы, теория экстремальных значений, байе-
совские статистики и стохастические процессы [22, pp. 2136–2140].

На рис. 1–3 изображены скаттерплоты из копулы Граббса, построенные
для ряда значений параметров 𝑛 и 𝜈. Скаттерплот представляет собой график
смоделированных наблюдений из копулы Граббса. Точками скаттерплота яв-
ляются наблюдаемые значения случайного вектора 𝑈 , 𝑉 , компоненты которо-
го получены посредством равнометризации из разыгранных методом Монте—
Карло значений статистик Граббса. Число разыгранных значений составило

Рис. 1. Скаттерплоты из копулы Граббса в случае 𝑛 = 4 и различных значений параметра 𝜈

[Figure 1. Scatterplots from Grubbs’ copula in the case 𝑛 = 4 and different values
of the parameter 𝜈]
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Рис. 2. Скаттерплоты из копулы Граббса в случае 𝑛 = 7 и различных значений параметра 𝜈

[Figure 2. Scatterplots from Grubbs’ copula in the case 𝑛 = 7 and different values
of the parameter 𝜈]

2 000. Статистическое моделирование было реализовано в программной среде
R [23]. R-код для построения скаттерплотов представлен в листинге 1.

Listing 1. Source code for building scatterplots
1 #Set Parameters o f Grubbs ’ Copula
2 n = 4
3 Nu = 100
4 # Set Number o f S imulat ions
5 ROZ = 2000
6 # Descr ibe Arrays f o r Storage o f Grubbs S t a t i s t i c ’ s Observat ions
7 Tn = as . array ( 1 :ROZ)
8 Tv = as . array ( 1 :ROZ)
9 # Monte Carlo S imulat ions

10 i = 1
11 f o r ( i in 1 :ROZ) {
12 # Simulat ion o f Independent Normal D i s t r ibut ed Random Var iab l e s
13 X = rnorm (n , mean = 0 , sd = 1)
14 # Simulat ion o f Out l i e r
15 X[ n ] = rnorm (1 , mean = 0 , sd = sq r t (Nu) )
16 maxX = max(X)
17 minX = min(X)
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18 meanX = mean(X)
19 sdX = sd (X)
20 # Calcu la t i on o f Values o f One−Sided Grubbs ’ S t a t i s t i c s
21 Tn[ i ] = (meanX − minX) /sdX
22 Tv [ i ] = (maxX − meanX) /sdX
23 i = i + 1 }
24 # Archivat ion o f Grubbs ’ S t a t i s t i c s Observat ions
25 F1 = ecd f (Tn)
26 U = ROZ/ (ROZ + 1) ∗ F1(Tn)
27 F2 = ecd f (Tv)
28 V = ROZ/ (ROZ + 1) ∗ F2(Tv)
29 # Output o f S c a t t e r p l o t from Grubbs ’ Copula
30 p lo t (U, V, type="p" )

Рис. 3. Скаттерплоты из копулы Граббса в случае𝑛 = 15иразличных значений параметра 𝜈

[Figure 3. Scatterplots from Grubbs’ copula in the case 𝑛 = 15 and different values
of the parameter 𝜈]

Из рис. 1–3 видно, что копула Граббса описывает отрицательную стати-
стическую зависимость между случайными величинами. Можно также пред-
положить, что параметры копулы 𝑛 и 𝜈 оказывают разнонаправленное влия-
ние на силу зависимости между маргиналами, связанными копулой Граббса.
Если параметр 𝜈 не меняется, то с ростом параметра 𝑛 наблюдается усиление
разбросанности смоделированных точек. Такое поведение точек скаттерплота
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может указывать на уменьшение тесноты зависимости между маргиналами,
связанными копулой Граббса. С другой стороны, рост параметра 𝜈 при неиз-
менном 𝑛 сопровождается уменьшением разбросанности точек, что может
отражать увеличение тесноты зависимости между маргиналами.

Для исследования влияния параметров копулы на силу взаимосвязи слу-
чайных переменных, заключенных в копулу Граббса, будем использовать ко-
эффициент ранговой корреляции Кендалла (𝜏 -Кендалла).

3. Исследование коэффициента 𝜏 -Кендалла копулы Граббса. Да-
дим определение коэффициента ранговой корреляции 𝜏 -Кендалла, следуя [6,
p. 158]. Пусть (𝑋1, 𝑌1) и (𝑋2, 𝑌2) представляют собой независимые и оди-
наково распределенные случайные векторы, каждый с совместной функцией
распределения 𝑄. Тогда коэффициент 𝜏 -Кендалла определяется как разность
между вероятностью согласованности и вероятностью рассогласованности:

𝜏 = 𝜏(𝑋,𝑌 ) = 𝑃 [(𝑋1 −𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > 0]− 𝑃 [(𝑋1 −𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) < 0].

Отметим следующие важные свойства коэффициента 𝜏 -Кендалла, необходи-
мые в дальнейшем [6, p. 158].

1. Коэффициент 𝜏 -Кендалла симметричен, т.е. 𝜏(𝑋,𝑌 ) = 𝜏(𝑌,𝑋).
2. −1 6 𝜏(𝑋,𝑌 ) 6 1.
3. Для двумерной случайной величины (𝑋,𝑌 ), совместное распределение

которой описывается копулой 𝐶, коэффициент 𝜏 -Кендалла равен

𝜏(𝑋,𝑌 ) = 4

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
𝐶(𝑢, 𝑣)

𝜕2𝐶(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢𝜕𝑣
𝑑𝑢𝑑𝑣 − 1. (23)

Несмещенная непараметрическая оценка для коэффициента 𝜏 -Кендалла,
построенная по наблюдениям (𝑋𝑖, 𝑌𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑇 , имеет вид (см., напри-
мер, [24])

𝜏𝑇 =
2

𝑇 (𝑇 − 1)

∑︁
16𝑖<𝑗6𝑇

sign(𝑋𝑖 −𝑋𝑗) sign(𝑌𝑖 − 𝑌𝑗). (24)

В работе [25] доказана асимптотическая нормальность оценки 𝜏𝑇 .
Применим (23) для двумерной случайной величины (𝑇𝑛,(1), 𝑇

(1)
𝑛 ), совмест-

ное распределение которой описывается двупараметрической копулой 𝐶𝐺𝑟.
Коэффициент 𝜏 -Кендалла копулы Граббса будет зависеть от двух парамет-
ров: натурального 𝑛 и действительного 𝜈 > 0. С учетом формулы (23) можно
записать

𝜏𝐺𝑟(𝑛, 𝜈) = 4

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
𝐶𝐺𝑟(𝑢, 𝑣;𝑛, 𝜈)

𝜕2𝐶𝐺𝑟(𝑢, 𝑣;𝑛, 𝜈)

𝜕𝑢𝜕𝑣
𝑑𝑢𝑑𝑣 − 1, (25)

где 𝐶𝐺𝑟( · ) определяется согласно (19).
Сделаем замену 𝑢 = 𝑆

(1)
𝑛 (𝑥; 𝜈) и 𝑣 = 𝑆

(1)
𝑛 (𝑦; 𝜈) под знаком двойного инте-

грала в (25). В результате получим

𝜏𝐺𝑟(𝑛, 𝜈) = 4

∫︁ (𝑛−1)/
√
𝑛

1/
√
𝑛

∫︁ (𝑛−1)/
√
𝑛

1/
√
𝑛

Θ𝑛(𝑥, 𝑦; 𝜈)
𝜕2Θ𝑛(𝑥, 𝑦; 𝜈)

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 − 1, (26)
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где Θ𝑛( · ) определяется согласно (21).
Из (26) следует, что нахождение величины 𝜏 -Кендалла для копулы 𝐶𝐺𝑟

требует вычисления двойного интеграла от функции, заданной рекурсивно
(см. формулы (21) и (4)). Это представляет собой сложную задачу. Поэтому
в данной работе для исследования зависимости коэффициента 𝜏 -Кендалла
копулы Граббса от ее параметров был применен метод статистических испы-
таний (метод Монте—Карло).

Опишем процедуру оценивания коэффициента 𝜏 -Кендалла копулы Граб-
бса. Будем 𝑇 раз разыгрывать значения статистик 𝑇𝑛,(1) и 𝑇

(1)
𝑛 в услови-

ях справедливости гипотезы 𝐻2 и каждый раз вычислять по результатам
розыгрыша оценку коэффициента 𝜏 -Кендалла согласно (24). Будем повто-
рять такие розыгрыши из 𝑇 значений статистик Граббса 𝐿 раз. В результате
получим выборку из 𝐿 наблюдаемых значений оценки 𝜏𝑇 : 𝜏𝑇 ;1, 𝜏𝑇 ;2, . . ., 𝜏𝑇 ;𝐿.
В качестве точечной оценки коэффициента 𝜏 -Кендалла будем использовать
оценку 𝜏*, полученную как среднее арифметическое оценок 𝜏𝑇 ;1, 𝜏𝑇 ;2, . . ., 𝜏𝑇 ;𝐿,
т. е.

𝜏* =
1

𝐿

𝐿∑︁
𝑖=1

𝜏𝑇 ;𝑖. (27)

Заметим, что оценка 𝜏𝑇 является несмещенной оценкой коэффициента 𝜏 -
Кендалла. Легко проверить, что оценка 𝜏* также будет несмещенной.

Используя точечную оценку 𝜏*, можно построить доверительный интер-
вал для коэффициента 𝜏 -Кендалла копулы Граббса. Для этого заметим, что
оценка 𝜏𝑇 является асимптотически нормальной. Поэтому при больших объ-
емах выборки 𝑇 для построения интервальной оценки для 𝜏𝐺𝑟 можно исполь-
зовать статистику

𝑡 =
(𝜏* − 𝜏𝐺𝑟(𝑛, 𝜈))

√
𝐿

𝑆𝜏𝑇

,

где

𝑆𝜏𝑇 =
√︁

𝑆2
𝜏𝑇
, 𝑆2

𝜏𝑇
=

1

𝐿− 1

𝐿∑︁
𝑖=1

(𝜏𝑇 ;𝑖 − 𝜏*)2;

оценка 𝜏* вычисляется по формуле (27).
Согласно следствию из теоремы Фишера, статистика 𝑡 будет распределена

по закону Стьюдента с 𝐿−1 степенями свободы [26, с. 221]. Тогда неравенство

𝜏* −Δ < 𝜏𝐺𝑟(𝑛, 𝜈) < 𝜏* +Δ

будет выполняться с вероятностью 𝛾. Здесь Δ = 𝑡(1+𝛾)/2𝑆𝜏𝑇 /
√
𝐿; 𝑡(1+𝛾)/2 —

квантиль уровня (1 + 𝛾)/2 𝑡-распределения с 𝐿− 1 степенями свободы.
Точность Δ интервальной оценки задает максимальное отклонение оцен-

ки 𝜏* от коэффициента 𝜏𝐺𝑟(𝑛, 𝜈), которое можно гарантировать с вероятно-
стью 𝛾.

Для оценивания коэффициента 𝜏 -Кендалла копулы Граббса использовал-
ся 𝑅-код, представленный в листинге 2.
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Listing 2. Source code for estimating Kendall’s tau coefficient
1 #Set The Value o f Copulas Parameter n
2 n = 15
3 #Set The Number o f Rep l i c s
4 L = 400
5 #Set The Number o f Monte Carlo S imulat ions f o r One−Sided Grubbs ’

S t a t i s t i c s
6 ROZ = 1000
7 #Set The Number o f P lo t s Points
8 COUNT_ = 150
9 Tn = as . array ( 1 :ROZ)

10 Tv = as . array ( 1 :ROZ)
11 data = matrix ( c ( 1 : 5 ) , COUNT_, 5)
12 rho_Kendal = as . array ( 1 :L)
13 #Set The I n i t i a l Value o f Copulas Parameter Nu
14 Nu = 0.2
15 Shag = 0 .2
16 j = 1
17 f o r ( j in 1 :COUNT_){
18 l = 1
19 f o r ( l in 1 :L) {
20 i = 1
21 f o r ( i in 1 :ROZ) {
22 X = rnorm (n , mean = 0 , sd = 1)
23 X[ n ] = rnorm (1 , mean = 0 , sd = sq r t (Nu) )
24 maxX = max(X)
25 minX = min(X)
26 meanX = mean(X)
27 sdX = sd (X)
28 Tn[ i ] = (meanX−minX) /sdX
29 Tv [ i ] = (maxX − meanX) /sdX
30 i=i+1 }
31 rho_Kendal [ l ] = cor (Tn, Tv , method="kendal " )
32 l=l+1 }
33 Average_TAU = mean( rho_Kendal )
34 SD_TAU = sd ( rho_Kendal )
35 data [ j , 1 ] = n
36 data [ j , 2 ] = 0
37 data [ j , 3 ] = Nu
38 data [ j , 4 ] = Average_TAU
39 data [ j , 5 ] = SD_TAU
40 j=j+1
41 Nu=Nu+Shag }
42 wr i t e . t ab l e ( data , r e zu l t , row . names=FALSE, c o l . names=FALSE)

Статистическое моделирование оценки 𝜏* было проведено для значений
параметров из диапазона 0.1 6 𝜈 6 500 и 4 6 𝑛 6 50. На рис. 4 и 5 при-
ведены результаты оценивания коэффициента 𝜏 -Кендалла копулы Граббса
для ряда значений параметров 𝑛 и 𝜈 из указанного диапазона. Графики за-
висимости оценки 𝜏* построены для числа розыгрышей 𝑇 = 1000 и числа
повторений 𝐿 = 400.

На рис. 6 и 7 приведены графики зависимости точности Δ интервальной
оценки коэффициента 𝜏𝐺𝑟(𝑛, 𝜈) от параметров 𝑛 и 𝜈 для случая, когда до-
верительная вероятность 𝛾 = 0.95. Видно, что для исследуемого диапазона
значений параметров 𝑛 и 𝜈 заведомо выполняется неравенство

|𝜏* − 𝜏𝐺𝑟(𝑛, 𝜈)| 6 0.0025. (28)
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Рис. 4. Графики зависимости 𝜏*(𝜈) для
ряда значений параметра 𝑛

[Figure 4. Plots of Kendall’s tau coefficient
estimate depending on the parameter 𝜈

for different values of the parameter 𝑛]

Рис. 5. Графики зависимости 𝜏*(𝑛) для
ряда значений параметра 𝜈

[Figure 5. Plots of Kendall’s tau coefficient
estimate depending on the parameter 𝑛 for

different values of the parameter 𝜈]

Рис. 6. Графики зависимости точности
интервальной оценки Δ(𝜈) для ряда зна-
чений параметра 𝑛 (доверительная веро-

ятность 0.95)
[Figure 6. Plots of confidentional interval
accuracy Δ depending on the parameter
𝜈 for different values of the parameter 𝑛

(confidence probability is 0.95)]

Следовательно, выбор числа розыгрышей 𝑇 = 1000 и числа повторений
𝐿 = 400 гарантировал, что (28) выполняется с вероятностью, не меньшей 0.95.

Результаты статистического моделирования показали, что величина коэф-
фициента 𝜏 -Кендалла для копулы Граббса является отрицательной, что отра-
жает существование отрицательной взаимосвязи между статистиками 𝑇𝑛,(1)

и 𝑇
(1)
𝑛 . Для исследованного диапазона значений параметров 0.1 6 𝜈 6 500
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Рис. 7. График зависимости точности
интервальной оценки Δ(𝑛) для ряда зна-
чений параметра 𝜈 (доверительная веро-

ятность 0.95)
[Figure 7. Plots of confidentional interval
accuracy Δ depending on the parameter
𝑛 for different values of the parameter 𝜈

(confidence probability is 0.95)]

и 4 6 𝑛 6 50 зависимость коэффициента 𝜏𝐺𝑟 от параметра 𝜈 при фиксиро-
ванной величине параметра 𝑛 не является монотонной. Рис. 4 демонстрирует
это свойство коэффициента 𝜏 -Кендалла копулы Граббса для случаев 𝑛 = 4,
10 и 15. При увеличении параметра 𝜈 до значений, близких к 1, величина 𝜏𝐺𝑟

уменьшается (по абсолютной величине), что отражает усиление силы взаи-
мосвязи между маргиналами, заключенными в копулу Граббса. Дальнейший
рост параметра 𝜈 приводит к росту коэффициента 𝜏𝐺𝑟 (по абсолютной ве-
личине), что отражает уменьшение силы отрицательной взаимозависимости
между маргиналами.

Из рис. 5 видно, как влияет параметр 𝑛 на коэффициент 𝜏 -Кендалла при
фиксированных величинах параметра 𝜈. Рост 𝑛 приводит к уменьшению (по
абсолютной величине) коэффициента 𝜏𝐺𝑟, что отражает уменьшение силы
отрицательной взаимозависимости между маргиналами, заключенными в ко-
пулу Граббса.

Таким образом, параметры копулы 𝑛 и 𝜈 оказывают разнонаправленное
влияние на величину коэффициента 𝜏 -Кендалла копулы Граббса.

4. Заключение. Рассмотрен случай, когда в нормальной выборке объ-
ема 𝑛 одно наблюдение (неизвестно какое по номеру) является выбросом.
Предполагалось, что дисперсия выброса в 𝜈 раз отличается от дисперсии
остальных наблюдений. Исследовано двумерное распределение односторон-
них статистик Граббса, т. е. экстремальных стьдентизированных отклонений
наблюдений от выборочного среднего, найденных по нормальной выборке
с выбросом.

Из совместного распределения односторонних статистик Граббса постро-
ена двупараметрическая копула Граббса. Доказано, что двупараметрическая
копула Граббса является симметричной, а односторонние статистики Грабб-
са, совместное распределение которых описывается симметричной копулой
Граббса, обладают свойством обмениваемости. Визуальный анализ скаттер-
плотов из копулы Граббса был проведен с помощью компьютерного модели-
рования, реализованного на языке R. Взаимное расположение точек скаттер-
плотов указывало на наличие отрицательных взаимосвязей между маргина-
лами, заключенными в копулу Граббса. Для измерения силы взаимосвязей
между маргиналами копулы был использован коэффициент ранговой корре-
ляции 𝜏 -Кендалла. Оценивание коэффициента 𝜏 -Кендалла было выполнено
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на языке R с помощью компьютерного моделирования. Найдено, что пара-
метры копулы Граббса 𝑛 и 𝜈 оказывают разнонаправленное влияние на ко-
эффициент ранговой корреляции. Так, рост параметра 𝑛 приводил к умень-
шению (по абсолютной величине)коэффициента 𝜏 -Кендалла, в то время как
рост параметра 𝜈 до значений, значительно больших 1, приводил к росту (по
абсолютной величине) коэффициента 𝜏 -Кендалла.

На наш взгляд, добавление к множеству традиционных копул новой сим-
метричной копулы может обеспечить большие возможности для описания
вероятностных структур реально существующих распределений.
Конкурирующие интересы. Мы заявляем, что у нас нет конфликта интересов в
отношении авторства и публикации этой статьи.
Авторский вклад и ответственность. Мы несем полную ответственность за
предоставление окончательной рукописи в печать. Каждый из нас одобрил окон-
чательную версию рукописи.
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Abstract

We investigate one-sided Grubbs’ statistics for a normal sample. Those
statistics are standardized maximum and standardized minimum, i.e. stu-
dentized extreme deviation statistics. The two-parameter distribution of
these statistics is considered, which arises when the one abnormal observa-
tion (outlier) differs from the other observations of its variance. We derive
the formula for calculating the probability density function of studentized
outlier deviation from sample average. A new two-parameter copula is ex-
tracted from the joint distribution of Grubbs’ statistics. The Grubbs’ copula
is proved to be symmetric. As a result, one-sided Grubbs’ statistics have
the property of exchangeability. Computer simulation of scatterplots from
Grubbs’ copula is being performed. The scatterplot analysis shows that
the Grubbs’ copula describes the negative statistical dependence. To study
the effect of the copula’s parameters on the strength of this dependence,
the estimation of the Kendall’s tau rank correlation coefficient is performed.
The estimation algorithm uses computer simulation and it is realized in the
R-package. We find that the copula’s parameters 𝑛 and 𝜈 > 0 have a mul-
tidirectional influence on the Kendall’s tau coefficient. If we do not change
the parameter 𝜈 then the growth of the parameter 𝑛 leads to a decrease (in
absolute value) of the Kendall’s tau coefficient, which reflects a decrease in
the relationship’s strength between the marginals in Grubbs’ copula. If we
do not change the parameter 𝑛, then growth of the parameter 𝜈 to 1 leads to
a decrease in the Kendall’s tau coefficient (in absolute value), which reflects
a decrease in the strength of the relationship. Further growth of the parame-
ter 𝜈 leads to an increase in the Kendall’s tau coefficient (in absolute value),
which reflects increased negative interdependence between the marginals.

Keywords: joint distribution function of maximum and standardized mini-
mum, outlier, normal distribution, symmetric copula, exchangeability, Ken-
dall’s tau coefficient, Monte Carlo method, R-code.
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