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Дифференциальные уравнения
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УРАВНЕНИЙ ТИПА БИАНКИ
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Рассматривается комбинированная трёхмерная нелокальная краевая задача с
интегро-многоточечными краевыми условиями для нагруженного вольтерро-ги-
перболического интегро-дифференциального уравнения типа Бианки. При этом
принципиально важным моментом является то, что рассматриваемое урав-
нение обладает разрывными коэффициентами, которые удовлетворяют только
некоторым условиям типа P -интегрируемости и ограниченности, и поэтому
рассмотренный гиперболический дифференциальный оператор не имеет тради-
ционного сопряжённого оператора. В частности, например, функция Римана
задачи Гурса для такого уравнения не может быть построена классическим
методом характеристик.

Ключевые слова: трёхмерная нелокальная краевая задача, нагруженные инте-
гро-дифференциальные уравнения, гиперболическое уравнение, уравнения с раз-
рывными коэффициентами.

Постановка задачи. Рассмотрим нагруженное вольтерро-гиперболическое
интегро-дифференциальное уравнение типа Бианки

(V1,1,1u)(x) ≡ D1D2D3u(x) + (V 1,1,1u)(x) = Z1,1,1(x), (1)

где x = (x1, x2, x3) ∈ G = G1×G2×G3, Gξ = (0, hξ), ξ = 1, 2, 3, а нагруженный

интегро-дифференциальный оператор V 1,1,1 имеет следующий вид:

(

V 1,1,1u
)

(x) ≡
∑

i1+i2+i3<3,
iξ∈{0,1},
ξ=1,2,3

ai1,i2,i3(x)D
i1
1 D

i2
2 D

i3
3 u(x)+

+

n
∑

i=1

[ 3
∑

ξ=1

∫

Gξ

Ki
ξ(x; τξ)Dξ

(

u(x)
∣

∣

x=x(i)

x
(i)
ξ

=τξ

)

dτξ

]

+

+
∑

l<m

∫ xl

0

∫ xm

0
Bl,m (x; τl, τm)DlDm

(

u(x)
∣

∣ xl=τl
xm=τm

)

dτldτm

Ильгар Гурбат оглы Мамедов (к.ф.-м.н., доц.), ведущий научный сотрудник.
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Трëхмерная интегро-многоточечная краевая задача. . .

при следующих нелокальных условиях

V0,0,0u ≡ u(0, 0, 0) + V 0,0,0u = Z0,0,0;
(V1,0,0u)(x1) ≡ D1u(x1, 0, 0) + (V 1,0,0u)(x1) = Z1,0,0(x1);
(V0,1,0u)(x2) ≡ D2u(0, x2, 0) + (V 0,1,0u)(x2) = Z0,1,0(x2);
(V0,0,1u)(x3) ≡ D3u(0, 0, x3) + (V 0,0,1u)(x3) = Z0,0,1(x3);
(V1,1,0u)(x1, x2) ≡ D1D2u(x1, x2, 0) + (V 1,1,0u)(x1, x2) = Z1,1,0(x1, x2);
(V0,1,1u)(x2, x3) ≡ D2D3u(0, x2, x3) + (V 0,1,1u)(x2, x3) = Z0,1,1(x2, x3);
(V1,0,1u)(x1, x3) ≡ D1D3u(x1,0, x3) + (V 1,0,1u)(x1, x3) = Z1,0,1(x1, x3);

(2)

где Dξ = ∂/∂xξ — оператор обобщённого дифференцирования в смысле

С.Л. Соболева; V i1,i2,i3u ≡ Ni1,i2,i3u + Li1,i2,i3u; Ni1,i2,i3 , Li1,i2,i3 — линейные
ограниченные интегральные и многоточечные операторы соответственно, оп-
ределяемые следующим образом

(

iξ ∈ {0, 1}, ξ = 1, 2, 3,
∑3

ξ=1 iξ < 3
)

:

N0,0,0 ≡
3

∑

ξ=1

∫

Gξ

K
(ξ)
0,0,0 (τξ)Dξu(x)

∣

∣

∣
xξ=τξ
xη=0
η 6=ξ

dτξ;

(N1,0,0u)(x1) ≡

∫∫

G2×G3

K1,0,0 (x1, τ2, τ3)D1D2D3u (x1, τ2, τ3) dτ2dτ3;

(N0,1,0u) (x2) ≡

∫∫

G1×G3

K0,1,0 (τ1, x2, τ3)D1D2D3u (τ1, x2, τ3) dτ1dτ3;

(N0,0,1u) (x3) ≡

∫∫

G1×G2

K0,0,1 (τ1, τ2, x3)D1D2D3u (τ1, τ2, x3) dτ1dτ2;

(N1,1,0u) (x1, x2) ≡

∫

G3

K1,1,0 (x1, x2, τ3)D1D2D3u (x1, x2, τ3) dτ3;

(N0,1,1u) (x2, x3) ≡

∫

G1

K0,1,1 (τ1, x2, x3)D1D2D3u (τ1, x2, x3) dτ1;

(N1,0,1u) (x1, x3) ≡

∫

G2

K1,0,1 (x1, τ2, x3)D1D2D3u (x1, τ2, x3) dτ2;

L0,0,0u ≡
n
∑

i=1

σiu(x
(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3 );

(L1,0,0u)(x1) ≡

n
∑

i=1

[ 2
∑

j=1

ρ
(j)
i (x1)D

j−1
1 u(x1, x

(i)
2 , x

(i)
3 )

]

;

(L0,1,0u)(x2) ≡

n
∑

i=1

[ 2
∑

j=1

λ
(j)
i (x2)D

j−1
2 u(x

(i)
1 , x2, x

(i)
3 )

]

;

(L0,0,1u)(x3) ≡

n
∑

i=1

[ 2
∑

j=1

µ
(j)
i (x3)D

j−1
3 u(x

(i)
1 , x

(i)
2 , x3)

]

;
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(L1,1,0u)(x1, x2) ≡

n
∑

i=1

[ 2
∑

j=1

η
(j)
i (x1, x2)D

j−1
1 Dj−1

2 u(x1, x2, x
(i)
3 )

]

;

(L0,1,1u)(x2, x3) ≡
n
∑

i=1

[ 2
∑

j=1

ν
(j)
i (x2, x3)D

j−1
2 Dj−1

3 u(x
(i)
1 , x2, x3)

]

;

(L1,0,1u)(x1, x3) ≡
n
∑

i=1

[ 2
∑

j=1

γ
(j)
i (x1, x3)D

j−1
1 Dj−1

3 u(x1, x
(i)
2 , x3)

]

.

Выше коэффициенты уравнения считаются заданными измеримыми функ-
циями на G, удовлетворяющими лишь следующим условиям:

a0,0,0(x) ∈ Lp(G); a1,0,0(x) ∈ Lx1,x2,x3
∞,p,p (G); a0,1,0(x) ∈ Lx1,x2,x3

p,∞,p (G);
a0,0,1(x) ∈ Lx1,x2,x3

p,p,∞ (G); a1,1,0(x) ∈ Lx1,x2,x3
∞,∞,p (G); a0,1,1(x) ∈ Lx1,x2,x3

p,∞,∞ (G);
a1,0,1(x) ∈ Lx1,x2,x3

∞,p,∞ (G).

Кроме этого, предполагается, что

Ki
ξ (x; τξ) ∈ L

x,τξ
p,q (G×Gξ) , ξ = 1, 2, 3;

Bl,m (x; τl, τm) ∈ Lx,τl,τm
p,q,q (G×Gl ×Gm) , l < m;

K
(ξ)
0,0,0 (τξ) ∈ Lq (Gξ) , ξ = 1, 2, 3; K1,0,0 (x1, τ2, τ3) ∈ L

x1,τ2,τ3
p,q,q (G);

K0,1,0 (τ1, x2, τ3) ∈ Lτ1,x2,τ3
q,p,q (G); K0,0,1 (τ1, τ2, x3) ∈ L

τ1,τ2,x3
q,q,p (G);

K1,1,0 (x1, x2, τ3) ∈ L
x1,x2,τ3
p,p,q (G); K0,1,1 (τ1, x2, x3) ∈ Lτ1,x2,x3

q,p,p (G);
K1,0,1 (x1, τ2, x3) ∈ L

x1,τ2,x3
p,q,p (G); pq = p+ q, τ = (τ1, τ2, τ3) ∈ G;

σi ∈ R; ρ
(j)
i (x1) ∈ L∞(G1); λ

(j)
i (x2) ∈ L∞(G2);

µ
(j)
i (x3) ∈ L∞(G3); η

(j)
i (x1, x2) ∈ L∞(G1 ×G2),

ν
(j)
i (x2, x3) ∈ L∞(G2 ×G3), γ

(j)
i (x1, x3) ∈ L∞(G1 ×G3);

Zi1,i2,i3 — заданные измеримые функции; x(i) = (x
(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3 )— фиксирован-

ные точки из G, где i = 1, 2, . . . , n.
При вышеналоженных условиях решение u(x) задачи (1), (2) естественно

искать в пространстве С.Л. Соболева:

W (1,1,1)
p (G) ≡

{

u(x) : Di1
1 D

i2
2 D

i3
3 u(x) ∈ Lp(G), iξ ∈ {0, 1}; ξ = 1, 2, 3

}

,

где 1 6 p 6 ∞. Норму в пространстве W
(1,1,1)
p (G) будем определять равен-

ством

‖u‖
W

(1,1,1)
p (G)

=

1
∑

i1=0

1
∑

i2=0

1
∑

i3=0

‖Di1
1 D

i2
2 D

i3
3 u(x)‖Lp(G).

Уравнение (1) является трёхмерным уравнением Бианки с интегральным
возмущением. Различные аспекты краевых задач для уравнений Бианки ис-
следованы в работах [1–6 и др].
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Трëхмерная интегро-многоточечная краевая задача. . .

Известно [3, 4, 6], что если Ki
ξ(x; τξ) = Bl,m (x; τl, τm) ≡ 0, то функция

Римана v = R (x1, x2, x3, β1, β2, β3) задачи Гурса для уравнения

(V1,1,1u)(x) = D1D2D3u(x) +

1
∑

i1=0

1
∑

i2=0

1
∑

i3=0
i1+i2+i3<3

ai1,i2,i3(x)D
i1
1 D

i2
2 D

i3
3 u(x) = 0 (3)

определяется как решение следующего интегрального уравнения:

v(x)−

∫ x3

β3

a1,1,0 (x1, x2, τ3) v (x1, x2, τ3) dτ3−

−

∫ x1

β1

a0,1,1 (τ1, x2, x3) v (τ1, x2, x3) dτ1−

−

∫ x2

β2

a1,0,1 (x1, τ2, x3) v (x1, τ2, x3) dτ2+

+

∫ x2

β2

∫ x3

β3

a1,0,0 (x1, τ2, τ3) v (x1, τ2, τ3) dτ2dτ3+

+

∫ x1

β1

∫ x3

β3

a0,1,0 (τ1, x2, τ3) v (τ1, x2, τ3) dτ1dτ3+

+

∫ x1

β1

∫ x2

β2

a0,0,1 (τ1, τ2, x3) v (τ1, τ2, x3) dτ1dτ2−

−

∫ x1

β1

∫ x2

β2

∫ x3

β3

a0,0,0 (τ) v (τ) dτ = 1. (4)

Из (4), в частности, следует, что если ai1,i2,i3(x) ≡ 0, i1 + i2 + i3 < 3, iξ ∈
{0, 1}, ξ = 1, 2, 3, то функция Римана R (x1, x2, x3, β1, β2, β3) ≡ 1. Нетрудно
видеть, что при условиях ai1,i2,i3(x) ∈ Ci1+i2+i3(G) запись (4) легче всего
получить, отправляясь от сопряжённого с (3) уравнения:

(

V ∗
1,1,1v

)

(x) ≡ D1D2D3v(x)+

+
1

∑

i1=0

1
∑

i2=0

1
∑

i3=0
i1+i2+i3<3

(−1)(i1+i2+i3)+1Di1
1 D

i2
2 D

i3
3 (ai1,i2,i3(x)v(x)) = 0.

Таким образом, в этих работах функция Римана определяется как реше-
ние интегрального уравнения (4). Это более естественно, чем классический
способ введения функции Римана. Дело в том, что в этом случае для опреде-
ления функции Римана нет необходимости налагать жёсткие условия глад-
кости на коэффициенты уравнения (3).

Уравнения со старшей производной D1D2D3u(x) используются при моде-
лировании процессов вибрации [7, с. 63] и играют существенную роль в тео-
риях аппроксимации и отображений [7, с. 109]. В частности, при отсутствии
операторов Li1,i2,i3u в краевых условиях (2) эту задачу можно рассматри-
вать как трёхмерную нелокальную задачу с интегральными условиями, и,
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наоборот, в случае Ni1,i2,i3u ≡ 0 задача (1), (2) принимает вид трёхмерной
нелокальной задачи с многоточечными краевыми условиями типа Бицадзе—
Самарского и Самарского—Ионкина. В этом смысле задачу (1), (2) можно
рассматривать как трёхмерную комбинированную нелокальную краевую за-
дачу, т. е. трёхмерную интегро-многоточечную краевую задачу. Особо нужно
отметить, что разнообразные нелокальные задачи для различных классов
дифференциальных уравнений исследованы в работах [8–16 и др.]

Задачу (1), (2) мы будем исследовать методом теории операторных урав-
нений. Запишем её в операторной форме:

V u = Z, (5)

где V — векторный оператор, определяемый следующим образом:

V = (V1,1,1, V0,0,0, V1,0,0, V0,1,0, V0,0,1, V1,1,0, V0,1,1, V1,0,1) :W
(1,1,1)
p (G) → E(1,1,1)

p ,

а Z — заданный векторный элемент вида

Z = (Z1,1,1, Z0,0,0, Z1,0,0, Z0,1,0, Z0,0,1, Z1,1,0, Z0,1,1, Z1,0,1)

из пространства E
(1,1,1)
p ≡ Lp(G)×R×Lp(G1)×Lp(G2)×Lp(G3)×Lp(G1 ×G2)×

× Lp(G2 ×G3)× Lp(G1 ×G3).

В пространстве E
(1,1,1)
p норму будем определять естественным образом:

‖Z‖
E

(1,1,1)
p

= ‖Z1,1,1‖Lp(G) + ‖Z0,0,0‖R + ‖Z1,0,0‖Lp(G1)
+ ‖Z0,1,0‖Lp(G2)

+

+ ‖Z0,0,1‖Lp(G3)
+ ‖Z1,1,0‖Lp(G1×G2)

+ ‖Z0,1,1‖Lp(G2×G3)
+ ‖Z1,0,1‖Lp(G1×G3)

.

Определение. Если задача (1), (2) для любого Z ∈ E
(1,1,1)
p имеет един-

ственное решение u ∈W
(1,1,1)
p (G) такое, что

‖u‖
W

(1,1,1)
p (G)

6M ‖Z‖
E

(1,1,1)
p

то будем говорить, что оператор V задачи (1), (2) (или уравнения (5)) задаёт

гомеоморфизм из W
(1,1,1)
p (G) на E

(1,1,1)
p или задача (1), (2) везде корректно

разрешима. Здесь M — постоянная величина, не зависящая от Z.

Очевидно, что если оператор V задачи (1), (2) задаёт гомеоморфизм из

W
(1,1,1)
p (G) на E

(1,1,1)
p , то существует ограниченный обратный оператор

V −1 : E(1,1,1)
p →W (1,1,1)

p (G).

В современной теории дифференциальных уравнений особое значение име-
ет вопрос о выявлении классов задач, операторы которых осуществляют го-
меоморфизм между определенными парами банаховых пространств. Такие
гомеоморфизмы выявлены в работах Ю.М. Березанского и Я.А. Ройтбер-
га [17], Н.В. Житарашу [18], С.С. Ахиева [19], И. Г. Мамедова [20] и др. для
некоторых классов дифференциальных уравнений с частными производны-
ми.
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Задача (1), (2), т. е. операторное уравнение (5), исследуется при помощи

интегральных представлений специального вида для функций u ∈W
(1,1,1)
p (G).

Для функций u ∈ W
(1,1,1)
p (G) можно найти различные интегральные пред-

ставления. Функцию u ∈W
(1,1,1)
p (G) можно представить, например, в виде

u(x) = u (0,0,0) +

∫ x1

0
D1u (τ1,0,0) dτ1 +

∫ x2

0
D2u (0, τ2,0) dτ2+

+

∫ x3

0
D3u (0,0, τ3) dτ3 +

∫ x1

0

∫ x2

0
D1D2u (τ1, τ2,0) dτ1dτ2+

+

∫ x2

0

∫ x3

0
D2D3u (0, τ2, τ3) dτ2dτ3 +

∫ x1

0

∫ x3

0
D1D3u (τ1, 0, τ3) dτ1dτ3+

+

∫ x1

0

∫ x2

0

∫ x3

0
D1D2D3u (τ1, τ2, τ3) dτ1dτ2dτ3 (6)

посредством следов u(0, 0, 0), D1u (x1, 0, 0) , D2u (0, x2, 0) , D3u (0, 0, x3) ,
D1D2u (x1, x2, 0) , D2D3u (0, x2, x3) , D1D3u (x1, 0, x3) и старшей производной
D1D2D3u (x1, x2, x3). Существуют также представления других видов, поз-
воляющих выразить функцию u(x) посредством некоторых следов и част-
ных производных. Однако мы будем ставить такой вопрос: нельзя ли для

функций u ∈ W
(1,1,1)
p (G) найти представление, которое позволило бы опре-

делить функцию u(x) однозначно по значениям (Pku) некоторых заданных
операторов Pk, k = 1, 2, . . . ,m, на этой функции u(x)? Если, например, функ-

цию u ∈ W
(1,1,1)
p (G) можно было бы восстановить однозначно по значениям

Vi1,i2,i3u операторов Vi1,i2,i3 на этой функции, то нахождение решения задачи
(1), (2) не представляло бы особой трудности. Однако нахождение подобного
представления равносильно построению обратного оператора для оператора
V этой задачи.

Если же V i1,i2,i3u ≡ 0, то задача (1), (2) примет вид

(V1,1,1u)(x) ≡ D1D2D3u(x), (7)

V0,0,0u ≡ u(0, 0, 0);
(V1,0,0u) (x1) ≡ D1u (x1, 0, 0) ;
(V0,1,0u) (x2) ≡ D2u (0, x2, 0) ;
(V0,0,1u) (x3) ≡ D3u (0, 0, x3) ;
(V1,1,0u) (x1, x2) ≡ D1D2u (x1, x2, 0) ;
(V0,1,1u) (x2, x3) ≡ D2D3u (0, x2, x3) ;
(V1,0,1u) (x1, x3) ≡ D1D3u (x1, 0, x3)

(8)

и её можно рассматривать как задачу Гурса нового типа [21, с. 17]. Такая
постановка задачи обладает рядом преимуществ:

– во-первых, в этой постановке не требуется никаких дополнительных
условий согласования;

– во-вторых, именно такая постановка порождает гомеоморфизм между

двумя банаховыми пространствами W
(1,1,1)
p (G) и E

(1,1,1)
p ;

– в третьих, эту задачу можно рассматривать как задачу, сформулиро-

ванную по следам в пространстве С.Л. Соболева W
(1,1,1)
p (G).

13



Мам ед о в И.Г.

Учитывая здесь выражения операторов Vi1,i2,i3 и используя интегральное

представления (6) функций u(x) ∈ W
(1,1,1)
p (G), решение u(x) начально-кра-

евой задачи (7), (8) можно найти посредством операторов Vi1,i2,i3 в явном
виде:

u(x) = V0,0,0u+

∫ x1

0
(V1,0,0u) (τ1) dτ1 +

∫ x2

0
(V0,1,0u) (τ2) dτ2+

+

∫ x3

0
(V0,0,1u) (τ3) dτ3 +

∫ x1

0

∫ x2

0
(V1,1,0u) (τ1, τ2) dτ1dτ2+

+

∫ x2

0

∫ x3

0
(V0,1,1u) (τ2, τ3) dτ2dτ3 +

∫ x1

0

∫ x3

0
(V1,0,1u) (τ1, τ3) dτ1dτ3+

+

∫ x1

0

∫ x2

0

∫ x3

0
(V1,1,1u) (τ1, τ2, τ3) dτ1dτ2dτ3.

Если же Ni1,i2,i3u = Li1,i2,i3u ≡ 0, то условия (2) примут локальный вид,
который можно рассматривать как условия Гурса нового типа. Но в этом
случае задача (1), (2) имеет нелокальный характер, поскольку хорошо из-
вестно, что к числу нелокальных задач относятся также задачи, связанные с
уравнениями «нелокального характера», например, нагруженными или инте-
гро-дифференциальными уравнениями, если даже краевые условия для них
являются локальными [22].

Для простоты изложения задачу (1), (2) мы будем изучать как возмущен-
ную задачу для задачи Гурса (7), (8).

Определим оператор в векторном виде следующим образом:

V̄ ≡
(

V̄1,1,1, V̄0,0,0, V̄1,0,0, V̄0,1,0, V̄0,0,1, V̄1,1,0, V̄0,1,1, V̄1,0,1
)

: W (1,1,1)
p (G) → E(1,1,1)

p .

Теорема. Пусть оператор V̄ : W
(1,1,1)
p (G) → E

(1,1,1)
p , 1 6 p 6 ∞, по норме

достаточно мал, а в случае p = ∞ имеет сопряжённый действующий в

E
(1,1,1)
1 . Тогда задача (1), (2) везде корректно разрешима.

Док а з ат е л ь ств о. Формула (6) показывает, что каждую функцию

u ∈W
(1,1,1)
p (G) можно отождествлять с элементом

b =
(

D1D2D3u(x), u(0, 0, 0),D1u(x1, 0, 0),D2u(0, x2, 0),D3u(0, 0, x3),

D1D2u(x1, x2, 0),D2D3u(0, x2, x3),D1D3u(x1, 0, x3)
)

=

=
(

b1,1,1(x), b0,0,0, b1,0,0(x1), b0,1,0(x2), b0,0,1(x3),

b1,1,0(x1, x2), b0,1,1(x2, x3), b1,0,1(x1, x3)
)

из E
(1,1,1)
p т. е.

u(x) = (Qb)(x) ≡ b0,0,0 +

∫ x1

0
b1,0,0(τ1)dτ1 +

∫ x2

0
b0,1,0(τ2)dτ2+

+

∫ x3

0
b0,0,1(τ3)dτ3 +

∫ x1

0

∫ x2

0
b1,1,0(τ1, τ2)dτ1dτ2+
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+

∫ x2

0

∫ x3

0
b0,1,1(τ2, τ3)dτ2dτ3 +

∫ x1

0

∫ x3

0
b1,0,1(τ1, τ3)dτ1dτ3+

+

∫ x1

0

∫ x2

0

∫ x3

0
b1,1,1(τ1, τ2, τ3)dτ1dτ2dτ3.

При этом существуют положительные постоянные M0
1 и M0

2 такие, что

M0
1 ‖b‖E(1,1,1)

p
6 ‖(Qb)(x)‖

W
(1,1,1)
p (G)

6M0
2 ‖b‖E(1,1,1)

p
∀ b ∈ E(1,1,1)

p . (9)

Очевидно, что оператор Q : E
(1,1,1)
p → W

(1,1,1)
p является линейным огра-

ниченным оператором. Неравенство (9) показывает, что оператор Q име-
ет также ограниченный обратный оператор, определённый на пространстве

W
(1,1,1)
p (G). Следовательно, оператор Q задает гомеоморфизм между банахо-

выми пространствами E
(1,1,1)
p и W

(1,1,1)
p (G). Поэтому решение уравнения (5)

эквивалентно решению уравнения

V Qb = Z. (10)

Уравнение (10) будем называть каноническим видом уравнения (5). Тогда
задача (1), (2) эквивалентна каноническому операторному уравнению

V Qb ≡ b+ V Qb = Z, (11)

где Z = (Z1,1,1, Z0,0,0, Z1,0,0, Z0,1,0, Z0,0,1, Z1,1,0, Z0,1,1, Z1,0,1) ∈ E
(1,1,1)
p , V =

= (V1,1,1, V0,0,0, V1,0,0, V0,1,0, V0,0,1, V1,1,0, V0,1,1, V1,0,1).
Далее пусть f =

(

f1,1,1(x), f0,0,0, f1,0,0(x1), f0,1,0(x2), f0,0,1(x3), f1,1,0(x1, x2),

f0,1,1(x2, x3), f1,0,1(x1, x3)
)

∈ E
(1,1,1)
q ≡ Lq(G)×R×Lq(G1)×Lq(G2)×Lq(G3)×

×Lq(G1 ×G2)×Lq(G2 ×G3)×Lq(G1 ×G3)— линейный ограниченный функ-

ционал на E
(1,1,1)
p , где 1/p + 1/q = 1. Так как V имеет сопряжённый опера-

тор V
∗
= (ω1,1,1, ω0,0,0, ω1,0,0, ω0,1,0, ω0,0,1, ω1,1,0, ω0,1,1, ω1,0,1), действующий в

E
(1,1,1)
q , то для всех u ∈W

(1,1,1)
p (G) справедливо тождество

f
(

V u
)

≡ f0,0,0
(

V 0,0,0u
)

+

∫

G1

f1,0,0(x1)
(

V 1,0,0u
)

(x1)dx1+

+

∫

G2

f0,1,0(x2)
(

V 0,1,0u
)

(x2)dx2 +

∫

G3

f0,0,1 (x3)
(

V 0,0,1u
)

(x3)dx3+

+

∫∫

G1×G2

f1,1,0(x1, x2)
(

V 1,1,0u
)

(x1, x2)dx1dx2+

+

∫∫

G2×G3

f0,1,1 (x2, x3)
(

V 0,1,1u
)

(x2, x3) dx2dx3+

+

∫∫

G1×G3

f1,0,1(x1, x3)
(

V 1,0,1u
)

(x1, x3)dx1dx3+

+

∫∫∫

G

f1,1,1(x)
(

V 1,1,1u
)

(x)dx =
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= (ω0,0,0f) f0,0,0 +

∫

G1

(ω1,0,0f) (x1) D1u (x1, 0, 0) dx1+

+

∫

G2

(ω0,1,0f) (x2) D2u (0, x2, 0) dx2 +

∫

G3

(ω0,0,1f) (x3)D3u (0, 0, x3) dx3+

+

∫∫

G1×G2

(ω1,1,0f) (x1, x2)D1D2u (x1, x2,0) dx1dx2+

+

∫∫

G2×G3

(ω0,1,1f) (x2, x3)D2D3u (0, x2, x3) dx2dx3+

+

∫∫

G1×G3

(ω1,0,1f) (x1, x3)D1D3u (x1,0, x3) dx1dx3+

+

∫∫∫

G

(ω1,1,1f) (x)D1D2D3u(x)dx ≡
(

V
∗
f
)

(u), (12)

из которого следует, что для всех f ∈ E
(1,1,1)
q и u ∈ W

(1,1,1)
p (G) имеет место

соотношение

f (V u) ≡ (f0,0,0 + ω0,0,0f)u(0, 0, 0)+

+

∫

G1

(f1,0,0(x1) + (ω1,0,0f) (x1))D1u (x1, 0, 0) dx1+

+

∫

G2

(f0,1,0(x2) + (ω0,1,0f) (x2))D2u (0, x2, 0) dx2+

+

∫

G3

(f0,0,1(x3) + (ω0,0,1f) (x3))D3u (0, 0, x3) dx3+

+

∫∫

G1×G2

(f1,1,0 (x1, x2) + (ω1,1,0f) (x1, x2))D1D2u (x1, x2, 0) dx1dx2+

+

∫∫

G2×G3

(f0,1,1 (x2, x3) + (ω0,1,1f) (x2, x3))D2D3u (0, x2, x3) dx2dx3+

+

∫∫

G1×G3

(f1,0,1 (x1, x3) + (ω1,0,1f) (x1, x3))D1D3u (x1,0, x3) dx1dx3+

+

∫∫∫

G

(f1,1,1(x) + (ω1,1,1f) (x))D1D2D3u(x)dx ≡ (V ∗f) (u). (13)

Из (13) следует, что и оператор V имеет сопряжённый V ∗, который дей-

ствует в пространстве E
(1,1,1)
q . Более того,

V ∗f =
(

f1,1,1(x) + (ω1,1,1f)(x), f0,0,0 + (ω0,0,0f), f1,0,0(x1) + (ω1,0,0f)(x1),

f0,1,0(x2)+(ω0,1,0f)(x2), f0,0,1(x3)+(ω0,0,1f)(x3), f1,1,0(x1, x2)+(ω1,1,0f)(x1, x2),

f0,1,1(x2, x3) + (ω0,1,1f)(x2, x3), f1,0,1(x1, x3) + (ω1,0,1f)(x1, x3)
)

= f + V
∗
f.

Поэтому сопряжённое уравнение V ∗f = ψ можно записать в виде

V ∗f = f + V
∗
f = ψ, (14)
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где ψ = (ψ1,1,1, ψ0,0,0, ψ1,0,0, ψ0,1,0, ψ0,0,1, ψ1,1,0, ψ0,1,1, ψ1,0,1)— заданный элемент

из E
(1,1,1)
q .

Используя тождество (12), можно показать, что в случае 1 6 p < ∞

оператор V
∗

является сопряжённым для V Q, а при 1 < p 6 ∞ оператор V Q
является сопряжённым для V

∗
. Поэтому во всех случаях ‖V Q‖ = ‖V

∗
‖.

Очевидно, что если f ∈ E
(1,1,1)
q — решение уравнения (14), то

‖f‖
E

(1,1,1)
q

6 ‖V
∗
‖ · ‖f‖

E
(1,1,1)
q

+ ‖V
∗
f‖

E
(1,1,1)
q

. (15)

Выбирая ∆ = ‖V
∗
‖ < 1, из (15) получим

‖f‖
E

(1,1,1)
q

6M∗‖V
∗
f‖

E
(1,1,1)
q

, M∗ = const.

При этом же условии, используя (11), можно показать, что

‖u‖
W

(1,1,1)
p

6M‖V u‖
E

(1,1,1)
p

, M = const. (16)

Из неравенства (16) следует, что оператор V задачи (1), (2) (или уравне-

ния (11)) задаёт гомеоморфизм изW
(1,1,1)
p (G) наE

(1,1,1)
p (G), т. е. задача (1), (2)

везде корректно разрешима. �

В задаче (1), (2) имеется большой произвол в выборе оператора V̄ . Поэто-
му задачу (1), (2) можно использовать в качества источника для получения
новых классов корректно поставленных нелокальных краевых задач.

Продемонстрированная нелокальная краевая задача (1), (2) как комби-
нированная задача играет агентную роль между задачами с интегральны-
ми и многоточечными краевыми условиями. Хорошо известно, что подобные
нелокальные условия возникают, например, при изучении вопросов управле-
ния различными агроэкосистемами и моделирования некоторых физических
и биологических процессов и явлений [22–27]. С этой точки зрения эта задача
представляет не только теоретический, но и большой практический интерес.
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In this paper the combined three-dimensional non-local boundary value problem with
integro-multipoint conditions for loaded volterra-hyperbolic integro-differential equation
of Bianchi type is explored. The matter of principle is the fact, that the considered equa-
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conditions for such equation cannot be constructed by classical method of characteris-
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