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Предложен вариант математической модели одноосного деформирования вяз-
коупругого материала с ядром ползучести экспоненциального вида. Исследова-
на устойчивость решений модели по Ляпунову при постоянных напряжениях.
Установлена область устойчивости решений системы дифференциальных урав-
нений математической модели, соответствующая асимптотически ограничен-
ной ползучести материала. Область неустойчивости решений соответствует
появлению третьей стадии ползучести. Установлена связь между устойчи-
востью решений по Ляпунову и устойчивостью вычислительного алгоритма
при численном решении системы уравнений. В качестве иллюстрации приведе-
но исследование модельной задачи.

Ключевые слова: вязкоупругий материал, устойчивость решений по Ляпуно-
ву, ядро ползучести экспоненциального вида, область устойчивости решений,
третья стадия ползучести, устойчивость вычислительного алгоритма.

1. Проблема построения моделей неупругого реологического деформиро-
вания имеет давние корни [1–11] и в настоящее время далека от завершения.
Разработанные модели ориентированы в основном на конструкционные ма-
териалы. Однако имеется класс вязкоупругих материалов (биоматериалы,
полимеры, органопластики), деформирование которых в рамки имеющихся
моделей не укладывается. Так, для указанных материалов существует на-
пряжение σ = σпдс, называемое пределом длительного сопротивления, та-
кое, что если σ < σпдс, то деформация ползучести p = p(t) при постоян-
ном напряжении σ = σ0 = const является асимптотически ограниченной,
т. е. lim

t→∞
p(t) = p∞ (σ0), где p∞ (σ0)— предельное значение деформации пол-

зучести, причём разрушения образца не происходит, а при полной разгрузке
образца при t = t∗ (σ0 = 0, t > t∗) вязкоупругая деформация полностью
обратима. Если же σ > σпдс, то вязкоупругая деформация является неогра-
ниченной, появляется третья стадия ползучести, и процесс деформирования
заканчивается разрушением образца. Схематически реологическое деформи-
рование одноосных образцов показано на рисунке. Цель настоящей работы —
разработка модели реологического деформирования этого класса материа-
лов, при этом основной задачей является установление связи разупрочнения
материала с процессом неустойчивого поведения решения предложенной ни-
же системы дифференциальных уравнений.

2. Для описания асимптотически ограниченной ползучести вязкоупругих
материалов можно использовать экспоненциальные ядра ползучести [3, 12].
Поэтому в настоящей работе рассматривается частный случай теории пол-
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Схематические кривые ползучести при постоянных напряжениях:
σ1 < σ2 < σпдс < σ3 < σ4

зучести [3,12] применительно к исследуемому классу вязкоупругих материа-
лов, но при этом вводятся дополнительные кинетические уравнения, описы-
вающие процесс накопления повреждённости. Предлагаемый вариант модели
имеет следующий вид:

p(t) = p1(t) + p2(t), (1)

ṗ1(t) = λ1

(

a1

( σ

σ∗

)m

− p1(t)
)

, (2)

ṗ2(t) = λ2

(

a2

( σ

σ∗

)m

− p2(t)
)

, (3)

σ = σ0(1 + ω), (4)

ω̇ = ασṗ, (5)

с начальными условиями p(0) = 0, ω(0) = 0. В системе (1)–(5) p(t)— де-
формация ползучести; p1(t), p2(t)— составляющие деформации ползучести;
σ0 — номинальное напряжение; σ — истинное напряжение; ω — параметр по-
вреждённости; λ1, λ2, a1, a2, m, α, σ∗ — константы модели.

Если повреждённость незначительна и величиной ω можно пренебречь
(ω ≈ 0), то σ ∼= σ0 и решение (1)–(5) при σ0 = const задаётся функцией

p(t) =

2
∑

k=1

ak

(

1− e−λkt
)(σ0

σ∗

)m

, (6)

т. е. имеем асимптотически ограниченную (при t → ∞) ползучесть с двумя
экспоненциальными слагаемыми. Покажем, что при существенных значени-
ях параметра повреждённости ω система (1)–(5) описывает третью стадию
ползучести, которая связана с неустойчивостью решения данной системы
при σ0 = const.

Найдём первый интеграл системы, разрешив совместно (4) и (5):

dω

1 + ω
= ασ0dp; ln (1 + ω) = ασ0p+ lnC.

Используя начальные условия p(0) = 0, ω(0) = 0, находим C = 1. Та-
ким образом, после элементарных преобразований первый интеграл системы
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принимает вид
1 + ω = eασ0p. (7)

Запишем уравнения (2), (3) с учётом (7):

ṗk(t) = λk

(

ak

(σ0
σ∗

)m

eασ0pm
− pk(t)

)

, k = 1, 2. (8)

Введём следующие обозначения:
(

σ0
σ∗

)m

= b, ασ0m = η. (9)

С учётом (9) уравнения (8) принимают вид:

ṗk(t) = λk

(

akbe
ηp

− pk(t)
)

, k = 1, 2. (10)

Таким образом, задача свелась к исследованию на устойчивость системы (10)
с учётом (1) при различных постоянных значениях напряжения σ0. Для этой
цели применим метод Ляпунова исследования устойчивости по первому при-
ближению. Введём возмущённые переменные

yk = pk − p0k, k = 1, 2, (11)

где pk0 — установившиеся движения. Согласно (1), p0 = p01 + p02 — также уста-
новившееся движение. Найдём его из системы (10), положив возмущения рав-
ными нулю (y1 = 0, y2 = 0):

p01 = a1be
ηp0 , p02 = a2be

ηp0 , (12)

отсюда

p0 = (a1 + a2) be
ηp0 . (13)

Уравнение (13) относительно p0 при заданном значении σ0 можно разрешить
численными методами.

Составим систему уравнений возмущённого движения, учитывая, что со-
гласно (11), ṗk = ẏk:

{

ẏ1 = λ1a1be
η(p0+y1+y2)

− λ1

(

p01 + y1
)

,

ẏ2 = λ2a2be
η(p0+y1+y2)

− λ2

(

p02 + y2
)

.
(14)

Разложим экспоненту в правых частях уравнений системы (14) как функцию
двух переменных y1 и y2 в ряд Тейлора в окрестности точки (0; 0):

{

ẏ1 = λ1a1be
ηp0 + λ1a1bηe

ηp0 (y1 + y2)− λ1p
0
1 − λ1y1 + o (y1 + y2) ,

ẏ2 = λ2a2be
ηp0 + λ2a2bηe

ηp0 (y1 + y2)− λ2p
0
2 − λ2y2 + o (y1 + y2) .

(15)

Исключим из уравнений (15) слагаемые более высокого порядка малости,
чем (y1 + y2), тем самым получим систему уравнений первого приближения.
С учётом равенства (12) окончательно получим

{

ẏ1 = λ1

(

ηp01 − 1
)

y1 + λ1ηp
0
1y2,

ẏ2 = λ2ηp
0
2y1 + λ2

(

ηp02 − 1
)

y2.
(16)
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Исследуем на устойчивость положение равновесия y1 = 0, y2 = 0 системы
уравнений первого приближения (16). Представим систему уравнений в мат-
ричном виде:

dy

dt
= Ay,

где y = [y1 y2]
⊤ и

A =

[

λ1

(

ηp01 − 1
)

λ1ηp
0
1

λ2ηp
0
2 λ2

(

ηp02 − 1
)

]

.

Найдём корни характеристического уравнения det (A− rE) = 0, где E — еди-
ничная матрица:

r2 + r
(

λ1

(

1− ηp01
)

+ λ2

(

1− ηp02
))

+ λ1λ2

(

1− η
(

p01 + p02
))

= 0.

В данном случае воспользуемся необходимым и достаточным условием асимп-
тотической устойчивости положения равновесия — условием Стодолы, кото-
рое здесь принимает вид

{

λ1

(

1− ηp01
)

+ λ2

(

1− ηp02
)

> 0,
λ1λ2

(

1− η
(

p01 + p02
))

> 0.
(17)

Таким образом, при выполнении условия (17), отвечающего заданному
значению σ0, положение равновесия (13) системы (1)–(5) будет асимптотиче-
ски устойчивым.

Конкретизируем условие (17) для рассматриваемого частного случая, в ко-
тором (из физических предпосылок)

λ1 > 0, λ2 > 0, a1 > 0, a2 > 0, p01 > 0, p02 > 0. (18)

Согласно (18) λ1λ2 > 0, и второе условие в (17) упрощается:






λ1 + λ2 − η
(

λ1p
0
1 + λ2p

0
2

)

> 0,

η <
1

p01 + p02
,

отсюда










η <
λ1 + λ2

λ1p01 + λ2p02
,

η <
1

p0
.

(19)

Рассмотрим подробнее первое неравенство в (19), преобразовав знаменатель
с учётом (12):

η <
λ1 + λ2

(λ1a1 + λ2a2) beηp
0
. (20)

Записывая (13) в виде beηp
0

= p0/(a1 + a2) и подставляя это выражение в (20),
получим

η <
1

p0

(

1 +
λ1a2 + λ2a1
λ1a1 + λ2a2

)

. (21)
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Из условий (18) следует, что

λ1a2 + λ2a1
λ1a1 + λ2a2

> 0,

поэтому правая часть неравенства (21) будет больше правой части второго
неравенства (19). Значит, с учётом обозначения (9), окончательно получаем
условие асимптотической устойчивости в виде

σ0p
0 <

1

αm
, (22)

где p0 находится из (13).

3. В качестве модельного примера использовался материал со следующи-
ми характеристиками: a1 = 2,3 · 10−3; a2 = 0,47 · 10−3; λ1 = 0,015; λ2 = 0,056;
m = 0,51; α = 0,22; σ∗ = 150 МПа. В результате применения критерия (22)
получено значение σпдс = 587 МПа, которое отделяет область устойчивого
деформирования (асимптотически ограниченная ползучесть при σ0 = const)
для σ0 6 σпдс от области неустойчивого деформирования (появление третьей
стадии ползучести) для σ0 > σпдс.

Следует отметить, что систему (1)–(5) можно разрешить численно, на-
пример методом Эйлера («шагами» по времени). Установлено, что значение
σ = σпдс является граничным значением для номинального напряжения σ0,
при котором численный метод либо сходится (σ0 6 σпдс, асимптотически
ограниченная ползучесть), либо расходится (σ0 > σпдс, неограниченная уско-
ренная ползучесть), при этом получено, что значение σпдс, расчитанное на ос-
нове численного решения задачи (1)–(5) методом Эйлера, практически сов-
падает со значением σпдс по критерию (22).

Таким образом, установлена прямая связь между устойчивостью решений
системы (1)–(5) и устойчивостью численных методов решения этой системы,
а появление стадии ускоренной ползучести связано с нарушением условий
устойчивого деформирования (22) и потерей устойчивости (расходимостью)
численного алгоритма. Аналогичные результаты для пластически разупроч-
няющихся материалов получены В. В. Стружановым [10,11,13]. В заключение
следует отметить, что никаких принципиальных трудностей с исследованием
системы уравнений типа (1)–(5), но с бо́льшим количеством экспоненциаль-
ных слагаемых в (6) и, соответственно, с бо́льшим количеством слагаемых
деформации pi(t) в (1)–(5), не возникает.
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The variant of mathematical model of uniaxial strain for viscoelastic material with ex-
ponential creep kernel is proposed. Lyapunov stability of the solution of the model
in case of permanent stress is investigated. The stability region of solutions of mathe-
matical model’s differential equations, corresponding to asymptotically restricted creep
of material, is established. Instability region of solutions is in accord with appearance
of tertiary creep. Relation between stability of solutions by Lyapunov and stability
of iterative calculation for numerical solving the system of equations is established.
As an illustration the investigation of model problem is quoted.
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