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Представлена аналитическая модель одномерного водонефтяного вытеснения,
которая учитывает три основные силы: капиллярные, гравитационные и вяз-
костные. Данная математическая модель имеет вид нелинейного параболиче-
ского дифференциального уравнения второго порядка. В симуляторе Schlumberger
ECLIPSE ver. 2004a_1 построена гидродинамическая модель рассматриваемого
процесса. Результаты численного моделирования сравниваются с аналитиче-
ским решением задачи.

Ключевые слова: гидродинамическое моделирование, математическое моделиро-
вание, капиллярные силы.

Введение. Широкое распространение методов заводнения сделало вытес-
нение нефти водой из пластов основным процессом разработки месторожде-
ний. Как и любой другой, метод заводнения нуждается в предварительном
изучении для выбора лучших условий добычи. Анализ одномерных течений
позволяет выявить основные эффекты и характерные особенности фильтра-
ции жидкостей.

Эта работа представляет аналитическую модель для одномерного водоне-
фтяного вытеснения, которая учитывает три основные силы: капиллярные,
гравитационные и вязкостные.

Модель в безразмерных переменных принимает вид нелинейного пара-
болического дифференциального уравнения второго порядка, которое пред-
полагает, что каждая из трех сил включается независимо. Влияние вязкости
воды, скорости закачиваемого потока, величины капиллярного давления рас-
смотрено в структуре безразмерного гравитационного числа и безразмерного
капиллярного числа. Аналитическое решение полученного дифференциаль-
ного уравнения сопоставляется с результатами гидродинамического модели-
рования.

Модель вытеснения. Математическая модель потока двух несмешиваю-
щихся флюидов в однородном линейном резервуаре базируется на двух ос-
новных уравнениях: уравнение сохранения массы и уравнение скорости [1].
Скорость каждой фазы описывается законом Дарси:

uw = −kλrw(Sw)

[

∂pw
∂z

+ γw
∂H

∂z

]

, uo = −kλro(Sw)

[

∂po
∂z

+ γo
∂H

∂z

]

. (1)

Здесь ui — скорость i-той фазы, k — абсолютная проницаемость, λri(Si)— от-
носительная подвижность i-той фазы, pi — давление i-той фазы, H — глубина,
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z — координата, γi = gρi, g — ускорение свободного падения, ρi — плотность i-
той фазы. Насыщенности фаз связаны следующим уравнением:

Sw + So = 1. (2)

Капиллярное давление определяется как

Pc(Sw) = Po − Pw. (3)

При условии несжимаемости флюидов и неизменной общей добычи через еди-
ницу площади сечения следует, что

ut = uw + uo. (4)

Уравнение сохранения массы имеет вид

ϕ
∂S

∂t
+

∂uw
∂z

= 0, (5)

где ϕ— пористость.
При комбинировании уравнений (1)–(5) скорость воды может быть опи-

сана как

uw = k∗λro

λrw

λrt

[

dpc
dSw

∂Sw

∂z
−∆γ

∂H

∂z

]

+
λrw

λrt

ut, (6)

где λrt = λrw + λro — общая подвижность. Подставляя (6) в (5), получим

ϕ
∂Sw

∂t
+

∂

∂z

(

kλro

λrw

λrt

dpc
dSw

∂Sw

∂z
− kλro

λrw

λrt

∆γ
∂H

∂z
+

λrw

λrt

ut

)

= 0. (7)

Первое слагаемое уравнения (7) определяет вклад капиллярных сил, второе —
вклад гравитационных сил и третье слагаемое характеризует силы вязкого
трения.

Приведём уравнение (7) к безразмерному виду по аналогии с принципами,
изложенными в [2, c. 181–276]. Введём следующие безразмерные переменные:

S =
Sw − Siw

1− Sor − Siw

, ϕ∗ = ϕ (1− Sor − Siw) ,

zD = z/L, HD = H/L, tD = ut/ϕ
∗Lt.

Здесь Siw, Sor — насыщенности связной водой и остаточной нефтью соответ-
ственно. Представим функции относительных фазовых проницаемостей и ка-
пиллярного давления как функции от насыщенности:

λrw = λ∗

rw(S)
nw =

k∗rw
µw

(S)nw,

λro = λ∗

ro(1− S)no =
k∗ro
µo

(1− S)no, pc = −p∗c ln(S),

где k∗rw, k∗ro — предельные точки кривых относительной фазовой проницаемо-
сти для воды и нефти соответственно, p∗c — параметр функции капиллярного
давления. В итоге получим

∂

∂zD

[

1

NPe

DC(S)
∂S

∂zD
+NGG(S) − V (S)

]

− ∂S

∂tD
= 0. (8)
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Здесь

NPe
=

UtL

kλ∗

rwp
∗

c

(9)

— безразмерное капиллярное число;

NG =
kλ∗

rw∆γ

ut

∂HD

∂zD

— безразмерное гравитационное число;

DC(S) =
(1− S)noSnw−1

(1− S)no +MSnw
, G(S) =

(1− S)noSnw

(1− S)no +MSnw
,

V (S) =
MSnw

(1− S)no +MSnw
, M =

λ∗

rw

λ∗

ro

.

Аналитическое решение. Уравнение (8) дополним начальным и гранич-
ным условиями:

S(zD, tD = 0) = 0, S(zD = 0, tD) = 1. (10)

Важно наиболее полно оценить влияние капиллярных и гравитационных сил
на процесс вытеснения, поэтому задача о вертикальном вытеснении нефти
водой решается для произвольных значений гравитационных и капиллярных
сил. Решение ищется для случая NPe = m, DC = 1, V = S, G = S, NG = n,
где m 6= 0 и n 6= 1— произвольные числа.

Тогда (8) примет вид

∂S

∂tD
=

1

m

∂2S

∂z2D
+ (n− 1)

∂S

∂zD
. (11)

После приведения уравнения (11) к каноническому виду получаем задачу для
нахождения функции V (zD, tD), которая связана с функцией S(zD, tD):

S(zD, tD) = exp
(

−(n− 1)m

2
zD − (n− 1)2m

4
tD

)

V (zD, tD).

Для нахождения функции V (zD, tD) решается следующая краевая задача [3,
242–249]:

V ′

tD
=

1

m
V ′′

zDzD
; V (zD, tD = 0) = 0, V (zD = 0, tD) = exp

((n− 1)2m

4
tD

)

.

Отсюда

V (zD, tD) = exp
((n − 1)2m

4
tD

)

erfc
(zD

√
m

2
√
tD

)

,

и решение задачи (11), (10) представляется как

S(zD, tD) = exp
((n− 1)m

2
zD

)

erfc
(zD

√
m

2
√
tD

)

.
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На рис. 1 представлено изменение во времени профиля водонасыщенно-
сти, полученного из решения задачи (11), (10).

Оценим характер изменения профиля водонасыщенности в зависимости
от значений гравитационного числа NG и капиллярного числа NPe

. Рассмот-
рим несколько вариантов: 1) NG = 0, NPe

= 0,5; 2) NG = 0,196, NPe
= 0,5

(направление гравитационного числа и направление закачки совпадают, т. е.
∂HD/∂zD > 0); 3) NG = −0,196, NPe

= 0,5 (направление гравитационного
числа и направление закачки различны, т. е. ∂HD/∂zD < 0); 4) NG = 0,196,
NPe

= 1 (направление гравитационного числа и направление закачки сов-
падают, т. е. ∂HD/∂zD > 0). Расчёт производился по следующим данным:
ut = 0,00001 м/c, k = 1 мкм2, ∆γ = 200 Па/м λ∗

rw = 1000 (Па · c)−1, L = 50 м,
p∗c = 106 Па; На рис. 2 представлены графики распределения водонасыщен-
ности, соответствующие вариантам, описанным выше.

Рис. 1. Профиль водонасыщенности для
случая NG = 0,196, NPe

= 0,5 в различные
моменты времени: 1) tD = 0,1; 2) tD = 0,3;

3) tD = 0,5

Рис. 2. Профиль водонасыщенности при
различных NG и NPe

: 1) NG = 0,196, NPe
=

= 0,5; 2) NG = −0,196, NPe
= 0,5; 3) NG = 0,

NPe
= 0,5; 4) NG = 0,196, NPe

= 1

Проведенный анализ чувствительности позволяет оценить вклад гравита-
ционных и капиллярных сил в процесс вытеснения. С ростом числа NPe

во-
донефтяной фронт движется быстрее. Это объясняется тем, что по определе-
нию капиллярного числа (9), параметр NPe

и капиллярное давление обратно
пропорциональны. При больших значениях NPe

величина капиллярного дав-
ления мала, при этом предполагается, что порода одинаково смачивается и
нефтью, и водой. В этом случае капиллярные силы будут противодействовать
процессу вытеснения. Представления различных исследователей о механизме
проявления и роли капиллярных процессов при вытеснении нефти водой из
пористых сред широко описаны в [4]. Влияние гравитации взаимосвязано с
направлением потока закачиваемой воды. Если их направления совпадают, то
∂HD/∂zD > 0, гравитационные силы будут способствовать процессу вытес-
нения, и оно будет более эффективным, чем в случае, когда их направления
различны.

Численное решение. В гидродинамическом симуляторе Schlumberger EC-

LIPSE ver.2004a_1 была построена аналогичная модель вытеснения нефти
водой для одномерного случая. При расчёте используются следующие свой-
ства флюидов и пористой среды:

проницаемость . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 мкм2

пористость . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,01
плотность нефти . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 800 кг/м3

плотность воды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1000 кг/м3

вязкость нефти . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 МПа · c
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вязкость воды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 МПа · c
множитель капиллярного давления . . . . . . 5 · 106; 106 Па

Гидродинамическая модель строилась для двух случаев: 1) NG = −0,196,
NPe

= 0,5 (направление гравитационного числа и направление закачки раз-
личны, т. е. ∂HD/∂zD < 0) при p∗c = 0,5 · 106 Па; 2) NG = 0,196, NPe

= 1
(направление гравитационного числа и направление закачки различны, т. е.
∂HD/∂zD > 0) при p∗c = 106 Па. Расчёт производился по следующим дан-
ным: ut = 0,00001 м/c, k = 1 мкм2, ∆γ = 200 Па/м, λ∗

rw = 1000 (Па · c)−1,
L = 50 м. На рис. 3 представлено сравнение профиля водонасыщенности для
задачи, решённой аналитически и численно в момент времени tD = 0,5.

Рис. 3. Сравнение аналитического и численно-
го решения задачи вытеснения: 1) NG = −0,196,
NPe

= 0,5; 2) NG = 0,196, NPe
= 1; штриховая ли-

ния — численное решение

В результате можно говорить о
том, что численное решение обес-
печивает удовлетворительную схо-
димость во всей рассматриваемой
области. Для выполнения началь-
ных и граничных условий постав-
ленной задачи при заданных чис-
ловых параметрах пласта и флю-
идов в гидродинамической модели
число слоев по вертикали следует
задавать не менее 300 при толщине
слоя 1 м. При увеличении толщины
слоя, а значит, и уменьшении обще-

го числа слоёв решить задачу численно невозможно, так как система нели-
нейных уравнений не имеет решения. Вместе с тем дальнейшее увеличение
числа слоев более 300 позволит получить численное решение задачи для по-
следующих моментов времени. Нельзя не отметить, что гидродинамические
модели с малым количеством слоев не позволяют в полной мере учитывать
все физические процессы, протекающие в пласте.

Выводы.
1. Представлено уравнение для описания двухфазного несмешивающегося

потока в однородной линейной пористой среде. Математическая модель
имеет вид нелинейного параболического дифференциального уравнения
второго порядка.

2. Получено аналитическое решение задачи о вертикальном вытеснении
нефти водой для произвольных значений гравитационных и капилляр-
ных сил в одномерном случае.

3. Определено безразмерное гравитационное число NG и безразмерное ка-
пиллярное число NPe

. Это позволяет оценить влияние каждой силы на
процесс вытеснения.

4. В гидродинамическом симуляторе Schlumberger ECLIPSE ver.2004a_1

построена модель рассматриваемого процесса. Результаты численного
моделирования сравниваются с аналитическим решением задачи.
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A mathematical model of water displacement in vertical porous media is presented. The
mathematical formulation takes the form of a nonlinear convection-diffusion equation.
Its contribution comes from consideration of the three chief forces: viscous, capillary
and gravity in oil recovery processes. A numerical model was based on the simulator
Schlumberger ECLIPSE ver. 2004a 1. Finally, analytical and numerical results are
compared.

Key words: hydrodynamic modeling, mathematical modeling, gravity forces, capillary
forces.

Original article submitted 16/X/2011;
revision submitted 20/XII/2011.

Guzel T. Bulgakova (Ph.D. (Phys. & Math.)), Professor, Dept. of Mathematics. Nailya R.
Kondratyeva, Postgraduate Student, Dept. of Mathematics.


