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Рассматривается проблема существования решений задач на собственные зна-
чения для уравнений эллиптического типа второго порядка с разрывными по фа-
зовой переменной нелинейностями. Вариационным методом получены теоремы
о количестве решений для исследуемых задач. В качестве приложения рассмот-
рена задача об отрывных течениях несжимаемой жидкости М. А. Гольдштика.
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В работах [1–4] получены теоремы о существовании луча положительных соб-
ственных значений и оценке сверху величины бифуркационного параметра для урав-
нений эллиптического типа с разрывными по фазовой переменной нелинейностями.
В работах [1,2,4] установлены достаточные условия существования нетривиального
полуправильного решения [5] для таких задач. В данной работе рассматривается
вопрос о количестве решений в задачах со спектральным параметром для уравне-
ний эллиптического типа второго порядка с разрывными нелинейностями. Устанав-
ливается существование полуправильных решений, поскольку при изучении ряда
прикладных задач интерес представляют именно такие решения. Примером такой
задачи может служить, например, задача об отрывных течениях несжимаемой жид-
кости М. А. Гольдштика [6].

Пусть Ω— ограниченная область в R
n c границей Γ класса C2,α, 0 < α 6 1.

Рассматривается вопрос существования решений краевой задачи

Lu(x) ≡ −

n
∑

i,j=1

(aij(x)uxi
)
xj

+ c(x)u(x) = λg(x, u(x)), x ∈ Ω, (1)

Bu
∣

∣

∣

Γ
= 0, (2)

где L — равномерно эллиптический формально самосопряжённый дифференциаль-
ный оператор с коэффициентами aij ∈ C1,α(Ω), c ∈ C0,α(Ω); λ— положительный па-
раметр; функция g : Ω×R → R суперпозиционно измеримая и для почти всех x ∈ Ω
сечение g(x, ·) имеет на R разрывы только первого рода, g(x, u) ∈ [g−(x, u), g+(x, u)]
∀u ∈ R, g−(x, u) = lim

η→u
g(x, η), g+(x, u) = lim

η→u
g(x, η); граничное условие (2) является

либо условием Дирихле u(x)|Γ = 0, либо условием Неймана ∂u
∂nL

(x)|Γ = 0 с конор-
мальной производной

∂u

∂nL

(x) ≡

n
∑

i,j=1

aij(x)uxi
cos(n, xj),
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n— внешняя нормаль к границе Γ, cos(n, xj)— направляющие косинусы нормали n,
либо третьим краевым условием

∂u

∂nL

(x) + σ(x)u(x)|Γ = 0,

в котором функция σ ∈ C1,α(Γ) неотрицательна и не равна тождественно нулю на Γ.
Пусть X = H

1
◦(Ω), если (2) — граничное условие Дирихле, и X = H

1(Ω), если (2) —
граничное условие Неймана или третье краевое условие. Краевой задаче (1), (2)
поставим в соответствие функционал Jλ, определённый на X следующим образом:

Jλ(u) = J1(u)− λJ2(u),

где

J1(u) =
1

2

n
∑

i,j=1

∫

Ω

aij(x)uxi
uxj

dx+
1

2

∫

Ω

c(x)u2(x)dx

в случае граничного условия Дирихле или Неймана;

J1(u) =
1

2

n
∑

i,j=1

∫

Ω

aij(x)uxi
uxj

dx+
1

2

∫

Ω

c(x)u2(x)dx +
1

2

∫

Γ

σ(s)u2(s)ds

в случае третьего краевого условия;

J2(u) =

∫

Ω

dx

∫ u(x)

0

g(x, s)ds.

Определение 1. Сильным решением задачи (1), (2) называется функция u ∈
W

2
r(Ω), r > 1, удовлетворяющая для почти всех x ∈ Ω уравнению (1) и для которой

след Bu(x) на Γ равен нулю.

Определение 2. Полуправильным решением задачи (1), (2) называется такое
сильное ее решение u, значение которого u(x) для почти всех x ∈ Ω является точкой
непрерывности функции g(x, ·).

Определение 3. Собственным значением задачи (1), (2) называется число λ
такое, что существует сильное ненулевое решение uλ этой задачи.

Определение 4. Прыгающим разрывом функции f : R → R называется такое
u ∈ R, что f(u−) < f(u+), где f(u±) = lim

s→u±
f(s).

Определение 5. Локально липшицева функция f : E → R (E — вещественное
банахово пространство) удовлетворяет (PS )-условию, если любая последователь-
ность (xn) ⊂ E, для которой множество значений (f(xn)) ограничено и m(xn) =
= inf

x∗∈∂f(xn)
||x∗|| → 0 при n → ∞, содержит сходящуюся подпоследовательность.

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:

1) для любого u ∈ X справедливо неравенство J1(u) > 0;

2) для почти всех x ∈ Ω функция g(x, ·) имеет только прыгающие разрывы,
g(x,0) = 0 и |g(x, u)| 6 a(x) ∀u ∈ R, где a ∈ Lq(Ω), q > 2n/(n+ 2), фиксирована;

3) найдётся u0 ∈ X, для которого справедливо неравенство J2(u0) > 0;
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4) если пространство N(L) решений задачи

{

Lu = 0,
Bu|Γ = 0

ненулевое (резонансный случай), то дополнительно

lim
u∈N(L),||u||→+∞

J2(u) = −∞.

Тогда существует λ∗ > 0 такое, что для любого λ > λ∗ задача (1), (2) имеет,
по крайней мере, три сильных решения, причём, по крайней мере, одно из ненулевых
решений является полуправильным.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1), 3), 4) теоремы 1 и дополнительно
условия

1′) для почти всех x ∈ Ω функция g(x, ·) невозрастающая на R и для некоторой
a ∈ L 2n

n+2
(Ω) справедливо неравенство |g(x, u)| 6 a(x) ∀u ∈ R;

2′) для почти всех x ∈ Ω точки разрыва функции g(x, ·) лежат на плоскостях
u = ui, i ∈ I (I — не более чем счётно), и если g(x, ui−) > g(x, ui+), то
g(x, ui−)g(x, ui+) > 0 для любого i ∈ I.

Тогда существует λ∗ > 0 такое, что для любого λ > λ∗ задача (1), (2) имеет,
по крайней мере, одно ненулевое полуправильное решение.

До к а з ат е л ь ств о т е о р ем. В работах [1, 2] доказано, что при выполнении
условий теорем 1, 2 существует число λ0 > 0 такое, что для любого λ > λ0 выполня-
ется неравенство inf

v∈X
Jλ(v) < 0, и найдётся uλ ∈ X , для которого Jλ(uλ) = inf

v∈X
Jλ(v),

и любое такое uλ является ненулевым полуправильным решением задачи (1), (2).
Таким образом, найдется и некоторая константа λ∗ > 0 такая, что для каждого
λ > λ∗ существует, по крайней мере, одно ненулевое полуправильное решение uλ

задачи (1), (2). Теорема 2 доказана.
Наличие второго, тривиального, решения задачи (1), (2) в теореме 1 обуслав-

ливается условием 2) теоремы 1 (g(x,0) = 0 для почти всех x ∈ Ω). При λ > λ∗

задача (1), (2) имеет, по крайней мере, ещё одно нетривиальное решение vλ, кото-
рое может быть найдено с помощью теоремы о горном перевале [7]. Функция Jλ

локально липшицева на X , что показывается стандартным способом, при этом ис-
пользуется условие 2) теоремы 1 (|g(x, u)| 6 a(x) ∀u ∈ R, a ∈ Lq(Ω), q > 2n/(n+ 2)).
В силу достаточного условия выполнения (PS)-условия (теорема 4.5 из работы [7]),
примененного к уравнениям эллиптического типа с разрывными нелинейностями,
функционал Jλ удовлетворяет (PS)-условию для любого λ > 0. Значит, функционал
Jλ удовлетворяет условиям теоремы о горном перевале [7], следовательно, он имеет
критическую точку vλ ∈ X такую, что

Jλ(vλ) > 0,

где

Jλ(vλ) = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

Jλ(γ(t)), Γ = {γ ∈ C([0,1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = uλ}.

Итак, в условиях теоремы 1 функционал Jλ имеет, по крайней мере, три различ-
ные критические точки. Таким образом, в условиях теоремы 1 для любого λ > λ∗

существует, по крайней мере, три решения задачи (1), (2) (нулевое, uλ 6= 0, vλ 6= 0).
Отметим, что решения uλ и vλ различны, поскольку Jλ(uλ) < 0, а Jλ(vλ) > 0.
Теорема 1 доказана. �
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В качестве приложения полученных результатов рассмотрим вопрос о количе-
стве решений в задаче об отрывных течениях несжимаемой жидкости М. А. Гольд-
штика [6]. Рассматриваемый в данной работе класс задач включает задачу, исследуе-
мую в работе [6], об отрывных течениях по схеме М. А. Лаврентьева [8]. До последне-
го времени интересный вопрос о количестве решений в задаче, описывающей течение
по схеме М. А. Лаврентьева, оставался открытым. В работах [6, 9–12] установлено,
что при значениях завихренности, превышающих некоторое значение, задача Гольд-
штика имеет, по крайней мере, одно нетривиальное решение. В работе [13] доказано
существование второго нетривиального решения в задаче Гольдштика. В работе [11]
показано, что для одномерного аналога модели Гольдштика количество решений ис-
черпывается найденными тремя. Согласно результатам данной работы (теорема 1)
для плоской задачи Гольдштика количество решений, по крайней мере, три и, по
крайней мере, одно из ненулевых решений полуправильное. Полуправильным так-
же будет и тривиальное (нулевое) решение в задаче Гольдштика. Отметим, что в
работах [6, 9, 10, 12, 13] полуправильные решения не рассматривались, а доказа-
тельство существования второго нетривиального решения в данной работе отлично
от приведенного в работе [13].
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