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Рассмотрена система уравнений Эйлера—Пуассона—Дарбу. Получено решение
задачи Коши для случая, когда характеристические числа матрицы-коэффициен-
та комплексно-сопряжённые с действительной частью из интервала (−1/2, 0).
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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений в частных производных

∂2U

∂x2
−
∂2U

∂y2
−

2G

y

∂U

∂y
= 0, (1)

где U = (u1(x, y), u2(x, y))
⊤ — неизвестная вектор-функция, G— действительная

2× 2-матрица.
В работе [1] построена матрица Римана и с её помощью получено решение задачи

Коши для системы (1) в случае, когда спектр матрицы G принадлежит интервалу
(−1/2, 1/2). В [2] получено решение задачи Коши для случая, когда собственные
значения матрицы G— комплексно-сопряжённые числа c действительной частью из
интервала (0, 1/2).

Цель данной работы — найти решение задачи Коши для случая, когда матрица
G имеет комплексно-сопряжённые собственные значения λ1, λ2 c действительной
частью из интервала (−1/2, 0): λ1 = µ1 + iµ2, λ2 = µ1 − iµ2, µ1 ∈ (−1/2, 0), µ2 6= 0.

Задача Коши. Найти вектор-функцию U(x, y), удовлетворяющую следующим
условиям:

1) U(x, y) ∈ C(D̄) ∩ C2(D), где D = {(x, y) : 0 < −y < x < y + 1};

2) U(x, y) удовлетворяет системе (1);

3) выполняются начальные условия

U(x, 0) = τ(x) = (τ1(x), τ2(x))
⊤, x ∈ [0, 1]; (2)

lim
y→−0

K(y)
∂U

∂y
= ν(x) = (ν1(x), ν2(x))

⊤, x ∈ (0, 1), (3)

где

K(y) = (−y)2G = (−y)2µ1

(

E cos(2µ2 ln(−y))−
G− µ1E

µ2

sin(2µ2 ln(−y))
)

.

В характеристических координатах

ξ = x+ y, η = x− y (4)
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область D переходит в область H = {(ξ, η) : 0 < ξ < η < 1}, а система (1) редуциру-
ется к системе уравнений Эйлера—Пуассона—Дарбу специального вида:

∂2U

∂ξ∂η
+
∂U

∂ξ

G

η − ξ
−
∂U

∂η

G

η − ξ
= 0, (5)

при этом начальные условия принимают следующий вид:

U(ξ, ξ) = τ(ξ), ξ ∈ [0, 1], (6)

lim
η→ξ+0

K

(

ξ − η

2

)(

∂U

∂ξ
−
∂U

∂η

)

= ν(ξ), ξ ∈ (0, 1). (7)

Из свойств функции от матрицы [3] следует, что функция-матрица Римана
R(ξ, η; ξ0, η0) есть вещественная матрица даже в том случае, когда характеристи-
ческие числа матрицы G комплексно-сопряжённые. Запишем её аналитический вид:

R = V µ1

(G− µ1E

µ2

(

ψ(λ1, r) cos(µ2 lnV ) + ϕ(λ1, r) sin(µ2 lnV )
)

+

+ E
(

ϕ(λ1, r) cos(µ2 lnV ) + ψ(λ1, r) sin(µ2 lnV )
)

)

.

Здесь

V =
(η − ξ)2

(η − ξ0)(η0 − ξ)
, r = −

(ξ − ξ0)(η − η0)

(ξ − η0)(ξ0 − η)
,

ϕ(λ1, r) = Re
(

2F1

(

µ1 + iµ2, µ1 + iµ2

1
; r
))

,

ψ(λ1, r) = Im
(

2F1

(

µ1 + iµ2, µ1 + iµ2

1
; r
))

.

Если U(ξ, η) является решением системы уравнений (5), а R(ξ, η; ξ0, η0)— мат-
рица Римана этой системы уравнений, то, используя свойства матрицы Римана и
векторный аналог тождества Грина [4], получаем
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∣
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U
∣

∣

∣
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4
∑

k=1

Jk(ε). (8)

В равенстве (8) непосредственно переходить к пределу при ε → 0 нельзя, так
как все внеинтегральные члены стремятся к бесконечности, а интеграл J4(ε) не
существует. Интегрируя по частям J4(ε), применяя формулу автотрансформации и
переходя к пределу при ε→ 0, получим решение задачи Коши (6), (7) для системы
уравнений (5) в области H , которое имеет вид

U(ξ, η) = −22µ1−1 (K1ψ(λ1,1) + Eϕ(λ1,1))

∫ η

ξ

σ−µ1 (t) cos

(

µ2 ln
4

σ(t)

)

ν(t)dt−

− 22µ1−1 (K1ϕ(λ1,1)− Eψ(λ1,1))

∫ η

ξ

σ−µ1(t) sin

(

µ2 ln
4

σ(t)

)

ν(t)dt+
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+ (η − ξ)−2µ1−1

[

1

2
(Eψ(−λ1,1)−K1ϕ(−λ1,1))×

×

∫ η

ξ

σµ1(t) sin

(

µ2 ln
(ξ − η)2

σ(t)

)

(η + ξ − 2t)τ ′(t)dt−

−
1

2
(Eϕ(−λ1,1) +K1ψ(−λ1,1))

∫ η

ξ

σµ1(t) cos

(

µ2 ln
(ξ − η)2

σ(t)

)

(η + ξ − 2t)τ ′(t)dt+

+ (K2ϕ(−λ1,1) +K3ψ(−λ1,1))

∫ η

ξ

σµ1 (t) cos

(

µ2 ln
(ξ − η)2

σ(t)

)

τ(t)dt+

+ (K2ψ(−λ1,1)−K3ϕ(−λ1,1))

∫ η

ξ

σµ1 (t) sin

(

µ2 ln
(ξ − η)2

σ(t)

)

τ(t)dt

]

, (9)

где

K1 =
G− µ1E

µ2

, K2 = 2G+ E,

K3 = (1 + 2µ1)K1 − 2µ2E, σ(t) = (t− ξ)(η − t),

ϕ(λ1,1) = 1 +

∞
∑

n=1

ϕn(λ1,1)

(1)nn!
, ψ(λ1,1) =

∞
∑

n=1

ψn(λ1,1)

(1)nn!
,

ϕn+1(λ1,1) = ((µ1 + n)2 − µ2
2)ϕn(λ1,1)− 2µ2(µ1 + n)ψn(λ1,1),

ψn+1(λ1,1) = ((µ1 + n)2 − µ2
2)ψn(λ1,1) + 2µ2(µ1 + n)ϕn(λ1,1),

ϕ1(λ1,1) = µ2
1 − µ2

2, ψ1(λ1,1) = 2µ1µ2.

Используя (4), можно записать решение U(x, y) в области D. Таким образом,
справедлива следующая теорема.

Теорема. Если τ(x) ∈ C3[0, 1] и ν(x) ∈ C2(0, 1), то задача Коши (2), (3) для
уравнения (1) корректна по Адамару.

Замечание. Положив в (9) µ1 = 0, получим решение задачи Коши для случая
мнимых собственных значений матрицы G.
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