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В рамках пространств Харди Hp изучаются многомерные операторы сверт-
ки с ядрами, имеющими степенные особенности на конечном объединении сфер
в R

n. Получены необходимые и достаточные условия ограниченности таких опе-
раторов из Hp в Hq, 0 < p 6 q < ∞, из Hp в BMO, и из BMO в BMO.

Ключевые слова: свёртка, сфера, осциллирующий символ, ВМО, (Hp
−Hq)-оцен-

ки, мультипликатор, обобщённая функция.

1. Предварительные сведения. В данной работе рассматривается оператор
свертки

Mβ
θ ϕ = mβ

θ ∗ ϕ (1)

с ядром, имеющим степенные особенности на конечном объединении сфер:

mβ
θ (y) = θ1(|y|)(r

2
1 − |y|2 + i0)β1−1 × · · ·

· · · × θs−1(|y|)(r
2
s−1 − |y|2 + i0)βs−1−1 · θs(|y|)(1 − |y|2)βs−1

+ , (2)

где β = (β1, β2, . . . , βs), βj > 0, 1 6 j 6 s, 0 < r1 < r2 < . . . < rs−1 < rs = 1.
Здесь θj(r)— гладкие функции, θj(rj) 6= 0.

Операторы вида (1) возникают при решении задачи Коши для волнового
уравнения (см. [1–3]).

В настоящее время имеется ряд работ по (Hp−Hq)-оценкам для операто-
ров свёртки со степенными особенностями ядер на сферах (см. [4–9]). Случай
особенностей ядер на нескольких сферах рассматривался ранее только в [6].
Однако развитый в [6] метод не охватывал наиболее трудный случай, когда
0 < p < 1. Заметим также, что символ оператора вида (2) осциллирует на
бесконечности, что используется при получении указанных оценок.

Через Hp = Hp(Rn), 0 < p < ∞, обозначим множество всех S ′-распреде-
лений таких, что

f+(x) = sup
0<ε<∞

|(f ∗ ϕε)(x)| ∈ Lp,

где ϕ ∈ S,

∫

Rn

ϕ(x)dx 6= 0, ϕε(x) = ε−nϕ(x/ε) и (f ∗ ϕε)(x) = 〈f, ϕε(x − ·)〉.

Положим ‖f‖Hp = ‖f+‖Lp (см. [4, p. 269]). Заметим, что при 1 < p < ∞
пространство Hp изоморфно Lp.
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Через BMO = BMO(Rn) обозначим множество всех локально интегриру-
емых функций, для которых

‖f‖BMO = sup
B

{
1

|B|

∫

B
|f(x)− fB |dx

}
< ∞,

где fB =
1

|B|

∫

B
f(x)dx и супремум берутся по всем шарам B из Rn. Заметим,

что пространство BMO является сопряжённым к H1 (см. [4, p. 271]).

2. Основные результаты. На (1/p, 1/q)-плоскости рассмотрим множество

L(β, n) =

{(1
p
,
1

q

)
, 0 < p 6 q < ∞ :

1

p
−

n

q
6 β, если

1

p
+

1

q
6 1

и
n

p
−

1

q
6 β + (n − 1), если

1

p
+

1

q
> 1

}
.

Через H(Mβ
θ ) обозначим множество всех пар (1/p, 1/q), для которых опе-

ратор (1) ограничен из Hp в Hq.
Для оператора (1) справедлива

Теорема 1. Пусть βj > 0, 1 6 j 6 s, β0 = min{β1, β2, . . . , βs}. Тогда

L(β0, n) ⊂ H(Mβ
θ ). (3)

Док а з ат е л ь ств о. Заметим, что рассматриваемая задача сводится к
случаю, когда s = 2 в формуле (2). В указанном случае докажем, что

m̂β
θ (ξ) ∈ M(Hp,Hq), (1/p, 1/q) ∈ L(β0, n), (4)

где M(Hp,Hq)— класс мультипликаторов Фурье, порождающих ограничен-
ные операторы из Hp в Hq. Тогда с учётом замечания 2.3 из [4] получаем,
что оператор (1) ограничен из Hp в Hq.

Представим оператор Mβ
θ в виде

(Mβ
θ ϕ)(x) = (Mβ,0

θ ϕ)(x) + (Mβ1

θ,1ϕ)(x) + (Mβ1

θ,2ϕ)(x) + (Sβ2

θ ϕ)(x),

где

(Mβ,0
θ ϕ)(x) =

∫

|y|61

(
1− ω1(|y|)

)(
1− ω2(|y|)

)
mβ

θ (y)ϕ(x − y)dy,

(Mβ1

θ,1ϕ)(x) =

∫

r1−δ16|y|6r1

(r1 − |y|)β1−1u1(|y|)ϕ(x − y)dy,

(Mβ1

θ,2ϕ)(x) = eiπ(β1−1)

∫

r16|y|6r1+δ1

(|y| − r1)
β1−1u1(|y|)ϕ(x − y)dy,

u1(|y|) = (r1 + |y|)β1−1ω1(|y|)θ1(|y|)
(
1− ω2(|y|)

)
θ2(|y|)(1 − |y|2)β2−1,
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(Sβ2

θ ϕ)(x) =

∫

1−δ26|y|61
(1− |y|)β2−1u2(|y|)ϕ(x − y)dy,

u2(|y|) =
(
1− ω1(|y|)

)
θ1(|y|)ω2(|y|)θ2(|y|)e

iπ(β1−1)(1 + |y|)β2−1(|y|2 − r21)
β1−1,

а функции ωj(r) ∈ C∞[0, 1] таковы, что 0 6 ωj(r) 6 1, ωj(r) = 0, если
r 6∈ [rj − δj , rj + δj ]б и ωj(r) = 1, если r ∈ [rj − δj/2, rj + δj/2], 0 < δj < 1,
j = 1, 2; r2 = 1, 0 < r1 − δ1 < r1 < r1 + δ1 < 1− δ2 < 1.

Рассмотрим оператор Mβ,0
θ . Введём обозначения

mβ
θ,0(y) =

(
1− ω1(|y|)

)(
1− ω2(|y|)

)
mβ

θ (y),

u3(ρ) = (2π)n/2(r21 − ρ2 + i0)β1−1(1− ρ2)β2−1θ1(ρ)(1 − ω1(ρ))θ2(ρ)
(
1− ω2(ρ)

)
.

Запишем m̂β
θ,0(ξ) в виде

m̂β
θ,0(ξ) =

1

(2π)n/2

∫ 1−δ2/2

0
ρn−1u3(ρ) dρ

∫

Sn−1

eiρ(ξ·σ) dσ.

Имеем

m̂β
θ,0(ξ) =

(
1− v(|ξ|2)

)
m̂β

θ,0(ξ) + v(|ξ|2)m̂β
θ,0(ξ).

В силу теоремы Е из [4, p. 282] заключаем, что

(
1− v(|ξ|2)

)
m̂β

θ,0(ξ) ∈ M(Hp,Hq), 0 < p 6 q < ∞. (5)

Рассмотрим v(|ξ|2)m̂β
θ,0(ξ). Применив формулу

∫

Sn−1

ei(x·σ) dσ =
(2π)n/2

|x|n/2−1
Jn/2−1(|x|) (6)

(см. [10], формула (25.13)), получаем

v(|ξ|2)m̂β
θ,0(ξ) =

v(|ξ|2)

|ξ|n/2−1

∫ 1−δ2/2

0
u3(ρ)ρ

n/2Jn/2−1(ρ|ξ|) dρ. (7)

Проинтегрировав по частям l раз интеграл в (7), будем иметь

v(|ξ|2)m̂β
θ,0(ξ) =

(−1)lv(|ξ|2)

|ξ|
n−2

2
+l

∫ 1−δ2/2

0

(
d

dρ

1

ρ

)l

(ρu3(ρ)) ρ
n−2

2
+lJn−2

2
+l(ρ|ξ|) dρ =

=
v(|ξ|2)ei|ξ|

|ξ|
n−1

2
+β0

·
(−1)l ṽ(|ξ|2)e−i|ξ|

|ξ|l−β0−
1

2

∫ 1−δ2/2

0

(
d

dρ

1

ρ

)l

(ρu3(ρ)) ρ
n−2

2
+lJn−2

2
+l(ρ|ξ|) dρ.

Положим l = [β0] + 3 + max
{[

n(1p − 1
2)
]
,
[
n
2

]}
(см. [4, p. 282], теорема Е).

Заметим, что

v(|ξ|2)ei|ξ| · |ξ|
1−n

2
−β0 ∈ M(Hp,Hq)
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в силу утверждения (I-i) теоремы 4.2 [4, p. 284], если (1/p, 1/q) ∈ L(β0, n).
Кроме того,

(−1)lṽ(|ξ|2)e−i|ξ|

|ξ|l−β0−
1

2

∫ 1−δ2/2

0

(
d

dρ

1

ρ

)l

(ρu3(ρ)) ρ
n−2

2
+lJn−2

2
+l(ρ|ξ|) dρ ∈ M(Hp,Hp),

0 < p < ∞, по теореме Е [4, p. 282] и является мультипликатором в S. Тогда

v(|ξ|2)m̂β
θ,0(ξ) ∈ M(Hp,Hq), если (1/p, 1/q) ∈ L(β0, n). (8)

Из (5) и (8) следует вложение

L(β0, n) ⊂ H(Mβ,0
θ ). (9)

Рассмотрим оператор Mβ1

θ,1 с символом

m̂β1

θ,1(ξ) =

∫ r1

r1−δ1

ρn−1(r1 − ρ)β1−1u1(ρ) dρ

∫

Sn−1

eiρ(ξ·σ) dσ.

Имеем

m̂β1

θ,1(ξ) = (1− v(|ξ|2))m̂β1

θ,1(ξ) + v(|ξ|2)m̂β1

θ,1(ξ) ≡
̂
mβ1,0

θ,1 (ξ) +
̂
mβ1,∞

θ,1 (ξ).

В силу теоремы Е [4, p. 282] заключаем, что

̂
mβ1,0

θ,1 (ξ) ∈ M(Hp,Hq), 0 < p 6 q < ∞. (10)

Рассмотрим
̂
mβ1,∞

θ,1 (ξ). Применив формулу (6) и асимптотическое разло-

жение функции Бесселя [11] с N =
[
n+1
2

]
+ 1, получаем

̂
mβ1,∞

θ,1 (ξ) =

N∑

k=0

(hβ1,k,−
1 (|ξ|) + hβ1,k,+

1 (|ξ|)) +Rβ1,N,−
1 (|ξ|) +Rβ1,N,+

1 (|ξ|),

где

hβ1,k,±
1 (|ξ|) =

γk,±v(|ξ|
2)

|ξ|
n−1

2
+k

∫ r1

r1−δ1

ρ
n−1

2
−k(r1 − ρ)β1−1u1(ρ)e

±iρ|ξ| dρ, (11)

0 6 k 6 N, γ0,± = (2π)
n−1

2 e∓
iπ

4
(n−1),

Rβ1,N,±
1 (|ξ|) =

B±
Nv(|ξ|2)

|ξ|
n+1

2
+N

∫ r1

r1−δ1

ρ
n+1

2
+Nu1(ρ)

(r1 − ρ)1−β1
e±iρ|ξ|Q

(n−2

2 )
N,± (ρ|ξ|) dρ, (12)

Q
(n−2

2 )
N,± (ρ|ξ|) =

∫ 1

0
(1− t)Ndt

∫ ∞·exp(iα)

0
e−uu

n−1

2
+N

(
1−

ut

±2iρ|ξ|

)n−5

2
−N

du.
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Рассмотрим мультипликатор (11). После замены r1 − ρ = τ имеем

hβ1,k,±
1 (|ξ|) =

γk,±e
±ir1|ξ|v(|ξ|2)

|ξ|
n−1

2
+k

∫ δ1

0

τβ1−1u1(r1 − τ)

(r1 − τ)k−
n−1

2

e∓i|ξ|τ dτ. (13)

Преобразуем мультипликатор (13), используя лемму Эрдеи (см. [12, c. 97]).
Будем иметь

hβ1,k,±
1 (|ξ|) = γk,±v(|ξ|

2)e±ir1|ξ| · |ξ|
1−n

2
−k−β1 · ṽ(|ξ|2)

(
ak,∓β1

+ |ξ|β1W∓,β1

1 (|ξ|)
)
,

где ak,∓β1
= r

n−1

2
+β1−k−1

1 2β1−1(1 − r21)
β2−1θ1(r1)θ2(r1)(∓i)β1Γ(β1), W

∓,β1

1 (|ξ|)—
функция, равная разности двух функций. Первая функция — это исходное

интегральное выражение в (13), вторая — ak,∓β1
|ξ|−β1 . Функция W∓,β1

1 (|ξ|) до-
пускает оценку

∣∣∣
(
W±,β

1 (λ)
)(j)∣∣∣ 6 C±,j

λ1+β+j
, λ > 1, j = 0, 1, 2, . . . ,

постоянные C±,j не зависят от λ. Заметим, что

v(|ξ|2)e±ir1|ξ| · |ξ|
1−n

2
−β1 ∈ M(Hp,Hq)

в силу утверждения (I-i) теоремы 4.2 [4, p. 284], если (1/p, 1/q) ∈ L(β1, n).
Кроме того,

γk,±ṽ(|ξ|
2)|ξ|β1W∓,β1

1 (|ξ|) ∈ M(Hp,Hp), 0 < p < ∞,

по теореме Е [4, p. 282] и является мультипликатором в S. Тогда

hβ1,0,±
1 (|ξ|) ∈ M(Hp,Hq), если (1/p, 1/q) ∈ L(β1, n).

Аналогично доказывается, что hβ1,k,±
1 (|ξ|) ∈ M(Hp,Hq), 1 6 k 6 N , если

(1/p, 1/q) ∈ L(β1 + 1, n).
Рассмотрим (12). После замены r1 − ρ = τ получаем

Rβ1,N,±
1 (|ξ|) =

B±
Ne±ir1|ξ|v(|ξ|2)

|ξ|
n−1

2
+N+1

∫ δ

0

τβ1−1u1(r1 − τ)

(r1 − τ)N+1−n−1

2

e∓i|ξ|τQ
(n−2

2 )
N,± ((r1−τ)|ξ|)dτ.

Применяя лемму Эрдеи, будем иметь

Rβ1,N,±
1 (|ξ|) =

B±
Nv(|ξ|2)e±ir1|ξ|

|ξ|
n−1

2
+N+1+β1

· ṽ(|ξ|2)
(
gN+1,∓
β1

(|ξ|) + |ξ|β1W∓,β1

1 (|ξ|)
)
,

где gN+1,∓
β1

(|ξ|) = aN+1,∓
β1

·Q
(n−2

2
)

N,± (r1|ξ|). Тогда

B±
Nv(|ξ|2)e±ir1|ξ| · |ξ|−

n+1

2
−N−β ∈ M(Hp,Hq),
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если (1/p, 1/q) ∈ L(β1+1, n), в силу утверждения (I-i) теоремы 4.2 [4, p. 282].
Кроме того,

ṽ(|ξ|2)
(
gN+1,∓
β1

(|ξ|) + |ξ|β1W∓,β1

1 (|ξ|)
)
∈ M(Hp,Hp), 0 < p < ∞,

по теореме Е [4, p. 282] и является мультипликатором в S. Тогда Rβ1,N,±
1 (|ξ|) ∈

M(Hp,Hq), если (1/p, 1/q) ∈ L(β1 + 1, n).
Резюмируя изложенное, получаем, что

̂
mβ1,∞

θ,1 (ξ) ∈ M(Hp,Hq), если (1/p, 1/q) ∈ L(β1, n), (14)

откуда с учётом (10) следует вложение

L(β1, n) ⊂ H(Mβ1

θ,1). (15)

Рассуждая аналогично, получаем, что

L(β1, n) ⊂ H(Mβ1

θ,2), и L(β2, n) ⊂ H(Sβ2

θ ). (16)

Из (9), (15) и (16) следует (4). �

Замечание. Используя идею доказательства точности (Hp−Hq)-оценок
для мультипликаторных операторов с символами

m±
b (|ξ|) = v(|ξ|2)|ξ|−be±i|ξ|, b > 0,

где v(r) ∈ C∞(0,∞), 0 6 v(r) 6 1; v(r) = 0, если r 6 1 и v(r) = 1, если r > 2,
из [4], можно показать, что знак вложения в (3) можно заменить знаком
равенства.

Используя утверждения (I-i) и (II-i) теоремы 4.2 [4, p. 284] и рассуждая
так же, как и при доказательстве теоремы 1, заключаем, что справедливы
следующие теоремы.

Теорема 2. Пусть βj > 0, 1 6 j 6 s, β0 = min{β1, . . . , βs}. Если выполня-
ется одно из условий 1 6 1/p 6 1 + (β0 − 1)/n либо 0 < 1/p 6 min{1, β0}, то
оператор (1) ограничен из Hp в BMO.

Теорема 3. Пусть βj > 0, 1 6 j 6 s. Тогда оператор (1) ограничен из
BMO в BMO.
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