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Рассматривается упругая пластина, составленная из двух полубесконечных
пластин, соединенных друг с другом через тонкое упругое кусочно-однородное

включение. Изучается напряжённое состояние, порожденное двумя сосредото-

ченными силами, приложенными к пластинам. Находятся напряжения на ли-

ниях контакта, изучается их поведение вблизи точки изменения жёсткости
включения.

Ключевые слова: упругие пластины, включение, сосредоточенные силы, напря-

жения.

Пусть две полубесконечные однородные пластины с различными упру-
гими характеристиками соединены между собой через бесконечное тонкое
упругое включение с кусочно-постоянным модулем упругости (рис. 1). Сред-
ние сечения пластин лежат в плоскости комплексной переменной z = x+ iy
так, что ось включения, расположенного между ними, совпадает с действи-
тельной осью. Обозначим толщины, коэффициенты Пуассона, модули сдвига
пластин через h1, ν1, E1 и h2, ν2, E2 соответственно (здесь и далее индекс 1
соответствует верхней пластине, индекс 2 — нижней пластине), модуль упру-
гости включения — через Ek при (−1)k−1x > 0 (k = 1, 2), а площадь по-
перечного сечения включения — через S. К пластинам в точках z1,2 = ±id
приложены сосредоточенные силы P1 + iQ1 и P2 + iQ2.

Требуется определить касательные и нормальные напряжения вдоль ли-

ний контакта пластин и включения.

Рис. 1. Составная плоскость с кусочно-однородным включением

Василий Васильевич Сильвестров (д.ф.-м.н.), профессор, каф. высшей математики. Алек-

сандр Валериянович Смирнов, аспирант, каф. высшей математики.
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Пластины находятся в обобщённом плоском напряжённом состоянии, а
включение — в одноосном напряжённом состоянии. При этом из-за различия
упругих характеристик пластин происходит не только растяжение, но и изгиб
включения, учет которого значительно усложняет процесс решения. Здесь,
как и в работе [1], предполагается, что включение лишено изгибной жёст-
кости, т. е. совершенно не сопротивляется изгибу. В этом случае из условия
равновесия части включения на интервале (x;x + ∆x), переходя к пределу
при ∆x → 0, получим уравнения

EkAu
′′(x) + h1τ

+
xy(x)− h2τ

−

xy(x) = 0,

h1σ
+
y (x)− h2σ

−

y (x) = 0, (−1)k−1x > 0, k = 1, 2,
(1)

где σ±
y и τ±xy — искомые нормальные и касательные контактные напряжения в

верхней и нижней пластине. В силу малости толщины включения на его гра-
нях должно выполняться условие равенства горизонтальных и вертикальных
смещений точек пластин [2]

(u+ + iv+)(x) = (u− + iv−)(x), x ∈ R. (2)

Искомые напряжения и деформации в пластинах выражаются по форму-
лам Колосова—Мусхелишвили [3]:

σy(z)− iτxy(z) = Φk(z)− Φk(z) + (z − z)Φ′

k
(z),

2µk(u+ iv)′(z) = κkΦk(z) + Φk(z)− (z − z)Φ′

k(z), (−1)k−1Imz > 0, k = 1, 2,

где κk = (3 − νk)/(1 + νk), а Φk(z)— исчезающие на бесконечности меро-
морфные функции с линией разрыва по действительной оси, причём функ-
ция Φk(z) может иметь простой полюс в точке zk и полюс второго порядка в
точке z3−k (k = 1, 2). Из этих формул и равенства (2) следует

µ2κ1Φ
+

1
(x)− µ1Φ

+

2
(x) = µ1κ2Φ

−

2
(x)− µ2Φ

−

1
(x), x ∈ R. (3)

Из свойств функций Φ1,2(z) и краевого условия (3) вытекает аналитичность
функции

R0(z) =

{

µ2κ1Φ1(z)− µ1Φ2(z), Imz > 0,

µ1κ2Φ2(z)− µ2Φ1(z), Imz < 0
(4)

во всей комплексной плоскости за исключением точек z1,2, в которых она
может иметь полюсы второго порядка, причём на бесконечности функция
R0(z) обращается в ноль. Следовательно, она имеет вид:

R0(z) =
A0

z − id
+

B0z + C0

(z − id)2
+

D0

z + id
+

E0z + F0

(z + id)2
.

Постоянные A0, B0, C0, D0, E0, F0 определяются из известных представлений
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комплексных потенциалов вблизи точек приложения сосредоточенных сил [3]:

Φ1(z) =−
P1 + iQ1

2π(1 + κ1)

1

z − id
+Φ01(z), Imz > 0;

Φ1(z) =
(1− κ1)P1 − i(1 + κ1)Q1

2π(1 + κ1)

1

z + id
−

−
P1 − iQ1

2π(1 + κ1)

z − id

(z + id)2
+Φ01(z), Imz < 0;

Φ2(z) =
(1− κ2)P2 − i(1 + κ2)Q2

2π(1 + κ2)

1

z − id
−

−
P2 − iQ2

2π(1 + κ2)

z + id

(z − id)2
+Φ02(z), Imz > 0;

Φ2(z) =−
P2 + iQ2

2π(1 + κ2)

1

z + id
+Φ02(z), Imz < 0;

где Φ01(z) и Φ02(z) аналитичны в окрестностях точек z1,2.
На основании формул Колосова—Мусхелишвили и равенства (4) условия

(1) преобразуются в краевое условие задачи Римана:

(1 + δκ1)Φ
+

1
(x)− (1 + δκ−1

2
)Φ−

1
(x) = ig(x), x ∈ R\{0}, (5)

g(x) =
EkA

2µ1h1

d

dx
Re

[

κ1Φ
+

1
(x) + Φ−

1
(x)

]

− i
h2
h1

1 + κ−1

2

µ1

R0(x), δ =
h2µ2

h1µ1

. (6)

Функция g(x) непрерывна по Гельдеру на всей действительной оси, кроме
точки x = 0, где она может обращаться в бесконечность порядка меньше 1, и
исчезает на бесконечности не медленнее 1/x. Следовательно, решение задачи
Римана имеет вид

Φ1(z) =
A1

z − id
+

1

2π(1 + δκ1)

∫

+∞

−∞

g(t)dt

t− z
, Imz > 0,

Φ1(z) =
B1

z + id
+

C1z +D1

(z + id)2
+

κ2
2π(κ2 + δ)

∫

+∞

−∞

g(t)dt

t− z
, Imz < 0.

(7)

Постоянные A1, B1, C1, D1 снова определяются из приведенных представле-
ний комплексных потенциалов.

Из равенства (6) находим Img(x) = −δµ−1

2
(1 + κ−1

2
)ReR0(x). Для нахож-

дения Reg(x) подставим предельные значения интегралов (7) в равенство
(6) и выделим действительные части справа и слева. Вводя новую функ-
цию f ′(x) = Reg(x), получим систему интегро-дифференциальных уравнений
Прандтля

f(x)−
a1
π

∫

+∞

−∞

f ′(x)dt

t− x
= E1r1(x)−

∫

+∞

x

r2(t)dt, x > 0,

f(x)−
a2
π

∫

+∞

−∞

f ′(x)dt

t− x
= E2r1(x) +

∫ x

−∞

r2(t)dt, x < 0,

(8)
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где

r1(x) =
A

2µ1h1
Re

[

R1(x) +
1

2

(

κ1
1 + δκ1

−
κ2

κ2 + δ

)

h2
h1

1 + κ−1

2

µ1

R0(x)

]

,

r2(x) =
h2
h1

1 + κ−1

2

µ1

ImR0(x), R1(x) =
κ1A1

x− id
+

B1

x+ id
+

C1x+D1

(x+ id)2
,

ak =
EkA

4µ1h1

(

κ1
1 + δκ1

−
κ2

κ2 + δ

)

.

Система уравнений (8) допускает решение методом, подробно описанным
в работе [1]. Посредством интегрального преобразования Меллина она сво-
дится к системе двух разностных уравнений, которая с помощью выбранной
специальным образом диагонализации и последующего конформного отоб-
ражения единичной полосы на расширенную комплексную плоскость пре-
образуется в краевую задачу сопряжения на римановой поверхности. Ввиду
громоздкости решение здесь не приводится. Найденные на основе этого реше-
ния контактные напряжения удовлетворяют условию Гельдера во всех точках
действительной оси, кроме точки x = 0. При этом касательные напряжения
имеют логарифмическую особенность в окрестности нуля, а нормальные на-
пряжения принимают различные конечные значения при стремлении к нулю
справа и слева.

a б

Рис. 2. Контактные напряжения вблизи нуля: P1 = P2 = P0 (а); P1 = −P2 = P0 (б)

На рис. 2 представлены графики контактных напряжений при горизон-
тальной нагрузке (Q1 = Q2 = 0) в двух случаях P1 = P2 и P1 = −P2. На
рис. 3 изображены контактные напряжения при различных значениях вели-
чины d при внешней нагрузке P1 = −P2 = P0. Из рисунков видно, что при
уменьшении расстояния между точками приложения сосредоточенных сил и
включением контактные напряжения испытывают сильное возмущение вбли-
зи нуля, причём на некоторых участках нормальные напряжения по величине
превышают касательные, тогда как при больших d нормальные напряжения
значительно меньше касательных.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 10–01-00103–a).
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Рис. 3. Касательные и нормальные контактные напряжения при различных значениях
расстояния d: 1 — d = h0, 2 — d = 2h0, 3 — d = 4h0, 4 — d = 8h0
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The elastic plate composed of two semi-infinite plates connected one with other through

a thin elastic piecewise-homogeneous inclusion is considered. Stress state in the plates

under the action applied to them concentrated forces is studied. The stresses on the

lines of contact are found and their behavior near point of changing the inclusion
rigidity is studied.
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