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Получены условия на комплексный параметр, при которых единственно решение
задачи Трикоми для уравнения с двумя перпендикулярными линиями изменения
типа.
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При изучении краевых задач для уравнений смешанного типа важными
являются вопросы единственности решения и расположения спектра соответ-
ствующих спектральных задач.

Многими авторами изучалась задача Трикоми для модельного уравнения
Лаврентьева—Бицадзе

Lu ≡ sgn y · uxx + uyy − λu = 0. (1)

В работе [1] А. В. Бицадзе установил принцип экстремума для уравнений
смешанного типа и на его основе доказал единственность решения задачи
Трикоми для уравнения (1) при λ = 0, а также существование решения.

Т. Ш. Кальменов в работе [2] на основе принципа экстремума А. В. Би-
цадзе и теории положительных решений операторных уравнений М. А. Крас-
носельского доказал существование хотя бы одного собственного значения
однородной задачи Трикоми для уравнения (1).

С. М. Пономарев [3] доказал единственность решения задачи Трикоми

для уравнения (1) при λ = α+ iβ таких, что α > 0 и |β| 6 2
√
2α.

Е. И. Моисеев [4] для уравнения (1) с комплексным параметром λ = µ2

установил единственность решения задачи Трикоми при |arg µ| 6 arctg k0,

где k0 — корень уравнения 2k = 2k2 − 1 + 2k
√
2k2 − 1, k0 > 1/

√
2.

К. Б. Сабитов [5] изучил единственность решения задачи Трикоми для
уравнения (1) с кусочно-постоянным параметром λ = λ1 при y > 0, λ = λ2
при y < 0.

В данной работе рассматривается смешанное эллиптико-гиперболическое
уравнение с двумя линиями изменения типа

Lu ≡ sgn y · uxx + sgnx · uyy − λu = 0, (2)

где λ— комплексный параметр, в области D, ограниченной следующими ли-
ниями:
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Задача Трикоми для уравнения смешанного типа с двумя линиями изменения типа . . .

1) гладкой кривой Γ, лежащей в первой четверти плоскости (x, y) с конца-
ми в точках A1(l1,0) и A2(0, l2), l1, l2 > 0;

2) характеристиками OC1 (x + y = 0) и C1A1 (x − y = l1) уравнения (2)
при x > 0, y < 0;

3) характеристиками OC2 (x+ y = 0) и C2A2 (y− x = l2) при x < 0, y > 0,
где C1 = (l1/2,−l1/2), C2 = (−l2/2, l2/2), O = (0,0).

Введём обозначения: D0 = D ∩ {x > 0, y > 0}, D1 = D ∩ {x > 0, y < 0},
D2 = D∩{x < 0, y > 0}. В области D для уравнения (2) поставим следующую
задачу Трикоми.

Задача T. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D ) ∩C1(D) ∩ C2(D0 ∪D1 ∪D2), (3)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D0 ∪D1 ∪D2, (4)

u(x, y)
∣

∣

Γ
= ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ,

u(x, y)
∣

∣

C1C2

= ψ(x, y), (x, y) ∈ C1C2,

где ϕ и ψ— заданные достаточно гладкие функции.

Определение. Под регулярным решением уравнения (2) в области D по-
нимается функция u(x, y), удовлетворяющая условиям (3), (4) и имеющая
непрерывные частные производные ux и uy в D0, за исключением, быть мо-
жет, точек O, A1, A2, где они могут иметь степенную особенность порядка
меньше единицы.

В областях D1 и D2 для уравнения (2) рассмотрим следующие задачи.

Вторая задача Дарбу.

1) Найти в области D1 решение u(x, y) уравнения (2), удовлетворяющее
условиям:

uy(x,0) = ν1(x), x ∈ (0, l1), (5)

u(x,−x) = 0, x ∈ [0, l1/2], (6)

где ν1(x)— заданная функция.
2) Найти в области D2 решение u(x, y) уравнения (2), удовлетворяющее

условиям:

ux(0, y) = ν2(y), y ∈ (0, l2), (7)

u(y,−y) = 0, y ∈ [0, l2/2], (8)

где ν2(y)— заданная функция.

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1.

1) Если ν1(x) ∈ C1(0, l1)∩L1[0, l1], то существует единственное решение
задачи (2), (5) и (6) и оно определяется формулой

u(x, y) =

∫ x+y

0
ν1(t)J0

[

√

λ(x+ y − t)(x− y − t)
]

dt, (9)

где J0(z) — функция Бесселя первого рода,
√
λ > 0 при λ > 0.

47



А. А. Г и м ал т д и н о в а

2) Если ν2(x) ∈ C1(0, l2)∩L1[0, l2], то существует единственное решение
задачи (2), (7) и (8) и оно определяется формулой

u(x, y) =

∫ y+x

0
ν2(t)J0

[

√

λ(y + x− t)(y − x− t)
]

dt. (10)

Доказательство теоремы 1.1) приведено в [6], а формула (10) получается
из (9) заменой x на y, y на x в силу симметричности уравнения (2) относи-
тельно y = x.

Полагая в формулах (9) и (10) соответственно y = 0 и x = 0, найдем:

u(x, 0) = τ1(x) =

∫ x

0
J0

[√
λ(x− t)

]

ν1(t)dt, 0 6 x 6 l1, (11)

u(0, y) = τ2(y) =

∫ y

0
J0

[√
λ(y − t)

]

ν2(t)dt, 0 6 y 6 l2.

Пусть комплексное число λ = µ2, λ = λ1 + iλ2, µ = µ1 + iµ2, λi, µi ∈ R.
Тогда u(x, y) = u1(x, y) + iu2(x, y), u(x, y) = u1(x, y)− iu2(x, y).

Лемма 1. Если u
∣

∣

AC1

= 0, то для любого регулярного решения уравнения

(2) имеет место при любом x ∈ [0, l1] неравенство

Re J1a = Re

∫ x

0
e−2atu(t,0)uy(t,0) dt > 0, a = const > |µ2|.

Док а з ат е л ь ств о. На основании формулы (11) и интегрального пред-
ставления функции Бесселя

Jq(z) =
2√

πΓ(q + 1/2)

(z

2

)q
∫ 1

0
(1− ξ2)q−1/2 cos(zξ)dξ

вычислим интеграл

J1a =

∫ x

0
e−2atν1(t) τ1(t)dt =

∫ x

0
e−2atν1(t)

∫ t

0
J0
[

µ1(t− s)
]

ν1(s) ds dt =

=
1

π

∫ x

0
e−2atν1(t)

∫ t

0
ν1(s) ds

∫ 1

−1
(1− ξ2)−1/2 eiµ(t−s) ξ dξ dt =

=
1

π

∫ 1

−1
(1− ξ2)−1/2 dξ

∫ x

0
e−2at

∫ t

0
ν1(t) ν1(s)e

(µ2+iµ1) (t−s) ξ ds dt. (12)

Предварительно найдем:

Re [ν1(t) ν1(s) e
iµ1 (t−s) ξ] =

= Re
([

ν11(t) ν11(s) + ν12(t)ν12(s) + i
(

ν12(t) ν11(s)− ν11(t)ν12(s)
)]

×
×
[

cosµ1 (t− s) ξ + i sin µ1 (t− s) ξ
])

=

=
[

ν11(t) ν11(s) + ν12(t)ν12(s)
]

cosµ1(t− s) ξ−
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−
[

ν12(t)ν11(s)− ν11(t)ν12(s)
]

sinµ1(t− s) ξ =

= [ν11(t) cosµ1tξ − ν12(t) sinµ1tξ] [ν11(s) cosµ1sξ − ν12(s) sinµ1sξ]+

+ [ν11(t) sin µ1tξ + ν12(t) cos µ1tξ][ν11(s) sinµ1sξ − ν12(s) cosµ1sξ]. (13)

Введём в рассмотрение вспомогательные функции:

P1(t, ξ) = [ν11(t) cos µ1tξ − ν12(t) sin µ1tξ] e
−µ2 tξ ;

P2(t, ξ) = [ν11(t) sin µ1tξ + ν12(t) cos µ1tξ] e
−µ2 tξ ;

Fi(t, ξ) =

∫ t

0
Pi(s, ξ) ds, i = 1,2.

Тогда на основании формул (12) и (13) получим неравенство

Re Ja1 =
1

π

∫ 1

−1
(1− ξ2)−1/2

∫ x

0
e−2t(a−µ2 ξ)×

×
[

P1(t, ξ)

∫ t

0
P1(s, ξ)ds + P2(t, ξ)

∫ t

0
P2(s, ξ)ds

]

dtdξ =

=
1

2π

∫ 1

−1
(1− ξ2)−1/2

∫ x

0
e−2t(a−µ2ξ) d

dt

[

F 2
1 (t, ξ) + F 2

2 (t, ξ)
]

dtdξ =

=
1

2π

∫ 1

−1
(1− ξ2)−1/2

(

[

F 2
1 (x, ξ) + F 2

2 (x, ξ)
]

e−2x(a−µ2 ξ)+

+ 2(a− µ2ξ)

∫ x

0

[

F 2
1 (t, ξ) + F 2

2 (t, ξ)
]

e−2t(a−µ2 ξ) dt
)

dξ > 0,

которое доказывает лемму 1. �

Лемма 2. Если u|AC2
= 0, то для любого регулярного решения уравнения

(2) имеет место при любом y ∈ [0, l2] неравенство

Re J2a = Re

∫ y

0
e−2atu(0, t)ux(0, t) dt > 0.

Док а з ат е л ь ств о аналогично доказательству леммы 1.

Лемма 3. Если u
∣

∣

Γ
= 0, то справедливо неравенство

∫∫

D0

u2dxdy 6 9mes D0

∫∫

D0

|∇u|2dxdy,

где mesD0 — площадь области D0.
Док а з ат е л ь ств о. Отобразим область D0 симметрично относительно

оси Ox и полученную область обозначим D∗

0. Затем область Q1 = D0 ∪D∗

0 ∪
OA1 отобразим относительно оси Oy, получим область Q2. Теперь в области
Q = Q1 ∪Q2 ∪A2B2, где B2(0,−l2)— точка, симметричная точке A2, доопре-
делим функцию u(x, y) чётным образом по обеим переменным, т. е. получим

функцию ũ(x, y) ∈
◦

W 1
2(Q). Используя оценку [7, c.71]

||u||2,Ω 6
3

2
(mes Ω)1/2||∇u||2,Ω,
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получим
∫∫

Q
ũ2dxdy 6

9

4
mes Q

∫∫

Q
|∇ũ|2dxdy,

откуда после возвращения к области D0 и следует справедливость доказыва-
емой оценки.�

Теорема 2. Если в классе регулярных решений уравнения (2) существует
решение задачи Трикоми, то оно единственно при всех λ, удовлетворяющих
неравенству

|λ| < 2Reλ+ p, p = 1/(9mesD0). (14)

Док а з ат е л ь ств о. Пусть w(x, y) = exp(−a(x + y))u(x, y), где a =
= |µ2| = |Imµ|, u(x, y)— решение однородной задачи Т, тогда w(x, y) в об-
ласти D0 является решением уравнения

Mw = wxx +wyy + 2awx + 2awy + (2a2 − λ)w = 0.

Рассмотрим равенство

wMw = (wwx)x+(wwy)y−wxwx−wy wy+2awwx+2awwy+(2a2−λ)|w|2 = 0

и проинтегрируем его по области Dεδ
0 , полученной из D0 при отходе внутрь

нее на расстояние ε > 0 от кривой Γ и на расстояние δ > 0 от отрезков OA1

и OA2. У полученного равенства выделим вещественную часть:

∫∫

Dεδ
0

[(1

2

∂

∂x
|w|2 + a|w|2

)

x
+

(1

2

∂

∂y
|w|2 + a|w|2

)

y

]

dx dy−

−
∫∫

Dεδ
0

[

|∇w|2 − Re (2a2 − λ)|w|2
]

dx dy = 0.

Применяя здесь формулу Грина, в пределе при ε → 0, δ → 0 с учётом
граничного условия w

∣

∣

Γ
= 0 получим

∫∫

D0

|∇w|2 dx dy + (Re λ− 2a2)

∫∫

D0

|w|2 dx dy+

+Re

∫ l1

0
e−2ax u(x,0)uy(x,0) dx +Re

∫ l2

0
e−2ay u(0, y)ux(0, y) dy = 0. (15)

В силу лемм 1 и 2 при Re λ > 2(Imµ)2 из равенства (15) следует един-
ственность решения задачи Трикоми. А если −p < Reλ− 2(Imµ)2, то в силу
равенства (15) и леммы 3 получим

∫∫

D0

|∇w|2 dx dy 6 −(Re λ− 2a2)

∫∫

D0

|w|2 dx dy 6

6 −Re λ− 2a2

p

∫∫

D0

|∇w|2 dx dy,
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откуда следует, что u(x, y) ≡ 0 в D.
Запишем неравенство −p < Reλ − 2(Imµ)2 в другом виде. Так как λ =

= µ2 = (µ1+ iµ2)
2, то µ21 =

1
2(|λ|+Reλ), µ22 =

1
2 (|λ| − Reλ), поэтому получим

неравенство
|λ| < 2Reλ+ p,

что и требовалось доказать. �

Неравенство (14) можно привести к виду

(Re λ+ 2p/3)2

(p/3)2
− (Im λ)2

(p/
√
3)2

> 1, Re λ > −p/2,

т. е. на плоскости (λ) получится внутренность правой ветви гиперболы с вер-
шиной в точке (−2p/3, 0).

Таким образом, решение задачи Трикоми для уравнения (2) единственно
при всех λ из указанной области.

Отметим, что в работе [8] была доказана единственность решения задачи

Трикоми для уравнения (2) при Re λ > 0, |Im λ/Re λ| 6 2
√
2.
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