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Рассмотрено дифференциальное уравнение с дробными производными Римана—
Лиувилля, которое предлагается в качестве модельного дробно-осцилляционно-
го уравнения для описания колебательных процессов в динамических системах
с памятью. В основе его вывода лежит гипотеза о неидеальной вязкоупругой
связи, которая ассоциируется с дробным аналогом реологической модели Зенера,
представляющей собой в классическом случае параллельное соединение элемента
Максвелла и идеальной пружины. Показано, что начальные задачи типа Коши
эквивалентным образом редуцируются к интегральным уравнениям вольтер-
ровского типа с достаточно гладкими ядрами,что позволяет воспользоваться
методом последовательных приближений. Отмечено, что подобные дифферен-
циальные уравнения могут представлять интерес в качестве математических
моделей поведения нелинейных динамических систем.

Ключевые слова: дифференциальные и интегральные уравнения с дробными
операторами Римана—Лиувилля, дробные осцилляторы, дробно-осциляционные
уравнения, реологические модели вязкоупругого тела с памятью, специальные
функции типа Миттаг—Леффлера, интегральные уравнения Вольтерры со спе-
циальными функциями в ядрах.

Дифференциальное уравнение

ü+

n
∑

k=0

akD
αk

0t u̇+

m
∑

s=0

bsD
βs

0t u = f(t), (1)

где u(t)— искомая, а f(t)— заданная функции, t ∈ [0, T ], u̇ = du/dt, Dα
0tu =

= (Dα
0+u)(t)— левосторонняя дробная производная Римана—Лиувилля [1,2]

порядка α, αk ∈ (0, 1), βs ∈ [0, 2), а коэффициенты ak, bs ∈ R, представляет
собой обобщение дифференциального уравнения классического осциллятора
с вязким трением [3]. Некоторые простейшие математические модели дроб-
ных осцилляторов приведены в [2, 4, 5].

Уравнению (1), различным его частным случаям, вопросам обоснования
существования и единственности и структуре решения начальных задач был
посвящён ряд работ с участием автора данного сообщения [3, 6, 7 и др.].

В основе вывода уравнения (1) лежит гипотеза о неидеальной вязкоупру-
гой связи, которая ассоциируется с дробным аналогом обобщённой реологи-
ческой модели Фойхта

σ(t) =

n
∑

k=0

akD
αk

0t ε̇+

m
∑

s=0

bsD
βs

0t ε, (2)
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где σ = σ(t) и ε = ε(t)— напряжение и деформация связи в момент времени t.
Частные случаи определяющего соотношения (2) изучались в работе [8] и бы-
ли использованы авторами работы [7] в простейших модельных уравнениях
дробных осцилляторов. Однако соотношение (2) ещё нуждается в экспери-
ментальном подтверждении. В то время как экспериментально установле-
но [9], что для моделирования вязкоупругого поведения многих материалов
достаточно адекватным оказывается дробный аналог реологической модели
Кельвина

σ(t) + a1D
α
0tσ = E0ε(t) + b1D

α
0tε, (3)

где a1, b1, E0 — заданные постоянные величины, α ∈ (0, 1).
Отметим, что определяющее соотношение вида (3) предлагалось и дру-

гими авторами [10]. Однако большинство авторов используют в реологиче-
ских соотношениях «подходящую дробную производную», в качестве которой
обычно выбирается производная по Капуто [5].

Другим подтверждённым экспериментально реологическим соотношени-
ем является дробный аналог модели Максвелла

σ(t) + a1D
α
0tσ = b1D

α
0tε, α ∈ (0, 1). (4)

Известно [2], что к соотношению (4) редуцируется определяющее уравнение
Ю. Н. Работнова [11].

В настоящей работе в качестве определяющего соотношения, моделирую-
щего вязкоупругую связь, предложен дробный аналог модели Зенера, пред-
ставляющей собой в классическом случае параллельное соединение максвел-
ловского элемента и идеальной пружины. Заменяя в структурной модели
Зенера элемент Максвелла (последовательное соединение пружины и демп-
фера) его дробным аналогом (4), приходим к соотношению

σ(t) + a1D
α
0tσ = Eε(t) + (a1E + b1)D

α
0tε, (5)

содержащему четыре параметра: a1, b1, E, α, подлежащих идентификации по
результатам экспериментов (испытаний образца). Предполагается, что при
α = 1 соотношение (5) совпадает с классическим для модели Зенера соотно-
шением

σ(t) + a1σ̇(t) = E2(ε(t) + a1ε̇(t)) + ηε̇(t),

где a1 = η/E1; E1, E2 — модули упругости, η — коэффициент вязкости соот-
ветствующих конструкционных элементов модели Зенера.

Дифференциальное уравнение динамики частицы (материальной точки)
в рамках классической механики Ньютона при наличии неидеальной вязко-
упругой связи (5) и внешнего воздействия (активной силы) f(t) будет иметь
вид

(Dα
0t − λI)(mẍ+ c2x− f) + c1D

α
0tx = 0, (6)

где m— масса, а x = x(t)— координата частицы; λ, c1, c2 — некоторые кон-
станты, связанные с коэффициентами в равенстве (5); I — тождественный
оператор, Dα

0t — левосторонняя производная Римана—Лиувилля порядка α ∈

(0, 1).
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Введём функции u(t) = mẍ+ c2x− f и v(t) = −c1D
α
0tx. Если считать v(t)

известной функцией, то уравнение (6) является неоднородным дифференци-
альным уравнением Барретта относительно искомой функции u(t) [12]:

Dα
0tu− λu(t) = v(t), (7)

для которого корректно поставлена задача типа Коши с начальным условием

lim
t→0+

I1−α
0t u = u0. (8)

Будем искать решение x(t) дифференциального уравнения (6) в клас-
се функций AC2[0, T ], допускающем существование почти всюду на отрез-
ке [0, T ] суммируемой второй производной ẍ(t) [1], требуя кроме того, чтобы
Dα

0tẍ была суммируемой по Лебегу функцией. Но это значит, что искомое
решение x(t) дифференциального уравнения (6) должно быть таким, что
ẍ(t) ∈ Lα(0, T ), где класс функций Lα(0, T ) при α ∈ (0, 1) мы определяем
как множество функций ϕ(t) таких, что ϕ(t) ∈ L(0, T ), а I1−α

0t ∈ AC1[0, T ]
[13], где AC1[0, T ] = AC[0, T ]— класс абсолютно непрерывных функций. На-
помним, что класс функций ACn[a, b] (n ∈ N) определяется как множество

функций ϕ(x) (x ∈ [a, b]) таких, что ϕ(x) ∈ Cn−1[a, b], a f (n−1)(x) ∈ AC[a, b],
что гарантирует существование почти всюду на [a, b] суммируемой производ-

ной f (n)(x).
Таким образом, в указанном классе функций начальное условие (8) для

внешнего возмущения f(t) ∈ C[0, T ] фактически сводится к равенству

lim
t→0+

I1−α
0t ẍ = u0. (9)

Применяя к левой и правой частям равенства (7) оператор Iα0t и используя
известное тождество [1]

Iα0tD
α
0tu = u(t)−

tα−1

Γ(α)
lim
t→0+

I1−α
0t u,

справедливое для функций u(t) ∈ Lα(0, T ), где Γ(α)— гамма-функция Эйле-
ра, получим интегральное уравнение

u(t)− λIα0tu = Iα0tv.

Его решение с учётом того, что Iα0tv = −c1I
α
0tD

α
0tx = −c1x(t), для функций

x(t) ∈ AC[0, T ] и, тем более, для функций x(t) ∈ AC2[0, T ], легко записыва-
ется с помощью оператора (I − λIα0t)

−1 = I + λEα,α
0t;λ:

u(t) = (I + λEα,α
0t;λ)

( u0
Γ(α)

tα−1
− c1x(t)

)

,

где действие оператора Eα,σ
at на любую суммируемую функцию определяется

равенством

Eα,σ
at;λf =

∫ t

a

(t− τ)α−1Eσ[λ(t− τ)α;α]f(τ)dτ, (10)
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где Eα(z;µ)— функция типа Миттаг—Леффлера.
Некоторые свойства операторов Eα,σ

at;λ и I+λEα,α
at;λ приведены в [7,8]. В част-

ности,
(I + λEα,α

0t;λ)t
α−1 = Γ(α) Exp(α,α;λ; t),

где E(α, µ;λ; t) = tµ−1Eα(λt
α;µ)— обобщённая дробная экспоненциальная

функция [6].
Таким образом, решение дифференциального уравнения (6) с начальным

условием (8) или (9) редуцировано к интегро-дифференциальному уравнению
следующего вида:

mẍ+ (c1 + c2)x+ c1λE
α,α
0t;λx = f(t) + u0 Exp(α,α;λ; t). (11)

Обозначим ω2
1 = c1/m, ω2

2 = c2/m, ω2
0 = ω2

1 + ω2
2 и f1(t) = m−1f(t).

Дальнейшая редукция уравнения (11) к интегральному уравнению второго
рода может быть осуществлена двумя способами.

Запишем уравнение (11) в виде

ẍ+ ω2
0x+ ω2

1λE
α,α
0t;λx = f1(t) +

u0
m

Exp(α,α;λ; t). (12)

Интегрируя левую и правую части равенства (12) по t дважды с начальными
условиями

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0 (13)

и используя известные свойства функции Exp(α, µ;λ; t) и оператора Eα,σ
0t;λ,

приводим уравнение (12) к интегральному уравнению Вольтерры второго ро-
да

x(t) + (ω2
1E

2,α
0t;λ + ω2

2I
2
0t)x(t) = x0 + ẋ0t+

u0
m

Exp(α,α + 2;λ; t) + I20tf1. (14)

Нетрудно показать, что ядро интегрального оператора

(ω2
1E

2,α
0t;λ + ω2

2I
2
0t)x(t) =

∫ t

0
[ω2

1 Exp(α,2;λ; (t − τ)) + ω2
2(t− τ)]x(τ)dτ

принадлежит классу функций C1[0, T ] ∩ C2(0, T ), а правая часть интеграль-
ного уравнения (14) — классу функций C2[0, T ]. Более того, обозначая ядро

K(t) = ω2
1 Exp(2, α;λ; t) + ω2

2t,

можно показать, что

( d

dt

)2
K(t) = λExp(α,α;λ; t) = λtα−1Eα(λt

α;α)

и имеет при α ∈ (0, 1) суммируемую особенность в нуле, причём

I1−α
0t Exp(α,α;λ; t) = Exp(α, 1;λ; t) ∈ AC[0, T ]

и lim
t→0+

Exp(α, 1;λ; t) = 1.
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Из вышеизложенного следует, что решение интегрального уравнения (14)
существует, единственно и может быть найдено методом последовательных
приближений в требуемом для корректности задачи типа Коши (6), (9), (13)
классе функций.

Для применения метода последовательных приближений удобно приве-
сти уравнение (12) к интегральному уравнению с ядром в другой записи.
Для этого рассмотрим уравнение (12) как обыкновенное дифференциальное
уравнение второго порядка с правой частью

F (t) = f1(t) +
u0
m

Exp(α,α;λ; t) − ω2
1λE

α,α
0t;λx.

Его решение с начальными условиями (13) будет иметь вид

x(t) = x0 cosω0t+
ẋ0
ω0

sinω0t+
1

ω0

∫ t

0
sinω0(t− τ)F (τ)dτ. (15)

Вычислим интеграл

I(t) =

∫ t

0
sinω0(t− τ) Exp(α,α;λ; τ)dτ = sinω0(t− τ) ∗ Exp(α,α;λ; t) =

=

∫ t

0
Exp(α,α;λ; t − τ) sinω0τdτ.

Используем запись оператора Eα,σ
0t;λ (10) и представление sinω0t в терминах

обобщённой дробной экспоненциальной функции:

Eα,σ
0t;λf =

∫ t

0
Exp(σ, α;λ; t − τ)f(τ)dτ ; (16)

sinω0t = ω0tE2(−ω2
0t

2; 2) = Exp(2, 2;−ω2
0 ; t). (17)

Затем воспользуемся формулой [8]

Eµ,σ
0t;λ1

Exp(β, ν;λ2; t) = Exp(α, β, µ + ν;λ1, λ2; t), (18)

где возникает обобщённая дробная экспоненциальная функция

Exp(α, β, µ;λ1, λ2; t) = tµ−1Eα,β(λ1t
α, λ2t

α;µ), (19)

порожденная трехпараметрической функцией типа Миттаг—Леффлера двух
аргументов:

Eα,β(x, y;µ) =

∞
∑

k,n=0

xkyn

Γ(αk + βn+ µ)
.

Тогда с учётом формул (16)–(18) имеем

I(t) = Eα,α
0t;λ sinω0t = ω0E

α,α
0t;λ Exp(2, 2;−ω2

0 ; t) = ω0 Exp(α, 2;α + 2;λ,−ω2
0 ; t).

Известно, что

xEα,β(x, y;µ + α) = Eα,β(x, y;µ)− Eβ(y;µ). (20)
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Окончательно, используя (19) и (20), найдём

I(t) = ω0 Exp(α,2;α + 2;λ,−ω2
0t) = ω0t

α+1Eα,2(λt
2,−ω2

0t
2;α+ 2) =

=
ω0

λ
t(λtα)Eα,2(λt

α,−ω2
0t

2;α+ 2) =

=
ω0

λ
t[Eα,2(λt

α,−ω2
0t

2; 2) −E2(−ω2
0t

2; 2)] =

=
1

λ
[ω0 Exp(α,2, α;λ,−ω2

0 ; t)− sinω0t]. (21)

Используя результат вычислений в (21), запишем уравнение (15) в виде
интегрального уравнения

x(t) + λ
ω2
1

ω0

∫ t

0
sinω0(t− τ)(Eα,α

0τ ;λx)(τ)dτ = ϕ(t), (22)

где

ϕ(t) = x0 cosω0t+
1

ω0

(

ẋ0 −
u0
λm

)

sinω0t+
u0
λm

Exp(α,2, α;λ,−ω2
0 ; t).

Обозначим

(Aα
0tx)(t) =

1

ω0

∫ t

0
sinω0(t− τ)(Eα,α

0τ ;λx)(τ)dτ (23)

— интегральный оператор, возникший в уравнении (22), и найдём его ядро в
явном виде.

Запишем в (23) оператор Eα,α
0τ ;λx по определению (16), изменим порядок

интегрирования и выполним замену переменной интегрирования во внутрен-
нем интеграле по формуле τ − s = (t− s)z. Получим

Aα
0tx =

1

ω0

∫ t

0
sinω0(t− τ)

∫ τ

0
Exp(α,α;λ; τ − s)x(s)ds =

=
1

ω0

∫ t

0
x(s)ds

∫ t

s

Exp(α,α;λ; τ − s) sinω0(t− τ)dτ =

=
1

ω0

∫ t

0
(t− s)x(s)ds

∫ 1

0
Exp[α,α;λ; (τ − s)αzα] sinω0[(t− s)(1− z)]dz =

=
1

ω0

∫ t

0
(t− s)αx(s)ds

∫ 1

0
zα−1Eα[λ(t− s)αzα;α] sinω0[(t− s)(1− z)]dz. (24)

Записывая подынтегральные функции во внутреннем интеграле (24) по опре-
делению в форме рядов и выполняя почленное интегрирование их произве-
дения, в конечном итоге можем показать, что

∫ 1

0
zα−1Eα[λ(t− s)αzα;α] sinω0[(t− s)(1− z)]dz =

= Eα[λ(t− s)α;α+ 2] sinω0(t− s).
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Таким образом, интегральное уравнение (22), к которому редуцируется
начальная задача типа Коши с условиями (8) и (13) для дифференциального
уравнения (6), может быть записано в виде

x(t) + λω2
1(A

α
0tx)(t) = ϕ(t), (25)

где оператор

Aα
0tx =

∫ t

0
(t− s)αEα[λ(t− s)α;α+ 2] sinω0(t− s)x(s)ds

имеет непрерывное ядро и, следовательно, интегральное уравнение (25) без-
условно разрешимо. Как и в первом случае, его решение можно найти мето-
дом последовательных приближений.
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The differential equation with Riemann–Liouville fractional derivatives is considered.
The equations of this class are proposed as a model fractional oscillating equations
for the description, analysis and investigation of oscillatory processes in dynamic sys-
tems with memory. Such a kind of equations obtainment is based on the hypothesis
supposed the existence of the non-ideal viscoelastic connection in the one-dimensional
dynamic system, which is associated with the fractional analogy of Zener rheologic
model of the viscoelastic body. It’s shown, that the initial values problems with Cauchy
type conditions can be reduced equivalently to the Volterra type integral equations with
the differentiable kernels. This circumstance allow to use the method of successive
approximation to resolve these integral equations. It’s indicated, that such a kind of
differential equations can be interesting as mathematical models of nonlinear dynamic
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