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Аннотация
Изучена начально-граничная задача для уравнения вынужденных

колебаний консольно закрепленной балки. Такое линейное дифферен-
циальное уравнение четвертого порядка описывает изгибные попереч-
ные колебания однородной балки при воздействии внешней силы при
отсутствии вращательного движения при изгибе.

Методом разделения переменных построена система собственных
функций одномерной спектральной задачи, которая является ортого-
нальной и полной в пространстве квадратично-суммируемых функций.
Единственность решения начально-граничной задачи доказана двумя
способами — с применением интеграла энергии и с использованием свой-
ства полноты системы собственных функций.

Решение задачи вначале найдено при отсутствии внешней силы и од-
нородных граничных условиях, а затем рассмотрен общий случай при
наличии внешней силы и неоднородных граничных условиях. В обоих
случаях решение задачи построено в виде суммы ряда Фурье.

Получены оценки коэффициентов этих рядов и системы собствен-
ных функций. На основании установленных оценок найдены достаточ-
ные условия на начальные функции, выполнение которых обеспечива-
ет равномерную сходимость построенных рядов в классе регулярных
решений уравнения колебаний балки, т.е. доказаны теоремы существо-
вания решения поставленной начально-граничной задачи. Установлена
устойчивость решений начально-граничной задачи в зависимости от на-
чальных данных и правой части рассматриваемого уравнения в классах
квадратично-суммируемых и непрерывных функций.
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Саби т о в К. Б., Ф а д е е в а О. В.

Введение. Рассмотрим однородную консольно закрепленную балку дли-
ны 𝑙. Вынужденные изгибные поперечные колебания такой балки под дей-
ствием непрерывной внешней силы 𝐺(𝑥, 𝑡) в случае отсутствия вращательно-
го движения описываются следующим уравнением [1, c. 143–145; 2, c. 276–277]:

𝜌𝑆𝑢𝑡𝑡 + 𝐸𝐽𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐺(𝑥, 𝑡),

где 𝜌— линейная плотность балки, 𝑆 — площадь поперечного сечения, 𝐸 —
модуль упругости материала, 𝐽 — момент инерции сечения относительно сво-
ей горизонтальной оси. Это уравнение можно записать в виде

𝑢𝑡𝑡 + 𝛼2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (1)

где 𝛼2 = 𝐸𝐽/(𝜌𝑆), 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡)/(𝜌𝑆).
Отметим, что задачи о колебательных процессах балок, стержней и пла-

стин играют важную роль в строительной механике [3, c. 326].
В данной работе для уравнения (1) изучается начально-граничная задача

в области
𝐷 = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 < 𝑇},

где 𝑙 и 𝑇 — заданные положительные действительные числа.
Начально-граничная задача. В области 𝐷 найти решение 𝑢(𝑥, 𝑡) урав-

нения (1), удовлетворяющее условиям

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2
𝑥,𝑡 (𝐷) ∩ 𝐶2,1

𝑥,𝑡 (𝐷), (2)
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, (3)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)

где 𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)— заданные функции, обладающие достаточной глад-
костью.

Отметим, что в учебниках и монографиях [1, c. 145–147; 2, c. 277; 3, c. 346–
350; 4, c. 35–38; 5, c. 149–158; 6, c. 321–330] найдены собственные частоты
и виды собственных колебаний для уравнения (1) с различными граничны-
ми условиями, но начально-граничные задачи не изучены. В последние го-
ды к исследованию линейных и нелинейных начально-граничных задач для
уравнения колебаний балки наблюдается повышенный интерес [7–15].

В данной работе на основе [11,12] решение начально-граничной задачи для
уравнения (1) вначале построено при отсутствии внешней силы и однородных
граничных условиях, а затем рассмотрен общий случай при наличии внешней
силы и неоднородных граничных условиях.

1. Единственность решения начально-граничной задачи. Для до-
казательства единственности решения поставленной задачи воспользуемся
следующим утверждением из работы [12].

Теорема 1 [12]. Если существует решение начально-граничной задачи
(1)–(4), то для любого 𝑡, 0 6 𝑡 6 𝑇, справедлива оценка∫︁ 𝑙

0
(𝑢2𝑡 + 𝛼2𝑢2𝑥𝑥) d𝑥 6 𝑒

𝑇

[︂∫︁ 𝑙

0
(𝜓2(𝑥) + 𝛼2(𝜙′′(𝑥))2) d𝑥+

x

𝐷

𝐹 2(𝑥, 𝑡) d𝑥 d𝑡

]︂
. (5)
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Теорема 2. Если существует функция 𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющая уравне-
нию (1) и условиям (2)–(4), то она единственна.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что существуют две различные
функции 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡), являющиеся решениями данной задачи. Тогда раз-
ность 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡) удовлетворяет однородному уравнению

𝑢𝑡𝑡 + 𝛼2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0

и нулевым начальным и граничным условиям. Для этой разности в силу
оценки (5) при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] имеем∫︁ 𝑙

0
(𝑢2𝑡 + 𝛼2𝑢2𝑥𝑥) d𝑥 = 0.

Это возможно только в случае, когда 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 ≡ 0 в области 𝐷, т.е. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
= 𝑐1𝑥+ 𝑐2, где 𝑐1, 𝑐2 — произвольные постоянные. Из выполнимости гранич-
ных условий (3) получаем 𝑐1 = 𝑐2 = 0, т.е. 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0 в 𝐷, откуда и следует
утверждение теоремы. �

2. Существование решения начально-граничной задачи. Рассмот-
рим решение задачи для случая отсутствия внешней силы — 𝐹 (𝑥, 𝑡) ≡ 0. Раз-
деляя в уравнении (1) переменные 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡), получим спектральную
задачу относительно функции 𝑋(𝑥):

𝑋𝐼𝑉 + 𝜆𝑋(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑙, (6)
𝑋(0) = 𝑋 ′(0) = 𝑋 ′′(𝑙) = 𝑋 ′′′(𝑙) = 0. (7)

Если 𝜆 > 0, то, полагая 𝜆 = 4𝑑4, 𝑑 > 0, найдем общее решение уравне-
ния (6):

𝑋(𝑥) = 𝑒𝑑𝑥(𝑎1 cos 𝑑𝑥+ 𝑎2 sin 𝑑𝑥) + 𝑒−𝑑𝑥(𝑎3 cos 𝑑𝑥+ 𝑎4 sin 𝑑𝑥),

где 𝑎𝑖 — произвольные постоянные, 𝑖 = 1, 4. Подчиняя функцию 𝑋(𝑥) и ее
производные до третьего порядка граничным условиям (7), получим линей-
ную систему относительно неизвестных постоянных 𝑎𝑖:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎1 + 𝑎3 = 0,
𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 + 𝑎4 = 0,
𝑎1𝑒

𝑑𝑙 sin 𝑑𝑙 − 𝑎2𝑒
𝑑𝑙 cos 𝑑𝑙 − 𝑎3𝑒

−𝑑𝑙 sin 𝑑𝑙 + 𝑎4𝑒
−𝑑𝑙 cos 𝑑𝑙 = 0,

(𝑎1𝑒
𝑑𝑙 − 𝑎4𝑒

−𝑑𝑙)(cos 𝑑𝑙 + sin 𝑑𝑙)− (𝑎2𝑒
𝑑𝑙 + 𝑎3𝑒

−𝑑𝑙)(cos 𝑑𝑙 − sin 𝑑𝑙) = 0,

определитель которой равен

Δ = 𝑒2𝑑𝑙 + 𝑒−2𝑑𝑙 + 2(1 + cos2 𝑑𝑙).

Поскольку определитель отличен от нуля, система имеет только триви-
альное решение 𝑋(𝑥) ≡ 0.

Если 𝜆 = 0, то спектральная задача (6), (7) также имеет только триви-
альное решение 𝑋(𝑥) ≡ 0.
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Саби т о в К. Б., Ф а д е е в а О. В.

Если 𝜆 < 0, то, полагая 𝜆 = −𝑑4, 𝑑 > 0, строим общее решение уравне-
ния (6) в виде

𝑋(𝑥) = 𝑎1𝑒
𝑑𝑥 + 𝑎2𝑒

−𝑑𝑥 + 𝑎3 cos 𝑑𝑥+ 𝑎4 sin 𝑑𝑥,

где 𝑎𝑖 — произвольные пока неизвестные постоянные, 𝑖 = 1, 4. Удовлетворяя
функцию 𝑋(𝑥) граничным условиям (7), получим следующую систему отно-
сительно неизвестных постоянных:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = 0,
𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎4 = 0,
𝑎1𝑒

𝑑𝑙 + 𝑎2𝑒
−𝑑𝑙 − 𝑎3 cos 𝑑𝑙 − 𝑎4 sin 𝑑𝑙 = 0,

(𝑎1𝑒
𝑑𝑙 + 𝑎2𝑒

−𝑑𝑙) + 𝑎3 sin 𝑑𝑙 − 𝑎4 cos 𝑑𝑙 = 0.

(8)

Определитель системы (8) равен

Δ = −4(ch 𝑑𝑙 cos 𝑑𝑙 + 1).

Чтобы система (8) имела ненулевые решения, потребуем, чтобы ее опре-
делитель был равен нулю:

ch 𝑑𝑙 cos 𝑑𝑙 = −1. (9)

Уравнение (9) имеет счетное множество корней 𝑑𝑛 [1, с. 146; 9]:

𝑑𝑛 =
𝜋

𝑙

(︁
𝑛− 1

2
+ (−1)𝑛Θ𝑛

)︁
, Θ𝑛 = 𝑂

(︁ 1

𝑛2

)︁
. (10)

Итак, получили собственные значения спектральной задачи (6), (7):

𝜆𝑛 = −𝑑4𝑛,

где 𝑑𝑛 — корень уравнения (9).
Находя общее решение системы (8) и учитывая равенство (9) при 𝑑 = 𝑑𝑛

получаем систему собственных функций:

𝑋𝑛(𝑥) =
sh 𝑑𝑛𝑙 + sin 𝑑𝑛𝑙

ch 𝑑𝑛𝑙 + cos 𝑑𝑛𝑙
(ch 𝑑𝑛𝑥− cos 𝑑𝑛𝑥) + sin 𝑑𝑛𝑥− sh 𝑑𝑛𝑥.

Отсюда, учитывая

sh 𝑑𝑛𝑙 =

√︁
ch2 𝑑𝑛𝑙 − 1 = | tg 𝑑𝑛𝑙| = −| sin 𝑑𝑛𝑙|

cos 𝑑𝑛𝑙
,

получаем две подсистемы:

𝑋𝑛(𝑥) =

{︃
𝑎𝑛 ch 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) + 𝑏𝑛 sin 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2), 𝑛 = 2𝑘 − 1,

𝑐𝑛 sh 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) + 𝑓𝑛 cos 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2), 𝑛 = 2𝑘,
(11)

где 𝑎𝑛 = sh−1(𝑑𝑛𝑙/2), 𝑏𝑛 = cos−1(𝑑𝑛𝑙/2), 𝑐𝑛 = − ch−1(𝑑𝑛𝑙/2), 𝑓𝑛 = sin−1(𝑑𝑛𝑙/2).
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Таким образом, построена система собственных функций задачи (6), (7)
по формуле (11). Эта система ортогональна и полна в пространстве 𝐿2[0, 𝑙] [16,
с. 99]. Для удобства дальнейших исследований нормируем систему функций
(11). Для нахождения норм собственных функций вычислим интеграл

𝐼𝑛𝑛 =

∫︁ 𝑙

0
𝑋2
𝑛(𝑥) d𝑥.

Для 𝑛 = 2𝑘 − 1 имеем

𝐼𝑛𝑛 =

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑎𝑛 ch 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) + 𝑏𝑛 sin 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2)

]︀2
d𝑥 =

=
𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛

2
𝑙 +

𝑎2𝑛
2𝑑𝑛

sh 𝑑𝑛𝑙 −
𝑏2𝑛
2𝑑𝑛

sin 𝑑𝑛𝑙.

Тогда, с учетом равенства (9), находим

𝐼𝑛𝑛 = ‖𝑋𝑛(𝑥)‖2 =
∫︁ 𝑙

0
𝑋2
𝑛(𝑥) d𝑥 = 𝑙

ch 𝑑𝑛𝑙 + 1

ch 𝑑𝑛𝑙 − 1
= 𝑙 cth2(𝑑𝑛𝑙/2). (12)

Аналогично для 𝑛 = 2𝑘 получаем

𝐼𝑛𝑛 = ‖𝑋𝑛(𝑥)‖2 =
∫︁ 𝑙

0
𝑋2
𝑛(𝑥) d𝑥 = 𝑙

ch 𝑑𝑛𝑙 − 1

ch 𝑑𝑛𝑙 + 1
= 𝑙 th2(𝑑𝑛𝑙/2). (13)

На основании равенств (12) и (13) нормируем систему функций (11):

𝑌𝑛(𝑥) =
𝑋𝑛(𝑥)

‖𝑋𝑛(𝑥)‖
, ‖𝑋𝑛(𝑥)‖ =

{︃√
𝑙 cth(𝑑𝑛𝑙/2), 𝑛 = 2𝑘 − 1,

√
𝑙 th(𝑑𝑛𝑙/2), 𝑛 = 2𝑘.

(14)

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡)— решение задачи (1)–(4). Следуя [11], [12], рассмотрим вспо-
могательные функции

𝑢𝑛(𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥. (15)

Дифференцируя (15) дважды и учитывая (1), при условии 𝐹 (𝑥, 𝑡) ≡ 0
получим

𝑢′′𝑛(𝑡) = −𝛼2

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥.

Интегрируя последнее равенство четыре раза по частям и принимая во вни-
мание условия (3) и (7), получим уравнение

𝑢′′𝑛(𝑡) + 𝛼2𝑑4𝑛𝑢𝑛(𝑡) = 0,

общее решение которого имеет вид

𝑢𝑛(𝑡) = 𝛼𝑛 cos𝛼𝑑
2
𝑛𝑡+ 𝛽𝑛 sin𝛼𝑑

2
𝑛𝑡, (16)

где 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 — произвольные постоянные.
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Для нахождения постоянных 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, подчинив функции (15) условиям
(4), получим начальные условия:

𝑢𝑛(0) =

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 0)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 =

∫︁ 𝑙

0
𝜙(𝑥)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 = 𝜙𝑛, (17)

𝑢′𝑛(0) =

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑡(𝑥, 0)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 =

∫︁ 𝑙

0
𝜓(𝑥)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 = 𝜓𝑛. (18)

Удовлетворяя функции (16) полученным начальным условиям (17) и (18),
находим 𝛼𝑛 = 𝜙𝑛, 𝛽𝑛 = 𝜓𝑛/(𝛼𝑑

2
𝑛) и явный вид функций

𝑢𝑛(𝑡) = 𝜙𝑛 cos𝛼𝑑
2
𝑛𝑡+

𝜓𝑛
𝛼𝑑2𝑛

sin𝛼𝑑2𝑛𝑡. (19)

Поскольку для функций (15) получен явный вид (19), на основании пол-
ноты системы 𝑌𝑛(𝑥) в пространстве 𝐿2[0, 𝑙] можно доказать единственность
решения задачи (1)–(4). Действительно, пусть существуют различные функ-
ции 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡)— решения данной задачи. Тогда их разность 𝑢(𝑥, 𝑡) =
= 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡) есть решение однородной задачи (1)–(4), где 𝜙(𝑥) =
= 𝜓(𝑥) = 0. Тогда из (17)–(19) следует, что 𝑢𝑛(𝑡) = 0 при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
что, с учетом (15), влечет выполнимость равенства∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 = 0

при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и для любого 𝑛 ∈ N. Отсюда в силу полноты системы
𝑌𝑛(𝑥) в пространстве 𝐿2[0, 𝑙] получаем, что 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 почти всюду на [0, 𝑙]
при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Так как 𝑢(𝑥, 𝑡) в силу условия (2) непрерывна на 𝐷, то
𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0 на 𝐷.

Решение поставленной задачи (1)–(4) будем искать в виде суммы ряда

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥), (20)

где 𝑢𝑛(𝑡) и 𝑌𝑛(𝑥) определяются формулами (19) и (14).
Лемма 1. Для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и больших 𝑛 ∈ N справедливы оценки

|𝑢𝑛(𝑡)| 6 𝐶1

(︁
|𝜙𝑛|+

|𝜓𝑛|
𝑛2

)︁
, |𝑢′′𝑛(𝑡)| 6 𝐶2𝑛

4
(︁
|𝜙𝑛|+

|𝜓𝑛|
𝑛2

)︁
,

где 𝐶𝑖 — здесь и далее положительные постоянные.
Справедливость этих оценок вытекает непосредственно из формулы (19).
Лемма 2. Для любых 𝑥 ∈ [0, 𝑙] и больших 𝑛 ∈ N справедливы оценки

|𝑌 (𝑖)
𝑛 (𝑥)| 6 𝐶𝑖+3𝑛

𝑖, 𝑖 = 0, 4. (21)
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До к а з ат е л ь ств о. Для случая 𝑛 = 2𝑘− 1 на основании формулы (11)
имеем

𝑋𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛 ch 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) + 𝑏𝑛 sin 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) =

=
2 sh(𝑑𝑛𝑙/2)

ch 𝑑𝑛𝑙 − 1
ch 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) +

2 ch 𝑑𝑛𝑙 cos(𝑑𝑛𝑙/2)

ch 𝑑𝑛𝑙 − 1
sin 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2).

Из данного представления при всех 𝑥 ∈ [0, 𝑙] и 𝑛 ∈ N оценим 𝑋𝑛(𝑥):

|𝑋𝑛(𝑥)| 6
sh 𝑑𝑛𝑙

ch 𝑑𝑛𝑙 − 1
+

2 ch 𝑑𝑛𝑙

ch 𝑑𝑛𝑙 − 1
6

4

(1− 𝑒−𝑑1𝑙)2
= 𝐶3.

Теперь из формулы (12) следует, что

‖𝑋𝑛(𝑥)‖ >
√
𝑙, lim

𝑛→∞
‖𝑋𝑛(𝑥)‖ =

√
𝑙.

Отсюда вытекает, что существует номер 𝑛1 такой, что при всех 𝑛 > 𝑛1:
√
𝑙 6

‖𝑋𝑛(𝑥)‖ 6 2
√
𝑙. Тогда при больших 𝑛 и любых 𝑥 ∈ [0, 𝑙]

|𝑌𝑛(𝑥)| 6
|𝑋𝑛(𝑥)|
‖𝑋𝑛(𝑥)‖

<
𝐶3√
𝑙
.

При 𝑛 = 2𝑘 на основании формулы (14) имеем

𝑋𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛 sh 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) + 𝑓𝑛 cos 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) =

=
sh 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2)

ch(𝑑𝑛𝑙/2)
− 2 ch 𝑑𝑛𝑙 sin(𝑑𝑛𝑙/2)

ch 𝑑𝑛𝑙 + 1
cos 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2),

откуда при всех 𝑥 ∈ [0, 𝑙] и 𝑛 ∈ N имеем

|𝑋𝑛(𝑥)| 6
sh(𝑑𝑛𝑙/2)

ch(𝑑𝑛𝑙/2)
+

2 ch 𝑑𝑛𝑙

1 + ch 𝑑𝑛𝑙
6 3.

Из (13) имеем
‖𝑋𝑛(𝑥)‖ 6

√
𝑙, lim

𝑛→∞
‖𝑋𝑛(𝑥)‖ =

√
𝑙.

Отсюда следует, что существует номер 𝑛2 такой, что при всех 𝑛 > 𝑛2 вы-
полняется неравенство

√
𝑙/2 6 ‖𝑋𝑛(𝑥)‖ 6

√
𝑙. Тогда при больших 𝑛 и любых

𝑥 ∈ [0, 𝑙] справедлива оценка

|𝑌𝑛(𝑥)| 6
|𝑋𝑛(𝑥)|
‖𝑋𝑛(𝑥)‖

6
6√
𝑙
.

Вычисляя производные функций 𝑌𝑛(𝑥) до четвертого порядка включи-
тельно, с учетом асимптотической формулы (10) для 𝑑𝑛 убеждаемся в спра-
ведливости оценок (21) для больших 𝑛 ∈ N и любых 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. �
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Далее, дифференцируя почленно ряд (20), составим ряды из производных:

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑢′′𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥), (22)

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑡)𝑌
(4)
𝑛 (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑑4𝑛𝑢𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥). (23)

Полученные ряды (22) и (23), как и ряд (20), на основании лемм 1 и 2 при
любых (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 мажорируются рядом

𝐶8

∞∑︁
𝑛=1

𝑛4
(︁
|𝜙𝑛|+

|𝜓𝑛|
𝑛2

)︁
.

Лемма 3. Если функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) удовлетворяют условиям

𝜙(𝑥) ∈ 𝐶6[0, 𝑙], 𝜙(0) = 𝜙′(0) = 𝜙′′(𝑙) = 𝜙′′′(𝑙) = 𝜙𝐼𝑉 (0) = 𝜙𝑉 (0) = 0,

𝜓(𝑥) ∈ 𝐶4[0, 𝑙], 𝜓(0) = 𝜓′(0) = 𝜓′′(𝑙) = 𝜓′′′(𝑙) = 0,

то имеют место следующие представления:

𝜙𝑛 =
𝜙
(6)
𝑛

𝑑6𝑛
, 𝜓𝑛 =

𝜓
(4)
𝑛

𝑑4𝑛
,

где

𝜙(6)
𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

‖𝑋𝑛‖

∫︁ 𝑙

0
𝜙(6)
𝑛 (𝑥)

(︀
𝑎𝑛 ch 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2) + 𝑏𝑛 sin 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2)

)︀
d𝑥, 𝑛 = 2𝑘 − 1,

1

‖𝑋𝑛‖

∫︁ 𝑙

0
𝜙(6)
𝑛 (𝑥)

(︀
𝑐𝑛 sh 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2)− 𝑓𝑛 cos 𝑑𝑛(𝑥− 𝑙/2)

)︀
d𝑥, 𝑛 = 2𝑘,

𝜓(4)
𝑛 =

∫︁ 𝑙

0
𝜓(4)(𝑥)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥.

До к а з ат е л ь ств о. Заметим, что непосредственным дифференцирова-
нием можно убедиться в том, что

𝑌 (4)
𝑛 (𝑥) = 𝑑4𝑛𝑌𝑛(𝑥).

Тогда на основании (17) имеем

𝜙𝑛 =

∫︁ 𝑙

0
𝜙(𝑥)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 =

1

𝑑4𝑛

∫︁ 𝑙

0
𝜙(𝑥)𝑌 (4)

𝑛 (𝑥) d𝑥.

Интегрируя последнее равенство четыре раза по частям и учитывая гранич-
ные условия (3), получаем

𝜙𝑛 =
1

𝑑4𝑛

∫︁ 𝑙

0
𝜙(4)(𝑥)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 =

1

𝑑8𝑛

∫︁ 𝑙

0
𝜙(4)(𝑥)𝑌 (4)

𝑛 (𝑥) d𝑥.
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Интегрируя в последнем интеграле дважды по частям, приходим к справед-
ливости первого представления леммы 3.

Аналогично, на основании (18) получим

𝜓𝑛 =

∫︁ 𝑙

0
𝜓(𝑥)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥 =

1

𝑑4𝑛

∫︁ 𝑙

0
𝜓(𝑥)𝑌 (4)

𝑛 (𝑥) d𝑥 =
1

𝑑4𝑛
𝜓(4)
𝑛 .

�
На основании леммы 3 ряды (20), (22), (23) мажорируются сходящимся

числовым рядом

𝐶9

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
(︀
|𝜙(6)
𝑛 |+ |𝜓(4)

𝑛 |
)︀
,

т.е. они сходятся равномерно на 𝐷. Таким образом, сумма ряда (20) удовле-
творяет условиям задачи (1)–(4).

Итак, приходим к справедливости следующего утверждения.
Теорема 3. Если функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) удовлетворяют условиям леммы 3,

то существует единственное решение задачи (1)–(4) (где 𝐹 (𝑥, 𝑡) ≡ 0) и оно
определяется суммой ряда (20).

3. Устойчивость решения начально-граничной задачи. Для обосно-
вания устойчивости решения задачи (1)–(4) рассмотрим пространство квад-
ратично-суммируемых функций 𝐿2[0, 𝑙].

Теорема 4. Для решения (20) начально-граничной задачи (1)–(4) справед-
ливы оценки

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐿2[0,𝑙] 6 𝐶10

(︀
‖𝜙(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝜓(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙]

)︀
,

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(𝐷) 6 𝐶11

(︀
‖𝜙(4)(𝑥)‖𝐶[0,𝑙]

+ ‖𝜓(𝑥)‖𝐶[0,𝑙]

)︀
.

До к а з ат е л ь ств о. Так как система функций 𝑌𝑛(𝑥) ортонормирована,
из представления (20) в силу леммы 1 получим

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2[0,𝑙]
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑢2𝑛(𝑡) 6 2𝐶2
1

∞∑︁
𝑛=1

(𝜙2
𝑛 + 𝜓2

𝑛) =

= 𝐶10

(︀
‖𝜙(𝑥)‖2𝐿2[0,𝑙]

+ ‖𝜓(𝑥)‖2𝐿2[0,𝑙]

)︀
.

Из полученного неравенства следует справедливость первой оценки.
Из (20) на основании лемм 1 и 2 при любых (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 имеем

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶12

∞∑︁
𝑛=1

(︁
|𝜙𝑛|+

|𝜓𝑛|
𝑛2

)︁
6 𝐶13

∞∑︁
𝑛=1

(︁ |𝜙(4)
𝑛 |
𝑛4

+
|𝜓𝑛|
𝑛2

)︁
6

6 𝐶13

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛

(︀
|𝜙(4)
𝑛 |+ |𝜓𝑛|

)︀
.

Отсюда, используя неравенство Коши—Буняковского, получим
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|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶13

(︂ ∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2

)︂1/2[︂(︂ ∞∑︁
𝑛=1

|𝜙(4)
𝑛 |2

)︂1/2

+

(︂ ∞∑︁
𝑛=1

|𝜓𝑛|2
)︂1/2]︂

=

= 𝐶14

(︀
‖𝜙(4)(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝜓(𝑥)‖𝐿2[0,𝑙]

)︀
.

Из полученной оценки непосредственно следует вторая оценка теоремы 4. �

4. Вынужденные колебания балки с неоднородными граничны-
ми условиями. Рассмотрим начально-граничную задачу с неоднородными
граничными условиями для случая, когда внешняя сила отлична от нуля:
найти в области 𝐷 решение 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения (1), обладающее свойствами
(2), (4) и

𝑢(0, 𝑡) = ℎ1(𝑡), 𝑢𝑥(0, 𝑡) = ℎ2(𝑡),

𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑔2(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇,
(24)

где ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡)— заданные достаточно гладкие функции, подчи-
ненные условиям согласования с начальными функциями (4):

ℎ1(0) = 𝜙(0), ℎ′1(0) = 𝜓(0), ℎ2(0) = 𝜙′(0), ℎ′2(0) = 𝜓′(0),

𝑔1(0) = 𝜙′′(𝑙), 𝑔′1(0) = 𝜓′′(𝑙), 𝑔2(0) = 𝜙′′′(𝑙), 𝑔′2(0) = 𝜓′′′(𝑙).
(25)

Поставленную неоднородную задачу можно свести к решению начально-
граничной задачи для неоднородного уравнения колебаний балки с однород-
ными начальными и граничными условиями и новой правой частью.

Введем в рассмотрение функцию

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑧(𝑥, 𝑡)− 𝑤(𝑥, 𝑡), (26)

где

𝑧(𝑥, 𝑡) = ℎ1(𝑡) + 𝑥ℎ2(𝑡) +
𝑥2

2
𝑔1(𝑡) +

(︁ 𝑥4
24𝑙

− 𝑙𝑥2

4

)︁
𝑔2(𝑡), (27)

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥)− 𝜙(0)− 𝑥𝜙′(0)− 𝑥2

2
𝜙′′(𝑙)−

(︁ 𝑥4
24𝑙

− 𝑙𝑥2

4

)︁
𝜙′′′(𝑙)+

+ 𝑡
(︁
𝜓(𝑥)− 𝜓(0)− 𝑥𝜓′(0)− 𝑥2

2
𝜓′′(𝑙)−

(︁ 𝑥4
24𝑙

− 𝑙𝑥2

4

)︁
𝜓′′′(𝑙)

)︁
. (28)

Отметим, что функция 𝑧(𝑥, 𝑡) удовлетворяет граничным условиям (24),
а функция 𝑤(𝑥, 𝑡)— нулевым граничным условиям. В силу условий согласо-
вания (25) функция (26) удовлетворяет уравнению

𝑣𝑡𝑡 + 𝛼2𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (29)

где

𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑡) + ℎ′′1(𝑡) + 𝑥ℎ′′2(𝑡) +
𝑥2

2
𝑔′′1(𝑡) +

(︁ 𝑥4
24𝑙

− 𝑙𝑥2

4

)︁
𝑔′′2(𝑡)+

+
𝛼2

𝑙

(︀
𝑔2(𝑡) + 𝑙𝜙𝐼𝑉 (𝑥) + 𝑡𝜓𝐼𝑉 (𝑥)− 𝑔2(0)− 𝑡𝑔′2(0)

)︀
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и нулевым начальным и граничным условиям:

𝑣(0, 𝑡) = 𝑣𝑥(0, 𝑡) = 𝑣𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑣𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣𝑡(𝑥, 0) = 0.

Поэтому ниже будем изучать задачу для уравнения (29) с нулевыми на-
чальными и граничными условиями в классе функций (2). Решение этой за-
дачи будем искать в виде

𝑣(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑇𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥), (30)

где 𝑌𝑛(𝑥)— собственные функции задачи (1)–(4), определяемые по форму-
лам (14).

Пусть функция 𝐹 (𝑥, 𝑡) такова, что она на отрезке [0, 𝑙] разлагается в ряд
Фурье по системе функций 𝑌𝑛(𝑥):

𝐹 (𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐹𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥),

где

𝐹𝑛(𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝐹 (𝑥, 𝑡)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥.

Подставляя функции 𝑣(𝑥, 𝑡) и 𝐹 (𝑥, 𝑡) в уравнение (29), найдем

𝑇𝑛(𝑡) =
1

𝛼𝑑2𝑛

∫︁ 𝑙

0
𝐹𝑛(𝑠) sin𝛼𝑑

2
𝑛(𝑡− 𝑠) d𝑠. (31)

Лемма 4. Для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливы оценки

|𝑇𝑛(𝑡)| 6 𝐶15
‖𝐹𝑛(𝑡)‖
𝑛2

, |𝑇 ′′
𝑛 (𝑡)| 6 𝐶16𝑛

2‖𝐹𝑛(𝑡)‖,

где
‖𝐹𝑛(𝑡)‖ = max

06𝑡6𝑇
|𝐹𝑛(𝑡)|.

Справедливость этих оценок следует непосредственно из формулы (31).
Формально продифференцируем ряд (30):

𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑇 ′′
𝑛 (𝑡)𝑌𝑛(𝑥), 𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑑4𝑛𝑇𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥).

Эти ряды, как и ряд (30), для любых (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 мажорируются рядом

𝐶17

∞∑︁
𝑛=1

𝑛2‖𝐹𝑛(𝑡)‖.
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Лемма 5. Если функция 𝐹 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶4
𝑥(𝐷) и при любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝐹 (0, 𝑡) = 𝐹𝑥(0, 𝑡) = 𝐹𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝐹𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,

то справедливо следующее представление:

𝐹𝑛(𝑡) =
1

𝑑4𝑛
𝐹 (4)
𝑛 (𝑡), 𝐹 (4)

𝑛 (𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝐹 (4)
𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑌𝑛(𝑥) d𝑥.

До к а з ат е л ь ств о проводится аналогично доказательству леммы 3.
При условии выполнения леммы 5 функции 𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ма-

жорируются сходящимся рядом

𝐶18

∞∑︁
𝑛=1

‖𝐹 (4)
𝑛 (𝑡)‖
𝑛2

,

а значит, сходятся равномерно на 𝐷. Таким образом, приходим к справедли-
вости следующего утверждения.

Теорема 5. Если функция 𝐹 (𝑥, 𝑡) удовлетворяет условиям леммы 5, то
существует единственное решение задачи для уравнения (29) с нулевыми
начальными и граничными условиями, определяемое суммой ряда (30).

Теорема 6. Для функции 𝑣(𝑥, 𝑡), определяемой формулой (30), справедли-
вы оценки

‖𝑣(𝑥, 𝑡)‖𝐿2[0,𝑙] 6 𝐶19‖𝐹 (𝑥, 𝑡)‖𝐿2(𝐷),

‖𝑣(𝑥, 𝑡)‖𝐶(𝐷) 6 𝐶20‖𝐹 (𝑥, 𝑡)‖𝐶(𝐷).

До к а з ат е л ь ств о. Поскольку система (14) ортонормирована в 𝐿2(𝐷),
то из формулы (30) на основании леммы 4 получим

‖𝑣(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2[0,𝑙]
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑇 2
𝑛(𝑡) 6

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼2𝑑4𝑛

(︂∫︁ 𝑡

0
𝐹𝑛(𝑠) sin𝛼𝑑

2
𝑛(𝑡− 𝑠) d𝑠

)︂2

6

6
∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼2𝑑4𝑛

∫︁ 𝑡

0
𝐹 2
𝑛(𝑠) d𝑠 6 𝐶21

∫︁ 𝑡

0

∞∑︁
𝑛=1

𝐹 2
𝑛(𝑠) d𝑠 = 𝐶21

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑙

0
𝐹 2(𝑥, 𝑠) d𝑥 d𝑠 =

= 𝐶21

∫︁ 𝑡

0
‖𝐹 (𝑥, 𝑡)‖2𝐿2[0,𝑙]

d𝑠 6 𝐶2
19‖𝐹 (𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷).

В силу лемм 4 и 5 для любой точки (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 имеем

|𝑣(𝑥, 𝑡)| 6
∞∑︁
𝑛=1

|𝑇𝑛(𝑡)| 6 𝐶15

∞∑︁
𝑛=1

‖𝐹𝑛(𝑡)‖
𝑛2

6 𝐶20‖𝐹 (𝑥, 𝑡)‖𝐶(𝐷).

Из полученных оценок следует справедливость теоремы. �
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Теорема 7. Если выполняются условия

𝐹 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶4
𝑥(𝐷),

ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶2[0, 𝑇 ],

𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶7[0, 𝑙]

и при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝐹 (0, 𝑡) + ℎ′′1(𝑡) +
𝛼2

𝑙

(︀
𝑔2(𝑡) + 𝑙𝜙𝐼𝑉 (0) + 𝑡𝜓𝐼𝑉 (0)− 𝑔2(0)− 𝑡𝑔′2(0)

)︀
=

= 𝐹𝑥(0, 𝑡) + ℎ′′2(𝑡) +
𝛼2

𝑙

(︀
𝑙𝜙𝑉 (0) + 𝑡𝜓𝑉 (0)

)︀
=

= 𝐹𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝑔′′1(𝑡) +
𝛼2

𝑙

(︀
𝑙𝜙𝑉 𝐼(𝑙) + 𝑡𝜓𝑉 𝐼(𝑙)

)︀
=

= 𝐹𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝑔′′2(𝑡) +
𝛼2

𝑙

(︀
𝑙𝜙𝑉 𝐼𝐼(𝑙) + 𝑡𝜓𝑉 𝐼𝐼(𝑙)

)︀
= 0,

то существует единственное устойчивое решение начально-граничной за-
дачи (1), (2), (4), (24), определяемое по формуле

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑧(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡),

где функция 𝑣(𝑥, 𝑡) определяется рядом (30), а функции 𝑧(𝑥, 𝑡) и 𝑤(𝑥, 𝑡)—
формулами (27) и (28) соответственно.
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Abstract
In this paper, an initial-boundary value problem for the equation of forced

vibrations of a cantilever beam is studied. Such a linear differential equation
of the fourth order describes bending transverse vibrations of a homogeneous
beam under the action of an external force in the absence of rotational
motion during bending.

The system of eigenfunctions of the one-dimensional spectral problem,
which is orthogonal and complete in the space of square-summable functions,
is constructed by the method of separation of variables. The uniqueness of
the solution to the initial-boundary value problem is proved in two ways:
(i) using the energy integral; (ii) relying on the completeness property of the
system of eigenfunctions.

The solution to the problem was first found in the absence of an external
force and homogeneous boundary conditions, and then the general case was
considered in the presence of an external force and inhomogeneous boundary
conditions. In both cases, the solution of the problem is constructed as the
sum of the Fourier series.

Estimates of the coefficients of these series and the system of eigenfunc-
tions are obtained. On the basis of the established estimates, sufficient con-
ditions were found for the initial functions, the fulfillment of which ensures
the uniform convergence of the constructed series in the class of regular solu-
tions of the beam vibration equation, i.e. existence theorems for the solution
of the stated initial-boundary value problem are proved. Based on the so-
lutions obtained, the stability of the solutions of the initial-boundary value
problem is established depending on the initial data and the right-hand side
of the equation under consideration in the classes of square-summable and
continuous functions.
Keywords: cantilevered beam, forced vibrations, initial and boundary con-
ditions, spectral method, analytical solution, uniqueness, existence, stability.
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