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Аннотация

В цилиндрической области евклидова пространства рассматривается
модельное многомерное гиперболо-параболическое уравнение, для кото-
рого ставится смешанная задача с неоднородными краевыми условиями.
В классе непрерывно-дифференцируемых функций показывается одно-
значная разрешимость поставленной задачи и указывается способ полу-
чения явного вида классического решения.
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Введение. К многомерным гиперболо-параболическим уравнениям при-
водят различные задачи, например, анализ электромагнитных полей в слож-
ных средах (например, если проводимость среды меняется) [1], моделирова-
ние процесса распространения тепла в колеблющихся упругих мембранах [2].
При этом возникает необходимость получения явного представления решений
исследуемых задач. Теория краевых задач для гиперболо-параболических
уравнений на плоскости изучена в [3]. Многомерные аналоги этих задач в обоб-
щенных пространствах исследованы в [4,5].

Основная смешанная задача для многомерных гиперболических уравне-
ний в обобщенных пространствах исследована в работах [6,7]. В [8] доказана
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корректность этой задачи и получен явный вид классического решения. В ра-
ботах [9,10] доказано, что для многомерных гиперболо-параболических урав-
нений в классе непрерывных функций смешанная задача в цилиндрической
области имеет бесчисленное множество решений. В данной работе показыва-
ется, что в классе непрерывно-дифференцируемых функций эта задача одно-
значно разрешима, приводится явное представление классического решения
для одного модельного многомерного гиперболо-параболического уравнения.

1. Постановка задачи и основной результат. Пусть Ω𝛼𝛽 — цилиндри-
ческая область евклидова пространства 𝐸𝑚+1 точек (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑡), ограни-
ченная цилиндром Γ = {(𝑥, 𝑡) : |𝑥| = 1}, плоскостями 𝑡 = 𝛼 > 0 и 𝑡 = 𝛽 < 0,
где |𝑥|— длина вектора 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚).

Через Ω𝛼 и Ω𝛽 обозначим части области Ω𝛼𝛽 , а через Γ𝛼, Γ𝛽 — части по-
верхности Γ, лежащие в полупространствах 𝑡 > 0 и 𝑡 < 0; 𝜎𝛼 — верхнее, а 𝜎𝛽 —
нижнее основание области Ω𝛼𝛽 ; 𝑆 — общая часть границ областей Ω𝛼 и Ω𝛽 ,
представляющая собой множество {𝑡 = 0, 0 < |𝑥| < 1} в 𝐸𝑚.

В области Ω𝛼𝛽 рассмотрим гиперболо-параболическое уравнение

0 =

{︂
Δ𝑥𝑢− 𝑢𝑡𝑡, 𝑡 > 0,
Δ𝑥𝑢− 𝑢𝑡, 𝑡 < 0,

(1)

где Δ𝑥 — оператор Лапласа по переменным 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑚 > 2.
Перейдем от декартовых координат 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑡 к сферическим 𝑟, 𝜃1, . . . ,

𝜃𝑚−1, 𝑡, 𝑟 > 0, 0 6 𝜃1 < 2𝜋, 0 6 𝜃𝑖 6 𝜋, 𝑖 = 2, 3, . . . ,𝑚− 1, 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚−1).
Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Ω𝛼𝛽 при 𝑡 ̸= 0 из

класса 𝐶(Ω𝛼𝛽)∩𝐶1(Ω𝛼𝛽)∩𝐶2(Ω𝛼 ∪Ω𝛽), удовлетворяющее краевым условиям

𝑢|Γ𝛼 = 𝜙1(𝑡, 𝜃), (2)
𝑢|Γ𝛽

= 𝜓2(𝑡, 𝜃), 𝑢|𝜎𝛽 = 𝜙(𝑟, 𝜃), (3)

при этом 𝜓1(0, 𝜃) = 𝜓2(0, 𝜃), 𝜓2(𝛽, 𝜃) = 𝜙(1, 𝜃).

Пусть {𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃)}— система линейно независимых сферических функций

порядка 𝑛, 1 6 𝑘 6 𝑘𝑛, (𝑚 − 2)!𝑛!𝑘𝑛 = (𝑛 + 𝑚 − 3)!(2𝑛 + 𝑚 − 2); 𝑊 𝑙
2(𝑆)—

пространства Соболева, 𝑙 = 0, 1, . . . .
Лемма 1 [11]. Пусть 𝑓(𝑟, 𝜃) ∈𝑊 𝑙

2(𝑆). Если 𝑙 > 𝑚− 1, то ряд

𝑓(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑛(𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка 𝑝 6 𝑙−𝑚+1,
сходятся абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того чтобы 𝑓(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊 𝑙
2(𝑆), необходимо и достаточно,

чтобы коэффициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

|𝑓10 (𝑟)| 6 𝑐1,
∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛2𝑙|𝑓𝑘𝑛(𝑟)|2 6 𝑐2, 𝑐1, 𝑐2 = const.
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Через 𝜙𝑘𝑛(𝑟), 𝜓𝑘2𝑛(𝑡) обозначим коэффициенты разложения ряда (4) для
функций 𝜙(𝑟, 𝜃), 𝜓2(𝑡, 𝜃).

Теорема 1. Если 𝜓1(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊 𝑙
2(Γ𝛼), 𝜓2(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊 𝑙

2(Γ𝛽), 𝜙(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊 𝑙
2(𝑆),

𝑙 > 3𝑚/2, то задача 1 однозначно разрешима.

2. Доказательство теоремы 1. В сферических координатах уравне-
ние (1) в области Ω𝛽 имеет вид [11,12]

𝑢𝑟𝑟 +
𝑚− 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢− 𝑢𝑡 = 0, (5)

𝛿 ≡ −
𝑚−1∑︁
𝑗=1

1

𝑔𝑗 sin
𝑚−𝑗−1 𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗

(︁
sin𝑚−𝑗−1 𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗

)︁
,

𝑔1 = 1, 𝑔𝑗 = (sin 𝜃1 · · · sin 𝜃𝑗−1)
2, 𝑗 > 1.

Известно [11, 12], что спектр оператора 𝛿 состоит из собственных чисел
𝜆𝑛 = 𝑛(𝑛+𝑚− 2), 𝑛 = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует 𝑘𝑛 орто-
нормированных собственных функций 𝑌 𝑘

𝑛,𝑚(𝜃).
Так как искомое решение задачи 1 в области Ω𝛽 принадлежит классу

𝐶(Ω̄𝛽) ∩ 𝐶2(Ω𝛽), его можно искать в виде ряда

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝑡)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), (6)

где �̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝑡)— функции, подлежащие определению.
Подставляя (6) в (5) и используя ортогональность сферических функций

𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃) [12], будем иметь

�̄�𝑘𝑛𝑟𝑟 +
𝑚− 1

𝑟
�̄�𝑘𝑛𝑟 − �̄�𝑘𝑛𝑡 −

𝜆𝑛
𝑟2
�̄�𝑘𝑛 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , (7)

при этом краевое условие (3) с учетом леммы 1 запишется в виде

�̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝛽) = 𝜙𝑘𝑛(𝑟), �̄�𝑘𝑛(1, 𝑡) = 𝜓𝑘2𝑛(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . . (8)

Произведя в (7), (8) замену 𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = �̄�𝑘𝑛(𝑟, 𝑡)− 𝜓𝑘2𝑛(𝑡), получим

𝜐𝑘𝑛𝑟𝑟 +
𝑚− 1

𝑟
𝜐𝑘𝑛𝑟 − 𝜐𝑘𝑛𝑡 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝜐𝑘𝑛 = 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), (9)

𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝛽) = 𝜙𝑘𝑛(𝑟), 𝜐𝑘𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , (10)

𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝜓𝑘2𝑛𝑡 +
𝜆𝑛
𝑟2
𝜓𝑘2𝑛(𝑡), 𝜙𝑘𝑛(𝑟) = 𝜙𝑘𝑛(𝑟)− 𝜓𝑘2𝑛(𝛽).

Задача (9), (10) заменой 𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟
(1−𝑚)

2 𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) приводится к следующей:

𝐿𝜐𝑘𝑛 ≡ 𝜐𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝜐𝑘𝑛𝑡 +
�̄�𝑛
𝑟2
𝜐𝑘𝑛 = 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), (11)
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𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝛽) = 𝜙𝑘𝑛(𝑟), 𝜐𝑘𝑛(1, 𝑡) = 0, (12)

�̄�𝑛 =
1

4
(𝑚− 1)(3−𝑚)− 𝜆𝑛, 𝑓

𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), 𝜙

𝑘
𝑛(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜙𝑘𝑛(𝑟).

Решение задачи (11), (12) ищется в виде 𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡) + 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡), где
𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡)— решение задачи

𝐿𝜐𝑘1𝑛 = 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡); 𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝛽) = 0, 𝜐𝑘1𝑛(1, 𝑡) = 0, (13)

а 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡)— решение задачи

𝐿𝜐𝑘2𝑛 = 0; 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝛽) = 𝜙𝑘𝑛(𝑟), 𝜐𝑘2𝑛(1, 𝑡) = 0. (14)

Решение вышеуказанных задач представим в виде

𝜐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡), (15)

при этом

𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟), 𝜙𝑘𝑛(𝑟) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟). (16)

Подставляя (15) в (13), с учетом (16) получим

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
𝜆𝑛
𝑟2
𝑅𝑠 + 𝜇𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1; 𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| <∞; (17)

𝑇𝑠𝑡 + 𝜇𝑇𝑠 = −𝑎𝑠,𝑛(𝑡), 𝛽 < 𝑡 < 0; 𝑇𝑠(𝛽) = 0. (18)

Ограниченное решение задачи (17) имеет вид [13]

𝑅𝑠(𝑟) =
√
𝑟𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟), 𝜈 = 𝑛+

1

2
(𝑚− 2), 𝜇 = 𝜇2𝑠,𝑛. (19)

Решение задачи (18) имеет вид

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = exp(−𝜇2𝑠,𝑛𝑡)
∫︁ 𝛽

𝑡
𝑎𝑠,𝑛(𝜉) exp(𝜇

2
𝑠,𝑛𝜉) 𝑑𝜉. (20)

Подставляя (19) в (16), получим

𝑟−
1
2 𝑓𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),

𝑟−
1
2𝜙𝑘𝑛(𝑟) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑏𝑠,𝑛𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟), 0 < 𝑟 < 1.

(21)

Ряды (21) являются рядами Фурье—Бесселя [14] для соответствующих
функций, если

𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]
−2

∫︁ 1

0

√︀
𝜉𝑓𝑘𝑛(𝜉, 𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉) 𝑑𝜉, (22)
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𝑏𝑠,𝑛 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]
−2

∫︁ 1

0

√︀
𝜉𝜙𝑘𝑛(𝜉)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉) 𝑑𝜉, 𝑠 = 1, 2, . . . , (23)

где 𝜇𝑠,𝑛 — положительные нули функций Бесселя 𝐽𝜈(𝑧), расположенные в по-
рядке возрастания их величины.

Из (15), (19), (20) получим решение задачи (13) в виде

𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

√
𝑟𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟), (24)

где 𝑎𝑠,𝑛(𝑡) определяются из (22).
Подставляя (15) в (14), с учетом (16) приходим к задаче

𝑇𝑠𝑡 + 𝜇2𝑠,𝑛𝑇𝑠 = 0, 𝛽 < 𝑡 < 0; 𝑇𝑠(𝛽) = 𝑏𝑠,𝑛

с решением
𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = 𝑏𝑠,𝑛 exp𝜇

2
𝑠,𝑛(𝛽 − 𝑡). (25)

Из (19), (25) получим

𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑏𝑠,𝑛
√
𝑟(exp𝜇2𝑠,𝑛(𝛽 − 𝑡))𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟), (26)

где 𝑏𝑠,𝑛 находятся из (23).
Следовательно, единственное решение задачи (1), (3) в области Ω𝛽 имеет

вид

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

{︁
𝜓𝑘2𝑛(𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2

[︁
𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡) + 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡)

]︁}︁
𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), (27)

где 𝜐𝑘1𝑛(𝑟, 𝑡), 𝜐𝑘2𝑛(𝑟, 𝑡) находятся из (24), (26).
Имеют место следующие формулы [1,14]:

2𝐽 ′
𝜈(𝑧) = 𝐽𝜈−1(𝑧)− 𝐽𝜈+1(𝑧),

𝐽𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
cos

(︁
𝑧 − 𝜋

2
𝜈 − 𝜋

4

)︁
+𝑂

(︁ 1

𝑧3/2

)︁
, 𝜈 > 0,

(28)

По признаку Даламбера с учетом свойств (28) показывается, что ряды
(24), (26) и их продифференцированные ряды сходятся абсолютно и равно-
мерно.

Применяя (28), оценки [11]

𝑘𝑛 6 𝑐1𝑛
𝑚−2,

⃒⃒⃒ 𝜕𝑙
𝜕𝜃𝑙𝑗

𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(𝜃)

⃒⃒⃒
6 𝑐2𝑛

𝑚
2
−1+𝑙, 𝑗 = 1,𝑚− 1, 𝑙 = 0, 1, . . . ,

а также леммы 1, 2 и ограничения на заданные функции 𝜓2(𝑡, 𝜃), 𝜙(𝑟, 𝜃),
можно показать, что полученное решение в виде (27) принадлежит классу
𝐶(Ω̄𝛽) ∩ 𝐶1(Ω𝛽 ∪ 𝑆) ∩ 𝐶2(Ω𝛽).
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Из (24), (26), (27) при 𝑡→ −0 имеем

𝑢(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜏(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘𝑛(𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), (29)

𝜏𝑘𝑛(𝑟) = 𝜓𝑘2𝑛(0) +
∞∑︁
𝑠=1

𝑟
2−𝑚

2

[︂∫︁ 𝛽

0
𝑎𝑠,𝑛(𝜉)(exp𝜇

2
𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉+

+𝑏𝑠,𝑛(exp𝜇
2
𝑠,𝑛𝛽)

]︂
𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(𝜇𝑠,𝑛𝑟).

𝑢𝑡(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈𝑘𝑛(𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(𝜃), (30)

𝜈𝑘𝑛(𝑟) = 𝜓𝑘2𝑛𝑡(0)−
∞∑︁
𝑠=1

𝑟
(2−𝑚)

2

[︂
𝑎𝑠,𝑛(0) + 𝜇2𝑠,𝑛𝑏𝑠,𝑛(exp𝜇

2
𝑠,𝑛𝛽)+

+𝜇2𝑠,𝑛

∫︁ 𝛽

0
𝑎𝑠,𝑛(𝜉)(exp𝜇

2
𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉

]︂
𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(𝜇𝑠,𝑛𝑟).

Из (21)–(23), (28), а также из лемм 1, 2 вытекает, что 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑟, 𝜃) ∈
𝑊 𝑙

2(𝑆), 𝑙 > 3𝑚/2.
Таким образом, в области Ω𝛼 получена смешанная задача для многомер-

ного волнового уравнения:

Δ𝑥𝑢− 𝑢𝑡𝑡 = 0, (31)
𝑢
⃒⃒
𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝑢𝑡

⃒⃒
𝑆
= 𝜈(𝑟, 𝜃), 𝑢

⃒⃒
Γ𝛼

= 𝜓1(𝑡, 𝜃), (32)

где соответствующие функции определяются условиями (2), (29), (30).
В [8] доказана
Теорема 2. Если 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊 𝑙

2(𝑆), 𝜓1(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊 𝑙
2(Γ𝛼), 𝑙 > 3𝑚/2, то

задача (31), (32) имеет единственное решение.
Используя теорему 2, приходим к справедливости теоремы 1, и на осно-

вании работы [8] можно записать явное представление решения задачи 1.
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