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Аннотация

На основе анализа трехмерных уравнений Эйлера исследуются ста-
ционарные безвихревые баротропные течения газа. Критическими в ста-
тье называются течения, в которых число Маха всюду меньше или рав-
но единице, и при этом хотя бы в одной точке число Маха достигает
единицы. В 1954 году Гилбарг и Шифман показали, что если в кри-
тическом течении существует внутренняя (не лежащая на обтекаемой
поверхности) звуковая точка, то она лежит на плоской звуковой поверх-
ности, которая во всех своих точках перпендикулярна вектору скорости
газа и не может заканчиваться внутри потока (теорема о звуковой точ-
ке). На основе этой теоремы Гилбарг и Шифман получили важный для
задач максимизации критического числа Маха вывод. Он состоит в том,
что при критическом обтекании для широкого класса обтекаемых тел
звуковые точки могут располагаться только на его поверхности. Этот
вывод существенным образом используется при построении форм обте-
каемых тел с максимальным значением критического числа Маха (при
заданных изопериметрических условиях).

В представляемой статье рассматривается вопрос о кривизне линий
тока во внутренних звуковых точках критических течений. Показыва-
ется, что эта кривизна равна нулю. В результате получается новое необ-
ходимое условие существования внутренней звуковой точки (и звуковой
поверхности). Оно состоит в том, что в точке пересечения со звуковой
поверхностью нормальная кривизна обтекаемой поверхности в направ-
лении нормали к звуковой поверхности должна равняться нулю. Приво-
дятся примеры обтекаемых тел, для которых теорема Гилбарга и Шиф-
мана (о звуковой точке) не дает ответа на вопрос о месте расположения
звуковых точек. При этом новое необходимое условие позволяет дока-
зать, что существование внутренних звуковых точек при критическом
обтекании этих тел невозможно.
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Введение. Дозвуковые течения, в каждой точке которых местное число
Маха M 6 1 и при этом хотя бы в одной точке число Маха достигает единицы,
называются критическими течениями. В задачах обтекания они соответству-
ют критическому числу Маха M* набегающего потока, разграничивающему
чисто дозвуковые течения и обтекания с местными сверхзвуковыми зонами.
Если в набегающем потоке число Маха M∞ > M*, то при обтекании тела воз-
никают местные сверхзвуковые зоны, что может привести к возникновению
скачков уплотнения, которые, в свою очередь, могут вызывать отрыв потока.
И скачки, и отрыв резко увеличивают сопротивление. Поэтому практически
важной является задача максимизации M*, состоящая в построении форм
обтекаемых тел с максимальным значением M* (при заданных изоперимет-
рических условиях).

Известен эмпирический факт, что при медленном повышении дозвуко-
вой скорости набегающего потока первые звуковые точки, в которых местное
число Маха M = 1, появляются именно на поверхности обтекаемого тела [1].
Из этого эмпирического факта возникло предположение о том, что среди
первых звуковых точек обязательно есть точки, которые расположены на по-
верхности обтекаемого тела. Поэтому при поиске M* для разных чисел Маха
набегающего потока выясняют наличие звуковых точек не во всем течении,
а только на поверхности обтекаемого тела. Это существенно упрощает реше-
ние задач максимизации M* [2–7].

Теоретические исследования этого вопроса были проведены в работе [2],
где было получено необходимое условие существования внутренних звуковых
точек в течениях с M 6 1 (т.е. в критических течениях). Ниже это необхо-
димое условие будет называться теоремой о звуковой точке. Согласно этой
теореме, если в дозвуковом стационарном безвихревом баротропном течении
существует внутренняя звуковая (M = 1) точка, то она лежит на плоской
звуковой поверхности (в двумерном случае — на прямой звуковой линии),
которая в каждой точке перпендикулярна скорости газа и не может закан-
чиваться внутри течения. В работе [2] на основе теоремы о звуковой точке
для широкого класса конфигураций обтекаемых тел был сделан вывод о том,
что первые звуковые точки располагаются только на границе течения. Та-
ким образом, при максимизации M* в работах [2–7] использовался не толь-
ко эмпирический, но и теоретически обоснованный факт появления первых
звуковых точек именно на поверхности обтекаемого тела. В [2] рассмотре-
ны только такие конфигурации обтекаемых тел, для которых любая плос-
кая поверхность, проходящая через внутренние точки течения и, возможно,
имеющая граничные точки на поверхности тела, либо простирается в беско-
нечность (в частности, это верно для любых выпуклых тел), либо эта поверх-
ность расположена в углублении обтекаемого тела и со всех сторон ограниче-
на поверхностью тела. Для случая, когда плоская поверхность простирается
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в бесконечность, в [2] использовалось следующее рассуждение. Если во всем
течении M 6 1, а в набегающем потоке M∞ < 1, то существование звуковой
поверхности, простирающейся в бесконечность, невозможно вследствие усло-
вия затухания возмущений. Поэтому звуковые точки могут находиться толь-
ко на поверхности таких тел. В [2] также рассмотрен случай, когда плоская
звуковая поверхность расположена в углублении обтекаемого тела и со всех
сторон ограничена поверхностью тела. Этот случай не противоречит условию
M = M∞ < 1 на бесконечности, поскольку звуковая поверхность ограничена.
Однако в этом случае нарушался бы закон сохранения массы для области,
ограниченной звуковой поверхностью и частью поверхности тела в каверне
(через звуковую поверхность постоянно со звуковой скоростью двигался бы
газ, в то время как оставшаяся часть границы области была бы непроницае-
ма). Поэтому наличие углублений не меняет вывод о том, что звуковые точки
могут находиться только на поверхности тел, рассмотренных в [2].

Однако для некоторых тел существование звуковых плоскостей не проти-
воречит условию M = M∞ < 1 на бесконечности и закону сохранения массы.
Это имеет место, например, в каналах, где существуют плоские поверхности,
ограниченные стенками канала. Невозможность существования некоторых
таких звуковых поверхностей вытекает из того, что в точках поверхности те-
ла звуковая поверхность и касательная к поверхности тела плоскость долж-
ны быть перпендикулярны. Это условие, которое ниже для краткости будем
называть первым геометрическим условием, вытекает из ортогональности
скорости газа к звуковой поверхности и из того, что скорость невязкого газа
направлена по касательной к обтекаемой поверхности.

Таким образом, для вывода о появлении первых звуковых точек только на
поверхности тела нет необходимости представлять картину течения и учиты-
вать направление набегающего потока. Ответ на этот вопрос для некоторых
обтекаемых тел можно получить без специальных знаний в области аэро-
динамики. Достаточно убедиться, что при любом взаимном расположении
плоскости и тела либо часть плоскости, находящаяся в течении, простира-
ется (хотя бы по одной кривой линии, лежащей на этой части плоскости)
в бесконечность, либо эта часть ограничена поверхностью тела, но в ней либо
нарушено первое геометрическое условие, либо она вместе с частью поверх-
ности тела составляет замкнутую поверхность (нарушение закона сохранения
массы). Примером тел, для которых такой подход легко приводит к выводу
о появлении первых звуковых точек только на поверхности тела, являются
все выпуклые тела, заглушенный цилиндр, полый конус и т.д. Однако для
некоторых тел можно найти не простирающуюся в бесконечность плоскую
поверхность 𝜎, удовлетворяющую первому геометрическому условию. Напри-
мер, самое узкое сечение сопла Лаваля. Целое семейство таких поверхностей
можно указать для цилиндра с открытыми торцами — это плоские поверх-
ности внутри цилиндра, перпендикулярные его стенкам. Одна поверхность
существует для тора — это «перепонка» на самой узкой части отверстия тора
(см. рисунок).

Эти примеры показывают, что для достаточно обширного класса обте-
каемых тел вопрос о месте возникновения первых звуковых точек остается
открытым. Цель данной статьи — сузить этот класс. Для решения некоторых
проблем аэрогидродинамики недостаточно использования моделей идеаль-
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Расположение звуковой поверхности на круглой части
плоскости симметрии тора удовлетворяет первому гео-

метрическому условию

[The location of the sonic surface on the circular part
of the plane of symmetry of the torus satisfies the first

geometric condition]

ных жидкости и газа (уравнения Эйлера) и требуется учитывать вязкость
и другие, более сложные эффекты. Однако, как показывают работы [8–15],
потенциал исследования идеальных жидкости и газа до сих пор не исчерпан.
Еще одним подтверждением этого будет результат данной статьи, получен-
ный на основе анализа уравнений Эйлера.

1. Баротропное безвихревое течение. Рассмотрим стационарное без-
вихревое баротропное течение идеального газа в общем пространственном
случае. Используем обычные обозначения: V — скорость; 𝜌— плотность газа;
𝑝 = 𝑝(𝜌)— давление, причем для каждой макрочастицы газа давление 𝑝(𝜌) яв-
ляется строго возрастающей функцией 𝜌. Будем считать, что все параметры
течения (как функции пространственных координат) и функция 𝑝(𝜌) имеют
необходимую для дальнейшего исследования гладкость.

В баротропном течении местная скорость звука является функцией плот-
ности 𝑐 = 𝑐(𝜌) =

√︀
𝑝′(𝜌) > 0. Обозначим

𝑔(𝜌) =

∫︁
𝑝′(𝜌)

𝜌
𝑑𝜌, 𝑉 = |V|.

Из уравнений Эйлера следует, что, поскольку rotV = 0, величина ℎ0 =

= 𝑔(𝜌) + 𝑉 2

2 постоянна во всем поле течения (закон Бернулли). Так как
неопределенный интеграл определяется с точностью до константы, без огра-
ничения общности будем считать, что постоянная ℎ0 > 0. Давление, по пред-
положению, растет с ростом плотности. Следовательно, 𝑔′(𝜌) = 𝑝′(𝜌)

𝜌 > 0,
и обратная функция 𝑔−1 однозначно определена. Поэтому плотность, а вме-
сте с ней и скорость звука, являются однозначными функциями скорости
газа — 𝑐 = 𝑐(𝜌(𝑉 )). При этом плотность строго монотонно убывает с ростом
𝑉 , что следует из выражения для постоянной ℎ0. Во всех точках дозвукового
течения 𝑉 6 𝑐(𝜌(𝑉 )), а в звуковых точках 𝑉 = 𝑐(𝜌(𝑉 )).

В общем случае из баротропности и монотонности 𝑝 = 𝑝(𝜌) не следует мо-
нотонность 𝑐 = 𝑐(𝜌). Поэтому уравнение 𝑉 = 𝑐(𝜌(𝑉 )) может иметь несколько
решений. Однако если дополнительно предположить, что скорость звука воз-
растает с ростом плотности, решение уравнения 𝑉 = 𝑐(𝜌(𝑉 )) будет единствен-
ным. И тогда, если во всем течении M 6 1, звуковые точки будут не только
точками максимума числа Маха M, но и точками максимума скорости га-
за 𝑉 (и точками максимума безразмерного параметра Чаплыгина 𝜏 = 𝑉√

2ℎ0
),

т.е. можно будет считать, что во всем критическом течении скорость газа не
превосходит скорость в звуковой точке.

Предположение о том, что в критическом течении скорость газа не пре-
восходит скорость в звуковой точке, существенным образом использовалось
в работе [2]. Однако для общего случая баротропных течений оно не следует
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из сформулированного в [2] предположения о возрастании функции 𝑝 = 𝑝(𝜌).
Поэтому в данной работе предлагается принять физически обоснованное до-
полнительное предположение о росте скорости звука с ростом плотности. Да-
лее, используя в формулировках термин «баротропность», будем подразуме-
вать не только требование роста функции 𝑝 = 𝑝(𝜌), но и требование роста
функции 𝑐 = 𝑐(𝜌) с ростом 𝜌.

Отметим, что эти требования выполнены, например, при изоэнтропиче-
ском течении совершенного газа (подчиняющегося уравнению Менделеева—
Клапейрона), для которого баротропность означает 𝑝 = 𝑠0𝜌

𝑘, где 𝑘 > 1—
показатель адиабаты, 𝑠0 — энтропийная функция.

2. Кривизна линии тока во внутренней звуковой точке. Посколь-
ку исследуются свойства течений вблизи звуковых точек, без ограничения
общности будем считать, что величина скорости 𝑉 = |V| отлична от ну-
ля, и поэтому в каждой точке существует единичный вектор, касательный
к линии тока e = V/𝑉 . Кроме того, параметр Чаплыгина 𝜏 = 𝑉√

2ℎ0
также

будет отличен от нуля в окрестности звуковой точки. Представим выражение
для ℎ0 в виде

(1− 𝜏2)ℎ0 =

∫︁
𝑝′(𝜌)

𝜌
𝑑𝜌.

Производная по направлению e от обеих частей этого равенства дает

−2ℎ0𝜏(e·∇𝜏) =
𝑝′(𝜌)

𝜌
(e·∇𝜌), или − 2ℎ0𝜏

2(e·∇ ln 𝜏) = 𝑐2(e·∇ ln 𝜌).

Отношение 2ℎ0𝜏
2/𝑐2 есть квадрат местного числа Маха M. Поэтому

−M2(e·∇ ln 𝜏) = (e·∇ ln 𝜌). (1)

Уравнение неразрывности

div(𝜌V) = div(𝜌𝜏
√︀

2ℎ0e) = 0

представляется в виде

div e+ (e·∇) ln{𝜌𝜏
√︀

2ℎ0} = 0

или, с учетом (1),
div e+ (1−M2)(e·∇ ln 𝜏) = 0.

Градиент этого равенства с использованием известной формулы векторного
анализа

∇ divb = rot rotb+Δb

(где Δ— оператор Лапласа) приводит к уравнению

rot rot e+Δe+ (1−M2)∇(e·∇ ln 𝜏) + (e·∇ ln 𝜏)∇(1−M2) = 0. (2)

Получим выражение для rot rot e из условия отсутствия завихренности

rot(
√︀

2ℎ0𝜏e) = 0,
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которое, как замечено в [12], равносильно равенству

rot e = [e×∇ ln 𝜏 ]. (3)

Вычисляя ротор от обеих частей (3) и используя формулу для ротора век-
торного произведения, получим

rot rot e = (∇ ln 𝜏 ·∇)e− (e ·∇)∇ ln 𝜏 + eΔ ln 𝜏 − (div e)∇ ln 𝜏. (4)

Рассмотрим внутреннюю звуковую точку 𝐴 в критическом (M 6 1) тече-
нии. Как замечено в разделе 1, в этой точке параметр Чаплыгина 𝜏 принима-
ет максимальное значение и, следовательно, выполнено необходимое условие
максимума

∇ ln 𝜏 = 0.

Поэтому в звуковой (M = 1) точке 𝐴 уравнения (2) и (4) упрощаются и при-
нимают соответственно вид

rot rot e+Δe = 0 и rot rot e = −(e·∇)∇ ln 𝜏 + eΔ ln 𝜏.

Исключим вектор rot rot e из этих уравнений, а результат умножим скалярно
на вектор e:

Δ ln 𝜏 − (e·((e·∇)∇ ln 𝜏)) = −(e·Δe). (5)

Выберем прямоугольную декартову систему координат 𝐴𝑥1𝑥2𝑥3 так, чтобы
ось 𝐴𝑥3 совпадала с направлением вектора e в точке 𝐴. В этой системе ко-
ординат уравнение (5) принимает вид

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥21
+
𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥22
= −(e·Δe). (6)

Через 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 обозначим координаты вектора e в системе координат
𝐴𝑥1𝑥2𝑥3. Используя координатную запись операторов Δ и ∇, получаем (по-
дробные выкладки можно найти в [12])

Δ(𝑒21 + 𝑒22 + 𝑒23) = 2(∇𝑒1)
2 + 2(∇𝑒2)

2 + 2(∇𝑒3)
2 + 2𝑒1Δ𝑒1 + 2𝑒2Δ𝑒2 + 2𝑒3Δ𝑒3,

или
Δ(𝑒21 + 𝑒22 + 𝑒23) = 2(∇𝑒1)

2 + 2(∇𝑒2)
2 + 2(∇𝑒3)

2 + 2(e·Δe).

Из последнего равенства с учетом того, что Δ(𝑒21+𝑒
2
2+𝑒

2
3) = Δ(1) = 0, имеем

(e·Δe) = −(∇𝑒1)
2 − (∇𝑒2)

2 − (∇𝑒3)
2,

и уравнение (6) принимает вид

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥21
+
𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥22
= (∇𝑒1)

2 + (∇𝑒2)
2 + (∇𝑒3)

2. (7)

Во внутренней точке 𝐴 выполнены необходимые условия максимума:

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥21
6 0,

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥22
6 0.
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В силу (7) это возможно только в случае

(∇𝑒1)
2 + (∇𝑒2)

2 + (∇𝑒3)
2 = 0.

Таким образом, доказано следующее
Утверждение. Пусть в рассматриваемом течении газа M 6 1 и есть

внутренняя звуковая точка 𝐴. Тогда в точке 𝐴 пространственные произ-
водные всех компонент вектора e = V/𝑉 равны нулю. В частности, это
означает, что кривизна линии тока во внутренней звуковой точке равна
нулю.

Замечание. Новизна полученного результата относится только к общему
трехмерному случаю. Для плоскопараллельных безвихревых течений давно
известно [16], что кривизна линии тока равна нулю в точке на звуковой линии,
в которой вектор скорости перпендикулярен данной звуковой линии (такая
точка в [16] называется центром околозвукового течения).

3. Второе геометрическое условие. В силу непрерывности на звуковой
поверхности кривизна линий тока равна нулю не только во внутренних точках
течения, но и в тех точках, которые лежат на пересечении звуковой поверх-
ности с поверхностью обтекаемого тела. Таким образом, в точке пересечения
со звуковой поверхностью нормальная кривизна обтекаемой поверхности в
направлении нормали к звуковой поверхности должна равняться нулю. Это
необходимое условие существования звуковой поверхности является основ-
ным результатом данной работы. Авторы предлагают называть его вторым
геометрическим условием.

Использование второго геометрического условия расширяет класс обтека-
емых тел, для которых появление первых звуковых точек только на поверх-
ности тела строго обосновано. Так, например, это условие нарушено для по-
верхности, изображенной на рисунке. Поэтому при обтекании тора (с любого
направления) первые звуковые точки будут появляться на поверхности тора,
а не во внутренних точках течения. В случае сопла Лаваля существование
звуковых поверхностей, доходящих до стенок в сужающейся и в расширяю-
щейся частях канала, противоречит первому геометрическому условию. Что
касается самой узкой части сопла Лаваля, где первое геометрическое условие
выполнено, то существование звуковой поверхности невозможно, если стен-
ки сопла имеют в самой узкой части ненулевую нормальную кривизну в на-
правлении оси сопла. Следовательно, в таком сопле Лаваля первые звуковые
точки будут появляться на стенках, а не во внутренних точках течения. Эти
примеры показывают действенность полученного выше второго геометриче-
ского условия.

Заключение. В общем пространственном случае на основе анализа пол-
ных уравнения Эйлера исследован вопрос о месте расположения звуковых
точек при критическом обтекании тела. Рассмотрены баротропные безвихре-
вые стационарные течения с числом Маха M 6 1. Условие M 6 1 соответ-
ствует появлению первых звуковых точек при медленном повышении скоро-
сти набегающего потока. Ранее было известно, что если в течении существует
внутренняя звуковая точка, то существует и плоская звуковая поверхность,
на которой лежит эта точка. Плоская звуковая поверхность состоит из зву-
ковых точек, и она в каждой своей точке перпендикулярна скорости газа и
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не может заканчиваться внутри потока. Также было известно, что в точках
поверхности тела звуковая поверхность и касательная к поверхности тела
плоскость должны быть перпендикулярны (первое геометрическое условие).
В данной работе получено второе геометрическое условие — в точке пересе-
чения со звуковой поверхностью нормальная кривизна обтекаемой поверх-
ности в направлении нормали к звуковой поверхности должна быть равна
нулю. Это второе условие расширяет класс тел, для которых появление пер-
вых звуковых точек только на поверхности тела строго обосновано.

Результаты могут быть применены для качественного анализа течений,
а также при построении пространственных конфигураций с максимальным
критическим числом Маха.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
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Abstract
Stationary irrotational barotropic gas flows are investigated on the basis

of the analysis of three-dimensional Euler equations. Critical flows in the
article are those in which the Mach number is everywhere less than or equal
to one, and at least at one point the Mach number reaches one. In 1954,
D. Gilbarg and M. Shiffman showed that if an internal (not lying on the
streamlined surface) sonic point exists in a critical flow, then it lies on a
flat sonic surface, which at all its points is perpendicular to the gas veloc-
ity vector and cannot end inside the flow (theorem about the sonic point).
Using this theorem, D. Gilbarg and M. Shiffman obtained a conclusion that is
important for the problems of maximizing the critical Mach number. It con-
sists in the fact that in a critical flow for a wide class of bodies in flow, sonic
points can be located only on its surface. This conclusion is essentially used
in constructing the shapes of streamlined bodies with the maximum value
of the critical Mach number (for given isoperimetric conditions).

In this paper, the question of the curvature of streamlines at the internal
sonic points of critical flows is considered. It is shown that this curvature is
zero. The result is a new necessary condition for the existence of an inte-
rior sonic point (and sonic surface). It consists in the fact that at the point
of intersection with the sonic surface, the normal curvature of the stream-
lined surface in the direction normal to the sonic surface should be equal
to zero. Examples of streamlined bodies are given for which the theorem
by D. Gilbarg and M. Shiffman (on the sonic point) does not answer the
question of the location of the sonic points, at the same time a new neces-
sary condition makes it possible to prove that the existence of internal sonic
points in a critical flow around these bodies is impossible.

Keywords: Euler’s equations, subsonic maximum principle, critical flow,
sonic point, first sonic point, sonic line, sonic plane.
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