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Аннотация

Изучается разрешимость некоторых нелокальных аналогов второй
начально-краевой задачи для многомерных гиперболических и парабо-
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Кожан о в А. И., Дюже в а А. В.

Введение
Целью настоящей работы является получение новых результатов исследо-

ваний разрешимости пространственно нелокальных краевых задач с услови-
ями интегрального вида для гиперболических и параболических уравнений
второго порядка.

Направление в теории дифференциальных уравнений, связанное с иссле-
дованием разрешимости нелокальных задач с граничными условиями инте-
грального вида, берет свое начало, по-видимому, с работ [1, 2], опубликован-
ных в 1963 и 1964 годах соответственно. Важную роль в развитии данного
направления сыграла работа [3], опубликованная в 1977 году. Среди после-
дующих работ (в целом весьма многочисленных) выделим наиболее близкие
к методам настоящей статьи [4–16, 18].

Заметим, что большинство работ, посвященных исследованию разрешимо-
сти краевых задач с граничными условиями интегрального вида, относится
к одномерному по пространственным переменным случаю.

В работе [10] был предложен новый подход к многомерным задачам с гра-
ничными условиями интегрального вида, позволивший изучить разрешимость
нелокальных краевых задач для различных классов интегральных диффе-
ренциальных уравнений (см. также работы [11, 15]). Этот подход связывал
разрешимость той или иной нелокальной задачи со взаимной однозначностью
некоторого оператора Фредгольма второго рода, построенного по изучаемой
задаче. А в работе [17] было показано, что для нелокального аналога вто-
рой начально-краевой задачи для многомерных параболических уравнений
второго порядка с граничным смещением интегрального вида условие взаим-
ной однозначности не требуется, но при этом возникают условия финитности
начальной функции и свободного члена.

В настоящей работе показано, что и в случае многомерных гиперболиче-
ских уравнений второго порядка для разрешимости нелокальных аналогов
второй начально-краевой задачи с граничным смещением интегрального ви-
да условие взаимной однозначности соответствующего оператора Фредголь-
ма не потребуется. Кроме того, показано, что как в гиперболическом случае,
так и в параболическом, условия финитности начальных функций и свобод-
ного члена не требуются. Приводятся примеры других уравнений, для кото-
рых разрешимость некоторых нелокальных аналогов второй начально-крае-
вой задачи может быть установлена без соответствующего условия взаимной
однозначности.

Уточним, что метод настоящей работы существенно отличается от метода
работы [17]. Кроме этого, сделаем еще два замечания:

– в работе [19] приведено обоснование использования понятия нелокаль-
ности в изучении физических, химических и т. п. процессов; именно
эффекты нелокальности и приводят к задачам математического моде-
лирования с граничными условиями интегрального вида;

– все построения и рассуждения в настоящей работе проводятся на ос-
нове пространств Лебега 𝐿𝑝 и Соболева 𝑊 𝑙

𝑝; cвойства функций из этих
пространств можно найти в монографиях [20–22].
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Вторая начально-краевая задача с интегральным смещением. . .

1. Постановка задачи
Пусть Ω— ограниченная область из пространства R𝑛 с гладкой (бесконеч-

но дифференцируемой) границей Γ, 𝑄— цилиндр Ω× (0, 𝑇 ) конечной высоты
𝑇 , 𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )— боковая граница 𝑄. Далее, пусть 𝑐(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑥, 𝑡)—
заданные функции, определенные при 𝑥 ∈ Ω, 𝑦 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; 𝐿1 и 𝐿2 — диф-
ференциальные операторы, действия которых определяются равенствами

𝐿1𝑣 = 𝑣𝑡𝑡 −Δ𝑣 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑣, 𝐿2𝑣 = 𝑣𝑡 −Δ𝑣 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑣

(Δ— оператор Лапласа по переменным 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).
Нелокальная задача I. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилин-

дре 𝑄 решением уравнения
𝐿1𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈
−
∫︁
Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

⃒⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆 = 0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (3)
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω. (4)

Нелокальная задача II. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре
𝑄 решением уравнения

𝐿2𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (5)

и такую, что для нее выполняются условия (2) и (3).
В изучаемых задачах условие (2) является нелокальным аналогом гра-

ничного условия второй начально-краевой задачи для гиперболических или
параболических уравнений. Именно это условие и определяет интегральный
оператор Фредгольма, использованный в работе [10].

2. Разрешимость нелокальных задач I и II
Определим функцию 𝑁1(𝑥, 𝑦) как решение задачи

Δ𝑥𝑁1(𝑥, 𝑦)−𝑁1(𝑥, 𝑦) = 0, (6)
𝜕𝑁1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜈
= 𝑁(𝑥, 𝑦) при 𝑥 ∈ Γ, 𝑦 ∈ Ω

(переменная 𝑦 в этой задаче является параметром).
Теорема 1. Пусть выполняются условия

𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝑁(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶3(Ω× Ω).

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) такой, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄),
нелокальная задача I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡) такое, что

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

2 (Ω)),
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Кожан о в А. И., Дюже в а А. В.

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝑀 — оператор, определенный на простран-
стве 𝐿2(Ω) и ставящий в соответствие функции 𝑣(𝑥) функцию (𝑀𝑣)(𝑥):

(𝑀𝑣)(𝑥) =

∫︁
Ω
𝑁1(𝑥, 𝑦)𝑣(𝑦)𝑑𝑦.

Возможны два случая:
1) число 1 не является собственным числом оператора 𝑀 ;
2) число 1 является собственным числом оператора 𝑀 .
В первом случае оператор 𝐼−𝑀 будет непрерывно обратимым оператором

из 𝐿2(Ω) в 𝐿2(Ω), и тем самым для нелокальной задачи I будут выполняться
все условия работы [10]. Следовательно, эта задача будет иметь решение,
принадлежащее требуемому в теореме классу.

Пусть теперь имеет место второй случай.
Как известно [23, гл. VI, § 24], спектр оператора 𝑀 состоит из не более

чем счетного множества собственных чисел, причем это множество может
иметь своей предельной точкой лишь число 0. Следовательно, существует
число 𝜀0 такое, что 𝜀0 ∈ (0, 1), и на интервале (1 − 𝜀0, 1) нет собственных
чисел оператора 𝑀 .

Для числа 𝜀 из интервала (1−𝜀0, 1) рассмотрим следующую задачу: найти
функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре 𝑄 решением уравнения (1) и та-
кую, что для нее выполняются условия (3) и (4), а также условие

(1− 𝜀)
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜈
−
∫︁
Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

⃒⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆 = 0. (7)

Этой задаче соответствует оператор (1 − 𝜀)𝐼 − 𝑀 (см. [10]). Поскольку
число 1 − 𝜀 не является собственным числом оператора 𝑀 , согласно [10],
нелокальная задача (1), (3), (4), (7) имеет решение 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) такое, что 𝑢𝜀 ∈
∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)), 𝑢𝜀𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)), 𝑢𝜀𝑡𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)). Покажем,

что для семейства {𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)} имеют место априорные оценки, достаточные
для осуществления процедуры предельного перехода.

Рассмотрим равенство∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝐿1𝑢

𝜀𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏.

С помощью интегрирования по частям и использования условий (3), (4), (7)
данное равенство нетрудно преобразовать к виду

1

2

∫︁
Ω
[𝑢𝜀𝑡 (𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥 =

=
1

1− 𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Γ

(︂∫︁
Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢𝜀𝜏 (𝑦, 𝜏)𝑑𝑦

)︂
𝑢𝜀(𝑥, 𝜏)𝑑𝑠𝑑𝜏 −

− 1

1− 𝜀

∫︁
Γ

(︂∫︁
Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢𝜀(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

)︂
𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)𝑑𝑠−
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−
∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑐𝑢𝜀𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏. (8)

Для функции 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) имеют место неравенства∫︁
Γ
[𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑠 6 𝛿

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥+ 𝑐(𝛿)

∫︁
Ω
[𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥, (9)∫︁

Ω
[𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑠 6 𝑇

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
[𝑢𝜀𝜏 (𝑥, 𝜏)]

2𝑑𝑥𝑑𝜏. (10)

В первом из этих неравенств 𝛿— произвольное положительное число; само
по себе это неравенство является следствием теоремы вложения [21, гл. II, § 2].
Второе неравенство элементарно доказывается с помощью формулы Ньюто-
на—Лейбница.

Используя неравенства (9) и (10), подбирая число 𝛿 малым, применяя
неравенство Юнга и, наконец, используя лемму Гронуолла, получим, что
следствием равенства (8) будет априорная оценка∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑡 (𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=0

∫︁
Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥 6 𝑅1

∫︁
𝑄
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡, (11)

постоянная 𝑅1 в которой определяется лишь функциями 𝑐(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑥, 𝑦),
а также числом 𝑇 и областью Ω.

На следующем шаге рассмотрим равенство∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
(𝐿1𝑢

𝜀)𝜏𝑢
𝜀
𝜏𝜏𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑓𝜏𝑢

𝜀
𝜏𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏.

Фактически повторяя предыдущие рассуждения, но при этом используя
оценку (11) и учитывая, что имеет место равенство 𝑢𝜀𝑡𝑡(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥, 0), полу-
чим, что для функций 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) имеет место вторая априорная оценка∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=2

∫︁
Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖𝑡(𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥 6 𝑅2

∫︁
𝑄
(𝑓2 + 𝑓2𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡, (12)

c постоянной 𝑅2, определяющейся лишь функциями 𝑐(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑥, 𝑡), а также
числом 𝑇 и областью Ω.

С помощью неравенств (11) и (12) нетрудно показать, что для функции
𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) имеет место третья априорная оценка∫︁

Ω
[Δ𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥 6 𝑅3

∫︁
𝑄
(𝑓2 + 𝑓2𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡, (13)

постоянная𝑅3 в которой вновь определяется лишь функциями 𝑐(𝑥, 𝑡) и𝑁(𝑥, 𝑡),
числом 𝑇 и областью Ω.

Определим функцию

𝑤𝜀(𝑥, 𝑡) = (1− 𝜀)𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)−
∫︁
Ω
𝑁1(𝑥, 𝑦)𝑢

𝜀(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦.
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Имеют место равенства

𝐿1𝑤
𝜀(𝑥, 𝑡) = (1− 𝜀)𝑓 −

∫︁
Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢𝜀𝑡𝑡(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 +

+

∫︁
Ω
[Δ𝑥𝑁(𝑥, 𝑦)− 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑁(𝑥, 𝑦)]𝑢𝜀(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦,

𝜕𝑤𝜀(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈

⃒⃒⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆

= 0.

Умножая первое из этих равенств на функцию 𝑤𝜀
𝑡 (𝑥, 𝑡)−Δ𝑤𝜀

𝑡 (𝑥, 𝑡), инте-
грируя по цилиндру c переменной высотой (переменным верхним пределом),
используя второе равенство и неравенства (11)–(13), получим, что для функ-
ций 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡) имеют место оценки, аналогичные полученным выше оценкам
для функций 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), но с другими постоянными 𝑅′

1, 𝑅′
2, 𝑅′

3 в правой части.
Из доказанных оценок для функции 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡), а также из обращения про-

изводной 𝜕𝑤𝜀(𝑥,𝑡)
𝜕𝜈 в нуль на границе 𝑆 и второго основного неравенства для

эллиптических операторов [21, гл. III, § 8] следует, что для функции 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡)
выполняются включения

𝑤𝜀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)), 𝑤𝜀

𝑡 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)),

𝑤𝜀
𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),

причем нормы функций 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑤𝜀
𝑡 (𝑥, 𝑡), 𝑤𝜀

𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) в соответствующих про-
странствах будут ограничены равномерно по 𝜀. Но тогда и для функций
𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑢𝜀𝑡 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝜀𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) будут выполняться те же включения, и нормы этих
функций в пространствах 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω))

будут ограничены равномерно по 𝜀.
Установленные оценки и включения позволяют осуществить стандартную

процедуру предельного перехода.
Выберем последовательность {𝜀𝑚}∞𝑚=1 так, чтобы 𝜀𝑚 ∈ (1− 𝜀0, 1), 𝜀𝑚 → 0

при 𝑚→ ∞. Пусть 𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)— решение задачи (1), (3), (4), (7) в случае 𝜀 = 𝜀𝑚.
Семейства {𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1, {𝑢𝑚𝑡(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1, {𝑢𝑚𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 ограничены равно-
мерно по𝑚 в пространствах 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω))

соответственно. Из этих оценок и теорем вложения [20–22] следует, что су-
ществуют последовательность {𝑚𝑘}∞𝑘=1 натуральных чисел и функция 𝑢(𝑥, 𝑡)
такие, что при 𝑘 → ∞ имеют место сходимости

𝑢𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡) → 𝑢(𝑥, 𝑡) слабо в пространстве 𝑊 2

2 (𝑄),

𝑢𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡) → 𝑢(𝑥, 𝑡) сильно в пространстве 𝑊 1

2 (𝑄),
𝑢𝑚𝑘𝑥𝑖(𝑥, 𝑡) → 𝑢𝑥𝑖(𝑥, 𝑡) сильно в пространстве 𝐿2(𝑆), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝜀𝑚𝑘

𝜕𝑢𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈
→ 0 сильно в пространстве 𝐿2(𝑆).

Очевидно, что предельная функция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет решением из простран-
ства 𝑊 2

2 (𝑄) нелокальной задачи I. Более того, для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) сохранят-
ся оценки (11)–(13), а также оценки производных 𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡) в пространстве
𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)). А это означает, что функция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет решением нело-
кальной задачи I из требуемого класса. �
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Теорема 2. Пусть выполняются условия

𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝑁(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(Ω× Ω).

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) такой, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), нелокальная
задача II имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡) такое, что

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
2
2 (Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄).

До к а з ат е л ь ств о. Вновь обратимся к оператору 𝑀 . Если число 1 не
является собственным значением оператора 𝑀 , то нелокальная задача II име-
ет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее требуемому классу. Это нетрудно дока-
зать, используя методы работы [10]. Если же число 1 является собственным
значением оператора 𝑀 , то можно вновь воспользоваться методом регуля-
ризации. Необходимые для осуществления процедуры предельного перехода
априорные оценки нетрудно получить, анализируя последовательно равен-
ства ∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝐿2𝑢

𝜀𝑢𝜀𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝑑𝑥𝑑𝜏,∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝐿2𝑢

𝜀𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏

(𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)— решение уравнения (5) при выполнении регуляризованного уло-
вия (6)), а также условия (3). Теоремы вложения позволяют с помощью по-
лученных оценок выбрать последовательность из семейства {𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)}, сходя-
щуюся к решению нелокальной задачи II. �

3. Замечания и дополнения
1. Для решения нелокальных задач I и II при выполнении условий теоре-

мы 1 и 2 имеет место свойство единственности. Это свойство нетрудно
доказать, анализируя равенства∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝐿1𝑢𝑢𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏,∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝐿2𝑢𝑢𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Ω
𝑓𝑢𝜀𝑑𝑥𝑑𝜏

(𝑢(𝑥, 𝑡)— решение нелокальных задач I или II из указанных в теоремах
существования классов). Заметим, что обратимость или необратимость
оператора 𝑀 здесь не играет никакой роли.

2. В нелокальных задачах I и II оператор Лапласа можно заменить более
общим линейным эллиптическим оператором второго порядка, а гра-
ничные условия (2) нелокальных задач I и II можно заменить условием
третьей краевой задачи

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈
+ 𝜎(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)−

∫︁
Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

⃒⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆 = 0.
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3. Комбинируя метод настоящей работы и работы [10], можно получить
новые условия разрешимости интегральных аналогов второй или тре-
тьей краевых задач для некоторых других классов дифференциальных
уравнений, например, для уравнения

𝑢𝑡𝑡𝑡 + 𝛼𝑢𝑡𝑡 − 𝛽Δ𝑢𝑡 −Δ𝑢 = 𝑓,

моделирующего звуковые волны высокой плотности [24] (здесь 𝛼 и 𝛽 —
положительные постоянные).
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