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Аннотация

Предложены новые стохастические модели динамического развития
предприятий, которые восстанавливают свои производства за счет внут-
ренних и внешних запаздывающих инвестиций. Установлены системы
стохастических дифференциальных уравнений баланса для таких пред-
приятий, описывающие случайные изменения факторов производства
и выпуска продукции. Рассмотрены пропорциональные, прогрессивные
и дигрессивные амортизационные отчисления и исследовано их взаи-
модействие с запаздывающими внутренними и внешними инвестиция-
ми. Сформулированы условия достижения равновесного состояния ра-
боты предприятий и вычислены соответствующие предельные значения
факторов производства. Для численных решений систем стохастических
дифференциальных уравнений развития предприятий получены алго-
ритмы метода Эйлера—Маруямы. Для каждой численной реализации
этих алгоритмов построены соответствующие стохастические траекто-
рии для случайных функций факторов производства и выпуска про-
дукции. Предложен вариант метода расчета математических ожиданий
случайных функций факторов производства, для которых получена со-
ответствующая система дифференциальных уравнений. Численный ана-
лиз решений стохастических дифференциальных уравнений для разра-
ботанных моделей показал хорошее соответствие известным статистиче-
ским данным развития производственных предприятий.
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винеровский процесс, коэффициент сноса, коэффициент волатильности,
запаздывание инвестиций.
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Введение. Одним из важных и актуальных направлений современной
экономической теории является развитие экономико-математических мето-
дов прогнозирования показателей стохастической динамики производствен-
ных предприятий. Разработка основе таких методов новых стохастических
моделей для оценки деятельности предприятий позволяет проводить адек-
ватный и эффективный анализ их работы, вычислять предельные значения
для их производственных факторов, достоверно прогнозировать объемы вы-
пуска продукции, объемы издержек и объемы прибыли, оценивать эффекты
замещения производственных факторов и т.д.

Развитие и рост экономических систем вообще и производственных пред-
приятий в частности представляет собой долгосрочную тенденцию увеличе-
ния показателей национальной экономики. Значительный вклад в разработку
теоретических положений экономического роста представлен в работах [1–7].

На основе этих положений рядом исследователей разработаны модели ро-
ста, учитывающие влияние технического прогресса и роль информационных
процессов [8–18].

Характер динамического развития предприятия определяется взаимодей-
ствием вкладываемых в его производство объемов инвестиций, объемов амор-
тизации производственных факторов, и затрат на модернизацию средств про-
изводства.

Привлечение в производство предприятия внутренних и внешних инвести-
ций представляет собой распределенный во времени процесс, поэтому модель
развития предприятия должна учитывать не только инвестиции, поступаю-
щие в данный момент времени, но и всю историю их постепенного ввода.

Для построения моделей экономического развития предприятий, учиты-
вающих запаздывание внутренних и внешних инвестиций, широко приме-
няются дифференциальные уравнения, содержащие функции распределения
постепенного и непрерывного ввода капиталовложений [9–31].

Известные многочисленные статистические данные деятельности различ-
ных производственных предприятий демонстрируют стохастический харак-
тер формирования объемов их производственных факторов и волатильность
объемов выпуска продукции. Поэтому при построении математических мо-
делей динамики экономических показателей предприятий следует опирать-
ся на теорию случайных функций. Стохастическое моделирование позволяет
наиболее полно учесть нестабильный характер работы реальных предприя-
тий и внести существенные дополнения в имеющиеся аналогичные детерми-
нистские модели. Эффективным инструментом для построения недетерми-
нированных моделей экономического развития предприятий является теория
стохастических дифференциальных уравнений, учитывающая влияние слу-
чайных внешних воздействий.

Построение на основе этой теории определяющих уравнений балансов от-
носительно объемов факторов производства и объемов выпуска продукции
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производственных предприятий существенно обогащает известные детерми-
нированные модели развития предприятий, в которых нельзя учесть внешние
случайные возмущающие факторы [32–38].

Методы исследования приложений теории стохастических дифференци-
альных уравнений для моделирования случайных процессов подробно изло-
жены в работах [39–43].

Применение численных методов решения стохастических дифференци-
альных уравнений для расчетов реализаций случайных процессов и вычис-
лений их математических ожиданий представлены в работах [44–54].

Целью публикуемой работы является разработка новых экономико-мате-
матических моделей стохастической динамики развития производственных
предприятий за счет постепенного ввода внутренних и внешних запаздыва-
ющих инвестиций.

Научная новизна полученных моделей заключается в том, что они учи-
тывают взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрессивных
амортизационных отчислений с внутренними и внешними запаздывающими
инвестициями и позволяют найти предельные значения факторов производ-
ства. Кроме того, эти модели способны описать не только стабильное по-
ступательное развитие предприятий, но и приостановку их работы во время
переоснащения производств и временного кризисного сворачивания произ-
водств при замене оборудования.

1. Постановка задачи. Пусть объемы выпуска продукции предприя-
тием обеспечиваются набором ресурсов в виде производственных факторов
(Q1, Q2, . . . , Qn), представляющих собой основной капитал, оборотный капи-
тал, финансовый капитал, трудовые ресурсы, привлекаемые в производство
материалы, технологии и инновации и т.д.

Величины Qs изменяются во времени t и представляют собой некоторые
непрерывные и непрерывно дифференцируемые функции Qs = Qs(t). Едини-
цы измерения времени определяются экономическими условиями конкретной
задачи. Это может быть один месяц, один квартал или один год.

Функции Qs = Qs(t) являются ограниченными, для них существуют свои
верхние и нижние предельные границы Q0

s 6 Qs 6 Q∞s , где Q0
s = Qs(0) —

начальные значения факторов производства Qs, а Q∞s = lim
t→∞

Qs(t) —их пре-
дельные значения.

Значения компонентовQ0
s в начальный момент времени рассматриваемого

процесса t = 0 считаются заданными.
Предельные значения объемов факторов производства Q∞s определяются

особенностями развития предприятий и подлежат вычислению.
Выпуск производственной продукции предприятием V описывается мно-

гофакторной производственной функцией Кобба—Дугласа

V = P

n∏
p=1

Q
ap
p . (1)

Здесь P — стоимость продукции произведенной на единичные объемы ресур-
сов, ak —представляют собой эластичности выпуска по соответствующим ре-
сурсам Qk, (0 < ak < 1).
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Приращения объемов факторов производства Qs = Qs(t) за малый ин-
тервал времени ∆t составят величины ∆Qs(t), которые можно представить
в виде четырех слагаемых [32]:

∆Qs(t) = ∆QAs (t) + ∆QIs(t) + ∆QGs (t) + ∆QWs (t), (2)

где ∆QAs (t) —приращения амортизаций объемов факторов производстваQs(t),
∆QIs(t) —частичные восстановления объемов факторов производства Qs(t) за
счет внутренних инвестиций, ∆QGs (t) —частичные восстановления объемов
факторов производства Qs(t) за счет внешних инвестиций в предприятие,
∆QWs (t) — случайные колебания приращения объемов факторов производ-
ства, обусловленные волатильностью реализации выпускаемой продукции.

Приращения частичных амортизаций ∆QAs (t) за промежуток времени ∆t
можно представить в виде

∆QAs (t) = −Asθ(t)Quss (t) ·∆t. (3)

Здесь As —коэффициенты амортизации, доли выбывших за единицу времени
объемов факторов производства Qs(t), us —показатели интенсивности амор-
тизации. Значения параметров us = 1 соответствуют линейной пропорцио-
нальной амортизации, значения параметров us > 1 соответствуют прогрес-
сивным амортизационным отчислениям, значения параметров us < 1 соот-
ветствуют дигрессивным амортизационным отчислениям.

Функция θ = θ(t) в соотношениях (3) определяет варианты развития рас-
сматриваемого предприятия во время смены технологий производства. Для
постоянной и единичной функции θ(t) ≡ 1 развитие предприятия будет ста-
бильным. При уменьшении значений функции θ(t) процесс развития пред-
приятия будет замедляться вплоть до его временной остановки и частичного
сворачивания производства [26].

Приращения внутренних инвестиций ∆QIs(t) за промежуток времени ∆t
определяются соотношениями [31]

∆QIs(t) = θ(t)Ws(t) ·∆t. (4)

Здесь

Ws(t) =

∫ t

−∞
Rs(t, τ)Is(τ)dτ (5)

— объемы внутренних инвестиций, накопленные предприятием за счет фак-
торов производства Qs к моменту времени t, Rs(t, τ) —функции распределе-
ния потока постепенного и непрерывного ввода инвестиций, соответствующих
факторам производства Qs за весь период работы предприятия, Is(τ) — объ-
емы инвестиций, соответствующие фактору производства Qs и сделанные в
момент времени τ . Постепенный и поэтапный ввод внутренних инвестиций
принимается стационарным Rs(t, τ) = Rs(t − τ), поэтому формулы (5) при-
нимают вид

Ws(t) =

∫ t

−∞
Rs(t− τ)Is(τ)dτ =

∫ ∞
0

Is(t− τ)Rs(τ)dτ. (6)

4



Модели стохастической динамики развития производственных предприятий. . .

Функции распределения ввода инвестиций Rs(t− τ) удовлетворяют усло-
виям нормировки ∫ ∞

0
Rs(τ)dτ = 1. (7)

Равенство (7) означает, что несмотря на перераспределение во времени пото-
ков капиталовложений запаздывающих внутренних инвестиций суммы вло-
женных инвестиций за весь период остаются постоянными.

Очевидно, что функции распределения ввода инвестиций Rs(τ) являются
монотонно убывающими, поскольку эффект от вводимых внутренних инве-
стиций будет тем меньше, чем ранее они были вложены.

Для экспоненциальных распределений ввода внутренних инвестиций
Rs(τ) = λs exp(−λsτ) соотношения (6) принимают вид

Ws(t) = λs

∫ ∞
0

Is(t− τ) exp(−λsτ)dτ. (8)

Здесь λs —параметры распределения, описывающие степени влияния ранее
сделанных внутренних инвестиций на капиталовложения текущего момента.
Следует отметить, что чем больше значения величин λs, тем меньше это
влияние и наоборот.

Интегральные уравнения (8) могут быть представлены в виде системы
дифференциальных уравнений. Для этого обе их части следует продиффе-
ренцировать по времени t, воспользоваться формулой интегрирования по ча-
стям и учесть очевидные равенства:

∂Is(t− τ)

∂t
= −∂Is(t− τ)

∂τ
, lim

τ→∞
Rs(τ) = 0.

Уравнения (8) принимают вид

dWs(t)

dt
= λsIs(t)− λsWs(t),

или
dWs(t)

dt
= λs

(
BsV (t)−Ws(t)

)
. (9)

Здесь Bs —нормы накоплений внутренних инвестиций (0 6 Bs 6 1), с по-
мощью которых внутренние инвестиции Is(t) связаны с производственной
функцией V (t) соотношениями Is(t) = BsV (t).

Приращения внешних инвестиций ∆QGs (t) за промежуток времени опре-
деляются соотношениями [31]

∆QGs (t) = θ(t)Us(t) ·∆t. (10)

Здесь

Us(t) =

∫ t

−∞
Ss(t, τ)Gs(τ)dτ. (11)

— объемы внешних инвестиций, накопленные предприятием в моменту вре-
мени t; Ss(t, τ) —функции распределения постепенного и непрерывного ввода
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внешних инвестиций за весь период работы предприятия; Gs(τ) = ηsG(τ) —
объемы внешних инвестиций, совершенные в момент времени τ ; G(t) —пол-
ный объем внешних инвестиций, приходящихся на все объемыQs(t) факторов
производства; ηs —коэффициенты распределения объема внешних инвести-
ций между объемами факторов производства.

Очевидно, что коэффициенты ηs не являются независимыми, а удовле-
творяют соотношению

∑n
s=1 ηs = 1.

Процессы ввода внешних инвестиций считаются стационарными, поэтому
формулы (11) принимают вид

Us(t) =

∫ t

−∞
Ss(t− τ)Gs(τ)dτ =

∫ ∞
0

Gs(t− τ)Ss(τ)dτ. (12)

Запаздывание потоков капиталовложений внешних инвестиций сопровож-
дается перераспределением во времени, но суммы внешних инвестиций за
весь период остаются постоянными. Поэтому функции распределения ввода
инвестиций Ss(τ) удовлетворяют условиям нормировки∫ ∞

0
Ss(τ)dτ = 1. (13)

Соотношение (13) означает, при перераспределении во времени потоков капи-
таловложений запаздывающих внешних инвестиций суммы вложенных инве-
стиций за весь период остаются постоянными.

Очевидно, что функции распределения ввода внешних инвестиций Ss(τ)
являются монотонно убывающими, поскольку эффект от вводимых внешних
инвестиций будет тем меньше, чем ранее они были вложены.

Для экспоненциальных распределений вводов внешних инвестиций Ss(τ) =
= µs exp(−µsτ) соотношения (12) принимают вид

Us(t) = µs

∫ ∞
0

Gs(t− τ) exp(−µsτ)dτ. (14)

Здесь µs —параметры распределения, описывающие степени влияния ранее
сделанных внешних инвестиций на капиталовложения текущего момента. Оче-
видно, что чем больше значения величин µs, тем меньше это влияние и на-
оборот.

Интегральные уравнения (14) могут быть представлены в виде системы
дифференциальных уравнений. Для этого обе их части следует продиффе-
ренцировать по времени t, воспользоваться формулой интегрирования по ча-
стям и учесть очевидные равенства:

∂Gs(t− τ)

∂t
= −∂Gs(t− τ)

∂τ
, lim

τ→∞
Ss(τ) = 0.

Уравнения (14) принимают вид

dUs(t)

dt
= µs

(
Gs(t)− Us(t)

)
. (15)

6



Модели стохастической динамики развития производственных предприятий. . .

Случайные колебания приращений объемов факторов производства
∆QWs (t), обусловленные определенной волатильностью объема выпускаемой
продукции, представлены в виде стохастических стандартных винеровских
процессов [32]:

∆QWs (t) = θ(t)ρs
(
Qs(t)−Q0

s

)(
1− Qs(t)

Q∞s

)
·∆w. (16)

Здесь w— стандартный винеровский процесс, ∆w = ε(t) ·
√

∆t; ρs — уров-
ни волатильности факторов производства Qs(t); ε(t) — случайная величина
с нормальным законом распределения, нулевым средним значением 〈ε〉 = 0
и единичной дисперсией 〈ε2〉 = 1.

Из формул (16) следует, что в окрестностях точек Q0
s, соответствующих

началу процесса развития предприятия, и в окрестностях точек Q∞s , соот-
ветствующих завершению процесса развития предприятия, стохастический
процесс становится практически детерминированным.

Подставляя формулы (3), (4), (10) и (16) в уравнение баланса (2), полу-
чаем

∆Qs(t) = θ(t)
((
−AsQuss (t) +Ws(t) + Us(t)

)
·∆t+

+ ρs
(
Qs(t)−Q0

s

)(
1− Qs(t)

Q∞s

)
·∆w

)
. (17)

Переходя в соотношениях (17) к пределу при условии ∆t→ 0 и ∆w → 0,
находим систему нелинейных стохастических дифференциальных уравнений

dQs(t) = θ(t)
(
Ss(Qs(t), t) dt+ Zs(Qs(t), t) dw

)
. (18)

Здесь
Ss(Qs(t), t) = −AsQuss (t) +Ws(t) + Us(t) (19)

— коэффициенты сноса уравнений (18),

Zs(Qs(t), t) = ρs
(
Qs(t)−Q0

s

)(
1− Qs(t)

Q∞s

)
(20)

— коэффициенты волатильности уравнений (18).
Уравнения (9), (15) и (18) с коэффициентами (19) и (20) образуют систе-

му нормальных нелинейных связанных стохастических дифференциальных
уравнений первого порядка. Подстановка в них выражения для производ-
ственной функции (1) дает

dQs(t) = θ(t)
(
Ss(Qs(t), t) dt+ Zs(Qs(t), t) dw

)
,

dWs(t) = λs

(
BsP

n∏
p=1

Q
ap
p (t)−Ws(t)

)
dt, (21)

dUs(t) = µs
(
Gs(t)− Us(t)

)
dt.
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Начальные условия для системы (21) имеют вид

Qs(0) = Q0
s, Ws(0) = W 0

s , Us(0) = U0
s . (22)

В общем случае нелинейная задача Коши (21), (22) может быть решена толь-
ко численно.

Если вместо функций распределения постепенного и непрерывного ввода
внутренних и внешних инвестиций Rs(τ) и Ss(τ) выбрать дельта функцию
Дирака Rs(τ) = Ss(τ) = δ(τ), то система (21) принимает вид

dQs(t) = θ(t)
(
Ss(Qs(t), t) dt+ Zs(Qs(t), t) dw

)
. (23)

Здесь

Ss(Qs(t), t) = −AsQuss (t) +BsP
n∏
p=1

Q
ap
p (t) + ηsG(t),

Zs(Qs(t), t) = ρs
(
Qs(t)−Q0

s

)(
1− Qs(t)

Q∞s

) (24)

— коэффициенты сноса и коэффициенты волатильности уравнений (23).
Начальные условия для системы уравнений (23) с коэффициентами (24)

имеют вид
Qs(0) = Q0

s. (25)

Структура системы уравнений (21) показывает, что развитие предприя-
тия будет продолжаться до тех пор, пока сумма объемов внутренних и внеш-
них инвестиций будет превосходить объемы амортизационных отчислений.
Если сумма объемов внутренних и внешних инвестиций станет равной объе-
мам амортизационных отчислений, развитие предприятия остановится. Пре-
дельные значения Q∞s объемов производственных факторов Qs(t) находятся
из условий

dQs(t)

dt
= θ(t)

(
−AsQuss (t) +Ws(t) + Us(t)

)
= 0,

dWs(t)

dt
= λs

(
BsP

n∏
p=1

Q
ap
p (t)−Ws(t)

)
= 0, (26)

dUs(t)

dt
= µs

(
Gs(t)− Us(t)

)
= 0.

Исключая из уравнений (26) величины Ws(t), Us(t) и учитывая, что пре-
дельному состоянию работы предприятия соответствует условие t → ∞, по-
лучаем систему уравнений для вычисления предельных значений объемов
производственных факторов Q∞s :

−As · (Q∞s )us +BsP
n∏
p=1

(Q∞p )ap +G∞s = 0. (27)

Здесь G∞s = lim
t→∞

Gs(t).

8
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Вид функции θ(t) существенно влияет на формы интегральных кривых
уравнений (21) и (23). Функция θ(t) определяет центр временного интерва-
ла, его протяженность и максимальную величину отклонения от единичного
значения, при котором предприятие работает стабильно.

Если в интервале времени (t∗ − σ, t∗ + σ) предприятие производит пол-
ную или частичную замену технологического оборудования, то функцию θ(t)
можно записать в виде [28]

θ(t) = 1− ω exp
(
−(t∗ − t)2

2σ2

)
. (28)

Здесь ω—максимальный размер отклонения функции θ(t) от единицы, t∗ —
центр временного интервала, σ—радиус временного интервала.

Для стабильно работающего предприятия параметр ω принимает нулевое
значение. Если 0 < ω < 1, то в интервале времени (t∗−σ, t∗+σ) будет наблю-
даться некоторое замедление работы предприятия. Если ω = 1, то в интер-
вале времени (t∗−σ, t∗+σ) будет наблюдаться переоснащение производства.
Если ω > 1, то в интервале времени (t∗ − σ, t∗ + σ) будет наблюдаться пере-
оснащение производства, сопровождаемое его некоторым сворачиванием.

Если эффекты стагнации и падения выпуска продукции на предприятии
происходят неоднократно, то в качестве функции относительной удельной
скорости развития рассматриваемого предприятия целесообразно выбрать
произведение функций вида (28):

θ(t) =

n∏
s=1

(
1− ωs exp

(
−(t∗s − t)2

2σ2s

))
. (29)

2. Стохастическая модель развития однофакторного производ-
ственного предприятия, учитывающая эффект запаздывания внут-
ренних и внешних инвестиций. Рассмотрим производственное предприя-
тие, выпуск продукции которого обеспечивается только одним ресурсом в ви-
де производственного фактора Q = Q(t). Непрерывная и непрерывно диф-
ференцируемая функция Q = Q(t) ограниченна на числовой полуоси (0 <
< t < ∞), Q0 6 Q 6 Q∞, своими предельными значениями Q0 = Q(0),
Q∞ = lim

t→∞
Q(t). В таком случае общая система уравнений (21) и начальные

условия (22) принимают вид

dQ(t) = θ(t)
(
S(Q(t), t) dt+ Z(Q(t), t) dw

)
,

dW (t) = λ
(
BPQa(t)−W (t)

)
dt, (30)

dU(t) = µ
(
G(t)− U(t)

)
dt.

Здесь
S(Q(t), t) = −AQu(t) +W (t) + U(t) (31)

— коэффициент сноса уравнений (30),

Z(Q(t), t) = ρ
(
Q(t)−Q0

)(
1− Q(t)

Q∞

)
(32)

— коэффициент волатильности уравнений (30).

9
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Начальные условия для системы уравнений (30)–(32) имеют вид

Q(0) = Q0, W (0) = W0, U(0) = U0. (33)

Уравнения (27) для вычисления предельного значения Q∞ объема произ-
водственного фактора Q(t) сводятся к уравнению

−AQu∞ +BPQa∞ +G∞ = 0. (34)

Здесь Q∞ = lim
t→∞

Q(t).
Уравнение (34) имеет аналитическое решение

Q∞ =
(BP
A

)1/(u−a)
, (35)

только в случае Q∞ = 0. Если Q∞ 6= 0, то уравнение (34) можно решить
только численно.

Общая система уравнений (23)–(25), которая не учитывает эффект запаз-
дывания внутренних и внешних инвестиций, принимает вид

dQ(t) = θ(t)
(
S(Q(t), t) dt+ Z(Q(t), t) dw

)
. (36)

Здесь
S(Q(t), t) = −AQu(t) +BPQa(t) +G(t),

Z(Q(t), t) = ρ
(
Q(t)−Q0

)(
1− Q(t)

Q∞

) (37)

— коэффициенты сноса и коэффициенты волатильности уравнения (36).
Начальное условие для уравнения (36) с коэффициентами (37) имеет вид

Q(0) = Q0. (38)

Численные решения системы уравнений (30) с коэффициентами (31), (32)
и начальными условиями (33) выполняются методом последовательных при-
ближений Эйлера–Маруямы в соответствии с алгоритмом [31, 53]

Qi+1 = Qi + θ(ti)
(
S(Qi, ti) ·∆ti + Z(Qi, ti)ε(ti) ·

√
∆ti
)
,

Wi+1 = Wi + λ(BPQai −Wi) ·∆ti,
Ui+1 = Ui + µ

(
G(ti)− Ui

)
·∆ti,

S(Qi, ti) = −AQui +Wi + Ui,

Z(Qi, ti) = ρ(Qi −Q0)
(

1− Qi
Q∞

)
.

(39)

Численное решение уравнения (36) с коэффициентами (37) и начальным
условием (38) выполняются методом последовательных приближений Эйле-
ра–Маруямы в соответствии с алгоритмом [31, 53]

Qi+1 = Qi + θ(ti)
(
S(Qi, ti) ·∆ti + Z(Qi, ti)ε(ti) ·

√
∆ti
)
,

S(Qi, ti) = −AQui +BPQai +G(ti),

Z(Qi, ti) = ρ(Qi −Q0)
(

1− Qi
Q∞

)
.

(40)
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Для любых вариантов реализации алгоритмов (39) и (40) на каждом ма-
лом временном шаге ∆ti, начиная с начальных значений величинQ0,W0 и U0,
генерируется случайное число ε(ti) и рассчитываются последующие значения
величин Qi+1, Wi+1 и Ui+1.

В результате образуются четыре случайные числовые последовательности
{ti}, {Qi}, {Wi} и {Ui}. Эти последовательности на координатной плоскости
образуют три системы случайных точек {ti, Qi}, {ti,Wi} и {ti, Ui}, которые
порождают три ломаные случайные траектории.

Очевидно, что всякий раз при повторении реализаций алгоритмов (39)
и (40), образуются новые ломаные случайные траектории, поскольку каждый
раз случайная величина генерирует новые случайные значения.

Для численных реализаций алгоритмов (39) и (40) временной интервал
t ∈ [0, 120] разбивался на n = 100 одинаковых частей с шагом ∆ti = ∆t = 1.2.
Количество реализаций случайного процесса динамики предприятия прини-
малось m = 200.

Следует отметить, что в достаточно малых окрестностях начальных то-
чек {t = 0, Q = Q0}, {t = 0,W = W0} и {t = 0, U = U0} и в достаточно малых
окрестностях предельных точек {t = 120, Q = Q∞}, {t = 120,W = W∞}
и {t = 120, U = U∞} стохастические процессы становятся практически де-
терминированными, что является вполне ожидаемым и определяется видом
функции коэффициента волатильности.

Для вычисления математического ожидания величины Q(t) следует ста-
тистически усреднить систему стохастических уравнений (30):

d〈Q(t)〉 = θ(t)〈−AQu(t) +W (t) + U(t)〉 dt,
d〈W (t)〉 = λ〈BPQa(t)−W (t)〉 dt,
d〈U(t)〉 = µ〈G(t)− U(t)〉 dt

или 
d〈Q〉 = θ

(
−A〈Qu〉+ 〈W 〉+ 〈U〉

)
dt,

d〈W 〉 = λ
(
BP 〈Qa〉 − 〈W 〉

)
dt,

d〈U〉 = µ
(
G− 〈U〉

)
dt.

(41)

Система уравнений (41) показывает, что при последовательном вычис-
лении статистических моментов вида 〈Qh〉 возникает бесконечная система
статистических уравнений, генерирующая статистические моменты все бо-
лее высоких порядков. Для остановки этого процесса генерации необходи-
мо сделать определенные допущения. Будем предполагать, что флуктуации
величины Q(t) относительно ее среднего значения 〈Q(t)〉 пропорциональны
случайной величине ε(t) [32]:

Q− 〈Q〉 = ξ · ε.

Здесь ξ = ρ(〈Q〉 −Q0)
(
1− 〈Q〉Q∞

)
—коэффициент пропорциональности.

Тогда выражение для величины Qh принимает вид

Qh =
(
〈Q〉+ ξ · ε

)h
= 〈Q〉h

(
1 +

ξ

〈Q〉
· ε
)h
. (42)
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Ограничиваясь в формуле (42) малыми флуктуациями
∣∣ ξ
〈Q〉 · ε

∣∣ < 1, рас-
смотрим три слагаемых сходящегося биномиального ряда:

Qh = 〈Q〉h
(

1 + h
ξ

〈Q〉
· ε+

h(h− 1)

2

ξ2

〈Q〉2
· ε2 + · · ·

)
. (43)

Вычисляя по формуле (43) средние величины

〈Qu〉 ≈ 〈Q〉u
(

1 +
u(u− 1)

2

ξ2

〈Q〉2
)
, 〈Qa〉 ≈ 〈Q〉a

(
1 +

a(a− 1)

2

ξ2

〈Q〉2
)

и подставляя их в уравнения (41), находим систему дифференциальных урав-
нений для математических ожиданий величин 〈Q(t)〉, 〈W (t)〉 и 〈U(t)〉:

d〈Q〉
dt

= θ
(
−A〈Q〉u

(
1 +

u(u− 1)

2

ξ2

〈Q〉2
)

+ 〈W 〉+ 〈U〉
)
,

d〈W 〉
dt

= λ
(
BP 〈Q〉a

(
1 +

a(a− 1)

2

ξ2

〈Q〉2
)
− 〈W 〉

)
,

d〈U〉
dt

= µ
(
〈G〉 − 〈U〉

)
.

(44)

Начальные условия для системы уравнений (44) имеют вид

〈Q(0)〉 = Q0, 〈W (0)〉 = W0, 〈U(0)〉 = U0. (45)

Если не учитывать эффект запаздывания внутренних и внешних инвести-
ций, то система (44) сводится к одному уравнению [32]:

d〈Q〉
dt

= θ
(
−A〈Q〉u

(
1 +

u · (u− 1)

2

ξ2

〈Q〉2
)

+

+BP 〈Q〉a
(

1 +
a(a− 1)

2

ξ2

〈Q〉2
)

+G
)
. (46)

Начальное условие для уравнения (46) принимает вид

〈Q(0)〉 = Q0. (47)

Сравнение результатов численного решения задачи Коши (44), (45) и (46),
(47) с численными значениями статистических средних, вычисленных по всем
двумстам реализациям алгоритмов (39), (40) показывает их почти полное
совпадение.

На рис. 1 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), для случая стабильной работы
рассматриваемого предприятия, при котором параметр ω функции θ(t) обра-
щается в нуль (ω = 0).

На рис. 2 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), для случая переоснащения процес-
са производства на временном интервале (t∗− σ, t∗+ σ) при t∗ = 40 и σ = 20.
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Рис. 1. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия),
для случая стабильной работы рассматри-
ваемого предприятия, при котором пара-
метр ω функции θ(t) обращается в нуль.
Расчетные значения: n = 100, ∆t = 1.2,
m = 200, Q0 = 10, P = 15, a = 0.45, u = 1,
A = 0.12, B = 0.12, ρ = 0.1, ω = 0, λ = 0.25

[Figure 1. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (45),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line) for
the case of stable operation of the considered
enterprise in which the parameter ω of the
function θ(t) vanishes. Calculation values:
n = 100, ∆t = 1.2,m = 200,Q0 = 10, P = 15,
a = 0.45, u = 1, A = 0.12, B = 0.12, ρ = 0.1,

ω = 0, λ = 0.25]

Рис. 2. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39),
(40), и кривых математических ожида-
ний, рассчитанных по формулам (44), (45)
(сплошная линия) и (46), (47) (штрихо-
вая линия), для случая переоснащения про-
цесса производства на временном интер-
вале (t∗ − σ, t∗ + σ). Расчетные значения:
n = 100, ∆t = 1.2,m = 200,Q0 = 10, P = 15,
a = 0.45, u = 1, A = 0.12, B = 0.12, ρ = 0.1,

ω = 1, t∗ = 40, σ = 20, λ = 0.25

[Figure 2. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (44),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line) for
the case of retooling the production process on
the time interval (t∗ − σ, t∗ + σ). Calculation
values: n = 100, ∆t = 1.2; m = 200, Q0 = 10,
P = 15, a = 0.45, u = 1, A = 0.12, B = 0.12,
ρ = 0.1, ω = 1, t∗ = 40, σ = 20, λ = 0.25]

Размер отклонения максимального отклонения ω функции θ(t) в этом случае
принимается равным единице (ω = 1).

На рис. 3 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), для случая переоснащения про-
цесса производства в условиях кризиса на временном интервале (t∗−σ, t∗+σ)
при t∗ = 40 и σ = 20. Размер отклонения максимального отклонения ω функ-
ции θ(t) в этом случае принимается равным 1.25.

При построении графиков функций на рис. 1–3 не учитывались внешние
инвестиции (G(t) ≡ 0). Предельное значение ресурса Q(t), вычисленное по
формуле (35) составляет Q∞ = 98.7174.

В случае если волатильность ρ обращается в нуль (ρ = 0) и процесс ста-
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Рис. 3. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия),
для случая переоснащения процесса произ-
водства в условиях кризиса на временном
интервале (t∗ − σ, t∗ + σ). Расчетные значе-
ния: n = 100, ∆t = 1.2, m = 200, Q0 = 10,
P = 15, a = 0.45, u = 1, A = 0.12, B = 0.12,
ρ = 0.1, ω = 1.25, t∗ = 40, σ = 20, λ = 0.25

[Figure 3. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (45),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line)
for the case of re-equipment of the production
process in a crisis on a time interval (t∗ − σ,
t∗ + σ). Calculation values: n = 100, ∆t = 1.2,
m = 200, Q0 = 10, P = 15, a = 0.45, u = 1,
A = 0.12, B = 0.12, ρ = 0.1, ω = 1.25,

t∗ = 40, σ = 20, λ = 0.25]

новится детерминированным, полученные результаты совпадают с результа-
тами работы [31].

Сравним теперь построенные расчетные модели (39), (40); (44), (45) и
(46), (47) со статистическими данными для показателей развития предприя-
тия ЗАО «Самарский булочно-кондитерский комбинат» [55]. Статистические
данные по выпуску продукции этим предприятием приведены в табл. 1. Здесь
переменная времени t изменяется на отрезке [0, 9], а ее целые значения соот-
ветствуют годам от 2011 до 2020.

В соответствии с данными табл. 1, производственная функция (1) для
рассматриваемого предприятия принимает вид

V = 51.1429 ·Q0.53. (48)

На рис. 4 приведен график функции выпуска предприятия, построенный
по формуле (48).

Таблица 1
Статистические данные по выпуску продукции ЗАО «Самарский бу-
лочно-кондитерский комбинат» [55] [Factors of Production and Total
Production for CJSC Samara Bakery and Confectionery Plant [55]]

Years Time, t
Factors of Production, Total Production,

Q (mln rubles) V (mln rubles)

2011 0 125.708 662.900
2012 1 150.235 731.496
2013 2 231.137 856.875
2014 3 245.655 953.532
2015 4 247.904 1 062.253
2016 5 336.925 1 162.925
2017 6 378.737 1 170.557
2018 7 429.265 1 220.274
2019 8 415.676 1 294.213
2020 9 416.390 1 343.184
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Характер данных табл. 1 показывает, что развитие предприятия ЗАО
«Самарский булочно-кондитерский комбинат» происходит в основном за счет
внутренних инвестиций, поэтому при построении графиков функций на рис. 5
внешние инвестиции не учитывались (G(t) ≡ 0). Кроме того, из анализа этих
данных следует, что в 2014 году (t∗1 = 3) и в 2019 году (t∗2 = 8) наблюдалось
определенное замедление развития предприятия, поэтому в расчетах исполь-
зовалась функция относительной удельной скорости θ(t) вида (29).

На рис. 5 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), со статистическими данными
работы предприятия ЗАО «Самарский булочно-кондитерский комбинат».

Применим теперь построенную модель для расчета показателей развития
предприятия ООО Маслозавод «Пестравский» [56]. Статистические данные

Рис. 4. График функции выпуска (48)
и статистические данные для ЗАО «Са-
марский булочно-кондитерский комбинат».
Расчетные значения: P = 51.1429, a = 0.53;

точки соответствуют данным табл. 1
[Figure 4. The production function (48) and
statistical data for CJSC Samara Bakery
and Confectionery Plant. Calculation values:
P = 51.1429, a = 0.53; the points correspond

to the data in Table 1]

Рис. 5. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия)
со статистическими данными работы пред-
приятия ЗАО «Самарский булочно-конди-
терский комбинат». Расчетные значения:
n = 200, ∆t = 0.09, m = 200, Q0 = 125.708,
P = 51.1429, a = 0.53, A = 0.15, u = 1,
B = 0.12, ρ = 0.25, ω1 = 0.7, t∗1 = 3, σ1 = 1,
ω2 = 1.25, t∗2 = 8; точки соответствуют дан-

ным табл. 1
[Figure 5. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (44),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line)
and statistical data for CJSC Samara Bakery
and Confectionery Plant. Calculation values:
n = 200, ∆t = 0.09, m = 200, Q0 = 125.708,
P = 51.1429, a = 0.53, A = 0.15, u = 1,
B = 0.12, ρ = 0.25, ω1 = 0.7, t∗1 = 3, σ1 = 1,
ω2 = 1.25, t∗2 = 8; the points correspond to

the data in Table 1]
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Таблица 2
Статистические данные по выпуску продукции ООО Маслозавод
«Пестравский» [56] [Factors of Production and Total Production for

LLC Pestravsky Oil Plant [56]]

Years Time, t
Factors of Production, Total Production,

Q (mln rubles) V (mln rubles)

2014 0 157.182 415.770
2015 1 213.220 825.524
2016 2 258.295 904.156
2017 3 362.699 827.725
2018 4 469.344 942.414
2019 5 560.128 1 001.580
2020 6 1 316.062 2 277.409

по выпуску продукции этим предприятием приведены в табл. 2. Здесь пере-
менная времени t изменяется на отрезке [0, 6], а ее целые значения соответ-
ствуют годам от 2014 до 2020.

Анализ данных табл. 2 показывает, что до 2019 года предприятие разви-
валось монотонно за счет внутренних инвестиций. Эта часть графика может
быть хорошо аппроксимирована теоретической кривой

QT (t) = Q(0) + 49.7263 · t1.3. (49)

Резкий рост ресурсов предприятия после 2019 года свидетельствует о том, что
на его развитие существенно повлияли внешние инвестиции, которые можно
описать формулой [32]

GT (t) = Gmax · exp
(
−(t− tG)4

2σ2G

)
. (50)

На рис. 6 представлены график функции объема фактора производства
QT , построенный по формуле (49) и график функции объема фактора про-
изводства QS , построенный по статистическим данным табл. 2. Кроме того,
на этом же рисунке приведены график функции внешних инвестиций GT ,

Рис. 6. Графики функций объемов факто-
ров производства QT (сплошная линия) и
QS (штриховя линия), и графики функций
объемов внешних инвестиций GT (сплош-
ная линия) иGS (штриховая линия) постро-
енные по формулам (49) и (50) и статисти-
ческим данным табл. 2. Точками обозначе-
ны значения ресурса Q(t), в соответствии со

статистическими данными табл. 2
[Figure 6. The graphs of functions of volumes
of production factors QT (solid line) and
QS (dashed line), and graphs of functions
of volumes of external investments GT (solid
line) and GS (dashed line) constructed accor-
ding to the formulae (49) and (50); the points
denote the values of the resource Q(t) and

correspond to the data in Table 2]
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Рис. 7. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия)
со статистическими данными работы пред-
приятия ООО Маслозавод «Пестравский».
Расчетные значения: n = 200, ∆t = 0.06,
m = 200, Q0 = 157.182, P = 37.3695, a =
= 0.55, A = 0.1, u = 1, B = 0.165, ρ = 0.25,
ω = 0. Точками обозначены значения ресур-
са, в соответствии со статистическими дан-

ными табл. 2
[Figure 7. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (44),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line)
and statistical data for LLC Pestravsky Oil
Plant. Calculation values: n = 200, ∆t = 0.06,
m = 200, Q0 = 157.182, P = 37.3695,
a = 0.55, A = 0.1, u = 1, B = 0.165,
ρ = 0.25, ω = 0; the points denote the values
of the resource and correspond to the data in

Table 2]

построенный по формуле (50) и и график функции внешних инвестиций GS ,
построенный по статистическим данным.

На рис. 7 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), со статистическими данными
работы предприятия ООО Маслозавод «Пестравский».

Заключение. Разработаны новые стохастические модели динамического
развития однофакторных производственных предприятий за счет внутренних
и внешних инвестиций.

Построены стохастические дифференциальные уравнения баланса для та-
ких предприятий, описывающие случайные процессы увеличения выпуска
продукции и роста факторов производства.

Исследовано взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрес-
сивных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвестици-
ями.

Сформулированы условия равновесного состояния работы предприятия и
получены уравнения для определения предельных значений факторов про-
изводства, при достижении которых дальнейший рост выпуска продукции
предприятием прекращается.

Рассмотрены три варианта развития предприятий. В первом случае пред-
приятие развивается стабильно и поступательно. Во-втором случае предпри-
ятие временно приостанавливает рост выпуска продукции, переоснащая про-
изводство и заменяя технологическое оборудование. В третьем случае пред-
приятие вынуждено временно сворачивать производство при смене техноло-
гического уклада.

Представлен алгоритм построения стохастических фрактальных линий
для случайной функции фактора производства на основе численного решения
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стохастических дифференциальных уравнений развития предприятий.
Разработан вариант метода статистического осреднения стохастических

дифференциальных уравнений баланса предприятий, с помощью которого
установлены дифференциальные уравнения для определения математиче-
ских ожиданий случайных функций факторов производства.

Показано, что численные решения этих уравнений и статистическое сред-
нее значение функции фактора производства, вычисленное по двумстам ре-
ализациям стохастических фрактальных линий, дают почти одинаковые ре-
зультаты.

Численный анализ разработанных моделей показал хорошее соответствие
известным статистическим данным работы производственного предприятия.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
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ликации. Авторы несут полную ответственность за предоставление окончательной
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Abstract

The article proposes new stochastic models of the dynamic development
of enterprises that restore their production at the expense of internal and
external lagging investments. Systems of stochastic differential balance equa-
tions for such enterprises are established, which describe random changes in
factors of production and output. Proportional, progressive and digressive
depreciation deductions are considered and their interaction with lagging
internal and external investments is investigated. The conditions for achiev-
ing an equilibrium state of the enterprises work are formulated and the
corresponding limiting values of the factors of production are calculated.
Algorithms of the Euler–Maruyama method are obtained for numerical so-
lutions of systems of stochastic differential equations of enterprise develop-
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sponding stochastic trajectories are constructed for the random functions of
factors of production and output. A variant of the method for calculating
the mathematical expectations of random functions of production factors
is proposed, for which the corresponding system of differential equations is
obtained. Numerical analysis of solutions of stochastic differential equations
for the developed models showed good agreement with the known statistical
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