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Аннотация

В рамках уравнений Навье–Стокса рассматривается течение вязкой
несжимаемой жидкости между неподвижными параллельными прони-
цаемыми стенками, на которых выставляется условие равенства нулю
только продольной компоненты скорости. Ищутся решения, в которых
поперечная к плоскости пластин компонента скорости постоянна. Полу-
чены как стационарные, так и нестационарные решения, среди которых
есть нетривиальное решение с постоянным давлением и экспоненциаль-
но затухающей со временем продольной скоростью. Устанавливается,
что для стационарных течений вынос погранслоя в глубь течения от
одной пластины при одновременном всасывании погранслоя на другой
пластине приводит к росту сопротивления по сравнению с классическим
течением Пуазейля. В случае непроницаемых стенок получено точное
нестационарное решение, профиль скорости которого в фиксированные
моменты времени отличается от профиля в классическом течении Пу-
азейля и в пределе (при стремлении времени к бесконечности) соответ-
ствует покою.
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Течение пуазейлевского типа в канале с проницаемыми стенками

Введение. Около полувека назад появилась проблема верификации чис-
ленных программ расчета течений. Сравнение численного и точного решений
является одним из таких методов верификации. При использовании этого ме-
тода условия на любой границе берутся исходя из точного решения, а техни-
ческая сторона реализации этих условий в натурном эксперименте перестала
иметь значение. Поэтому любые точные решения в настоящее время имеют
практическое значение для верификации. Кроме верификации, точные реше-
ния используются для отладки программ. Для этого необходимо иметь набор
различных точных решений, среди которых должны быть и достаточно про-
стые, например двумерные, которые используются на начальной стадии от-
ладки. Если в программе используется метод установления, то для начальной
стадии ее отладки будут полезны двумерные стационарные точные решения
(и даже одномерные, например, равномерный поток). Кроме того, как за-
мечено в [1], на точных решениях «. . . апробируются подходы к обоснованию
приближенных моделей . . . ». Очевидно, что и в этом случае целесообразно на-
чинать с простых точных решений. В научных публикациях последних двух
десятилетий рассмотрены различные обобщения течения Пуазейля [1–6], опи-
сывающие слоистые и сдвиговые потоки, в которых нет протекания жидкости
через проницаемые границы (нет вдува или отсоса жидкости). Обобщений
для течений с протеканием мало, так как они очень сложны и труднообозри-
мы. Например, в [7] представлено существенно трехмерное нестационарное
точное решение, выраженное через интеграл Дюамеля. Автору настоящей
статьи известно только одно относительно простое точное решение — течение
вязкой жидкости между двумя вращающимися цилиндрами с проницаемы-
ми стенками [8]. Таким образом, имеет место недостаток «простых» точных
решений с проницаемыми стенками, которые можно было бы применять как
для отладки программ, так и для качественного анализа влияния вдува или
отсоса погранслоя на картину течения (т.е. для качественного анализа фи-
зических процессов на основе точных решений). Поэтому в данной статье
предпринята попытка найти точное решение для двумерного течения между
проницаемым стенками.

Эффективным методом получения точных решений является задание ви-
да зависимости компонент скорости или функции тока от координат и вре-
мени [9–20]. Однако при этом может оказаться, что попытка найти решение
будет безуспешной, как в [21], или что удается доказать, что решения при вы-
бранном виде зависимости не существует [22]. Поэтому выбор зависимости,
приводящий в итоге к новым решениям, является ключевым моментом ис-
следования. В данной статье также предложен новый вид зависимости (фор-
мула (2)) для описания течения пуазейлевского типа между проницаемыми
пластинами, в котором из-за протекания жидкости через пластины скорость
имеет ненулевые как продольную, так и поперечную к пластинам компонен-
ты. В результате удалось получить ряд новых точных решений. Эти реше-
ния относятся к классу задач с уравнениями Навье—Стокса в области между
двумя параллельными (плоскими) границами, на которых заданы ненулевые
значения скорости. Однако найденные ниже решения имеют одну специфи-
ческую особенность на границах течения. В отличие от общего случая упо-
мянутых задач, ниже рассматриваются только такие, в которых на границе
продольная к границе компонента скорости равна нулю, а поперечная — от-
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лична от нуля. Такие условия соответствуют неподвижным горизонтальным
проницаемым пластинам. Трение на неподвижных проницаемых пластинах
обеспечивает нулевые значения горизонтальной компоненты скорости на этих
стенках, а проницаемость — отличие от нуля поперечной компоненты скоро-
сти. Поэтому представляется естественным назвать рассматриваемые тече-
ния «течениями между горизонтальными проницаемыми пластинами (или
стенками)».

1. Уравнения движения и общий вид решения. В безразмерных пе-
ременных система уравнений Навье—Стокса для вязкой несжимаемой жид-
кости представляется следующим образом:

𝜕V/𝜕𝑡+Ω×V + rotΩ/Re = −∇[𝑝+V2/2], divV = 0, (1)

где V и 𝑝— безразмерные скорость и давление, отнесенное к плотности, со-
ответственно; Ω = rotV; Re— число Рейнольдса.

Рассмотрим плоское течение между двумя неподвижными горизонталь-
ными пластинами с протеканием жидкости через пластины, в котором по-
перечная компонента скорости постоянна во времени и пространстве. При
обезразмеривании системы (1) в качестве характерной длины возьмем рас-
стояние между пластинами, а в качестве характерной скорости — поперечную
компоненту скорости. Тогда в безразмерных переменных расстояние между
пластинами и поперечная компонента скорости будут равны единице. Начало
декартовой прямоугольной системы координат 𝑂𝑥𝑦 расположим на нижней
пластине, а ось 𝑂𝑥— горизонтально. Пусть i и j— базисные векторы этой
системы координат. Будем искать скорость решения (1) в виде

V = (𝑇𝑌) i+ j, (2)

где 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑌 = 𝑌 (𝑦) (последнее уравнение (1) выполняется «автоматиче-
ски»).

При протекании жидкости через пластины условие прилипания заменяет-
ся на условие равенства нулю горизонтальной скорости, т.е. 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0.
Получим выражение для левой части первого уравнения (1). Имеем

𝜕V

𝜕𝑡
= 𝑇 ′𝑌 i,

Ω = rotV = −𝑇𝑌 ′ k, где k = i× j,

Ω×V = 𝑇𝑌 ′ i− 𝑌 ′𝑇 2𝑌 j,

rotΩ/Re = −𝑇𝑌 ′′ i/Re.

Поэтому левая часть первого уравнения (1) принимает вид

[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] i+ [−𝑌 ′𝑇 2𝑌 ] j. (3)

Для существования решения (1) необходимо и достаточно, чтобы выраже-
ние (3) представляло собой градиент некоторой функции, что для односвяз-
ной области (каковой является пространство между пластинами) равносиль-
но условию

𝜕

𝜕𝑦
[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] =

𝜕

𝜕𝑥
[−𝑌 ′𝑇 2𝑌 ].

192



Течение пуазейлевского типа в канале с проницаемыми стенками

Поскольку правая часть равна нулю, это условие окажется выполненным,
если и левая часть будет равна нулю:

𝜕

𝜕𝑦
[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] = 0 (4)

или
[𝑇 ′𝑌 ′ + 𝑇𝑌 ′′ − 𝑇𝑌 ′′′/Re] = 0.

Отбрасывая тривиальные случаи 𝑇 = 0 и 𝑌 ′ = 0, получаем

Re𝑇 ′/𝑇 = 𝑌 ′′′/𝑌 ′ − Re𝑌 ′′/𝑌 ′ = 𝛽 = const.

Поэтому
𝑇 = 𝑇 (𝑡) = exp(𝛽𝑡/Re), (5)

а функция 𝑌 = 𝑌 (𝑦) определяется как решение однопараметрической (пара-
метр 𝛽 при фиксированном числе Re) задачи

𝑌 ′′′ − Re𝑌 ′′ − 𝛽𝑌 ′ = 0, 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0. (6)

(Случаю 𝛽 = 0 соответствует стационарное течение 𝑇 (𝑡) ≡ 1.)
Итак, для функций 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑌 = 𝑌 (𝑦), определяемых по формулам (5)

и (6), скорость (2) обеспечивает равенство левой части первого уравнения (1)
градиенту некоторой функции (функции Бернулли 𝑝 + V2/2). Чтобы полу-
чить выражение для давления, найдем сначала эту функцию. Из уравнения
(4) следует, что величина [𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] не зависит от 𝑦. Поэтому
искомая функция с точностью до аддитивной константы есть

𝑝+V2/2 = −[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re]𝑥+ 𝑇 2𝑌 2/2.

Отсюда, поскольку V2/2 = 𝑇 2𝑌 2/2 + 1/2, получаем

𝑝 = −[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re]𝑥+ 𝑝0. (7)

Формулы (5)–(7) задают общий вид решения, в котором скорость имеет вид (2).
Заметим, что, как и в классическом течении Пуазейля, давление не за-

висит от поперечной координаты и линейно меняется вдоль горизонтальной
координаты.

2. Случай нулевого градиента давления. С учетом (5) из (7) следу-
ет, что давление не будет зависеть от 𝑥 только для одного частного случая
задачи (6). Это случай, когда 𝑌 ′′ − Re𝑌 ′ − 𝛽𝑌 = 0, 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0. Если
исключить решение 𝑌 (𝑦) ≡ 0, такая задача (с такими краевым условиями)
имеет решения только при Re2 + 4𝛽 = −(2𝜋𝑘)2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . При заданном
натуральном 𝑘 имеем 𝑌 (𝑦) = exp(Re 𝑦/2) sin 𝑘𝜋𝑦, а горизонтальная скорость
стационарного течения определяется с точностью произвольного постоянного
множителя 𝐶0 = const:

V = 𝐶0 exp
(︀
−((2𝜋𝑘)2 + Re2)𝑡/(4Re) + Re 𝑦/2

)︀
sin(𝑘𝜋𝑦) i+ j, 𝑝 = 𝑝0.

Поскольку в выражении для скорости множитель exp
(︀
−((2𝜋𝑘)2+Re2)𝑡/(4Re)

)︀
стремится к нулю при 𝑡 → +∞, с ростом времени течение устанавливается
и скорость стремится к предельному значению V = j.
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3. Стационарное течение. Стационарное течение имеет место при 𝛽 = 0.
Задача (6) принимает вид 𝑌 ′′′ − Re𝑌 ′′ = 0, 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0. Она имеет ре-
шение при любом значении Re. При 𝛽 = 0 горизонтальная скорость стацио-
нарного течения (1) определяется с точностью до произвольного постоянного
множителя 𝐶0 = const:

V = 𝐶0

[︀
exp(Re 𝑦)− (exp(Re)− 1)𝑦 − 1

]︀
i+ j, 𝑝 = 𝐶0(exp(Re)− 1)𝑥+ 𝑝0. (8)

При очень малых значениях числа Рейнольдса (Re 6 1) профиль горизон-
тальной скорости «похож» на симметричный квадратичный профиль клас-
сического течения Пуазейля. С ростом числа Рейнольдса профиль становится
несимметричным и почти прямолинейным всюду, кроме тонкого погранично-
го слоя вблизи верхней пластины (рис. 1). (Для удобства сравнения формы
профилей с помощью рис. 1 произвольная константа 𝐶0 при различных чис-
лах Рейнольдса подбиралась так, чтобы максимальное значение горизонталь-
ной скорости было одинаково на всех профилях, изображенных на рис. 1.)

Сравним горизонтальные расходы жидкости в этом течении и в классиче-
ском (стационарном) течении Пуазейля (здесь его приводить не будем). Непо-
средственной проверкой (интегрированием горизонтальной компоненты ско-
рости по 𝑦 от 0 до 1) можно убедиться, что при одинаковом (горизонтальном)
градиенте давления суммарные расходы 𝑄 и 𝑄𝑃 жидкости через поперечное
сечение между пластинами (т.е. расход в горизонтальном направлении) для
течения (8) и для классического решения Пуазейля соответственно связаны
соотношением

𝑄/𝑄𝑃 = 12
[︀
0.5Re−1 + Re−1(exp(Re)− 1)−1 − Re−2

]︀
. (9)

Рис. 1. Профиль горизонтальной скорости в стационарном течении Пуазейля с проницае-
мыми стенками для различных чисел Рейнольдса [Figure 1. Horizontal velocity profile for a

stationary Poiseuille flow with permeable walls for various Reynolds numbers]
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Рис. 2. График зависимости (9) [Figure 2. The graph of dependence (9)]

График зависимости (9) изображен на рис. 2. Отношение 𝑄/𝑄𝑃 стремится
к единице при Re → 0 и, убывая, стремится к нулю с ростом Re.

Отсюда следует вывод, что вынос погранслоя в глубь течения от одной
пластины при одновременном всасывании погранслоя на другой пластине
приводит к росту сопротивления потоку в горизонтальном направлении.

4. Нестационарное течение с ненулевым (горизонтальным) гра-
диентом давления. В этом случае Re2 +4𝛽 ̸= −(2𝜋𝑘)2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . Если
величина Re2 + 4𝛽 < 0, то выражения для скорости и давления имеют вид

V = 𝐶0 exp(𝛽𝑡/Re)
[︁
exp(Re 𝑦/2)

(︁cos 𝛾 − exp(−Re/2)

sin 𝛾
sin(𝛾𝑦)−cos(𝛾𝑦)

)︁
+1

]︁
i+j,

где 𝛾 =
√︁

|Re2 + 4𝛽|/2; 𝑝 = −𝐶0𝛽 exp(𝛽𝑡/Re)𝑥/Re+ 𝑝0, 𝐶0 = const.
Если же Re2 + 4𝛽 > 0, то

V = 𝐶0 exp(𝛽𝑡/Re)
[︀
𝐴 exp(𝜈1𝑦) +𝐵 exp(𝜈2𝑦) + 1

]︀
i+ j,

𝑝 = −𝐶0𝛽 exp(𝛽𝑡/Re)𝑥/Re+ 𝑝0,

где

𝐴 =
(︀
1− exp(𝜈2)

)︀
/
(︀
exp(𝜈2)− exp(𝜈1)

)︀
,

𝐵 =
(︀
exp(𝜈1)− 1

)︀
/
(︀
exp(𝜈2)− exp(𝜈1)

)︀
,

𝜈1 =
(︁
Re−

√︁
Re2 + 4𝛽

)︁
/2, 𝜈2 =

(︁
Re+

√︁
Re2 + 4𝛽

)︁
/2, 𝐶0 = const.

5. Нестационарное течение Пуазейля (непроницаемые пласти-
ны). В таком течении будем искать скорость не в виде (2), а в виде V =
= (𝑇𝑌) i. Повторяя выкладки первого раздела, получим 𝑌 ′′′−𝛽𝑌 ′ = 0, 𝑌 (0) =
= 𝑌 (1) = 0. Ограничимся случаем 𝛽 = −4𝑘2𝜋2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . Решение имеет
вид

V = 𝐶0 exp
(︀
−4𝑘2𝜋2𝑡/Re

)︀[︀
1− cos(2𝑘𝜋𝑦)

]︀
i,
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𝑝 = 𝐶04𝑘
2𝜋2 exp

(︀
−4𝑘2𝜋2𝑡/Re

)︀
𝑥/Re+ 𝑝0, 𝐶0 = const.

Интересно, что профиль нестационарного течения Пуазейля отличается от
(квадратичного) профиля стационарного течения.

6. Течение Куэтта. Для течения Куэтта ограничимся стационарным
случаем. Как видно из (5), в стационарном течении 𝛽 = 0. В течении Куэтта
верхняя пластина движется в горизонтальном направлении. Поэтому в задаче
(6) нужно изменить второе краевое условие, и она примет вид

𝑌 ′′′ − Re𝑌 ′′ = 0, 𝑌 (0) = 0, 𝑌 (1) = 1. (10)

Такая задача имеет решение при любом значении Re. Однако могут полу-
чаться решения, в которых давление не постоянно, а меняется в горизонталь-
ном направлении. Потребуем, чтобы давление было постоянно. Из формулы
(7) для стационарного случая (𝑇 ≡ 1) получаем условие постоянства давле-
ния 𝑌 ′ Re − 𝑌 ′′ = 0. Это условие будет выполнено для следующего решения
задачи (10), которое определяется с точностью до произвольного постоянного
множителя 𝐶0 = const:

V = 𝐶0

[︀
exp(Re 𝑦)− 1

]︀
i+ j, 𝑝 = 𝑝0 = const.

Эта простая формула позволяет проиллюстрировать влияние выноса по-
гранслоя в глубь течения от одной пластины и при одновременном всасы-
вании погранслоя на другой пластине. В частности, видно (см. рис. 3), что
вертикальный градиент скорости больше на верхней пластине (где происхо-
дит всасывание), и поэтому сила, которая требуется для движения верхней

Рис. 3. Профиль горизонтальной скорости в стационарном течении Куэтта с проницае-
мыми стенками для различных чисел Рейнольдса [Figure 3. Horizontal velocity profile in a

stationary Couette flow with permeable walls for various Reynolds numbers]

196



Течение пуазейлевского типа в канале с проницаемыми стенками

пластины, больше силы, которая требуется для удержания на месте нижней
пластины (в классическом течении Куэтта эти силы равны по величине). Ин-
тересно также отметить, что при стремлении числа Рейнольдса к нулю про-
филь горизонтальной скорости приближается к линейному профилю класси-
ческого течения Куэтта. А при числах Рейнольдса Re > 20 горизонтальная
скорость почти везде равна нулю, кроме узкого пограничного слоя вблизи
верхней пластины.

Заключение. В результате предположения о специальном виде зависи-
мости (2) компонент скорости от координат получено новое семейство точ-
ных решений, описывающих плоскопараллельное течение вязкой несжимае-
мой жидкости между двумя неподвижными параллельными проницаемыми
пластинами (течение пуазейлевского типа). При отсутствии протекания через
пластины получено точное решение для нестационарного течения Пуазейля.
Полученное однопараметрическое семейство решений включает в себя клас-
сическое решение Пуазейля и потому обобщает его. Для стационарных тече-
ний показано, что протекание приводит к росту сопротивления по сравнению
с классическим течением Пуазейля.
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Poiseuille-type flow in a channel with permeable walls
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Abstract

In the framework of the Navier–Stokes equations, the flow of a viscous
incompressible fluid between immovable parallel permeable walls is consi-
dered, on which only the longitudinal velocity component is equal to zero.
Solutions are sought in which the velocity component transverse to the plane
of the plates is constant. Both stationary and non-stationary solutions are
obtained, among which there is a non-trivial solution with a constant pres-
sure and a longitudinal velocity exponentially decaying with time. These
solutions show the influence on the profile of the horizontal velocity compo-
nent of the removal of the boundary layer into the depth of the flow from one
plate with simultaneous suction of the boundary layer on the other plate.
It is established that for stationary flows the removal of the boundary layer
into the depth of the flow from one plate and, with simultaneous suction
of the boundary layer on the other plate, leads to an increase in the drag
compared to the classical Poiseuille flow. In the case of impermeable walls,
an exact non-stationary solution is obtained, the velocity profile of which at
fixed times differs from the profile in the classical Poiseuille flow and, in the
limit (as time tends to infinity), corresponds to rest.

Keywords: exact solutions, Navier–Stokes equations, Poiseuille flow, per-
meable walls.
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