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Abstract

This study investigates an inverse problem involving the determination of
the kernel function in a multidimensional integrodifferential pseudo-parabolic
equation of the third order. The study begins with an analysis of the direct
problem, where we examine an initial-boundary value problem with homo-
geneous boundary conditions for a known kernel. Employing the Fourier
method, we construct the solution as a series expansion in terms of eigenfunc-
tions of the Laplace operator with Dirichlet boundary conditions. A crucial
component of our analysis involves deriving a priori estimates for the series
coefficients in terms of the kernel function norm, which play a fundamental
role in our subsequent treatment of the inverse problem.

For the inverse problem, we introduce an overdetermination condition
specifying the solution value at a fixed spatial point (pointwise measure-
ment). This formulation leads to a Volterra-type integral equation of the
second kind. By applying the Banach fixed-point principle within the frame-
work of continuous functions equipped with an exponentially weighted norm,
we establish the global existence and uniqueness of solutions to the inverse
problem. Our results demonstrate the well-posedness of the problem under
consideration.
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Research Article
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Introduction. There are numerous cases where practical applications lead
to challenges in determining the coefficients, the right-hand side of the differen-
tial equation, and the kernel of integrodifferential equations. Such problems are
referred to as inverse problems of mathematical physics.

Inverse problems currently represent a rapidly developing branch of modern
mathematics. Various inverse problems for second-order hyperbolic and parabolic
equations, as well as first-order systems, are discussed in the monographs [1–5] (see
also the extensive bibliographies therein). The recently published monograph [6]
investigates a new class of inverse problems involving the determination of the
convolution kernel in second-order hyperbolic integrodifferential equations.

Water filtration in double-porosity media, moisture transfer in soil, and simi-
lar natural phenomena often lead to boundary value problems involving pseudo-
parabolic equations (see, e.g., [7, 8]). When such processes occur in viscoelastic
media, Volterra operators — representing the convolution of a time-dependent
viscosity function with a solution operator (typically elliptic) — are incorporated
into the right-hand side of the pseudo-differential equations.

The study of inverse problems for pseudo-parabolic equations began in the
1980s. The first significant result, obtained in [9], addressed the inverse identi-
fication of an unknown source function. Among recent works, we highlight [10],
where the author examined an inverse problem of recovering a space-dependent
source coefficient in a third-order pseudo-parabolic equation under a final over-
determination condition (see also references therein).

To the best of our knowledge, the problem of determining the convolution
kernel in an integrodifferential pseudo-parabolic equation remains unexplored.
However, a series of works [11–20] has investigated inverse problems involving
convolution kernel determination for linear parabolic integrodifferential equations.
These studies established local existence and global uniqueness theorems, as well
as stability estimates for the solutions.

In this study, we employ the Fourier method, integral inequalities, and the
fixed-point principle to prove the existence and uniqueness of a solution to the
inverse problem of determining the kernel of a multidimensional third-order inte-
grodifferential pseudo-parabolic equation. The problem is supplemented with an
additional condition specified at a fixed point for the solution of the first boundary
value problem.

Consider the following nonhomogeneous pseudo-parabolic integrodifferential
equation:

ut −Δut −Δu = (k ∗Δu)(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ D, (1)

where D = Ω×(0, T ], T > 0, and Ω ⊂ R
N is a bounded domain with a sufficiently

smooth boundary ∂Ω. Here, Δ denotes the Laplacian, k(t) is the convolution

8
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kernel representing the “memory effect” (or viscosity function), f(x, t) is a source
function, and (k ∗Δu)(x, t) denotes the Laplace convolution:

(k ∗ u)(x, t) :=
∫ t

0
k(t− s)u(x, s) ds.

In the domain D, we study the following problem for Eq. (1): Find a function
u(x, t) satisfying (1) with the initial condition

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω, (2)

and the boundary condition

u = 0 on ∂Ω× (0, T ), (3)

where f(x, t) and ϕ(x) are given functions. This problem is commonly referred to
as the direct (forward) problem.

A function u(x, t) is called a classical solution to problem (1)–(3) if it satisfies
the following conditions:

1) u(x, t) is continuous in D along with all derivatives appearing in Eq. (1);
2) all given conditions are satisfied in the classical sense.
Based on this direct problem, we now consider the following inverse problem.

Inverse problem. Determine the kernel k(t), t > 0, appearing in equation (1),
given that the solution of the direct problem satisfies the additional condition

u(x0, t) = h(t), x0 ∈ Ω, t ∈ [0, T ], (4)

where x0 ∈ Ω is a fixed point and h(t) is a given sufficiently smooth function.

1. Investigation of the Direct Problem. This section studies problem
(1)–(3). We prove the existence and uniqueness of a classical solution to problem
(1)–(3).

1.1. Uniqueness of the Solution. The following uniqueness result holds for
(1)–(3).

Theorem 1. If problem (1)–(3) has a solution, then this solution is unique.

P r o o f. Applying the method of separation of variables, we seek a solution to
(1)–(3) in the form

u(x, t) = U(t)X(x). (5)

Substituting (5) into (1) with

∫ t

0
k(t− τ)Δu(x, τ)dτ + f(x, t) = 0,

we require that X(x) 6≡ 0 satisfies the spectral problem

{
ΔX + λX = 0, in Ω,

X = 0, on ∂Ω.

9
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It is well-known that the operator −Δ has only positive real and simple eigen-
values λm, which when properly ordered satisfy 0 < λ1 6 λ2 6 · · · 6 lim

m→∞
λm =

+∞. We denote by Xm the eigenfunction corresponding to λm, normalized such
that ‖Xm‖2L2(Ω) = (Xm, Xm) = 1, where ( · , · ) denotes the inner scalar product

in the Hilbert space L2(Ω).
Let u(x, t) be a solution to problem (1)–(3). Consider the scalar product

um(t) =
(
u( · , t), Xm

)
L2(Ω)

. (6)

From (6) and using equation (1), we obtain

u′m(t) + λmu′m(t) + λmum(t) = −λm(k ∗ um)(t) + fm(t), (7)

where fm(t) = (f,Xm), m = 1, 2, . . . . The initial condition (2) yields

ϕm := um(0) = (ϕ,Xm)L2(Ω), m = 1, 2, . . . . (8)

One can verify that problem (7), (8) has a unique solution um(t) ∈ C1[0, T ]
given by

um(t) = χm(t)ϕm +
1

1 + λm
(χm ∗ fm)(t)− λm

1 + λm

(
χm ∗ (k ∗ um)

)
(t), (9)

where χm(t) = exp
{
− λm

1+λm
t
}
.

This implies the uniqueness of the solution to problem (1)–(3), since for
ϕ(x) ≡ 0 and f(x, t) ≡ 0, we obtain ϕm ≡ 0 and fm(t) ≡ 0. From (9) it fol-
lows that um(t) ≡ 0. By (6), this is equivalent to

(
u( · , t), Xm

)
L2(Ω)

= 0.

Since the system {Xm} is complete in L2(Ω), we have u(x, t) = 0 almost
everywhere in Ω for all t ∈ [0, T ]. As u(x, t) is continuous on D, we conclude that
u(x, t) ≡ 0 on D. This completes the proof of uniqueness for problem (1)–(3). �

1.2. Existence of the Classical Solution. This subsection establishes the
existence of a solution to problem (1)–(3).

Under appropriate conditions on the functions ϕ(x) and f(x, t), we prove that
the function

u(x, t) =

∞∑

m=1

um(t)Xm(x) (10)

represents a solution to problem (1)–(3).

Lemma 1. The following estimates hold for all m = 1, 2, . . . :

|um(t)| 6 max{1, T}
[
|ϕm|+ ‖fm‖0

]
e‖k‖0T

2/2, t ∈ [0, T ], (11)

|u′m(t)| 6 ‖fm‖0 +
+max{1, T}(1 + ‖k‖0T )

[
|ϕm|+ ‖fm‖0

]
e‖k‖0T

2/2, t ∈ [0, T ], (12)

where ‖k‖0 = max
t∈[0,T ]

|k(t)|.

10
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P r o o f. From (9), we estimate um(t) as follows:

|um(t)| 6 |ϕm|+ t|fm(t)|+ ‖k‖0
∫ t

0
(t− s)|um(s)| ds.

Applying Gronwall’s lemma for all t ∈ [0, T ], we obtain (11). Furthermore, from
(7) and (11), we derive (12). This completes the proof of the lemma. �

Assume the following regularity conditions:





ϕ(x) ∈ H[n2 ]+3(Ω), f(x, t) ∈ C([0, T ];H[n2 ]+3(Ω)),

ϕ = Δϕ = · · · = Δ[n+2

4 ]ϕ ∈ H1
0 (Ω),

f( · , t) = Δf( · , t) = · · · = Δ[n+2

4 ]f( · , t) ∈ H1
0 (Ω), t ∈ [0, T ].

(A1)

By the Cauchy–Schwarz inequality and Lemma 1 in [17], the series (10) con-
verges uniformly on D in view of (11):

∞∑

m=1

|um(t)Xm(x)| 6 C1

( ∞∑

m=1

X2
m(x)

λ
[n2 ]+1
m

∞∑

m=1

ϕ2
mλ

[n2 ]+1
m

)1/2

+

+ C2

( ∞∑

m=1

X2
m(x)

λ
[n2 ]+1
m

∞∑

m=1

‖fm‖20λ
[n2 ]+1
m

)1/2

6

6 C̃1

∫

Ω

(
Δ[n

2
]+1ϕ

)2
dx+ C̃2

∫

Ω

(
Δ[n

2
]+1‖f(x, · )‖

)2
dx.

Differentiating the series in (10) term-wise, we obtain:

ut =

∞∑

m=1

u′m(t)Xm(x), (13)

uxixi
=

∞∑

m=1

um(t)
∂2Xm(x)

∂x2i
, i = 1, 2, . . . , n, (14)

uxixit =

∞∑

m=1

u′m(t)
∂2Xm(x)

∂x2i
, i = 1, 2, . . . , n. (15)

Obviously, that if either series (14) or (15) converges uniformly, then series
(13) also converges uniformly.

For series (14), using (11) and (A1), and applying the Cauchy–Schwarz in-
equality for (x, t) ∈ D and i = 1, 2, . . . , n, we have:

∣∣∣∣
∞∑

m=1

um(t)
∂2Xm(x)

∂x2i

∣∣∣∣ 6 C3

[∫

Ω

(
Δ[n

2
]+3ϕ

)2
dx+

∫

Ω

(
Δ[n

2
]+3‖f(x, · )‖

)2
dx

]
.

Consequently, the series (14), as well as (13) and (15), converge uniformly
in D.

11
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These results lead to the following theorem.
Theorem 2. Let ϕ(x) and f(x, t) satisfy condition (A1), and let k(t) ∈ C[0, T ].

Then problem (1)–(3) admits a classical solution u ∈ C(D) ∩ C2,1
x,t (D) defined by

the series (10).

1.3. A Priori Estimates. This subsection establishes estimates for the solu-
tion and its first derivative in the direct problem (1)–(3). In the following section,
we will prove that problem (1)–(4) has a unique solution for any T > 0. For this
purpose, we employ weighted norms: for each σ > 0, we define the Bielecki norm

‖k‖σ = max
t∈[0,T ]

(
e−σt|k(t)|

)
.

Remark. The weighted norm eliminates restrictions on the maximum value
of T . In contrast, using the standard supremum norm would require T to be
smaller than some finite quantity depending on the problem’s data.

The space Cσ[0, T ] := (C[0, T ], ‖·‖σ) forms a Banach space, and the norms ‖·‖σ
and ‖ ·‖0 are equivalent. Moreover, the convolution operator is both commutative
and invariant under multiplication by e−σt:

(f ∗ g)(t) = (g ∗ f)(t), and e−σt(f ∗ g)(t) =
(
e−σtf(t)

)
∗
(
e−σtg(t)

)
.

Additionally, we have the estimate

‖f ∗ g‖σ 6
1

σ
‖f‖0‖g‖σ, σ > 0 (16)

(see [16]).

Let ũm denote the solution of (7), (8) with coefficients ϕ̃m, f̃m, and k̃. From (9),
we estimate the difference um − ũm in the Bielecki norm:

e−σt|um(t)− ũm(t)| 6 |ϕm − ϕ̃m|+ t‖fm − f̃m‖0 +

+ t2‖um‖0‖k − k̃‖σ + t‖k̃‖σ
∫ t

0
e−σs|um − ũm|(s) ds.

Applying Gronwall’s lemma for all t ∈ [0, T ] and m ∈ N yields:

‖um − ũm‖σ 6
(
|ϕm − ϕ̃m|+ T‖fm − f̃m‖0 + T 2‖k − k̃‖σ‖um‖0

)
eT

2‖k̃‖σ . (17)

Theorem 2 established that problem (1)–(3) possesses a unique classical solu-
tion in D. Consequently, for all t > 0, ut belongs to C(D), and the difference of
its Fourier coefficients satisfies:

‖u′m − ũ′m‖σ 6 ‖um − ũm‖σ + T‖um‖0‖k − k̃‖σ +

+ T‖k̃‖σ‖um − ũm‖σ + ‖fm − f̃m‖0. (18)

2. The Existence and Uniqueness Theorem for the Inverse Problem.
This section investigates the inverse problem of determining the functions u(x, t)

12
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and k(t) from relations (1)–(4). We employ the contraction mapping principle to
solve this problem.

Let

µ =

( ∞∑

m=1

λm

1 + λm
ϕmXm(x0)

)−1

6= 0. (A2)

Under condition (A1), the numerical series

∞∑

m=1

λm

1 + λm
ϕmXm(x0)

converges.
Substituting x = x0 into (10) and using (4), we obtain

h(t) =
∞∑

m=1

um(t)Xm(x0), t ∈ [0, T ]. (19)

Replacing um(t) in (19) with the right-hand side of (9) and differentiating
twice yields the integral equation for k(t):

k(t) = k0(t) + µ
∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)2
(k ∗ um)(t)Xm(x0)−

− µ

∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)3(
χm ∗ (k ∗ um)(τ)

)
(t)Xm(x0)−

− µ
∞∑

m=1

λm

1 + λm
(k ∗ u′m)(t)Xm(x0), (20)

where

k0(t) = −µh′′(t) + µ
∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)2
χm(t)ϕmXm(x0)−

− µ

∞∑

m=1

λm

(1 + λm)2
fm(t)Xm(x0) + µ

∞∑

m=1

1

1 + λm
f ′
m(t)Xm(x0) +

+ µ
∞∑

m=1

λ2
m

(1 + λm)3
(χm ∗ fm)(t)Xm(x0).

Assume the following regularity conditions:




h ∈ C2[0, T ], f ∈ C([0, T ];H[n2 ]+1(Ω)) ∩ C1([0, T ];H[n2 ]−1(Ω)),

ϕ(x0) = h(0),

f( · , t) = Δf( · , t) = · · · = Δ[n+4

4 ]f( · , t) ∈ H1
0 (Ω), t ∈ [0, T ].

(A3)

Equation (20) can be expressed as the fixed-point equation

k = Ak (21)

13
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for the operator A defined by

Ak(t) = k0(t) + µ

∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)2
(k ∗ um)(t)Xm(x0)−

− µ

∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)3(
χm ∗ (k ∗ um)(τ)

)
(t)Xm(x0)−

− µ

∞∑

m=1

λm

1 + λm
(k ∗ u′m)(t)Xm(x0).

To establish that A has a fixed point, we first demonstrate that A maps a
closed convex set into itself in the space C[0, T ] equipped with the Bielecki norm.

Lemma 2. Under conditions (A1)–(A3), there exists σ0 > 0 such that for all
σ > σ0, there exists R > 0 for which the closed convex ball

K = {k ∈ C[0, T ] : ‖Ak − k0‖σ 6 R}

is invariant under A, i.e., A(K) ⊂ K.

P r o o f. For any k ∈ C[0, T ], t ∈ [0, T ], and σ > 0, estimate (16) yields:

‖Ak − k0‖σ 6 max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣µ
∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)2
e−σt(k ∗ um)(t)Xm(x0)

∣∣∣∣+

+ max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣µ
∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)3
e−σt

(
χm ∗ (k ∗ um)(τ)

)
(t)Xm(x0)

∣∣∣∣+

+ max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣µ
∞∑

m=1

λm

1 + λm
e−σt(k ∗ u′m)(t)Xm(x0)

∣∣∣∣ 6

6
‖k‖σ
σ
|µ|

∞∑

m=1

‖um‖0|Xm(x0)|+
‖k‖σ
σ
|µ|

∞∑

m=1

‖χm ∗ u′m‖0|Xm(x0)|

+
‖k‖σ
σ
|µ|

∞∑

m=1

‖u′m‖0|Xm(x0)| := I1 + I2 + I3. (22)

For k ∈ K, we have
‖k‖σ 6 ‖k0‖0 +R := R0, (23)

since ‖ · ‖σ 6 ‖ · ‖0.
Applying Lemma 1 and (A1) to I1 with (23) gives:

I1 6
R0

σ
max{1, T}e‖k‖0T 2/2|µ|

∞∑

m=1

(
|ϕm|+ ‖fm‖0

)
|Xm(x0)| 6

6
R0

σ
max{1, T}e‖k‖0T 2/2|µ|

(
‖ϕ‖

H[n2 ]+1(Ω)
+ ‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω))

)
:=

σ̃1
σ
. (24)
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Similarly, for I2:

I2 6
R0

σ
T |µ|

∞∑

m=1

‖u′m‖0|Xm(x0)| 6
R0

σ
T |µ|

∞∑

m=1

‖fm‖0|Xm(x0)|+

+
R0

σ
max{1, T}(1 +R0T )Te

‖k‖0T 2/2|µ|
∞∑

m=1

(
|ϕm|+ ‖fm‖0

)
|Xm(x0)| 6

6
R0

σ
T |µ|‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω))
+

R0

σ
max{1, T}(1 +R0T )×

× Te‖k‖0T
2/2|µ|

(
‖ϕ‖

H[n2 ]+1(Ω)
+ ‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω))

)
:=

σ̃2
σ
. (25)

For I3, we obtain:

I3 6
R0

σ
|µ|‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω))
+

R0

σ
max{1, T}(1 +R0T )×

× e‖k‖0T
2/2|µ|

(
‖ϕ‖

H[n2 ]+1(Ω)
+ ‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω))

)
:=

σ̃3
σ
. (26)

Combining (24)–(26) for (22) yields

‖Ak − k0‖σ 6
σ̃0
σ
,

where σ̃0 := σ̃1 + σ̃2 + σ̃3. Choosing σ > σ0 := (1/R)σ̃0 ensures A(K) ⊂ K. �

Lemma 3. Under the same conditions as in Lemma 2, the family (A(k))k∈K is
contractive, i.e., there exists q ∈ [0, 1) such that

‖Ak −Ak̃‖σ 6 q‖k − k̃‖σ

for all k, k̃ ∈ K.

P r o o f. From the commutative and invariant properties of the convolution
operator, we have

e−σtv1 ∗ v2(t)− e−σtṽ1 ∗ ṽ2(t) = e−σt(v1 − ṽ1) ∗ v2(t) + e−σtṽ1 ∗ (v2 − ṽ2)(t)

and

‖v1 ∗ v2(t)− ṽ1 ∗ ṽ2(t)‖σ 6
1

σ

(
‖v1 − ṽ1‖σ‖v2‖0 + ‖ṽ1‖0‖v2 − ṽ2‖σ

)
.

For any k, k̃ ∈ K, we estimate

‖Ak−Ak̃‖σ 6
|µ|
σ

∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)2(
‖k−k̃‖σ‖um‖0+‖k̃‖0‖um−ũm‖σ

)
|Xm(x0)|+

+
|µ|
σ

∞∑

m=1

( λm

1 + λm

)3(
‖k− k̃‖σ‖χm ∗um‖0+ ‖k̃‖0‖χm ∗ (um− ũm)‖σ

)
|Xm(x0)|+
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+
|µ|
σ

∞∑

m=1

λm

1 + λm

(
‖k− k̃‖σ‖u′m‖0 + ‖k̃‖0‖u′m− ũ′m‖σ

)
|Xm(x0)| := Î1 + Î2 + Î3.

(27)

We now estimate each term in (27). Using Lemma 1, (A1), and (17) for Î1, we
obtain

Î1 6
|µ|
σ

(
1 + T 2eT

2R0‖k̃‖0
)
‖k − k̃‖σ

∞∑

m=1

‖um‖0|Xm(x0)| 6

6
|µ|
σ

(
1+T 2eT

2R0‖k̃‖0
)
max{1, T}e‖k‖0T 2/2‖k−k̃‖σ

∞∑

m=1

(
|ϕm|+‖fm‖0

)
|Xm(x0)| 6

6
|µ|
σ

(
1 + T 2eT

2R0‖k̃‖0
)
max{1, T}e‖k‖0T 2/2‖k − k̃‖σ ×

×
(
‖ϕ‖

H[n2 ]+1(Ω)
+ ‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω)

)
:=

σ̂1
σ
‖k − k̃‖σ.

For Î2, we have

Î2 6
|µ|
σ

(
T + T 2eT

2R0
‖k̃‖0
σ

)
‖k − k̃‖σ

∞∑

m=1

‖um‖0|Xm(x0)| 6

6
|µ|
σ

(
T + T 2eT

2R0
‖k̃‖0
σ

)
max{1, T}e‖k‖0T 2/2‖k − k̃‖σ ×

×
(
‖ϕ‖

H[n2 ]+1(Ω)
+ ‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω))

)
:=

σ̂2
σ
‖k − k̃‖σ.

Similarly, for Î3, Lemma 1 yields

Î3 6
|µ|
σ
‖k − k̃‖σ

∞∑

m=1

‖u′m‖0|Xm(x0)|+

+
|µ|
σ

(
T + T 2eT

2R0 + T 3eT
2R0

)
‖k̃‖0‖k − k̃‖σ

∞∑

m=1

‖um‖0|Xm(x0)| 6

6
|µ|
σ
‖k − k̃‖σ

∞∑

m=1

‖fm‖0|Xm(x0)|+

+
|µ|
σ
‖k − k̃‖σ max{1, T}

(
1 + ‖k‖0T

)
e‖k‖0T

2/2
∞∑

m=1

(
|ϕm|+ ‖fm‖0

)
|Xm(x0)|+

+
|µ|
σ

(
T + T 2eT

2R0 + T 3eT
2R0

)
max{1, T}e‖k‖0T 2/2‖k̃‖0‖k − k̃‖σ ×

×
∞∑

m=1

(
|ϕm|+ ‖fm‖0

)
|Xm(x0)| 6

6
|µ|
σ
‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω)
‖k − k̃‖σ +

|µ|
σ

max{1, T}
(
1 + ‖k‖0T

)
e‖k‖0T

2/2 ×
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×
(
‖ϕ‖

H[n2 ]+1(Ω)
+ ‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω)

)
‖k − k̃‖σ +

+
|µ|
σ

(
T + T 2eT

2R0 + T 3eT
2R0

)
max{1, T}e‖k‖0T 2/2‖k̃‖0 ×

×
(
‖ϕ‖

H[n2 ]+1(Ω)
+ ‖f‖

C([0,T ];H[n2 ]+1(Ω)

)
‖k − k̃‖σ :=

σ̂3
σ
‖k − k̃‖σ.

Choosing q := σ̂0/σ < 1, where σ̂0 := max{σ̂1, σ̂2, σ̂3}, establishes that A is a
contraction on K, completing the proof. �

By the Banach fixed-point theorem, equation (21) has a unique solution for
any T > 0, yielding:

Theorem 3. Under assumptions (A1)–(A3), for any T > 0, problem (1)–(4)
admits a unique solution.

Conclusion. This study has established the existence and uniqueness of a
solution to the inverse problem of determining the kernel of a multidimensional
third-order integrodifferential pseudo-parabolic equation. Our approach combines
the Fourier method, integral inequalities, and the fixed-point principle, with the
solution specified by an additional condition at a fixed point for the first boundary
value problem.

All results presented in this article remain valid when the Laplacian operator Δ
in (1) is replaced by a more general self-adjoint differential operator L defined in
the domain Ω. This operator takes the form:

L =

n∑

i,j=1

∂

∂xi

[
aij(x)

∂

∂xj

]
− c(x),

where the coefficients satisfy:
– symmetry: aij(x) = aji(x) for all i, j;
– uniform ellipticity:

∑n
i,j=1 aij(x)ξiξj > α

∑n
i=1 ξ

2
i with α = const > 0;

– non-negativity: c(x) > 0 in Ω.
We additionally assume the coefficients aij(x) and c(x) satisfy appropriate smooth-
ness conditions (see [17] for details).
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Аннотация

Данная работа посвящена исследованию обратной задачи определе-
ния ядра в многомерном интегро-дифференциальном псевдопараболи-
ческом уравнении третьего порядка. Исследование начинается с анализа
прямой задачи с известной функцией ядра при рассмотрении начально-
краевой задачи с однородными граничными условиями. Методом Фурье
строится решение в виде ряда по собственным функциям задачи Дирих-
ле для оператора Лапласа. Важной частью анализа является получение
априорных оценок коэффициентов ряда через норму функции ядра, ко-
торые играют ключевую роль при изучении обратной задачи.

Для обратной задачи вводится условие переопределения, задающее
значение решения в фиксированной точке пространственной области
(точечное измерение). Эта формулировка сводится к интегральному урав-
нению Вольтерра второго рода. Путем применения принципа сжимаю-
щих отображений Банаха в классе непрерывных функций с экспоненци-
ально взвешенной нормой устанавливаются глобальная существование
и единственность решения обратной задачи. Полученные результаты де-
монстрируют корректную разрешимость рассматриваемой проблемы.
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Abstract

This article investigates the inverse problem for time-fractional diffusion
equations with periodic boundary conditions and integral overdetermina-
tion conditions on a rectangular domain. First, the definition of a classical
solution to the problem is introduced. Using the Fourier method, the di-
rect problem is reduced to an equivalent integral equation. The existence
and uniqueness of the solution to the direct problem are established by em-
ploying estimates for the Mittag–Leffler function and generalized singular
Gronwall inequalities.

In the second part of the work, the inverse problem is examined. This
problem is reformulated as an equivalent integral equation, which is then
solved using the contraction mapping principle. Local existence and global
uniqueness of the solution are rigorously proven. Furthermore, a stability
estimate for the solution is derived.

The study contributes to the theory of inverse problems for fractional
differential equations by providing a framework for analyzing problems with
periodic boundary conditions and integral overdetermination. The methods
developed in this work can be applied to a wide range of problems in math-
ematical physics and engineering, where time-fractional diffusion models are
increasingly used to describe complex phenomena.

Differential Equations and Mathematical Physics
Research Article

© The Author(s), 2025
© Samara State Technical University, 2025 (Compilation, Design, and Layout)

cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0
International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)

Please cite this article in press as:
Du r d i e v D. K., J um a e v J. J. Solvability of a coefficient recovery problem for a time-fractional
diffusion equation with periodic boundary and overdetermination conditions, Vestn. Samar. Gos.
Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025,
vol. 29, no. 1, pp. 21–36. EDN: YZQBWZ. DOI: 10.14498/vsgtu2083.

Authors’ Details:

Durdimurod K. Durdiev https://orcid.org/0000-0002-6054-2827
Dr. Phys. & Math. Sci., Professor; Head of Branch1; Professor, Dept. of Differential
Equations2; e-mail: d.durdiev@mathinst.uz

Jonibek J. Jumaev https://orcid.org/0000-0001-8496-1092
Cand. Phys. & Math. Sci., Associate Professor; Senior Researcher1; Associate Professor, Dept.
of Differential Equations2; e-mail: jonibekjj@mail.ru

21



D u r d i e v D. K., J um a e v J. J.

Keywords: time-fractional diffusion equation, periodic boundary condi-
tions, inverse problem, integral equation.

Received: 15th February, 2024 / Revised: 19th November, 2024 /
Accepted: 21st February, 2025 / First online: 14th March, 2025

1. Introduction. Periodic boundary conditions (PBCs) are a set of boundary
conditions often chosen to approximate a large (infinite) system by using a small
part called a unit cell. PBCs are widely used in computer simulations and math-
ematical models. The topology of two-dimensional PBCs is analogous to that of
a world map in some video games; the geometry of the unit cell satisfies perfect
two-dimensional tiling, and when an object passes through one side of the unit
cell, it reappears on the opposite side with the same velocity (see [1–3]).

PBCs arise in many important applications in heat transfer and life sciences
[4–8]. In these studies, the existence, uniqueness, and continuous dependence of
the solution on the data were proven, and numerical solutions to the diffusion
problem with periodic boundary conditions were developed.

Various formulations of inverse problems for determining thermal coefficients
in the one-dimensional heat equation have been studied in [8–11]. It is impor-
tant to note that in [8, 9], the time-dependent thermal coefficient is determined
from a nonlocal overdetermination condition. Additionally, in [12–14], the coeffi-
cients of the heat equation are determined for cases involving nonlocal boundary
conditions.

The studies [15–19] investigated the inverse problem of finding diffusion co-
efficients in one- and multi-dimensional time-fractional equations. Under certain
assumptions about the data, the existence, uniqueness, and continuous depen-
dence of the solution on the data were established.

The problem of determining the kernel k(t) of the integral term in an integro-
differential heat equation has been extensively studied in numerous publications
[20–28]. These studies address both one- and multidimensional inverse problems
with classical initial and initial-boundary conditions. Theorems on the existence
and uniqueness of solutions to these inverse problems have been proven.

In the present study, the determination of the coefficient in the time-fractional
diffusion equation is considered under initial and periodic boundary conditions.
The existence and uniqueness of a classical solution to the problem (1)–(4) are
established using the fixed-point principle via the Fourier method.

2. Formulation of the Problem. We consider the following initial-periodic
boundary value problem for the fractional diffusion equation:

∂α
t u− uxx + a(t)u = f(x, t), (x, t) ∈ DT , (1)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l], (2)

u(0, t) = u(l, t), ux(0, t) = ux(l, t), ϕ(0) = ϕ(l), ϕ′(0) = ϕ′(l), t ∈ [0, T ], (3)

where ∂α
t is the Caputo fractional derivative of order 0 < α 6 1 in the time

variable (see Definition 2), a(t), t > 0, is the source control term, f(x, t) is the
known source term, ϕ(x) is the initial temperature, T is an arbitrary positive
number, and DT := {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t 6 T}.
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The problem of determining a function u(x, t), (x, t) ∈ DT , that satisfies (1)–
(3) with given functions a(t), f(x, t), and ϕ(x) will be called the direct problem.

In the inverse problem, it is required to determine the coefficient a(t), t > 0, in
(1) using overdetermination conditions about the solution of the direct problem
(1)–(3):

ux(0, t) = h(t), x ∈ [0, l], (4)

where h(t) is a given function.
Let u(x, t) be a classical solution to the problem (1)–(3), and let f , ϕ, and h

be sufficiently smooth functions.
We perform the following transformation of the inverse problem (1)–(4). For

this purpose, denote the second derivative of u(x, t) with respect to x by ϑ(x, t),
i.e., ϑ(x, t) := uxx(x, t). Differentiating (1) and (2) twice with respect to x, we
obtain

∂α
t ϑ− ϑxx + a(t)ϑ(x, t) = fxx(x, t), (x, t) ∈ DT , (5)

and
ϑ(x, 0) = ϕ′′(x), x ∈ [0, l]. (6)

To obtain boundary conditions for the new function ϑ(x, t), we note that the
second term in (1) is ϑ(x, t). Assume that f(0, t) = f(l, t) and f ′(0, t) = f ′(l, t).
Then we have the following boundary conditions:

ϑ(0, t) = ϑ(l, t), ϑx(0, t) = ϑx(l, t). (7)

To obtain an additional condition for the function ϑ(x, t), we differentiate equation
(1) with respect to x and, using the equality uxx(x, t) = ϑ(x, t) together with
condition (4), we obtain

ϑx(0, t) = a(t)h(t) + ∂α
t h(t)− fx(0, t). (8)

Under the matching condition ϕ′(0) = h(0), it is straightforward to deduce
from (5)–(8) the equations (1)–(4).

We introduce the spaces

C2,α(DT ) := {v(x, t) : v, vx, vxx, ∂α
t ϑ ∈ C(DT )}

and
C1,0(DT ) := {v(x, t) : v, vx ∈ C(DT )}.

Definition 1. The functions {u(x, t), a(t)} from the class C2,α(DT )∩C1,0(DT )×
C[0, T ] are said to be a classical solution of problem (1)–(4) if the functions u(x, t)
and a(t) satisfy the following conditions:

(1) The function u(x, t) and its derivatives ∂α
t u(x, t), uxx(x, t) are continuous

in the domain DT ;
(2) The function a(t) is continuous on the interval [0, T ];
(3) Equation (1) and conditions (2)–(4) are satisfied in the classical sense.

Throughout this article, the functions ϕ, f , and h are assumed to satisfy the
following conditions:

(A1) ϕ(x) ∈ C4[0, 1]; ϕ(5)(x) ∈ L2(0, l); ϕ(0) = ϕ(l); ϕ′(0) = ϕ′(l);
ϕ′′(0) = ϕ′′(l); ϕ(3)(0) = ϕ(3)(l); ϕ(4)(0) = ϕ(4)(l);
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(A2) f(x, t) ∈ C4,1
x,t (DT ); f

(5)
xxxxxx(x, t) ∈ L2(0, l); f(0, t) = f(l, t); f ′

x(0, t) =

= f ′
x(l, t); f

′′
xx(0, t) = f ′′

xx(l, t); f
(3)
xxx(0, t) = f

(3)
xxx(l, t); f

(4)
xxxx(0, t) = f

(4)
xxxx(l, t);

(A3) h(t) ∈ C[0, T ] and |h(t)| > h0 = const > 0, where h0 is a given number, and
ϕ′(0) = h(0).

In the next section, we recall basic definitions and notations from fractional
calculus, which will be used in the subsequent analysis.

3. Preliminaries. Let us introduce the definition of the fractional derivative
of Caputo.

Definition 2 [29, pp. 90–94]. The Caputo time fractional derivative of order
0 < α < 1 of the integrable function u is defined by

∂α
t u(x, t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− τ)−α∂u(x, τ)

∂τ
dτ, 0 < α < 1,

∂1
t u(x, t) =

∂u(x, t)

∂t
,

where Γ( · ) is Euler’s Gamma function.

3.1. Two-Parameter Mittag–Leffler Function [29, pp. 40–42]. The two-
parameter Mittag–Leffler function Eα,β(z) is defined by the following series:

Eα,β(z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
,

where α, β, z ∈ C with <(α) > 0, and <(α) denotes the real part of the complex
number α.

Several important properties of the Mittag–Leffler function, which will be
utilized in subsequent sections, are presented below.

Proposition 1 [29, pp. 40–45]. Let 0 < α < 2 and β ∈ R be arbitrary.
Suppose that κ is such that πα/2 < κ < min{π, πα}. Then, there exists a constant
C = C(α, β, κ) > 0 such that

|Eα,β(z)| 6
C

1 + |z| , κ 6 | arg(z)| 6 π.

Proposition 2 [29, pp. 42–45]. For 0 < α < 1 and η > 0, we have

0 6 Eα,α(−η) 6 Γ−1(α).

Moreover, Eα,α(−η) is a monotonic decreasing function for η > 0.

We also require the following auxiliary results.

Lemma 1 [30], [31, pp. 188–210]. Let m(t) ∈ C[t0, T ] (t0 ∈ R+ = [0,∞),
T 6 +∞) and suppose that

m(t) 6 m0 +
L

Γ(γ)

∫ t

t0

(t− s)γ−1m(s)ds, t ∈ [t0, T ].
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Solvability of a coefficient recovery problem . . .

Then, we have
m(t) 6 m0Eγ,1(L(t− t0)

γ), t ∈ [t0, T ],

where m0 and L are nonnegative constants, and γ ∈ (0, 1).

Theorem 1 [29, pp. 135–144]. The solution T (t) ∈ AC[0, T ] of the linear
nonhomogeneous fractional problem

∂α
t T (t) + λT (t) = f(t), α ∈ (0, 1], t ∈ (0, T ], λ > 0,

T (0) = c,

where f ∈ L1[0, T ], is given by the integral expression

T (t) = cEα,1(−λtα) +
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α(−λ(t− τ)α)f(τ)dτ.

These results will be employed throughout the article.

4. Direct Problem. The use of the Fourier method for solving problem
(1)–(3) leads to the spectral problem for the operator given by the differential
expression and boundary conditions

X ′′
n(x) + λ2Xn(x) = 0, x ∈ (0, l),

Xn(0) = Xn(l), X ′
n(0) = X ′

n(l), n = 0, 1, 2, . . . .
(9)

It is known [32] that the system of eigenfunctions

1, cosλ1x, sinλ1x, cosλ2x, sinλ2x, . . . , cosλnx, sinλnx, . . .

where λn = 2πn/l, n = 0, 1, . . . , is the solution to the spectral problem (9) and
forms an orthogonal basis of L2(0, l). Therefore, we shall seek the classical solution
u(x, t) of the problem (5)–(7) in the form

ϑ(x, t) =
∞∑

n=0

ϑ1n(t) cosλnx+
∞∑

n=1

ϑ2n(t) sinλnx, λn =
2πn

l
, (10)

where

ϑ10(t) =
1√
l

∫ l

0
ϑ(x, t)dx, ϑ1n(t) =

√
2

l

∫ l

0
ϑ(x, t) cosλnxdx,

ϑ2n(t) =

√
2

l

∫ l

0
ϑ(x, t) sinλnxdx.

Then, applying the formal scheme of the Fourier method for determining the
unknown coefficients ϑ10(t) and ϑin(t) (i = 1, 2; n = 1, 2, . . . ) of the function
ϑ(x, t) from (5) and (6), we obtain

∂αϑ10(t) = −a(t)ϑ10(t) + f10(t), (11)

ϑ10(t)|t=0 = ϕ10, (12)

∂αϑin(t) + λ2
nϑin(t) = −a(t)ϑin(t) + fin(t), (13)
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ϑin(t)|t=0 = ϕin, i = 1, 2, n = 1, 2, . . . , (14)

where

f10(t) =
1√
l

∫ 1

0
f ′′
xx(x, t)dx, f1n(t) =

√
2

l

∫ l

0
f ′′
xx(x, t) cosλnxdx,

f2n(t) =

√
2

l

∫ l

0
f ′′
xx(x, t) sinλnxdx,

ϕ10 =
1√
l

∫ l

0
ϕ′′(x)dx, ϕ1n =

√
2

l

∫ l

0
ϕ′′(x) cosλnxdx,

ϕ2n =

√
2

l

∫ l

0
ϕ′′(x) sinλnxdx.

According to Theorem 1, the solutions of problems (11), (12) and (13), (14)
satisfy the following integral equations:

ϑ10(t) = ϕ10 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1(f10(τ)− a(τ)ϑ10(τ))dτ, (15)

and

ϑin(t) = ϕinEα(−λ2tα) +

+

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α(−λ2(t− τ)α)(fin(τ)− a(τ)ϑin(τ))dτ. (16)

These equations yield that

|ϑ10(t)| 6 |ϕ10|+
tα

Γ(α+ 1)
‖f10‖+

‖a‖
Γ(α)

∫ t

0
|ϑ10(τ)|(t− τ)α−1dτ,

|ϑin(t)| 6 |ϕin|+
tα

Γ(α+ 1)
‖fin‖+

‖a‖
Γ(α)

∫ t

0
(t−τ)α−1Eα,α(−λ2(t−τ)α)|ϑin(τ)|dτ,

where ‖a‖ = maxt∈[0,T ] |a(t)|. Applying Gronwall’s type inequality from Lemma 1
to the last relations leads to the following estimates:

|ϑ10(t)| 6
(
|ϕ10|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f10‖

)
Eα(‖a‖tα), (17)

|ϑin(t)| 6
(
|ϕin|+

tα

Γ(α+ 1)
‖fin‖

)
Eα(‖a‖tα). (18)

Using equalities (11), (13) and (17), (18), we obtain estimates for ∂αϑ10(t)
and ∂αϑin(t):

|∂αϑ10(t)| 6 ‖a‖
(
|ϕ10|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f10‖

)
Eα(‖a‖tα) + ‖f10‖,
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|∂αϑin(t)| 6 (λ2 + ‖a‖)
(
|ϕin|+

tα

Γ(α+ 1)
‖fin‖

)
Eα(‖a‖tα) + ‖fin‖.

Thus, we have proved the following lemma:

Lemma 2. For any t ∈ [0, T ], the following estimates are valid:

|ϑ10(t)| 6
(
|ϕ10|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f10‖

)
Eα(‖a‖tα),

|ϑin(t)| 6
(
|ϕin|+

Tα

Γ(α+ 1)
‖fin‖

)
Eα(‖a‖Tα),

|∂αϑ10(t)| 6 ‖a‖
(
|ϕ10|+

Tα

Γ(α+ 1)
‖f10‖

)
Eα(‖a‖Tα) + ‖f10‖,

|∂αϑin(t)| 6 (λ2 + ‖a‖)
(
|ϕin|+

Tα

Γ(α+ 1)
‖fin‖

)
Eα(‖a‖Tα) + ‖fin‖.

Formally, from (10) by term-by-term differentiation, we compose the series

∂α
t,0+ϑ(x, t) =

∞∑

n=0

∂α
0+ϑ1n(t) cosλnx+

∞∑

n=1

∂α
0+ϑ2n(t) sinλnx, (19)

ϑxx(x, t) = −
∞∑

n=0

λ2
nϑ1n(t) cosλnx−

∞∑

n=1

λ2
nϑ2n(t) sinλnx. (20)

In view of Lemma 2, if the following series converges, then the series (10), (19),
and (20) will converge for any (x, t) ∈ DT :

C4

∞∑

n=1

(λ2
n|ϕin|+ λ2

n‖fin‖), (21)

where the constant C4 depends only on T , α, and ‖a‖.
We now state the following auxiliary lemma:
Lemma 3. If conditions (A1) and (A2) are valid, then the following equalities

hold:

ϕin =
1

λ3
n

ϕ
(3)
in , fin(t) =

1

λ3
n

f
(3)
in , i = 1, 2, (22)

where

ϕ
(3)
1n =

√
2

l

∫ l

0
ϕ(5)(x) sinλnxdx, ϕ

(3)
2n =

√
2

l

∫ l

0
ϕ(5)(x) cosλnxdx,

f
(3)
1n (t) =

√
2

l

∫ l

0
f (5)
xxxxx(x, t) sinλnxdx, f

(3)
2n (t) =

√
2

l

∫ l

0
f (5)
xxxxx(x, t) cosλnxdx,

with the following estimate:

∞∑

n=1

|ϕ(3)
in |2 6 ‖ϕ(3)‖2L2(0,l)

,
∞∑

n=1

|f (3)
in (t)|2 6 ‖f (3)

xxx‖2L2(0,l)×C[0,T ], i = 1, 2. (23)
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If the functions ϕ(x) and f(x, t) satisfy the conditions of Lemma 3, then due
to representations (22) and (23), the series (10), (19), and (20) converge uniformly
in the rectangle DT . Therefore, the function ϑ(x, t) satisfies relations (5)-(7).

Using the above results, we obtain the following assertion:

Lemma 4. Let a(t) ∈ C[0, T ], and suppose that conditions (A1) and (A2) are
satisfied. Then, there exists a unique solution to the direct problem (5)–(7) such

that ϑ(x, t) ∈ C2,α(DT ) ∩ C1,0(DT ).

Let us derive an estimate for the norm of the difference between the solution
of the original integral equations (15), (16) and the solution of these equations

with perturbed functions ã, ϕ̃in, and f̃in. Let ϑ̃in(t) (i = 0, 1, 2) be solutions of

the integral equation (15), (16) corresponding to the functions ã, ϕ̃in, and f̃in;
i.e.,

ϑ̃10(t) = ϕ̃10 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1(f̃10(τ)− ã(τ)ϑ̃10(τ))dτ, (24)

ϑ̃in(t) = ϕ̃inEα(−λ2tα) +

+

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α(−λ2(t− τ)α)(ã(τ)ϑ̃in(τ) + f̃in(τ))dτ. (25)

Composing the difference ϑin − ϑ̃in with the help of equations (15), (24),

(16), and (25), and introducing the notations ϑin − ϑ̃in = ϑin, a − ã = a, and

fin − f̃in = f in, we obtain the integral equation

ϑ10(t) = ϕ10 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f10(τ)dτ −

− 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1

(
a(τ)ϑ10(τ) + ã(τ)ϑ10(τ)

)
dτ ;

ϑin(t) = ϕnEα,1(−λ2
nt

α) +

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2

n(t− τ)α
)
f in(τ)dτ −

−
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2

n(t− τ)α
)
a(τ)ϑin(τ)dτ −

−
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2

n(t− τ)α
)
ã(τ)ϑin(τ)dτ.

From these, we derive the following linear integral inequalities for |ϑ10(t)| and
|ϑin(t)|:

|ϑ10(t)| 6 |ϕ10|+
tα‖f10‖
Γ(α+ 1)

+
‖a‖tα

Γ(α+ 1)

(
|ϕ10|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f10‖

)
Eα(‖a‖tα) +

+
‖ã‖
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1|ϑ10(τ)|dτ,
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|ϑin(t)| 6 |ϕin|+
tα‖f in‖
Γ(α+ 1)

+
‖a‖tα

Γ(α+ 1)

(
|ϕin|+

tα

Γ(α+ 1)
‖fin‖

)
Eα(‖a‖tα) +

+
‖ã‖
Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1|ϑin(τ)|dτ.

Using Lemma 1 from the last inequalities, we arrive at the following estimates:

|ϑ10(t)| 6
{
|ϕ10|+

tα‖f10‖
Γ(α+ 1)

+

+
‖a‖tα

Γ(α+ 1)

(
|ϕ10|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f10‖

)
Eα(‖a‖tα)

}
Eα(‖ã‖tα), (26)

|ϑin(t)| 6
{
|ϕin|+

tα‖f in‖
Γ(α+ 1)

+

+
‖a‖tα

Γ(α+ 1)

(
|ϕin|+

tα

Γ(α+ 1)
‖fin‖

)
Eα(‖a‖tα)

}
Eα(‖ã‖tα). (27)

In the next section, we study the inverse problem, which involves determining
the function a(t) from relations (5)–(8) using the contraction mapping principle.

5. Solvability of the Inverse Problem. First, by differentiating (10) with
respect to x, we obtain the following equality:

ϑx(x, t) = −
∞∑

n=0

λnϑ1n(t) sinλnx+
∞∑

n=1

λnϑ2n(t) cosλnx. (28)

Setting x = 0 in (28) and using the additional condition (8), after straightforward
manipulations, we obtain the following integral equation for determining a(t):

a(t) = a0(t) +
1

h(t)

∞∑

n=1

λnϑ2n(t; a), (29)

where

a0(t) =
1

h(t)

(
fx(0, t)− ∂αh(t)

)
,

and ϑ2n(t; a) denotes that the solution of the integral equation (16) depends on
a(t).

The main result of this study is presented as follows:
Theorem 2. Let conditions (A1)–(A3) be satisfied. Then, there exists a number

T * ∈ (0, T ) such that the inverse problem (5)–(8) has a unique solution a(t).

P r o o f. We consider the operator equation

g = Λ[g], (30)

where g := a(t) is the unknown function, and Λ is defined by the right-hand side of (29):

Λ[g](t) = g01(t)−
1

h(t)

∞∑

n=1

λ2nϑ2n(t; g), (31)
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where

g01(t) =
1

h(t)

(
fx(0, t)− ∂αh(t)

)
.

Consider the functional space of vector functions g ∈ C[0, T ] with the norm given by

‖g‖ = max
t∈[0,T ]

|g(t)|.

Fix a number ρ > 0 and consider the ball

ΦT (g0, ρ) := {g : ‖g − g0‖C[0,T ] 6 ρ}.

We will prove that for sufficiently small T > 0, the operator Λ maps the ball ΦT (g0, ρ)
into itself. Using the estimates (17) and (18) for ϑ1n and ϑ2n, we obtain the following
estimates:

‖Λ[g](t)− g01(t)‖ 6
1

h0

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

λnϑ2n(T ; g1)

∣∣∣∣∣ 6

6
1

h0
Eα(‖g‖Tα)

∞∑

n=1

λn

(
|ϕ2n|+

Tα

Γ(α+ 1)
‖f2n‖

)
.

According to Lemmas 1 and 2, the above series is convergent. Note that the functions
occurring on the right-hand side of these inequalities are monotonically increasing with
respect to T , and the fact that the function g(t) belongs to the ball ΦT (g0, ρ) implies the
inequality

‖g‖ 6 ρ+ ‖g0‖. (32)

Therefore, we only strengthen the inequality if we replace ‖g‖ in these inequalities with
ρ+ ‖g0‖. Performing these replacements, we obtain the estimate

‖Λ1[g](t)− g01(t)‖ 6
1

h0
Eα((ρ+ ‖g0‖)Tα)

∞∑

n=1

λn

(
|ϕ2n|+

Tα

Γ(α+ 1)
‖f2n‖

)
.

Let T1 be a positive root of the equation

m1(T ) =
1

h0
Eα,1((ρ+ ‖q0‖)Tα)

∞∑

n=1

λn

(
|ϕ2n|+

Tα‖f2n‖
αΓ(α)

)
= ρ.

Then, for T ∈ [0, T1], we have Λ[g](t) ∈ ΦT (g0, ρ).
Now consider two functions g(t) and g̃(t) belonging to ΦT (g0, ρ) and estimate the

distance between their images Λ[g](t) and Λ[g̃](t) in the space C[0, T ]. The function

ϑ̃in(t) corresponding to g̃(t) satisfies the integral equation (24), (25) with the functions

ϕ2n = ϕ̃2n and f2n = f̃2n. Composing the difference Λ[g](t) − Λ[g̃](t) with the help of
equations (15), (16), (24), and (25), and then estimating its norm, we obtain

‖Λ[g](t)− Λ[g̃](t)‖ 6 1

h0

∞∑

n=0

λn‖ϑ2n(T ; g)‖ 6

6
1

h0
Eα(‖g̃‖tα)

∞∑

n=0

λn

{
|ϕ2n|+

tα‖f2n‖
Γ(α+ 1)

+

+
‖g‖tα

Γ(α+ 1)

(
|ϕ2n|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f2n‖

)
Eα(‖g‖tα)

}
.
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Using inequalities (17), (18), and the estimate (26) with ϕ2n = ϕ̃2n and fn = f̃n, we
continue the previous inequality as follows:

‖Λ[g](t)− Λ[g̃](t)‖ 6 1

h0

∞∑

n=0

λn‖ϑ2n(T ; g)‖ 6

6
1

h0
Eα(‖g̃‖tα)

∞∑

n=0

λn

‖g‖tα
Γ(α+ 1)

(
|ϕ2n|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f2n‖

)
Eα(‖g‖tα).

Since g(t) and g̃(t) belong to the ball ΦT (g0, ρ), the inequality (32) holds for these
functions. Note that the functions on the right-hand side of inequality (30) are monoton-
ically increasing with respect to ‖g‖, ‖g̃‖, and T . Consequently, replacing ‖g‖ and ‖g̃‖ in
inequality (30) with ρ+ ‖g0‖ will only strengthen the inequality. Thus, we obtain

‖Λ[g](t)− Λ[g̃](t)‖ 6 1

h0

∞∑

n=0

λn‖ϑ2n(T ; g)‖ 6

6
1

h0

(
Eα

(
(ρ+ ‖g0‖)tα

))2 ∞∑

n=0

λn

tα

Γ(α+ 1)

(
|ϕ2n|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f2n‖

)
‖g‖ 6

6 m2(T )‖g‖.
Let T2 be a positive root of the equation

1

h0

(
Eα

(
(ρ+ ‖g0‖)tα

))2 ∞∑

n=0

λn

tα

Γ(α+ 1)

(
|ϕ2n|+

tα

Γ(α+ 1)
‖f2n‖

)
= 1.

Then, for T ∈ [0, T2), the operator Λ contracts the distance between the elements g(t)
and g̃(t) ∈ ΦT (g0, ρ). Consequently, if we choose T * < min(T1, T2), then the operator
Λ is a contraction in the ball ΦT (g0, ρ). According to the Banach fixed-point theorem
(see [33, p. 87–97]), the operator Λ has a unique fixed point in the ball ΦT (g0, ρ); that
is, there exists a unique solution to equation (31). �

Let T , l be fixed positive numbers. Consider the set Ω(χ0) (where χ0 > 0 is a fixed
number) of given functions (ϕ, f , h) for which all conditions (A1)–(A3) are fulfilled, and

max
{
‖ϕ‖C4[0,T ], ‖h‖C1[0,T ], ‖h−1‖C[0,T ], ‖f‖C4,1(DT )

}
6 χ0.

We denote by Q(χ1) the set of functions a(t) that, for some T > 0 and l > 0, satisfy the
following condition:

‖a‖C[0,T ] 6 χ1, χ1 > 0.

Theorem 3. Let (ϕ, f, h) ∈ Ω(χ0), (ϕ̃, f̃ , h̃) ∈ Ω(χ0), and a ∈ Q(χ1), ã ∈ Q(χ1).
Then, for the solution of the inverse problem (1)–(4), the following stability estimate
holds:

‖a− ã‖C[0,T ] 6 d
(
‖ϕ− ϕ̃‖C4[0,l] + ‖f − f̃‖C4,1(DT ) + ‖h− h̃‖C1[0,T ]

)
, (33)

where the constant d depends only on T, l, χ0, χ1.

P r o o f. To prove this theorem, using (29), we write down the equations for ã(t) and
compose the difference a(t) = a(t)−ã(t). Then, after evaluating this expression and using
estimates (18) and (27), we obtain the following estimate:

‖a(t)− ã(t)‖ 6 d0
(
‖f‖+ ‖ϕ‖+ ‖h‖

)
+ d1

∫ t

0

(t− τ)α−1‖a(τ)− ã(τ)‖dτ, t ∈ [0, T ],

31



D u r d i e v D. K., J um a e v J. J.

where d0 and d1 depend only on χ0, χ1, T , α, Γ(α). From (21), using Lemma 1, we obtain
the estimate

‖a(t)− ã(t)‖ 6 d0
(
‖f‖+ ‖ϕ‖+ ‖h‖

)
Eα,1(d1Γ(α)t

α), t ∈ [0, T ].

This inequality implies the estimate (33) if we set d = d0Eα,1(d1Γ(α)t
α). �

Theorem 3 also implies the following assertion on the uniqueness of the solution to
the inverse problem.

Theorem 4. Let the functions ϕ, f, h and ϕ̃, f̃ , h̃ have the same meaning as in

Theorem 3, and let conditions (A1)–(A3) be satisfied. Moreover, if ϕ = ϕ̃, f = f̃ , and

h = h̃ for t ∈ [0, T ], then a(t) = ã(t) for t ∈ [0, T ].
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Аннотация

Исследуется обратная задача для уравнений дробно-временной диф-
фузии с периодическими граничными условиями и интегральными усло-
виями переопределения на прямоугольной области. Сначала вводится
определение классического решения задачи. Затем с использованием ме-
тода Фурье прямая задача сводится к эквивалентному интегральному
уравнению. Существование и единственность решения прямой задачи
устанавливаются с помощью оценок для функции Миттаг–Леффлера и
обобщенных сингулярных неравенств Гронвалля.

Во второй части работы рассматривается обратная задача, которая
переформулируется в виде эквивалентного интегрального уравнения,
а затем решается с использованием принципа сжимающих отображе-
ний. Строго доказываются локальное существование и глобальная един-
ственность решения. Кроме того, получена оценка устойчивости реше-
ния.

Данное исследование вносит вклад в теорию обратных задач для
дробных дифференциальных уравнений, предоставляя основу для ана-
лиза задач с периодическими граничными условиями и интегральными
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условиями переопределения. Разработанные методы могут быть приме-
нены к широкому кругу задач в математической физике и инженерии,
где дробно-временные модели диффузии все чаще используются для
описания сложных явлений.
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Аннотация

Предложена трехмерная газодинамическая модель идеальной несжи-
маемой жидкости, в которой решение ищется в виде линейного поля
скоростей с неоднородной деформацией. Постановка задачи дана как в
эйлеровых, так и в лагранжевых переменных. Найдены точные реше-
ния для специальной матрицы линейности, обобщающие известные ра-
нее решения. Получены уравнения мировых линий для этих решений,
построены траектории движения частиц жидкости и исследована эво-
люция начального сферического объема частиц. Приведены уравнения
поверхностей постоянного давления и проанализирована их динамика во
времени. Основное внимание уделено анализу движения частиц идеаль-
ной несжимаемой жидкости и получению новых, более общих решений.
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Введение. Исследование газовой динамики частиц, скорости которых яв-
ляются линейными функциями пространственных координат, тесно связано
с изучением динамики жидких и газовых самогравитирующих эллипсоидов.
Актуальность данной проблематики обусловлена ее значением для космого-
нии и астрофизики, в частности, важностью полученных результатов для
теории фигур небесных тел. Эти исследования основываются на длительной
истории изучения статических фигур равновесия, восходящей к «Началам»
Ньютона и связанной с научным интересом к форме Земли. Существенный
вклад в развитие теории эллипсоидальных фигур [1] как с физической, так
и с математической точки зрения внесли Маклорен, Якоби, Дирихле [2, 3],
Р. Дедекинд [4] и Б. Риман [5].

Значительный вклад в развитие этой теории внесли Л. В. Овсянников [6]
и Ф. Дайсон [7]. Л. В. Овсянников исследовал частное решение уравнений га-
зовой динамики, описывающее движение идеального политропного газа без
учета гравитации с полем скоростей, линейно зависящим от координат ча-
стиц газа. Им были получены уравнения движения, указан ряд возможных
случаев существования данного решения, а для двух случаев приведен непол-
ный набор интегралов. Независимо от Л. В. Овсянникова Ф. Дайсон полу-
чил уравнения, описывающие движение облака идеального газа в случае изо-
термического течения. Кроме того, Ф. Дайсон установил связь полученного
решения с задачей Дирихле и записал уравнения движения газового эллип-
соида в римановой форме. Было получено специальное точное решение для
диагональной матрицы линейности, описывающее свободное адиабатическое
расширение эллипсоидального газового облака с фиксированной ориентаци-
ей. На основе асимптотических оценок показано, что облако, имеющее форму
сигары, будет расширяться до диска.

Используя модель Ф. Дайсона [7], С. И. Анисимов и Ю. И. Лысиков [8]
нашли три точных решения. Первое решение, полученное для диагональной
матрицы линейности при совпадении двух ее элементов, полностью подтвер-
дило выводы, сделанные в [7]. Остальные решения описывают двумерный
разлет бесконечного вращающегося эллиптического цилиндра и разлет кру-
гового цилиндра.

Точное решение в двумерном случае было рассмотрено В. В. Пухначе-
вым [9]. Им получено решение, описывающее вращение жидкого круга вокруг
центра с постоянной угловой скоростью. Показано, что малейшая начальная
деформация поля скоростей приводит к разрушению полученного точного
решения.

Интерес к проблематике, связанной с изучением движения самогравити-
рующего газа, сохраняется на протяжении длительного времени. В работе [10]
исследованы сжимаемые и несжимаемые идеальные жидкости в трехмерном
пространстве. Рассмотрено уравнение Эйлера со свободной границей в ви-
де вакуума и аффинными начальными условиями, которые были приведе-
ны к гамильтоновой системе обыкновенных дифференциальных уравнений с
глобальным решением. Изучена эволюция массы жидкости, описываемой се-
мейством эллипсоидов, диаметры которых растут пропорционально времени.
В статье [11] построен класс решений трехмерной системы Эйлера—Пуассо-
на, глобальных по времени, без предположения о наличии каких-либо сим-
метрий. В работе [12] исследуются двумерные уравнения течения сжимаемой
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невязкой жидкости в осесимметричных координатах с уравнением состояния
идеального газа при предположении линейной зависимости скорости от коор-
динат. Получено бесконечномерное семейство решений, описывающих эллип-
тические и гиперболические, равномерно расширяющиеся и сжимающиеся
«газовые облака».

Решение с однородной деформацией появилось в статье [13] при иссле-
довании динамики звезд. В работе [14] при рассмотрении инвариантных ре-
шений на четырехмерных подалгебрах, содержащих проективный оператор,
были получены решения с линейным полем скоростей. Все эти решения, за
исключением одного, характеризуются переменной энтропией. Движение ча-
стиц газа в целом построено для изоэнтропийного решения. Полученные ре-
шения имеют особенность плотности на постоянной или движущейся плоско-
сти, которая является границей с вакуумом или стеной. Показано, что реше-
ние с линейным полем скоростей применимо при исследовании расширения в
вакууме шара, заполненного двухфазной жидкостью. В предположении, что
динамика протекает в обычном режиме, скорости фаз являются линейными
функциями пространственных координат и первая фаза распространяется
в пустоту быстрее второй, получено решение уравнений двухфазной гидро-
динамики, описывающее расширение шара в вакууме [15].

В настоящей работе исследуются неустановившиеся движения идеальной
(невязкой) несжимаемой жидкости с линейным полем скоростей при условии,
что движение возникает из заданного начального состояния, а часть грани-
цы движущейся массы является «свободной», то есть не представляет собой
твердую непроницаемую стенку, а определяется некоторым законом контакт-
ного взаимодействия с окружающей средой [16]. К задачам такого типа об-
ращались Л. В. Овсянников [17], В. К. Андреев [18], В. И. Налимов [19, 20],
В. В. Пухначев [9] и другие исследователи.

Настоящее исследование основывается на работе Л. В. Овсянникова [21],
в которой дано компактное описание класса решений уравнений движения
идеальной несжимаемой жидкости с линейным полем скоростей и постоян-
ным давлением на границе. Это решение интерпретируется как неустановив-
шееся движение массы жидкости, ограниченной поверхностью второго по-
рядка, возникающее под действием распределенного импульса. Л. В. Овсян-
никовым рассмотрены конкретные примеры движения данного класса.

Аналогичная задача рассмотрена в работе О. М. Лаврентьевой [22], од-
нако с допущением, что поверхность постоянного давления содержит только
квадратичные слагаемые. Это существенно отличает указанную работу от
настоящего исследования, в котором показано влияние исключенных линей-
ных слагаемых как на форму поверхности постоянного давления, так и на
характер движения.

В данной работе рассматриваются более общие случаи нахождения точ-
ных решений уравнений газовой динамики для несжимаемой жидкости. Ис-
следуются поведение свободной границы в различные моменты времени и эво-
люция движения выделенного объема частиц жидкости.

39



За г и т о в Р. Р., Юлму х а м е т о в а Ю. В.

1. Постановка задачи и основные формулы. Рассматриваются урав-
нения движения идеальной несжимаемой жидкости (ρ ≡ ρ0 = const) [23],
ограниченной областью Ω(t) ⊂ R

3:

~ut + (~u · ∇)~u = − 1

ρ0
∇p, div ~u = 0 (1)

с краевыми условиями на границе Γ(t) области Ω(t) [24]:

~u · ~nΓ = Dn, при ~x ∈ Γ(t), (2)

p = p0, при ~x ∈ Γ(t) (3)

и начальным условием при t = 0:

~u(~x, 0) = ~v0(~x), ~x ∈ Ω. (4)

Область Ω и вектор-функция ~v0(~x) считаются заданными, причем Ω предпо-
лагается ограниченной.

Здесь ~x = (x, y, z)— координаты частицы в декартовой системе коорди-
нат, ~u = (u, v, w)— вектор скорости, ρ0 — постоянная плотность жидкости,
p— давление, t— время, ∇ = (∂x, ∂y, ∂z)— оператор градиента. В условии (2)
Dn обозначает скорость перемещения поверхности Γ(t) в направлении внеш-
ней нормали ~nΓ(t).

Условие (2) означает, что поверхность Γ(t) ограничивает жидкий объем
Ω(t), а условие (3) указывает на отсутствие внешних поверхностных сил на
границе, то есть ее свободный характер.

Решение системы (1) ищем в виде линейного поля скоростей:

~u = ~x′0 +M ′M−1(~x− ~x0), (5)

где M(t)— невырожденная 3×3-матрица (detM 6= 0); M−1 — обратная мат-
рица; M ′ — производная матрицы по времени; ~x0(t) = (x0(t), y0(t), z0(t))—
вектор-функция. При ~x0 = 0 получаем решение с однородной деформаци-
ей [10,11], а при ~x0 6= 0— решение с неоднородной деформацией [25,26].

Для определения области Ω(t) перейдем к лагранжевым координатам ~ξ =
= (ξ, η, ζ), в которых область фиксирована. Траектория частицы задается
соотношением

~x = M(t)~ξ + ~x0(t), (6)

где матрица M играет роль матрицы Якоби перехода к лагранжевым коор-
динатам.

В лагранжевых координатах система (1)–(4) принимает вид

M⊤~xtt +∇~ξ
p = 0, detM = 1, (7)

p = p0, при ~ξ ∈ Γ, (8)

~x = ~ξ, ~xt = ~v0(~ξ), при t = 0, (9)

где M⊤ — транспонированная матрица, ∇~ξ
— градиент по лагранжевым пере-

менным, p0 — постоянная.

40



Гидродинамика идеальной несжимаемой жидкости с линейным полем скоростей

Из уравнений (7)–(9) получаем систему для матрицы M и вектора ~x0 [21]:

M ′′ = ϕ(t)(M⊤)−1L, (10)

~x′′0(t) = ϕ(t)(M⊤)−1~l (11)

с начальными условиями

M(0) = E, M ′(0) = M ′
0, (12)

~x0(0) = 0, ~x′0(0) = ~a, (13)

где E — единичная матрица, L— постоянная матрица, ~l — постоянный вектор,
M ′

0 — постоянная матрица с trM ′
0 = 0, ~a— постоянный вектор, а функция ϕ(t)

имеет вид

ϕ(t) =
tr (M ′M−1)2

tr (M⊤)−1LM−1
.

Давление в лагранжевых переменных выражается как

p = p0 −
ρ0
2
ϕ(t)(~ξ · L~ξ + 2~l · ~ξ + c),

а свободная поверхность Γ описывается уравнением

~ξ · L~ξ + 2~l · ~ξ + c = 0. (14)

В эйлеровых координатах поверхность Γ(t), ограничивающая Ω(t), при-
нимает вид

Γ(t) : (~x− ~x0) · (M⊤)−1LM−1(~x− ~x0) + 2~l ·M−1(~x− ~x0) + c = 0, (15)

а давление определяется выражением

p = p0 −
ρ0
2
ϕ(t)

[
(~x− ~x0) · (M⊤)−1LM−1(~x− ~x0) + 2~l ·M−1(~x− ~x0) + c

]
.

В отличие от [21], в данной работе рассматриваются решения с ненуле-

выми начальными параметрами: ~l = (l1, l2, l3), ~a = (a1, a2, a3), где li, aj ∈ R,
i, j = 1, 2, 3, а матрицы M и M ′

0 заданы в виде

M =



m(t) 0 0
0 m−1(t) 0
0 0 1


 , M ′

0 =



b 0 0
0 −b 0
0 0 0


 , (16)

где b = const. Заметим, что матрица M симметрична (M⊤ = M).
Классификация решений проводится по виду свободной поверхности (14)

при различных видах постоянной матрицы L.

2. Поверхность постоянного давления — параболический цилиндр.
Рассмотрим случай, когда матрица L имеет специальный вид

L =



0 0 0
0 1 0
0 0 0


 . (17)
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При таком выборе матрицы L уравнение свободной поверхности Γ в лагран-
жевых координатах принимает вид

Γ: (η + l2)
2 = −2(l1ξ + l3ζ + C̃),

что является поверхностью параболического цилиндра относительно плоско-
сти Π:

Π: l1ξ + l3ζ + C̃ = 0,

где C̃ = −l2/2−R2/2.
Матричное дифференциальное уравнение (10) с матрицами (16) и (17)

сводится к простому уравнению второго порядка m′′(t) = 0, общее решение
которого имеет вид m(t) = bt+ 1.

Решение уравнения (11) с начальными условиями (13) дает вектор-функ-
цию ~x0(t): 




x0(t) =
l1

6(bt+ 1)3
+
(
a1 +

bl1
2

)
t− l1

6
,

y0(t) =
l2

bt+ 1
+ (a2 + bl2)t− l2,

z0(t) =
l3

3(bt+ 1)2
+
(
a3 +

2bl3
3

)
t− l3

3
.

Подставляя полученное выражение для ~x0(t) в формулу (5), получаем
компоненты вектора скорости жидкости:




u =
bx

bt+ 1
− 2bl1

3(bt+ 1)4
−
(
a1 +

bl1
2

) bt

bt+ 1
+

bl1
6(bt+ 1)

+
(
a1 +

bl1
2

)
,

v = − by

bt+ 1
+ (a2 + bl2)

bt

bt+ 1
− bl2

bt+ 1
+ (a2 + bl2),

w = − 2bl3
3(bt+ 1)3

+
(
a3 +

2bl3
3

)
.

(18)

Заметим, что при ~l = ~a = 0 решение (18) полностью согласуется с резуль-
татами, полученными в работе [21].

Учитывая инвариантность уравнений (1) относительно преобразований
Галилея [23], мы можем упростить решение, выбрав систему отсчета, движу-
щуюся с постоянной скоростью

~C* =
(
a1 +

bl1
2
, a2 + bl2, a3 +

2bl3
3

)
.

В этой системе координат решение принимает более компактный вид:




u =
bx

bt+ 1
− 2bl1

3(bt+ 1)4
+

bl1
6(bt+ 1)

,

v = − by

bt+ 1
− bl2

bt+ 1
,

w = − 2bl3
3(bt+ 1)3

.

(19)
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2.1. Траектории частиц жидкости. Для определения траекторий от-
дельных частиц жидкости решим задачу Коши:

d~x

dt
= ~u, ~x

∣∣
t=0

= ~ξ,

где ~ξ = (ξ, η, ζ)— лагранжевы координаты частицы. Решение этой задачи
имеет вид 




x =
l1

6(bt+ 1)3
− l1

6
+ ξ(bt+ 1),

y = − bl2t

bt+ 1
+

η

bt+ 1
,

z =
l3

3(bt+ 1)2
− l3

3
+ ζ.

Якобиан преобразования от лагранжевых к эйлеровым координатам равен
определителю матрицы M :

J = detM =

∣∣∣∣∣∣

bt+ 1 0 0
0 (bt+ 1)−1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1,

что гарантирует отсутствие особенностей в течении.

2.2. Анализ движения частиц. Изучим траектории движения частиц
жидкости. На рис. 1 представлены три траектории движения частиц жид-
кости для различных значений лагранжевой координаты η. Видно, что все
траектории частиц имеют гиперболический характер.

На рис. 2 изображены три траектории, наложенные друг на друга, однако
одни траектории длиннее других ввиду разных значений параметра b. Это
обусловлено тем, что скорость изменения функции m(t) равна b, а значит,

скорость изменения эйлеровых координат ~x от лагранжевых ~ξ зависит от
значения параметра b.

2.3. Эволюция поверхности постоянного давления. Проведем де-
тальный анализ эволюции поверхности постоянного давления в различные
моменты времени t.

Для рассматриваемого решения (19) поверхность постоянного давления,
определяемая уравнением (15), принимает конкретный вид:

Γ(t) :
(
y − l2

bt+ 1

)2
= − 2

(bt+ 1)2

( l1x

bt+ 1
+ l3z + C̃(t)

)
. (20)

Данное уравнение описывает параболический цилиндр, ориентация которого
определяется сопряженной плоскостью Π(t):

Π(t) :
l1x

bt+ 1
+ l3z + C̃(t) = 0,

где

C̃(t) = − l21
6(bt+ 1)4

+
l21

6(bt+ 1)
− l23

3(bt+ 1)2
+

l23
3
− l2

2
− R2

2
.
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Рис. 1. Траектории частиц жидкости при различных значениях η;

ξ = −1, ζ = 0, b = 1, ~l = (1, 1, 1)— фиксированные параметры

[Figure 1. Fluid particle trajectories for various values of η with fixed

parameters ξ = −1, ζ = 0, b = 1, and ~l = (1, 1, 1)]

Рис. 2. Траектории частиц жидкости при различных значениях b;
~ξ = (−1, 0, 1), ~l = (1, 1, 1)— фиксированные параметры

[Figure 2. Fluid particle trajectories for various values of b with fixed

parameters ~ξ = (−1, 0, 1), and ~l = (1, 1, 1)]
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Рассмотрим вспомогательную плоскость, ортогональную Π(t). В сечении
с параболическим цилиндром (20) эта плоскость образует параболу с фокаль-
ным параметром −(bt + 1)−2. Асимптотический анализ показывает, что при
t → ∞ фокальный параметр стремится к нулю, что соответствует сужению
параболы вдоль оси Oy. При этом опорная плоскость Π(t), задающая на-
правление движения жидкой массы, асимптотически приближается к фикси-
рованной плоскости:

2l3z = R2 + l2 −
2l23
3
.

Эволюция поверхности постоянного давления для исследуемого решения
в характерные моменты времени t = 0; 2.5; 5 представлена на рис. 3

2.4. Эволюция выделенного объема жидкости. Исследуем движение
материального объема, состоящего из фиксированных частиц и первоначаль-
но ограниченного сферой радиуса R с центром в точке (x01, y01, z01) при t = 0,
задаваемой уравнением

F0(x, y, z) = (x− x01)
2 + (y − y01)

2 + (z − z01)
2 −R2 = 0.

Эволюция материальной поверхности описывается дифференциальным урав-
нением в частных производных [23]:

Ft + uFx + vFy + wFz = 0, F
∣∣
t=0

= F0,

где компоненты скорости u, v, w определяются соотношениями (19). Общее
решение этого уравнения имеет вид

F
( x

bt+ 1
− l1

6(bt+ 1)4
+

l1
6(bt+ 1)

, y(bt+ 1) + bl2t, z −
l3

3(bt+ 1)2
+

l3
3

)
= 0.

Учитывая начальное условие F (ξ, η, ζ) = F0, получаем, что материальный
объем в произвольный момент времени t ограничен эллипсоидом:

(x− xC(t))
2

R2(bt+ 1)2
+

(y − yC(t))
2

R2/(bt+ 1)2
+

(z − zC(t))
2

R2
= 1,

где координаты центра эллипсоида эволюционируют по закону

xC(t) =
l1

6 (bt+ 1)3
− l1

6
+ x1(bt+ 1),

yC(t) = −
bl2t

bt+ 1
+

y1
bt+ 1

,

zC(t) =
l3

3 (bt+ 1)2
− l3

3
+ z1.

Полуоси эллипсоида имеют значения r1 = R(bt+ 1), r2 = R/(bt+ 1), r3 = R,
демонстрируя анизотропное изменение геометрии объема. В начальный мо-
мент времени (t = 0) траектории частиц образуют сферу радиуса R с центром
в точке (x1, y1, z1). Как видно из рис. 4, при t > 0 исходно сферический объ-
ем претерпевает существенную деформацию: происходит его «растекание»
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Рис. 3. Эволюция поверхности постоянно-
го давления для исследуемого решения в
характерные моменты времени t = 0; 2.5; 5

[Figure. 3. Temporal evolution of the
constant-pressure surface for the investi-
gated solution at representative time points

t = 0; 2.5; 5]

Рис. 4. Эволюция выделенного объема
жидкости в характерные моменты време-

ни t = 0; 2; 5

[Figure 4. Evolution of the selected fluid
volume at representative time points t =
0; 2; 5]
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вдоль оси Ox и одновременное сжатие по оси Oy, что приводит к формиро-
ванию «блинообразной» конфигурации. Этот эффект обусловлен противопо-
ложным поведением полуосей: r2 → 0 и r1 →∞ при t→∞. Важно отметить,
что несмотря на сильную деформацию, конфигурация сохраняет свой перво-
начальный объем.

3. Поверхность постоянного давления — эллиптический парабо-
лоид. Рассмотрим матрицы M и M ′

0 вида (16), а также матрицу L вида

L =



1 0 0
0 1 0
0 0 0


 .

При таком выборе матриц свободная поверхность Γ описывается уравнением
эллиптического параболоида:

(ξ + l1)
2 + (η + l2)

2 + 2l3ζ = R2 + l1 + l2.

Для указанного набора матриц M , M ′
0 и L система уравнений (10) сво-

дится к обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка:

m(m4 + 1)m′′ = 2m′2. (21)

С учетом начальных условий (12) данное уравнение допускает частное ре-
шение m = 1. Это означает, что рассматриваемое решение существует только
при нулевом значении параметра b = 0. В этом случае матрица M принимает
вид

M =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , M ′

0 =



0 0 0
0 0 0
0 0 0


 .

3.1. Траектории частиц жидкости. Для полученной матрицы M ре-
шение векторного дифференциального уравнения (11) с начальными услови-
ями (13) имеет вид ~x0 = ~at. Подстановка ~x0(t) в выражение (5) показывает,
что вектор скорости остается постоянным:

~u = ~a.

Уравнения мировых линий движения частиц жидкости в этом случае за-
писываются так:

~x = t~a+ ~ξ.

Таким образом, траектории частиц жидкости представляют собой прямые
линии в пространстве R

3.
3.2. Анализ движения частиц. Поверхность постоянного давления (15)

для данного решения имеет вид

Γ(t) :
(x− ta1 + l1)

2

R2
1

+
(y − ta2 + l2)

2

R2
1

+
2l3(z − ta3)

R2
1

= 1,

где R1 =
√
R2 + l1 + l2 — радиус эллипса в сечении плоскостью z − ta3 = 0.
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Перейдем к анализу общего решения дифференциального уравнения (21).
Функция m(t) в этом случае задается неявным соотношением:

b
√
2t =

∫ m

1

√
s4 + 1

s2
ds. (22)

Компоненты вектора скорости определяются системой уравнений:





u = l1m
′ + (a1 − bl1) +

m′

m
(x− x0(t)),

v = − l2m
′

m
+ (a2 + bl2)−

m′

m
(y − y0(t)),

w = l3mm′ − l3

∫
m2

√
m4 + 1

dm+ C1,

где функции x0(t), y0(t), z0(t) имеют вид

x0(t) = l1m+ (a1 − bl1)t− l1,

y0(t) =
l2
m

+ (a2 + bl2)t− l2,

z0(t) =
l3m

2

2
− l3

x m2

√
m4 + 1

dmdt+ C1t+ C2.

Исследуем уравнения мировых линий движения частиц для данного ре-
шения. Уравнения (6) принимают вид





x(t) = mξ + x0(t),

y(t) =
η

m
+ y0(t),

z(t) = ζ + z0(t).

(23)

Анализ траекторий частиц при b > 0 показывает, что из соотношения (22)
следует m(t)→∞ при t→∞. Следовательно, компонента y(t) асимптотиче-
ски приближается к y0(t), которая линейно зависит от времени.

Как видно из рис. 5, частицы начинают движение из точки с координа-

тами ~ξ, однако при t→∞ они асимптотически сближаются, не пересекаясь,
что обусловлено условием detM 6= 0.

3.3. Эволюция поверхности постоянного давления. Исследуем по-
ведение поверхности постоянного давления в эйлеровых координатах. Для
рассматриваемого решения поверхность Γ(t) представляет собой эллиптиче-
ский параболоид, вытянутый вдоль оси Oz:

Γ(t) :
(x− x0 + l1m)2

R2
1m

2
+

(y − y0 + l2/m)2

R2
1/m

2
+

2l3(z − z0)

R2
1

= 1, (24)

где R1 =
√
R2 + l1 + l2 — радиус эллипса в сечении плоскостью z − z0(t) = 0,

а полуоси эллипса имеют значения r1 = Rm, r2 = R/m.
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Рис. 5. Траектории движения частиц жидкости для системы (23)

при различных значениях параметра η. Параметры b = 1, ~l = (1, 1, 1),
~a = (1, 1, 1), ξ = ζ = 1 фиксированы, временной интервал t ∈ [0, 5]

[Figure 5. Fluid particle trajectories for the system (23) at varying

parameter η. Fixed parameters: b = 1, ~l = (1, 1, 1), ~a = (1, 1, 1),
ξ = ζ = 1, time interval t ∈ [0, 5]]

Поскольку m(t) → ∞ при t → ∞, полуось r1 стремится к бесконечности,
а полуось r2 — к нулю. Это означает, что жидкость, ограниченная поверхно-
стью (24), сжимается вдоль оси Oy и расширяется вдоль оси Ox.

3.4. Эволюция выделенного объема жидкости. Проанализируем эво-
люцию выделенного объема жидкости. Как показывают расчеты, материаль-
ный объем ограничен эллипсоидом:

(x− xC(t))
2

R2m2
+

(y − yC(t))
2

R2/m2
+

(z − zC(t))
2

R2
= 1,

где координаты центра эллипсоида xC(t), yC(t), zC(t) в момент времени t
определяются выражениями

xC(t) = l1m+ (a1 − bl1)t− l1 + x1m,

yC(t) =
l1
m

+ (a2 + bl2)t− l2 +
y1
m

,

zC(t) = z0(t) + z1,

а точка (x1, y1, z1) задает центр сферы в начальный момент времени. Полуоси
эллипсоида имеют значения r1 = Rm, r2 = R/m, r3 = R.

При m(t)→∞ (t→∞) поведение полуосей эллипсоида полностью анало-
гично случаю параболического цилиндра в качестве поверхности постоянного
давления (см. рис. 4).
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Выводы. Проведенное исследование позволило получить следующие ос-
новные результаты.

1. Найдены и детально исследованы точные решения уравнений идеальной
газовой динамики для несжимаемой жидкости, описывающие течение с
линейным полем скоростей.

2. Для каждого класса решений:
– получен явный вид поверхности постоянного давления;
– выведены уравнения мировых линий движения частиц жидкости;
– построены и проанализированы траектории частиц;
– исследована эволюция выделенного объема жидкости во времени.

3. Установлены следующие факты:
– поверхность постоянного давления может иметь форму как пара-

болического цилиндра, так и эллиптического параболоида в зави-
симости от выбора параметров;

– характер движения частиц существенно зависит от вида матрицы
линейности;

– выделенный объем жидкости претерпевает анизотропную дефор-
мацию с сохранением общего объема.

Полученные результаты могут быть использованы для верификации чис-
ленных алгоритмов и дальнейшего развития теории точных решений в гид-
родинамике.
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Abstract

In this study, a three-dimensional gas-dynamic model of an ideal incom-
pressible fluid is proposed, where the solution is sought in the form of a linear
velocity field with inhomogeneous deformation. The problem is formulated in
both Eulerian and Lagrangian variables. Exact solutions are obtained for a
special linearity matrix, generalizing previously known solutions. The equa-
tions of world lines for these solutions are derived, the trajectories of fluid
particle motion are constructed, and the evolution of the initial spherical
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Устойчивость слоистых цилиндрических
оболочек, заполненных жидкостью

С. А. Бочкарёв

Институт механики сплошных сред УрО РАН,
Россия, 614068, Пермь, ул. Акад. Королева, 1.

Аннотация

Представлены результаты исследования устойчивости круговых вер-
тикальных слоистых цилиндрических оболочек, полностью заполнен-
ных неподвижной сжимаемой жидкостью, под воздействием гидростати-
ческой и внешней статической нагрузок. Поведение упругой конструк-
ции и жидкой среды описано в рамках классической теории оболочек
и уравнений Эйлера. Линеаризованные уравнения движения оболочки
совместно с соответствующими геометрическими и физическими соот-
ношениями сведены к системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений относительно новых неизвестных. Акустическое волновое уравне-
ние преобразовано к системе дифференциальных уравнений с исполь-
зованием метода обобщенных дифференциальных квадратур. Решение
сформулированной краевой задачи выполнено методом ортогональной
прогонки Годунова и сведено к вычислению собственных частот колеба-
ний. Для этой цели использовано сочетание пошаговой процедуры с по-
следующим уточнением методом Мюллера. Достоверность полученных
результатов подтверждена сравнением с известными численными реше-
ниями. Детально проанализированы зависимости критического внеш-
него давления от угла армирования для свободно опертых, жестко за-
крепленных и консольных двухслойных и трехслойных цилиндрических
оболочек. Оценено влияние комбинированного статического давления
на оптимальные углы армирования, обеспечивающие повышение границ
устойчивости.

Ключевые слова: классическая теория оболочек, сжимаемая жид-
кость, слоистый материал, гидростатическое давление, предварительное
нагружение, метод ортогональной прогонки Годунова, метод обобщен-
ных дифференциальных квадратур, устойчивость.
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Введение. Элементы конструкций на основе пластин и оболочек, в том
числе содержащих жидкость или погруженных в нее, эксплуатируются в усло-
виях интенсивных внешних воздействий различной природы. Механические,
температурные и центробежные нагрузки, а также статические составляю-
щие аэро- и гидродинамического давления оказывают существенное влияние
на поведение упругих тел, изменяя их динамические характеристики; чрез-
мерные значения некоторых из них могут инициировать статическую поте-
рю устойчивости тонкостенного тела. Известно [1, 2], что применение совре-
менных материалов, в том числе слоистых композитов, позволяет повысить
порог устойчивости конструкций. Корректное математическое описание воз-
действия внешних усилий требует привлечения геометрически нелинейных
соотношений, учитывающих изменение исходных параметров в результате
нагружения. Решение таких задач связано с известными трудностями, но мо-
жет быть сведено к линеаризованной постановке, если изучение особенно-
стей протекающих нелинейных процессов не является целью исследования.
Полученные в этом случае уравнения, сформулированные в окрестности ис-
ходного состояния, позволяют учитывать начальное напряженное (в общем
случае напряженно-деформированное) состояние, определяемое из решения
линейной статической задачи или из аналитических формул.

Анализу тонкостенных конструкций, полностью или частично заполнен-
ных жидкостью и выполненных из слоистых композиционных материалов,
посвящено незначительное количество публикаций. Из процитированных в
библиографических обзорах [3, 4] работ следует, что в этих исследованиях
с привлечением различных численных или численно-аналитических методов
изучено влияние угла армирования на динамическое поведение поперечно
и перекрестно армированных многослойных оболочек, имеющих различные
граничные условия.

Количество публикаций, направленных на изучение предварительно на-
груженных круговых оболочек, содержащих неподвижную или текущую жид-
кость, также незначительно [5–19]. В этих работах, выполненных в линеари-
зованной постановке, проанализировано влияние механических (гидростати-
ческое давление, осевая сила) или температурных нагрузок на частотный
спектр или критические параметры потери устойчивости одиночных (цилин-
дрических, эллиптических) оболочек. Исследование влияния осевого сжима-
ющего усилия и внешнего давления на частоты колебаний и скорости потери
устойчивости изотропных и ортотропных цилиндрических оболочек на ос-
нове метода конечных элементов представлено в работах [5–7]. Воздействие
температуры на частоты и скорости потока жидкости, текущей внутри жест-
ко закрепленной однослойной оболочки, оценено в [8] при различных углах
намотки с помощью метода конечных элементов (МКЭ). В работе [9] в рам-
ках МКЭ проанализирован вклад гидростатического давления в изменение
критических скоростей дивергенции и флаттера для оболочек с разными
граничными условиями. Изменение динамического отклика функционально-
градиентной (ФГ) оболочки с текущей жидкостью при различных значениях
осевой силы и тепловой нагрузки изучено в работе [10] с использованием ме-
тодов модальной суперпозиции и Ньюмарка. Новые аналитические методы,
основанные на методах распространяющихся волн или передаточных матриц,
предложены в статьях [11,12] для предсказания критического гидростатиче-
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ского давления, действующего на погруженные в жидкость цилиндрические
или эллиптические стальные оболочки с различными комбинациями гранич-
ных условий. Зависимости минимальных частот колебаний эллиптической
оболочки от величины внешнего статического давления изучены в [13] с уче-
том гидростатического давления на смоченной поверхности при различных
параметрах эллиптичности и уровнях неподвижной жидкости в рамках трех-
мерной реализации МКЭ. Влияние температуры на динамическое поведение
цилиндрических оболочек, выполненных из ФГ материала, взаимодействую-
щих с неподвижной или текущей жидкостью, исследовано в [14] с помощью
полуаналитического варианта МКЭ. На основе метода распространяющихся
волн в [15,16] предложен направленный на повышение устойчивости эффек-
тивный метод анализа погруженных в жидкость ФГ оболочек, нагруженных
внешним гидростатическим давлением. В работе [17] представлены экспери-
ментальные и численные (3D МКЭ) исследования гибких трубок, которые на-
гружены осевой силой с целью предотвращения биения при внутреннем тече-
нии жидкости. Изучение собственных колебаний перекрестно армированных
оболочек, частично заполненных жидкостью и учитывающих влияние гидро-
статического давления, обусловленного гравитационными силами, осуществ-
лено в [18] методом ортогональной прогонки Годунова. С помощью метода
распространяющихся волн виброакустические характеристики собственных
и вынужденных колебаний поперечно и перекрестно армированных оболочек,
полностью заполненных жидкостью, исследованы в [19] с учетом внешнего
гидростатического давления.

Если в некоторых из перечисленных исследований, учитывающих предва-
рительное нагружение, не акцентируется внимание на вклад, привносимый
жидкостью в изменение границ устойчивости, то в других отмечается, что
предельные значения статических нагрузок строго соответствуют тем значе-
ниям, которые получены для пустых оболочек. Влияние столба жидкости на
критические параметры устойчивости может быть учтено за счет изменения
напряженно-деформированного состояния смоченной поверхности упругого
тела благодаря воздействию гидростатического давления, инициированно-
го гравитационными силами. Такой подход наряду с учетом эффектов на
свободной поверхности жидкости используется, как правило, при анализе
частично заполненных оболочек [20–30]. Среди указанных публикаций име-
ются такие, в которых исследования осуществлены в рамках предложенной
в работе [20] постановки, суть которой состоит в том, что работа гидроста-
тического давления, совершаемая на смоченной поверхности, должна учи-
тывать и деформацию этой поверхности, происходящую вследствие ее коле-
баний. Для большинства конфигураций благодаря линейным размерам или
физико-механическим свойствам материала принятие гидростатической на-
грузки в виде «следящей», как и учет эффектов волнообразования на свобод-
ной поверхности, привносит незначительные изменения в частоты колебаний
или критические параметры внешней нагрузки и может быть исключено из
рассмотрения [18,21,31].

Среди вышеупомянутых публикаций только в статьях [18,19] представле-
ны результаты исследований предварительно нагруженных слоистых оболо-
чек, полностью или частично заполненных жидкостью. В этих работах изу-
чено изменение собственных частот колебаний при учете либо внешней стати-
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ческой нагрузки, либо гидростатического давления, обусловленного гравита-
ционными силами и действующего на смоченной поверхности. Учет одновре-
менного воздействия статической нагрузки различной природы на критиче-
ские параметры устойчивости композитных оболочек с разными вариантами
укладки и углами армирования в литературе не представлен. Выполнение
такого анализа является целью настоящей работы.

Численное решение сформулированной краевой задачи осуществляется
методом ортогональной прогонки Годунова [32]. При его использовании для
конструкций, взаимодействующих с жидкостью, наиболее универсальным яв-
ляется подход, в котором системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений для упругого тела и жидкости решаются совместно. Преобразование
дифференциальных уравнений, описывающих поведение идеальной сжимае-
мой жидкости, к нормальному виду Коши может осуществляться различны-
ми методами [33–37], среди которых метод обобщенных дифференциальных
квадратур [38] обеспечивает более высокую вычислительную эффективность
и поэтому будет использован в настоящей работе.

1. Постановка задачи. Рассматривается вертикально ориентированная
упругая слоистая цилиндрическая оболочка вращения (рис. 1) длиной L, ра-
диусом R и толщиной h, полностью заполненная идеальной сжимаемой жид-
костью. Тонкостенное тело, изготовленное из однонаправленного материа-
ла, слои которого ориентированы под углами −α и +α относительно мери-
диональной координаты, подвергается воздействию внешнего равномерного
статического давления P , положительное направление которого совпадает
с нормалью к внешней поверхности. Рассматриваются пакеты, состоящие из
двух [α/−α] или трех [α/0∘/−α] слоев. На смоченной поверхности учиты-
вается изменение напряженно-деформированного состояния тела, обуслов-
ленное воздействием гидростатических сил pg, инициированных гравитацией.
Необходимо проанализировать влияние угла армирования α для двух вари-
антов укладки слоистого композиционного материала на критические значе-
ния внешнего давления P при различных комбинациях граничных условий,
задаваемых на краях упругого тела.

Рис. 1. Расчетная схема нагруженной композитной цилиндрической оболочки с жидкостью

[Figure 1. Computational scheme of the loaded composite cylindrical shell with fluid]
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2. Основные соотношения и метод решения. В процитированных
выше публикациях описание слоистого упругого тела строится с использова-
нием классической теории тонких оболочек или различных вариантов уточ-
ненных теорий, учитывающих деформации поперечного сдвига. Последние
используют, как правило, при моделировании толстостенных оболочек или в
случае высокой степени ортотропии однонаправленного материала. В насто-
ящей работе будут рассмотрены тонкостенные (R/h > 800) оболочки, выпол-
ненные из трансверсально-изотропного материала, поведение которых опи-
сывается в рамках классической теории оболочек, основанной на гипотезах
Кирхгофа – Лява. В рамках этой теории компоненты тензора деформаций
Eij записываются в криволинейной системе координат (s, θ, z) в виде [39]

E11 = ε11 + zκ11, E22 = ε22 + zκ22, E12 = ε12 + 2zκ12,

где

ε11 =
∂u

∂s
, ε22 =

1

R

(∂v
∂θ

+ w
)
, ε12 =

∂v

∂s
+

1

R

∂u

∂θ
,

κ11 =
∂θ1
∂s

, κ22 =
1

R

∂θ2
∂θ

, κ12 =
1

R

(∂v
∂s
− ∂θ1

∂θ

)
, (1)

θ1 = −
∂w

∂s
, θ2 =

1

R

(
v − ∂w

∂θ

)
.

Здесь u, v и w — меридиональная, окружная и нормальная составляющие век-
тора перемещений оболочки; θi — углы поворота недеформируемой нормали.

Физические соотношения, устанавливающие связь между вектором уси-
лий и моментов T = {T11, T22, S,M11,M22, H}⊤ и вектором обобщенных де-
формаций ε = {ε11, ε22, ε12, κ11, κ22, 2κ12}⊤, в матричном виде записываются
как

T = Dε =

[
A B

B C

]
ε, (2)

где коэффициенты, входящие в матрицу жесткостей D, определяются по фор-
мулам

(aij , bij , cij) =

∫

h
(1, z, z2)Q̄ij(α) dz, i, j = 1, 2, 3,

а компоненты матрицы Q̄ij(α) вычисляются известным способом [40] в ре-
зультате изменения свойств однонаправленного материала при повороте си-
стемы координат на угол α.

Нелинейные уравнения движения оболочки:

∂T11

∂s
+

1

R

∂S

∂θ
− ρ0

∂2u

∂t2
= 0,

∂S

∂s
+

1

R

∂T22

∂θ
+

1

R

(
Q22 +

∂H

∂s

)
− ρ0

∂2v

∂t2
= 0,

∂Q11

∂s
+

1

R

∂Q22

∂θ
− 1

R
T22 − ρ0

∂2w

∂t2
+ p = 0, (3)

∂M11

∂s
+

1

R

∂H

∂θ
−Q11 − T11θ1 − Sθ2 = 0,
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∂H

∂s
+

1

R

∂M22

∂θ
−Q22 − T22θ1 − Sθ1 = 0,

где Qii — поперечные силы; ρ0 =

∫

h
ρ dz; ρ— плотность материала; p— гид-

родинамическое давление, которое в области Vf описывается акустическим
волновым уравнением [41]:

∇2p =
1

r

∂

∂r

(
r
∂p

∂r

)
+

1

r2
∂2p

∂θ2
+

∂2p

∂x2
=

1

c2
∂2p

∂t2
. (4)

Здесь c— скорость звука в жидкости. На смоченной (r = R) поверхности,
оси вращения оболочки (r = 0), нижнем (x = 0) и верхнем (x = L) краях
давление p удовлетворяет следующим условиям:

∇p · n
∣∣∣
r=R

= −ρf
∂2w

∂t2
, (5)

∇p · n
∣∣∣
r=0

= 0, (6)

∂p

∂x

∣∣∣
x=0

= 0,
∂p

∂x

∣∣∣
x=L

= 0, (7)

где n— единичные внешние нормали к области жидкости Vf ; ρf — плотность
жидкости. Равенство нулю градиента давления в условии (7) характеризует
взаимодействие жидкости с жесткой поверхностью.

Раскладывая все компоненты уравнений (1), (2), (4) в ряды Фурье по
окружной координате θ:

X(x, θ) =
∞∑

j=0

Xj(x) cos jθ, Y (x, θ) =
∞∑

j=0

Yj(x) sin jθ,

X = {u,w, θ1, E11, E22,K11,K22, T11, T22,M11,M22, Q11, p},
Y = {v, θ2, E12,K12, S,H,Q22},

сведем геометрические (1) и физические (2) соотношения, а также уравнения
движения (3) к системе восьми обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка относительно новых неизвестных [39]:

y1 = T11, y2 = S + 2H/R, y3 = M11, y4 = Q11 + j̄H,

y5 = u, y6 = v, y7 = w, y8 = θ1.

Здесь j — номер гармоники при разложении в ряд Фурье, j̄ = j/R. С учетом
этого и принимая во внимание y(t) = y exp(iωt), получим искомую линеари-
зованную систему уравнений:

∂y

∂s
= f(j, ω,y). (8)

Здесь ω — частота колебаний, i2 = −1. Компоненты вектора f определяются
следующим образом:

f1 = j̄(2H/R− y2)− ω2ρ0y5, f2 = j̄T22 −Q22/R− ω2ρ0y6,
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f3 = y4 − 2j̄H + T 0
11y8 − y1θ

0
1, f4 = T22/R− j̄Q22 − ω2ρ0y7 − p, (9)

f5 = ε11 − θ01y8, f6 = ε12 + j̄y5 − θ01θ2, f7 = −y8, f8 = κ11,

где

ε22 = j̄y6 + y7/R, κ22 = j̄θ2, θ2 = y6/R− j̄y7, $ = a11c11 − b211,

M12 = b33ε12 + 2c33κ12, Q22 = −j̄M22 + T 0
22θ2 − θ01(y2 − 2M12/R),

κ11 = [a11(y3 − b12ε22 − c12κ22)− b11(y1 − a12ε22 − b12κ22)]/$,

ε11 =
y1 − a12ε22 − b11κ11 − b12κ22

a11
, κ12 =

ε12 + j̄y5 − θ01θ2
R

− j̄y8,

T22 = a12ε11 + a22ε22 + b12κ11 + b22κ22,

M22 = b12ε11 + b22ε22 + c12κ11 + c22κ22,

ε12 =
y2 − 2(b33 + 2c33/R)

(
j̄(y5/R+ y8)− θ01θ2/R

)

a33 + 4(b33 + c33/R)/R
.

Входящие в выражения (9) величины T 0
11, T 0

22 и θ01 характеризуют ос-
новное напряженно-деформированное состояние и определяются из решения
осесимметричной статической задачи

∂ȳ

∂s
= f̄(ȳ) + b, b3 = P + pg, pg = ρfg(L− x). (10)

Здесь ȳ = {T11, Q11,M11, u, w, θ1}⊤; g — ускорение свободного падения; f̄ —
вектор, компоненты которого для значений ȳ получены из f при условиях
j = 0 и ω = 0.

Уравнение (4) сводится к системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений методом обобщенных дифференциальных квадратур [38]. Для этого
область жидкости по радиусу r делится на n точек. Тогда производные l-го
порядка от функции p(x, r) в любой точке ri определяются как

∂lp(x, ri)

∂rl
=

n∑

k=1

c
(l)
ik p(x, rk), i = 1, n, l = 1,m, (11)

где m = n − 1, а весовые коэффициенты c
(l)
ik вычисляются по известным

рекуррентным формулам [38].
С учетом (11) и граничных условий (5), (6) вместо (4) может быть полу-

чена следующая система обыкновенных дифференциальных уравнений [42]:

y7+2(n−1) = pn−1(x), y′7+2(n−1) = y8+2(n−1),

y′8+2(n−1) = −p
(2)
n−1(x) + y7+2(n−1)

( j2

r2n−1

− ω2

c2

)
−

p
(1)
n−1(x)

rn−1
, (12)

где

p
(1)
n−1(x) = c

(1)
n−11p1(x) +

n−1∑

k=2

c
(1)
n−1ky7+2(k−1) + c

(1)
n−1npn(x),
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p
(2)
n−1(x) = c

(2)
n−11p1(x) +

n−1∑

k=2

c
(2)
n−1ky7+2(k−1) + c

(2)
n−1npn(x),

pn(x) =

(
c
(1)
n1

n−1∑

k=2

c
(1)
1k pk(x)

c
(1)
11

−
n−1∑

k=2

c
(1)
nk pk(x)− ρf

∂2w

∂t2

)/(c(1)nn − c
(1)
n1 c

(1)
n1

c
(1)
11

)
,

p1(x) = −
(∑

_k = 2n−1c
(1)
1k pk(x) + c

(1)
1n pn(x)

)/
c
(1)
11 .

С учетом того, что в соотношениях (9) p = pn, совокупное число неизвестных,
определяемых системами уравнений (8) и (12), составляет N = 8 + 2m.

Объединенные системы уравнений (8), (12) решаются методом ортого-
нальной прогонки Годунова [32]. Численное интегрирование дифференциаль-
ных уравнений с однородными граничными условиями, задаваемыми на кра-
ях оболочки и слоя жидкости соотношениями

yi
∣∣
s=0

δi + yi+M

∣∣
s=0

(1− δi) = 0, i = 1, . . . ,M, (13)

yi
∣∣
s=L

δi+M + yi+M

∣∣
s=L

(1− δi+M ) = 0, i = 1, . . . ,M, (14)

yi
∣∣
x=0

= 0, i = 10, 12, . . . , N/2, (15)

yi
∣∣
x=L

= 0, i = 10, 12, . . . , N/2, (16)

осуществляется методом Рунге—Кутты четвертого порядка точности. В усло-
виях (13) и (14) параметр δi равен нулю или единице в зависимости от за-
данных кинематических или статических граничных условий соответственно,
а параметр M принимает значение, равное трем при решении статической за-
дачи или четырем — в случае динамической.

Общее решение систем представляется в виде

y =

N/2∑

k=1

Ckyk,

где Ck — некоторые константы, а yk — совокупность линейно независимых ре-
шений объединенных систем, удовлетворяющих граничным условиям (13),
(15). В результате интегрирования по заданному интервалу и удовлетворе-
ния граничным условиям (14), (16) получаем следующую алгебраическую
систему для определения постоянных:

N/2∑

k=1

Ckfik = 0, i = 1, N/2. (17)

Искомая задача сводится к определению таких значений, при которых суще-
ствует нетривиальное решение системы (17). Необходимым условием этого
является равенство нулю определителя матрицы |fik(ω)| = 0. Для вычис-
ления частот ω, удовлетворяющих данному условию, используется сочета-
ние двух техник. С помощью пошаговой процедуры определяется диапазон,
в котором определитель матрицы |fij(ω)| меняет знак. Далее приближенное
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значение частоты вычисляется с заданной точностью в полученном интер-
вале посредством итерационной процедуры, основанной на методе Мюлле-
ра [43, 44]. Для классической теории оболочек статическая задача (10) сво-
дится к решению системы уравнений, имеющих размерность 3×3. В этом
случае более эффективным является использование метода Крамера с вы-
числением определителя по методу треугольников [45]. Оценка устойчивости
гидроупругой системы основывается на анализе частоты ω, получаемой при
последовательно возрастающем значении внешнего давления P .

3. Численные результаты. В численных примерах рассматриваются
двухслойные и трехслойные свободно опертые (v = w = T11 = M11 = 0, SS),
жестко закрепленные (u = v = w = θ1 = 0, CC) на обоих краях или консоль-
ные (T11 = 0, S+2r2H = 0, M11 = 0, Q11 + j̄H = 0, CF) цилиндрические обо-
лочки (L = 30 м, R = 25 м, h = 0.03 м), заполненные сжимаемой жидкостью
(ρf = 1000 кг/м3, c = 1500 м/с) и изготовленные из бор-эпоксидной смолы
(AVCO 5505), физико-механические характеристики для которой взяты из
статьи [46]. Для представления результатов расчетов вводится безразмерный
параметр внешнего статического давления

ξ =
PL3

c11
· 10−4.

Верификация результатов, получаемых с помощью описанного выше алго-
ритма, для различных конфигураций осуществлена в работах [4, 18, 37, 42].
В частности установлено, что для метода обобщенных дифференциальных
квадратур приемлемая точность вычислений достигается при разбиении об-
ласти решения в радиальном направлении на 15 точек.

Оценка достоверности результатов в случае нагруженной конструкции
осуществлена на задаче о собственных частотах колебаний ω (Гц) жестко
закрепленной на обоих краях (CC) пустой изотропной цилиндрической обо-
лочки (модуль упругости E = 210 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.32,
ρs = 7916 кг/м3, h = 1.524·10−4 м, R/h = 666.67, L = 0.6096 м), подверженной
воздействию внутреннего статического давления P . Сравнение как с экспе-
риментальными [47], так и с численными данными, полученными с помощью
двумерной (2D) [7] и трехмерной (3D) [13] конечно-элементных постановок,
приведено на рис. 2 для четырех окружных гармоник j. Из представленных
результатов следует, что имеет место хорошее согласование с известными ре-
шениями.

На рис. 3, 4 для различных углов армирования α приведены графики
изменения низших собственных частот колебаний ω (Гц) в зависимости от
безразмерного параметра ξ внешнего гидростатического давления P , полу-
ченные для пустых и полностью заполненных жидкостью оболочек с разны-
ми граничными условиями и схемами укладки. Здесь символами отображены
точки смены окружной гармоники, соответствующей минимальной частоте.
Известно [3, 48], что как для пустых оболочек, так и для оболочек с жид-
костью, с ростом угла армирования номер окружной гармоники постепенно
снижается благодаря изменению жесткости в окружном направлении. С уве-
личением давления ξ частота снижается до тех пор, пока при значении ξcr,
называемом критическим, она не становится равной нулю. Такое состояние
соответствует статической потере устойчивости или дивергенции.
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Рис. 2. Сравнение собственных частот колебаний ω нагруженной внутренним давле-
нием P жестко закрепленной пустой оболочки (CC): ▫ — [47] (эксперимент); • — [7]

(МКЭ, 2D); × — [13] (МКЭ, 3D); сплошная линия — расчет

[Figure 2. Comparison of natural frequencies of vibrations ω of the rigidly fixed empty shell
(CC) subjected to internal pressure P : ▫ — [47] (experiment); • — [7] (FEM, 2D); × — [13]

(FEM, 3D); solid line — calculation]

Слоистый материал при различных углах армирования изменяет жест-
костные характеристики в осевом и окружном направлениях, определяя раз-
личную степень восприимчивости к внешней нагрузке. Столб жидкости, ока-
зывая давление на деформируемую поверхность тела, с одной стороны, повы-
шает уровень сопротивления конструкции к внешнему воздействию, а с дру-
гой стороны, может изменять оптимальную комбинацию жесткостных свойств,
как это наблюдается для жестко закрепленных оболочек (рис. 4). Для этой
комбинации граничных условий угол армирования, обеспечивающий высо-
кие показатели критического внешнего давления, смещается в область более
низких значений по сравнению с пустой оболочкой.

В присутствии жидкости плавное изменение фундаментальной частоты,
сопровождающееся последовательным повышением окружной моды с мини-
мальной частотой, сменяется на ее резкое падение и скачкообразный переход
к новой окружной гармонике. Например, в случае консольного закрепления
(рис. 3) при α = 60∘ наблюдаются следующие последовательности смены
окружных мод для пустых и заполненных оболочек: 9 → 10; 4 → 19 → 20.
Резкое снижение частоты обусловлено приближением к предельным значени-
ям статической нагрузки, которая в данном случае определяется значениями
ее внутренней и внешней составляющих.

Для анализируемой в настоящей работе системы с целью преодоления
стабилизирующего влияния внутреннего гидростатического давления требу-
ется значительное воздействие со стороны внешнего давления. В случае дру-
гих конфигураций вклад внутреннего давления, инициированного гравита-
ционными силами, в состояние устойчивости может быть минимальным или
вообще отсутствовать. Отметим также, что при наличии жидкости и pg = 0
зависимости частот от давления будут отличаться от полученных для пустых
оболочек, но значения давлений, при которых происходит потеря устойчиво-
сти, останутся неизменными.

На рис. 3, 4 продемонстрировано, что с учетом сил гравитации на смочен-
ной поверхности тела критическое значение внешней нагрузки значительно
возрастает. При этом также увеличивается номер окружной гармоники j,
на которой происходит потеря устойчивости. Более наглядная картина рас-
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Рис. 3. Зависимости низших собственных частот колебаний ω от параметра давления ξ,
полученные для пустой (a) и полностью заполненной жидкостью (b) трехслойной кон-
сольно закрепленной (CF) оболочки при различных значениях угла армирования α:
1 — α = 0, 2 — α = 15∘, 3 — α = 30∘, 4 — α = 45∘, 5 — α = 60∘, 6 — α = 75∘, 7 — α = 90∘

[Figure 3. Dependences of the lowest natural frequencies of vibration ω on the pressure
parameter ξ obtained for empty (a) and completely filled (b) three-layer cantilevered (CF)
shells at different values of the ply angle α: 1 — α = 0, 2 — α = 15∘, 3 — α = 30∘, 4 —

α = 45∘, 5 — α = 60∘, 6 — α = 75∘, 7 — α = 90∘]

Рис. 4. Зависимости низших собственных частот колебаний ω от параметра давления
ξ, полученные для пустой (a) и полностью заполненной жидкостью (b) двухслойной
жестко закрепленной (CC) оболочки при различных значениях угла армирования α:
1 — α = 0, 2 — α = 15∘, 3 — α = 30∘, 4 — α = 45∘, 5 — α = 60∘, 6 — α = 75∘, 7 — α = 90∘

[Figure 4. Dependences of the lowest natural frequencies of vibration ω on the pressure
parameter ξ obtained for empty (a) and completely filled (b) two-layer rigidly clamped
(CC) shells at different values of the ply angle α: 1 — α = 0, 2 — α = 15∘, 3 — α = 30∘, 4 —

α = 45∘, 5 — α = 60∘, 6 — α = 75∘, 7 — α = 90∘]
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пределения критического статического давления по окружным гармоникам
j представлена на рис. 5. Здесь показаны изоповерхности параметра давле-
ния ξ как функции окружной моды j и угла армирования α, полученные для
заполненных жидкостью двуслойных и трехслойных оболочек с различными
граничными условиями.

Если для оболочек с симметричными граничными условиями (SS, CC) об-
ласти локальных минимумов давления связаны с углами армирования 0∘ и
90∘, то в случае консольного закрепления максимальные значения давления
достигаются в области высоких углов намотки. Из представленных данных
видно, что окружные гармоники, которым соответствуют критические дав-
ления, достигают значительных величин. Например, для жестко закреплен-
ных оболочек при некоторых углах армирования jcr > 50. Этот факт может
отражать модельный характер задачи, геометрические параметры которой
были подобраны таким образом, что частоты колебаний, соответствующие
плескательным модам, сопоставимы по величине с частотами колебаний кон-
струкции в целом [49].

Очевидно, что для такой конфигурации влияние гравитационных сил весь-
ма значительно. Необходимо отметить, что данная особенность предъявляет
дополнительные требования к используемому методу решения, так как при
высоких значениях j для обеспечения сходимости необходима как более тща-
тельная дискретизация области жидкости (n = 21), так и увеличение коли-
чества точек (узлов) интегрирования в меридиональном направлении.

Зависимости критических значений внешнего давления ξcr от угла арми-
рования α, полученные для пустых двухслойных и трехслойных оболочек с
различными граничными условиями, приведены на рис. 6. Здесь символами
отображены точки смены критической моды. Как и в случае собственных
частот, с ростом угла армирования номер окружной гармоники, соответству-
ющий минимальному критическому давлению, после небольшого увеличения
при малых углах α постепенно снижается. Номер критической моды также
возрастает с увеличением ограничений на краях конструкции.

Оптимальные углы армирования, обеспечивающие наибольшую устойчи-
вость пустых оболочек, несколько отличаются для разных граничных усло-
вий и составляют следующие значения (двухслойные/трехслойные):

CC: 80.6∘/74.3∘; SS: 85∘/80.1∘; CF: 90∘/81.4∘.
Качественно зависимости для двух пакетов совпадают, но трехслойные

оболочки обеспечивают более высокие значения критического давления, ко-
торое для свободно опертых и консольных оболочек выше на 22 %.

На рис. 7 приведены аналогичные зависимости, построенные для оболо-
чек, заполненных жидкостью. Символами на кривых по-прежнему показаны
точки смены критической окружной гармоники. Как было отмечено выше,
заполняющая внутренний объем жидкость благодаря гидростатическому дав-
лению на смоченной поверхности оказывает значительное стабилизирующее
влияние.

Характерной особенностью является активное формоизменение, особенно
в случае жесткого закрепления (СС). Причиной этого является как комбини-
рованный характер статического давления, так и изменение жесткости самой
оболочки, обусловленное текущим углом армирования.

Другой особенностью воздействия комбинированного статического давле-
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Рис. 5. Изоповерхности критических значений внешнего статического давления ξ как
функции окружной моды j и угла армирования α, полученные для двухслойных и
трехслойных оболочек, полностью заполненных жидкостью, с различными граничными

условиями

[Figure 5. Isosurfaces of critical values of the external static pressure ξ as the functions
of circumferential mode j and ply angle α obtained for two-layer and three-layer shells

completely filled with fluid under different boundary conditions]

Рис. 6. Зависимости параметра давления ξ от угла армирования α, полученные для
пустых двухслойных (a) и трехслойных (b) оболочек с различными граничными усло-

виями
[Figure 6. Dependences of the pressure parameter ξ on the ply angle α obtained for empty

two-layer (a) and three-layer (b) shells under different boundary conditions]
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Рис. 7. Зависимости параметра давления ξ от угла армирования α, полученные для
полностью заполненных жидкостью двухслойных (a) и трехслойных (b) оболочек при

различных вариантах граничных условий

[Figure 7. Dependences of the pressure parameter ξ on the ply angle α obtained for
completely filled two-layer (a) and three-layer (b) shells under different variants of boundary

conditions]

ния на слоистую оболочку с жидкостью является смещение оптимальных уг-
лов армирования α в область более низких значений по сравнению с пустой
оболочкой. Эти углы принимают следующие значения (двухслойные/трех-
слойные):

CC: 40.4∘/53.6∘; SS: 68.6∘/66.3∘; CF: 76.5∘/73.5∘.
Для жестко закрепленных оболочек зависимость критического давления

от угла намотки приобретает существенные отличия по сравнению с другими
граничными условиями. В частности, для этого варианта закрепления крити-
ческие параметры давления ξ для однослойного и поперечно армированного
([90∘/−90∘] или [90∘/0/−90∘]) материала имеют близкие значения. Для дру-
гих граничных условий поперечное армирование обеспечивает повышенные
эксплуатационные характеристики в сравнении с однослойным материалом,
но уступает перекрестному армированию.

Кроме этого, жестко закрепленная двухслойная оболочка с жидкостью
при оптимальном угле армирования способна выдержать нагрузку, более чем
на 10 % превышающую критическое давление для трехслойной оболочки. При
отсутствии жидкости, как было отмечено выше, наблюдается противополож-
ная зависимость: трехслойная оболочка устойчивее более чем на 16%.

Из представленных данных следует, что для любой комбинации гранич-
ных условий и схем укладки существует достаточно широкий диапазон углов
армирования, при которых композитная оболочка, как пустая, так и содержа-
щая жидкость, будет обладать более высокой несущей способностью по срав-
нению с конструкцией, изготовленной из однонаправленного материала. Наи-
большая максимизация критического внешнего давления наблюдается при
отсутствии жидкости. Для анализируемого вида нагружения преимущество
двухслойной схемы укладки слоистого композита над трехслойной или на-
оборот отсутствует, поскольку для разных вариантов закрепления, уровней
жидкости и углов намотки можно подобрать такой пакет, который в большей
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степени будет удовлетворять эксплуатационным требованиям к конструкции.
С другой стороны, в абсолютных цифрах для большинства из рассмотренных
конфигураций трехслойный композит обеспечивает более высокие параметры
устойчивости.

Заключение. Представлены результаты численного исследования гра-
ниц устойчивости вертикальных круговых композитных цилиндрических обо-
лочек, полностью заполненных идеальной неподвижной жидкостью и нагру-
женных внешним статическим давлением. Принято во внимание изменение
напряженно-деформированного состояния смоченной поверхности упругого
тела, подвергающегося воздействию гидростатического давления как функ-
ции гравитационных сил. Проанализировано влияние различных схем уклад-
ки слоистого композита на критические значения внешнего давления оболо-
чек, имеющих разнообразные граничные условия при различных значениях
угла армирования.

В результате вычислительных экспериментов установлено, что для рас-
смотренных конфигураций гидростатическое давление оказывает значитель-
ное стабилизирующее воздействие, а оптимальные углы армирования, обеспе-
чивающие более высокие критические значения внешнего статического дав-
ления, смещаются в область более низких значений по сравнению с пустой
оболочкой. Продемонстрировано, что для нагруженных комбинированным
статическим давлением оболочек повышение границ устойчивости для со-
ответствующей комбинации краевых условий достигается в большей степени
выбором подходящего угла армирования, а не схемой укладки.
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Abstract

The paper investigates the stability of circular vertical layered cylindri-
cal shells completely filled with a quiescent compressible fluid subjected to
hydrostatic and external static loads. The behavior of the elastic structure
and the fluid medium is described within the framework of classical shell
theory and Euler equations. The linearized equations of motion of the shell
and the corresponding geometrical and physical relations are reduced to a
system of ordinary differential equations with respect to new unknowns. An
acoustic wave equation is transformed to a system of differential equations
using the method of generalized differential quadrature. The solution of the
formulated boundary value problem is reduced to the calculation of natural
vibration frequency in terms of Godunov’s orthogonal sweep method. For
this purpose, a stepwise procedure is applied in combination with a sub-
sequent refinement by the Muller method. The reliability of the obtained
results is verified through a comparison with known numerical solutions.
The dependence of critical external pressure on the ply angle of simply sup-
ported, rigidly fixed and cantilevered two-layer and three-layer cylindrical
shells is analyzed in detail. The influence of the combined static pressure
on the optimal ply angle providing an increase of the stability boundary is
evaluated.
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Аннотация

В рамках линейной теории упругости предложен новый подход к мо-
делированию пространственного распределения областей повышенных
деформаций земной коры, возникающих при подготовке землетрясений.
Модель основана на системе дифференциальных уравнений Ламе, где
источник землетрясения представлен в виде сосредоточенной системы
сил, приложенных к точке упругого полупространства. Соответствую-
щая прямая краевая задача решается с использованием функций Грина.
В рамках модели для каждой точки поверхности земной коры вычисля-
ются предсейсмические деформации, после чего определяется частота
случаев, когда эти деформации превышают фоновые приливные.

Предложенный метод апробирован на данных каталога “The Global
Centroid-Moment-Tensor Catalog” для Камчатки — одного из самых сей-
смически активных регионов планеты. Проведено моделирование про-
странственного распределения повышенных предсейсмических дефор-
маций за период 1976–2020 гг. Установлено, что области повышенных де-
формаций преимущественно локализуются вдоль линии основного раз-
лома у побережья Камчатки. Максимумы относительных частот возник-
новения таких деформаций граничат с районами высокой плотности на-
селения. Анализ временной динамики выявил значительную вариатив-
ность: наблюдаются периоды как с высокими частотами повышенных
деформаций (0.6–0.8), так и с низкими (0.1–0.2).

Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ
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Га п е е в М. И., М а р а п у л е ц Ю. В., С о л о д ч у к А. А.

Разработанный подход позволяет исследовать области повышенных
деформаций земной коры, возникающие при подготовке сильных зем-
летрясений, и может быть использован для изучения предсейсмических
аномалий в различных геофизических полях.

Ключевые слова: моделирование предсейсмических деформаций, функ-
ция Грина, теория упругости, сейсмичность Камчатки, тектоническое
напряжение.

Получение: 20 июня 2024 г. / Исправление: 25 октября 2024 г. /
Принятие: 21 февраля 2025 г. / Публикация онлайн: 25 марта 2025 г.

Введение. Землетрясения возникают в результате механических процес-
сов в литосфере. При подготовке сейсмического события вокруг его очага
формируется поле напряжений, вызывающее деформацию горных пород зем-
ной коры. Эти деформации могут непосредственно или опосредованно при-
водить к аномалиям в различных геофизических полях, которые рассматри-
ваются как предвестники землетрясений. Анализ зон проявления предвест-
ников показывает их распространение на расстояния до нескольких сотен
километров от эпицентров. Можно предположить, что причиной таких ано-
малий служат усиленные деформации, превышающие уровень земных прили-
вов, обусловленных гравитационным воздействием Солнца и Луны. Однако
для уверенной идентификации геофизических аномалий как предвестников
необходимо установить их связь с деформационными процессами в сейсмо-
активном регионе.

В настоящее время разработано множество моделей подготовки землетря-
сений: дилатантно-диффузная [1], лавинно-неустойчивого трещинообразова-
ния [2], консолидации и деструкции [3], неустойчивого скольжения [4], фазо-
вых превращений [5], каскадного подъема и прогрессивной локализации [6],
энергетическая модель [7] и другие. Хотя эти модели в различной степени
объясняют природу геофизических аномалий, большинство из них носит фе-
номенологический характер. Отсутствие развитого математического аппара-
та ограничивает их применение для моделирования напряженного состояния
земной коры вокруг очагов реальных землетрясений. Наиболее разработан-
ными в математическом отношении являются энергетическая модель, а также
модели консолидации и деструкции.

Значительный вклад в развитие моделей консолидации и деструкции внес-
ли работы И. П. Добровольского [3,8]. В его модели деформации земной коры
рассматриваются в приближении упругого однородного изотропного полу-
пространства, где очаг формирующегося землетрясения представлен неодно-
родным сферическим включением с отличающимся модулем сдвига, на грани-
цах которого задано давление. Применение теории малых возмущений позво-
лило свести решение к объемному интегралу от функций Грина для системы
фиктивных сил внутри включения. Напряженно-деформированное состояние
получено как разность состояний среды с включением и без него.

Дальнейшее развитие этот подход получил в работах Ю. Л. Ребецкого и
А. С. Лермонтовой [9,10], где учтена неоднородность строения земной коры с
областями, проявляющими пластические и квазипластические свойства. Ав-
торы представили очаг в виде неоднородного цилиндрического включения и
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решили задачу для плоского напряженного состояния в упругом и упруго-
пластическом случаях. Показано, что в областях с аномальными включени-
ями затухание деформационных возмущений происходит медленнее по срав-
нению с упруго-однородной средой.

Различные модификации энергетической модели представлены в работах
А. С. Пережогина, Б. М. Шевцова, В. А. Салтыкова, Ю. А. Кугаенко. Авто-
ры использовали различные силовые эквиваленты дислокационных процес-
сов: точечные источники (единичная и двойная силы) для моделирования
выступов в зоне субдукции [11,12], комбинацию двойных пар сил с момента-
ми [13], распределенные силовые источники, соответствующие классической
дислокационной модели [14, 15]. Результаты моделирования сопоставлялись
с данными наблюдений высокочастотного сейсмического шума, акустической
эмиссии, поверхностных смещений и деформаций осадочных пород.

В перечисленных исследованиях основное внимание уделялось сопостав-
лению предсейсмических аномалий с деформациями перед отдельными зем-
летрясениями, тогда как анализ общих закономерностей формирования об-
ластей повышенных деформаций в сейсмоактивных регионах не проводился.
Выявление зон, наиболее подверженных влиянию предсейсмических дефор-
маций, может повысить эффективность обнаружения предвестников.

В данной работе предложен новый подход к идентификации областей
с повышенной частотой возникновения предсейсмических деформаций. Ме-
тод апробирован на землетрясениях в районе Камчатского полуострова за
1976–2020 гг. Выбор региона обусловлен его высокой сейсмической активно-
стью и расположением в Тихоокеанском огненном кольце. Камчатка давно
служит естественным полигоном для изучения сейсмотектонических процес-
сов, связанных с накоплением и релаксацией напряжений при взаимодей-
ствии литосферных плит.

1. Физическая постановка задачи. Очаг тектонического землетрясе-
ния представляет собой разрыв сплошности материала Земли, возникающий
под действием упругих сдвиговых напряжений, накопленных в процессе дли-
тельной тектонической деформации. В момент землетрясения происходит
полное или частичное снятие накопленных напряжений в его очаговой об-
ласти. Согласно классическому определению Б. В. Кострова, основанному
на теории упругой отдачи Г. Ф. Рейда, тектоническое землетрясение пред-
ставляет собой разрыв скольжения, при котором взаимное перемещение его
берегов в направлении, перпендикулярном поверхности разрыва, равно ну-
лю. При этом процесс землетрясения сопровождается преобразованием ча-
сти накопленной упругой потенциальной энергии в кинетическую энергию
сейсмических волн.

Деформационные процессы, сопровождающие подготовку землетрясения,
обусловлены приращением потенциальной энергии упругих деформаций ΔW
в очаговой области. Важно отметить, что высвободившаяся при землетрясе-
нии сейсмическая энергия E составляет лишь часть этой накопленной энер-
гии. Отношение этих величин, называемое сейсмическим КПД η, является
важной характеристикой эффективности процесса снятия напряжений:

η = E/ΔW.

В рамках механики сплошных сред при изучении процессов потери устой-
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чивости традиционно рассматривают случай неизменных свойств материала
и сохранения его сплошности. В этом приближении очаг землетрясения мо-
жет быть описан эквивалентной системой сил, распределенных по поверхно-
сти разрыва, что непосредственно следует из теоремы взаимности Бетти [16].
Для наиболее общего случая произвольно ориентированного разрыва смеще-
ний в изотропной упругой среде используется система, состоящая из девяти
пар двойных сил с моментами [17]. Данная система, схематически изобра-
женная на рис. 1, представляет собой минимально необходимую систему для
построения адекватного силового эквивалента очага в общем случае.

Рис. 1. Схематическое изображение девяти пар сил, необходимых для построения силового
эквивалента произвольно ориентированного разрыва смещений в сплошной среде

[Figure 1. Schematic representation of nine force couples required to construct a force
equivalent for an arbitrarily oriented displacement discontinuity in a continuum medium]

При анализе деформационных процессов в земной коре важно учитывать,
что фоновый уровень деформаций, обусловленный преимущественно прилив-
ными воздействиями Луны и Солнца, характеризуется величинами относи-
тельных деформаций порядка 10−8. В связи с этим в дальнейшем будем рас-
сматривать только те деформации, которые превышают указанный фоновый
уровень. Такие деформации будем называть повышенными. Большинство из-
вестных предвестников выявляются в сигналах, источники которых располо-
жены на глубине много меньшей, чем соответствующий размер земной коры.
Поэтому особое внимание в работе уделяется анализу деформационных про-
цессов, происходящих в непосредственной близости от дневной поверхности
Земли.

2. Математическая постановка задачи. Рассмотрим упрощенную гео-
метрическую модель земной коры в виде упругого изотропного полупро-
странства. Деформационные процессы в такой системе описываются систе-
мой дифференциальных уравнений Ламе:

µuijj + (λ+ µ)ujji +Xi = 0, i = 1, 2, 3, (1)

где ui — компоненты вектора перемещений; λ, µ— коэффициенты Ламе; Xi —
компоненты вектора массовых сил; индексами после запятой обозначено диф-
ференцирование по соответствующим пространственным координатам.
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Примем, что упругое полупространство занимает область x3 6 0, а по-
верхность Земли соответствует плоскости x3 = 0. На этой поверхности вы-
полняются условия отсутствия напряжений в направлении оси x3:

σ31
∣∣
x3=0

= σ32
∣∣
x3=0

= σ33
∣∣
x3=0

= 0. (2)

Дополнительно потребуем, чтобы напряжения, создаваемые очагом фор-
мирующегося землетрясения, затухали на бесконечности:

lim
x1→±∞

σij = lim
x2→±∞

σij = lim
x3→−∞

σij = 0. (3)

Для описания силового воздействия, соответствующего системе сил, по-
казанной на рис. 1, введем плотность распределения массовых сил X. Будем
считать, что все силы приложены в точке с координатами (ξ1, ξ2, ξ3) внутри
упругого полупространства. В случае сосредоточенной силы, направленной
вдоль оси j с интенсивностью p, вектор массовых сил принимает вид

Xj = pδ(x− ξ)ej , (4)

где δ(x − ξ) = δ(x1 − ξ1)δ(x2 − ξ2)δ(x3 − ξ3)— трехмерная дельта-функция
Дирака, ej — единичный базисный вектор.

На основании соотношения (4) построим выражения для двойных сил.
Рассмотрим сначала двойную силу, направленную вдоль оси x1 с интенсив-
ностью p11. Как показано на рис. 2, a, такая система может быть представлена
как комбинация двух сосредоточенных сил X1

1 и X1
2, приложенных в точках

(ξ1 +Δξ1, ξ2, ξ3) и (ξ1 −Δξ1, ξ2, ξ3) соответственно, при Δξ1 → 0:

X1

1
= p11δ(x1 − (ξ1 +Δξ1), x2 − ξ2, x3 − ξ3)e1,

X1

2
= p11δ(x1 − (ξ1 −Δξ1), x2 − ξ2, x3 − ξ3)e1,

X = lim
Δξ1→0

X1
1 −X1

2

2Δξ1
= p11

∂δ(x− ξ)

∂ξ1
e1.

Аналогичным образом, для двойной силы вдоль оси x1 с моментом отно-
сительно оси x3 интенсивности p12 (рис. 2, b) используем комбинацию сил X1

1
и X2

1, приложенных в точках (ξ1, ξ2+Δξ2, ξ3) и (ξ1, ξ2−Δξ2, ξ3), при Δξ2 → 0:

X1

1
= p12δ(x1 − ξ1, x2 − (ξ2 +Δξ2), x3 − ξ3)e1,

X1

2
= p12δ(x1 − ξ1, x2 − (ξ2 −Δξ2), x3 − ξ3)e1,

X = lim
Δξ2→0

X1
1 −X1

2

2Δξ2
= p12

∂δ(x− ξ)

∂ξ2
e1.

По аналогичной схеме могут быть получены все остальные компоненты
системы сил, необходимые для описания силового эквивалента произвольно
ориентированного разрыва в сплошной среде. В общем случае компоненты
вектора массовых сил X выражаются следующим образом:

X1 = p11
∂δ(x− ξ)

∂ξ1
+ p12

∂δ(x− ξ)

∂ξ2
+ p13

∂δ(x− ξ)

∂ξ3
,

X2 = p21
∂δ(x− ξ)

∂ξ1
+ p22

∂δ(x− ξ)

∂ξ2
+ p23

∂δ(x− ξ)

∂ξ3
,

X3 = p31
∂δ(x− ξ)

∂ξ1
+ p32

∂δ(x− ξ)

∂ξ2
+ p33

∂δ(x− ξ)

∂ξ3
.

81



Га п е е в М. И., М а р а п у л е ц Ю. В., С о л о д ч у к А. А.

a b

Рис. 2. Схематическое изображение комбинации сосредоточенных сил, необходимой для
получения двойной силы вдоль оси x1 (a) и двойной силы вдоль той же оси, но с моментом

относительно оси x3 (b)

[Figure 2. Schematic representation of a combination of concentrated forces to obtain a double
force along the x1 axis (a) and a double force along the same axis, but with a moment relative

to the x3 axis (b)]

Полученные выражения могут быть записаны в более компактной форме:

Xi = pij
∂δ(x− ξ)

∂ξj
, i = 1, 2, 3,

где pij характеризует интенсивность соответствующей пары сил.

3. Аналитические решения. Для задачи (1) с граничными условия-
ми (2) и (3) существуют точные решения в виде функций Грина, впервые
полученные Р. Миндлином. Рассмотрим подробно вид этих функций для раз-
личных ориентаций точечных сил.

3.1. Функции Грина для полупространства. Для единичной силы,
приложенной в точке (ξ1, ξ2, ξ3) упругого полупространства и направленной
вдоль оси x3, компоненты функции Грина g3(x) имеют следующий вид:

g31 =
(x1 − ξ1)

16πµ(1− ν)

[(x3 − ξ3)

r31
+

(3− 4ν)(x3 − ξ3)

r32
+

4(1− ν)(1− 2ν)

r2(r2 − x3 − ξ3)
+

6x3ξ3
r52

]
,

g32 =
(x2 − ξ2)

16πµ(1− ν)

[(x3 − ξ3)

r31
+

(3− 4ν)(x3 − ξ3)

r32
+

+
4(1− ν)(1− 2ν)

r2(r2 − x3 − ξ3)
+

6x3ξ3(x3 + ξ3)

r52

]
,

g33 =
1

16πµ(1− ν)

[(3− 4ν)

r1
+

5− 12ν + 8ν2

r2
+

(x3 − ξ3)
2

r31
+

+
(3− 4ν)(x3 + ξ3)

2 − 2x3ξ3
r32

]
,

где ν — коэффициент Пуассона среды, а величины r1 и r2 определяются так:

r1 =
√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2,

r2 =
√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 + ξ3)2.
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Для случая единичной силы, направленной вдоль оси x1, компоненты
функции Грина g1(x) выражаются более сложными соотношениями:

g11 =
1

16πµ(1− ν)

{3− 4ν

r1
+

1

r2
+

(x1 − ξ1)
2

r32
+

(3− 4ν)(x1 − ξ1)

r32
+

+
4(1− ν)(1− 2ν)[r22 − (x1− ξ1)2 − r2(x3 + ξ3)]

r2(r2 − x3 − ξ3)2

}
,

g12 =
(x1 − ξ1)(x2 − ξ2)

16πµ(1− ν)

[ 1

r31
+

(3− 4ν)

r32
− 6x3ξ3

r52
− 4(1− ν)(1− 2ν)

r2(r2 − x3 − ξ3)2

]
,

g13 =
(x1 − ξ1)

16πµ(1− ν)

[(x3 − ξ3)

r31
+

(3− 4ν)(x3 − ξ3)

r32
− 4(1− ν)(1− 2ν)

r2(r2 − x3 − ξ3)
−

− 6x3ξ3(x3 + ξ3)

r52

]
.

В силу симметрии задачи функция Грина g2(x) для силы вдоль оси x2
может быть получена из g1(x) простой заменой индексов 1 и 2.

3.2. Решение для системы двойных сил. Функции Грина, соответ-
ствующие действию двойных сил, могут быть получены дифференцирова-
нием основных решений gi(x) по пространственным координатам, то есть в
виде ∂gi(x)/∂xj [18]. При этом:

– при i = j получаем решение для пары двойных сил, направленных
вдоль соответствующей оси;

– при i 6= j — решение для пары двойных сил с моментом относительно
оси, отличной от i и j.

3.3. Общее решение через формулу Вольтерра. В общем случае
поле смещений в упругом полупространстве может быть выражено через ин-
тегральное представление Вольтерра [16]:

uk(x) =

∫

Σ
si(ξ)σ

k
ij(ξ,x)nj dΣ,

где si(ξ)— вектор смещения на поверхности разрыва Σ, nj — компоненты еди-
ничной нормали к поверхности Σ.

С учетом закона Гука для однородной изотропной среды формула Воль-
терра принимает вид

uk(x) =

∫

Σ

[
µ(spnq + sqnp) + λsknkδpq

]∂gpk(x, ξ)
∂ξq

dΣ =

∫

Σ
mpq

∂gpk(x, ξ)

∂ξq
dΣ,

где mpq = µ(spnq+sqnp)+λsknkδpq — тензор плотности сейсмического момен-
та [17], полностью характеризующий механику очага землетрясения.

Для случая точечного источника решение задачи принимает особенно
простой вид:

uk(x) = Mpq
∂gpk(x, ξ)

∂ξq
,

где Mpq — тензор сейсмического момента. Данное выражение будет использо-
вано в дальнейшем в качестве основы для численного моделирования.
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3.4. Оценка коэффициента усиления деформаций. С учетом квад-
ратичной зависимости между компонентами тензора деформаций εij и плот-
ностью потенциальной энергии упругих деформаций коэффициент усиле-
ния напряженно-деформированного состояния при подготовке землетрясения
принимается равным η−0.5. Практическая формула для оценки этого коэф-
фициента, предложенная И. П. Добровольским [3], имеет вид

η = 100.26MW−3.93,

где MW — моментная магнитуда землетрясения.

4. Результаты численного моделирования. Для численного модели-
рования использовались данные из каталога “The Global Centroid-Moment-
Tensor Catalog” (https://www.globalcmt.org/), содержащего информацию
о механизмах очагов землетрясений. Из каталога отобраны все сейсмиче-
ские события, зарегистрированные вблизи Камчатского полуострова в период
с 1976 по 2020 год. В анализ включены следующие параметры:

– дата и время события;
– координаты эпицентра (широта, долгота);
– глубина гипоцентра;
– магнитуда землетрясения;
– тензор сейсмического момента;
– скалярный сейсмический момент.
Географические координаты эпицентров находились в диапазоне от 49°до

60° с. ш. и от 149.0° до 170.0° в. д. Общий объем выборки составил N = 877
землетрясений.

4.1. Методика расчетов. Моделирование деформационных процессов
выполнялось для поверхности земной коры (x3 = 0). Расчетная область по-
крывала географические координаты [48°–60° с. ш.] и [151°–170° в. д.] с шагом
сетки 0.5°. Параметры упругой среды приняты следующими:

– коэффициенты Ламе µ = λ = 3.675 · 1010 Н/м2;
– коэффициент Пуассона ν = 0.25.
Для каждого землетрясения в узлах расчетной сетки вычислялись пред-

сейсмические деформации по формуле

εmax =
1

2µ
σmax,

где σmax = max{|σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ1 − σ3|}— максимальное касательное
напряжение; σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений.

Для каждого узла сетки (i, j) определялось количество случаев nij , ко-
гда деформации превышали фоновый уровень 10−8, после чего вычислялись
относительные частоты ωij = nij/N .

4.2. Анализ результатов. Результаты моделирования представлены на
рис. 3 и 4. На рис. 3 показано пространственное распределение относительных
частот повышенных деформаций за весь исследуемый период (1976–2020 гг.).
Наблюдаются следующие закономерности:

– неравномерное распределение частот с максимумами вдоль линии ос-
новного разлома у побережья Камчатки;
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Рис. 3. Распределение относительных частот повышенных деформаций (1976–2020 гг.):
точки — эпицентры землетрясений; красная линия — основной разлом

[Figure 3. Distribution of relative frequencies of increased deformations (1976–2020). Dots
show earthquake epicenters, red line indicates the main fault]

– наибольшие значения частот в центральной части расчетной области;
– соседство зон максимальных деформаций с районами плотной населен-

ности.
На рис. 4 представлены результаты моделирования для отдельных го-

дов анализируемого периода. Из рисунка видно, что в 2013 г. (рис. 4, b)
и 2016 г. (рис. 4, c) наблюдается увеличение относительных частот повы-
шенных деформаций до 0.6–0.8 в областях с наибольшей концентрацией зем-
летрясений. Суммарная накопленная потенциальная энергия упругих дефор-
маций составила 1.6 × 1017 Дж (63 землетрясения) в 2013 г. и 4.6 × 1015 Дж
(23 землетрясения) в 2016 г.

В 2005 г. (рис. 4, a) и 2020 г. (рис. 4, d) значения относительных ча-
стот оказались существенно ниже. По нашему мнению, это обусловлено боль-
шей пространственной разреженностью землетрясений и меньшей суммарной
энергией деформаций, которая составила 1.3 × 1014 Дж (22 землетрясения)
и 5.8× 1014 Дж (27 землетрясений) соответственно.

Заключение. В рамках линейной теории упругости предложен новый
подход к моделированию пространственного распределения областей повы-
шенных деформаций, возникающих при подготовке землетрясений. Для каж-
дой точки исследуемой поверхности земной коры выполняется моделирование
предсейсмических деформаций с последующим подсчетом случаев превыше-
ния порогового значения 10−8. На основе полученных данных рассчитывают-
ся относительные частоты возникновения таких деформаций.

Предложенный метод апробирован на данных каталога “The Global Cen-
troid-Moment-Tensor Catalog” для Камчатки — одного из самых сейсмически
активных регионов планеты. Установлено, что наиболее часто аномальные
деформации возникают вдоль линии основного разлома у побережья Камчат-
ки, причем максимумы относительных частот граничат с густонаселенными
районами.

Детальный анализ по годам выявил значительную вариативность: наблю-
даются периоды как с высокими частотами аномальных деформаций (0.6–0.8),
так и с низкими (0.1–0.2).
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Рис. 4. Распределение относительных частот по годам: 2005 (a), 2013 (b), 2016 (c), 2020 (d):
размер кружков соответствует магнитуде MW ; красная линия — основной разлом

[Figure 4. Distribution of relative frequencies by year: 2005 (a), 2013 (b), 2016 (c), 2020 (d):
circle size corresponds to moment magnitude MW ; red line indicates the main fault]

Таким образом, разработан подход для оценки зон повышенных деформа-
ций при подготовке сильных землетрясений, что представляет значительный
интерес для исследования предсейсмических аномалий различной природы.
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Abstract

We present a novel approach within linear elasticity theory for modeling
the spatial distribution of enhanced crustal deformations during earthquake
preparation. Our model utilizes the Lamé differential equation system, rep-
resenting the seismic source as a concentrated force system acting at a point
within an elastic half-space. The associated boundary value problem is solved
analytically using Green’s functions. The framework computes anomalous
pre-seismic deformations at each surface point and quantifies their occur-
rence frequency relative to background tidal deformation thresholds.

The method was validated using the Global Centroid-Moment-Tensor
Catalog for the Kamchatka Peninsula seismic zone. Simulations of deforma-
tion patterns preceding earthquakes (1976–2020) reveal:

– Deformation anomalies predominantly align with the primary coastal
fault system;

– Peak occurrence frequencies (0.6–0.8) correlate with densely popu-
lated regions;

– Distinct temporal variability, with high-activity phases (0.6–0.8) in-
terspersed with low-activity intervals (0.1–0.2).

This approach provides a robust tool for investigating pre-seismic defor-
mation patterns and identifying multidisciplinary precursor phenomena in
active tectonic regions.
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Расчетная модель вертикальной скважины
с трещиной автоматического гидравлического
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Аннотация

Представлена новая расчетная модель вертикальной скважины с тре-
щиной гидравлического разрыва пласта, позволяющая учитывать изме-
нение полудлины трещины при интерпретации данных гидродинамиче-
ских исследований скважин (ГДИС). Основу модели составляет числен-
ный алгоритм, основанный на аналитическом решении с использованием
оригинальной зависимости изменения полудлины трещины от времени и
ее геометрических параметров. Данная зависимость получена на основе
анализа промысловых данных ГДИС.

Модель реализована с использованием уравнения трещины бесконеч-
ной проводимости и принципа суперпозиции для описания изменения
геометрии трещины. Принцип суперпозиции применен через последо-
вательность запусков и остановок фиктивных скважин с различными
полудлинами трещин, где каждая скважина активируется на опреде-
ленный временной интервал, после чего останавливается.

Установлено, что изменение полудлины трещины на этапе ее закры-
тия описывается функциональной зависимостью от начальной и конеч-
ной полудлины трещины, а также от времени работы скважины. Резуль-
таты расчетов по предложенной модели, учитывающей зависимость по-
лудлины трещины при определении давления в вертикальной скважине
с трещиной гидравлического разрыва пласта, демонстрируют хорошее
согласование с экспериментальными данными. На основе разработан-
ного численного алгоритма проведен параметрический анализ модели
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вертикальной скважины с трещиной гидравлического разрыва пласта.
Выявлено влияние конечной полудлины трещины и длительности ее за-
крытия на изменение давления и производную давления в скважине.

Результаты численного анализа подтверждают обоснованность ис-
пользования предложенной зависимости изменения полудлины трещи-
ны при расчете эксплуатационных режимов. Применение данной модели
позволяет более точно интерпретировать данные ГДИС с учетом изме-
няющейся длины трещины.

Ключевые слова: скважина, трещина, автоматический гидроразрыв,
аналитическое решение, принцип суперпозиции, функции зависимости
полудлины трещины, параметрический анализ.
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Введение. При эксплуатации нагнетательных скважин происходит авто-
матический гидроразрыв пласта (автоГРП), вызванный высоким давлением
закачки флюида. Геометрия трещин, образующихся в результате автоГРП,
в частности, их длина, напрямую зависит от давления на забое скважины.
В процессе дальнейшей эксплуатации скважин геометрия трещин может из-
меняться, что негативно влияет на разработку месторождений из-за неза-
планированных изменений в системе «скважина–пласт». Наличие изменений
геометрии трещин можно отследить с помощью гидродинамических исследо-
ваний скважин (ГДИС).

В связи с этим разработка новых модельных решений, описывающих рабо-
ту скважины с учетом изменяющейся геометрии трещины автоГРП во време-
ни, является актуальной задачей. Полученные результаты позволят повысить
достоверность оценки эксплуатационных параметров скважин при разработ-
ке месторождений углеводородов.

Во многих работах, например [1–7], рассматривается процесс фильтрации
флюида к скважине с трещиной гидроразрыва для моделей равномерного
потока, конечной и бесконечной проводимости, постоянного размера, запол-
ненной проппантом. В меньшей степени в литературе приведены результаты
исследований процесса формирования трещины при автоГРП и фильтрации
флюида к скважине с трещиной автоГРП.

Так, в работе [8] исследован процесс фильтрации в нагнетательной сква-
жине с трещиной ГРП на раннем временном этапе методом падения давле-
ния. В работе [9] с использованием метода свертки и учета закрытия тре-
щины получено решение уравнения пьезопроводности, приведенного в рабо-
те [8]. В работе [11], основанной на исследованиях [8–10], представлено по-
луаналитическое решение уравнения пьезопроводности для модели скважи-
ны с трещиной автоГРП. Решение получено при разделении влияния ствола
скважины на ствол и трещину с допущением, что полудлина и высота тре-
щины остаются постоянными при снижении давления. В работе [12] описано
геомеханическое моделирование направления и траектории развития трещин
гидроразрыва пласта при разработке низкопроницаемых коллекторов. В ра-
боте [13] представлены результаты численного моделирования закачки нью-
тоновской жидкости в скважину с образованием трещины гидравлического
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разрыва в продуктивном пласте, а также рассмотрено влияние проницаемо-
сти пласта и эффекта ствола скважины на развитие техногенной трещины,
давление в скважине и расход жидкости на ее забое. В работе [14] предложен
упрощенный подход к моделированию самопроизвольного развития трещи-
ны при закачке ньютоновской жидкости в однородный изотропный пласт,
а в [15] представлена модель фильтрации двухфазного потока в трехмер-
ных пластах с учетом механических свойств пород, оценки пластовых на-
пряжений и динамического роста трещин, вызванных нагнетанием. В работе
[16] описана модель роста трещины при закачке полимера. В работах [17,
18] предложен метод оценки длины техногенной трещины в зависимости от
забойного давления нагнетания, а также рассмотрены техногенные и петро-
логические факторы, влияющие на процессы инициации, распространения и
деградации трещин автоГРП. В работе [19] представлена модель для расчета
напряженного состояния пласта в присутствии произвольно ориентирован-
ных трещин и неоднородного поля давления, основанная на континуальной
теории фильтрации [20], дополненной критерием максимальных растягива-
ющих напряжений для расчета траектории растущих трещин. В работе [21]
использована сопряженная гидрогеомеханическая модель сектора разработ-
ки, учитывающая развитие автоГРП в нагнетательных скважинах рядной
системы разработки.

Настоящая работа посвящена разработке расчетной модели вертикальной
скважины с трещиной автоматического гидравлического разрыва пласта для
интерпретации параметров при гидродинамических исследованиях скважин.

1. Постановка задачи. Рассмотрим вертикальную скважину с трещи-
ной, схема которой представлена на рис. 1.

Анализ диагностических графиков исследований скважин, в которых на-
блюдался эффект закрытия трещины автоГРП, позволил выделить характер-
ные участки, на которых происходит изменение производной функции дав-
ления (см. рис. 2). Первый участок (I) соответствует линейному режиму те-
чения к трещине с исходной геометрией. На втором участке (II) наблюдается
закрытие трещины, что сопровождается характерным изгибом производной.

Рис. 1. Схема вертикальной скважины с изменяющейся трещиной

[Figure 1. Scheme of a vertical well with a changing fracture]
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Рис. 2. Пример диагностического графика с трещиной автоГРП

[Figure 2. Example of log-log plot with waterflooding fracturing]

Третий участок (III) диагностического графика описывает радиальный ре-
жим течения к трещине со стабильной измененной геометрией.

При разработке модели вертикальной скважины с трещиной автоГРП
предполагается, что при постоянном давлении трещина имеет постоянную
длину, а при переменном давлении ее размер функционально зависит от из-
менения давления. Основой описания процесса изменения геометрии трещи-
ны является уравнение трещины бесконечной проводимости [5–7], а также
принцип суперпозиции [23, 24]. Влияние соседних скважин и влияние ствола
скважины (ВСС) не учитывается.

Кроме того, приняты следующие допущения:
1) коллектор представляет собой бесконечный горизонтальный пласт с

заданной постоянной толщиной, с однородной структурой и физиче-
скими свойствами;

2) кровля и подошва пласта являются непроницаемыми границами;
3) скважина является вертикальной и вскрывает пласт на всю толщину;
4) скважина обладает трещиной, которая вскрывает пласт по всей тол-

щине, имеет однородную структуру и симметрична относительно вер-
тикального ствола скважины;

5) фильтрация флюида является однофазной и изотермической.

2. Численный алгоритм. За основу построения модели взято выраже-
ние для расчета безразмерного давления в вертикальной скважине с трещи-
ной равномерного потока, вскрывающей пласт по всей толщине [6, 7]:

pd(xd, yd, s) =
1

2xfds

∫ xfd

−xfd

K0

(√
s
√

(xd − x)2 + y2d
)
dx, xfd =

xf
rw

, (1)

где K0 — модифицированная функция Бесселя второго рода нулевого поряд-
ка; xd — безразмерная координата x; yd — безразмерная координата y; xf —
полудлина трещины; rw — радиус скважины; xfd — безразмерная полудлина
трещины; pd — безразмерное давление; s— переменная преобразования Ла-
пласа.
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При расчете безразмерного давления pd в скважине по модели трещины
равномерного потока величины xd и yd принимаются равными нулю. В ра-
боте [5] показано, что при xd = 0.732 расчет безразмерного давления pd по
уравнению (1) совпадает с расчетом для модели трещины бесконечной прово-
димости. В данной работе используется модель трещины бесконечной прово-
димости, поэтому принимается xd = 0.732 и yd = 0. Обратное преобразование
Лапласа выполняется с использованием алгоритма Стефеста [22].

Процесс изменения геометрии полудлины трещины описывается с помо-
щью принципа суперпозиции [23, 24]. Изменение длины трещины моделиру-
ется путем последовательного запуска и остановки фиктивных (модельных)
скважин с различными полудлинами трещины, где каждая скважина акти-
вируется на определенный интервал времени, а затем останавливается. Со-
ответственно, поведение давления в вертикальной скважине с автоГРП опи-
сывается уравнением

p(t) = pi +

N−1∑

j=1

[
Δp(xfj , t− tj−1)−Δp(xfj , t− tj)

]
+Δp(xfN , t− tN−1), (2)

где t— время; p(t)— расчетное давление в момент времени t; pi — начальное
давление; Δp— функция перепада давления модели трещины; N — общее ко-
личество изменяющихся по времени полудлин трещины; xfj — рассматрива-
емая полудлина трещины; tj — время запуска рассматриваемой фиктивной
скважины.

В уравнении (2) индекс j = 1 соответствует трещине с исходной полу-
длиной, а j = N — трещине с конечной полудлиной. Полудлина трещины для
промежуточных элементов имеет функциональную зависимость от давления.

Результаты тестовых расчетов по уравнению (2) показали, что точность
результатов зависит от количества разбиений полудлин трещины на этапе ее
закрытия. С увеличением количества разбиений погрешность уменьшается.
Сложность расчета, согласно принципу суперпозиции, для каждого последу-
ющего шага растет линейно, а расчет всей функции в целом имеет квадра-
тичную сложность.

Изменение полудлины трещины xf на этапе закрытия трещины описыва-
ется функциональной зависимостью от начальной xf1 и конечной xfN полу-
длин трещины, а также от расчетного давления. Поскольку давление также
зависит от полудлины трещины xf согласно уравнению (1), возникает цикли-
ческая зависимость. Для упрощения дальнейших исследований зависимость
полудлины трещины определяется не от давления, а от времени, что не ис-
кажает физический смысл, так как давление также является функцией вре-
мени:

xf = f(t, xf1, xfN ).

3. Определение функциональной зависимости полудлины тре-
щины. Для определения функциональной зависимости использовались ре-
альные данные ГДИС, в которых наблюдался эффект закрытия трещины ав-
тоГРП. Данные были предоставлены ООО «Сиам Мастер» на основе инфор-
мации, полученной от заказчика с различных объектов. В рамках текущей
работы было отобрано 10 исследований ГДИС, где явно наблюдался данный
эффект.
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Для анализа функции закрытия трещины определялись начальные пара-
метры модели: начальная полудлина трещины xfs, конечная полудлина тре-
щины xfe, время начала закрытия трещины ts и время окончания закрытия
трещины te. Алгоритм определения этих параметров представлен ниже (см.
рис. 3):

1) определение проницаемости по участку радиального режима течения;
2) определение начальной полудлины трещины по линейному режиму те-

чения с использованием полученной проницаемости;
3) определение конечной полудлины трещины, описывающей давление на

поздних временах, с использованием полученной проницаемости;
4) визуальное определение времени начала и окончания процесса закры-

тия трещины на диагностическом графике Бурде [26].
Для построения диагностического графика использовалась упрощенная

история работы скважины, включающая единственный продолжительный
период закачки, что соответствует реальным условиям эксплуатации сква-
жин согласно отчетам по закачке флюида.

После определения временного интервала, в течение которого происходи-
ло закрытие трещины, а также начальных и конечных полудлин трещины
моделировался процесс закрытия с использованием функции суперпозиции
(2). Временной интервал был разбит на логарифмические шаги с дискрет-
ностью 20 точек на log-цикл. В каждом временном интервале определялось
значение полудлины трещины xfi, обеспечивающее соответствие модели ис-
ходным данным исследования по давлению.

Поиск значений полудлины трещины осуществлялся с помощью алгорит-
ма оптимизации Левенберга—Марквардта [25]. Целевая функция поиска име-
ла вид

ε =

N∑

i=1

[
fi(xf )− gi

]
,

где индекс i соответствует определенному моменту времени измерения; N —
общее число моментов измерения; f и g — векторы вычисленных и измерен-

Рис. 3. Алгоритм определения начальных параметров модели автоГРП

[Figure 3. Algorithm for determining initial parameters of the waterflooding fracturing model]
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ных значений давления; xf — вектор искомых полудлин трещины. Вектор вы-
численных значений рассчитывался по уравнению (2).

Для унификации всех экспериментальных данных в одном диапазоне они
были приведены к безразмерному виду. Значения времени и полудлины тре-
щины были логарифмированы по основанию 10, а затем нормализованы в
диапазон от 0 до 1 по линейной зависимости, где log10(xfs)→ 1, log10(xfe)→ 0,
log10(ts)→ 0, log10(te)→ 1.

Результат поиска полудлин трещин с учетом преобразования показан на
рис. 4, где видна схожесть распределения зависимости для эксперименталь-
ных данных с функцией cos(x). Итоговая функция полудлины трещины с уче-
том обратного преобразования из безразмерных величин имеет вид

xf (t) = 10g[v(t),log10(xfe),log10(xfs)],
v(t) = 0.5 + 0.5 cos

(
πu[log10(t), log10(ts), log10(te)]

)
,

(3)

u(x, xmin, xmax) =
x− xmin

xmax − xmin
, g(xn, xmin, xmax) = xmin + xn(xmax − xmin).

Здесь xfs — начальная полудлина трещины; xfe — конечная полудлина тре-
щины; ts — время начала закрытия трещины; te — время окончания закрытия
трещины; v(t)— промежуточная функция, зависящая от времени t; u(x, xmin,
xmax)— промежуточная функция, аргументами которой являются парамет-
ры x, xmin и xmax; g(xn, xmin, xmax)— промежуточная функция, аргументами
которой являются параметры xn, xmin и xmax.

Следует отметить, что существуют различные функции, способные опи-
сать полученные экспериментальные данные. В данной работе выбор функ-
ции обоснован ее простотой и соответствием эмпирическим наблюдениям.

На рис. 4 приведена зависимость изменения длины трещины, описывае-
мая уравнением (3), в сравнении с экспериментальными результатами. Полу-
ченная зависимость изменения полудлины трещины от времени (см. рис. 4)
хорошо описывает экспериментальные данные на всем временном интервале.

Рис. 4. Зависимость полудлины трещины от времени

[Figure 4. Fracture half-length dependence on time]
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Среднеквадратичное отклонение расчетных значений полудлины трещины от
экспериментальных данных ГДИС составило 4.31 %.

4. Верификация зависимости по расчету полудлины трещины.
Верификация полученной зависимости (3) для расчета полудлины трещины
проводилась на основе данных трех исследований ГДИС, в которых также
наблюдался эффект автоГРП. Сопоставление результатов, полученных по
разработанной модели, с промысловыми данными для этих случаев представ-
лено на диагностических графиках Бурде (см. рис. 5). Параметры моделей
приведены в табл. 1. Для построения диагностического графика использо-
валась упрощенная история работы скважины, включающая единственный
продолжительный период закачки.

На диагностических графиках (рис. 5) видно, что рассчитанное давление
по модели с использованием предложенной зависимости (3) изменения по-
лудлины трещины хорошо согласуется с результатами исследований ГДИС
реальных скважин.

Таблица 1

Основные параметры модели [The main model parameters]

Values
Parameters

Fig. 5, a Fig. 5, b Fig. 5, c

Layer height, h (m) 16.2 10.7 15
Layer permeability, k (mD) 15.367 16.3909 1.6911
Total compressibility, ct (atm−1) 5.021 · 10−5 8.604 · 10−5 4.878 · 10−5

Porosity, φ 0.15 0.16 0.17
Fluid volume factor, B (m3/st.m3) 1 1 1.045
Fluid viscosity, µ (cp) 1.21 1.03 0.35
Rate, q (m3/day) 88 109 56
Initial fracture half-length, xfs (m) 18.704 8.8887 4.9078
Final fracture half-length, xfe (m) 4.2315 3.0296 2.384
Fracture closure start time, ts (hour) 0.0316 0.07943 0.07943
Fracture closure end time, te (hour) 14.1254 6.3096 3.9811

5. Численный анализ параметров модели вертикальной скважи-
ны с трещиной автоГРП. Численный анализ проводился для модели вер-
тикальной скважины с трещиной автоГРП на основе уравнений (2) и (3).
Исходные данные, используемые для расчета по предлагаемой модели, при-
ведены в табл. 2. Для расчетов использовалась модель трещины бесконечной
проводимости (уравнение (1)).

Результаты расчета давления для заданных модельных условий представ-
лены на рис. 6, на котором выделяются три этапа изменения трещины авто-
ГРП: начальный этап, этап закрытия трещины и конечный этап. Началь-
ный этап (в интервале времени 10−5–0.01 ч) соответствует расчету по мо-
дели трещины бесконечной проводимости с начальной полудлиной трещины
xfs = 200 м. Этап закрытия трещины (0.01–1 ч) соответствует изменению по-
лудлины трещины от начальной xfs до конечной xfe. Конечный этап (1–105 ч)
соответствует расчету давления по модели трещины бесконечной проводимо-
сти с конечной полудлиной xfe = 50 м. Полное соответствие расчета модели
трещины бесконечной проводимости при xfe = 50 м наблюдается с 10 ч, что
связано с применением принципа суперпозиции.
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Рис. 5. Сравнение расчетных данных модели с результатами гидродинамических исследо-
ваний скважин для параметров, приведенных в табл. 1: a — столбец 1; b — столбец 2; c —

столбец 3

[Figure 5. Comparison of the model calculations with the well test analysis data for parameters
listed in Table 1: a — column 1; b — column 2; c — column 3]
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На рис. 7 показано влияние длительности закрытия трещины на изме-
нение давления в скважине. Из рис. 7 видно, что при увеличении времени
завершения закрытия трещины te увеличивается длительность процесса за-
крытия, а при уменьшении te возрастает изменение давления в интервале
времени закрытия трещины. При малых значениях te (менее 10−2 ч) на про-
изводной может наблюдаться пик. Чем больше время закрытия трещины, тем
плавнее происходит изменение перепада давления. С момента начала процес-
са и до 0.01 ч, а также после 10 ч расчетные значения перепада давления для
всех случаев идентичны.

На рис. 8 показано влияние конечной полудлины трещины на изменение
давления в скважине. Из рис. 8 видно, что с уменьшением конечной полу-
длины трещины xfe увеличивается изменение давления с момента начала
закрытия трещины (0.01 ч). При уменьшении xfe в 2 раза (с 200 до 100 м)
изменение давления в скважине на последней расчетной точке 105 ч увели-
чивается в 1.145 раза (с 44.672 до 51.132 атм). При уменьшении xfe в 4 раза
(с 200 до 50 м) изменение давления увеличивается в 1.288 раза (с 44.672 до

Таблица 2

Основные параметры модели [The main model parameters]

Parameter Value

Layer height, h 10 m
Layer permeability, k 100 mD

Total compressibility, ct 0.00005 atm−1

Porosity, φ 0.2
Fluid volume factor, B 1 m3/st.m3

Fluid viscosity, µ 5 cp
Rate, q 100 m3/day

Initial fracture half-length, xfs 200 m
Final fracture half-length, xfe 50 m
Changing stage start time, ts 0.01 hour
Changing stage end time, te 1 hour

Рис. 6. Расчетное давление по модели трещины автоГРП для параметров, приведенных
в табл. 2

[Figure 6. Calculated pressure according to the waterflooding fracturing model for parameters
listed in Table 2]

100



Расчетная модель вертикальной скважины с трещиной . . .

57.516 атм). Производная изменения давления в интервале времени закрытия
трещины (0.01–1 ч) возрастает с уменьшением xfe. После 500 ч производная
изменения давления для всех случаев идентична. При xfe = 200 м модель вер-
тикальной скважины с трещиной автоГРП полностью соответствует модели
трещины бесконечной проводимости с полудлиной xf = 200 м. Начальный
этап (до 0.01 ч) для всех случаев также идентичен.

На рис. 9 показано влияние проницаемости пласта k на изменение давле-
ния в скважине. Из рис. 9 видно, что с уменьшением проницаемости пласта
k увеличивается изменение давления и его производная на всем временном
интервале. При уменьшении k в 10 раз (с 1000 до 100 мД) изменение давле-
ния в скважине на последней расчетной точке 105 ч увеличивается в 8.443

Рис. 7. Влияние длительности закрытия трещины на изменение давления для параметров,
приведенных в табл. 2

[Figure 7. Influence of the fracture closure duration on pressure change for parameters listed in
Table 2]

Рис. 8. Влияние конечной полудлины трещины на изменение давления для параметров,
приведенных в табл. 2

[Figure 8. Influence of the final fracture half-length on pressure change for parameters listed in
Table 2]
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раза (с 6.812 до 57.516 атм). При уменьшении k в 100 раз (с 1000 до 10 мД)
изменение давления увеличивается в 68.865 раза (с 6.812 до 469.119 атм).

На рис. 10 показано влияние скин-фактора S на изменение давления
в скважине. Для учета скин-фактора S в уравнении (1) использованы поло-
жения, изложенные в работе [27]. Из рис. 10 видно, что с увеличением скин-
фактора S увеличивается изменение давления на всем временном интервале.
При увеличении S от 0 до 0.5 изменение давления в скважине на последней
расчетной точке 105 ч увеличивается в 1.08 раза (с 57.516 до 62.122 атм).
При увеличении S от 0 до 1 изменение давления увеличивается в 1.16 раза
(с 57.516 до 66.727 атм). Производная изменения давления для всех случаев
идентична на всем временном интервале.

Рис. 9. Влияние проницаемости пласта на изменение давления для параметров, приведен-
ных в табл. 2

[Figure 9. Influence of the layer permeability on pressure change for parameters listed in
Table 2]

Рис. 10. Влияние скин-фактора на изменение давления для параметров, приведенных
в табл. 2

[Figure 10. Influence of skin on pressure change for parameters listed in Table 2]
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Выводы. В статье представлена новая расчетная модель вертикальной
скважины с трещиной автоматического гидравлического разрыва пласта, поз-
воляющая учитывать изменение полудлины трещины во времени при интер-
претации параметров ГДИС. Модель основана на уравнении трещины бес-
конечной проводимости и принципе суперпозиции для описания изменения
параметров трещины во времени.

Предложена функциональная зависимость изменения полудлины трещи-
ны, полученная на основе промысловых данных ГДИС, где наблюдался эф-
фект автоГРП. Результаты расчетов по предлагаемой модели с использова-
нием функции изменения полудлины трещины хорошо согласуются с экспе-
риментальными данными по давлению. Функция описывает дискретные дан-
ные полудлин трещины на всем расчетном интервале, при этом максимальное
среднеквадратичное отклонение между модельными и экспериментальными
значениями составило 4.31 %.

В результате численного анализа параметров модели вертикальной сква-
жины с трещиной автоГРП показано, что использование предложенной зави-
симости изменения полудлины трещины при расчете эксплуатационных ре-
жимов является обоснованным.
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Abstract

A new computational model for a vertical well with waterflooding frac-
turing is presented, which accounts for changes in the fracture half-length
during the interpretation of pressure transient analysis (PTA) parameters.
The model is based on a numerical algorithm derived from an analytical
solution, utilizing a proposed relationship between the fracture half-length,
process time, and its geometric dimensions. This functional dependence is
developed using available PTA data.

The model employs the infinite-conductivity fracture equation and the
superposition principle to describe changes in fracture geometry. The super-
position principle is implemented through a series of activations and deacti-
vations of fictitious wells with varying fracture half-lengths, where each well
operates for a specific time interval before being shut down.

It is demonstrated that the change in fracture half-length during the
closure stage follows a functional dependence on the initial and final fracture
half-lengths, as well as the well operation time. The results obtained from the
proposed model, incorporating the fracture half-length dependence function,
show good agreement with experimental data when calculating pressure in
a well with waterflooding fracturing.

A numerical analysis of the vertical well model with waterflooding frac-
turing is conducted using the developed algorithm. The influence of the final
fracture half-length and the duration of fracture closure on pressure changes
and the pressure derivative in the well is established. The use of the proposed
fracture half-length dependence in calculating well operating conditions is
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shown to be justified. The application of this model allows for a more ac-
curate description of parameter changes during PTA interpretation in wells
with fractures of variable length.
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Аннотация

Представлена новая теоретическая модель стационарного переноса
ионных компонентов соли через катионообменную мембранную систе-
му. В отличие от существующих теоретических подходов, в предложен-
ной модели модификация константы равновесия обусловлена не только
градиентом электрического потенциала, но и пространственным распре-
делением заряда. Анализ уравнения Пуассона подтверждает существен-
ную зависимость кинетики диссоциации ионов от локальной плотности
пространственного заряда в мембранной структуре.

Разработанная математическая модель, учитывающая указанную за-
висимость, позволяет достичь более точного описания диффузионно-
миграционных процессов в катионообменных мембранах. Полученные
результаты обеспечивают более корректное описание поведения ионных
компонентов в стационарных условиях переноса, что имеет существен-
ное значение для разработки перспективных мембранных материалов
и технологических процессов. Предлагаемая модель может быть приме-
нена в различных технологических областях, использующих ионообмен-

Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ
Научная статья

© Коллектив авторов, 2025
© СамГТУ, 2025 (составление, дизайн, макет)

cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0
International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)

Образец для цитирования
На з а р о в Р. Р., К о в а л е н к о А. В., Б о с т а н о в Р. А., У р т е н о в М. Х. Математиче-
ское моделирование влияния зависимости константы скорости диссоциации/рекомбинации
на перенос ионов соли в диффузионном слое у ионообменной мембраны // Вестн. Сам.
гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2025. Т. 29, № 1. С. 109–128. EDN: AZCCRJ.
DOI: 10.14498/vsgtu2101.

Сведения об авторах

Роман Равшанович Назаров https://orcid.org/0009-0001-7280-0563
аспирант; каф. анализа данных и искусственного интеллекта1;
e-mail: r.nazarov1998@mail.ru

Анна Владимировна Коваленко https://orcid.org/0000-0002-3991-3953
доктор технических наук, доцент; заведующий кафедрой; каф. анализа данных и искус-
ственного интеллекта1; e-mail: savanna-05@mail.ru

109



На з а р о в Р. Р., К о в а л е н к о А. В., Б о с т а н о в Р. А., У р т е н о в М. Х.

ные мембранные системы, включая процессы водоочистки и энергети-
ческие преобразователи.

Важным преимуществом предложенной модели является возмож-
ность комплексного учета ключевых параметров ионного транспорта,
включая ионную силу раствора, температурные условия и структурно-
функциональные характеристики мембраны. Это обеспечивает более точ-
ное прогнозирование эксплуатационных характеристик мембранных си-
стем в реальных технологических процессах.

В частности, применение данной модели в системах мембранной
очистки воды позволяет оптимизировать процессы деминерализации,
что способствует повышению эффективности очистки водных сред и сни-
жению энергетических затрат технологического цикла.

Таким образом, разработанная модель предоставляет новые возмож-
ности для фундаментального исследования и практической оптимиза-
ции процессов массопереноса в системах с ионообменными мембранами.

Ключевые слова: диссоциация, рекомбинация, скорость диссоциации,
сильные электрические поля, изменение константы диссоциации, про-
странственный заряд, диффузионный слой, уравнение Пуассона, нерав-
новесная кинетика, перенос ионов, мембранный транспорт.

Получение: 1 июля 2024 г. / Исправление: 3 октября 2024 г. /
Принятие: 16 октября 2024 г. / Публикация онлайн: 17 марта 2025 г.

Введение. Несмотря на существование точных решений уравнений тер-
модиффузии для стационарных сдвиговых течений бинарной несжимаемой
жидкости, которые применяются при моделировании различных процессов
(включая течение в тонких слоях жидкости и процессы в аппаратах химиче-
ской технологии [1,2]), остаются актуальными задачи, связанные с анализом
сопряженных конвективных и диффузионных эффектов [3–5].

Построение точных и численных решений уравнений массопереноса и гид-
родинамики с учетом реакций диссоциации и рекомбинации молекул воды
представляет собой сложную и актуальную задачу. Диссоциация воды на
межфазных границах и изменение константы скорости реакции крайне важ-
ны для понимания процессов переноса вещества через селективные ионооб-
менные мембраны. Известно, что изменение константы скорости диссоциа-
ции молекул воды на границах раздела фаз (мембрана/раствор или мембра-
на/мембрана) может быть обусловлено несколькими факторами, как отме-
чается в работах [6,7]. В данной работе исследуется влияние электрического
поля на константу равновесия реакции диссоциации/рекомбинации молекул
воды.

В настоящее время установлено, что скорость этой реакции экспоненци-
ально зависит от приложенного напряжения [8–11] в системах с биполярными
мембранами, что объясняется следующими причинами:
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1) ослаблением связи H–OH в молекуле воды под действием электриче-
ского поля;

2) кооперативным переносом протона через цепочку благоприятно ори-
ентированных молекул воды.

Согласно представлениям, разработанным С. Ф. Тимашевым, Н. В. Шель-
дешовым и др. [8, 10, 11] для биполярных мембран, плотность тока ионов
H+/OH−, генерируемых в мембранной системе, определяется эмпирической
формулой [11]

iH+,OH− = kΣ
εr
β

[
eβEm − eβE0

]
, (1)

где kΣ — суммарная эффективная константа скорости псевдомономолекуляр-
ной реакции диссоциации воды в тонкой пограничной области толщиной 2–
4 нм в отсутствие электрического поля; Em — напряженность электрического
поля в некоторой точке реакционной зоны вблизи границы раздела фаз, зави-
сящая от внешнего приложенного напряжения; E0 — напряженность электри-
ческого поля в этой точке при нулевом токе в мембранной системе; β — сла-
бо изменяющийся с температурой (энтропийный) фактор [10] (подгоночный
параметр); ε0 — диэлектрическая проницаемость вакуума; ε— относительная
диэлектрическая проницаемость раствора; εr = εε0 — абсолютная диэлектри-
ческая проницаемость раствора; iH+,OH− — парциальные токи по H+ и OH−

соответственно.
Как видно из формулы (1), константа равновесия зависит не от конкрет-

ного значения экспоненты от напряженности электрического поля, а от раз-
ности значений экспонент при заданном и нулевом токах.

Изучению этой зависимости в электродиализных системах с монополяр-
ными мембранами посвящено ограниченное число работ (см., например, [7]).
В работе [7] аналог формулы (1) представлен в следующем виде:

iH+,OH− = AeβE0
(
eβ(Em−E0) − 1

)
, (2)

где A— коэффициент, определяемый константой скорости диссоциации воды,
структурой границы раздела мембрана/раствор и температурой T .

В отличие от работ С. Ф. Тимашева и Н. В. Шельдешова, в формуле
(2) величину E0 предлагается относить не к нулевому току, а к некоторому
критическому току icr, при котором начинается заметная диссоциация моле-
кул воды. В [12–14] показано, что этот ток достаточно близок к предельному
электродиффузионному току.

1. Зависимость константы равновесия от пространственного за-
ряда. Ряд соображений позволяет предположить, что в отличие от рассмот-
ренных выше работ, изменение константы равновесия следует связывать не
просто с величиной напряженности электрического поля, а с величиной про-
странственного заряда.

Действительно, как следует из уравнения Пуассона

εr
dE

dx
= ρ(x),

если напряженность E велика, но постоянна (т.е. электрическое поле одно-
родно), то выполняется условие локальной электронейтральности ρ(x) ≡ 0.
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Это означает, что в области электронейтральности не следует ожидать уве-
личения константы скорости диссоциации, так как она должна оставаться
неизменной. С другой стороны, из уравнения Пуассона следует, что в области
пространственного заряда, особенно в ее квазиравновесной части, электриче-
ское поле становится неоднородным, а его напряженность — значительной.

В формуле (2) разность Em−E0 определяется приростом плотности про-
странственного заряда при увеличении тока от icr до заданного значения i [7].
Однако эту разность можно интерпретировать иначе — как разность напря-
женностей электрического поля Em на поверхности мембраны и в некоторой
точке объема E0. Если в формуле (2) показатель экспоненты умножить и раз-
делить на величину h0, соответствующую разности абсцисс значений E0 и Em,
то получим

iH+,OH− = AeβE0

(
e
βh0

Em−E0
h0 − 1

)
≈ AeβE0

(
eβh0

dE
dx − 1

)
.

Поскольку из уравнения Пуассона следует, что dE
dx = 1

εε0
ρ, где ρ— плот-

ность пространственного заряда, изменение iH+,OH− должно зависеть от вели-

чины пространственного заряда.1 Следовательно, константа равновесия Kw

должна зависеть от ρ, т.е. Kw = Kw(ρ).
Дополнительным аргументом в пользу этого предположения служит ана-

лиз размерности уравнений реакции:

jH+

dx
=

jOH−

dx
= Kr(Kw − CH+COH−),

где Kw = (kd/kr)CH2O — константа равновесия; kd и kr — коэффициенты дис-
социации и рекомбинации соответственно; CH2O, CH+ , COH− — концентрации
воды и ионов H+ и OH−. Из формулы для Kw следует, что kd/kr имеет раз-
мерность концентрации: [kd/kr] = [CH2O], как и плотность пространственного
заряда, нормированная на число Фарадея: ρ/F .

Разлагая Kw(ρ) (или, что то же самое, kd(ρ)/kr(ρ) = (kd/kr)(ρ)) в ряд
Тейлора по ρ в окрестности ρ = 0 и ограничиваясь первым приближением,
получаем эмпирическую формулу

kd
kr

(ρ) =
kd(0)

kr(0)
+ bρ,

где b— константа, определяемая экспериментально. Умножив на CH2O, полу-
чим

Kw(ρ) =
kd
kr

(ρ)CH2O =
(kd(0)
kr(0)

+ bρ
)
CH2O

или

Kw(ρ) =
kd(0)

kr(0)
CH2O + bρCH2O.

Вводя обозначения

Kw0
=

kd(0)

kr(0)
CH2O и b0 = bFCH2O = λCH2O,

1Впервые о зависимости потоков ионов от величины пространственного заряда упомя-
нуто в работе В. В. Никоненко и др. [7].
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где λ = bF — безразмерная величина, и учитывая, что

ρ =
n∑

i=1

ziCi,

где zi — зарядовые числа, Ci — концентрации ионов, получим

Kw(ρ) = Kw0
+ b0

n∑

i=1

ziCi. (3)

Таким образом, мы получаем всего один безразмерный подгоночный па-
раметр λ, физический смысл которого заключается во влиянии величины
пространственного заряда на скорость диссоциации молекул воды. Функция
Kw(ρ) линейно зависит от концентраций ионов, что позволяет исследовать
ее изменение в разных частях диффузионного слоя (см. рис. 1). Например,
в области электронейтральности эта функция постоянна (Kw(ρ) = Kw0

), а
в квазиравновесной области пространственного заряда для 1:1 электролита,
где концентрация катионов C1 значительно превышает концентрации других
ионов, формула упрощается до вида

Kw(ρ) = Kw0
+ b0C1.

Этот результат согласуется с экспоненциальной зависимостью констан-
ты равновесия от напряженности поля, так как в квазиравновесной области
согласно приближению Дебая—Больцмана

dC1

dx
= −C1

dϕ

dx
,

где ϕ— потенциал. Интегрируя от точки x0 до x, получим

C1 = C1x0
e
−h0

ϕ−ϕ0
h0 = C1x0

e−h0
dϕ
dx = C1x0

eh0E ,

Рис. 1. Схема диффузионного слоя для постановки краевой задачи. Мас-
штаб не соблюден из соображений наглядности

[Figure 1. Schematic of the diffusion layer for the boundary value problem
formulation. Scale is not preserved for clarity]
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что дает экспоненциальную зависимость константы равновесия от напряжен-
ности поля:

Kw(ρ) = Kw0
+ b0C1x0

eh0E . (4)

Следует отметить, что данные работы [15, рис. 5] демонстрируют практи-
чески одинаковый характер изменения напряженности электрического поля
E и модуля пространственного заряда ρ вблизи биполярной границы. Это
наблюдение позволяет рассматривать зависимость от модуля пространствен-
ного заряда ρ вместо зависимости от напряженности поля E.

Таким образом, формула (3) представляет собой обобщение экспоненци-
альной зависимости константы равновесия от напряженности. Из формулы
(4) также следует экспериментально установленная в работе [7] закономер-
ность: в сверхпредельных токовых режимах числа переноса продуктов дис-
социации воды при заданных скачках потенциала Δϕ растут с уменьшением
концентрации соли.

Действительно, используя асимптотическое решение упрощенной моде-
ли [12, 13], можно показать, что при уменьшении концентрации соли и фик-
сированном Δϕ величина C1x0

уменьшается как степенная функция, а E
увеличивается экспоненциально. Поскольку экспонента растет быстрее лю-
бой степени, произведение C1x0

eh0E и, следовательно, константа равновесия
Kw(ρ) = Kw0

+ b0C1x0
eh0E увеличиваются. Эту же закономерность подтвер-

ждают проведенные численные исследования.

2. Математическая модель. Рассмотрим диффузионный слой, где ко-
ордината x = 0 соответствует границе с объемом раствора (с известными
заданными концентрациями), а x = h— границе раздела раствор/катионооб-
менная мембрана. Концентрации и потоки ионов 1:1 электролита (например,
K+ и Cl−) обозначим через Ci, ji (i = 1, 2), а для ионов H+ и OH− — через
Ci, ji (i = 3, 4) соответственно [16,17].

2.1. Система уравнений. Используя выражение для константы равно-
весия Kw(ρ) = Kw0

+ b0(C1 −C2 +C3 −C4), предложим следующую матема-
тическую модель стационарного переноса ионов 1:1 электролита в диффузи-
онном слое у катионообменной мембраны с учетом пространственного заряда
и реакции диссоциации/рекомбинации [18]:

−dji
dx

+Ri = 0, i = 1, . . . , 4; (5)

ji = −zi
F

RT
DiCi

dϕ

dx
−Di

dCi

dx
, i = 1, . . . , 4; (6)

d2ϕ

dx2
= − ρ

εr
; (7)

R1 = R2 = 0,
R3 = R4 = kd(ρ)CH2O − krC3C4 = kr(Kw(ρ)− C3C4),
z1 = 1, z2 = −1, z3 = 1, z4 = −1;

(8)

I = F
4∑

i=1

ziji. (9)

Математическая модель включает следующую систему уравнений:
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– уравнения материального баланса для каждого ионного компонента (5),
выражающие закон сохранения массы в стационарных условиях;

– уравнения переноса Нернста–Планка (6), описывающие потоки ионов
под действием градиентов концентрации и электрического потенциала;

– уравнение Пуассона (7), связывающее распределение электрического
потенциала с пространственным зарядом системы;

– кинетические уравнения (8) для реакции диссоциации/рекомбинации
молекул воды, учитывающие зависимость скорости диссоциации от ло-
кальной плотности заряда;

– уравнение для плотности полного тока (9), представляющее сумму фа-
радеевских вкладов всех ионных потоков (током заряжения двойного
электрического слоя пренебрегаем).

Параметры модели включают в себя следующие физические величины
и константы:

– εr — относительная диэлектрическая проницаемость раствора;
– R = 8.314 Дж/(моль ·К) — универсальная газовая постоянная;
– ϕ(x)— распределение электрического потенциала в диффузионном слое;
– E(x) = −dϕ/dx — напряженность электрического поля;
– Ci(x)— объемная концентрация i-го иона, моль/м3;
– ji(x)— плотность потока i-го иона, моль/(м2 · с);
– Di — коэффициент диффузии i-го иона, м2/с;
– kr = 1.1·108 м3/(с·моль) — константа скорости рекомбинации ионов [19];
– Kw0

= kdCH2O/kr = 1.0 · 10−8 моль2/м6 — ионное произведение воды
в объеме раствора;

– kd = 2.0 · 10−5 с−1 — константа скорости диссоциации воды [20–22];
– CH2O ≈ 55.5 · 103 моль/м3 — концентрация воды.

2.2. Краевые условия. Наблюдается существенная асимметрия в ге-
нерации ионов H+ и OH− на анионо- и катионообменных мембранах. На
анионообменных мембранах (например, МА-40, МА-41) генерация протекает
интенсивнее: ионы OH− переносятся через мембрану и далее не участвуют
в процессах переноса, а ионы H+ движутся в сторону катионообменной мем-
браны. Модификация анионообменных мембран позволяет снизить интенсив-
ность генерации H+/OH−, приводя к подкислению раствора во всем объеме
канала обессоливания, тогда как подщелачивание наблюдается только вбли-
зи катионообменной мембраны. Эта асимметрия требует различных подхо-
дов к математическому моделированию процессов переноса в диффузионных
слоях у разных мембран, что отражается в краевых условиях. В данной ра-
боте рассматривается перенос в диффузионном слое у катионообменной мем-
браны, что позволяет исследовать влияние электрического поля на скорость
некаталитической диссоциации воды и рекомбинации ионов H+/OH−.

Граничные условия при x = 0 (объем раствора):

C1(0) = C10, C2(0) = C20, C4(0) =
Kw0

C30
, (10)

C3(0) = C30, C30 �
√
Kw0

, (11)

ϕ(0) = d. (12)

Концентрации C10, C20 и C30 в (10), (11) задаются как известные пара-
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метры модели. Условие C30 �
√
Kw0

в (11) соответствует сильному подкис-

лению раствора в объеме.2 Увеличение потока H+ за счет изменения кон-
станты равновесия в области пространственного заряда (ОПЗ) у анионооб-
менной мембраны незначительно по сравнению с потоком от каталитической
диссоциации воды на поверхности анионообменной мембраны и может быть
проигнорировано.

Граничные условия на границе раствор/мембрана (x = h):

C1(h) = C1k, (13)
[ F

RT
C2D2

dϕ

dx
−D2

dC2

dx

]

x=h
= 0, (14)

dC3

dx

∣∣∣
x=h

= 0, (15)

[ F

RT
C4D4

dϕ

dx
−D4

dC4

dx

]

x=h
= j4k, (16)

ϕ(h) = 0. (17)

Физическая интерпретация граничных условий при x = h:

– условие (13) определяет концентрацию катионов у поверхности мембра-
ны C1k, которая устанавливается равной ее обменной емкости;

– условие (14) отражает свойство идеальной селективности мембраны —
нулевой поток анионов через границу (отсутствие проникновения ани-
онов в мембрану);

– условие (15) показывает, что ионы водорода H+ свободно проникают че-
рез мембрану (нулевой градиент концентрации на границе), что связано
с их малой концентрацией по сравнению с основными катионами;

– условие (16) задает поток гидроксид-ионов OH− (j4k), инжектируемых
с поверхности мембраны в раствор, что обусловлено менее интенсивной,
но все же существующей генерацией H+/OH−-пар на катионообменной
мембране;

– условие (17) фиксирует нулевое значение электрического потенциала на
границе с мембраной.

Следует отметить, что интенсивность генерации H+/OH−-пар на катио-
нообменных мембранах существенно ниже, чем на анионообменных, что при-
водит к асимметрии в распределении этих ионов в системе.

В данной работе при фиксированном скачке потенциала (12), (17) плот-
ность тока определяется по формуле (9) [19–22].

3. Результаты и обсуждение. Реакция диссоциации молекул воды в мем-
бранных системах может протекать двумя принципиально различными пу-
тями: каталитическим, обусловленным присутствием функциональных групп
мембраны, и некаталитическим (электролитическим), связанным с влияни-
ем пространственного заряда. Следует подчеркнуть, что некаталитическая
диссоциация характеризуется максимально достижимой скоростью, лимити-
руемой фундаментальной константой диссоциации.

В области малых скачков потенциала или при плотностях тока ниже пре-
дельных значений (допредельный режим) пространственный заряд локали-

2Концентрация ионов H+ превышает равновесное значение в десятки и сотни раз.
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зован в непосредственной близости от ионообменной мембраны и в первом
приближении демонстрирует независимость от величины плотности тока, что
соответствует его квазиравновесному состоянию. В данных условиях неката-
литическая реакция диссоциации, протекающая исключительно в пределах
малой квазиравновесной ОПЗ и характеризующаяся постоянством констан-
ты скорости диссоциации, оказывает пренебрежимо малое влияние на про-
цессы переноса ионов соли. Однако при учете зависимости константы ско-
рости диссоциации, а следовательно, и константы равновесия от величины
пространственного заряда наблюдается выраженный сверхлинейный рост по-
токов ионов H+ и OH−, что приводит к существенному влиянию некаталити-
ческой реакции диссоциации на перенос ионов соли.

При превышении предельных значений скачка потенциала или плотности
тока (сверхпредельный режим), согласно данным работ [12, 13], формиру-
ется расширенная ОПЗ, размеры которой, оставаясь меньшими, становятся
сопоставимыми с толщиной диффузионного слоя, в то время как квазирав-
новесная ОПЗ сохраняет свои характеристики. В сверхпредельном режиме
некаталитическая реакция диссоциации протекает как в квазиравновесной,
так и в расширенной ОПЗ, оказывая существенное влияние на перенос ионов
соли. Для конкретизации дальнейшего изложения определим значения пара-
метров модели: C0 = 1 моль/м3, b0 = 0.1. Поскольку настоящее исследование
сосредоточено на изучении влияния пространственного заряда на константу
равновесия некаталитической реакции диссоциации, принято j4k = 0.

3.1. Структура диффузионного слоя. Для детального анализа про-
странственной организации диффузионного слоя введем функцию распреде-
ления пространственного заряда:

ρ(x) = F (C1 − C2 + C3 − C4),

где F — число Фарадея, Ci — концентрации соответствующих ионов. Важно
отметить, что модифицированная константа равновесия диссоциации воды

Kw(ρ) = Kw0
+ b0(C1 − C2 + C3 − C4)

демонстрирует пространственное распределение, аналогичное распределению
ρ(x). Ключевую роль в анализе играет функция равновесия

Pw(x) = Kw(ρ)CH2O − C3C4 = (Kw0
+ b0ρ/F )CH2O − C3C4,

которая характеризует баланс между процессами диссоциации и рекомбина-
ции. Физический смысл функции Pw(x) заключается в следующем:

– при Pw(x) = 0 система находится в состоянии динамического равнове-
сия;

– при Pw(x) > 0 преобладает процесс диссоциации молекул воды;
– при Pw(x) < 0 доминирует процесс рекомбинации ионов.
Численное решение краевой задачи математической модели позволило

выявить сложную гетерогенную структуру диффузионного слоя, схематиче-
ски представленную на рис. 1. Установлено, что диффузионный слой вклю-
чает следующие характерные области:

– область рекомбинации ионов;
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– область пространственного заряда (ОПЗ);
– область электронейтральности (ОЭН);
– переходные слои между указанными областями.
На рис. 1 схематически представлены ключевые характеристические точ-

ки структуры диффузионного слоя:
– xr — центр области рекомбинации ионов;
– xc — центр переходного (промежуточного) слоя между ОЭН и расши-

ренной ОПЗ;
– xq — левая граница квазиравновесной ОПЗ, примыкающей к поверхно-

сти катионообменной мембраны.
Область рекомбинации представляет собой симметричную (с большой сте-

пенью точности) окрестность точки xr размером (xr − δ1, xr + δ1). Образова-
ние области рекомбинации обусловлено взаимодействием ионов водорода H+,
генерируемых как в результате каталитической реакции на поверхности ани-
онообменной мембраны, так и за счет некаталитической диссоциации воды
в ОПЗ у анионообменной мембраны (см. граничные условия), с гидроксид-
ионами OH−, образующимися при некаталитической диссоциации в ОПЗ у
катионообменной мембраны, включая их дополнительное образование, свя-
занное с зависимостью константы равновесия от величины пространственно-
го заряда. Хотя константа скорости рекомбинации имеет высокое значение, ее
конечная величина приводит к двум взаимосвязанным эффектам: во-первых,
к малому размеру области рекомбинации по сравнению с другими струк-
турными элементами диффузионного слоя, а во-вторых, к возникновению
пространственного заряда в данной области вследствие конечного времени
рекомбинации. Существенная асимметрия в интенсивности каталитической
генерации ионов H+/OH− на анионообменной (jH+ � 0) и катионообменной
(j4k ≈ 0) мембранах приводит к формированию избыточной концентрации
ионов водорода и, как следствие, к появлению положительного простран-
ственного заряда в области рекомбинации (см. рис. 1). Центр области ре-
комбинации и величина пространственного заряда определяются балансом
потоков ионов H+/OH−, что демонстрируется на примере увеличения потока
гидроксид-ионов при фиксированном значении b0 = 0.1 и неизменном гра-
ничном условии (11), приводящего к уменьшению величины положительно-
го пространственного заряда и смещению положения области рекомбинации
в направлении катионообменной мембраны.

В интервале (0, xr − δ1) наблюдается значительное смещение кислотно-
основного равновесия в сторону подкисления раствора, что обусловлено ге-
нерацией ионов H+ на поверхности анионообменной мембраны (см. гранич-
ные условия). В данной области концентрация гидроксид-ионов OH− пре-
небрежимо мала по сравнению с концентрацией ионов водорода H+. Анализ
показывает, что концентрации катионов и анионов сохраняют равенство с вы-
сокой точностью даже при искусственном нарушении этого условия в точке
x = 0 для выполнения требования электронейтральности. В последнем слу-
чае возникающий пограничный слой (рис. 1) компенсирует это неравенство.
При отсутствии требования строгой электронейтральности в точке x = 0
пограничный слой не формируется, и во всей подкисленной области возника-
ет положительный пространственный заряд, величина которого определяет-
ся потоком ионов H+ с анионообменной мембраны. Таким образом, область
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[0, xr − δ1) формально представляет собой объемную зону с равномерно рас-
пределенным пространственным зарядом (рис. 2), однако в силу его малой
величины в первом приближении данную область можно считать практиче-
ски электронейтральной.

Точка xc определяет центр узкого переходного слоя (xc− δ2, xc + δ2), раз-
деляющего область электронейтральности (xr + δ1, xc − δ2) и область про-
странственного заряда (xc + δ2, h]. Последняя, в свою очередь, состоит из
двух подобластей: расширенной ОПЗ (xc + δ2, xq) и квазиравновесной ОПЗ
(xq, h]. Важно отметить, что в точке xc наблюдается локальный максимум
пространственного заряда, что свидетельствует о переходном характере дан-
ной области.

В пределах ОЭН величина пространственного заряда ρ(x), хотя и возрас-
тает, остается настолько незначительной, что в рамках первого приближения
можно пренебречь ее влиянием и считать выполненными следующие условия:

– условие локальной электронейтральности (ρ(x) ≈ 0);
– условие динамического равновесия реакций (Pw(x) ≈ 0).

Расширенная ОПЗ характеризуется следующими ключевыми особенностями:
– интенсивная некаталитическая диссоциация молекул воды;
– существенная модификация эффективной константы равновесия Kw(ρ);
– увеличение скорости некаталитического процесса диссоциации (см.

рис. 3).
Наиболее выраженные эффекты наблюдаются в квазиравновесной ОПЗ:

– экспоненциальный рост модифицированной константы равновесия;
– соответствующий экспоненциальный рост потоков ионов H+/OH−;
– формирование сильного градиента электрического потенциала.

3.2. Влияние вариаций константы равновесия на ионные потоки
H

+/OH
−. В области электронейтральности, где устанавливается динамиче-

ское равновесие между процессами диссоциации и рекомбинации, наблюда-
ются следующие особенности ионных потоков:

– поток ионов H+ (j3) практически нулевой;
– поток ионов OH− (j4) сохраняет постоянное отрицательное значение;
– величина потока OH− демонстрирует выраженную зависимость от ва-

риаций константы равновесия Kw(ρ).
В пределах внутренней области пространственного заряда ([0, xr − δ1))

распределение потоков имеет обратную картину:
– поток OH− (j4) стремится к нулю;
– поток H+ (j3) сохраняет положительное постоянное значение;
– интенсивность потока H+ существенно зависит от изменений Kw(ρ).
В расширенной области пространственного заряда (ОПЗ) [xc+ δ2, xq] экс-

периментальные данные и численное моделирование демонстрируют следу-
ющие характерные особенности:

– линейное нарастание величин потоков H+ (j3) и OH− (j4) по мере при-
ближения к мембране, что обусловлено нарушением баланса между про-
цессами диссоциации и рекомбинации;

– существенное преобладание некаталитической диссоциации молекул во-
ды над процессом рекомбинации ионов, что количественно выражается
в положительных значениях функции равновесия Pw(x) > 0;

– явно выраженная зависимость ионных потоков от модифицированной
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a

b

Рис. 2. Пространственное распределение (a) плотности пространственного заряда ρ(x) и
(b) функции равновесия Pw(x) в диффузионном слое. Вставки демонстрируют увеличен-
ные участки вблизи граничных областей при x = 0 (объем раствора) и x = h (граница
мембраны). Синие кривые соответствуют базовой модели (b = 0), зеленые кривые отража-
ют модифицированную модель с учетом зависимости константы равновесия от простран-

ственного заряда (b = 10−6) (онлайн в цвете)

[Figure 2. (color online) Spatial distributions of (a) space charge density ρ(x) and (b) equilibrium
function Pw(x) in the diffusion layer. Insets show magnified regions near the boundary areas
at x = 0 (solution bulk) and x = h (membrane interface). Blue curves correspond to the base
model (b = 0), while green curves represent the modified model accounting for the dependence

of the equilibrium constant on space charge (b = 10−6)]
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Рис. 3. Пространственное распределение модифицированной константы равновесия
Kw(x) = Kw0

+ bρ(x) в диффузионном слое, где Kw0
— константа равновесия в объеме рас-

твора, а ρ(x)— плотность пространственного заряда. На вставках показаны увеличенные
области вблизи границ при x = 0 (объем раствора) и x = h (граница мембраны). Си-
няя кривая — b = 10−6 (учет зависимости от пространственного заряда); зеленая кривая —
b = 0 (базовый случай с постоянной Kw). Зависимость от ρ(x) приводит к значительным

изменениям вблизи границы мембраны (онлайн в цвете)

[Figure 3. (color online) Spatial distribution of the modified equilibrium constant Kw(x) =
Kw0

+ bρ(x) in the diffusion layer, where Kw0
is the bulk equilibrium constant and ρ(x) is the

space charge density. Insets show magnified regions near the boundaries at x = 0 (solution bulk)
and x = h (membrane interface). Blue curve — b = 10−6 (space-charge-dependent case); green
curve — b = 0 (reference case with constant Kw). The dependence on ρ(x) leads to significant

variations near the membrane interface]

константы равновесия Kw(ρ), проявляющаяся в увеличении их абсолют-
ных значений при b = 10−6 по сравнению с базовым случаем (b = 0).

Наиболее существенные изменения физико-химических параметров систе-
мы наблюдаются в квазиравновесной ОПЗ ([xq, h]), что количественно про-
является в следующих эффектах:

– экспоненциальный рост эффективной константы равновесия Kw(x) =
= Kw0

+ bρ(x), где параметр b отражает степень влияния простран-
ственного заряда на равновесные характеристики;

– согласованный экспоненциальный рост потоков ионов H+ (j3) и OH−

(j4), что подтверждается результатами численного моделирования, пред-
ставленными на рис. 4;

– формирование значительного по величине пространственного заряда
ρ(x) = F (C1 − C2 + C3 − C4), достигающего максимальных значений
в непосредственной близости от поверхности мембраны (x→ h).

121



На з а р о в Р. Р., К о в а л е н к о А. В., Б о с т а н о в Р. А., У р т е н о в М. Х.

Рис. 4. Пространственное распределение потоков ионов H+ (j3) и OH− (j4) в диффузион-
ном слое. На вставках показано увеличение областей вблизи границ x = 0 (объем раствора)
и x = h (граница мембраны). Обозначения: синяя кривая — поток ионов H+ при b = 0; зеле-
ная кривая — поток ионов H+ при b = 10−6; красная кривая — поток ионов OH− при b = 0;

голубая кривая — поток ионов OH− при b = 10−6 (онлайн в цвете)

[Figure 4. (color online) Spatial distribution of ion fluxes for H+ (j3) and OH− (j4) in the
diffusion layer. Insets display magnified regions adjacent to the boundaries at x = 0 (solution
bulk) and x = h (membrane interface). Legend: blue curve — H+ ion flux at b = 0; green curve —
H+ ion flux at b = 10−6; red curve — OH− ion flux at b = 0; cyan curve — OH− ion flux at

b = 10−6]

Заключение. Предложена новая теоретическая модель, описывающая
влияние внешнего электрического поля на константу равновесия Kw реакции
диссоциации/рекомбинации молекул воды. В отличие от существующих под-
ходов, в разработанной модели изменение константы равновесия обусловлено
не напряженностью электрического поля E, а величиной пространственного
заряда ρ, что представляет собой принципиально новое концептуальное ре-
шение.

Основные достижения работы:
– разработана математическая модель переноса ионов бинарного электро-

лита в диффузионном слое у поверхности катионообменной мембраны,
учитывающая зависимость Kw(ρ);

– установлено, что предложенная модель приводит к значительному (на
порядок величины) росту потоков ионов H+/OH−;

– показано, что в квазиравновесном примембранном слое наблюдается
увеличение константы равновесия в 5–10 раз, что хорошо согласуется
с экспериментальными данными [7].

Полученные результаты открывают новые возможности для управления
ионным транспортом в мембранных системах за счет контроля простран-
ственного заряда.
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Abstract

This study presents a novel theoretical model of steady-state ion trans-
port through cation-exchange membrane systems. Unlike existing theoretical
approaches, the proposed model relates modifications in the equilibrium con-
stant not only to the electric potential gradient, but also to spatial charge
distribution. Analysis of the Poisson equation confirms the significant de-
pendence of ion dissociation kinetics on local space charge density within
the membrane structure.

The developed mathematical model, incorporating this dependence, en-
ables a more accurate description of diffusion-migration processes in cation-
exchange membranes. The obtained results provide a more precise descrip-
tion of ion behavior under steady-state transport conditions — a crucial
factor for developing advanced membrane materials and technological pro-
cesses. The proposed model can be applied in various technological fields
employing ion-exchange membrane systems, including water treatment pro-
cesses and energy converters.

A key advantage of the proposed model is its capability for comprehensive
consideration of critical ion transport parameters: solution ionic strength,
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temperature conditions, and membrane structural-functional characteristics.
This enables more accurate prediction of membrane system performance in
actual technological processes.

In particular, application of this model in membrane water purification
systems allows optimization of demineralization processes, thereby enhanc-
ing water treatment efficiency while reducing energy consumption in the
technological cycle.

Thus, the developed model offers new opportunities for both fundamen-
tal research and practical optimization of mass transfer processes in ion-
exchange membrane systems.

Keywords: dissociation, recombination, dissociation rate, strong electric
fields, dissociation constant modification, space charge, diffusion layer, Pois-
son equation, non-equilibrium kinetics, ion transport, membrane transport.
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Аннотация

Исследуется задача аппроксимации замкнутых ограниченных мно-
жеств в двумерном вещественном пространстве конечными подмноже-
ствами с заданной точностью в метрике Хаусдорфа. Основное внима-
ние уделено разработке эффективного метода аппроксимации для клас-
са множеств, задаваемых ступенчатыми системами неравенств.

Предлагаемый метод основан на построении специальных сеточных
структур, позволяющих контролировать точность аппроксимации через
параметр τ > 0. Доказаны соответствующие теоретические утвержде-
ния о свойствах таких аппроксимаций.

Детально рассмотрена задача поиска оптимального кусочно-линейного
маршрута между двумя точками с одним поворотом при ограничениях
на угол поворота. Предложенные методы могут найти применение для
решения некоторых геометрических задач оптимизации.

Ключевые слова: математическая оптимизация, дискретная аппрок-
симация замкнутых множеств, топология Хаусдорфа, ограничение уг-
лового пути.
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Введение. При решении многих практических задач возникает задача
оптимизации (для определенности — минимизации) некоторой целевой непре-
рывной функции f(x), где x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n, на замкнутом ограниченном
множестве X ⊂ R

n. В случае если требуется найти глобальный минимум,
использование известных методов поиска локального минимума (см., напри-
мер, [1]) оказывается малоэффективным.

Одним из возможных методов, применимых для нахождения именно гло-
бального минимума, является использование конечного (аппроксимирующе-
го) множества Xτ , которое является подмножеством X и для заданного τ > 0
имеет для каждого x ∈X «представителя» x̃ ∈Xτ такого, что ‖x̃− x‖ 6 τ ,
где ‖x‖ = max{|x1|, . . . , |xn|}. Такая аппроксимация практически реализуема
лишь при небольших n, например n = 2, 3, 4. Однако и такие задачи нередко
возникают на практике (см. раздел 2).

Имея метод построения аппроксимирующего множества Xτ (для задан-
ного τ > 0), в случае липшицевой вещественнозначной функции f(x) можно
решать задачу глобальной минимизации этой функции на X с заданной точ-
ностью ε > 0. Пусть для некоторого числа L > 0 выполняется

∀ x, x̄ ∈X |f(x)− f(x̄)| 6 L‖x− x̄‖. (1)

Тогда для точки x̃τ ∈ Xτ такой, что f(x̃τ ) = f̃ τ = min f(Xτ ), при τ 6 ε/L
выполняется

f* 6 f(x̃τ ) = f̃ τ 6 f* + ε, (2)

где f* = min f(X). Соответственно, при выбранном τ > 0 оценки (2) спра-
ведливы для Lτ 6 ε. Отметим, что для выполнения (2) условие (1) можно
при любом фиксированном τ > 0 ослабить, заменив на

∀ x, x̄ ∈X ‖x− x̄‖ 6 τ ⇒ |f(x)− f(x̄)| 6 L‖x− x̄‖. (3)

Для оценки эффективности предлагаемых в работе методов воспользу-
емся работой [2], в которой на простом примере глобальной оптимизации
функции f(x), удовлетворяющей условию (1) на n-мерном кубе

Bn = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n | 0 6 xi 6 1, i = 1, . . . , n}

(т.е. при X = Bn), показано, что вычислительная сложность (т.е. количество
вычислений значений функции f(x)) метода определения глобального мини-
мума min{f(x) | x ∈ Bn} с точностью ε > 0 с помощью равномерного перебо-
ра (т. е. на прямом произведении равномерных сеток по каждой из координат
с шагом 1/p, где p = bL/(2ε)c+ 1, bac— целая часть числа a) не превосходит
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(bL/(2ε)c+1)n. При этом также показано, что нижняя оценка сложности для
этой же задачи есть величина (bL/(2ε)c)n (т. е. при любом используемом ме-
тоде глобальной оптимизации при числе вычислений значений функции f(x),
не превышающем (bL/(2ε)c)n, мы не можем гарантировать, что достигнутая
точность будет меньше, чем заданное число ε > 0). Таким образом, при реше-
нии рассматриваемой задачи нижние и верхние оценки сложности совпадают
с точностью до мультипликативной абсолютной константы. Это означает, что
метод равномерного перебора является асимптотически оптимальным мето-
дом на классе функций, удовлетворяющих (1). В связи с этим представляет-
ся разумным использовать методы оптимизации, по возможности «близкие»
к равномерному перебору (в предлагаемых ниже методах равномерность бу-
дет нарушаться только вблизи границы множества X). Интуитивно понятно,
что такая равномерность приводит к уменьшению необходимого числа вычис-
лений значений функции f(x) с учетом возможности даже самого «худшего»
случая.

При решении практических задач значение константы L, удовлетворяю-
щей (1), редко бывает известным. Тем не менее вычисление f̃ τ уже дает неко-
торую оценку сверху для f*, которая становится все более точной с уменьше-
нием τ . Кроме того, для достижения требуемой точности ε > 0 достаточно,
чтобы условие (1) (или (2)) выполнялось не на всем множестве X, а в окрест-
ности хотя бы одной точки из Argmin f(X) = {x ∈X | f(x) = f*}. Действи-
тельно, если нашлись две точки x* ∈ X, x̃ ∈ Xτ : f(x*) = f*, ‖x* − x̃‖ 6 τ ,
и |f(x*)− f(x̃)| 6 L*‖x* − x̃‖, где L* — константа Липшица в τ -окрестности
точки x* (а не на всем множестве X), то

min f(Xτ ) 6 f(x̃) 6 f(x*) + L*‖x* − x̃‖ 6 min f(X) + L*τ.

Отметим в этой связи, что при обосновании сходимости методов оптимиза-
ции (даже локальной) часто ограничиваются доказательством утверждения
о стремлении значения целевой функции у минимизирующей последователь-
ности к минимуму, а иногда даже о стремлении градиента к нулю (см., напри-
мер, [1, теоремы 1, 2, стр. 265, 266]). В рассматриваемом случае независимо
от того, известна константа Липшица или нет, имеем

lim
τ→0+

min f(Xτ ) = lim
τ→0+

f(x̃τ ) = min f(X),

т.е. сходимость метода в классическом его понимании выполняется.

Замечание 1. Рассмотрим вопрос о существовании константы Липшица L, удо-
влетворяющей (3) для некоторого τ = τ0 > 0 (и тогда (3) выполняется для любого
τ ∈ (0, τ0]). Для этого достаточно существование непрерывных частных производ-
ных у функции f(x) на некотором открытом множестве X̌ ⊃X таком, что ∀ x ∈X,
∀ x̌ ∈ R

n ‖x̌ − x‖ 6 τ0 ⇒ x̌ ∈ X̌. Во многих задачах это условие естественным об-
разом выполняется. Для существования константы Липшица L, удовлетворяющей
(1), достаточно существование непрерывных частных производных у функции f(x)
на некотором открытом множестве X̌ ⊃ coX, где coX — выпуклая оболочка мно-
жества X (см., например, [1]). В некоторых случаях константы Липшица не суще-
ствует, но тем не менее удается доказать выполнение lim

τ→0+
min f(Xτ ) = min f(X)

(такой случай описывается в разделе 2).
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При решении некоторых задач вычислительный процесс можно организо-
вать таким образом, что одновременно с вычислением f̃ τ = min f(Xτ ) вычис-

ляется верхняя оценка L̃ для константы L в окрестности текущей рассматри-
ваемой точки из Xτ (см., например, [3]), и тогда для выполнения (2) исполь-

зуем условие L̃τ 6 ε вместо Lτ 6 ε. Следует, однако, отметить, что метод
вычисления константы L̃ из [3] не дает гарантированного значения констан-

ты Липшица, т.е. является эвристическим, а поэтому и использование L̃ вме-
сто L не всегда приводит к верному результату. Кроме того, эвристический
метод вычисления константы L̃ из [3] может быть реализован лишь в слу-
чае, когда X — координатный параллелепипед, а также в случае специально
организованного процесса вычислений значений функции f(x). Такие огра-
ничительные предположения в рассматриваемом ниже подходе отсутствуют.

Может оказаться, что значение f̃ τ = min f(Xτ ) при выбранном τ > 0
является приемлемым. В противном случае последовательно уменьшаем τ ,
например, полагая τ := τ/2, до получения приемлемого значения f̃ τ .

В книге [1] приводится обзор некоторых методов глобальной оптимиза-
ции (см. [1, гл. 5, § 12]), которые можно объединить общим термином «мето-
ды покрытий». В большинстве случаев в этих методах предполагается, что
множество X является n-мерным координатным параллелепипедом. Кроме
того, эти методы основываются на точном знании константы Липшица L, удо-
влетворяющей условию (1), и в случае отсутствия такой информации либо
становятся неприменимыми, либо могут использоваться как эвристические
методы. Один их таких методов описан в [1, стр. 355].

Таким образом, методы покрытий (см. некоторые варианты применения
метода покрытий в [3–10]) имеют достаточно узкую область применимости,
а в предлагаемом подходе на множество X не накладываются такие жесткие
ограничения и знание константы Липшица не является обязательным.

Разработка и описание методов аппроксимации некоторых классов мно-
жеств, возникающих в практически значимых задачах, конечными множе-
ствами представляются важными и актуальными. Некоторые методы аппрок-
симации приводятся в разделе 1. В разделе 2 эти методы применяются к од-
ной из геометрических задач оптимизации.

В связи с возникающими (и порой неразрешимыми) трудностями, связан-
ными с решением задач глобальной оптимизации, авторы сделали упор на
малую размерность решаемой задачи, а именно на двумерный случай. При
такой размерности построение конечного множества Xτ ⊂ X, аппроксими-
рующего множество возможных решений X с заданной точностью τ > 0,
является практически реализуемым при разумных ограничениях на величи-
ну τ . Соответственно, нахождение минимального значения целевой функции
на Xτ в этом случае также вполне реализуемо.

Авторы видят новизну предлагаемого подхода в использовании в разде-
ле 1 «ступенчатой» структуры ограничений, задающих множество X. Этот
подход показал свою эффективность именно для двумерного случая (к со-
жалению, для трехмерного он уже «не работает»). Именно в двумерном слу-
чае достаточно просто можно выделить участки монотонности в одномерных
функциях, задающих ограничения в X.

В работе [10], на которую также указывается в [1], описан метод аппрок-
симации множества X произвольной размерности, описываемого системой
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ограничений вида неравенств. Однако его описание и алгоритмическая реа-
лизация являются гораздо более сложными, и при этом используются весьма
существенные ограничения на функции в неравенствах.

Чтобы продемонстрировать существенное отличие предлагаемого подхо-
да от метода, описанного в [10] (и аналогичных ему), рассмотрим следую-
щие рассуждения, связанные с построением для множества X сетки Xτ , где
τ > 0, такой, что

Xτ ⊂X, ∀ x ∈X ∃ x̃ ∈Xτ : ‖x̃− x‖ 6 τ. (4)

Если покрыть множество X кубиками Qi с длиной ребра 2τ (оставим в сто-
роне вопрос об алгоритме построения множества таких кубиков), где τ — шаг
сетки, то возможны два случая: центр кубика c(Qi) ∈X и c(Qi) 6∈X. В пер-
вом случае добавляем точку c(Qi) в сетку Xτ , а во втором — возникает вопрос
о выполнении условия

Qi ∩X 6= ∅. (5)

Если условие (5) выполняется, то для обеспечения выполнения (4) необходи-

мо включить в сетку Xτ какого-либо «представителя» x(i) ∈ Qi ∩X. При
этом для некоторых точек x ∈ Qi ∩X может выполняться ‖x − x(i)‖ > τ

(вплоть до ‖x − x(i)‖ = 2τ), т.е. в этом случае для обеспечения выполнения
(4) потребуется дополнительное дробление кубика Qi на 2n кубиков Qij , полу-
чаемых из Qi делением его ребер пополам, и тогда для каждого из них также
проверяем условие вида (5). При этом, если для каждого случая Qij ∩X 6= ∅

любой представитель x(ij) ∈ Qij ∩X (хотя бы один) включается в сетку Xτ ,
то заведомо выполняется (4). Однако это легко сделать только в случае, ко-

гда задачи нахождения x(i) ∈ Qi ∩X, x(ij) ∈ Qij ∩X или подтверждения
выполнения условий Qi ∩X = ∅, Qij ∩X = ∅ решаются достаточно просто.
Пусть X = {x ∈ R

n | g1(x) 6 0, . . . , gr(x) 6 0}. Тогда проверка выполнения
условия Qi∩X 6= ∅ (для кубика Qi такого, что не выполняется gj(c(Qi)) 6 0,
j = 1, . . . , r) требует решения задачи глобальной оптимизации:

g(x) = max{g1(x), . . . , gr(x)} → min(= µi), x ∈ Qi. (6)

Если µi > 0, то Qi ∩X = ∅, и переходим к рассмотрению очередного кубика
Qi. Если µi 6 0, то Qi ∩X 6= ∅, и тогда дробим Qi на 2n кубиков Qij , для
каждого из которых в свою очередь решаем задачу глобальной оптимизации

g(x) = max{g1(x), . . . , gr(x)} → min(= µij), x ∈ Qij . (7)

При этом, если µij > 0, то Qij ∩ X = ∅, а если µij 6 0, то Qi ∩ X 6= ∅,
и тогда включаем в Xτ любое решение задачи (7). Только решив все ука-
занные задачи глобальной оптимизации вида (6), (7), мы соберем множество
элементов сетки Xτ . Но даже в случае, когда множество X задается совокуп-
ностью линейных ограничений, для получения решения перечисленных задач
потребуется достаточно большая вычислительная работа (решение огромного
количества задач линейного программирования). А если функция g(x) доста-
точно сложная (нелинейная, возможно, невыпуклая, многоэкстремальная)?

В этой связи следует отметить, что предлагаемая авторами методика су-
щественно отличается от описанной выше процедуры нахождения элементов

133



Не ф е д о в В. Н., С в о й к и н Ф. В., Г а р и б я н Б. А., Р я п у х и н А. В., К о р о л ь к о Н. С.

сетки Xτ с помощью решения многочисленных задач глобальной оптимиза-
ции вида (6), (7). В методе, предлагаемом авторами, не требуется решения
указанных задач глобальной оптимизации. Вместо решения каждой из таких
задач достаточно вычислить значение функции лишь в одной специально вы-
бранной точке!

Замечание 2. В численных методах решения некоторых математических задач
(например, при численном решении дифференциальных уравнений в частных про-
изводных) также используются сеточные аппроксимации двумерных множеств для
построения разностных схем. Однако при построении подобных сеток достигаются
цели, отличные от рассматриваемых в задачах глобальной оптимизации. В частно-
сти, при построении таких сеток не ставится условие равномерности расположения
её узлов. Например, часто используемым подходом является метод триангуляции,
основанный на разбиении плоскости на треугольники (см., например, [11]), тогда
как для равномерного расположения узлов приходим к разбиению плоскости на
квадраты.

Замечание 3. Аппроксимация замкнутого ограниченного множества X ⊂ R
n

конечным множеством Xτ ⊂X таким, что ∀ x ∈X ∃ x̃ ∈Xτ : ‖x̃−x‖ 6 τ , исполь-
зуется не только в задачах глобальной оптимизации. Аппроксимирующее множество
Xτ используется также в задачах векторной оптимизации, например, для аппрокси-
мации конечными множествами множеств Парето-оптимальных оценок и решений
(см., например, [12,13]).

1. Построение конечного аппроксимирующего множества для дву-
мерных множеств, заданных «ступенчатой» системой неравенств.
Будем говорить, что некоторое множество S ⊆ R

2 описывается «ступенча-
той» системой неравенств, если для заданных чисел αS , βS , где αS < βS ,
и двух заданных функций gS(x), ḡS(x) выполняется

S = {(x, y) ∈ R
2 | αS 6 x 6 βS , gS(x) 6 y 6 ḡS(x)}. (8)

Такой способ описания множества S является удобным для реализации чис-
ленных методов аппроксимации этого множества конечным множеством, име-
ющим сколь угодно малое расстояние (в метрике Хаусдорфа [14, 15]) от S.
Это, в свою очередь, позволяет описывать численные методы оптимизации
некоторой целевой функции на множестве S.

1.1. Расстояния между множествами. Будем использовать следую-
щую норму для (x, y) ∈ R

2: ‖(x, y)‖ = max{|x|, |y|}. Помимо этого будем ис-
пользовать скалярное произведение векторов (x, y), (x̄, ȳ) ∈ R

2: 〈(x, y), (x̄, ȳ)〉 =
xx̄ + yȳ, а также длину вектора (x, y) ∈ R

2: |(x, y)| = (x2 + y2)1/2. Заметим,
что

∀ (x, y) ∈ R
2 ‖(x, y)‖ 6 |(x, y)| 6

√
2‖(x, y)‖.

Для любого вектора A = (a1, a2) ∈ R
2 и любых множеств S, P ⊆ R

2

введем расстояния:

ρe(A,S) = inf{|A− U | | U ∈ S}, ρm(A,S) = inf{‖A− U‖ | U ∈ S},
αe(P ,S) = sup{ρe(A,S) | A ∈ P }, αm(P ,S) = sup{ρm(A,S) | A ∈ P },

he(P ,S) = he(S,P ) = max{αe(P ,S), αe(S,P )},

134



Методы аппроксимации двумерных множеств конечными множествами и их приложение. . .

hm(P ,S) = hm(S,P ) = max{αm(P ,S), αm(S,P )}.
Здесь he(P ,S), hm(P ,S)— расстояние по Хаусдорфу между множествами S
и P (см., например, [14, 15]).

Очевидно, что для любых множеств S,P ⊆ R
2 выполняется

he(P ,S) 6
√
2hm(P ,S), hm(P ,S) 6 he(P ,S),

а в случае P ⊆ S справедливо

he(P ,S) = αe(S,P ), hm(P ,S) = αm(S,P ).

Кроме того, если W — ортогональная матрица порядка 2 (т.е. её вектор-
строки, а также вектор-столбцы образуют ортонормированный базис в R

2),
E — единичная матрица порядка 2, то для любых векторов A, B ∈ R

2, мно-
жеств P , S ⊆ R

2 и числа α > 0 справедливы следующие соотношения:

WW⊤ = W⊤W = E,

|WA| = 〈WA,WA〉1/2 = 〈W⊤WA,A〉1/2 = 〈A,A〉1/2 = |A|,
|WA−WB| = |W (A−B)| = |A−B|,

he(WP ,WS) = he(P ,S),

hm(WP ,WS) 6 he(WP ,WS) = he(P ,S) 6
√
2hm(P ,S), (9)

hm(P +A,S +A) = hm(P ,S), he(P +A,S +A) = he(P ,S), (10)

hm(S +A,S) 6 ‖A‖, he(S +A,S) 6 |A|,
hm(αP , αS) = αhm(P ,S), he(αP , αS) = αhe(P ,S), (11)

где S +A = {U +A | U ∈ S}, αS = {αU | U ∈ S}.
Для любого непустого множества S ⊆ R

2 и числа τ > 0 обозначим

diamm(S) = sup{‖U − V ‖ | U, V ∈ S}, diame(S) = sup{|U − V | | U, V ∈ S},
Oτ

m(S) = {(x, y) ∈ R
2 | ∃ (x̄, ȳ) ∈ S : ‖(x, y)− (x̄, ȳ)‖ 6 τ},

Oτ
e (S) = {(x, y) ∈ R

2 | ∃ (x̄, ȳ) ∈ S : |(x, y)− (x̄, ȳ)| 6 τ}.
В случае S = {U} кратко пишем Oτ

m(U), Oτ
e (U) вместо Oτ

m({U}), Oτ
e ({U}).

1.2. Вспомогательные утверждения об аппроксимации множе-
ства конечным множеством (сеткой) с заданной точностью. Рассмот-
рим задачу аппроксимации некоторого ограниченного множества S ⊂ R

2 ко-
нечным множеством Sτ ⊂ R

2, удовлетворяющим для заданного τ > 0 усло-
виям

Sτ ⊆ S, hm(Sτ ,S) = αm(S,Sτ ) 6 τ.

Примеры аппроксимации некоторых сложных множеств конечными можно
найти, например, в [12,13].

Нам понадобятся следующие утверждения.

Утверждение 1. Пусть Q = {(x, y) ∈ R
2 | α1 6 x 6 β1, α2 6 y 6 β2} (где

α1 < β1, α2 < β2) — координатный прямоугольник, g(x)— функция, опре-
деленная и монотонно невозрастающая (неубывающая) на [α1, β1], Qg =
= {(x, y) ∈ Q | y 6 g(x)}. Тогда Qg 6= ∅ ⇔ (α1, α2) ∈ Qg (Qg 6= ∅ ⇔
(β1, α2) ∈ Qg).
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До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим случай монотонного невозрастания
функции g(x) (т.е. x1 6 x2 ⇒ g(x1) > g(x2)). Пусть Qg 6= ∅. Тогда ∃ (x0, y0) ∈
Q: y0 6 g(x0), откуда α2 6 y0, α1 6 x0, и, используя монотонное невозрас-
тание функции g(x), получаем: g(α1) > g(x0) > y0 > α2, т.е. (α1, α2) ∈ Qg.
В обратную сторону рассуждения очевидны. Рассмотрим теперь случай мо-
нотонного неубывания g(x). Пусть Qg 6= ∅. Тогда ∃(x0, y0) ∈ Q: y0 6 g(x0),
откуда α2 6 y0, x0 6 β1, и, используя монотонное неубывание g(x), получаем:
g(β1) > g(x0) > y0 > α2, т.е. (β1, α2) ∈ Qg. В обратную сторону рассуждения
очевидны. �

Утверждение 2. Пусть S — некоторое непустое множество из R
2,

S ⊆
[⋃r1

i=1Qτ,i

]⋃[⋃r2
i=1 Q̃τ,i

]
,

где Qτ,i, Q̃τ,i — множества из R
2 такие, что

∃ Cτ,i ∈ Qτ,i ∩ S : ∀ U ∈ Qτ,i ‖U − Cτ,i‖ 6 τ, (12)

diamm(Q̃τ,i) 6 τ, ∃ C̃τ,i ∈ Q̃τ,i ∩ S. (13)

Тогда для множества Sτ =
[⋃r1

i=1Cτ,i

]⋃[⋃r2
i=1 C̃τ,i

]
выполняется Sτ ⊆ S,

hm(S,Sτ ) 6 τ.

До к а з ат е л ь ств о. Из условий доказываемого утверждения следует,
что Sτ ⊆ S. В силу того, что Sτ ⊆ S, остается доказать, что

αm(S,Sτ ) = sup{ρm(U,Sτ ) | U ∈ S} 6 τ.

Пусть U ∈ S. Покажем, что ρm(U,Sτ ) 6 τ . Рассмотрим два возможных
случая:

(а) U ∈
⋃r1

i=1Qτ,i. Тогда, например, U ∈ Qτ,1 и в силу (12) для Cτ,1 ∈ Sτ

выполняется ‖U − Cτ,1‖ 6 τ , т.е. ρm(U,Sτ ) 6 ‖U − Cτ,1‖ 6 τ ;

(б) U ∈
⋃r2

i=1 Q̃τ,i. Тогда, например, U ∈ Q̃τ,1 и в силу (13) для C̃τ,1 ∈
Q̃τ,1 ∩ Sτ выполняется ‖U − C̃τ,1‖ 6 diamm(Q̃τ,1) 6 τ , т.е. ρm(U,Sτ ) 6

6 ‖U − C̃τ,1‖ 6 τ . �

1.3. Построение конечного множества (сетки) Sτ , удовлетворя-
ющего заданным условиям. Построим сетку Sτ , удовлетворяющую для
заданного τ > 0 условиям

Sτ ⊆ S, hm(Sτ ,S) = αm(S,Sτ ) 6 τ, (14)

где S — множество, удовлетворяющее (8).
Рассмотрим сначала простой случай, когда gS(x) ≡ 0, и при этом для про-

стоты обозначений вместо ḡS(x), αS , βS используем g(x), α, β соответственно,
т.е. теперь

S = {(x, y) ∈ R
2 | α 6 x 6 β, 0 6 y 6 g(x)}, α < β. (15)

Кроме того, считаем, что функция g(x) является неотрицательной и невоз-
растающей на [α, β] (т.е. ∀ x1, x2 ∈ [α, β] x1 6 x2 ⇒ g(x1) > g(x2)).
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Построим вспомогательную сетку по оси Ox. Обозначим

T τ =
{
xτi , α+ τ + 2iτ, i = 0, 1, . . . , imax

}
,

где imax — максимальное целое число i > 0, при котором α+2iτ < β (при этом
может оказаться, что α+2(imax+1)τ = β). В особом случае, когда α+ τ > β,
полагаем T τ = {β}. Кроме того, если оказалось, что xτimax

> β, то полагаем
xτimax

= β. При этом, очевидно, справедливо

T τ ⊆ [α, β], hm(T τ , [α, β]) = αm([α, β], T τ ) 6 τ.

Пусть теперь для некоторого i0 ∈ {0, 1, . . . , imax− 1} выполняется условие
(см. рис. 1)

α+ 2i0τ 6 x 6 α+ 2(i0 + 1)τ, (16)

(соответственно, в случае i0 = imax справедливо α + 2i0τ 6 x 6 β, а в слу-
чае T τ = {β} выполняется α 6 x 6 β; для определенности рассмотрим
случай (16), другие случаи рассматриваются аналогично). Обозначим ȳ =
= g(α+ 2i0τ) = max{g(x) | α+ 2i0τ 6 x 6 α+ 2(i0 + 1)τ} (см. рис. 1). Будем
рассматривать нетривиальный случай, когда ȳ > 0. Пусть j0 — максимальное
число среди чисел j ∈ {0, 1, . . .}, для которых 2jτ < ȳ. Далее рассматриваем
для случая (16) j0 + 1 горизонтальных слоев, для которых выполняется

2jτ 6 y 6 2(j + 1)τ, j = 0, 1, . . . , j0,

и при этом 2j0τ < ȳ, 2(j0 + 1)τ > ȳ. Пусть далее (см. рис. 1)

y̌ = g(α+ τ + 2i0τ) = max
{
g(x) | α+ τ + 2i0τ 6 x 6 α+ 2(i0 + 1)τ

}

Рис. 1. Выбор элементов, принадлежащих S
τ

[Figure 1. Selection of elements belonging to S
τ ]
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и j1 — максимальное число среди целых чисел j > 0, для которых 2jτ+τ 6 y̌.
Возможен также случай, когда y̌ < τ , при котором такого числа j1 нет.

Тогда при y̌ > τ для каждого номера j ∈ {0, 1, . . . , j1} выполняется

2jτ + τ 6 y̌ = g(α+ τ + 2i0τ), (17)

откуда
Cτ,j = (α+ τ + 2i0τ, 2jτ + τ) ∈ S,

где S удовлетворяет (15). При этом Cτ,j является центром квадрата (с дли-
нами сторон, равными 2τ)

Qτ,j =
{
(x, y) ∈ R

2 | α+ 2i0τ 6 x 6 α+ 2(i0 + 1)τ, 2jτ 6 y 6 2(j + 1)τ
}
,

и поэтому

∀(x, y) ∈ Qτ,j , j ∈ {0, 1, . . . , j1}, ‖(x, y)− Cτ,j‖ 6 τ. (18)

Включаем в Sτ все Cτ,j , удовлетворяющие (17), где j ∈ {0, 1, . . . , j1}, а тем
самым и (18).

Далее рассматриваем квадраты Qτ,j при j ∈ {j1 + 1, . . . , j0} (а в случае
y̌ < τ — при j ∈ {0, . . . , j0}). Каждый из них разбиваем на 4 квадрата, дли-
ны сторон которых равны τ . Согласно утверждению 1, чтобы определить,
имеются ли в любом из них точки, принадлежащие S, достаточно прове-
рить принадлежность S левой нижней вершины каждого из них. Это усло-
вие заведомо не выполняется для верхнего правого квадрата (поскольку при
j ∈ {j1 + 1, . . . , j0} справедливо 2jτ + τ > y̌ = g(α + τ + 2i0τ), а левой ниж-
ней вершиной этого квадрата является (α+ τ +2i0τ, 2jτ + τ)). Для проверки
выполнения этого условия для остальных трех квадратов потребуются толь-
ко уже вычисленные значения ȳ = g(α + 2i0τ) и y̌ = g(α + τ + 2i0τ). Если
для некоторого из трех квадратов условие принадлежности S выполняется,
то включаем в Sτ соответствующую левую нижнюю вершину квадрата, при-
надлежащую S. Такими вершинами для каждого j ∈ {j1 + 1, . . . , j0} могут
оказаться любые из трех точек:

(α+ 2i0τ, 2jτ), (α+ 2i0τ, 2jτ + τ), (α+ 2i0τ + τ, 2jτ).

При этом для левой нижней вершины C̃ каждого из рассматриваемых квад-
ратов Q̃ выполняется

∀(x, y) ∈ Q̃ ‖(x, y)− C̃‖ 6 diamm(Q̃) 6 τ.

Действуя таким образом для всех i0 ∈ {0, 1, . . . , imax} (в случае i0 = imax

действуем аналогично, но в случае β < α+τ+2i0τ всюду вместо α+τ+2i0τ ис-
пользуем β и, в частности, вместо y̌ = g(α+τ+2i0τ) полагаем y̌ = g(β)), в си-
лу утверждения 2 получаем требуемое множество Sτ , удовлетворяющее (14).
Действительно, выполнение условий вида (12) для Cτ,j и Qτ,j следует из (18),

а условий вида (13) — из приведенных выше неравенств для C̃ и Q̃.
Таким образом, рассмотрен случай, когда выполняется (15) (т.е. S =

= {(x, y) ∈ R
2 | α 6 x 6 β, 0 6 y 6 g(x)}), и функция g(x) является неот-

рицательной и монотонно невозрастающей на [α, β]. Очевидно, что условие
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0 6 y (взятое для простоты) можно заменить на более общее γ 6 y, где γ —
произвольное число, в предположении, что γ 6 g(x) при x ∈ [α, β]. Совершен-
но аналогично рассматривается случай, когда при выполнении (15) функция
g(x) является неотрицательной и монотонно неубывающей на [α, β]. Кроме
того, подобный подход применяется для случаев, когда при задании S по
схеме (15) вместо условия 0 6 y 6 g(x) используется альтернативное усло-
вие g(x) 6 y 6 0, где функция g(x) является неположительной и монотонно
неубывающей либо, напротив, монотонно невозрастающей (а также более об-
щие условия: γ 6 y 6 g(x) или g(x) 6 y 6 γ соответственно). В более общих
случаях разбиваем [α, β] сначала на участки [ᾱ, β̄], где ᾱ < β̄, такие, что для
каждого из них найдется число γ̄, для которого выполняется

∀ x ∈ [ᾱ, β̄] gS(x) 6 γ̄ 6 ḡS(x)

(тогда S = {(x, y) ∈ R
2 | ᾱ 6 x 6 β̄, gS(x) 6 y 6 ḡS(x)} = {(x, y) ∈ R

2 |
ᾱ 6 x 6 β̄, gS(x) 6 y 6 γ̄}

⋃
{(x, y) ∈ R

2 | ᾱ 6 x 6 β̄, γ̄ 6 y 6 ḡS(x)}), а за-
тем каждый такой участок [ᾱ, β̄]— на участки монотонности относительно
функции gS(x) (при рассмотрении случая gS(x) 6 y 6 γ̄) или относительно
функции ḡS(x) (при рассмотрении случая γ̄ 6 y 6 ḡS(x)). Тогда объединение
сеток по всем этим участкам даст искомую сетку для всего множества S.

Замечание 4. Множество Sτ , удовлетворяющее (14), можно использовать в слу-
чае решения задачи глобальной оптимизации некоторой целевой функции f(x, y) на
замкнутом ограниченном множестве S ⊂ R

2, т.е. задачи вида

f(x, y)→ min(= f*); (x, y) ∈ S.

Действительно, для получения приближенного решения этой задачи можно найти
для достаточно малого τ > 0 значение

f̃ (τ) = min{f(x, y) | (x, y) ∈ Sτ}.

Тогда в случае, если функция f(x, y) удовлетворяет условию Липшица на S, т.е.
существует константа Lf > 0 такая, что

∀ (x, y), (x̄, ȳ) ∈ S |f(x, y)− f(x̄, ȳ)| 6 Lf‖(x, y)− (x̄, ȳ)‖, (19)

то для f̃ (τ) выполняется
f* 6 f̃ (τ) 6 f* + Lfτ. (20)

Заметим, что условие (19) можно ослабить и вместо него при выбранном τ > 0
использовать условие

∀ (x, y), (x̄, ȳ) ∈ S ‖(x, y)−(x̄, ȳ)‖ 6 τ ⇒ |f(x, y)−f(x̄, ȳ)| 6 Lf‖(x, y)−(x̄, ȳ)‖, (21)

при выполнении которого также будет справедливо (20). Более того, вместо величи-

ны Lf в (20) можно использовать величину L̃f , удовлетворяющую еще более слабому

условию (чем (21)). Пусть Argmin f(S) = {(x, y) ∈ S | f(x, y) = f*} и величина L̃f

удовлетворяет условию

∃ (x̃, ỹ) ∈ Argmin f(S) : ∀ (x, y) ∈ S ∩Oτ
m((x̃, ỹ)) f(x, y) 6 f* + L̃f‖(x, y)− (x̃, ỹ)‖.

Тогда (20) очевидным образом выполняется при замене Lf на L̃f .
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2. Об одной геометрической задаче, в описании которой исполь-
зуется множество, описываемое «ступенчатой» системой неравенств.

2.1. Задача поиска кусочно-линейного маршрута, соединяющего
две заданные точки A, B ∈ R

2, с возможностью совершения одного
поворота в промежуточной точке C ∈ R

2. Предполагается, что угол по-
ворота ϕ в точке C имеет ограничение вида ϕ ∈ [−ϕ0, ϕ0], где ϕ0 — заданный
предельный угол поворота, ϕ0 ∈ (0, π). Обозначим множество возможных

значений для точки C через S(1)(A,B, ϕ0). В этом разделе будут получены
формулы для описания этого множества, а также приведен алгоритм построе-
ния конечного множества S(τ,1)(A,B, ϕ0), аппроксимирующего S(1)(A,B, ϕ0)
с заданной точностью τ > 0, основанный на методе, полученном в разделе 1.
Кроме того, будут описаны задача поиска оптимального маршрута и метод
ее решения, использующий S(τ,1)(A,B, ϕ0).

2.2. Угол между векторами. Для произвольных ненулевых векторов
A = (a1, a2) ∈ R

2, B = (b1, b2) ∈ R
2 угол между этими векторами (предпо-

лагаем, что эти векторы имеют начало в одной точке O = (0, 0) ∈ R
2) бу-

дем обозначать через ∠(A,B). При этом будем учитывать направление угла
от вектора A в сторону вектора B, так что ∠(A,B) = −∠(B,A). Положи-
тельным считаем направление по часовой стрелке. Значения углов находятся
в промежутке (−π, π] (для угла между противоположно направленными век-
торами выбираем значение π). Кроме того, для большей общности рассуж-
дений в случае нулевого вектора A или B полагаем ∠(A,B) = 0. Нетрудно
показать, что

∠(A,B) > 0⇔ det

[
a1 a2
b1 b2

]
< 0

(в силу того, что векторное произведение векторов (a1, a2, 0), (b1, b2, 0) ∈ R
3

образует правую тройку).

Пример 1.

а) Для A = (0, 1) ∈ R
2, B = (1, 0) ∈ R

2 выполняется

∠(A,B) = π/2 > 0, det

[
0 1
1 0

]
=

[
0 1
1 0

]
= −1 < 0.

б) Для A = (−1, 3) ∈ R
2, B = (−5, 2) ∈ R

2 выполняется

det

[
−1 3
−5 2

]
=

[
−1 3
−5 2

]
= −2 + 15 = 13 > 0⇒ ∠(A,B) < 0.

Для точек A, B ∈ R
2 через [A,B] = {(x, y) = αA+(1−α)B ∈ R

2 | α ∈ [0, 1]}
обозначим отрезок прямой, соединяющий точки A и B.

Замечание 5. Для попарно различных точек A, B, C ∈ R
2, не лежащих на од-

ной прямой, можно аналитически определить, где находится точка C относительно
прямой, проходящей через точки A и B и направленной от A к B. Тогда в случае,
если точка C не принадлежит этой прямой, находим знак угла (вычисляя значение
соответствующего определителя) α = ∠

(
B − A,C − (A+B)/2

)
(вместо (A+B)/2

можно взять любую точку этой прямой). Если α > 0, то точка C находится справа
от этой прямой, а если α < 0, то слева.
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Вернемся к исходной задаче поиска кусочно-линейного маршрута, соеди-
няющего две заданные точки A, B ∈ R

2, с возможностью совершения одного
поворота в промежуточной точке C ∈ R

2. Теперь мы можем описать вве-
денное ранее множество S(1)(A,B, ϕ0). Действительно, при выборе точки C
для осуществления допустимого поворота имеем следующее (геометрическое)
условие: ∠(B − C,C −A) ∈ [−ϕ0, ϕ0], т.е.

S(1)(A,B, ϕ0) =
{
C ∈ R

2 | ∠(B − C,C −A) ∈ [−ϕ0, ϕ0]
}

(в случае ∠(B − C,C − A) = 0 точка C принадлежит [A,B]). Кроме того,
обозначим

Š
(1)

(A,B, ϕ0) =
{
C ∈ R

2 | 0 6 ∠(B − C,C −A) 6 ϕ0

}
,

Ŝ
(1)

(A,B, ϕ0) =
{
C ∈ R

2 | −ϕ0 6 ∠(B − C,C −A) 6 0
}
.

Далее, чтобы получить аналитическое описание множества S(1)(A,B, ϕ0),
воспользуемся вспомогательной задачей, получающейся из исходной (т.е. об-
щей) благодаря удобному выбору фиксированных точек A и B, расположен-
ных симметрично относительно начальной точки O(0, 0).

2.3. Вспомогательная задача. Опишем множество S(1)(A,B, ϕ0) при
следующих специально выбранных точках: A = (0,−1), B = (1, 0). Соот-

ветственно обозначим S
(1)
ϕ0

= S(1)
(
(0,−1), (1, 0), ϕ0

)
, где ϕ0 ∈ (0, π). Опишем

S
(1)
ϕ0

с помощью простой «ступенчатой» системы неравенств. Множество S
(1)
ϕ0

состоит из двух симметричных частей (долей): левой

Ŝ
(1)
ϕ0

=
{
C ∈ R

2 | −ϕ0 6 ∠
(
(0, 1)− C,C − (0,−1)

)
6 0

}

и правой

Š
(1)
ϕ0

=
{
C ∈ R

2 | 0 6 ∠
(
(0, 1)− C,C − (0,−1)

)
6 ϕ0

}

так, что S
(1)
ϕ0

= Ŝ
(1)
ϕ0
∪ Š

(1)
ϕ0

. Очевидно, что для C = (c1, c2) ∈ R
2 выполняется

∠
(
(0, 1)− C,C − (0,−1)

)
= ∠

(
(−c1, 1− c2), (c1, c2 + 1)

)
,

∠
(
(0, 1)− (−C),−C − (0,−1)

)
= ∠

(
(c1, c2 + 1), (−c1, 1− c2)

)
=

= −∠
(
(0, 1)− C,C − (0,−1)

)
,

т.е.

06∠
(
(0, 1)− C,C − (0,−1)

)
6ϕ0 ⇔ −ϕ06∠

(
(0, 1)− (−C),−C − (0,−1)

)
6 0,

откуда Ŝ
(1)
ϕ0

= −Š(1)
ϕ0

, Š
(1)
ϕ0

= −Ŝ(1)
ϕ0

. Следовательно, достаточно описать мно-

жество Š
(1)
ϕ0

, поскольку множество Ŝ
(1)
ϕ0

описывается аналогично.
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Замечание 6. Из условий Ŝ
(1)

ϕ0
= −Š(1)

ϕ0
, S(1)

ϕ0
= Ŝ

(1)

ϕ0
∪ Š

(1)

ϕ0
следует, что S(1)

ϕ0
=

= −S(1)
ϕ0

, т.е. точка O(0, 0) является центром антисимметрии для множества S(1)
ϕ0

.
Кроме того, нетрудно видеть, что

C = (c1, c2) ∈ Š
(1)

ϕ0
⇔ (c1,−c2) ∈ Š

(1)

ϕ0
, C = (c1, c2) ∈ Ŝ

(1)

ϕ0
⇔ (c1,−c2) ∈ Ŝ

(1)

ϕ0
,

откуда в силу Ŝ
(1)

ϕ0
= −Š(1)

ϕ0
получаем

C = (c1, c2) ∈ Š
(1)

ϕ0
⇔ (−c1, c2) ∈ Ŝ

(1)

ϕ0
.

Таким образом, ось Ox является осью симметрии для множеств Š
(1)

ϕ0
, Ŝ

(1)

ϕ0
, а Oy —

осью симметрии для S(1)
ϕ0

.

Таким образом, Š
(1)
ϕ0

— множество всех точек C ∈ R
2, находящихся справа

от оси Oy, и таких, что, двигаясь по ломаной [(0,−1), C] ∪ [C, (0, 1)], мы осу-
ществляем в точке C допустимый поворот, т.е. не превышающий по модулю
заданный угол ϕ0 ∈ (0, π).

Отметим некоторые простые геометрические свойства множества Š
(1)
ϕ0

. Ес-

ли для некоторого ϕ ∈ (0, ϕ0] выполняется 0 6 ∠
(
(0, 1)−C,C − (0,−1)

)
= ϕ,

т.е. C ∈ Š
(1)
ϕ0

, то [(0,−1), C] ⊆ Š
(1)
ϕ0

, поскольку ∀ α ∈ (0, 1] для Cα = (0,−1) +
+ α(C − (0,−1)) справедливо

∠
(
(0, 1)− Cα, Cα − (0,−1)

)
6 ∠

(
(0, 1)− C,C − (0,−1)

)
= ϕ

(см. рис. 2), и при α ∈ (0, 1) это неравенство является строгим. Кроме того,
если ∠

(
(0, 1) − C,C − (0,−1)

)
= ϕ ∈ (0, ϕ0), то найдется α0 > 1 такое, что

∠
(
(0, 1)− Cα0

, Cα0
− (0,−1)

)
= ϕ0 (см. рис. 2).

Рис. 2. Взаимное расположение точек C, Cα и Cα0

[Figure 2. Relative positions of the points C, Cα, and Cα0
]

Используя эти простые свойства, нетрудно показать, что

Š
(1)
ϕ0

=
⋃

C∈Γ̌ϕ0
[(0,−1), C], (22)

где ∀ ϕ ∈ (0, π) Γ̌ϕ =
{
C ∈ R

2 | ∠
(
(0, 1)− C,C − (0,−1)

)
= ϕ

}
.

Заметим, что Γ̌ϕ является геометрическим местом точек C(x, y), лежащих
правее оси Oy, и таких, что ∠

(
(0,−1) − C, (0, 1) − C

)
= π − ϕ, т.е. является
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Рис. 3. Точка C ∈ Γ̌ϕ

[Figure 3. The point C ∈ Γ̌ϕ]

Рис. 4. Точка C(tg ϕ

2
, 0) ∈ Γ̌ϕ

[Figure 4. The point C(tg ϕ

2
, 0) ∈ Γ̌ϕ]

дугой окружности радиуса Rϕ = sin−1 ϕ (см. рис. 3, 4) с центром в точке

Ǧϕ = (− ctgϕ, 0), длина которой равна 2ϕRϕ. Множество точек C(x, y), при-
надлежащих этой кривой, удовлетворяет условиям

(
x+Rϕ − tg ϕ

2

)2
+ y2 = R2

ϕ = sin−2 ϕ, 0 6 x 6 tg ϕ
2 . (23)

Например, при x = tg ϕ
2 из (23) имеем R2

ϕ + y2 = R2
ϕ, откуда y = 0, а при

x = 0 имеем

y2 = sin−2 ϕ−
(
sin−1 ϕ− tg ϕ

2

)2
=

=
1

sin2 ϕ
− 1

sin2 ϕ
+

2 tg ϕ
2

sinϕ
− tg2 ϕ

2 =

=
1

cos2 ϕ
2

− sin2 ϕ
2

cos2 ϕ
2

= 1.

Таким образом, указанная кривая и представляет собой множество Γ̌ϕ,

и с учетом (22) Š
(1)
ϕ0

— часть круга радиуса Rϕ0
= sin−1 ϕ0 с центром в точке

Ǧϕ0
=

(
−Rϕ0

+ tg ϕ0

2 , 0
)
= (− ctgϕ0, 0), ограниченная слева хордой AB:

Š
(1)
ϕ0

=
{
(x, y) ∈ R

2 | 0 6 x 6 tg ϕ0

2 ,−
√

R2
ϕ0
−
(
x+Rϕ0

− tg ϕ0

2

)2
6 y 6

6

√
R2

ϕ0
−
(
x+Rϕ0

− tg ϕ0

2

)2}
. (24)
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2.4. Построение конечной τ -сети для вспомогательной задачи.

Из сопоставления (24) и (8) видим, что описание множества Š
(1)
ϕ0

в виде (24)
является ступенчатым, где в соответствии с (8)

αS = 0, βS = tg ϕ0

2 , gS(x) =

√
R2

ϕ0
−

(
x+Rϕ0

− tg ϕ0

2

)2
,

ḡS(x) = −
√
R2

ϕ0
−
(
x+Rϕ0

− tg ϕ0

2

)2
. (25)

Кроме того, в случае ϕ0 ∈
(
0, π2

]
функция gS(x) из (25) является монотонно

убывающей на [αS , βS ] =
[
0, tg ϕ0

2

]
, а функция ḡS(x)— монотонно возраста-

ющей. Заметим далее, что в случае ϕ0 ∈
(
π
2 , π

)
точка Ǧϕ0

= (− ctgϕ0, 0)
лежит правее точки (0, 0) и при этом на отрезке [0,− ctgϕ0] функция gS(x)
(ḡS(x)) из (25) является монотонно возрастающей (убывающей), а на отрезке[
− ctgϕ0, tg

ϕ0

2

]
монотонно убывающей (возрастающей), т.е. к множеству Š

(1)
ϕ0

применим метод, описанный в разделе 1 и позволяющий строить для любого

заданного τ > 0 конечное множество Š
(τ,1)
ϕ0

, удовлетворяющее условиям

Š
(τ,1)
ϕ0
⊆ Š

(1)
ϕ0

, hm(Š
(τ,1)
ϕ0

, Š
(1)
ϕ0

) = αm(Š
(1)
ϕ0

, Š
(τ,1)
ϕ0

) 6 τ. (26)

Используя Ŝ
(1)
ϕ0

= −Š(1)
ϕ0

, S
(1)
ϕ0

= Ŝ
(1)
ϕ0
∪ Š

(1)
ϕ0

, получаем, что по множеству

Š
(τ,1)
ϕ0

можно построить аппроксимирующее множество S
(τ,1)
ϕ0

и для всего мно-

жества S
(1)
ϕ0

(например, положив Ŝ
(τ,1)
ϕ0

= −Š(τ,1)
ϕ0

, S
(τ,1)
ϕ0

= Ŝ
(τ,1)
ϕ0
∪ Š

(τ,1)
ϕ0

), т.е.
удовлетворяющее условиям

S(τ,1)
ϕ0
⊆ S(1)

ϕ0
, hm(S(τ,1)

ϕ0
,S(1)

ϕ0
) = αm(S(1)

ϕ0
,S(τ,1)

ϕ0
) 6 τ. (27)

Замечание 7. На точку поворота C(x, y), а тем самым и на элементы множеств

S(1)
ϕ0

, Š
(1)

ϕ0
, Ŝ

(1)

ϕ0
могут быть наложены некоторые дополнительные условия, напри-

мер, условие вида (ограничение на максимальную длину прямолинейного участка
маршрута):

|C − (0, 1)| 6 σ, |C − (0,−1)| 6 σ, (28)

где σ > 1 (при σ < 1 условия (28) становятся несовместными). Из (28) получаем

x2 + (y − 1)2 6 σ2, x2 + (y + 1)2 6 σ2,

откуда

−σ 6 x 6 σ, −
√

σ2 − x2 + 1 6 y 6
√
σ2 − x2 + 1,

−
√
σ2 − x2 − 1 6 y 6

√
σ2 − x2 − 1,

что равносильно условиям

−σ 6 x 6 σ, −
√

σ2 − x2 + 1 6 y 6
√
σ2 − x2 − 1. (29)

С учетом условий (29) βS , gS(x), ḡS(x) в (25) поменяются на

βS = min
{
tg ϕ0

2 , σ
}
,
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gS(x) = min
{√

R2
ϕ0
−
(
x+Rϕ0

− tg ϕ0

2

)2
,
√
σ2 − x2 − 1

}
,

ḡS(x) = max
{
−
√
R2

ϕ0
−
(
x+Rϕ0

− tg ϕ0

2

)2
,−

√
σ2 − x2 + 1

}
.

При этом промежутки монотонности выделяются у новых функций столь же оче-

видным образом, а условия вида Ŝ
(1)

ϕ0
= −Š(1)

ϕ0
, S(1)

ϕ0
= Ŝ

(1)

ϕ0
∪ Š

(1)

ϕ0
сохраняются.

Таким образом, аппроксимирующие множества, удовлетворяющие (27), могут быть
получены и при дополнительном условии (28).

Помимо (28) на точку поворота C(x, y) могут быть наложены и некоторые другие
условия, например,

‖C − (0, 1)‖ > s, ‖C − (0,−1)‖ > s, (30)

где s ∈ (0, 1) (ограничение на возможность поворота рядом с начальной и конечной
точками маршрута). Эти условия также легко учесть, модифицируя соответствую-
щим образом βS , gS(x), ḡS(x) в (26). Например, в случае отсутствия ограничений
(28) с учетом только условий (30) gS(x), ḡS(x) в (25) поменяются на g̃S(x), ǧS(x)
соответственно, где

g̃S(x) =

{
min{gS(x), 1− s}, x ∈ [0, s],

gS(x), x ∈
(
s, tg ϕ0

2

]
,

ǧS(x) =

{
max{ḡS(x),−1 + s}, x ∈ [0, s],

ḡS(x), x ∈
(
s, tg ϕ0

2

]
.

Участки монотонности у функций g̃S(x), ǧS(x) выделяются очевидным образом.
Нетрудно также учесть одновременное выполнение условий (28), (30). Условия типа
(30) (по ограничению возможности поворота рядом с начальной и конечной точками
маршрута) могут иметь несколько иной вид:

|C − (0, 1)| > s, |C − (0,−1)| > s, (31)

Эти условия также достаточно легко учесть, модифицируя соответствующим обра-
зом βS , gS(x), ḡS(x) в (25).

2.5. Формула перехода от вспомогательной задачи к общей. При-
ведем формулу, позволяющую выразить множество

S(1)(A,B, ϕ0) = {C ∈ R
2 | ∠(B − C,C −A) ∈ [−ϕ0, ϕ0]}

через S
(1)
ϕ0

= S(1)
(
(0,−1), (1, 0), ϕ0

)
с помощью простого линейного преобра-

зования. Положим

E(2) = (e
(2)
1 , e

(2)
2 ) = (B −A)/|B −A|, E(1) = (e

(1)
1 , e

(1)
2 ) = (e

(2)
2 ,−e(2)1 ). (32)

Тогда, очевидно, выполняется

|E(1)| = |E(2)| = 1, 〈E(1), E(2)〉 = 0,

т.е. E(1), E(2) — ортонормированный базис в R
2, матрица

W =

[
e
(1)
1 e

(2)
1

e
(1)
2 e

(2)
2

]
(33)
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— ортогональная и, следовательно,

∀ U, V ∈ R
2 〈WU,WV 〉 = 〈W⊤WU,V 〉 = 〈U, V 〉.

Нетрудно показать (используя равенства Ŝ
(1)
ϕ0

= −Š(1)
ϕ0

, S
(1)
ϕ0

= Ŝ
(1)
ϕ0
∪ Š(1)

ϕ0
),

что

Š
(1)

(A,B, ϕ0) =
|B −A|

2
W Š

(1)
ϕ0

+ (A+B)/2,

Ŝ
(1)

(A,B, ϕ0) =
|B −A|

2
W Ŝ

(1)
ϕ0

+ (A+B)/2, (34)

S(1)(A,B, ϕ0) =
|B −A|

2
WS(1)

ϕ0
+ (A+B)/2,

Например,

|B −A|
2

W

[
0
−1

]
+

A+B

2
= −|B −A|

2

[
e
(2)
1

e
(2)
2

]
+

A+B

2
=

= −|B −A|
2

B −A

|B −A| +
A+B

2
= −B −A

2
+

A+B

2
= A,

|B −A|
2

W

[
0
1

]
+

A+B

2
=
|B −A|

2

[
e
(2)
1

e
(2)
2

]
+

A+B

2
=

=
B −A

2
+

A+B

2
= B,

|B −A|
2

W

[
0
0

]
+

A+B

2
=

A+B

2
,

|B −A|
2

W

[
1
0

]
+

A+B

2
=
|B −A|

2

[
e
(2)
2

−e(2)1

]
+

A+B

2
=

=
1

2

[
b2 − a2
a1 − b1

]
+

A+B

2
,

∣∣∣∣
1

2

[
b2 − a2
a1 − b1

]∣∣∣∣ =
|B −A|

2
,

〈
1

2

[
b2 − a2
a1 − b1

]
,
B −A

2

〉
= 0.

При этом точка (1, 0) находится справа от луча, направленного из точки
(0,−1) и проходящего через точку (0, 1), поскольку (см. замечание 5)

det

[
0 2
1 0

]
= 0− 2 = −2 < 0 ⇒

∠
(
(0, 1)− (0,−1), (1, 0)− (0,1)+(0,−1)

2

)
= ∠

(
(0, 2), (1, 0)

)
> 0.
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Покажем, что также и точка C = |B−A|
2 W

[
1
0

]
+ A+B

2 находится справа от

луча, направленного из точки A и проходящего через точку B. Действитель-
но,

det

[
B −A
C − A+B

2

]
= det

1

2

[
b1 − a1 b2 − a2
b2 − a2 a1 − b1

]
=

=
1

2

(
−(b1 − a1)

2 − (b2 − a2)
2
)
< 0 ⇒ ∠

(
B −A,C − A+B

2

)
> 0.

Совершенно аналогично доказывается, что ∀ C ∈ Š
(1)
ϕ0

для C̃ = |B−A|
2 WC +

+ A+B
2 выполняется ∠

(
B −A, C̃ − A+B

2

)
> 0.

2.6. Построение конечной τ -сети для исходной задачи. Опишем
теперь метод нахождения конечной сетки, аппроксимирующей с заданной
точностью τ > 0 множество

S(1)(A,B, ϕ0) = {C ∈ R
2 | ∠(B − C,C −A) ∈ [−ϕ0, ϕ0]}.

Будем аппроксимировать правую долю (левая аппроксимируется аналогич-
но), т.е. множество

Š
(1)

(A,B, ϕ0) = {C ∈ R
2 | ∠(B − C,C −A) ∈ [0, ϕ0]}.

Будем строить конечное множество Š
(τ,1)

(A,B, ϕ0), удовлетворяющее усло-
виям

Š
(τ,1)

(A,B, ϕ0) ⊆ Š
(1)

(A,B, ϕ0), hm
(
Š

(τ,1)
(A,B, ϕ0), Š

(1)
(A,B, ϕ0)

)
6 τ. (35)

Но тогда в силу (34), (26), а также (9), (10), (11) получаем, что при τ̄ > 0 для
множества

S̄
τ̄
(A,B, ϕ0) =

|B −A|
2

W Š
(τ̄ ,1)
ϕ0

+ (A+B)/2 (36)

справедливо

S̄
τ̄
(A,B, ϕ0) ⊆ Š

(1)
(A,B, ϕ0), hm

(
S̄

τ̄
(A,B, ϕ0), Š

(1)
(A,B, ϕ0)

)
6
√
2
|B −A|

2
τ̄ .

Таким образом, если при τ̄ > 0 задавать конечное множество S̄
τ̄
(A,B, ϕ0)

по формуле (36), то в качестве множества Š
(τ,1)

(A,B, ϕ0), удовлетворяющего

(35) для заданного τ > 0, достаточно положить Š
(τ,1)

(A,B, ϕ0) = S̄
τ̄
(A,B, ϕ0)

при любом τ̄ ∈
(
0,

√
2

|B−A|τ
]
. Поскольку аппроксимация левой доли произво-

дится аналогично (в силу Ŝ
(1)
ϕ0

= −Š(1)
ϕ0

; см. раздел 2.1), будем считать, что
полностью описан метод построения для заданного τ > 0 конечного аппрок-
симирущего множества S(τ,1)(A,B, ϕ0), удовлетворяющего условиям

S(τ,1)(A,B, ϕ0) ⊆ S(1)(A,B, ϕ0), hm
(
S(τ,1)(A,B, ϕ0),S

(1)(A,B, ϕ0)
)
6 τ.
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2.7. Задача поиска оптимального кусочно-линейного маршрута,
соединяющего две заданные точки A,B ∈ R

2, с возможностью со-
вершения одного поворота в промежуточной точке C ∈ R

2. Вернемся
к рассматриваемой в настоящем разделе задаче и сформулируем соответству-
ющую задачу оптимизации. Ранее была получена формула (34) для описания

S(1)(A,B, ϕ0) = {C ∈ R
2 | ∠(B − C,C −A) ∈ [−ϕ0, ϕ0]}

— множества возможных значений для промежуточной точки C, каждое из
которых дает одно из возможных решений исследуемой задачи. Опишем соот-
ветствующую ей задачу оптимизации. Пусть f0(C)— функция, определенная

при C = (c1, c2) ∈ S(1)(A,B, ϕ0), такая, что для некоторого числа L0 > 0
выполняется (см. также замечание 8)

∀ C,D ∈ S(1)(A,B, ϕ0) |f0(C)− f0(D)| 6 L0‖C −D‖. (37)

Пусть значение функции f0(C) характеризует суммарные затраты (штраф)
на строительство маршрута, состоящего из двух прямолинейных участков:
одного из них, соединяющего точки A, C, а второго — соединяющего точ-
ки C и B.

Замечание 8. В случае ϕ0 ∈
(
0, π

2

]
множество S(1)(A,B, ϕ0), являющееся объ-

единением двух выпуклых множеств (долей) Š
(1)

(A,B, ϕ0), Ŝ
(1)

(A,B, ϕ0), само яв-
ляется выпуклым и в этом случае условие (37) будет следствием аналогичных усло-
вий, выполненных для каждого из этих его подмножеств. В случае ϕ0 ∈

(
π
2 , π

)

множество S(1)(A,B, ϕ0) уже не будет выпуклым, хотя обе его доли остаются вы-
пуклыми. Вследствие этого выполнение условий вида (37) для каждой из его долей
не гарантирует выполнения условия (37) для всего множества S(1)(A,B, ϕ0), а лишь
с дополнительным коэффициентом (можно показать, что в случае ϕ0 ∈

(
π
2 , π

)
в усло-

вии (37) для всего множества S(1)(A,B, ϕ0) следует использовать L0/ sinϕ0 вместо
L0 — константы Липшица для каждой из долей). Тем не менее, поскольку мы обычно

ограничиваемся рассмотрением правой доли (вследствие равенства Ŝ
(1)

ϕ0
= −Š(1)

ϕ0
),

нас всегда будет интересовать не общая константа L0, удовлетворяющая (37), а кон-
станта, при которой выполняется условие вида (37) для каждой из долей множества
S(1)(A,B, ϕ0) (т.е. без замены L0 на L0/ sinϕ0).

Пусть далее h(ϕ), где ϕ ∈ [−ϕ0, ϕ0], — неотрицательная функция, накла-
дывающая штраф за поворот ϕ, где h(0) = 0. При этом направление поворо-
та не является важным, т.е. функция h(ϕ) является четной: ∀ ϕ ∈ [−ϕ0, ϕ0]
h(−ϕ) = h(ϕ) = h(|ϕ|). Будем считать, что функция h(ϕ) также удовлетворя-
ет условию Липшица на множестве [−ϕ0, ϕ0] с некоторой константой Lh > 0:

∀ α, β ∈ [−ϕ0, ϕ0] |h(α)− h(β)| 6 Lh|α− β|.
Введем целевую функцию

f1(C) = f0(C) + h(Ψ(C)), где Ψ(C) = ∠(B − C,C −A).

Теперь мы можем сформулировать следующую задачу оптимизации. Требу-
ется найти точку C* ∈ S(1)(A,B, ϕ0) такую, что

f1(C
*) = min{f1(C) | C ∈ S(1)(A,B, ϕ0)}. (38)
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Осталось выяснить, удовлетворяет ли условию Липшица функция Ψ(C) =
= ∠(B −C,C −A). Выясним этот вопрос, а также подберем методы прибли-
женного решения задачи (38) сначала для простейшего случая с A = (0,−1),
B = (1, 0), ограничиваясь правой долей Š

(1)
ϕ0

. В силу Ŝ
(1)
ϕ0

= −Š(1)
ϕ0

, S
(1)
ϕ0

=

= Ŝ
(1)
ϕ0
∪ Š

(1)
ϕ0

обобщение этого случая на S
(1)
ϕ0

не вызывает затруднений. По-

кажем, что минимальное значение константы Липшица L(C̄) для функции

Ψ(C) в окрестности любой точки C̄ = (c̄1, c̄2) ∈ Š
(1)
ϕ0

, где c̄1 > 0, c̄2 ∈ [1,−1],
удовлетворяет неравенству L(C̄) > Ψ(C̄)

c̄1
. Действительно, используя очевид-

ное равенство Ψ(0, c̄2) = 0 (Ψ(C) = ∠(B − C,C − A) = 0 при C ∈ [A,B]),
имеем

|Ψ(C̄)−Ψ(0, c̄2)| = Ψ(C̄)
c̄1

c̄1 =
Ψ(C̄)
c̄1
‖C̄ − (0, c̄2)‖.

При этом, если ϕ1 ∈
(
0,min

{
ϕ0,

π
2

})
, C̄ ∈ Γ̌ϕ1

= {C ∈ Š
(1)
ϕ0
| Ψ(C) = ϕ1},

то c̄2 ∈ [1,−1], L(C̄) > Ψ(C̄)
c̄1

= ϕ1

c̄1
, и если точка C̄ близка к любой из точек

A = (0,−1) или B = (1, 0), то число c̄1 может быть сколь угодно малым.
Таким образом, константа Липшица для Ψ(C) может принимать сколь угодно
большие значения, а следовательно, и для функции h(Ψ(C)), и для целевой
функции f1(C) константа Липшица может также принимать сколь угодно
большие значения.

Между тем большие значения константы Липшица у функции Ψ(C) воз-
никают лишь в малых окрестностях точек A и B. При рассмотрении прак-
тических задач (например, проектирование канатной дороги) ситуация, ко-
гда единственный поворот планируется совершить вблизи начальной точки
A или конечной точки B, является невозможной. Учитывая это, можно в
соответствии с замечанием 7 наложить на C дополнительные условия, ко-
торые при сведении общей задачи к вспомогательной приведут к условиям

вида (30) или (31). Что касается точек C ∈ Š
(1)
ϕ0

, не находящихся вблизи то-
чек A = (0,−1) или B = (1, 0), то Ψ(C) = ∠(B − C,C − A) ∈ (0, ϕ0]— угол,
определяемый по формуле

Ψ(C) = ∠(B − C,C −A) = arccos
〈B − C,C −A〉
|B − C| · |C −A| = arccosu(C)

или по формуле

Ψ(C) =

{
arcsin v(C), Ψ(C) ∈

[
0, π2

]
,

π − arcsin v(C), Ψ(C) ∈
(
π
2 , π

)
,

где

u(C) =
1− c21 − c22√

c21 + (1− c2)2 ·
√
c21 + (1 + c2)2

,

v(C) =
√

1− u2(C) =
2c1√

c21 + (1− c2)2 ·
√

c21 + (1 + c2)2
.
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При этом всегда можно выбрать формулу, соответствующую случаю, когда

min{|u(C)|, v(C)} 6
√
2
2 (функции arccosu, arcsinu являются бесконечно глад-

кими с ограниченной производной при |u| 6
√
2
2 ). Используя обе эти форму-

лы, нетрудно доказать, что функция Ψ(C) является бесконечно гладкой на
множестве R

2 \ {A,B}. Можно также наложить дополнительные ограниче-
ния (30) (или (31)), где s > 0— некоторое выбранное число, и тогда можно
определить (точно или приближенно) значение константы Липшица Ls для

функции Ψ(C) на компакте Co{C ∈ Š
(1)
ϕ0
| ‖(0, 1)−C‖ > s, ‖(0,−1)−C‖ > s}

(или, соответственно, на Co{C ∈ Š
(1)
ϕ0
| |(0, 1) − C| > s, |(0,−1) − C| > s}),

на котором эта функция имеет ограниченные частные производные Ψc1(C),
Ψc2(C). Учитывая, что оптимизационная задача для определения числа Ls

имеет размерность 2, эту задачу можно решить достаточно точно (с неболь-
шой погрешностью).

Нетрудно доказать, что несмотря на то, что функция f1(C) не удовлетво-

ряет на S
(1)
ϕ0

условию Липшица, тем не менее справедливо

Утверждение 3. Пусть τn > 0, n = 1, 2, . . . , lim
n→∞

τn = 0. Тогда

lim
n→∞

min f1(S
(τn,1)
ϕ0

) = min f1(S
(1)
ϕ0

).

Покажем теперь, как можно при этом использовать дополнительное огра-

ничение вида (30), т.е. отбраковывать «лишние решения» C ∈ S
(τ,1)
ϕ0

, не удо-
влетворяющие (30). Величина s может определяться из практических (техни-
ческих) соображений, а также вычисляться исходя из предположения о том,

чтобы обязательное выполнение (30) для C ∈ S
(τ,1)
ϕ0

не меняло итогового зна-

чения min f1(S
(τ,1)
ϕ0

). Обозначим f̄0 = f0(B) = f1(B)— значение целевой функ-
ции в случае выбора C ∈ [A,B], т.е. выбираем прямой маршрут из A в B без
использования поворота, поскольку ∀ C ∈ [A,B] Ψ(C) = 0, h(Ψ(C)) = 0,
f1(C) = f1(B) = f0(B) = f̄0.

Рассмотрим нетривиальный случай, когда это простейшее решение не яв-
ляется оптимальным. Пусть мы нашли некоторое рекордное значение b̃, пе-

ребирая значения f1(C) при различных C ∈ S
(1)
ϕ0

. Например, b̃ = f
(τ0)
1 =

= min f1(S
(τ0,1)
ϕ0

)), где τ0 > 0— начальная («грубая») величина для τ . Пусть

при этом b̃ < f̄0 и θ = f̄0 − b̃ > 0. Тогда можно положить в (30) s = θ/L0,
поскольку

‖(0, 1)− C‖ < θ/L0 ⇒ f1(C) = f0(C) + h(Ψ(C)) > f0(C) >

> f0(B)− L0‖B − C‖ > f0(B)− θ = b̃

(аналогично для точки (0,−1)), т.е. в s-окрестности точек A = (0,−1), B =

= (0, 1) улучшение значения b̃ невозможно. При этом вместо величины L0,
удовлетворяющей (37), достаточно использовать константу Липшица функ-

ции f0(C) на Os
m([A,B]) ∩ S

(1)
ϕ0

, где s = θ/L0. Подчеркнем, что при таком
подходе требуется знание величины L0, что не всегда выполняется. Аналогич-
ные рассуждения с незначительными изменениями переносятся и на случай,
когда используется дополнительное ограничение (31).
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Применение модификации варианта метода с использованием дополни-
тельного условия (30) (или (31)) также имеет свой смысл, поскольку при
этом происходит сокращение объема вычислений (отбрасываются точки из

S
(1,τ)
ϕ0

, не удовлетворяющие (30) (или (31)). При этом с каждым новым τ = τn
величина s = s(τn) уточняется (может значительно увеличиваться).

Опираясь на приведенные рассуждения, опишем метод приближенного
решения основной задачи (38) с произвольными A, B ∈ R

2. Рассмотрим урав-
нение относительно неизвестного C̄ ∈ R

2:

C = ω(C̄) = |B−A|
2 WC̄ + (A+B)/2, (39)

где C ∈ S(1)(A,B, ϕ0), W — ортогональная матрица, удовлетворяющая усло-
виям (32), (33). Как было показано в разделе 2.5, для этой матрицы выпол-
няется (34). Из (39) однозначно получаем

C̄ = ξ(C) = 2
|B−A|W

⊤(C − A+B
2

)
, (40)

т.е. по формуле (40) любой точке C ∈ S(1)(A,B, ϕ0) можно поставить в соот-

ветствие точку ξ(C) ∈ S
(1)
ϕ0

, и при этом ξ(A) = (0,−1), ξ(B) = (0, 1). Более
того, используя (34), получаем

ω(S(1)
ϕ0

) = S(1)(A,B, ϕ0), ξ(S(1)(A,B, ϕ0)) = S(1)
ϕ0

.

Обозначим Ψ̄(C̄) = ∠
(
(0, 1) − C̄, C̄ − (0,−1)

)
, где C̄ ∈ S

(1)
ϕ0

. Заметим, что

в силу ортогональности матрицы W для любых C̄ ∈ S
(1)
ϕ0

выполняется

Ψ̄(C̄) = ∠
(
B − ω(C̄), ω(C̄)−A

)
= Ψ(ω(C̄)),

откуда ∀ C̄ ∈ S
(1)
ϕ0

h
(
Ψ̄(C̄)

)
= h

(
Ψ(ω(C̄))

)
. Обозначим

∀ C̄ ∈ S(1)
ϕ0

f̃0(C̄) = f0
(
ω(C̄)

)
, h̃

(
Ψ(C̄)

)
= h

(
Ψ(ω(C̄))

)
= h

(
Ψ̄(C̄)

)
,

f̃1(C̄) = f1
(
ω(C̄)

)
= f̃0(C̄) + h̃

(
Ψ(C̄)

)
= f̃0

(
C̄) + h(Ψ̄(C̄)

)
. (41)

Тогда f̃1(S
(1)
ϕ0

) = f1
(
ω(S

(1)
ϕ0

)
)
= f1

(
S(1)(A,B, ϕ0)

)
, откуда

min f̃1(S
(1)
ϕ0

) = min f1
(
S(1)(A,B, ϕ0)

)
,

где f̃1(C̄) удовлетворяет (41). Но тогда в качестве приближенного значения

для min f1
(
S(1)(A,B, ϕ0)

)
можно взять min f̃1(S

(τ,1)
ϕ0

) при достаточно малом
τ > 0, поскольку в силу утверждения 3 имеем

lim
τ→0+

min f̃1(S
(τ,1)
ϕ0

) = min f̃1(S
(1)
ϕ0

) = min f1
(
S(1)(A,B, ϕ0)

)
.

Заметим далее, что в силу (37) выполняется
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∀ C̄, D̄ ∈ Š
(1)
ϕ0

|f̃0(C̄)− f̃0(D̄)| 6 L0‖ω(C̄)− ω(D̄)‖ 6
6 |B−A|

2 L0‖W (C̄ − D̄)‖ 6 |B−A|
2 L0|W (C̄ − D̄)| = |B−A|

2 L0|C̄ − D̄| 6
6 |B−A|√

2
L0‖C̄ − D̄‖.

Таким образом, в случае, если величина L0 известна (аналогично для до-

ли Ŝ
(1)
ϕ0

; см. замечание 8), то при вычислении величины min f̃1(S
(1)
ϕ0

) можем
воспользоваться описанным выше методом подбора подходящей величины s

такой, что при вычислении min f̃1(S
(1)
ϕ0

) можно не учитывать значения f̃1(C)

для C ∈ S
(1)
ϕ0

, не удовлетворяющих (30) (или (31)).

Замечание 9. Заметим, что ∀ C, C̃ ∈ S(1)(A,B, ϕ0)

|ξ(C)− ξ(C̃)| = 2
|B−A| |W

B(C − C̃)| = 2
|B−A| |C − C̃|,

откуда ∀ C ∈ S(1)(A,B, ϕ0)

|ξ(C)− (0,−1)| = 2
|B−A| |C −A|, |ξ(C)− (0, 1)| = 2

|B−A| |C −B|. (42)

Используя (42), получаем, что если на точку C ∈ S(1)(A,B, ϕ0) накладывается до-
полнительное ограничение вида

|C −A| 6 σ|B −A|/2, |C −B| 6 σ|B −A|/2,

то в соответствии с замечанием 7 используем в описанном методе модифицирован-

ные множества S(1)
ϕ0

, S(τ,1)
ϕ0

с учетом выполнения условия (28). Соответственно, если
на точку C ∈ S(A,B, ϕ0) накладывается дополнительное ограничение вида

|C −A| > s|B −A|/2, |C −B| > s|B −A|/2,

то в соответствии с замечанием 7 используем в описанном методе модифицирован-
ные множества S(1)

ϕ0
, S(τ,1)

ϕ0
, с учетом выполнения условия (31). Можно одновременно

учитывать условия (28), (31).

Заключение. Перечислим основные результаты работы.

1. Введено понятие множества, описываемого ступенчатой системой нера-
венств вида (8).

2. Получены вспомогательные утверждения об аппроксимации ограни-
ченного множества S ⊂ R

2 конечной сеткой с точностью τ > 0. На их
основе предложен метод построения аппроксимирующего множества
Sτ для множества S ⊂ R

2, задаваемого системой неравенств вида (8).
3. Исследована задача поиска кусочно-линейного маршрута между точ-

ками A, B ∈ R
2 с одним поворотом в промежуточной точке C ∈ R

2

при ограничении на угол поворота. Сформулирована простейшая вспо-
могательная задача, удобная для исследований. C помощью простых
формул описано множество возможных точек для осуществления од-
ного поворота во вспомогательной задаче (т.е. получено аналитиче-
ское выражение для описания этого множества), из которого с помо-
щью простого линейного преобразования вида (34) может быть полу-
чено множество возможных решений для исходной задачи. Показано,
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что множество возможных решений в простейшей задаче описывает-
ся «ступенчатой» системой неравенств вида (8), а следовательно, для
аппроксимации этого множества применимы методы из раздела 1. Со-
ответственно, конечное аппроксимирующее множество для множества
допустимых решений во вспомогательной задаче с помощью простого
линейного преобразования вида (34) преобразуется в конечное аппрок-
симирующее множество для множества допустимых решений в исход-
ной задаче.

4. Разработан приближенный метод решения задачи поиска оптималь-
ного кусочно-линейного маршрута, соединяющего две заданные точ-
ки A, B ∈ R

2, с возможностью совершения одного поворота в про-
межуточной точке C ∈ R

2, основанный на использовании конечного
аппроксимирующего множества для множества возможных решений
рассматриваемой задачи оптимизации.

Полученные результаты можно рассматривать как первоначальные или
даже вспомогательные для решения более сложных геометрических задач
(в частности с двумя, тремя, произвольным числом поворотов, а также при
некоторых дополнительных условиях).
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Abstract

This study investigates the problem of approximating closed bounded
sets in two-dimensional real space by finite subsets with a given accuracy
in the Hausdorff metric. The main focus is on developing an effective ap-
proximation method for the class of sets defined by stepwise systems of
inequalities.

The proposed method is based on constructing special grid structures
that allow controlling the approximation accuracy through a parameter
τ > 0. Corresponding theoretical statements about the properties of such
approximations are proved.

The problem of finding an optimal piecewise-linear path between two
points with a single turn under angle constraints is examined in detail. The
developed methods are applicable for solving various geometric optimization
problems.

Keywords: mathematical optimization, discrete approximation of closed
sets, Hausdorff topology, angular path constraint.
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Описание трижды периодических поверхностей
с помощью оператора Лапласа–Бельтрами
и статистической модели машинного обучения
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Аннотация

Трижды периодические поверхности (ТПП) и их минимальные ана-
логи (ТПМП) в настоящее время активно применяются в различных об-
ластях, таких как механика, биомеханика, аэродинамика, гидродинами-
ка и радиофизика. В связи с этим возникает задача установления корре-
ляций между тополого-геометрическими свойствами поверхностей и их
физическими характеристиками. Для решения данной задачи необходи-
мо ввести меру сходства между поверхностями, обладающими различ-
ными тополого-геометрическими свойствами. Настоящая работа посвя-
щена описанию ТПП и ТПМП в терминах метрического пространства
дескрипторов. Решение задачи осуществляется с использованием мате-
матического аппарата теории распознавания изображений. Построен де-
скриптор на основе совокупности собственных векторов и собственных
значений оператора Бельтрами–Лапласа, а также совместной байесов-
ской модели. В пространстве дескрипторов введена метрика, основан-
ная на вероятностной мере сходства поверхностей. Работоспособность
разработанного метода проверена на 51 поверхности класса P. Точность
предсказания типа поверхности составила 92.8 %. Разработанная модель
машинного обучения позволяет определить принадлежность произволь-
ной поверхности к классу P-поверхностей.

Ключевые слова: топологическая структура, дискретный аналог урав-
нения Лапласа–Бельтрами, собственные векторы, собственные значе-
ния, байесовские вероятности, вероятностная мера сходства.
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Введение. В последнее десятилетие трижды периодические поверхно-
сти (ТПП) и их минимальные аналоги (ТПМП) стали объектом интенсив-
ных исследований в различных областях науки и техники. ТПП разбивают
трехмерное пространство на системы непересекающихся пор, а ТПМП поми-
мо этого обладают в каждой точке нулевой средней кривизной, то есть ха-
рактеризуются минимальной энергией поверхностного натяжения. Благодаря
этому на основе ТПП и ТПМП, например, методами аддитивных техноло-
гий могут быть изготовлены пористые структуры, которые находят широкое
применение благодаря своим нетривиальным физическим свойствам: меха-
ническим [1–4], виброакустическим [5], теплопроводным [4]. Такие структу-
ры могут служить основой для создания композиционных материалов [6, 7],
а также метаматериалов [4, 8]. Особый интерес представляют процессы ди-
фракции электромагнитных волн на подобных структурах, изготовленных из
различных материалов [9, 10].

В предыдущей работе [11] с участием автора была предложена программ-
ная реализация нового способа генерации ТПП на основе анализа топологии
и геометрии атомных каркасов природных соединений — цеолитов [12]. В ра-
боте [13] были построены новые ТПМП, а также численно и эксперименталь-
но исследованы механические свойства образцов новых пористых структур,
основанных на этих ТПМП. Образцы для экспериментального изучения из-
готавливались методами 3D-печати. В работе показана сильная зависимость
механических свойств структур от тополого-геометрических характеристик
поверхностей. Таким образом, в работе [13] была подтверждена необходи-
мость установления корреляций между тополого-геометрическими и физиче-
скими свойствами пористых структур.

При построении поверхностей в работах [11, 12] они характеризовались
следующим набором признаков: тип тайлинга, то есть разбиение сеточного
пространства, построенного на кристаллической решетке цеолита, на элемен-
тарные строительные единицы; род поверхности (genus); типы колец — все
несимметричные кольца периодической сетки (фасеты натурального тайлин-
га) в ТПП; пространственная группа — группа симметрии повторяющегося
тайлинга в пространстве, совпадающая с пространственной группой кристал-
лической решетки; топология HRN — топология сетки Хопфа [14]; топология
лабиринтных сеток согласно общепринятым номенклатурам [15]; сбаланси-
рованность — свойство изоморфности системы двух пор, на которые тайлинг
разбивает пространство. В ходе исследования было выявлено, что набор пе-
речисленных признаков пористых структур не является независимым и пол-
ным, а физические, в частности механические, свойства пористых структур
зависят от неочевидных комбинаций указанных выше признаков. Отметим,
что эти признаки влияют на механические свойства (модуль Юнга, модуль
сдвига, коэффициент Пуассона и др.) неявным образом с некоторым неиз-
вестным весом. Таким образом, возникает задача введения более тонких де-
скрипторов, которые бы более полно интегрировали тополого-геометрические
признаки поверхностей и позволяли отличать поверхности друг от друга по
некоторому расстоянию в пространстве этих дескрипторов.

Заметим, что аналогичная задача возникает при обработке изображений,
например, при идентификации фотографии некоторого лица среди большого
числа фотографий [16]. Одним из развитых методов обработки изображе-
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ний в задачах такого рода является метод вычисления собственных функ-
ций и собственных значений оператора Лапласа—Бельтрами (ОЛБ). Данный
подход использовался также на двумерном многообразии в трехмерном про-
странстве [16] с привлечением совместной байесовской модели машинного
обучения [16, 17], что позволило ввести вероятностную метрику в простран-
стве дескрипторов и определять близость поверхностей по расстоянию в этом
пространстве. В настоящей работе этот подход развивается для распознава-
ния (сравнения) поверхностей на множестве так называемых P-поверхностей
по А. Шоену [18]: MAPO-39 (ATN), Mg-BCCT (BCT), Brewsterite (BRE),
Cobalt-Gallium-Phosphate-5 (CGF), Edingtonite (EDI), Heulandite (HEU), ITQ-
12 (ITW), CoAPO-CJ62 (JSW), Laumontite (LAU), Linde Type A (LTA), Mer-
linoite (MER), Rhodenite (RHO), STA-6 (SAS), Sodalite (SOD), Mu-18 (UEI).
Эти поверхности характеризуются различным набором колец и различными
пространственными группами, но все являются сбалансированными поверх-
ностями 3-го рода (genus 3) с топологией лабиринтовых сеток — pcu и топо-
логией колец Хопфа — nbo.

В качестве примера работы развитого метода был произведен расчет рас-
стояния для всех перечисленных выше поверхностей и двух D-поверхностей
по отношению к поверхности LTA.

1. Создание дескриптора ТПП на основе оператора Лапласа—
Бельтрами. Предложенный в работе [16] метод расчета собственных векто-
ров и собственных значений оператора ОЛБ позволяет создать дескриптор
поверхности. Метод включает в себя следующие шаги:

1) построение ОЛБ для каждой поверхности;
2) расчет собственных векторов и собственных значений ОЛБ для каждой

поверхности;
3) уменьшение размерности пространства дескрипторов при помощи раз-

ложения по некоторой системе мульти-вейвлетов.
Рассмотрим каждый шаг более подробно на примере используемых в на-

шем исследовании моделей ТПМП. Для любой действительной функции f ∈
C2, заданной на римановом многообразии M , ОЛБ ΔM определяется следу-
ющим образом:

ΔMf = − 1√
|g|

∑

i,j

∂i(
√
|g|gij∂jf), (1)

где g — метрический тензор M [19].
Одной из сложностей для решения задачи на собственные функции и соб-

ственные значения для оператора ОЛБ (1) является отсутствие аналитиче-
ского представления рассматриваемых поверхностей. Например, в разрабо-
танном нами подходе [11–13] ТПП и ТПМП задаются набором точек в трех-
мерном пространстве (рис. 1). Функция f определяется в узлах сетки поверх-
ности, то есть на несвязном многообразии L. Соответствующий дискретный
аналог ОЛБ выражается следующей формулой [19]:

Δf(pi) =
1

si

∑

pj∈N(i)

wij

(
f(pi)− f(pj)

)
, (2)

где N(i)— однокольцевая окрестность точки pi ∈ L; wij — весовые коэффи-
циенты; si — коэффициенты нормализации, равные площади полиэдра Воро-
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ного, построенного в окрестности точки pi. Весовые коэффициенты опреде-
ляются следующей формулой:

wij =
ctgαij + ctg βij

2
,

где αij и βij — два угла, противоположные ребру между вершинами pi и pj ,
i 6= j.

В матричной записи формула (2)

Δf = S−1Wf, (3)

где S = diag(sj), W = diag(ti)− (wij), ti =
∑

k wik.
В терминах (3) расчет собственных значений, соответствующих дискрет-

ному набору собственных векторов ОЛБ, эквивалентен следующей матрич-
ной задаче:

Wφ = λSφ,

где λ— собственное значение ОЛБ, а φ— собственный вектор ОЛБ.
Для расчета матриц W и S мы использовали алгоритм, представленный

в [20]. Идея данного алгоритма заключается в преобразовании несвязного
многообразия в связное путем создания двух логических копий каждого вход-
ного треугольника и склеивания их по ребрам, чтобы сформировать замкну-
тую реберно-связную сетку. Полученную сетку называют «опушенным по-
крытием», поскольку дублированные треугольники все еще разделяют те же
самые вершины, подобно двум слоям обитой мебели, соединенным пуговица-
ми (рис. 2).

Процедура решения задачи расчета собственных векторов и собственных
значений реализована в пакете SciPy [21]. Для полученных W и S рассчи-
тываются наборы λ и φ. По данным наборам может быть построена частот-
ная гистограмма поверхности. Собственные векторы и собственные значения
оператора Лапласа—Бельтрами наследуют его внутреннюю природу, поэтому
они улавливают геометрические и топологические свойства поверхностей [22]
и остаются инвариантными относительно изометрических деформаций.

Рис. 1. Пример элементарной ячейки
ТПП P-типа на основе цеолита Linde

Type A (LTA)

[Figure 1. Example of P-type TPS unit cell
based on Linde Type A (LTA) zeolite]

Рис. 2. Пример «опушенного покрытия»:
a) поверхность несвязного многообразия;

b) «опушенная» поверхность

[Figure 2. Example of “tufted cover”: a) non-
manifold surface; b) “tufted” surface]
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Опишем процедуру построения частотной гистограммы. Для обеспечения
инвариантности собственных векторов к размеру поверхности [23] необходимо
нормировать каждый вектор на его собственное значение:

φ̃i =
φi√
λi

,

где φ̃i — i-й масштабно-инвариантный собственный вектор, dim φ̃i = dimL.
Векторы φ̃i являются ключевыми для установления схожестей между

ТПП, поэтому гистограмма каждой поверхности должна быть рассчитана
на фиксированном для всех поверхностей интервале [rimin, r

i
max]:

rimin = min
p,l
{φ̃i

l(p)}, rimax = max
p,l
{φ̃i

l(p)},

где φ̃i
l(p)— значение i-го масштабно-инвариантного собственного вектора по-

верхности номера l.
В таком случае форму поверхности описывает гистограмма (рис. 3) раз-

мерности N×NE , где NE — количество собственных векторов ОЛБ, а N —
количество интервалов для гистограммы каждого φ̃i, i ∈ [1, . . . , NE ]. Значе-
ния N , NE выбираются из соображений оптимизации точности вычислений
и затрат машинного времени, в данной работе N = NE = 64. Далее будем

Рис. 3. Пример изображения гистограммы Γ 64 × 64 для ТПП P-типа на основе цеолита
Linde Type A (LTA): a) исходная ТПП; b) ТПП, полученная сдвигом по осям X и Y на
40 % от длины ребра ограничивающего параллелепипеда; c) ТПП, полученная сдвигом по

осям Y и Z на 40 % от длины ребра ограничивающего параллелепипеда

[Figure 3. Example of image histogram Γ 64×64 for P-type TPS based on Linde Type A (LTA)
zeolite: a) original TPS; b) TPS obtained by shifting along the X and Y axes by 40 % of the
length of the edge of the bounding box; c) TPS obtained by shifting along the Y and Z axes by

40 % of the length of the edge of the bounding box]
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называть данное представление изображением гистограммы Γ. Фактически
Γ является матрицей, элементы которой задаются количеством собственных
векторов, попадающих в данный элемент гистограммы, нормированным на
[0, 1]. Изображение гистограммы позволяет учитывать глобальную структуру
объекта при сохранении его формы относительно различных преобразований,
например, изометрических трансформаций.

Изображение гистограммы может рассматриваться как дескриптор по-
верхности, однако оно описывается большим объемом данных, представляю-
щим затруднение при сравнении. Для уменьшения размерности дескриптора
произведем разложение Γ по некоторому мульти-вейвлетному базису, так на-
зываемой V-системе [24]. V-система представляет собой набор ортогональных
базисных функций. В данной работе, по аналогии с работой [16], использу-
ется V-система третьего порядка. V-система определена на интервале [0, 1]
и упорядочена по группам и классам следующим образом:

– первая группа (n = 1):

V 1
3,1(x) = 1,

V 2
3,1(x) =

√
3(1− 2x),

V 3
3,1(x) =

√
5(6x2 − 6x+ 1),

V 4
3,1(x) =

√
7(−20x3 + 30x2 − 12x+ 1);

– вторая группа (n = 2):

V 1
3,2(x) =

{√
7(−64x3 + 66x2 − 18x+ 1), 0 6 x < 1/2,√
7[−64(1− x)3 + 66(1− x)2 − 18(1− x) + 1], 1/2 < x 6 1;

V 2
3,2(x) =

{√
5(−140x3 + 114x2 − 24x+ 1), 0 6 x < 1/2,√
5[140(1− x)3 − 114(1− x)2 + 24(1− x)− 1], 1/2 < x 6 1;

V 3
3,2(x) =

{√
3(−224x3 + 156x2 − 28x+ 1), 0 6 x < 1/2,√
3[−224(1− x)3 + 156(1− x)2 − 28(1− x) + 1], 1/2 < x 6 1;

V 4
3,2(x) =

{
−280x3 + 180x2 − 30x+ 1, 0 6 x < 1/2,

280(1− x)3 − 180(1− x)2 + 30(1− x)− 1, 1/2 < x 6 1.

– остальные группы рассчитываются по формуле (n > 2):

V i,j
3,n(x) =

{√
2n−2V i

3,2[2
n−2(x− j−1

2n−2 )], x ∈ ( j−1
2n−2 ,

j
2n−2 ),

0, x /∈ ( j−1
2n−2 ,

j
2n−2 ),

где x— аргумент ортогональных базисных функций, x ∈ R
1, j = i.

Согласно [25–27], V-система обладает свойством воспроизводимости, ко-
торое означает, что как непрерывные, так и дискретные сигналы могут быть
достаточно точно восстановлены с использованием конечного числа базисных
функций. Используя соотношение ортогональности V-системы, коэффициен-
ты разложения Γ по первым 16 функциям V-базиса (т.е. по четырем группам
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функций V-системы, V 1
3,1(x) = V1, . . ., V

4
3,4 = V16) можно вычислить по фор-

мулам

aij =
N∑

m=1

NE∑

k=1

ΓmkṼ
m
i Ṽ k

j , (4)

Λ = (a11, . . . , an1, a12, . . . , ann), (5)

где aij — коэффициенты разложения Γ по V-базису; Γmk — элемент Γ; Ṽ m
i =

= {Vi(Γm1), . . . , Vi(ΓmN )}; Ṽ k
j = {Vj(Γ1k), . . . , Vj(ΓNEk)}; n— квадратный ко-

рень от числа функций, использованных для разложения Γ, в нашем случае
n = 4; Λ — вектор дескрипторов, построенный из коэффициентов aij разло-
жения Γ.

Именно набор коэффициентов разложения (4), (5) будем рассматривать
как дескриптор поверхности. Полученный дескриптор будем называть V-
спектром Лапласа—Бельтрами Λ. Полученный вектор является многомерной
случайной величиной, вероятностный характер которой определяется изо-
морфизмом поверхности, триангуляцией поверхности, процедурой сглажива-
ния [12] и т.д. Будем считать, что Λ имеет нормальный закон распределения,
максимум этого распределения соответствует набору дескрипторов, описы-
вающих ТПП без изометрических преобразований, то есть в исходном виде.
Поэтому естественным представляется введение расстояния как логарифма
отношения правдоподобия построенных моделей поверхностей, описываемых
байесовскими вероятностями V-спектра.

2. Метод максимального правдоподобия и совместная байесов-
ская модель машинного обучения. Для получения метрики схожести
в пространстве дескриптора Λ воспользуемся результатами работы [17]. Для
этого перейдем от случайного вектора Λ к вектору с нулевым математиче-
ским ожиданием. Для i-й и j-й поверхностей Si и Sj и соответствующих им
дескрипторов Di и Dj совместная байесовская модель описывает совместное
распределение вероятностей Di и Dj при двух различных гипотезах, а имен-
но, что Di и Dj принадлежат одному классу или разным классам. Логарифм
отношения соответствующих условных вероятностей можно рассматривать
как вероятностную меру сходства Si и Sj в пространстве дескрипторов (5):

r(Di, Dj) = log
P (Di, Dj |HI)

P (Di, Dj |HE)
, (6)

где HI — гипотеза, согласно которой Si и Sj являются поверхностями одного
и того же класса; HE — гипотеза, согласно которой две поверхности принад-
лежат к разным классам; P (Di, Dj |HI) и P (Di, Dj |HE)— условные вероятно-
сти.

Расстояние в пространстве дескрипторов определяется как

d(Di, Dj) = −r(Di, Dj). (7)

Далее будем следовать работе [17], в которой дескриптор представлен как
сумма двух независимых случайных переменных с нормальным распределе-
нием:

D = µ+ ε, (8)
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где D — дескриптор с нулевым математическим ожиданием; µ представляет
собой случайную величину, характеризующую поверхность; ε— величина, от-
ражающая случайные деформации, неизометрические преобразования и шу-
мы триангуляции поверхности. Величины µ и ε подчиняются нормальным
распределениям N(0, Sµ) и N(0, Sε), где Sµ и Sε — две неизвестные матрицы
ковариации.

Из изложенного следует, что совместные вероятности P (Di, Dj |HI) и
P (Di, Dj |HE) имеют нормальное распределение с нулевым математическим
ожиданием. При гипотезе HI µi = µj , а εi и εj независимы. При гипотезе
HE как µi и µj , так и εi и εj являются независимыми. Тогда их матрицы
ковариации выражаются следующим образом:

ΣI =

[
Sµ + Sε Sµ

Sµ Sµ + Sε

]
, ΣE =

[
Sµ + Sε 0

0 Sµ + Sε

]
.

Исходя из (6)–(8) логарифм отношения вероятностей может быть записан
как

r(Di, Dj) = log
P (Di, Dj |HI)

P (Di, Dj |HE)
= D⊤

i ADi +D⊤
j ADj − 2D⊤

i GDi,

где A = (Sµ+Sε)
−1− (F +G), F = S−1

ε , G = −(2Sµ+Sε)
−1SµS

−1
ε , ⊤ — символ

транспонирования матрицы.
Для нахождения матриц ковариации Sµ и Sε введем совокупность матриц

Θ = {Sµ, Sε} и воспользуемся наиболее распространенным статистическим
методом оценки параметров моделей — методом максимального правдоподо-
бия (ММП). В его основе лежит идея выбора параметров модели таким обра-
зом, чтобы вероятность описания данных, наблюдаемых с их помощью, была
максимальной:

max
Sµ,Sε

∑

i

logP (D̄i|Sµ, Sε), (9)

где D̄i = [Di1; . . . ;Dimi
] = [µi + εi1; . . . ;µi + εimi

], mi — количество дескрипто-
ров поверхности i-го класса.

Цель ММП заключается в нахождении наиболее вероятной совокупности
матриц Θ такой, чтобы дескрипторы соответствовали рассчитанным значе-
ниям Λ поверхностей. Для этого воспользуемся так называемым EM-алго-
ритмом (Expectation–Maximization) [17] оптимизации целевой функции. Этот
алгоритм позволяет находить оптимальные параметры модели из условия
максимума ожидаемого значения логарифма функции правдоподобия.

На первом шаге (Expectation) для каждой поверхности возьмем случай-
ную переменную hi = [µi; εi1, . . . , εimi

]. Пусть Θt — совокупность матриц Θ,
на которых целевая функция достигает максимума при распределении hi,
удовлетворяющем данным параметрам Q(hi) = P (hi | D̄i,Θt):

∑

i

EP (hi,D̄i|Θt) logP (hi, D̄i | Θ). (10)

На втором шаге (Maximization) оцениваем hi как его математическое ожи-
дание согласно апостериорной вероятности, поскольку hi и Di — случайные

165



С мо л ь к о в М. И.

переменные, подчиняющиеся нормальному закону распределения:

E(hi | D̄i) = ΣhM
⊤Σ−1

D̄i
D̄i, (11)

где M⊤ — матрица, согласовывающая размерность Λ и hi [10]:

M =




1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 . . . 1


 .

Из (9)–(11) получаем:

µi = Sµ

(
(n+ 1)G+ F

) n∑

t=1

λit, εi = SεG
n∑

t=1

λit + λij ,

где n— квадратный корень от числа функций, использованных для разложе-
ния Γ, в нашем случае n = 4.

Таким образом, мы можем для следующей итерации при возвращении
к первому шагу (Expectation) рассчитать Θ следующим образом:

Θ = {Sµ = cov(µ);Sε = cov(ε)}.

Алгоритм EM итеративно сходится к наилучшим значениям Sµ и Sε. Ите-
рационный процесс прекращается на i-м шаге, когда выполняется условие

‖Sε(i) − Sε(i−1)‖
‖Sε(i)‖

< ε,

где ε— заданное малое число, которое в данной работе выбиралось равным
10−5, ‖ · ‖ обозначает норму матрицы [21].

3. Результаты расчета подобия ТПМП типа P. Математические ал-
горитмы, описанные в разделах 1 и 2, реализованы в настоящей работе с по-
мощью языка программирования Python и применены к описанному в разде-
ле 1 набору поверхностей. Набор данных для обучения составил 51 экземпляр
ТПМП типа P; 15 поверхностей из этого числа являются оригиналами поверх-
ностей, полученных в работе [12]; 30 поверхностей представляют собой транс-
формированные версии этих оригиналов с помощью сдвига по осям X и Y ,
Y и Z на 40 % длины ребра, ограничивающего их объемы (рис. 3). В набор
входят также построенные аналогичным образом две и четыре поверхности
класса D соответственно. В табл. 1 указаны расстояния всех перечисленных
поверхностей по отношению к поверхности LTA (или мера сходства с поверх-
ностью LTA).

Стандартное отклонение для поверхностей класса P составляет 0.622. Из
табл. 1 видно, что нулевое расстояние для всех P-поверхностей содержится в
интервале, определяемом одним стандартным отклонением, за исключением
поверхностей BRE и UEI. В доверительный интервал с 99 % вероятностью
попало 13 из 14 поверхностей, в таком случае точность обучения составляет
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92.8 %. Расстояние между UEI и LTA отклоняется от нулевого фактически
на два стандартных отклонения. Поверхность BRE (рис. 4) геометрически
сильно отличается от поверхности LTA и в пространстве дескрипторов лежит
ближе к PON, то есть является близкой к D-классу. Использованные в работе
поверхности представлены на сайте Porous 3D (https://p3d.topcryst.com/
software/).

Таблица 1

Мера сходства d(DLTA, DS) поверхности LTA и поверхностей классов P и D
[A measure of the similarity d(DLTA, DS) of the LTA surface and P-, D-type surfaces]

Surface name, S Surface type d(DLTA, DS)

AWO D 23.0039
PON D 2.0651
ATN P 0.3505
BCT P 0.2301
BRE P 2.0758
CGF P 0.2069
EDI P 0.3584
HEU P 0.5163
ITW P 0.5561
JSW P 0.0541
LAU P 0.5518
MER P 0.1645
RHO P 0.3159
SAS P 0.1029
SOD P 0.0779
UEI P 1.2686

Рис. 4. Визуальное сравнение поверхности LTA с поверхностями BRE и PON

[Figure 4. Visual comparison of the LTA surface with the BRE and PON surfaces]

Заключение. В работе для описания ТПП построен дескриптор на осно-
ве собственных векторов и собственных значений оператора Бельтрами—Ла-
пласа и совместной байесовской модели. В пространстве дескрипторов введе-
на метрика на основе вероятностной меры сходства поверхностей. Построен-
ная метрика позволяет математически сформулировать понятие близости по-
верхности. Работоспособность данной метрики была проверена на 51 поверх-
ности класса P. Точность предсказания типа поверхности составила 92.8 %.

167



С мо л ь к о в М. И.

Созданная модель машинного обучения позволяет определить принадлеж-
ность изучаемой поверхности неизвестного класса к классу P-поверхностей.
Полученные результаты в совокупности с ранее введенными признаками да-
ют возможность создания системы автоматического определения класса по-
верхности.

В данной работе на языке программирования Python были реализованы:
алгоритм расчета собственных векторов и собственных значений оператора
Лапласа—Бельтрами, алгоритм расчета изображения гистограммы поверх-
ности, расчета дескриптора, основанного на мультивейвлетном разложении
изображения гистограммы поверхности по базису V-системы; модель машин-
ного обучения, основанная на принципе максимального правдоподобия в сов-
местной байесовской модели.

Построенные и разработанные математические модели позволяют расши-
рить список классов поверхностей для нахождения корреляций между топо-
лого-геометрическими и некоторыми физическими свойствами поверхностей,
в частности по отношению к рассеянию электромагнитных волн.
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Abstract

Triply periodic surfaces (TPS) and their minimal analogs (TPMS) are
currently widely used in various fields, including mechanics, biomechanics,
aerodynamics, hydrodynamics, and radiophysics. In this context, the prob-
lem of establishing correlations between the topological and geometric prop-
erties of surfaces and their physical characteristics arises. To address this
problem, it is necessary to introduce a measure of similarity between sur-
faces with different topological and geometric features. This work focuses on
describing TPS and TPMS in terms of a specific metric space of descriptors.
The problem is solved using the mathematical framework of image recogni-
tion theory. A descriptor is constructed based on a set of eigenvectors and
eigenvalues of the Beltrami–Laplace operator and a joint Bayesian model.
A metric based on a probabilistic measure of surface similarity is introduced
in the descriptor space. The effectiveness of the method developed in this
work has been tested on 51 surfaces of class P. The accuracy of predicting the
surface type is 92.8%. The developed machine learning model enables the
determination of whether a given surface belongs to the class of P-surfaces.
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Аннотация

Представлен алгоритм и разработанная на его основе программа, ре-
ализующая методы математического моделирования для анализа спек-
тральных данных, построения прогностической модели и выбора опти-
мальных спектральных интервалов при проектировании мультисенсор-
ных систем на основе светодиодов. Алгоритм прошел апробацию на ре-
альных смесях водных растворов неорганических солей.

Для обработки экспериментальных данных применялись методы мно-
гомерной калибровки, включая PLS-регрессию и множественную линей-
ную регрессию. Информативные длины волн определялись с использо-
ванием значений вектора Шепли, после чего методом перебора была
найдена оптимальная комбинация спектральных интервалов.

Разработанная модель позволяет прогнозировать состав двух- и трех-
компонентных систем в водных растворах солей металлов с использова-
нием ограниченного спектрального диапазона вместо полного видимого
спектра. Проведенная кросс-валидация продемонстрировала сопостави-
мое качество новой модели по сравнению с полноспектральными анало-
гами, подтвердив ее адекватность и практическую применимость.

Ключевые слова: многомерная калибровка, PLS-регрессия, выбор спек-
тральных интервалов, количественное определение ионов металлов, зна-
чения Шепли, хемометрика.
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Введение. В современном высокотехнологичном мире наблюдается стре-
мительное развитие инструментальных методов аналитической химии. Для
сбора, хранения, обработки и интерпретации результатов анализов [1], а так-
же для построения прогностических моделей и оптимизации условий экспе-
риментов [2] требуются обширные информационные ресурсы, эффективные
алгоритмы и специализированное программное обеспечение.

Особую актуальность приобретает обработка многомерных массивов дан-
ных, получаемых с помощью современных измерительных систем. Такие дан-
ные, как правило, представляются в виде матриц или тензоров, что облегчает
организацию и анализ больших объемов информации [3].

В области спектроскопии эволюция методов сжатия данных прошла зна-
чительный путь: от селекции спектральных переменных до применения со-
временных датчиков и сенсорных систем [4]. Это позволяет существенно по-
высить эффективность экспериментальных исследований. Видимая и ближ-
няя инфракрасная спектроскопия в настоящее время занимает ведущее по-
ложение среди методов промышленного контроля качества [5].

Перспективным направлением является замена универсального спектраль-
ного анализа специализированными многомерными сенсорными системами,
адаптированными к конкретным аналитическим задачам [6]. Теоретическое
моделирование существенно упрощает исследование многокомпонентных си-
стем [7,8], а прогресс в области вычислительных технологий обусловил неиз-
бежность автоматизации научных экспериментов.

В данной работе решаются следующие актуальные задачи:
– анализ экспериментальных данных и построение прогностических мо-

делей;
– разработка эффективных алгоритмов обработки данных;
– программная реализация предложенных методов.
Целью исследования является разработка методов и алгоритмов постро-

ения моделей для прогнозирования результатов количественного спектраль-
ного анализа.

1. Данные. В исследовании поставлена задача определения спектраль-
ных интервалов, оптимальных для прогнозирования количественного соста-
ва водных растворов смесей неорганических солей, а также для разработки
мультисенсорной аналитической системы.

В качестве исходных данных использованы четыре набора данных (дата-
сета), соответствующих растворам следующих ионов металлов: Ni2+ и Co2+;
Ni2+ и Cu2+; Cu2+ и Co2+; Ni2+, Cu2+ и Co2+ (тройная система). Каждый
датасет содержит спектральные данные в диапазоне 360–1100 нм и инфор-
мацию о концентрациях соответствующих ионов металлов. Для обеспечения
качества данных перед моделированием были исключены аномальные наблю-
дения с использованием метода итеративно взвешенных наименьших квадра-
тов (IRLS) [9].

Метод основан на итеративной адаптации весовых коэффициентов наблю-
дений, пропорциональных величине соответствующих ошибок прогнозирова-
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ния. Формально алгоритм можно описать следующим образом.
Пусть заданы исходные данные: X ∈ R

n×d — матрица предикторов (вы-
борка объектов), где n— количество наблюдений, d— количество признаков;
y ∈ R

n×1 — вектор откликов (целевых значений), σy — стандартное отклоне-
ние y; N ∈ N— максимальное допустимое количество итераций; ε ∈ R+ —
порог сходимости алгоритма.

Введем следующие обозначения: Δw = ‖wt − wp‖2 — изменение весов на
текущей итерации, где wt ∈ R

n×1 — весовые коэффициенты на текущей ите-
рации, wp ∈ R

n×1 — на предыдущей итерации; j — счетчик итераций.
Алгоритм реализует следующую последовательность шагов.
1. Инициализация:

– задание величин N и ε;
– нормализация откликов: y ← y/σy;
– присвоение начальных весов: wt

i ← 1 ∀ i = 1, n;
– установка счетчика итераций: j ← 0;
– задание изменения веса: Δw ← 1.

2. Итерационный процесс (пока Δw > ε и j < N):
– построение линейной регрессионной модели с весами wt;
– вычисление предсказанных значений ŷ;
– обновление весовых коэффициентов:

wp ← wt;

wt
i ←

1

|yi − ŷi|+ 1
∀ i = 1, n;

– вычисление изменения веса: Δw = ‖wt − wp‖2;
– инкрементация счетчика: j ← j + 1.

Наблюдения с окончательными весами wi < δ (где δ — заданный порог)
классифицируются как промахи и исключаются из дальнейшего анализа.

После обработки методом IRLS датасеты были объединены и структури-
рованы в три группы согласно присутствующим ионам металлов:

– растворы, содержащие ионы никеля Ni2+;
– растворы, содержащие ионы кобальта Co2+;
– растворы, содержащие ионы меди Cu2+.

2. Входные данные модели. Для построения модели были исследованы
два альтернативных подхода к формированию входных признаков на основе
спектральных данных.

Метод усредненных интервалов. Исходный спектр разбивается на n
непересекающихся интервалов. Для каждого интервала вычисляется среднее
значение интенсивности. В результате формируется n-мерный вектор при-
знаков.

Метод дискретизированных интервалов. Исходный спектр разбива-
ется на n непересекающихся интервалов. В пределах каждого интервала про-
изводится дискретизация с шагом 5 нм. Каждое дискретное значение интен-
сивности используется как отдельный признак. Общее количество признаков
составляет n · [w/5], где w — ширина интервала в нанометрах, [ · ]— операция
взятия целой части числа.

Ширина интервалов была установлена равной 60 нм, что соответствует
типичной спектральной ширине большинства светодиодов.
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3. Выбор и обоснование моделей. В исследовании были использованы
два метода регрессионного анализа: классическая линейная регрессия и ме-
тод проекции на латентные структуры (PLS). Количество компонент в PLS-
регрессии было фиксировано и составляло пять.

Линейная регрессия выбрана на основании закона, устанавливающего ли-
нейную зависимость между интенсивностью поглощения и концентрацией ве-
щества в растворе.

PLS-регрессия применена для случаев, когда предикторы демонстрируют
высокую степень мультиколлинеарности, что характерно для второго подхо-
да к формированию входных данных (метод дискретизированных интерва-
лов).

Модель линейной регрессии в матричной форме представляется как

Xα = y,

где X ∈ R
n×d — матрица объектов-признаков; y ∈ R

n×1 — вектор целевых
значений; α ∈ R

d — вектор коэффициентов модели.
Оптимизация параметров модели выполняется методом наименьших квад-

ратов:
Q(α) = ‖Xα− y‖22 → min .

Аналитическое решение для данной постановки имеет вид

α̂ = (X⊤X)−1X⊤y,

где ⊤ — операция транспонирования.
Алгоритм PLS [10] для матрицы предикторов X ∈ R

n×d и вектора откли-
ков y ∈ R

n×1 реализуется следующей процедурой.
Проводится инициализация: X1 = X, y1 = y. Затем для каждой компо-

ненты k ∈ [1,K], где K — количество компонент, выполняются следующие
шаги:

1) находятся весовые векторы uk ∈ R
d×1 и vk ∈ R

1×1 такие, что

Cov(Xkuk, ykvk)→ max;

2) вычисляются счетные векторы: ξk = Xkuk;
3) определяются коэффициенты регрессии:

γ⊤k = (ξ⊤k ξk)
−1ξ⊤k Xk, δ⊤k = (ξ⊤k ξk)

−1ξ⊤k yk;

4) определяется дефляция матриц:

Xk+1 = Xk − ξkγ
⊤
k , yk+1 = yk − ξkδ

⊤
k .

Финальные коэффициенты модели вычисляются по формуле

α = U(Γ⊤U)−1Δ⊤,

где U — матрица весовых векторов uk; Γ— матрица коэффициентов γk; Δ—
матрица коэффициентов δk.
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Обе модели были реализованы с использованием библиотеки scikit-learn
[11] для языка Python.

4. Выбор информативных признаков. Для идентификации наиболее
значимых спектральных признаков в работе применялся метод Шепли. Зна-
чение Шепли для i-го признака вычисляется по формуле [12]:

Φ(v)i =
∑

i∈K

(k − 1)!(n− k)!

n!

(
v(K)− v(K\i)

)
,

где K — некоторое подмножество признаков; k — мощность подмножества K;
n— полное число признаков; v(K)— выход модели при наборе K; v(K\i)—
выход модели при наборе K без признака i.

Значение Φ(v)i количественно характеризует средний предельный вклад
i-го признака во все возможные комбинации признаков. Признаки с больши-
ми абсолютными значениями Φ(v)i оказывают наибольшее влияние на целе-
вую переменную. Таким образом, на выборках с широким диапазоном целе-
вой переменной дисперсия значений Шепли для значимых признаков возрас-
тает.

Для практического вычисления значений Шепли использовалась библио-
тека SHAP [12] для Python. В качестве базовой модели применялась PLS-ре-
грессия. Визуализация результатов представлена на рис. 1, где по оси орди-
нат отложено среднеквадратичное отклонение значений Шепли для каждой
длины волны.

После определения длин волн с максимальными значениями среднеквад-
ратичного отклонения Шепли методом комбинаторного перебора находились
оптимальные спектральные интервалы.

5. Результаты. В табл. 1 представлены максимальные значения коэф-
фициента детерминации R2, полученные в ходе кросс-валидации для моделей
с различным количеством спектральных интервалов (от 1 до 4). Результаты
демонстрируют прогностическую способность моделей в определении концен-
траций ионов никеля Ni2+, кобальта Co2+ и меди Cu2+ в многокомпонент-
ных системах. Значения R2 приведены с указанием стандартного отклонения√
D[R2]. Анализ данных, представленных в табл. 1, позволяет провести срав-

нительную оценку четырех рассматриваемых подходов и выявить наиболее
эффективные методы моделирования для каждого типа ионов.

Ионы никеля. Анализ значений Шепли (рис. 1, a) выявил два наибо-
лее информативных спектральных диапазона: 370–410 нм и 590–650 нм. Рас-
четы показали, что оптимальным вариантом является использование PLS-
регрессии без усреднения на двух интервалах — 625–685 нм и 705–765 нм —
с полученным значением R2 = 0.992± 0.005 (см. табл. 1).

Следует отметить, что интервал 610–700 нм присутствует в большин-
стве лучших конфигураций, а использование диапазона 370–410 нм приво-
дит к увеличению дисперсии (

√
D[R2] > 0.07) по сравнению с оптимальной

конфигурацией (
√
D[R2] ≈ 0.005).

Ионы кобальта. По данным анализа значений Шепли (рис. 1, b), наи-
более значимым оказался диапазон 440–560 нм. Расчеты показали, что оп-
тимальным вариантом является использование PLS-регрессии без усредне-
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Рис. 1. Аппроксимация среднеквадратического отклонения значений Шепли и оптималь-
ные интервалы для раствора с ионами никеля (a), кобальта (b) и меди (c)

[Figure 1. Approximation of standard deviation of Shapley values and optimum intervals for
solution with nickel (a), cobalt (b), and copper (c) ions]
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Таблица 1

Максимальное значение R2 для разного количества интервалов n [Maximum R2 value
for different number of intervals n]

R2

Mez+ n Averaged Averaged Non-averaged Non-averaged
linear regression PLS regression linear regression PLS regression

Ni2+

1 0.640± 0.663 — 0.989± 0.016 0.989± 0.016
2 0.978± 0.023 0.978± 0.023 0.991± 0.005 0.992 ± 0.005
3 0.986± 0.016 0.984± 0.022 0.989± 0.012 0.992± 0.006
4 0.989± 0.011 0.961± 0.083 0.987± 0.010 0.992± 0.006

Co2+
1 0.978± 0.031 — 0.986± 0.017 0.987± 0.017
2 0.978± 0.032 0.978± 0.032 0.985± 0.010 0.989 ± 0.009
3 0.981± 0.026 0.978± 0.031 0.983± 0.018 0.989± 0.011
4 0.987± 0.012 0.978± 0.030 0.974± 0.045 0.989± 0.010

Cu2+

1 0.979± 0.029 — 0.986± 0.020 0.987± 0.015
2 0.988± 0.017 0.988± 0.017 0.990± 0.010 0.992 ± 0.008
3 0.988± 0.017 0.988± 0.017 0.990± 0.009 0.989± 0.014
4 0.988± 0.018 0.987± 0.019 0.984± 0.013 0.989± 0.013

ния на двух интервалах — 519–579 нм, 864–924 нм — с полученным значением
R2 = 0.989± 0.009 (см. табл. 1).

Ионы меди. Анализ значимости признаков (рис. 1, c) показал важность
следующих диапазонов: 370–410 нм, 700–1000 нм. Расчеты показали, что оп-
тимальным вариантом является использование PLS-регрессии без усредне-
ния на двух интервалах — 837–897 нм, 970–1030 нм — с полученным значением
R2 = 0.992± 0.008 (см. табл. 1).

6. Обсуждение результатов. На рис. 2 представлено сравнение моде-
ли на выделенных спектральных интервалах с моделью, использующей весь
доступный спектральный диапазон.

Анализ значений средней абсолютной процентной ошибки в процентах
(MAPE, [13]) демонстрирует, что для всех исследуемых ионов металлов (Ni2+,
Co2+, Cu2+) модель на выделенных интервалах показывает сопоставимое ка-
чество с моделью, использующей полный спектр.

Данные, представленные в табл. 1, позволяют сделать следующие выводы:
– оптимальные значения R2 (выделены жирным) достигаются при ис-

пользовании двух спектральных интервалов;
– переход от одного к двум интервалам приводит к увеличению качества

(рост R2) и повышению устойчивости модели (снижение D[R2]);
– дальнейшее увеличение количества интервалов не дает существенного

улучшения качества.
Проведенный анализ выявил важные закономерности:
– при использовании усреднения внутри интервалов PLS-регрессия усту-

пает по эффективности линейной регрессии, т.к. происходит потеря ин-
формативных признаков при уменьшении размерности;

– при работе с неусредненными данными линейная регрессия демонстри-
рует худшие результаты по сравнению с PLS, т.к. увеличивается число
мультиколлинеарных признаков.
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Рис. 2. Средняя абсолютная ошибка в процентах (MAPE) для модели, построенной на
выделенных интервалах (слева), и для модели, построенной на всем спектре (справа), для

ионов никеля (a), кобальта (b) и меди (c)

[Figure 2. Mean absolute percentage error (MAPE) for the model built using selected spectral
intervals (left) and the model utilizing the full spectrum (right) for nickel (a), cobalt (b), and

copper (c) ions]
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Заключение. Представлена модель, позволяющая прогнозировать двух-
и трехкомпонентные системы в водных растворах никеля, меди и кобальта
путем спектрального анализа с использованием только части спектра. При
помощи кросс-валидации подтверждена адекватность предложенной модели:
проведена численная оценка ее качества и сравнение с моделью, использую-
щей полный видимый спектр.
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Abstract

This study presents an algorithm for analyzing spectral data through
mathematical modeling, constructing prognostic models, and selecting opti-
mal wavelength intervals for designing LED-based multisensor systems. The
algorithm is implemented in Python and validated using experimental data
from aqueous solutions of inorganic salts.

Key methodological aspects include:
– Application of multivariate calibration methods (PLS regression and

multiple linear regression);
– Utilization of Shapley values to identify informative spectral wave-

lengths;
– Systematic enumeration to determine optimal wavelength intervals.

The developed model enables accurate prediction of two- and three-
component systems in metal salt solutions using partial spectral data rather
than full-spectrum analysis. Cross-validation demonstrates that:

– The model achieves comparable accuracy to full-spectrum approaches;
– The solution remains computationally efficient while maintaining pre-

dictive reliability.
The results confirm the model’s adequacy for quantitative spectral analy-

sis, particularly in resource-constrained environments where partial spectral
data acquisition is advantageous.
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Аннотация

Рассмотрены вопросы математического моделирования процесса фор-
мирования искрового разряда в экспериментальной установке, в ходе ко-
торого установлена зависимость энергии разряда и временно́го профи-
ля энерговыделения от параметров разрядной цепи. Исследовано влия-
ние основных теплофизических характеристик пылевоздушной взвеси,
полидисперсного состава частиц, длительности разрядного процесса на
коэффициент преобразования электрической энергии в тепловую (по-
лучено аналитическое выражение для расчета тепловой составляющей
энергии разряда). Разработана расчетная методика определения опти-
мальных параметров разрядной цепи и напряжения заряда, обеспечи-
вающих воспламенение пылевоздушной взвеси при вариациях ее тепло-
физических и дисперсных характеристик в серии экспериментов.

Ключевые слова: искровой разряд, минимальная энергия воспламене-
ния, пылевоздушная смесь, энергетические материалы, электрический
пробой, теплопередача, параметры разряда.
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Исследования чувствительности порошков и взвесей энергетических ве-
ществ (ЭВ) и ее зависимости как от параметров самих порошков и пылей,
так и от условий окружающей среды, ведущиеся уже более ста лет, оста-
ются актуальной задачей и в настоящее время. Причиной этого является тот
факт, что несмотря на повсеместную разработку и внедрение еще в 60–80-х гг.
XX в. систем нормативных документов, устанавливающих правила пожаро-
взрывобезопасного обращения с горючими порошками и их пылевоздушными
взвесями (ПВВ), согласно имеющейся статистике “Combustible Dust Incident
Report”,1 в мире ежегодно происходит около 60 крупных пылевых взрывов
и 210 пожаров.

Основной причиной возникновения аварийных ситуаций при производстве
или использовании порошков энергетических веществ является несоблюде-
ние требований техники безопасности. Однако в подавляющем большинстве
случаев такое несоблюдение связано не с прямым игнорированием установ-
ленных правил и инструкций, а с их некорректной адаптацией при изменении
режимов или условий выполнения технологических операций при изготовле-
нии или обращении с ЭВ. Иными словами, при модификации технологиче-
ского процесса часто происходит ошибочная оценка изменений параметров
вещества, определяющих его пожаровзрывобезопасность.

Согласно [1], к таким параметрам для пылевоздушных взвесей энергети-
ческих веществ относятся:

– нижний концентрационный предел распространения пламени (воспла-
менения);

– минимальная энергия зажигания (воспламенения);
– максимальное давление взрыва;
– скорость нарастания давления при взрыве;
– минимальное взрывоопасное содержание кислорода.
Среди указанных параметров ключевым, определяющим чувствитель-

ность ПВВ ЭВ к внешним воздействиям, является минимальная энергия вос-
пламенения (МЭВ). Следовательно, именно этот параметр требует первооче-
редной оценки при изменении режимов или условий обращения с ЭВ.

Актуальность задачи определения чувствительности ПВВ ЭВ к электри-
ческим разрядам обусловлена двумя основными факторами:

1) значительная доля технологических операций, осуществляемых при
производстве или обращении с энергетическими веществами в различ-
ных отраслях промышленности (прежде всего в оборонной — при сна-
ряжении боеприпасов — и горнодобывающей — при пневмотранспорти-
ровании ЭВ, пневмозаряжании шпуров и скважин [2]), требует пере-
вода веществ в состояние ПВВ либо приводит к их образованию в ка-
честве побочного продукта;

2) широкий спектр ЭВ (от взрывчатых веществ до зерна и муки) при
переводе в состояние ПВВ приобретает, с одной стороны, склонность

1См., например, https://dss1.s3.us-east-2.amazonaws.com/external/2020MYIR/2020-
Mid-Year-Combustible-Dust-Incident-Report-v5.pdf.
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к накоплению электростатических зарядов, с другой стороны — высо-
кую чувствительность к электростатическим разрядам.

Определение минимальной энергии зажигания ПВВ осуществляется пре-
имущественно путем подачи искрового разряда заданной энергии в камеру
известного объема, содержащую исследуемую взвесь [3, 4].

Методики определения энергии искрового разряда, достаточной для вос-
пламенения ПВВ, регламентированные нормативно-техническими докумен-
тами [4–6], предусматривают двухэтапную процедуру эксперимента.

1. Подбор оптимальных параметров:
– показатели распыления пыли (частота и амплитуда вибраций си-

та, расстояние между ситом и осью электродов для вибросито-
вых установок; давление распыляющих струй сжатого воздуха и
временна́я задержка для пневматических систем);

– межэлектродного расстояния, обеспечивающих условия макси-
мальной воспламеняемости взвеси.

2. Проведение серии экспериментов с фиксированными оптимальными
параметрами и последовательным уменьшением энергии разряда пу-
тем регулирования электрической емкости конденсатора и/или напря-
жения зарядки конденсатора до достижения заданного уровня вероят-
ности воспламенения.

В настоящем исследовании решается задача установления взаимосвязи
между параметрами разрядной цепи и напряжением разряда, теплофизиче-
скими и дисперсными характеристиками исследуемых ПВВ энергетических
веществ.

Актуальность работы обусловлена возможностью разработки математи-
ческого инструмента для предварительной оценки минимальной энергии вос-
пламенения (с учетом погрешности моделирования) и оптимальных парамет-
ров разрядной цепи и напряжения заряда, что позволяет существенно сокра-
тить объем экспериментальных исследований.

Исходными данными для решения поставленной задачи являются крити-
ческое значение вероятности воспламенения, при достижении которого энер-
гия воспламенения фиксируется в качестве минимальной, и электрические
схемы экспериментальных установок для исследования энергетических ве-
ществ на чувствительность к электрическому разряду.

В качестве нормативной базы использованы ГОСТ Р 31610.20-2-2017 [4]
и ГОСТ Р МЭК 61241-2-3-99 [6] как соответствующие действующим меж-
дународным стандартам по определению минимальной энергии зажигания
пылевоздушных смесей.

Согласно указанным стандартам, диапазон значений минимальной энер-
гии зажигания Emin определяется следующим образом:

– нижняя граница E1 — энергия, при которой воспламенение не наблюда-
ется в 20 последовательных экспериментах; при этом небольшое превы-
шение E1 должно приводить к воспламенению хотя бы в одном случае
из 20 испытаний;

– верхняя граница E2 — энергия, гарантирующая воспламенение во всех
20 испытаниях; незначительное уменьшение E2 должно приводить к от-
сутствию воспламенения хотя бы в одном случае.
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Таким образом, минимальная энергия зажигания удовлетворяет условию

E1 < Emin < E2.

Схемы установок для испытания энергетических веществ на чувствитель-
ность к электрическому разряду, приведенные в указанных стандартах, об-
ладают следующими особенностями:

– возможностью контроля энергии искры путем изменения межэлектрод-
ного промежутка или напряжения зарядной цепи;

– наличием единой полной электрической схемы, представленной на рис. 1.

Рис. 1. Эквивалентная электрическая схема разрядных цепей стандар-
тизованных установок для определения воспламеняющей энергии искро-

вого разряда

[Figure 1. Equivalent electrical circuit of discharge circuits in standardized
setups for determining spark discharge ignition energy]

Эквивалентная схема включает следующие элементы:
– ключ, замыкаемый при t = 0 для инициации разряда;
– активное сопротивление разрядного промежутка Rp (переменное);
– активное сопротивление электронных компонентов цепи Rc;
– активное сопротивление проводников Rn;
– индуктивность разрядного промежутка Lp;
– индуктивность электронных компонентов Lc;
– индуктивность проводников Ln;
– емкость рабочего конденсатора C;
– емкость разрядного промежутка до момента его пробоя Cp;
– совокупность паразитных емкостей составных частей цепи Cn.
Для определения энергии искрового разряда, выделяемой на разрядном

промежутке, проведем анализ процессов в данной цепи. Энергия в промежут-
ке определяется выражением

E(t) =

∫ t

0
i2(t)Rpdt, (1)

где E(t)— выделяемая энергия в разрядном промежутке, Дж; i(t)— ток раз-
ряда, А; Rp — активное сопротивление разрядного промежутка, Ом.

Ток разряда аппроксимируется решением для затухающего колебатель-
ного контура:

i(t) = Aie
−αt sinωt, (2)

где Ai — постоянная составляющая амплитуды тока в затухающем колеба-
тельном искровом разряде, А; α— коэффициент затухания в газоразрядном
промежутке, с−1; ω — угловая частота, рад/с.

Параметры Ai и ω определяются соотношениями

Ai = (UH − UO)
√

CΣ/LΣ, ω =
√

ω2
0 − α2,
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где UH — напряжение заряда конденсатора, В; UO — остаточное напряжение
на конденсаторе после завершения разряда, В; CΣ — суммарная емкость раз-
рядной цепи, Ф; LΣ — суммарная индуктивность разрядной цепи, Гн ω0 —
резонансная частота разрядной цепи (RLC-контура), рад/с. Резонансная ча-
стота вычисляется по формуле ω0 = 1/

√
LΣCΣ.

Аналитическое определение коэффициента затухания α возможно по фор-
муле

α =
RΣ +Rp

2LΣ
,

однако, как показано в [6], сравнение экспериментальных данных с расче-
тами по (2) с таким коэффициентом α выявило возрастающее расхождение
между реальной кривой тока в цепи и аппроксимированной кривой, особенно
заметное с четвертого периода разряда.

В связи с этим в [7] предложен экспериментальный метод определения α,
включающий следующие этапы:

1) проведение серии разрядов в исследуемой цепи с фиксацией мгновен-
ных значений тока и временны́х характеристик для нескольких на-
чальных периодов;

2) построение усредненной экспериментальной кривой тока;
3) итерационный подбор α для достижения наилучшего соответствия меж-

ду теоретической кривой по (2) и экспериментальными данными.
После определения всех параметров в (2) подстановка в (1) дает, согласно

[8], выражение для энергии на разрядном промежутке:

E(t) =
A2

iRpω

4(α2 + ω2)

[ω
α
(1− e−2αt)− e−2αt

(2α
ω

sin2 ωt+ sin 2ωt
)]

. (3)

Согласно приведенному выражению, энергия искрового разряда в схеме
определяется напряжением заряда конденсатора (через параметр Ai), сопро-
тивлением разрядного промежутка Rp, угловой частотой и коэффициентом
затухания контура. При этом ключевое влияние оказывают активное сопро-
тивление контура и его индуктивность.

Важно отметить, что частота колебаний разрядного тока существенно
влияет на процессы в искровом промежутке и порог пробоя [9]. Это сви-
детельствует о значительном влиянии параметров контура на характер про-
текания разряда и минимальную энергию зажигания ПВВ.

Однако детальное исследование данного влияния и разработка его ана-
литического описания выходят за рамки настоящей работы и могут стать
предметом отдельного исследования. В данной статье мы сосредоточимся на
определении сопротивления разрядного промежутка Rp — последнего неопре-
деленного параметра в выражении для расчета энергии разряда.

Основной вопрос: можно ли считать Rp постоянной величиной или оно
изменяется в процессе разряда: Rp = Rp(t)?

Согласно исследованиям [8, 10], сопротивление разрядного промежутка
Rp изменяется незначительно и может быть аппроксимировано постоянным
значением, равным среднему сопротивлению за первые периоды разряда. Ме-
тодика определения Rp включает в себя следующие этапы:

1) определение α для цепи с нагрузкой;
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2) определение α* для короткозамкнутой цепи;
3) расчет Rp по формуле [11]

Rp = 2L(α− α*). (4)

Однако, как показано в [7], такое предположение приводит к расхожде-
нию экспериментальных и расчетных кривых тока, а также заметным по-
грешностям начиная с 4-го периода. Это ставит под сомнение постоянство
коэффициента α и постоянство сопротивления Rp.

К дополнительным аргументам против постоянства Rp можно отнести
следующие [7,12,13]:

– линейность ВАХ разрядного канала;
– противоречие экспериментальным данным;
– убывающий характер ВАХ для различных типов разрядов.
Таким образом, использование формулы (4) для определения Rp позволя-

ет получить лишь приближенное значение энергии разряда в выражении (3).
Применим временну́ю дискретизацию. Все время существования искрово-

го разряда разделим на N интервалов t ∈ [tn, tn+1], n = 0, 1, 2, . . . , N − 1.
Для учета непостоянства сопротивления Rp предлагается использовать

анализ переходного процесса в цепи (рис. 1) на основе закона Кирхгофа:

up(t) +Rc(t)ip(t) + L(t)
dip(t)

dt
+

1

C(t)

∫ tn+1

tn

ip(t)dt = 0, t ∈ [tn, tn+1], (5)

где up(t), ip(t)— значения напряжения и тока в разрядном промежутке; Rc(t),
L(t), C(t)— сопротивление, индуктивность и емкость цепи (изменяющиеся
параметры), учет которых в явном виде затруднен.

На каждом интервале t ∈ [tn, tn+1] изменяющиеся параметры будем счи-
тать постоянными: Rc(t) = Rc(tn), L(t) = L(tn), C(t) = C(tn).

Выражая из (5) up(t) и используя закон Ома, получаем выражение для
Rp(t):

Rp(t) = −
up(t)

ip(t)
=

1

ip(t)

(
Rc(tn)ip(t) +

+ L(tn)
dip(t)

dt
+

1

C(tn)

∫ tn+1

tn

ip(t)dt

)
, t ∈ [tn, tn+1], (6)

где знак минус обеспечивает положительность Rp(t) при отрицательном up(t).
Для практических расчетов рекомендуется выбирать интервалы [tn, tn+1]

на основе частоты ω, чтобы весь промежуток искрового разряда разбить на
конечное число отрезков N . На каждом интервале t ∈ [tn, tn+1] будем считать
Rp(t) постоянным: Rp(t) = Rp(tn). Такой подход позволяет учесть непостоян-
ство сопротивления разрядного промежутка при определении энергии разря-
да и на основании (3) получить значение энергии разряда на всем разрядном
промежутке:

E =
N−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

A2
iRp(tn)ω

4(α2 + ω2)

[ω
α
(1− e−2αt)− e−2αt

(2α
ω

sin2 ωt+ sin 2ωt
)]

dt. (7)
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В рамках данной статьи задача установления связи между параметрами
разрядной цепи и напряжением разряда с теплофизическими и дисперсными
характеристиками ПВВ ЭВ решена частично. Получена зависимость энергии
разряда E от параметров разрядной цепи и характеристик разрядного тока.

Для учета влияния теплофизических и дисперсных свойств ПВВ вводит-
ся оператор M , характеризующий долю тепловой энергии в полной энергии
искры [14]:

M =
AEg

4πλg t̃RT̃ 2
, (8)

где A— линейная плотность тепловыделения от искры, Дж/(м·К); Eg — энер-
гия в газовой фазе, Дж; λg — коэффициент теплопроводности газа, Вт/(м·К);
R = 8.314 Дж/(моль · К) — универсальная газовая постоянная; t̃— характер-

ное время реакции окисления (горения), с; T̃ — масштабная температура, К,
меньшая адиабатической температуры сгорания газовзвеси.

Масштабная температура T̃ выбирается в пределах Семеновских интер-
валов:

T̃ = RT̃ 2
0 /Ea,

где T̃0 — температура среды или температура на границе сред газ/пыль; Ea —
энергия активации, являющаяся эмпирическим значением и показывающая
зависимость протекания реакции от температуры.

В работе [14] сделаны существенные допущения, не позволяющие исполь-
зовать выражение для оператора M в виде (8):

– однородность распределения частиц в газе;
– сферическая форма частиц и их одинаковый размер;
– использование закона Ньютона для теплообмена между газом и части-

цами;
– пренебрежение термическим расширением газа;
– моделирование искры мгновенным нитевидным источником тепловыде-

ления.
Эти допущения противоречат реальным условиям, так как технологиче-

ские порошки всегда полидисперсны, а процесс искрообразования — не мгно-
венный процесс.

Экспериментальные данные [14] показывают, что мелкие частицы снижа-
ют энергию воспламенения, увеличивают полноту сгорания, имеют лучшее
соотношение площадь/объем, а крупные частицы требуют больше энергии
для нагрева, обладают тепловой инерционностью, имеют ограниченное вли-
яние за пределом критического размера.

Для аналитического описания влияния полидисперсности частиц и протя-
женности искрового разряда во времени на МЭВ рассмотрим схему процесса
(рис. 2).

На рис. 2 штриховой кривой обозначена траектория сформировавшегося
искрового разряда, а кривыми 3 обозначены некоторые возможные траекто-
рии формирования разряда.

Согласно исследованиям, представленным в работе [14], формирование
искрового разряда в газовой среде обусловлено развитием электронных ла-
вин (стримеров). При наличии в межэлектродном промежутке твердых ди-
электрических частиц наблюдается существенная модификация траектории

193



Не ч а е в А. С., З у б и к о в Д. В., Г р е ч у х и н а М. С., Д а в ы д о в А. Н.

Рис. 2. Схематическое представление процесса нагрева частиц вещества
искровым разрядом: 1 — частицы вещества; 2 — электроды; 3 — траек-
тории искрового разряда; V — средняя скорость потока частиц; Tmin —
начальная температура частиц; Tmax — максимальная температура на-

грева материала частиц от искрового разряда

[Figure 2. Schematic representation of particle heating process by spark
discharge: 1 — particles; 2 — electrodes; 3 — spark discharge trajectories; V —
average particle flow velocity; Tmin — initial particle temperature; Tmax —
maximum heating temperature of particle material from spark discharge]

разрядного канала, который преимущественно развивается в межчастичных
промежутках.

Как следует из стримерной теории [15], в случае присутствия диэлектри-
ческих частиц в разрядном промежутке процесс следует рассматривать как
поверхностный (скользящий) разряд, распространяющийся вдоль границы
раздела газовой среды и твердых частиц. Тепловая энергия, выделяющаяся
в проводящем канале разряда, передается контактирующим с ним частицам,
причем эффективность теплопередачи определяется соотношением коэффи-
циентов теплопроводности материала частиц и окружающей газовоздушной
смеси.

Следует подчеркнуть, что поскольку теплопроводность твердых диэлек-
триков, как правило, на порядок превышает аналогичный параметр газовой
фазы, основная часть тепловой энергии скользящего разряда поглощается
именно частицами вещества.

Анализ рис. 2 позволяет выявить характер распределения теплового воз-
действия искрового разряда на частицы вещества в зависимости от их раз-
мерных характеристик и площади контакта с каналом искрового разряда.
Видно, что частицам малого размера для повышения их внутренней энергии
достаточно более короткого контакта с разрядом, чем частицам крупного раз-
мера. В свою очередь, частицы малого размера при сгорании от полученной
энергии могут положить начало детонации более крупных частиц, которые
не реагировали при контакте с разрядным каналом.

Скорость распространения стримеров Vc составляет 107–108 см/с [15], что
на несколько порядков превышает характерную скорость потока частиц V .
Это позволяет рассматривать процесс нагрева частиц искровым разрядом
в приближении неподвижных частиц во время электрического пробоя среды.

Представленная на рис. 2 схема процесса нагрева частиц позволяет сде-
лать вывод о линейной зависимости плотности тепловыделения A, харак-
теризующей количество тепла, выделяемого в единицу времени на единицу
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длины разрядного промежутка. В данном случае безразмерный оператор M ,
описывающий долю тепловой энергии в общем энергетическом балансе ис-
кры, может рассматриваться как аналог коэффициента полезного действия
теплопередачи от разряда к ПВВ. Такое приближение остается справедливым
и для нашей модели при учете полидисперсного состава частиц и конечного
времени существования разряда.

Согласно стримерной теории [15], при формировании искрового разря-
да в пылевоздушной взвеси, содержащей твердые диэлектрические части-
цы, разряд может развиваться исключительно вдоль поверхностей раздела
газ/частица и через межчастичные промежутки. Данное обстоятельство при-
водит к существенной зависимости длины искрового канала lp от размерных
характеристик частиц: увеличение линейных размеров частиц вызывает про-
порциональное удлинение траектории разряда.

Из общеизвестного соотношения Rp = ρplp/Sp, где ρp — удельное сопро-
тивление канала, Sp — площадь его поперечного сечения, следует, что рост
длины канала lp при постоянных ρp и Sp приводит к линейному увеличению
сопротивления разрядного промежутка Rp.

При дискретном рассмотрении процесса формирования канала, разбито-
го на Nf элементарных отрезков Δl, на прохождение каждого из которых
заряду требуется интервал времени [tn, tn+1], при постоянной скорости рас-
пространения стримера Vc, общая длина канала lp = NfΔl = Vctf , где tf —
полное время формирования разрядного канала.

Рассмотрим вопрос учета временны́х характеристик разряда через анализ
сопротивления канала. В течение периода существования сформированного
канала tc его сопротивление определяет интенсивность теплопотерь, связан-
ных с передачей энергии частицам. При этом наблюдается монотонная зави-
симость: с увеличением времени существования канала возрастают суммар-
ные тепловые потери, что эквивалентно росту интегрального сопротивления.

Для количественного описания данного эффекта предлагается следую-
щий подход:

– временно́й интервал от 0 до tc разбивается на Nc отрезков t ∈ [tn, tn+1];
– в пределах каждого отрезка сопротивление канала Rp(t) принимается

постоянным: Rp(t) = Rp(tn);
– суммарное сопротивление вычисляется по формуле

Rp =

Nc−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

Rp(tn)dt.

Такой подход позволяет корректно учесть влияние временно́й продолжи-
тельности разряда на интегральные характеристики канала через введение
параметра Nc, ограничивающего время существования разряда.

Для установления взаимосвязи между параметрами разрядной цепи, на-
пряжением разряда и характеристиками пылевоздушной взвеси в выраже-
ние (7) вводится безразмерный оператор M , определяемый соотношением (8).
Учет влияния полидисперсности частиц и конечного времени существования
разряда на минимальную энергию воспламенения осуществляется путем дис-
кретизации процесса:

N = Nf +Nc,
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где Nf — количество временны́х интервалов формирования канала; Nc — ко-
личество интервалов существования сформированного канала.

В итоге выражение для определения полной энергии искры E может быть
преобразовано в выражение для определения тепловой энергии искры Et

с учетом полидисперсности частиц и длительности искры:

Et = ME =

Nf+Nc−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

AEg

4πλg t̃RT̃ 2
· A

2
iRp(tn)ω

4(α2 + ω2)
×

×
[ω
α
(1− e−2αt)− e−2αt

(2α
ω

sin2 ωt+ sin 2ωt
)]

dt. (9)

Таким образом, получено выражение, устанавливающее взаимосвязь меж-
ду параметрами искрового разряда и критическими условиями воспламене-
ния пылевоздушных взвесей энергетических веществ. Совместное использо-
вание данного выражения с соотношением (2), выражениями для Ai и ω,
а также методикой определения коэффициента α позволяет существенно оп-
тимизировать экспериментальное определение параметров разрядной цепи.

Последовательность экспериментальных и расчетных операций включает
следующие этапы.

1. Проведение серии разрядных экспериментов с регистрацией осцилло-
грамм тока для построения усредненной характеристики разрядного
процесса в пределах нескольких первых периодов разряда.

2. Построение экспериментальной кривой разрядного тока.
3. Определение коэффициента затухания α путем подбора теоретической

кривой согласно выражению (2), удовлетворяющей экспериментальной
кривой, полученной на этапе 2.

4. Дискретизация времени существования искрового разряда и выбор ин-
тервалов t ∈ [tn, tn+1], определяемых параметром ω и обеспечивающих
выполнение условия Rp(t) ≈ const на этих интервалах.

5. Расчет массива значений сопротивлений разрядного промежутка Rp(t) =
= Rp(tn) для t ∈ [tn, tn+1] по формуле (6).

6. Определение полной энергии разряда на всем разрядном промежутке E
с использованием соотношения (7).

7. Вычисление тепловой составляющей энергии Et по модифицированной
формуле (9) с учетом параметра Nf , характеризующего дисперсность
частиц, и параметра длительности разряда Nc.
Энергия Et, определяемая на данном этапе расчетов для условий успеш-
ного воспламенения, представляет собой не просто тепловую составля-
ющую энергии искрового разряда, но характеризует минимальное ко-
личество тепловой энергии, необходимое для инициирования процес-
са воспламенения пылевоздушной взвеси (ПВВ) конкретного вещества.
Следовательно, при вариации коэффициента M , вызванной изменением
теплофизических и дисперсных характеристик взвеси при сохранении
химической природы вещества, требуется соответствующая коррекция
полной энергии разряда E с целью сохранения постоянства значения Et

в соответствии с выражением (9).
Физический смысл данного подхода заключается в следующем: энергия
Et, установленная в ходе первоначальной серии экспериментов с успеш-
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ным воспламенением, рассматривается как эталонное значение мини-
мальной тепловой энергии воспламенения для данного вещества. При
этом наблюдаемые изменения оператора M в различных эксперимен-
тальных сериях отражают вариации коэффициента полезного действия
теплопередачи от разрядного канала к взвеси, что требует компенса-
торного изменения полной энергии разряда E путем соответствующей
регулировки параметров разрядной цепи (емкости, индуктивности, на-
пряжения заряда).

8. Расчет изменения безразмерного оператора M при заданном изменении
теплофизических и дисперсных характеристик ПВВ осуществляется на
основании выражения (8).

9. Определение величины полной энергии искрового разряда E, обеспечи-
вающей сохранение постоянного значения тепловой энергии воспламе-
нения Et при вариации оператора M , на основе выражения (9).

10. Вычисление необходимых параметров разрядной цепи и напряжения за-
ряда на основании соотношений (1) и (2) для определения амплитуды
тока Ai и угловой частоты ω; при этом сопротивление разрядного про-
межутка Rp предполагается постоянным при изменении характеристик
ПВВ.

11. Повторение шагов 1–5 методики для измененной разрядной цепи.
12. Уточненный расчет величины полной энергии искрового разряда E на

основании соотношения (7).
13. Итерационное повторение процедур, соответствующих шагам 10–12 ме-

тодики, выполняется до достижения на этапе 12 расчетного значения
полной энергии E, совпадающего с требуемым значением, определен-
ным на шаге 9, что соответствует получению оптимальных параметров
разрядной цепи.

Этапы 9 и 10 представленной методики обеспечивают существенное сокра-
щение области экспериментального поиска оптимальных параметров разряд-
ной цепи, необходимых для эффективного воспламенения ПВВ при вариации
ее теплофизических и дисперсных характеристик.

Заключение. В работе построена математическая модель, описывающая
процессы искрового разряда в экспериментальной установке, используемой
для оценки чувствительности энергетических веществ к воздействию элек-
трического разряда. Основной акцент в моделировании был сделан на ис-
следовании влияния параметров электрической цепи как на интегральную
энергию разряда, так и на временну́ю зависимость процесса выделения энер-
гии.

Важным аспектом разработанной модели является учет комплексного вли-
яния теплофизических характеристик пылевоздушной смеси, дисперсного со-
става частиц и временно́й продолжительности разрядного процесса на эф-
фективность преобразования электрической энергии искры в тепловую энер-
гию, передаваемую смеси (с соответствующим математическим выражением
для количественной оценки данного процесса).

На основании полученных теоретических результатов предложена мето-
дика расчета оптимальных параметров электрической цепи и напряжения
заряда, обеспечивающих воспламенение пылевоздушной смеси при вариации
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ее теплофизических и дисперсных характеристик в различных эксперимен-
тальных условиях.

Перспективным направлением дальнейших исследований является экспе-
риментальная верификация модели, включающая в себя уточнение парамет-
ров процессов тепловыделения в разрядном промежутке, исследование меха-
низмов поглощения тепловой энергии пылегазовой взвесью, применение мо-
дели для расчета минимальной энергии воспламенения взвесей энергонасы-
щенных материалов.
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Abstract

This study presents a mathematical modeling study of spark discharge
formation in an experimental setup, establishing the dependence of discharge
energy and temporal energy release profile on discharge circuit parameters.
The research investigates the influence of key thermophysical properties of
dust-air suspensions, particle size distribution, and discharge duration on the
electrical-to-thermal energy conversion efficiency (an analytical expression
for calculating the thermal component of discharge energy has been derived).
A computational methodology has been developed to determine optimal
discharge circuit parameters and charging voltage that ensure ignition of
dust-air mixtures under variations of their thermophysical and dispersity
characteristics across experimental series.
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