


Вестник
Самарского
государственного
технического
университета

ISSN 1991–8615 (print)

ISSN 2310–7081 (online)

НАУЧНЫЙ ЖУРНАЛ
Издаётся с 1996 г.

Выходит 4 раза в год

Июнь — 2025

Серия
«ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ» (T. 29,№2/79 – 2025)

Главный редактор В.П. Радченко — д.ф.-м.н., проф. (Самара, Россия)
Заместитель главного редактора А.И. Жданов — д.ф.-м.н., проф. (Самара, Россия)
Отв. секретарь М. Н. Саушкин — к.ф.-м.н., доц. (Самара, Россия)
Отв. секретарь Е. В. Мурашкин — к.ф.-м.н. (Москва, Россия)
Cекретарь Е. А. Козлова — к.ф.-м.н. (Самара, Россия)

Редакционный совет:
∙ С.А. Авдонин — д.ф.-м.н., проф. (Фэрбенкс, Аляска, США)
∙ Б.Д. Аннин — акад. РАН, д.ф.-м.н., проф. (Новосибирск, Россия)
∙ А.А. Буренин — чл. кор. РАН, д.ф.-м.н., проф. (Комсомольск-на-Амуре, Россия)
∙ Р. Вельмураган — доктор наук (Ченнай, Индия)
∙ С.П. Верёвкин — д.х.н., проф. (Росток, Германия)
∙ Ш. Иматани — доктор наук (Киото, Япония)
∙ О.И. Маричев — д.ф.-м.н., проф. (Ларами, Вайоминг, США)
∙ В.П. Матвеенко — акад. РАН, д.т.н., проф. (Пермь, Россия)
∙ П.В. Севастьянов — д.т.н., проф. (Ченстохова, Польша)

Редакционная коллегия:
∙ В.Н. Акопян — д.ф.-м.н., проф. (Ереван, Армения)
∙ А.П. Амосов — д.ф.-м.н., проф. (Самара, Россия)
∙ А.В. Боровских — д.ф.-м.н., проф. (Москва, Россия)
∙ Л.А. Игумнов — д.ф.-м.н., проф. (Нижний Новгород, Россия)
∙ Ф. дель Изола — д. н., проф. (Рим, Италия)
∙ B.Э. Келлер — д.ф.-м.н., доц. (Пермь, Россия)
∙ В.А. Ковалёв — д.ф.-м.н., проф. (Москва, Россия)
∙ А.И. Кожанов — д.ф.-м.н., проф. (Новосибирск, Россия)
∙ Д.С. Лисовенко — д.ф.-м.н. (Москва, Россия)
∙ А.Н. Миронов — д.ф.-м.н., проф. (Елабуга, Россия)
∙ Е. Ю. Просвиряков — д.ф.-м.н., (Екатеринбург, Россия)
∙ Л.С. Пулькина — д.ф.-м.н., проф. (Самара, Россия)
∙ Ю. Н. Радаев — д.ф.-м.н., проф. (Москва, Россия)
∙ Е. В. Радкевич — д.ф.-м.н., проф. (Москва, Россия)
∙ А.В. Саакян — д.ф.-м.н., проф. (Ереван, Армения)
∙ К.Б. Сабитов — д.ф.-м.н., проф. (Стерлитамак, Россия)
∙ Л.А. Сараев — д.ф.-м.н., проф. (Самара, Россия)
∙ А.П. Солдатов — д.ф.-м.н., проф. (Москва, Россия)



НАУЧНОЕ ИЗДАНИЕ

Вестник Самарского государственного технического университета.
Серия «Физико-математические науки» (T. 29, №2/79 – 2025)

Учредитель — ФГБОУВО «Самарский государственный технический
университет» 443100, г. Самара, ул. Молодогвардейская, 244

Редактор Е. С. З а х а р о в а

Выпускающий редактор Е. В. А б р а м о в а

Компьютерная вёрстка М. Н. С а уш кин, О. С. Аф а н а с ь е в а,
Е. Ю. Ар л а н о в а

Адрес редакции и издателя:
ФГБОУ ВО «СамГТУ»,
443100, г. Самара,
ул. Молодогвардейская, 244

Тел.: +7 (846) 337 04 43
Факс: +7 (846) 278 44 00

E-mail: vsgtu@samgtu.ru
URL: http://www.mathnet.ru/vsgtu

Оригинал-макет изготовлен
на кафедре прикладной математики
и информатики СамГТУ

Свидетельство о регистрации

ПИ № ФС 77–66685 от 27.07.2016.
Федеральная служба по надзору
в сфере связи информационных
технологий и массовых коммуникаций

Подписано в печать 30 июня 2025 г.
Дата выхода в свет 21 июля 2025 г.
Формат 70× 108 1/16.
Усл. печ. л. 13.00. Уч.-изд. л. 12.97.
Тираж 500 экз. Рег. № 131/25.
Заказ № 183.

Отпечатано в типографии
Самарского государственного
технического университета

443100, г. Самара,
ул. Молодогвардейская, 244.

Журнал индексируется в Web of Science Core Collection (Emerging Sources Citation
Index), Scopus, Russian Science Citation Index, Zentralblatt MATH, DOAJ и входит в ядро
Российского индекса научного цитирования.

Журнал включен в Перечень рецензируемых научных изданий, в которых должны быть
опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание ученой степени
кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук, по научным специально-
стям и соответствующим им отраслям науки:
• 1.1.2 – Дифференциальные уравнения и математическая физика (физико-математи-
ческие науки);
• 1.1.8 – Механика деформируемого твердого тела (физико-математические науки);
• 1.2.2 – Математическое моделирование численные методы и комплексы программ
(физико-математические науки).

Полнотекстовый доступ к статьям журнала осуществляется на Общероссийском ма-
тематическом портале (http://www.mathnet.ru), портале научных журналов «Эко-
Вектор» (https://journals.eco-vector.com), сайтах научных электронных библиотек
eLibrary.ru (http://elibrary.ru) и КиберЛенинка (http://cyberleninka.ru).

© Коллектив авторов, 2025
© СамГТУ, 2025 (составление, дизайн, макет)

cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0
International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)

Подписной индекс в каталоге агентства «Урал-Пресс» 18108 Цена свободная



Journal
of Samara State
Technical University

ISSN 1991–8615 (print)

ISSN 2310–7081 (online)

SCIENTIFIC JOURNAL
Published since 1996
4 issues per year

June — 2025

Ser. Physical & Mathematical Sciences, 2025, vol. 29, no. 2

Founder — Samara State Technical University, Samara, 443100, Russian Federation

Editor-in-Chief V.P. Radchenko (Samara, Russian Federation)
Deputy Editor-in-Chief A. I. Zhdanov (Samara, Russian Federation)
Executive Secretary M.N. Saushkin (Samara, Russian Federation)
Executive Secretary E. V. Murashkin (Moscow, Russian Federation)
Secretary E. A. Kozlova (Samara, Russian Federation)

Editorial Council:

∙ B.D. Annin (Novosibirsk, Russian Federation)
∙ S.A. Avdonin (Fairbanks, Alaska, USA)
∙ A.A. Burenin (Komsomolsk-on-Amur, Russian Federation)
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∙ Ramachandran Velmurugan (Chennai, India)
∙ S. P. Verevkin (Rostock, Germany)

Editorial Board:

∙ A.P. Amosov (Samara, Russian Federation)
∙ A.V. Borovskikh (Moscow, Russian Federation)
∙ F. dell’Isola (Rome, Italy)
∙ V.N. Hakobyan (Yerevan, Armenia)
∙ L. A. Igumnov (N. Novgorod, Russian Federation)
∙ I. E. Keller (Perm’, Russian Federation)
∙ V.A. Kovalev (Moscow, Russian Federation)
∙ A. I. Kozhanov (Novosibirsk, Russian Federation)
∙ D. S. Lisovenko (Moscow, Russian Federation)
∙ A.N. Mironov (Elabuga, Russian Federation)
∙ E. Yu. Prosviryakov (Ekaterinburg, Russian Federation)
∙ L. S. Pulkina (Samara, Russian Federation)
∙ Yu. N. Radayev (Moscow, Russian Federation)
∙ E. V. Radkevich (Moscow, Russian Federation)
∙ K.B. Sabitov (Sterlitamak, Russian Federation)
∙ A.V. Sahakyan (Yerevan, Armenia)
∙ L. A. Saraev (Samara, Russian Federation)
∙ A.P. Soldatov (Moscow, Russian Federation)



Edited by E. S. Z a k h a r o v a, E. V. Ab r a m o v a

Compiled and typeset by M. N. S a u s h k i n, O. S. A f a n a s’ e v a,
E. Yu. A r l a n o v a

The Editorial Board Address:

Dept. of Applied Mathematics and Computer Science,
Samara State Technical University,
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation

Phone: +7 (846) 337 04 43
Phax: +7 (846) 278 44 00
E-mail: vsgtu@samgtu.ru
URL: http://www.mathnet.ru/eng/vsgtu

Printed at the Samara State Technical University Press.

The journal covered in Web of Science Core Collection (Emerging Sources Citation
Index), Zentralblatt MATH, Scopus, Russian Science Citation Index, and DOAJ.

The full-text electronic version of journal is hosted by the all-Russian mathema-
tical portal Math-Net.Ru (http://www.mathnet.ru), the Eco-Vector Journals Portal
(https://journals.eco-vector.com), and by the web-sites of scientific electronic lib-
raries eLibrary.ru (http://elibrary.ru) and CyberLeninka (http://cyberleninka.ru).

© The Author(s), 2025
© Samara State Technical University, 2025 (Compilation, Design, and Layout)

cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution
4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2025. Т. 29, № 2

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu/v229/i2

Содержание

Дифференциальные уравнения и математическая физика

Kha l o u t a A. “Решение систем линейных интегро-дифференциальных урав-
нений Вольтерра дробного порядка с производной Капуто методом интеграль-
ного преобразования Халаута” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

Бешто к о в М. Х. “Разностные схемы повышенного порядка точности для на-
груженных уравнений теплопроводности с граничными условиями первого рода”220

Мар д а н о в М. Дж., Шар иф о в Я. А. “Существование и единственность ре-
шений системы Гурса–Дарбу с интегральными граничными условиями” . . . . . 241

Хач атр я н Х. А., Му р а д я н А. Г. “О конструктивной разрешимости одного
нелинейного интегрального уравнения Вольтерра на всей числовой прямой” . . 256

Механика деформируемого твёрдого тела

Мур ашкин Е. В., Р а д а е в Ю. Н. “О квадратичных поправках определяю-
щих уравнений для гемитропного микрополярного упругого тела” . . . . . . . . 274

Математическое моделирование,
численные методы и комплексы программ

Г о л о в а н о в О. А., Ты р с и н А. Н. “Итерационное выпуклое оценивание ли-
нейных регрессионных моделей в условиях стохастической неоднородности дан-
ных” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294

Ка з а к о в Е. А., В о д и н ч а р Г. М. “Определение динамических режимов в
эредитарной двумодовой модели динамо” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

Роман о в Д. В., Р ом а н о в К. В., Р ом а н о в В. А., Ст е п а н о в Е. А., Л е б е -
д е в А. А., М а с к а е в В. А. “Математическое моделирование формирования
предвспышечного сигнала в условиях солнечной атмосферы” . . . . . . . . . . . 334

Ру с а н о в М. С. “Аналитическая формула и численный расчет второй гармо-
ники динамической восприимчивости концентрированной феррожидкости” . . . 347

Филип п о в Г. А. “О скорости стабилизации периодических возмущений по-
ложения равновесия для одномерного кинетического уравнения Бродвелла” . . 363

Краткие сообщения

Зин ч е н к о А. С., Р ом а н е н к о в А. М. “Асимптотика сумм с гауссовым яд-
ром и мультипликативными коэффициентами” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381

Са р а е в Л. А., Юкл а с о в а А. В. “Стохастическая модель прогнозирования
динамики валового регионального продукта и производственных ресурсов ре-
гиона” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390

205



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025, vol. 29, no. 2

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu/v229/i2

Contents

Differential Equations and Mathematical Physics

Kha l o u t a A. “Solution of systems of linear Caputo fractional Volterra integro-
differential equations using the Khalouta integral transform method” . . . . . . . . . 207

Be s h t o k o v M. Kh. “Higher-order difference schemes for the loaded heat conduc-
tion equations with boundary conditions of the first kind” . . . . . . . . . . . . . . . 220

Ma r d a n o v M. J., S h a r i f o v Ya. A. “Existence and uniqueness of solutions to
the Goursat–Darboux system with integral boundary conditions” . . . . . . . . . . . 241

Kha ch a t r y a n Kh. A., Mu r a d y a n A. H. “On the constructive solvability of a
nonlinear Volterra integral equation on the entire real line” . . . . . . . . . . . . . . 256

Mechanics of Solids

Mu r a s h k i n E. V., R a d a y e v Yu. N. “On quadratic corrections of constitutive
equations for a hemitropic micropolar elastic solid” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

Mathematical Modeling, Numerical Methods
and Software Complexes

Go l o v a n o v O. A., T y r s i n A. N. “Iterative convex estimation of linear regres-
sion models under data stochastic heterogeneity” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294

Ka z a k o v E. A., V o d i n c h a r G. M. “Determination of dynamic modes in a
two-mode hereditary dynamo system” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

Roman o v D. V., R oman o v K. V., R oman o v V. A., S t e p a n o v E. A., L e b e -
d e v A. A., Ma s k a e v V. A. “Mathematical modeling of pre-llare signal formation
in the solar atmosphere” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334

Ru s a n o v M. S. “Analytical formula and numerical calculation of the second har-
monic of dynamic susceptibility in concentrated ferrofluids” . . . . . . . . . . . . . . 347

F i l i p p o v G. A. “On the stabilization rate of periodic perturbations of equilibrium
states for the one-dimensional Broadwell kinetic equation” . . . . . . . . . . . . . . . 363

Short Communications

Z i n c h e n k o A. S., R oman e n k o v A. M. “Asymptotics of sums with Gaussian
kernel and multiplicative coefficients” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381

S a r a e v L. A., Y u k l a s o v a L. A. “Stochastic model for forecasting the dynamics
of gross regional product and regional production resources” . . . . . . . . . . . . . 390

206



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025, vol. 29, no. 2, pp. 207–219

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2141

MSC: 45J05, 47G20, 35A22, 34A30

Solution of systems of linear Caputo fractional
Volterra integro-differential equations
using the Khalouta integral transform method

A. Khalouta

Université Ferhat Abbas de Sétif 1, Sétif, 19000, Algeria.

Abstract

The Khalouta integral transform is a powerful method for solving vari-
ous types of equations, including integro-differential equations and integral
equations. It can also be applied to initial and boundary value problems
associated with ordinary differential equations and partial differential equa-
tions with constant coefficients. The main objective of this paper is to derive
solutions to systems of linear Caputo fractional Volterra integro-differential
equations using the Khalouta integral transform.

To solve such systems using this technique, it is essential to establish and
define several key properties of the Khalouta integral transform, which are
crucial for deriving the transformation of the Caputo fractional derivative
appearing in the systems. Several numerical examples are presented and
solved by using the Khalouta integral transform method to demonstrate
the applicability of the proposed approach. The results obtained from these
numerical examples confirm that the proposed method is highly efficient
and provides exact solutions for systems of linear fractional Volterra integro-
differential equations in a straightforward manner.

Keywords: Khalouta integral transform, Volterra integro-differential equa-
tions, Caputo fractional derivative, exact solution.
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Kha l o u t a A.

1. Introduction. Fractional integro-differential equations have wide applica-
tions in numerous fields of physics and applied mathematics, including continuum
mechanics, geophysics, potential theory, electromagnetism, optimization, renewal
theory, kinetic theory, quantum mechanics, radiation, optimal control systems,
mathematical economics, communication theory, queuing theory, radiative equi-
librium, acoustics, steady-state heat conduction, fluid mechanics, and fracture me-
chanics. Among these, fractional Volterra integro-differential equations are partic-
ularly significant due to their prevalence in approximation theory, computational
mathematics, and physical mathematics.

Recent research has explored various methods to analyze fractional integro-
differential equations for accurate and reliable solutions. Integral transforms stand
out as a prominent approach for solving such mathematical problems. Several
integral transforms have proven effective for handling different types of fractional
integro-differential equations. For instance:

– In [1], an exact solution for Volterra-type fractional integro-differential equa-
tions was proposed using the Elzaki integral transform.

– The Aboodh integral transform was applied in [2] to study analytical so-
lutions of linear and nonlinear dynamical systems of fractional integro-
differential equations.

– The Mohand integral transform was employed in [3] to analyze fractional
integro-differential equations.

– The Ramadan group integral transform was used in [4] to solve fractional
Fredholm-Volterra integro-differential equations.

– The Laplace integral transform facilitated solutions to fourth-order frac-
tional partial integro-differential equations in [5].

– In [6], the Laplace integral transform yielded analytical solutions for a sys-
tem of Volterra-type integro-fractional differential equations with variable
coefficients and multi-time delay.

The objective of this paper is to investigate the efficacy of a novel integral
transform method, the Khalouta integral transform, for solving systems of linear
fractional Volterra integro-differential equations. The system under consideration
is given by: 




DαX1(t) = f1(t) +
n∑

j=1

∫ t

0
K1j(t− s)Xj(s)ds,

DαX2(t) = f2(t) +

n∑

j=1

∫ t

0
K2j(t− s)Xj(s)ds,

...

DαXn(t) = fn(t) +
n∑

j=1

∫ t

0
Knj(t− s)Xj(s)ds,

(1)

subject to the initial conditions

X
(k)
1 (0) = C1k, X

(k)
2 (0) = C2k, . . . , X

(k)
n (0) = Cnk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)

whereX1(t),X2(t), . . .,Xn(t) are unknown functions to be determined,Kij(t, s) =
Kij(t−s) are difference kernels for i, j = 1, 2, . . . , n, fi(t) are real-valued functions
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Solution of systems of linear Caputo fractional Volterra integro-differential equations . . .

for i = 1, 2, . . . , n, and Dα denotes the Caputo fractional derivative of order α
with m− 1 < α 6 m, m > 1.

The Khalouta integral transform is a novel integral transform recently intro-
duced by the author, generalizing several well-known integral transforms including
the Laplace transform [7], Sumudu transform [8], ZZ transform [9], ZMA trans-
form [10], Elzaki transform [11], Aboodh transform [12], natural transform [13],
and Shehu transform [14]. The Khalouta integral transform offers several key ad-
vantages:

– Unit Preservation: It enables direct problem-solving without frequency-do-
main conversion, particularly valuable in physical sciences where dimen-
sional consistency is crucial;

– Linear Operator Properties: As a linear operator preserving linear functions,
it maintains units and dimensions without modification;

– Handling of Initial Conditions and Singularities: The transform is specifi-
cally designed to address initial conditions and singularities commonly en-
countered in practical engineering models;

– Simplified Inversion: The inverse Khalouta transform avoids complex con-
tour integration, offering a more straightforward solution methodology.

This paper is organized as follows. Section 1 presents the introduction. Sec-
tion 2 provides essential definitions, properties, theorems, and foundational results
on fractional calculus and the Khalouta integral transform, which are utilized
throughout subsequent sections. Section 3 develops the solution methodology for
systems of linear fractional Volterra integro-differential equations (1) with initial
conditions (2) using the Khalouta transform. Section 4 demonstrates numerical
applications, and Section 5 concludes the paper.

2. Fundamental Definitions and Theorems. This section presents the es-
sential definitions and theorems of fractional calculus and the Khalouta transform,
along with their key properties.

Definition 1 [15]. Let X(t) be a continuous function on the interval [0, T ],
where T > 0. The Riemann–Liouville fractional integral operator of order α > 0
is defined as

IαX(t) =





1

Γ(α)

∫ t

0
(t− ξ)α−1X(ξ)dξ, α > 0,

X(t), α = 0,

where Γ( · ) denotes the Gamma function.

Definition 2 [15]. Let X(t) be a continuous function on [0, T ], T > 0. The
Caputo fractional derivative operator of order α > 0 is defined as

DαX(t) =

{
Im−αX(m)(t), m− 1 < α < m,

X(m)(t), α = m,

where m = [α] ∈ N.

An important relationship between these operators is given by:

IαDαX(t) = X(t)−
n−1∑

k=0

X(k)(0+)
tk

k!
, t > 0.
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Definition 3 [16]. Let X(t) be a continuous function of exponential order on
[0, T ], T > 0. The Khalouta integral transform of X(t) is defined as

KH[X(t)] = K(s, γ, η) =
s

γη

∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)
X(t)dt,

where s, γ, η > 0 are real or complex parameters independent of t.
The inverse Khalouta transform is given by:

X(t) = KH−1[K(s, η, γ)] =
1

2πi

∫ ϕ+i∞

ϕ−i∞

1

s
exp

( st
γη

)
K(s, η, γ)ds, (3)

where ϕ is a real constant and the integral in (3) is evaluated along s = ϕ in the
complex plane s = x+ iy.

The Khalouta integral transform possesses the following fundamental proper-
ties.

1. Linearity Property:

KH[λX(t)± µY (t)] = λKH[X(t)]± µKH[Y (t)],

where λ and µ are nonzero constants.

2. Differentiation Property:

KH[X(m)(t)] =
( s

γη

)m
KH[X(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)m−k
X(k)(0),

where X(m)(t) denotes the m-th derivative of X(t) with respect to t for m =
0, 1, 2, . . .

3. Convolution Property:

KH[(X ∗ Y )(t)] =
γη

s
KH[X(t)]KH[Y (t)].

4. Inverse Transform of Elementary Functions:

KH−1[1] = 1,

KH−1
[γη
s

]
= t,

KH−1
[(γη

s

)n]
=
tn

n!
, n = 0, 1, 2, . . . ,

KH−1
[(γη

s

)α]
=

tα

Γ(α+ 1)
, α > −1,

KH−1
[ s

s− aγη

]
= exp(at),

KH−1
[ asγη

s2 + a2γ2η2

]
= sin(at),

KH−1
[ s2

s2 + a2γ2η2

]
= cos(at),
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where a is a constant.

Theorem 1 [17]. The Khalouta integral transform of the Caputo fractional
derivative is given by:

KH[DαX(t)] =
( s

γη

)α
KH[X(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
X(k)(0), m− 1 < α 6 m.

Remark 1. The Khalouta integral transform generalizes several well-known
integral transforms through appropriate parameter choices:

1) For γ = η = 1, we recover the Laplace–Carson transform of the Caputo
fractional derivative [18]:

LC[DαX(t)] = sαLC[X(t)]−
m−1∑

k=0

sα−kX(k)(0), m− 1 < α 6 m;

2) For s = γ = 1, we obtain the Sumudu transform of the Caputo fractional
derivative [19]:

S[DαX(t)] =
1

ηα
S[X(t)]−

m−1∑

k=0

1

ηα−k
X(k)(0), m− 1 < α 6 m;

3) For γ = 1, we derive the ZZ transform of the Caputo fractional deriva-
tive [20]:

Z[DαX(t)] =
( s
η

)α
Z[X(t)]−

m−1∑

k=0

( s
η

)α−k
X(k)(0), m− 1 < α 6 m;

4) For s = 1, we obtain the ZMA transform of the Caputo fractional deriva-
tive [10]:

ZMA[D
αX(t)] =

1

(γη)α
ZMA[X(t)]−

m−1∑

k=0

1

(γη)α−k
X(k)(0), m−1 < α 6 m.
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3. Procedure of Khalouta Integral Transform Method. This section
presents the methodology for solving systems of linear fractional Volterra integro-
differential equations using the Khalouta integral transform.

Consider the general system of linear fractional Volterra integro-differential
equations (1), subject to the initial conditions (2).

Applying the Khalouta integral transform to system (1) and using the convo-
lution property yields:





KH[DαX1(t)] = KH[f1(t)] +

n∑

j=1

γη

s
KH[K1j(t)]KH[Xj(t)],

KH[DαX2(t)] = KH[f2(t)] +

n∑

j=1

γη

s
KH[K2j(t)]KH[Xj(t)],

...

KH[DαXn(t)] = KH[fn(t)] +

n∑

j=1

γη

s
KH[Knj(t)]KH[Xj(t)].

(4)

Applying Theorem 1 to the first term of system (4) yields:





( s

γη

)α
KH[X1(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
X

(k)
1 (0) =

= KH[f1(t)] +

n∑

j=1

γη

s
KH[K1j(t)]KH[Xj(t)],

( s

γη

)α
KH[X2(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
X

(k)
2 (0) =

= KH[f2(t)] +
n∑

j=1

γη

s
KH[K2j(t)]KH[Xj(t)],

...
( s

γη

)α
KH[Xn(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
X(k)

n (0) =

= KH[fn(t)] +

n∑

j=1

γη

s
KH[Knj(t)]KH[Xj(t)].

(5)
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Substituting the initial conditions (2) into system (5) gives:





( s

γη

)α
KH[X1(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
C1k =

= KH[f1(t)] +
γη

s

n∑

j=1

KH[K1j(t)]KH[Xj(t)],

( s

γη

)α
KH[X2(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
C2k =

= KH[f2(t)] +
n∑

j=1

γη

s
KH[K2j(t)]KH[Xj(t)],

...
( s

γη

)α
KH[Xn(t)]−

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
Cnk =

= KH[fn(t)] +
n∑

j=1

γη

s
KH[Knj(t)]KH[Xj(t)].

(6)

Simplifying system (6) results in:





(( s

γη

)α
− γη

s
KH[K11(t)]

)
KH[X1(t)]−

n∑

j=2

γη

s
KH[K1j(t)]KH[Xj(t)] =

= KH[f1(t)] +
m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
C1k,

(( s

γη

)α
− γη

s
KH[K22(t)]

)
KH[X2(t)]−

n∑

j=1
j 6=2

γη

s
KH[K2j(t)]KH[Xj(t)] =

= KH[f2(t)] +

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
C2k,

...
(( s

γη

)α
− γη

s
KH[Knn(t)]

)
KH[Xn(t)]−

n−1∑

j=1

γη

s
KH[Knj(t)]KH [Xj(t)] =

= KH[fn(t)] +
m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
Cnk.

(7)
The solution of system (7) is obtained through Cramer’s rule as follows:

KH[Xi(t)] =
Δi

Δ
, i = 1, 2, . . . , n,
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where Δ is the determinant of the coefficient matrix:

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

with matrix elements

aij =





( s

γη

)α
− γη

s
KH[Kii(t)], i = j,

−γη
s
KH[Kij(t)], i 6= j,

and Δi are the determinants formed by replacing the i-th column of Δ with the
column vector 



KH[f1(t)] +

m−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
C1k

KH[f2(t)] +
m−1∑
k=0

(
s
γη

)α−k
C2k

...

KH[fn(t)] +
m−1∑
k=0

(
s
γη

)α−k
Cnk




.

Applying the inverse Khalouta transform to KH[Xi(t)] yields the final solution
for each Xi(t), i = 1, 2, . . . , n.

4. Numerical Applications. This section demonstrates the Khalouta inte-
gral transform method through a concrete example of fractional integro-differential
equations.

Example 1. Consider the system of linear Caputo fractional Volterra integro-
differential equations:





DαX1(t) = 2t2 +

∫ t

0
(t− s)X1(s)ds+

∫ t

0
(t− s)X2(s)ds,

DαX2(t) = −3t2 − 1

10
t5 +

∫ t

0
(t− s)X1(s)ds−

∫ t

0
(t− s)X2(s)ds,

(8)

where 0 < α 6 1, with initial conditions

X1(0) = 1, X2(0) = 1.

Applying the Khalouta transform yields:





( s

γη

)α
KH[X1(t)]−

( s

γη

)α
= 4

(γη
s

)2
+
(γη
s

)2
KH[X1(t)] +

(γη
s

)2
KH[X2(t)],

( s

γη

)α
KH[X2(t)]−

( s

γη

)α
=

= −6
(γη
s

)2
− 12

(γη
s

)5
+

(γη
s

)2
KH[X1(t)]−

(γη
s

)2
KH[X2(t)].
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Solving the last system gives:

X1(t) = 1 + 6
tα+2

Γ(α+ 3)
, X2(t) = 1− 6

tα+2

Γ(α+ 3)
.

For the integer case (α = 1), we recover the exact solution:

X1(t) = 1 + t3, X2(t) = 1− t3,

which agrees with known results obtained via Laplace transform methods [21].
Example 2. Consider the following system of linear Caputo fractional Volterra

integro-differential equations:




DαX1(t) = −t3 − t4 + 3

∫ t

0
X2(s)ds+ 4

∫ t

0
X3(s)ds,

DαX2(t) = 2 + t2 − t4 − 2

∫ t

0
X1(s)ds+ 4

∫ t

0
X3(s)ds,

DαX3(t) = 6t− t2 + t3 + 2

∫ t

0
X1(s)ds− 3

∫ t

0
X2(s)ds,

(9)

where 1 < α 6 2, subject to the initial conditions

X1(0) = 0, X ′
1(0) = 1; X2(0) = X ′

2(0) = 0; X3(0) = X ′
3(0) = 0.

Applying the Khalouta integral transform to system (9) yields:





KH[DαX1(t)] = KH[−t3 − t4] +
γη

s
KH[3]KH[X2(t)] +

γη

s
KH[4]KH[X3(t)],

KH[DαX2(t)] = KH[2 + t2 − t4]− γη

s
KH[2]KH[X1(t)] +

γη

s
KH[4]KH[X3(t)],

KH[DαX3(t)] = KH[6t− t2 + t3] +
γη

s
KH[2]KH[X1(t)]−

γη

s
KH[3]KH[X2(t)].

(10)
Using Theorem 1, we transform system (10) to





( s

γη

)α
KH[X1(t)]−

( s

γη

)α−1
=

= −6
(γη
s

)3
− 12

(γη
s

)4
+ 3

γη

s
KH[X2(t)] + 4

γη

s
KH[X3(t)],( s

γη

)α
KH[X2(t)] =

= 2 + 2
(γη
s

)2
− 12

(γη
s

)4
− 2

γη

s
KH[X1(t)] + 4

γη

s
KH[X3(t)],( s

γη

)α
KH[X3(t)] =

= 6
γη

s
− 2

(γη
s

)2
+ 6

(γη
s

)3
+ 2

γη

s
KH[X1(t)]− 3

γη

s
KH[X2(t)].

Solving the last system gives:

X1(t) =
tα−1

Γ(α)
, X2(t) = 2

tα

Γ(α+ 1)
, X3(t) = 6

tα+1

Γ(α+ 2)
.
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Figure 1. Behavior of X1(t) for different
fractional orders α compared to the exact

solution (α = 1)

Figure 2. Behavior of X2(t) for different
fractional orders α compared to the exact

solution (α = 1)

Figure 3. Behavior of X1(t) for different
fractional orders α compared to the exact

solution (α = 2)

Figure 4. Behavior of X2(t) for different
fractional orders α compared to the exact

solution (α = 2)

Figure 5. Behavior of X3(t) for dif-
ferent fractional orders α compared to

the exact solution (α = 2)
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For α = 2, we obtain the exact solution:

X1(t) = t, X2(t) = t2, X3(t) = t3,

which matches the known solution obtained via Laplace transform methods [21].

Remark 2. Figures 1–5 demonstrate the behavior of the obtained solutions for
different values of the fractional order α, comparing them with exact solutions in
two applications of linear Caputo fractional Volterra integro-differential equation
systems solved via the Khalouta integral transform method. Numerical simula-
tions confirm that the fractional solutions converge precisely to the exact solutions
when α approaches 1 for system (8) and 2 for system (9). All computations were
performed using MATLAB R2016a for symbolic computation.

5. Conclusion. This study has demonstrated the successful application of
the Khalouta integral transform method for solving systems of linear Caputo
fractional Volterra integro-differential equations. The numerical applications and
accompanying graphical representations have validated both the accuracy and
effectiveness of the proposed approach. Our results establish the Khalouta trans-
form as a powerful tool for obtaining solutions to systems of linear fractional
integro-differential equations, making a significant contribution to this field of
research.

The presented findings not only advance current theoretical understanding
but also create new opportunities for applications across various scientific and
mathematical disciplines. Future research directions will focus on extending this
methodology to nonlinear Caputo–Volterra–Fredholm integro-differential equa-
tions with complex kernels, potentially combining the Khalouta integral trans-
form with established techniques such as the Adomian decomposition method,
the homotopy perturbation method, the variational iteration method, or the dif-
ferential transform method to develop more robust solution frameworks for these
challenging problems.
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Аннотация

Интегральное преобразование Халуты представляет собой мощный
метод решения различных типов уравнений, включая интегро-диффе-
ренциальные уравнения и интегральные уравнения. Оно также может
быть применено к начальным и краевым задачам для обыкновенных
дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных с по-
стоянными коэффициентами. Основная цель данной работы — получе-
ние решений систем линейных интегро-дифференциальных уравнений
Вольтерра дробного порядка с производной Капуто с использованием
интегрального преобразования Халуты.

Для решения таких систем данным методом необходимо установить
и определить ключевые свойства интегрального преобразования Халу-
ты, которые играют важнейшую роль при выводе преобразования для
дробной производной Капуто, входящей в системы. В работе представ-
лены и решены несколько численных примеров с применением мето-
да интегрального преобразования Халуты, демонстрирующие примени-
мость предложенного подхода. Полученные результаты подтверждают,
что данный метод обладает высокой эффективностью и позволяет на-
ходить точные решения систем линейных интегро-дифференциальных
уравнений Вольтерра дробного порядка прямым способом.

Ключевые слова: интегральное преобразование Халуты, интегро-диф-
ференциальные уравнения Вольтерра, дробная производная Капуто, точ-
ное решение.
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Аннотация

Исследуются начально-краевые задачи для нагруженных дифферен-
циальных уравнений теплопроводности с граничными условиями пер-
вого рода. Для численного решения рассматриваемых задач построены
разностные схемы высокого порядка точности. Методом энергетических
неравенств получены априорные оценки в разностной форме. Из уста-
новленных оценок следует единственность и устойчивость решения по
правой части и начальным данным, а также сходимость решения раз-
ностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи со ско-
ростью O(h4 + τ2). Проведены численные эксперименты для тестовых
примеров, подтверждающие теоретические результаты работы.

Ключевые слова: параболическое уравнение, первая начально-краевая
задача, нагруженное уравнение, интегральное уравнение, априорная оцен-
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Разностные схемы повышенного порядка точности для нагруженных уравнений

Введение. Многие важные задачи математической физики и биологии [1],
включая задачи долгосрочного прогнозирования и регулирования грунтовых
вод [2], моделирования процессов переноса частиц [3], тепломассопереноса
с сосредоточенными источниками (стоками) переносимой субстанции, филь-
трации жидкости в пористых средах [4], исследования обратных задач [5],
а также решения задач оптимального управления агроэкосистемами [6], при-
водят к краевым задачам для нагруженных уравнений в частных производ-
ных.

Термин «нагруженное уравнение» был впервые введен в работе [7]. Совре-
менное общепринятое определение нагруженных уравнений было предложено
А. М. Нахушевым в [8], где дано наиболее общее определение и подробная
классификация различных типов нагруженных уравнений: дифференциаль-
ных, интегральных, интегро-дифференциальных, функциональных, а также
рассмотрены их многочисленные приложения.

Исследованию краевых задач для интегро-дифференциальных уравнений
соболевского типа посвящены работы [9–11]. В исследованиях [12–14] изуче-
ны математические модели, учитывающие эффекты памяти в диффузионных
процессах, возникающие при моделировании вязкоупругих свойств неньюто-
новских жидкостей [12,13] и являющиеся следствием модифицированного за-
кона Фурье для анизотропных неоднородных сред [14]. В работе [15] рассмот-
рены диффузионные модели с интегральными членами в граничных потоках.

Численным методам решения краевых задач для нагруженных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных посвящены исследования
[16–20]. Разработке разностных схем повышенного порядка точности посвя-
щены работы [21–24].

Настоящая работа посвящена разностным методам решения начально-
краевых задач для нагруженных уравнений теплопроводности с граничными
условиями первого рода. Для рассматриваемых задач на равномерной сет-
ке построены разностные схемы повышенного порядка точности. Методом
энергетических неравенств получены априорные оценки решений разност-
ных задач, из которых следуют единственность решения и его непрерывная
зависимость от входных данных, а также сходимость решений разностной за-
дачи к решениям исходной дифференциальной задачи со скоростью O(h4+τ2)
в сеточной норме W 1

2 (ωh). Проведены численные эксперименты для тестовых
примеров, подтверждающие теоретические результаты исследования. Данная
работа развивает исследования автора в данном направлении [15, 20, 24, 25],
посвященные разностным методам решения локальных и нелокальных крае-
вых задач для нагруженных уравнений теплопроводности и Аллера.

1. Постановка задачи A. В прямоугольной области

D = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T}
рассмотрим первую краевую задачу для уравнения теплопроводности с ин-
тегральным слагаемым вольтерровского типа:

ut =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+

∫ t

0
ρ(x, t, ξ)u(x, ξ)dξ + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

(1)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (2)
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u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (3)

где выполняются следующие условия:

0 < c0 6 k(x, t),
1

k(x, t)
6 c1,

∣∣∣
( 1

k(x, t)

)
x

∣∣∣, |ρ(x, t, t)|, |ρx| 6 c2;

u(x, t) ∈ C6,3(D), k(x, t) ∈ C5,1(D), ρ(x, t, t), f(x, t) ∈ C4,1(D).

(4)

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы. Для численно-
го решения задачи (1)–(3) применяется метод конечных разностей. Введем
равномерную сетку:

ωhτ = ωh × ωτ =
{
(xi, tj) ∈ D

}
,

где

ωh = {xi = ih, i = 0, N, h = l/N},
ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0, τ = T/j0}.

Дифференциальной задаче (1)–(3) поставим в соответствие разностную
схему с порядком аппроксимации O(h4 + τ2) [21, 26]:

yt = (ayσx̄)x +

j+1/2∑

s=0

ρ̄
j+1/2,s
i ysi τ̄ + ϕ, (5)

y0 = yN = 0, tj ∈ ωτ , (6)

y(xi, 0) = u0(xi), xi ∈ ωh, (7)

где введены следующие обозначения:

aji = a(xi, tj) =
1

1
6pi−1 +

2
3pi−1/2 +

1
6pi

,

p = p(x, t) = k−1(x, t), xi−1/2 = xi − h/2,

y = yji = y(xi, tj), ŷ = yj+1
i = y(xi, tj+1), yji±1 = y(xi ± h, tj),

yx̄ =
y − yi−1

h
, yx =

yi+1 − y

h
, yt =

ŷ − yj

τ
,

ρ̄y = ρy +
h2

12
Λpρy =

(
ρy +

h2

12

(
a(pρy)x̄

)
x

)j+1/2

i
, σ =

1

2
− h2p

12τ
,

ϕj
i =

(
f +

h2

12

(
a(pf)x̄

)
x

)j+1/2

i
, y(1/2) =

1

2
Y, Y = (yj+1 + yj),

j+1/2∑

s=0

ysτ̄ =

j−1∑

s=1

ysτ + 0.5τ(y0 + yj + yj+1/2) =

j∑

s=1

ysτ + 0.5τy0,

τ̄ =

{
τ/2, s = 0, j, j + 1/2,

τ, s 6= 0, j, j + 1/2,
или τ̄ =

{
τ/2, s = 0,

τ, s 6= 0,
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где j0 — количество узлов сетки на отрезке [0, T ], N — количество узлов сетки
на отрезке [0, l].

Для получения априорной оценки применим метод энергетических нера-
венств. Введем скалярные произведения и норму:

(u, v) =

N−1∑

i=1

uivih, (u, v] =

N∑

i=1

uivih, (u, u) = (1, u2) = ‖u( · , t)‖20 = ‖u‖20.

Справедлива следующая лемма [26, p. 120].

Лемма. Для произвольной функции y(x), заданной на равномерной сетке

ωh = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, x0 = 0, xN = l}

и удовлетворяющей граничным условиям y(0) = y(l) = 0, выполняются сле-
дующие оценки:

h2

4
‖yx̄]|2 6 ‖y‖2 6 l2

8
‖yx̄]|2.

Для получения априорной оценки воспользуемся методом энергетических
неравенств. Перепишем уравнение (5) в виде

yt =
1

2

(
aYx̄

)
x
− h2

12

(
a(pyt)x̄

)
x
+

j+1/2∑

s=0

ρ̄ji,sy
s
i τ̄ + ϕ. (8)

Умножим уравнение (8) скалярно на Y = yj + yj+1:

(yt, Y ) =
1

2

(
(aYx̄)x, Y

)
−h

2

12

(
(a(pyt)x̄)x, Y

)
+

(j+1/2∑

s=0

ρ̄
j+1/2,s
i ysi τ̄ , Y

)
+(ϕ, Y ). (9)

Преобразуем слагаемые в (9), используя разностную формулу Грина, лем-
му и неравенство Коши с параметром ε:

(yt, Y ) = (yt, y
j+1 + yj) =

1

τ
(yj+1 − yj , yj+1 + yj) = (‖yj‖20)t;

(1
2
(aYx̄)x, Y

)
= −1

2
(aYx̄, Yx̄] > −c0

2
‖Yx̄]|20;

− h2

12

(
(a(pyt)x̄)x, Y

)
=
h2

12

(
a(pyt)x̄, Yx̄

]
=
h2

12

(
a[px̄yt + p(−1)ytx̄], Yx̄

]
=

=
h2

12

(
apx̄yt, Yx̄

]
+
h2

12

(
ap(−1)ytx̄, Yx̄

]
6

6 ‖yt‖20 +
h4

144
M1‖Yx̄]|20 +

h2

12
M2(‖yx̄]|20)t 6

6 ‖yt‖20 +
h2

36
M1‖Y ‖20 +

h2

12
M2(‖yx̄]|20)t;
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(j+1/2∑

s=0

ρ̄
j+1/2,s
i ysi τ̄ , Y

)
=

=

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , Y

)
+

(
h2

12

(
a

(
p

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄

)

x̄

)

x

, Y

)
=

=

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , Y

)
−
(
h2

12
a

(
p

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄

)

x̄

, Yx̄

]
6

6

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , Y

)
−
(
h2

12
apx̄

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , Yx̄

]
−

−
(
h2

12
ap(−1)

j+1/2∑

s=0

(ρ
j+1/2,s
i )x̄y

s
i τ̄ , Yx̄

]
−
(
h2

12
ap(−1)

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i−1 ysx̄τ̄ , Yx̄

]
6

6

(
1

2
,

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄

)2)
+

(
1,

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
x̄ ysi τ̄

)2)
+

+

(
h2

4
,

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i−1 ysx̄τ̄

)2)
+

1

2
‖Y ‖20 +M3

h2

4
‖Yx̄‖20 6

6M4‖Y ‖20 +
(
1

2
,

j+1/2∑

s=0

(ρ
j+1/2,s
i )2τ̄

j+1/2∑

s=0

y2τ̄

)
+

+

(
1,

j+1/2∑

s=0

(ρ
j+1/2,s
x̄ )2τ̄

j+1/2∑

s=0

y2τ̄

)
+

(
h2

4
,

j+1/2∑

s=0

(ρ
j+1/2,s
i−1 )2τ̄

j+1/2∑

s=0

y2x̄τ̄

)
6

6M4‖Y ‖20 +M5

j+1/2∑

s=0

(1, y2)τ̄ +M6

j+1/2∑

s=0

(h2
4
, y2x̄

)
τ̄ 6M4‖Y ‖20 +

+M5

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ +M6
h2

4

j+1/2∑

s=0

‖ysx̄‖20τ̄ 6M4‖Y ‖20 +M7

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ ;

(ϕ, Y ) 6
1

2
‖ϕ‖20 +

1

2
‖Y ‖20.

Здесь и далее через Mi (i = 1, 2, . . .) обозначены положительные посто-
янные, зависящие только от входных данных исходной дифференциальной
задачи.

Учитывая полученные выше преобразования, из (9) получаем неравенство

(‖yj‖20)t −
h2

12
M2(‖yx̄]|20)t +

c0
2
‖Yx̄]|20 6

6 ‖yt‖20 +M8‖Y ‖20 +M7

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ +
1

2
‖ϕ‖20. (10)
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Оценим первое слагаемое в правой части (10). Для этого умножим (1) ска-
лярно на yt:

(yt, yt) =
1

2

(
(aYx̄)x, yt

)
− h2

12

(
(a(pyt)x̄)x, yt

)
+

+

(j+1/2∑

s=0

ρ̄
j+1/2,s
i ysi τ̄ , yt

)
+ (ϕ, yt). (11)

Оценим суммы, входящие в тождество (11):

(yt, yt) = ‖yt‖20;

(1
2
(aYx̄)x, yt

)
= −1

2
(aYx̄, yx̄t] =

= − 1

2τ

(
a, (yj+1

x̄ + yjx̄)(y
j+1
x̄ − yjx̄)

)
> −c0

2
(‖yx̄]|20)t;

− h2

12

(
(a(pyt)x̄)x, yt

)
=
h2

12

(
a(pyt)x̄, yx̄t

]
=
h2

12

(
a[px̄yt,i−1 + pytx̄], yx̄t

]
=

=
h2

12

(
apx̄, yt,i−1yx̄t

]
+
h2

12

(
1, y2x̄t

]
6
h2

12

(
apx̄, yt,i−1yx̄t

]
+

1

3
‖yt‖20;

(j+1/2∑

s=0

ρ̄
j+1/2,s
i ysi τ̄ , yt

)
=

=

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , yt

)
+

(
h2

12

(
a

(
p

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄

)

x̄

)

x

, yt

)
=

=

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , yt

)
−
(
h2

12
a

(
p

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄

)

x̄

, yx̄t

]
6

6

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , yt

)
−
(
h2

12
apx̄

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄ , yx̄t

]
−

−
(
h2

12
ap(−1)

j+1/2∑

s=0

(ρ
j+1/2,s
i )x̄y

s
i τ̄ , yx̄t

]
−
(
h2

12
ap(−1)

j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i−1 ysx̄τ̄ , yx̄t

]
6

6

(
M ε

9 ,

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i ysi τ̄

)2)
+

(
M10,

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
x̄ ysi τ̄

)2)
+

+

(
h2

12
M11,

(j+1/2∑

s=0

ρ
j+1/2,s
i−1 ysx̄τ̄

)2)
+ ε‖yt‖20 +

h2

12
‖yx̄t‖20 6
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6
(
ε+

1

3

)
‖yt‖20 +M ε

12

j+1/2∑

s=0

(1, y2)τ̄ +M13

j+1/2∑

s=0

(h2
12
, y2x̄

)
τ̄ 6

6
(
ε+

1

3

)
‖yt‖20 +M ε

12

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ +M13
h2

4

j+1/2∑

s=0

‖ysx̄‖20τ̄ 6

6
(
ε+

1

3

)
‖yt‖20 +M ε

14

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ ;

(ϕ, yt) 6
3

2
‖ϕ‖20 +

1

6
‖yt‖20.

Учитывая полученные преобразования, из (11) находим

(1
6
− ε

)
‖yt‖20 +

c0
2
(‖yx̄]|20)t 6

6
h2

12
(apx̄, yt,i−1yx̄t] +M ε

14

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ +
3

2
‖ϕ‖20. (12)

Оценим первое слагаемое в правой части (12). В этих целях рассмотрим
отдельно неравенство

−(yi − yi−1)
2 6 0,

которое можно переписать в виде

−y2i + 2yiyi−1 − y2i−1 6 0. (13)

Из (13) получаем оценку

hyi−1yx̄ 6
1

2
y2i .

Следовательно, для первого слагаемого в (12) имеем

h2

12
(apx̄, yt,i−1yx̄t] 6

h

12
M15‖yt‖20. (14)

Подставляя (14) в (12), получаем

(1
6
− ε− h

12
M15

)
‖yt‖20 +

c0
2
(‖yx̄]|20)t 6M ε

14

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ +
3

2
‖ϕ‖20. (15)

Выбирая параметры ε = 1/12 и h 6 h1 = 1/(2M15), из (15) находим

‖yt‖20 + (‖yx̄]|20)t 6M15

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ +M16‖ϕ‖20. (16)

Используя оценку (16) в неравенстве (10), получаем
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(‖y‖20)t +
(
1− h2

12
M2

)
(‖yx̄]|20)t +

c0
4
‖Yx̄]|20 6

6M17‖Y ‖20 +M18

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ +M19‖ϕ‖20. (17)

Оценим второе слагаемое в правой части (17) следующим образом:

j+1/2∑

s=0

‖ys‖20τ̄ =

j∑

s=0

‖ys‖20τ + 0.5τ‖yj‖20 6 2

j∑

s=0

‖ys‖20τ. (18)

Принимая h2 6 h22 = 1/M2 и подставляя (18) в (17), окончательно полу-
чаем

(‖y‖20)t + (‖yx̄]|20)t + ‖Yx̄]|20 6M20‖Y ‖20 +M21

j∑

s=0

‖ys‖20τ +M22‖ϕ‖20. (19)

Умножим обе части (19) на τ и просуммируем по j′ от 0 до j:

‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6M20

j∑

j′=0

‖Y j′‖20τ +

+M21

j∑

j′=0

j′∑

s=0

‖ys‖20τ +M22

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
. (20)

Преобразуем первое слагаемое в правой части (20). Используя неравен-
ство (a+ b)2 6 2(a2 + b2), получаем

j∑

j′=0

‖Y ‖20τ =

j∑

j′=0

‖yj′+1 + yj
′‖20τ 6 2

j∑

j′=0

(
‖yj′+1‖20 + ‖yj′‖20

)
τ =

= 2

j∑

j′=0

‖yj′+1‖20τ + 2

j∑

j′=0

‖yj′‖20τ = 2

j+1∑

j′=1

‖yj′‖20τ + 2

j∑

j′=0

‖yj′‖20τ =

= 2‖yj+1‖20 + 2‖y0‖20 + 4

j∑

j′=1

‖yj′‖20τ. (21)

Для двойной суммы имеем оценку

j∑

j′=0

j′∑

s=0

‖ys‖20τ 6 T

j∑

j′=0

‖yj′‖20τ. (22)

Подставляя (21) и (22) в (20), получаем
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(1− 2M20τ)‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6

6 4M20

j∑

j′=0

‖y‖20τ +M23

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
. (23)

Выбирая шаг τ 6 τ0 = 1/(4M20), из (23) находим

‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6

6M24

j∑

j′=0

‖y‖20τ +M25

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
. (24)

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла [27, лемма 4, с. 171] к (24),
получаем

‖yj+1‖20 6M26

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
.

Учитывая последнее, из (24) получаем окончательную априорную оценку:

‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6

6M(T )

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
, (25)

где M(T ) = const > 0 не зависит от параметров сетки h и τ .

Теорема 1. Пусть выполнены условия гладкости (4). Тогда существу-
ют τ0 > 0 и h0 > 0, зависящие от констант c0, c1, c2, такие что при
τ 6 τ0(c0, c1, c2), h 6 h0(c0, c1, c2) = min{h1, h2} разностная схема (5)–(7)
устойчива по правой части и начальным данным. При этом для решения за-
дачи справедлива априорная оценка (25) на каждом временном слое в смысле

нормы ‖y‖21 = ‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

∑j
j′=0 ‖Y

j′

x̄ ]|20τ.
Из априорной оценки (25) следует единственность решения разностной

задачи (5)–(7) и непрерывная зависимость решения от входных данных за-
дачи.

Введем следующие обозначения: u(x, t)— решение исходной дифференци-

альной задачи (1)–(3); y(xi, tj) = yji — решение разностной задачи (5)–(7).

Для оценки точности разностной схемы (5)–(7) рассмотрим разность zji =

= yji −u
j
i , где uji = u(xi, tj). Подстановка y = z+u в разностные соотношения

(5)–(7) приводит к задаче для погрешности аппроксимации:

zt = (azσx̄ )x +

j+1/2∑

s=0

ρ̄ji,sz
s
i τ̄ +Ψ, (26)
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z0 = zN = 0, z(xi, 0) = 0, (27)

где величина Ψ = O(h4+τ2) характеризует погрешность аппроксимации диф-
ференциальной задачи (1)–(3) разностной схемой (5)–(7) в классе решений
u(x, t) исходной задачи.

Применение априорной оценки (25) к задаче (26), (27) дает следующую
оценку погрешности:

‖zj+1‖20 + ‖zj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Zj′

x̄ ]|20τ 6M

j∑

j′=0

‖Ψj′‖20τ, (28)

где постоянная M > 0 не зависит от h и τ .
С учетом (28) справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия, при которых ‖Ψ‖ = O(h4 + τ2),
и условия ограниченности (4). Тогда разностная схема (5)–(7) при незави-
симом стремлении h и τ к нулю сходится к решению дифференциальной
задачи (1)–(3) в смысле нормы

‖zj+1‖21 = ‖zj+1‖20 + ‖zj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Zj′

x̄ ]|20τ

на каждом слое так, что при достаточно малых h и τ имеет место оценка

‖yj+1 − uj+1‖1 6M(h4 + τ2), τ 6 τ0, h 6 h0 = min{h1, h2},

где константа M > 0 не зависит от выбора сетки.

3. Постановка задачи Б. В прямоугольной области

D = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T}

рассмотрим нагруженное уравнение теплопроводности, заменяющее уравне-
ние (1):

ut =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
−

m∑

s=1

qs(x, t)u(xs, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T, (29)

где коэффициенты удовлетворяют условиям

|qs(x, t)|, |qs,xx(x, t)| 6 c2, s = 1, 2, . . . ,m; qs(x, t) ∈ C4,1(D), (30)

а xs (s = 1, 2, . . . ,m) представляют собой произвольные фиксированные точ-
ки интервала (0, l).

4. Устойчивость и сходимость разностной схемы. На равномерной
сетке ωhτ дифференциальной задаче (2), (3), (29) поставим в соответствие
разностную схему порядка аппроксимации O(h4 + τ2):

yt = (ayσx̄)x −
1

2

m∑

s=1

d̄sY s + ϕ, (31)
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y0 = yN = 0, tj ∈ ωτ , (32)

y(xi, 0) = u0(xi), xi ∈ ωh, (33)

где

xis 6 xs 6 xis+1 , d̄js,iy =
(
dsy +

h2

12

(
a(pdsy)x̄

)
x

)j+1/2

i
, σ =

1

2
− h2

12τ
p,

ȳs =
(xs − xis)(xs − xis+1)(xs − xis+2)

−6h3
yis−1 +

+
(xs − xis−1)(xs − xis+1)(xs − xis+2)

2h3
yis +

+
(xs − xis−1)(xs − xis)(xs − xis+2)

−2h3
yis+1 +

+
(xs − xis−1)(xs − xis)(xs − xis+1)

6h3
yis+2.

В дальнейшем будем считать, что h < min{x1, l − xm}.
Найдем априорную оценку, используя метод энергетических неравенств.

Перепишем (31) в виде

yt =
1

2
(aYx̄)x −

h2

12

(
a(pyt)x̄

)
x
− 1

2

m∑

s=1

d̄sY s + ϕ. (34)

Умножая (34) скалярно на Y = yj + yj+1, получим

(yt, Y ) =
1

2

(
(aYx̄)x, Y

)
− h2

12

((
a(pyt)x̄

)
x
, Y

)
− 1

2

( m∑

s=1

d̄sY s, Y

)
+ (ϕ, Y ). (35)

После подробных преобразований (аналогичных (9), (10)) c учетом (32) и
оценки

− 1

2

( m∑

s=1

d̄sY s, Y

)
= −1

2

( m∑

s=1

dsY s, Y

)
−
(
h2

24

m∑

s=1

(
a(pdsY s)x̄

)
x
, Y

)
=

= −1

2

m∑

s=1

Y s(ds, Y ) +

(
h2

24

m∑

s=1

a (pds)x̄Y s, Yx̄

]
6

6

m∑

s=1

(1
4
(Y s)

2 +
c22
4
(1, Y )2

)
+

(
h2

24
M1

m∑

s=1

Ys, Yx̄

]
6

6M2

m∑

s=1

Y
2
s +

mlc22
4

(1, Y 2) +

(
h2

48
M2

1 ,

( m∑

s=1

Ys

)2)
+
(h2
48
, Y 2

x̄

]
6

6M3

(
ε‖Yx̄]|20 +

1

4ε
‖Y ‖20

)
+
mlc22
4

(1, Y 2) +

(
h2

48
M4,

m∑

s=1

Y 2
s

)
+
h2

48
‖Yx̄]|20 6

230



Разностные схемы повышенного порядка точности для нагруженных уравнений

6 εM5‖Yx̄]|20 +
h2

48
M6‖Yx̄]|20 +M ε

7‖Y ‖20 6 εM5‖Yx̄]|20 +M ε
8‖Y ‖20

из (35) получаем

(‖yj‖20)t −
h2

12
M9(‖yx̄]|20)t +

(c0
2

− εM5

)
‖Yx̄]|20 6

6 ‖yt‖20 +M ε
8‖Y ‖20 +

1

2
‖ϕ‖20. (36)

Выбирая ε = c0/(4M5), из (36) получаем

(‖y‖20)t −
h2

12
M9(‖yx̄]|20)t +

c0
4
‖Yx̄]|20 6 ‖yt‖20 +M10‖Y ‖20 +

1

2
‖ϕ‖20. (37)

Оценим первое слагаемое в правой части (37). Для этого умножим (31)
скалярно на yt:

(yt, yt) =
1

2

(
(aYx̄)x, yt

)
− h2

12

((
a(pyt)x̄

)
x
, yt

)
− 1

2

( m∑

s=1

d̄sY s, yt

)
+ (ϕ, yt). (38)

После подробных преобразований (аналогичных (11), (12)) с учетом оцен-
ки

− 1

2

( m∑

s=1

d̄sY s, yt

)
= −1

2

( m∑

s=1

dsY s, yt

)
−
(
h2

24

m∑

s=1

(
a(pdsY s)x̄

)
x
, yt

)
=

= −1

2

m∑

s=1

Y s(ds, yt) +

(
h2

24

m∑

s=1

a(pds)x̄Y s, yx̄t

]
6

6

m∑

s=1

( 1

8ε
(Y s)

2 + εc22(1, yt)
2
)
+

(
h2

24
M11

m∑

s=1

Ys, yx̄t

]
6

6M ε
12

m∑

s=1

Y
2
s + εmlc22(1, y

2
t ) +

(
h2

48
M ε1

11 ,

( m∑

s=1

Ys

)2)
+
(h2
48
, ε1y

2
x̄t

]
6

6M ε
13

(
ε2‖Yx̄]|20+

1

4ε2
‖Y ‖20

)
+εmlc22(1, y

2
t )+

(
h2

48
M ε1

14 ,
m∑

s=1

Y 2
s

)
+ε1

h2

48
‖yx̄t]|20 6

6 (ε+ ε1)M15‖yt‖20 + ε2M
ε
13‖Yx̄]|20 +M ε,ε1,ε2

16 ‖Y ‖20
из (38) находим

(1
3
− (ε+ ε1)M15

)
‖yt‖20 +

c0
2
(‖yx̄]|20)t 6

h2

12
(apx̄, yt,i−1yx̄t] +

+ ε2M
ε
13‖Yx̄]|20 +M ε,ε1ε2

16 ‖Y ‖20 +
3

4
‖ϕ‖20. (39)

С учетом преобразования (14) из (39) имеем
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(1
3
− (ε+ ε1)M15 −

h

12
M17

)
‖yt‖20 +

c0
2
(‖yx̄]|20)t 6

6 ε2M
ε
13‖Yx̄]|20 +M ε,ε1ε2

16 ‖Y ‖20 +
3

4
‖ϕ‖20. (40)

Выбирая ε = ε1 = 1/(12M15), h 6 h1 = 1/M17, из (40) находим

‖yt‖20 + (‖yx̄]|20)t 6 ε2M18‖Yx̄]|20 +M ε2
19‖Y ‖20 +M20‖ϕ‖20. (41)

С учетом (41) из (37) получим

(‖y‖20)t +
(
1− h2

12
M9

)
(‖yx̄]|20)t +

(c0
4

− ε2M18

)
‖Yx̄]|20 6

6M ε2
21‖Y ‖20 +M22‖ϕ‖20. (42)

Выбирая h2 6 h22 = 1/M9, ε2 = c0/(8M18), из (42) находим

(‖y‖20)t + (‖yx̄]|20)t + ‖Yx̄]|20 6M23‖Y ‖20 +M24‖ϕ‖20. (43)

Умножим обе части (43) на τ и просуммируем по j′ от 0 до j:

‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6

6M23

j∑

j′=0

‖Y j′‖20τ +M25

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
. (44)

Учитывая (21), из (44) находим

(1− 2M23τ)‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6

6 4M23

j∑

j′=0

‖y‖20τ +M26

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
. (45)

Выбирая τ 6 τ0 = 1/(4M23), из (45) находим

‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6

6M27

j∑

j′=0

‖y‖20τ +M28

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
.

Применяя к последнему неравенству разностный аналог леммы Гронуолла
[27, лемма 4, c. 171], находим оценку
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‖yj+1‖20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ 6

6M(T )

( j∑

j′=0

‖ϕj′‖20τ + ‖y0‖20 + ‖y0x̄]|20
)
, (46)

где M(T ) = const > 0 не зависит от параметров сетки h и τ .

Теорема 3. Пусть выполнены условия (4), (30). Тогда существуют τ0 > 0
и h0 > 0, зависящие от констант c0, c1, c2, такие что при τ 6 τ0(c0, c1, c2),
h 6 h0(c0, c1, c2) = min{h1, h2} разностная cхема (31)–(33) устойчива по пра-
вой части и начальным данным. При этом для решения задачи справедлива
априорная оценка (46) на каждом временном слое в смысле нормы

‖y‖1 =
(
‖yj+1‖20 + ‖yj+1

x̄ ]|20 +
j∑

j′=0

‖Y j′

x̄ ]|20τ
)1/2

.

Из априорной оценки (46) следуют единственность решения разностной
задачи (31)–(33) и непрерывная зависимость решения от входных данных
задачи.

Пусть u(x, t)— решение задачи (29), (2), (3); y(xi, tj) = yji — решение раз-
ностной задачи (31)–(33).

Для оценки точности разностной схемы (31)–(33) рассмотрим разность

zji = yji −u
j
i , где uji = u(xi, tj). Подстановка y = z+u разностные соотношения

(31)–(33) приводит к задаче для функции z:

zt = (azσx̄ )x −
1

2

m∑

s=1

d̄sZs +Ψ, (47)

z0 = zN = 0, z(xi, 0) = 0, (48)

где Ψ = O(h4+ τ2) характеризует погрешность аппроксимации дифференци-
альной задачи (1)–(3) разностной схемой (31)–(33) в классе решений u = u(x, t)
задачи (29), (2), (3).

Применение априорной оценки (46) к задаче (47), (48) дает следующую
оценку погрешности:

‖zj+1‖20 + ‖zj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Zj′

x̄ ]|20τ 6M

j∑

j′=0

‖Ψj′‖20τ, (49)

где постоянная M > 0 не зависит от h и τ .
С учетом (49) справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполнены условия, при которых ‖Ψ‖ = O(h4 + τ2),
и условия ограниченности (4), (30). Тогда разностная схема (31)–(33) при
независимом стремлении h и τ к нулю сходится к решению дифференциаль-
ной задачи (29), (2), (3) в смысле нормы

‖zj+1‖21 = ‖zj+1‖20 + ‖zj+1
x̄ ]|20 +

j∑

j′=0

‖Zj′

x̄ ]|20τ
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на каждом слое так, что при достаточно малых h и τ имеет место оценка

‖yj+1 − uj+1‖1 6M(h4 + τ2), τ 6 τ0, h 6 h0 = min{h1, h2},

где константа M > 0 не зависит от выбора сетки.

5. Тестовые задачи и численные результаты. Коэффициенты урав-
нения и граничные условия дифференциальных задач (1)–(3) и (29), (2), (3)
подбираются таким образом, чтобы функция

u(x, t) = t3(x6 − lx5)

являлась точным решением каждой из рассматриваемых задач.
Для приведения разностных схем (5)–(6) и (31)–(33) к расчетному виду

был применен метод параметрической прогонки [28, c. 131].
В табл. 1–4 представлены максимальные значения погрешности z = y − u

и вычислительный (апостериорный) порядок сходимости CO (Convergence
Order) при последовательном уменьшении шагов сетки. Исследование про-
водилось в нормах ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) и ‖ · ‖C(ω̄hτ ):

‖z‖L2(ω̄hτ ) =

(
τh

N∑

i=0

j0∑

j=0

|zij |2
)1/2

, ‖z‖C(ω̄hτ ) = max
(xi,tj)∈ω̄hτ

|zij |,

где zij = z(xi, tj). Наблюдаемое уменьшение погрешности соответствует тео-
ретическому порядку аппроксимации O(h4 + τ2).

Вычислительный порядок сходимости определялся по формуле

CO = log2
‖z1‖
‖z2‖

,

где z1 и z2 — погрешности, полученные при шагах сетки 0.5h̄ и h̄ соответ-
ственно.

Заключение. Основным результатом исследования является построение
и обоснование разностных схем повышенного порядка точности O(h4+τ2) для
решения начально-краевых задач для нагруженных уравнений теплопровод-
ности с граничными условиями Дирихле. На основе метода энергетических
неравенств получены априорные оценки решений разностных задач в сеточ-
ных нормах, из которых следует единственность решения разностной задачи,
устойчивость по начальным данным и правой части, сходимость к решению
исходной дифференциальной задачи в классе достаточно гладких функций.
Проведенные численные эксперименты для тестовых задач подтверждают
теоретические оценки порядка точности и демонстрируют эффективность
предложенного метода.
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Таблица 1

Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) и ‖ · ‖C(ω̄hτ ) для задачи

(1)–(3) при согласованных параметрах сетки h2 = τ (t = 1) [Error and convergence
order (CO) in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) and ‖ · ‖C(ω̄hτ ) norms for problem (1)–(3) with matched grid

parameters h2 = τ (t = 1)]

h ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) ‖ · ‖C(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖C(ω̄hτ )

1/10 2.83363 · 10−6 — 5.02040 · 10−6 —
1/20 1.77302 · 10−7 3.998368 3.13703 · 10−7 4.000327
1/40 1.10820 · 10−8 3.999922 1.96055 · 10−8 4.000070
1/80 6.92625 · 10−10 4.000002 1.22533 · 10−9 4.000017
1/160 4.32890 · 10−11 4.000002 7.65853 · 10−11 3.999959

Таблица 2

Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) и ‖ · ‖C(ω̄hτ ) для задачи
(1)–(3) при фиксированном h = 1/200 и уменьшении τ (t = 1) [Error and convergence
order (CO) in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) and ‖ · ‖C(ω̄hτ ) norms for problem (1)–(3) with fixed h = 1/200

and decreasing τ (t = 1)]

h ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) ‖ · ‖C(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖C(ω̄hτ )

1/10 4.70018 · 10−4 7.88143 · 10−4

1/20 1.17493 · 10−4 2.000134 1.96990 · 10−4 2.000328
1/40 2.93737 · 10−5 1.999983 4.92488 · 10−5 1.999968
1/80 7.34346 · 10−6 1.999995 1.23122 · 10−5 1.999989
1/160 1.83584 · 10−6 2.000014 3.07808 · 10−6 1.999996

Таблица 3

Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ ·‖L2(ω̄hτ ) и ‖ ·‖C(ω̄hτ ) для задачи (29),

(2), (3) при h2 = τ (t = 1) и различных значениях x1 = 0.11, x2 = 0.51, x3 = 0.91
[Error and convergence order (CO) in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) and ‖ · ‖C(ω̄hτ ) norms for problem (29),

(2), (3) with h2 = τ (t = 1), evaluated at different points x1 = 0.11, x2 = 0.51, x3 = 0.91]

h ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) ‖ · ‖C(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖C(ω̄hτ )

1/10 2.99353 · 10−6 5.47023 · 10−6

1/20 1.87282 · 10−7 3.998557 3.41829 · 10−7 4.000256
1/40 1.17056 · 10−8 3.999945 2.13634 · 10−8 4.000057
1/80 7.31599 · 10−10 4.000006 1.33520 · 10−9 4.000014
1/160 4.57248 · 10−11 4.000004 8.34805 · 10−11 3.999477

Таблица 4

Погрешность и порядок сходимости в нормах ‖ ·‖L2(ω̄hτ ) и ‖ ·‖C(ω̄hτ ) для задачи (29),
(2), (3) при h = 1/200 и уменьшении τ (t = 1) и различных значениях x1 = 0.11,
x2 = 0.51, x3 = 0.91 [Error and convergence order (CO) in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) and ‖ · ‖C(ω̄hτ )

norms for problem (29), (2), (3) with fixed spatial step h = 1/200 and decreasing temporal
step τ (t = 1), evaluated at different points x1 = 0.11, x2 = 0.51, x3 = 0.91]

h ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖L2(ω̄hτ ) ‖ · ‖C(ω̄hτ ) CO in ‖ · ‖C(ω̄hτ )

1/10 4.67888 · 10−4 7.85270 · 10−4

1/20 1.16954 · 10−4 2.000222 1.96263 · 10−4 2.000398
1/40 2.92384 · 10−5 2.000004 4.90663 · 10−5 1.999986
1/80 7.30961 · 10−6 2.000000 1.22666 · 10−5 1.999993
1/160 1.82738 · 10−6 2.000003 3.06667 · 10−6 1.999996
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Аннотация

В настоящее время локальные краевые задачи для дифференциаль-
ных уравнений гиперболического типа изучены достаточно подробно.
Однако математическое моделирование ряда реальных процессов приво-
дит к нелокальным краевым задачам для нелинейных дифференциаль-
ных уравнений гиперболического типа, которые остаются слабо иссле-
дованными. В данной работе рассматривается интегральная граничная
задача общего вида в характеристическом прямоугольнике для урав-
нений гиперболического типа. При естественных условиях на исходные
данные задачи построена функция Грина и установлены критерии од-
нозначной разрешимости. Доказательства основных результатов демон-
стрируют существенность наложенных условий: их нарушение приво-
дит к невозможности построения функции Грина и утрате требуемых
свойств разрешимости задачи. В частном случае, с применением ме-
тода сжимающих отображений Банаха, получены достаточные условия
существования и единственности решения краевой задачи. В качестве
иллюстрации приведен конкретный пример.
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ция Грина, условия разрешимости, метод сжимающих отображений, един-
ственность решения.
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Введение. В последние десятилетия наблюдается интенсивное исследова-
ние нелокальных краевых задач для обыкновенных дифференциальных урав-
нений и уравнений в частных производных [1–4]. Следует отметить, что кра-
евая задача называется нелокальной, если краевые условия задаются в виде
комбинаций значений искомого решения и/или его производных в различных
граничных или внутренних точках области [4]. Важно подчеркнуть, что за-
дачи с нелокальными краевыми условиями возникают при математическом
моделировании физических и химических процессов, демографических ис-
следований и в других прикладных областях.

При моделировании процессов, в которых непосредственное измерение ос-
новных параметров невозможно, а известны лишь их средние значения по об-
ласти, возникают интегральные условия. Исследованию задач для уравнений
гиперболического типа с интегральными условиями посвящены многочислен-
ные работы [5–18]. В указанных работах преимущественно изучены вопросы
разрешимости краевых задач как в классическом, так и в обобщенном смыс-
ле.

1. Постановка задачи. Рассмотрим функцию y = y(t, x), определяемую
как решение уравнения

ytx = f
(
t, x, y(t, x), yt(t, x), yx(t, x)

)
, (t, x) ∈ Q, (1)

с интегральными ограничениями вида

∫ T

0
n(t)y(t, x)dt = ϕ(x), x ∈ [0, l],

∫ l

0
m(x)y(t, x)dx = ψ(t), t ∈ [0, T ],

(2)

где Q =
{
(t, x) : 0 6 t 6 T, 0 6 x 6 l

}
— характеристический прямоугольник;

T , l > 0— заданные константы; y = (y1, y2, . . . , yn)— вектор состояния; f =
= (f1, f2, . . . , fn), ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn), ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn)— вектор-функции;
n(t) и m(x)— заданные матричные функции размерности n×n. Все векторы
рассматриваются как вектор-столбцы даже при строковой записи.

Задача (1), (2) была впервые исследована С. В. Жестковым в работе [6],
где классическим методом последовательных приближений были доказаны
теоремы существования и единственности решения. В дальнейшем Б. Пане-
яхом и П. Панеяхом [7] при минимальных ограничениях на исходные данные
были получены более детальные условия однозначной разрешимости данной
задачи. Следует отметить, что в работах [6,7] исследование существования и
единственности классического решения задачи (1), (2) проводилось для од-
номерного случая.

В дальнейшем будем предполагать выполнение следующих условий:

242



Существование и единственность решений системы Гурса–Дарбу . . .

а) вектор-функция f : Q×Rn×Rn×Rn → Rn непрерывна по совокупности
переменных;

б) матричные функции n(t) ∈ L∞[0, T ], m(x) ∈ L∞[0, l] являются переста-
новочными, то есть удовлетворяют соотношениям

n(t)m(x) = m(x)n(t) при (t, x) ∈ Q,

причем

det

[∫ T

0
n(t)dt

]
6= 0, det

[∫ l

0
m(x)dx

]
6= 0;

в) функции ϕ(x) и ψ(t) дифференцируемы на отрезках [0, l] и [0, T ] соот-
ветственно, и дополнительно выполняется условие согласования

∫ l

0
m(x)ϕ(x)dx =

∫ T

0
n(t)ψ(t)dt = A = const.

Следует подчеркнуть, что условия б) и в) представляют собой необходи-
мые условия разрешимости задачи (1), (2).

Обозначим через C(Q,Rn) пространство непрерывных на Q вектор-функ-
ций y : Q→ Rn.

Под решением задачи (1), (2) будем понимать функцию y(t, x) ∈ C(Q,Rn),
обладающую частными производными

yt(t, x) ∈ C(Q,Rn), yx(t, x) ∈ C(Q,Rn), ytx(t, x) ∈ C(Q,Rn),

удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2). Такие решения принято
называть классическими.

2. Приведение задачи (1), (2) к интегральным уравнениям. Для
упрощения рассмотрим модельную задачу

ytx(t, x) = z(t, x), (t, x) ∈ Q, (3)

с интегральными ограничениями (2), где z(t, x) ∈ C(Q,Rn)— заданная непре-
рывная вектор-функция.

Теорема 1. Решение задачи (3), (2) представимо в виде

y(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)− n−1(T )m−1(l)A+

+

∫ T

0

∫ l

0
G(t, x, τ, s)z(τ, s) dτds, (4)

где функция Грина G(t, x, τ, s) определяется следующим образом:

G(t, x, τ, s) =





m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ τ

0
n(α)dα, 0 6 τ 6 t, 0 6 s 6 x,

−m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα, 0 6 s 6 x, t < τ 6 T,

−m−1(l)n−1(T )

∫ τ

0
n(α)dα

∫ l

s
m(r)dr, 0 6 τ 6 t, x < s 6 l,

m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα, x < s 6 l, t < τ 6 T,
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причем

m−1(l) =

[∫ l

0
m(x)dx

]−1

, n−1(T ) =

[∫ T

0
n(t)dt

]−1

.

До к а з ат е л ь ств о. Решение задачи (3), (2) будем искать в виде

y(t, x) = a(t) + b(x) +

∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds, (t, x) ∈ Q, (5)

где a(t) ∈ C1[0, T ], b(x) ∈ C1[0, l]— неизвестные непрерывно дифференцируе-
мые функции.

Подстановка (5) в условия (2) дает систему:

∫ T

0
n(t)a(t)dt+

∫ T

0
n(t)b(x)dt+

+

∫ T

0
n(t)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dt = ϕ(x), (6)

∫ l

0
m(x)a(t)dx+

∫ l

0
m(x)b(x)dx+

+

∫ l

0
m(x)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dx = ψ(t). (7)

Без ограничения общности предположим, что

∫ T

0
n(t)a(t)dt = 0 или

∫ l

0
m(x)b(x)dx = 0.

Выберем первое условие

∫ T

0
n(t)a(t)dt = 0. Тогда из (6) следует

b(x) = n−1(T )ϕ(x)− n−1(T )

∫ T

0
n(t)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dt, x ∈ [0, l]. (8)

Подставляя (8) в (7), получаем выражение для a(t):

a(t) = −m−1(l)ψ(t) +

+ n−1(T )m−1(l)

∫ T

0

∫ l

0
n(t)m(x)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dtdx−

−m−1(l)

∫ l

0
m(x)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dx−A, t ∈ [0, T ].

Учитывая выражения для функций a(t) и b(x) в равенстве (5), получаем
следующее представление для решения:
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y(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)− n−1(T )m−1(l)A−

−m−1(l)

∫ l

0
m(x)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dx−

− n−1(T )

∫ T

0
n(t)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dt+

+m−1(l)n−1(T )

∫ T

0

∫ l

0
m(x)n(t)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dtdx+

+

∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds, (t, x) ∈ Q. (9)

Применяя интегральные преобразования

∫ l

0
m(x)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dx =

∫ l

0

∫ t

0

(∫ l

x
m(s)ds

)
z(τ, x)dτdx,

∫ T

0
n(t)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dt =

∫ T

0

∫ x

0

(∫ T

t
n(τ)dτ

)
z(t, s)dtds,

∫ T

0

∫ l

0
n(t)m(x)

(∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dtdx =

=

∫ T

0

∫ l

0

(∫ T

t
n(τ)dτ

∫ l

x
m(s)ds

)
z(t, x)dtdx,

к (9), получаем

y(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)− n−1(T )m−1(l)A−

−m−1(l)

∫ l

0

∫ t

0

(∫ l

x
m(s)ds

)
z(τ, x)dτdx−

− n−1(T )

∫ T

0

∫ x

0

(∫ T

t
n(τ)dτ

)
z(τ, s)dtds+

+m−1(l)n−1(T )

∫ T

0

∫ l

0

(∫ T

t
n(τ)dτ

∫ l

x
m(s)ds

)
z(t, x)dtdx+

+

∫ t

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds, (t, x) ∈ Q. (10)

Далее, объединяя слагаемые в (10), приходим к окончательному представ-
лению:

y(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)− n−1(T )m−1(l)A+

+

∫ t

0

∫ x

0

[
m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(t)dt+ E −
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−m−1(l)

∫ l

s
m(s)ds− n−1(T )

∫ T

τ
n(t)dt

]
z(τ, s)dτds+

+

∫ t

0

∫ l

x

[
m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(a)da−

−m−1(l)

∫ l

s
m(s)ds

]
z(τ, s)dτds+

+

∫ T

t

∫ x

0

[
m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(a)da−

− n−1(T )

∫ T

τ
n(a)da

]
z(τ, s)dτds+

+

∫ T

t

∫ l

x

[
m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(a)da

]
z(τ, s)dτds, (11)

где E — единичная матрица размерности n× n, а (t, x) ∈ Q.
В равенстве (11) проведем некоторые упрощения:

E +m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(a)da−

−m−1(l)

∫ l

s
m(r)dr − n−1(T )

∫ T

τ
n(a)da =

= m−1(l)n−1(T )

[
m(l)m(T ) +

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(a)da−

− n(T )

∫ l

s
m(r)dr −m(l)

∫ T

τ
n(a)da

]
=

= m−1(l)n−1(T )

[(∫ s

0
m(r)ds+

∫ l

s
m(r)dr

)(∫ τ

0
n(a)da+

∫ T

τ
n(a)da

)
+

+

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(a)da−

(∫ τ

0
n(a)da+

∫ T

τ
n(a)da

)∫ l

s
m(r)dr −

−
(∫ s

0
m(r)ds+

∫ l

s
m(r)dr

)∫ T

τ
n(a)da

]
=

= m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ τ

0
n(a)da; (12)

m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα− n−1(T )

∫ T

t
n(α)dα =

= m−1(l)n−1(T )

[∫ s

0
m(r)ds

∫ T

t
n(α)dα−

−
(∫ s

0
m(r)ds+

∫ l

s
m(r)dr

)∫ T

τ
n(α)dα

]
=
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= −m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα; (13)

m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα−m−1(l)

∫ l

s
m(r)dr =

= m−1(l)n−1(T )

[∫ l

s
m(r)ds

∫ T

τ
n(α)dα−

−
(∫ T

τ
n(α)dα+

∫ T

τ
n(α)dα

)∫ l

s
m(r)dr

]
=

= −m−1(l)n−1(T )

∫ τ

0
n(α)dα

∫ l

s
m(r)dr. (14)

Учитывая равенства (12), (13) и (14) в (10), получаем следующее пред-
ставление решения:

y(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)−m−1(l)n−1(T )A+

+

∫ t

0

∫ x

0

[
m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ τ

0
n(α)dα

]
z(τ, s)dτds+

+

∫ t

0

∫ l

x

[
−m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα

]
z(τ, s)dτds+

+

∫ T

t

∫ x

0

[
−m−1(l)n−1(T )

∫ τ

0
n(α)dα

∫ l

s
m(r)dr

]
z(τ, s)dτds+

+

∫ T

t

∫ l

x

[
m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα

]
z(τ, s)dτds. (15)

Введем матричную функцию Грина:

G(t, x, τ, s) =





m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ τ

0
n(α)dα, 0 6 τ 6 t, 0 6 s 6 x,

−m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα, 0 6 s 6 x, t < τ 6 T,

−m−1(l)n−1(T )

∫ τ

0
n(α)dα

∫ l

s
m(r)dr, 0 6 τ 6 t, x < s 6 l,

m−1(l)n−1(T )

∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα, x < s 6 l, t < τ 6 T.

Тогда равенство (15) можно компактно записать в виде

y(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)−m−1(l)n−1(T )A+

+

∫ T

0

∫ l

0
G(t, x, τ, s)z(τ, s)dτds.

Отсюда следует справедливость равенства (4).
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Пусть функция y(t, x) определяется равенством (15). Докажем, что эта
функция удовлетворяет уравнению (3) и краевым условиям (2).

Вычислим смешанную производную функции y(t, x):

ytx(t, x) =
∂2

∂t∂x

[
m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)−m−1(l)n−1(T )A+

+

∫ T

0

∫ l

0
G(t, x, τ, s)z(τ, s)dτds

]
=

=
∂2

∂t∂x

[∫ t

0

∫ x

0
m−1(l)n−1(T )

(∫ s

0
m(r)dr

∫ τ

0
n(α)dα

)
z(τ, s)dτds

]
+

+
∂2

∂t∂x

[∫ t

0

∫ l

x

(
−m−1(l)n−1(T )

∫ s

0
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα

)
z(τ, s)dτds

]
+

+
∂2

∂t∂x

[∫ T

t

∫ x

0

(
−m−1(l)n−1(T )

∫ τ

0
n(α)dα

∫ l

s
m(r)dr

)
z(τ, s)dτds

]
+

+
∂2

∂t∂x

[∫ T

t

∫ l

x
m−1(l)n−1(T )

(∫ l

s
m(r)dr

∫ T

τ
n(α)dα

)
z(τ, s)dτds

]
=

= m−1(l)n−1(T )

∫ x

0
m(r)ds

∫ T

0
n(α)dα z(t, x) +

+m−1(l)n−1(T )

∫ x

0
m(r)ds

∫ T

t
n(α)dα z(t, x) +

+m−1(l)n−1(T )

∫ T

0
n(α)dα

∫ x

0
m(r)dr z(t, x) +

+m−1(l)n−1(T )

∫ l

x
m(r)ds

∫ T

t
n(α)dα z(t, x) =

= m−1(l)n−1(T )

∫ x

0
m(r)ds n(T )z(t, x) +

+m−1(l)n−1(T )

∫ l

x
n(α)dαn(T )z(t, x) =

= m−1(l)

∫ x

0
m(r)dr z(t, x) +m−1(l)

∫ l

x
m(r)dr z(t, x) = z(t, x).

Теперь проверим выполнение краевых условий (2). Так как представления
(4) и (10) эквивалентны, умножим представление для y(t, x) на n(t) и проин-
тегрируем по [0, T ]:

∫ T

0
n(t)y(t, x)dt =

∫ T

0
n(t)

[
m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)− n−1(T )m−1(l)A−

−m−1(l)

∫ l

0
m(x)

(∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dx−

− n−1(T )

∫ T

0
n(t)

(∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dt+
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+ n−1(T )m−1(l)

∫ T

0

∫ l

0
m(x)n(t)

(∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dtdx+

+

∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

]
dt =

= m−1(l)

∫ T

0
n(t)ψ(t)dt+ ϕ(x)−m−1(l)

∫ T

0
n(t)ψ(t)dt−

−m−1(l)

∫ T

0

∫ l

0
n(t)m(x)

(∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dtdx−

−
∫ T

0
n(t)

(∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dt+

+m−1(l)

∫ T

0

∫ l

0
n(t)m(x)

(∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dtdx+

+

∫ T

0
n(t)

(∫ T

0

∫ x

0
z(τ, s)dτds

)
dt = ϕ(x).

При выводе последнего равенства учитывалась перестановочность матриц
n(t), m(x) и их обратных n−1(T ), m−1(l).

Аналогичным образом проверяется выполнение второго условия:

∫ l

0
m(x)y(t, x)dx = ψ(t).

Таким образом, функция y(t, x), заданная в виде (4), действительно яв-
ляется решением задачи (3), (2). Теорема доказана. �

Теорема 1 показывает, что задача (1), (2) эквивалентна интегральному
уравнению

y(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)−m−1(l)n−1(T )A+

+

∫ T

0

∫ l

0
G(t, x, τ, s)f

(
τ, s, y(τ, s), yt(τ, s), ys(τ, s)

)
dτds. (16)

3. Доказательство существования и единственности. Для дока-
зательства существования и единственности решения задачи (1), (2) будем
предполагать, что функция f зависит только от t, x и y:

f(t, x, y, yt, yx) ≡ f(t, x, y).

Определим оператор P : C(Q;Rn) → C(Q;Rn) равенством

(Pz)(t, x) = m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)−m−1(l)n−1(T )A+

+

∫ T

0

∫ l

0
G(t, x, τ, s)f

(
τ, s, y(τ, s)

)
dτds,

где G(t, x, τ, s)— функция Грина, введенная ранее.
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Заметим, что разрешимость задачи (1), (2) или интегрального уравнения
(16) эквивалентна существованию неподвижной точки оператора P . Таким
образом, задача (1), (2) имеет решение тогда и только тогда, когда оператор P
имеет неподвижную точку в пространстве C(Q;Rn).

Теорема 2. Предположим, что выполнены следующие условия:

|f(t, x, z2)− f(t, x, z1)| 6M |z2 − z1| (17)

для всех (t, x) ∈ Q, z1, z2 ∈ Rn, где M > 0, и

L = lTSM < 1, (18)

где
S = max

Q×Q
‖G(t, x, τ, s)‖.

Тогда задача (1), (2) имеет единственное решение.

До к а з ат е л ь ств о. Введем обозначения:

N = max
Q

|m−1(l)ψ(t) + n−1(T )ϕ(x)−m−1(l)n−1(T )A|, Mf = max
Q

|f(t, x, 0)|.

Выберем r > (N +MfTS)/(1− L), где S = max
Q×Q

‖G(t, x, τ, s)‖, и рассмотрим

шар
Br = {z ∈ C(Q;Rn) : ‖z‖ 6 r}.

Для произвольного z ∈ Br оценим норму оператора P :

‖(Pz)(t, x)‖ 6 N +

∫ T

0

∫ l

0
|G(t, x, τ, s)| · |f(τ, s, z(τ, s))− f(τ, s, 0)|dτds+

+

∫ T

0

∫ l

0
|G(t, x, τ, s)| · |f(τ, s, 0)|dτds 6

6 N + S

∫ T

0

∫ l

0
(M |z(τ, s)|+Mf )dτds 6 N + SMrT l +MfT lS 6

6
N +MfT lS

1− L
6 r.

Для любых z1, z2 ∈ Br из условия Липшица (17) следует:

|(Pz2)(t, x)− (Pz1)(t, x)| 6

6

∫ T

0

∫ l

0
|G(t, x, τ, s)| · |f(τ, s, z2(τ, s))− f(τ, s, z1(τ, s))|dτds 6

6 SM

∫ T

0

∫ l

0
|z2(τ, s)− z1(τ, s)|dτds 6

6 SMTlmax
Q

|z2(t, x)− z1(t, x)| 6 L‖z2 − z1‖.

Таким образом, оператор P является сжимающим на Br, и по принципу
сжимающих отображений задача (1), (2) имеет единственное решение. �
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4. Пример применения результатов. В качестве иллюстрации полу-
ченных результатов рассмотрим систему гиперболических уравнений




y1tx = 0.1 sin y2,

y2tx =
|y1|

(e+ etx)(1 + |y1|)
,

(t, x) ∈ [0, 1]× [0, 1] (19)

с интегральными условиями следующего вида:
∫ 1

0

(
1 0
0 1

)(
y1
y2

)
dt =

(
1
x

)
,

∫ 1

0

(
1 0
0 1

)(
y1
y2

)
dx =

(
1
t

)
. (20)

Непосредственной проверкой устанавливается выполнение условия согла-
сования. Функция Грина для данной задачи имеет вид

G(t, x, τ, s) =





E · sτ, 0 6 s 6 x, 0 6 τ 6 t,

−E · s(1− τ), 0 6 s 6 x, t 6 τ 6 1,

−E · (1− s)t, x < s 6 1, 0 6 τ 6 t,

E · (1− s)(1− τ), t 6 τ 6 1, x < s 6 1,

где E — единичная матрица.
Оценим параметры задачи:
– норма функции Грина: max |G(t, x, τ, s)| 6 1;
– константа Липшица: M = 0.1;
– параметр сжатия: L = ‖G‖MTl 6 1 · 0.1 · 1 · 1 = 0.1 < 1.
Таким образом, все условия теоремы 2 выполнены, и задача (19), (20)

имеет единственное решение.

Заключение. В данной работе исследована нелокальная краевая задача
с интегральными условиями для системы гиперболических уравнений. Ос-
новные результаты включают:

– построение функции Грина для рассматриваемого класса задач;
– установление условий однозначной разрешимости в терминах исходных

данных;
– доказательство теоремы существования и единственности решения на

основе принципа сжимающих отображений;
– демонстрацию полученных результатов на конкретном примере.
Как показано в работе, введенные ограничения на исходные данные (вклю-

чая условие Липшица (17) и ограничение на норму функции Грина (18)) яв-
ляются существенными для обеспечения однозначной разрешимости задачи.
Приведенный пример демонстрирует эффективность предложенного подхода
для нелинейных систем гиперболического типа.

Полученные результаты расширяют существующие методы исследования
нелокальных краевых задач и могут быть применены к более широкому клас-
су уравнений математической физики.

Конкурирующие интересы. У нас нет конфликта интересов в отношении автор-
ства и публикации этой статьи.
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Рассматривается нелинейное интегральное уравнение Гаммерштейна-
Вольтерра на всей числовой оси. Доказывается конструктивная теоре-
ма существования неотрицательного ограниченного и непрерывного ре-
шения. Более того, доказывается равномерная сходимость соответству-
ющих последовательных приближений к решению со скоростью убы-
вающей геометрической прогрессии. Далее исследуется интегральная
асимптотика построенного решения. Кроме того, доказывается един-
ственность построенного решения в определенном подклассе ограничен-
ных и неотрицательных функций. В конце приводятся конкретные при-
меры соответствующего ядра и нелинейности, удовлетворяющие всем
условиям доказанных теорем.
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Введение. Рассмотрим класс нелинейных интегральных уравнений на
всей числовой прямой

f(x) = µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(f(t)) + w(t)

)
dt, x ∈ R := (−∞,+∞) (1)

относительно искомой неотрицательной непрерывной и ограниченной на мно-
жестве R функции f(x).

В уравнении (1) множитель перед интегралом µ(x) обладает следующими
основными свойствами:

I) µ(x) является непрерывной на R функцией и 0 6 µ(x) 6 1, x ∈ R;
II) существуют lim

x→−∞
µ(x) = ε0 ∈ (0, 1), lim

x→+∞
µ(x) = 1.

Ядро V определено на множестве R+ := [0,+∞) и удовлетворяет следу-
ющим основным условиям:

a) V (τ) > 0, τ ∈ R+;
b) V ∈ L1(R

+) ∩ L∞(R+),

а функция w, в свою очередь, обладает свойствами:
1) w(t) > 0, t ∈ R,
2) w ∈ B(R), где B(R) есть множество всех ограниченных на R функций;
3) существуют lim

t→±∞
w(t) < +∞.

Нелинейность G определена на множестве R+ и удовлетворяет следую-
щим ограничениям:

A) G(0) = 0, G ∈ C(R+);
B) y = G(u)— возрастающая и вогнутая функция на R+, причем

lim
u→+∞

G(u)

u
= 0;

C) существует непрерывное возрастающее и вогнутое отображение

ϕ : [0, 1] → [0, 1]

со свойствами ϕ(0) = 0 и ϕ(1) = 1 такое, что имеет место неравенство
G(σu) > ϕ(σ)G(u), σ ∈ (0, 1), u ∈ (0, ξ), где число ξ > λ1λ2 однозначно
определяется из характеристического уравнения

u = λ1G(u) + λ1λ2, (2)

а

0 < λ1 :=

∫ ∞

0
V (τ)dτ < +∞, 0 6 λ2 := sup

t∈R
w(t) < +∞. (3)

Следует отметить, что в случае, когда λ2 = 0, существование положи-
тельного решения ξ для характеристического уравнения (2) предполагается,
а в случае λ2 > 0 существование решения ξ > λ1λ2 характеристического
уравнения (2) не предполагается и сразу следует из условий A) и B).

Вопросы допустимости линеаризации при исследовании устойчивости урав-
нения типа (1) обсуждены в работе [1] (см. также [2, гл. 2, п. 17]). Отметим
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также, что линейный аналог уравнения (1) при w ≡ 0, µ ≡ 1 возникает в демо-
графии, где искомое решение f(t) представляет из себя плотность рождений
во времени t, а V (x)— функция плодовитости, т.е. плотность повозрастного
распределения рождений у женщин (см. [3, стр. 93]).

Вопросы существования и единственности для соответствующих нелиней-
ных интегральных уравнений с переменным нижним пределом (на положи-
тельной полупрямой) обсуждались в работах [4-7].

В случае, когда w 6= 0, нелинейные интегральные уравнения с перемен-
ным верхним пределом, когда нижний предел — конечное число, изучались в
работах [8–10] при различных ограничениях на ядро и на нелинейность.

В настоящей работе мы будем заниматься вопросами существования един-
ственности и асимптотического поведения решения нелинейного уравнения (1).
Структура работы следующая. Раздел 1 посвящен конструктивной разре-
шимости уравнения (1) в пространстве непрерывных и ограниченных на R
функций. Доказывается теорема существования нетривиального непрерыв-
ного и ограниченного на R решения уравнения (1), причем устанавливается,
что последовательные приближения

fn+1(x) = µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t) (G(fn(t)) + w(t)) dt,

f0(x) ≡ ξ, n = 0, 1, . . . , x ∈ R

(4)

равномерно со скоростью некоторой бесконечно убывающей геометрической
прогрессии сходятся к непрерывному и ограниченному решению (см. теоре-
му 1). В разделе 2 исследуется асимптотическое поведение решения на ±∞
(см. теорему 2). Раздел 3 посвящен доказательству единственности решения
в определенном подклассе неотрицательных и ограниченных на R функций
(см. теорему 2), а также выявлению конкретных примеров функций µ, V и G,
удовлетворяющих всем условиям доказанных теорем.

1. Существование ограниченного решения уравнения (1). Рас-
смотрим последовательные приближения (4). Принимая во внимание условия
I), a), b), 1), 2), A), B) и обозначение (3), индукцией по n несложно проверить
достоверность следующих фактов:

fn(x) > 0, n = 0, 1, . . . , x ∈ R, (5)

fn+1(x) 6 fn(x), n = 0, 1, . . . , x ∈ R. (6)

Действительно, докажем, например, справедливость неравенств (6). Сна-
чала, принимая во внимание тот факт, что число ξ > λ1λ2 является решени-
ем характеристического уравнения (2) и учитывая условия I), a), b), 1), 2),
а также обозначения (3), из (4) будем иметь

f1(x) = µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)(G(ξ) + w(t))dt 6

6 G(ξ)

∫ x

−∞
V (x− t)dt+ λ2

∫ x

−∞
V (x− t)dt =

= G(ξ)λ1 + λ1λ2 = ξ = f0(x), x ∈ R.
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Далее, если предположим, что неравенство (6) выполняется при некото-
ром натуральном n, то, используя (5) и условия I), a), A), B), 1) и 2), из (4)
получим, что

fn+2(x) 6 µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)(G(fn(t)) + w(t))dt = fn+1(x), x ∈ R+.

Используя тот факт, что свертка суммируемой и ограниченной функций
представляет собой непрерывную функцию (см. [11]), и учитывая непрерыв-
ность функции µ, в силу условий A), B) методом индукции нетрудно дока-
зать, что

fn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . .

Принимая во внимание условия I), II), можно утверждать, что существует
число r > 0 такое, что при |x| > r имеет место неравенство

µ(x) >
ε0
2
. (7)

Рассмотрим следующую вспомогательную функцию на множестве R:

χ(x) :=
1

ξ

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(λ1G(ξ)µ(t) + g(t)) + w(t)

)
dt, x ∈ R, (8)

где

g(x) := µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)w(t)dt, x ∈ R. (9)

Снова используя непрерывность свертки суммируемых и ограниченных
функций, условия I), a), b), 1), 2), а также непрерывность функции µ, из (8)
и (9) получаем, что

χ, g ∈ C(R), g(x) > 0, χ(x) > 0, x ∈ R. (10)

Докажем теперь, что на самом деле существует число σ0 ∈ (0, 1) такое,
что

χ(x) > σ0, x ∈ R. (11)

Пусть сначала x ∈ [−2r, 2r], где число r > 0 было определено для выпол-
нения неравенства (7). Тогда, если учитывать условия I), a), b), 1), а также
неравенства (7) и (10), из (8) для всех x ∈ [−2r, 2r] будем иметь

χ(x) >
1

ξ

∫ −2r

−∞
V (x− t)

(
G(λ1G(ξ)µ(t) + g(t)) + w(t)

)
dt >

>
G
(
λ1ε0
2 G(ξ)

)

ξ

∫ −2r

−∞
V (x− t)dt =

G
(
λ1ε0
2 G(ξ)

)

ξ

∫ ∞

x+2r
V (y)dy >

>
G
(
λ1ε0
2 G(ξ)

)

ξ

∫ ∞

4r
V (y)dy =: σ1 > 0. (12)
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Предположим теперь, что x > 2r. Тогда, используя условия I), a), b), 1)
и оценки (7), (10), из (8) в случае x > 2r получим

χ(x) >
1

ξ

∫ x

−∞
V (x− t)G

(
λ1G(ξ)µ(t)

)
dt =

=
1

ξ

∫ ∞

0
V (y)G

(
λ1G(ξ)µ(x− y)

)
dy >

>
1

ξ

∫ r

0
V (y)G

(
λ1G(ξ)µ(x− y)

)
dy >

>
G
(
λ1ε0
2 G(ξ)

)

ξ

∫ r

0
V (y)dy =: σ2 > 0. (13)

Наконец, если x < −2r, то снова используя условия I), a), b), 1) и оценки
(7), (10), из (8) имеем

χ(x) >
1

ξ

∫ ∞

0
V (y)G

(
λ1G(ξ)µ(x− y)

)
dy >

G
(
λ1ε0
2 G(ξ)

)

ξ

∫ ∞

0
V (y)dy =

=
λ1
ξ
G
(λ1ε0

2
G(ξ)

)
=: σ3 > 0, x < −2r. (14)

Из правых частей неравенств (12), (13) и (14) немедленно следует, что
max(σ1, σ2) < σ3.

Убедимся теперь, что имеет место неравенство

σ3 < 1. (15)

Действительно, учитывая равенство ξ = λ1G(ξ) + λ1λ2, обозначения (3),
а также условия A) и B), будем иметь

σ3 <
λ1
ξ
G(λ1G(ξ)) =

λ1
ξ
G(ξ − λ1λ2) 6

λ1G(ξ)

ξ
=
ξ − λ1λ2

ξ
6 1.

Таким образом, в силу (12)–(15) для σ0 = min(σ1, σ2) ∈ (0, 1) приходим
к неравенству (11).

Заметим теперь, что χ(x) 6 1, x ∈ R. Действительно, принимая во вни-
мание условия I), a), b), 1), 2), A), B) и обозначения (3), из (8) получим

χ(x) 6
1

ξ

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(λ1G(ξ) + g(t)) + w(t)

)
dt 6

6
1

ξ

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(λ1G(ξ) + λ1λ2) + w(t)

)
dt 6

6
1

ξ

(
G(ξ)λ1 + λ1λ2

)
= 1, x ∈ R.

Теперь, используя неравенство (11), убедимся, что имеет место следующая
оценка снизу:

f2(x) > σ0f1(x), x ∈ R. (16)
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Действительно, из (4) немедленно следует, что

f1(x) = λ1µ(x)G(ξ) + g(x), x ∈ R,

f2(x) = µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(λ1µ(t)G(ξ) + g(t)) + w(t)

)
dt, x ∈ R.

Следовательно, принимая во внимание (8)–(11), (2), (6) и неравенство
0 6 g(x) 6 λ1λ2, x ∈ R, в силу условий I), a), b), 1), A), B) будем иметь

f2(x) = µ(x)ξ · χ(x) = µ(x)χ(x)
(
λ1G(ξ) + λ1λ2

)
>

> µ(x)χ(x)

(
λ1G(ξ) +

∫ x

−∞
V (x− t)w(t)dt

)
=

= χ(x)f1(x) > σ0f1(x), x ∈ R.

Таким образом, в силу (6) и (16) приходим к следующему двустороннему
неравенству:

σ0f1(x) 6 f2(x) 6 f1(x), x ∈ R. (17)

Неравенство (17) будет играть важную роль в наших дальнейших рас-
суждениях.

Теперь при следующих дополнительных предположениях относительно
функций µ и w:
III) µ(x) не убывает на R;
4) w(x) не убывает на R,

мы докажем, что

fn(x) не убывают по x на R, n = 0, 1, . . . . (18)

В случае n = 0 утверждение (18) сразу следует из определения нулевого
приближения в итерациях (4). Предположим, что для некоторого натураль-
ного n при всех x1, x2 ∈ R из x1 > x2 следует неравенство fn(x1) > fn(x2).
Тогда, записывая итерации (4) в виде

fn+1(x) = µ(x)

∫ x

ξ
V (y)

(
G(fn(x− y)) + w(x− y)

)
dy,

f0(x) ≡ ξ, n = 0, 1, . . . , x ∈ R,

и при этом учитывая условия a), 1), I), III), 4), A) и B), согласно индукцион-
ному предположению имеем

fn+1(x1) > µ(x2)

∫ ∞

0
V (y)

(
G(fn(x1 − y)) + w(x1 − y)

)
dy >

> µ(x2)

∫ ∞

0
V (y)

(
G(fn(x2 − y)) + w(x2 − y)

)
dy = fn+1(x2).

Итак, утверждение (18) доказано.
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Вернемся к неравенству (17). Из (17) в силу условий I), a), 1), A) и B)
следует, что

µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(σ0f1(t)) + w(t)

)
dt 6 f3(x) 6 f2(x), x ∈ R. (19)

Принимая во внимание условие C) и тот факт, что ϕ(σ0) ∈ (0, 1), из (19)
получаем

ϕ(σ0)f2(x) 6 f3(x) 6 f2(x), x ∈ R. (20)

Снова используя условия I), a), 1), A) и B), из (20) приходим к неравен-
ствам

µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(ϕ(σ0)f2(t)) + w(t)

)
dt 6 f4(x) 6 f3(x), x ∈ R,

откуда с учетом условия C) и включения ϕ(ϕ(σ0)) ∈ (0, 1) получаем, что

ϕ(ϕ(σ0))f3(x) 6 f4(x) 6 f3(x), x ∈ R.

Продолжая данную процедуру на n-ном шаге, получим следующее двусто-
роннее неравенство:

ϕ(ϕ . . . ϕ(σ0))︸ ︷︷ ︸
n

fn+1(x) 6 fn+2(x) 6 fn+1(x), n = 1, 2, . . . , x ∈ R. (21)

Из (21) с учетом (6) и определения нулевого приближения в итерациях (4)
приходим к оценке

0 6 fn+1(x)− fn+2(x) 6 ξ(1− ϕ(ϕ . . . ϕ(σ0))︸ ︷︷ ︸
n

, n = 1, 2, . . . , x ∈ R. (22)

Теперь воспользуемся следующим неравенством из работы [12]:

1− ϕ(ϕ . . . ϕ(σ0))︸ ︷︷ ︸
n

6 kn(1− σ0), k :=
1− ϕ(σ0)

1− σ0
∈ (0, 1). (23)

С учетом (23) из (22) следует, что

0 6 fn+1(x)− fn+2(x) 6 C · kn, n = 1, 2, . . . , x ∈ R, (24)

где C := ξ(1− σ0) > 0.
Из (24) следует равномерная сходимость последовательности непрерыв-

ных на R функций {fn(x)}∞n=0 к непрерывной функции f(x):

fn(x) ⇒ f(x), n→ ∞, f ∈ C(R),

при этом в силу (5) имеем, что f(x) > 0, x ∈ R.
Записывая неравенства (24) для номеров n + 1, n + 2, . . ., n + p, затем

складывая полученные неравенства и (24), приходим к следующим оценкам:

0 6 fn+1(x)− fn+2+p(x) 6 C
(
kn + · · ·+ kn+p

)
6
C · kn
1− k

, n = 1, 2, . . . , x ∈ R.
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В последнем неравенстве, устремляя число p→ ∞, получим

0 6 fn+1(x)− f(x) 6
C · kn
1− k

, n = 1, 2, . . . , x ∈ R. (25)

Из (18) также следует, что f(x) является неубывающей функцией на R. Сле-
довательно, используя непрерывность, неотрицательность и ограниченность
решения f(x), можно утверждать, что существуют

lim
x→−∞

f(x) =: α и lim
x→+∞

f(x) =: β, (26)

причем 0 6 α 6 β 6 ξ.
Ниже убедимся, что на самом деле α > 0. С этой целью докажем, что

имеет место оценка снизу:

fn(x) > τ∗f1(x), n = 1, 2, . . . , (27)

где τ∗ — положительное решение характеристического уравнения: τ = σ0ϕ(τ).
Существование такого решения несложно доказать, например, при выполне-
нии следующего дополнительного условия на функцию ϕ:

ϕ′(+0) = +∞. (28)

Сначала проверим выполнение неравенства (27) для номера n = 1. Дей-
ствительно, неравенство (27) при n = 1 сразу получается из следующих со-
ображений: 0 < τ∗ < ϕ(τ∗) (ибо σ0 ∈ (0, 1)), ϕ(1) = 1 и ϕ(u)/u не возрастает
на интервале (0, 1). Пусть теперь оценка (27) имеет место при некотором на-
туральном n > 1. Тогда, учитывая условия a), I), A), B) и C), из (4) будем
иметь

fn+1(x) > µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(τ∗f1(t)) + w(t)

)
dt >

> µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)

(
ϕ(τ∗)G(f1(t)) + w(t)

)
dt >

> ϕ(τ∗)µ(x)
∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(f1(t)) + w(t)

)
dt =

= ϕ(τ∗)f2(x) =
τ∗

σ0
f2(x) > τ∗f1(x), x ∈ R,

ибо f2(x) > σ0f1(x) (см. (20)) и ϕ(τ∗) ∈ (0, 1).
В неравенстве (27), устремляя n → ∞, получим f(x) > τ∗f1(x), x ∈ R.

С другой стороны, f1(x) > µ(x)G(ξ)λ1, x ∈ R. Следовательно,

α = lim
x→−∞

f(x) > τ∗G(ξ)λ1 lim
x→−∞

µ(x) = τ∗G(ξ)λ1ε0 > 0.

Докажем теперь следующие предельные соотношения:

lim
x→+∞

∫ x

−∞
V (x− t)G(f(t))dt = λ1G(β),

lim
x→−∞

∫ x

−∞
V (x− t)G(f(t))dt = λ1G(α).

(29)
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Сначала докажем первое предельное соотношение в (29). Учитывая обо-
значения (3), условие a) и монотонность функций f , G, будем иметь

0 6 λ1G(β)−
∫ x

−∞
V (x− t)G(f(t))dt =

=

∫ x

−∞
V (x− t)(G(β)−G(f(t)))dt =

∫ ∞

0
V (y)(G(β)−G(f(x− y)))dy =

=

∫ x/2

0
V (y)(G(β)−G(f(x−y)))dy+

∫ ∞

x/2
V (y)(G(β)−G(f(x−y)))dy =: I1+I2.

Так как lim
x→+∞

f(x) = β > 0, f(x) > α > 0, x ∈ R, G ∈ C(R+), при каждом

ε > 0 существует число δ1 > 0 такое, что

G(β)−G(f(τ)) < ε,

если только τ > δ1.
С другой стороны очевидно, что при всяком ε > 0 существует δ2 > 0

такое, что ∫ ∞

τ
V (y)dy < ε,

если только τ > δ2.
Положим δ := max(δ1, δ2) и пусть x > 2δ. Тогда

I1 6 ε

∫ ∞

0
V (y)dy = λ1ε, I2 6 εG(β).

Следовательно,

0 6 λ1G(β)−
∫ x

−∞
V (x− t)G(f(t))dt 6 ε(λ1 +G(β)),

если только x > 2δ.
Перейдем к доказательству второго предельного соотношения в (29). В этом

случае для всякого ε > 0 существует число δ0 > 0 такое, что

0 6 G(f(t))−G(α) < ε,

если только t > −δ0.
Принимая во внимание обозначения (3), монотонность функции f и усло-

вия A), В), получим

0 6

∫ x

−∞
V (x− t)G(f(t))dt−G(α)λ1 =

=

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(f(t))−G(α)

)
dt < ε

∫ x

−∞
V (x− t)dt = ελ1,

если только x > −δ0.
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Итак, предельные соотношения (29) доказаны.

Аналогичными рассуждениями доказывается справедливость следующих
предельных соотношений:

lim
x→±∞

∫ x

−∞
V (x− t)w(t)dt = λ1w±, (30)

где
0 6 w± := lim

t→±∞
w(t) < +∞.

Переходя к пределу в обеих частях уравнения (1) при x→ ±∞ и учитывая
(29), (30), а также условия II), 3), получаем следующие характеристические
уравнения относительно β и α:

β = λ1G(β) + λ1w+, (31)

α = λ1ε0G(α) + λ1ε0w−. (32)

Займемся теперь изучением и решением характеристических уравнений
(31) и (32). С этой целью рассмотрим следующую вспомогательную функцию
на множестве [λ1w+,+∞):

B(u) :=
u− λ1w+

G(u)
− λ1, u ∈ [λ1w+,+∞)

при условии, что w+ > 0. Учитывая условия A), B), можно утверждать, что

B(λ1w+) = −λ1 < 0; B(+∞) = +∞; B ∈ C[λ1w+,+∞);

B(u) возрастает на множестве [λ1w+,+∞).
Следовательно, существует единственное число β>λ1w+ такое, чтоB(β)=0,

т.е. уравнение (31) при w+ > 0 имеет единственное решение β > λ1w+.
Пусть теперь w+ = 0. В этом случае уравнение (31) сводится к уравне-

нию (2) с λ2 = 0, и существование единственного положительного решения
было заранее предположено (см. Введение). Аналогичным образом можно
исследовать уравнение (32).

Итак, на основе вышеизложенных фактов приходим к следующему ре-
зультату.

Теорема 1. Пусть выполняются условия I), II), a), b), 1)–3), A)–C), (28) и

уравнение G(u) =
u

λ1ε0
имеет положительное решение. Тогда уравнение (1)

обладает неотрицательным непрерывным и ограниченным на R решением
f(x). Более того, имеют место неравенства

ξ > f(x) > τ∗(λ1µ(x)G(ξ) + g(x)), x ∈ R

и (25). Кроме того, если дополнительно выполняются условия III) и 4), то
f(x) является неубывающей функцией на R, причем

lim
x→−∞

f(x) = α, lim
x→+∞

f(x) = β,
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где числа α, β > 0 однозначно определяются из характеристических урав-
нений (31) и (32) соответственно.

2. Интегральная асимптотика решения. Перейдем к исследованию
интегральной асимптотики полученного решения на ±∞ при следующих до-
полнительных ограничениях на функции V , µ и w:

при условиях

Ω1)

∫ ∞

0
tV (t)dt < +∞, 1 − µ ∈ L1(0,+∞), w+ − w ∈ L1(0,+∞) докажем,

что
β − f ∈ L1(0,+∞),

а при условиях

Ω2)

∫ ∞

0
V (t)dt < +∞, µ− ε0 ∈ L1(−∞, 0), w−w+ ∈ L1(−∞, 0) аналогично

доказывается, что

f − α ∈ L1(−∞, 0). (33)

Используя (31) и (3), во-первых имеем, что

0 6 β − f(x) =

∫ x

−∞
V (x− t)[w+ − w(t)]dt+

+

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(β)− µ(α)G(f(t))

)
dt, x ∈ R. (34)

Используя (26), непрерывность и монотонность функции G, можно утвер-
ждать, что существует число r∗ > 0 такое, что при t > r∗ имеет место нера-
венство

G(f(t)) > G
(
β/2

)
. (35)

Пусть R > r∗ — произвольное число. Тогда, принимая во внимание усло-
вия a), b) и Ω1), а также неравенство (35) и условия A), B), из (34) будем
иметь

0 6

∫ R

r*
(β − f(x))dx 6

∫ R

r*

∫ x

−∞
V (x− t)[w+ − w(t)]dtdx+

+

∫ R

r*
µ(x)

∫ x

−∞
V (x− t)

(
G(β)−G(f(t))

)
dtdx+

+G(β)

∫ R

r*
(1− µ(x))

∫ x

−∞
V (x− t)dtdx 6

6

∫ R

r*

∫ r*

−∞
V (x− t)[w+ − w(t)]dtdx+

∫ R

r*

∫ x

r*
V (x− t)[w+ − w(t)]dtdx+

+ λ1G(β)

∫ ∞

r*
(1− µ(x))dx+

∫ R

r*

∫ r*

−∞
V (x− t)

(
G(β)−G(f(t))

)
dtdx+

+

∫ R

r*

∫ x

r*
V (x− t)

(
G(β)−G(f(t))

)
dtdx 6 (w+ + λ2)

∫ R

r*

∫ ∞

x−r*
V (y)dydx+
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+

∫ R

r*
[w+ − w(t)]

∫ R

t
V (x− t)dxdt+ λ1G(β)

∫ ∞

r*
(1− µ(x))dx+

+G(β)

∫ R

r*

∫ ∞

x−r*
V (y)dydx+

∫ R

r*

(
G(β)−G(f(t))

) ∫ R

t
V (x− t)dxdt 6

6 (w+ + λ2 +G(β))

∫ ∞

0

∫ ∞

t
V (y)dydx+ λ1

∫ ∞

r*
[w+ − w(t)]dt+

+ λ1G(β)

∫ ∞

r*
(1− µ(x))dx+ λ1

∫ R

r*

(
G(β)−G(f(t))

)
dt =

= C0 + λ1

∫ R

r*

(
G(β)−G(f(t))

)
dt,

где

C0 := (w+ + λ2 +G(β))

∫ ∞

0
yV (y)dy + λ1G(β)

∫ ∞

r*
(1− µ(x))dx+

+ λ1

∫ ∞

r*
[w+ − w(t)]dt < +∞.

Итак, для любого R > r∗ мы получим следующую априорную оценку:

0 6

∫ R

r*
(β − f(x))dx 6 C0 + λ1

∫ R

r*

(
G(β)−G(f(x))

)
dx. (36)

Теперь, используя неравенство (35) для t > r∗, а также условия A), B)
и тот факт, что f(t) ↑ β, при t→ +∞ будем иметь (см. рис. 1)

G(β)−G(f(x)) 6
G(β)−G(β/2)

β/2
(β − f(x)), x > r∗. (37)

С другой стороны, заметим, что имеет место строгое неравенство (см.
рис. 1)

κ :=
2λ1
β

(
G(β)−G(β/2)

)
< 1. (38)

Действительно, учитывая условия A), B), из (31) будем иметь

2λ1
β
G(β/2) >

λ1G(β)

β
=
β − λ1w+

β
,

откуда

λ1G(β/2) >
1

2
(β − λ1w+).

Следовательно,

λ1
(
G(β)−G(β/2)

)
< λ1G(β)−

β

2
+
λ1w+

2
=
β

2
− λ1w+

2
6
β

2
.
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Рис. 1. Пересечение графика функции y = G(u) с прямой проходящей через точки
(β,G(β)) и (β/2, G(β/2))

[Figure 1. Intersection of the graph of the function y = G(u) with the line passing through the
points (β,G(β)) and (β/2, G(β/2))]

Учитывая (37) и (38) из (36), приходим к следующему неравенству:

0 6

∫ R

r*
(β − f(x)) dx 6

C0

1− κ
. (39)

В (39), устремляя число R к бесконечности, получаем, что

0 6

∫ ∞

r*
(β − f(x)) dx 6

C0

1− κ
.

Так как f ∈ C(R+), из доказанного выше следует, что β − f ∈ L1(0,+∞).
Совершая аналогичные рассуждения, можно доказать, что при условии Ω2)

имеет место также включение (33).
Таким образом, имеет место следующая

Теорема 2. Пусть выполняются все условия теоремы 1. Тогда, если
выполняется дополнительное условие Ω1), то β − f ∈ L1(0,+∞). Если же
выполняется условие Ω2), то f − α ∈ L1(−∞, 0).

3. Единственность решения. Примеры. Перейдем теперь к вопросу
единственности решения уравнения (1). Имеет место следующая

Теорема 3. Пусть выполняются условия I), II), a), b), 1)–3), A)–C), (28)

и уравнение G(u) =
u

λ1ε0
имеет положительное решение. Тогда уравнение

(1), кроме решения f, построенного при помощи последовательных прибли-
жений (4), в следующем классе функций

M := {f ∈ L∞(R) : существует ε > 0 такое, что f(x) > εµ(x), x ∈ R}

других решений не имеет.

Д о к а з ат е л ь ств о. Сперва для корректности докажем, что построен-
ное нами решение f принадлежит классу M. Действительно, из теоремы 1
и условий I), a), 1) немедленно следует, что f(x) > τ∗G(ξ)µ(x), x ∈ R,
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f(x) 6 ξ, x ∈ R. Следовательно, f ∈ M. Пусть теперь уравнение (1), кро-

ме решения f , обладает другим решением f̃ ∈ M. Сначала убедимся, что
тогда имеет место неравенство

f̃(x) 6 ξ, x ∈ R. (40)

Обозначим через c̃ := sup
x∈R

f̃(x) < +∞. Тогда из (1) с учетом условий I),

a), b), A), B) и обозначений (3) имеем

f̃(x) 6

∫ x

0
V (x− t)(G(c̃) + λ2)dt = λ1G(c̃) + λ1λ2, x ∈ R,

откуда следует, что
c̃ 6 λ1G(c̃) + λ1λ2. (41)

Заметим, что c̃ < ξ. Действительно, в противном случае в силу того, что
функция G(u)/u убывает на (0,+∞), получим

λ1G(c̃)

c̃
<
λ1G(ξ)

ξ
. (42)

Однако λ1G(ξ) = ξ − λ1λ2. Следовательно, из (42) имеем

λ1G(c̃)

c̃
<
ξ − λ1λ2

ξ
. (43)

С другой стороны, если использовать неравенство (41), то из (43) будем иметь

c̃− λ1λ2
c̃

<
ξ − λ1λ2

ξ

или, что то же самое,
(c̃− ξ)λ1λ2 < 0.

Последнее неравенство невозможно. Следовательно, оценка (40) доказана.
Используя (40) и применяя индукцию по n, легко убедиться в достовер-

ности следующих неравенств:

f̃(x) 6 fn(x), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R. (44)

В (44), устремляя число n к бесконечности, приходим к неравенству

f̃(x) 6 f(x), x ∈ R. (45)

Так как f(x) 6 ξ, x ∈ R, из (1) и соотношения ξ = λ1G(ξ)+λ1λ2 сразу следует,
что

f(x) 6 ξµ(x), x ∈ R. (46)

Поскольку f̃ ∈ M, существует число ε̃ ∈ (0, ξ) такое, что

f̃(x) > ε̃µ(x), x ∈ R. (47)
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Полагая σ̃ := ε̃/ξ и учитывая (46) и (47), получим

f̃(x) > σ̃ξµ(x) > σ̃f(x), x ∈ R. (48)

Итак, в силу (45) и (48) мы получили следующую двустороннюю оценку:

σ̃f(x) 6 f̃(x) 6 f(x), x ∈ R, (49)

где σ̃ := ε̃/ξ ∈ (0, 1). Далее, совершая рассуждения, как при доказательстве
равномерной сходимости последовательных приближений (4), из (49) полу-
чаем, что существуют константы C∗ > 0 и k∗ ∈ (0, 1) такие, что

0 6 f(x)− f̃(x) 6 C∗kn∗ , n = 1, 2, . . . , x ∈ R. (50)

В (50), устремив n → ∞, получаем, что f(x) = f̃(x), x ∈ R. Таким образом,
теорема полностью доказана. �

Приведем примеры функций µ, V , w и G, удовлетворяющих, всем усло-
виям доказанных теорем. Сперва приведем примеры для функций µ и w:

µ1) µ(x) =
1− ε0

2
thx+

1 + ε0
2

, x ∈ R, ε0 ∈ (0, 1);

µ2) µ(x) =

{
ε0 + ε1e

x, при x ∈ (−∞, 0),

1− (1− (ε0 + ε1))e
−x, при x ∈ [0,+∞), x ∈ R,

где ε0 ∈ (0, 1), ε1 ∈ (ε0, 1)— произвольные числа;
w1) w(x) = thx+ 2, x ∈ R;

w2) w(x) =

{
ex, x ∈ (−∞, 0),

2− e−x, x ∈ [0,+∞).

Теперь приведем примеры вида функции V :

V1) V (x) =

∫ b

a
e−xsdB(s), x ∈ [0,+∞), где B(s)— возрастающая непрерыв-

ная функция на [a, b], 0 < a < b 6 +∞, причем

∫ b

a

dB(s)

s
< +∞;

V2) V (x) = de−x2
, x ∈ [0,+∞), d > 0— числовой параметр.

Наконец, приведем конкретные примеры для нелинейности G:
g1) G(u) = uα, u ∈ [0,+∞), α ∈ (0, 1)— числовой параметр;
g2) G(u) = γ(1−e−uα

), u ∈ [0,+∞), γ > 1, α ∈ (0, 1)— числовые параметры.

Следует отметить, что для примеров g1) и g2) в качестве отображения ϕ
можно выбрать функцию ϕ(σ) = σα, σ ∈ [0, 1], α ∈ (0, 1).

Заключение. В статье исследовано нелинейное интегральное уравнение
Гаммерштейна-Вольтерра на всей прямой. Доказаны теоремы существования
и единственности неотрицательного непрерывного и ограниченного решения
(см. Теоремы 1 и 3). Установлена равномерная сходимость соответствующих
последовательных приближений. Исследована интегральная асимптотика по-
строенного решения (см. Теорему 2) и приведены конкретные примеры ядра
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и нелинейности удовлетворяющих всем ограничениям доказанных результа-
тов.
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О квадратичных поправках определяющих
уравнений для гемитропного микрополярного
упругого тела

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН,
Россия, 119526, Москва, просп. Вернадского, 101, корп. 1.

Аннотация

Исследуются вопросы построения кубических аппроксимаций энер-
гетических форм для потенциалов силовых и моментных напряжений
гемитропных микрополярных упругих тел. Ранее были предложены
H/E/A-представления для указанных энергетических форм. В частно-
сти, А-форма позволяет получить кубическую аппроксимацию потен-
циала напряжений в виде полиномиальной линейной комбинации раци-
ональных гемитропных инвариантов, некоторые из «псевдотензорных
прообразов» которых обладают чувствительностью к зеркальным отра-
жениям и инверсиям трехмерного пространства.

В рамках данного исследования получен полный неприводимый на-
бор индивидуальных и совместных гемитропных целых рациональных
алгебраических инвариантов для системы, состоящей из симметричных
и антисимметричных частей асимметричного тензора деформаций и тен-
зора изгиба-кручения. Полученный набор инвариантов используется для
построения кубической энергетической формы гемитропного тела и опре-
деления полного набора из 37 определяющих постоянных. Выведены
определяющие уравнения для силовых и моментных напряжений, вклю-
чающие квадратичные поправки и справедливые в произвольной систе-
ме криволинейных координат.

Ключевые слова: алгебраический вес, псевдотензор, наномасштаб, мик-
ромасштаб, энергетическая форма, целочисленный рациональный ал-
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гебраический инвариант, неприводимая система инвариантов, кубиче-
ская аппроксимация, гемитропное микрополярное упругое тело.

Получение: 8 января 2025 г. / Исправление: 19 апреля 2025 г. /
Принятие: 28 апреля 2025 г. / Публикация онлайн: 5 мая 2025 г.

Введение и вводные замечания. Модели механики упругого поведе-
ния микрополярных сред основаны на энергетических формах микрополяр-
ных упругих потенциалов силовых и моментных напряжений [1–8]. Пред-
ставления упругих потенциалов, необходимые для конкретной формулиров-
ки определяющих уравнений анизотропных микрополярных сред, в общем
случае могут быть найдены исключительно при использовании формализ-
ма псевдотензорной алгебры [9–13], поскольку основная кинематическая пе-
ременная — вектор спинорных перемещений — обладает нечетным алгебраи-
ческим весом.1 Аналогичное утверждение справедливо для тензора изгиба-
кручения, которому естественным образом может быть приписан алгебра-
ический вес ±1. Следует выделить три принципиально различных подхода
к построению упругих потенциалов, подробно рассмотренных в работах ав-
торов [10,14–16].

H-представление [14] наиболее естественно с точки зрения линейной тен-
зорной алгебры и наиболее перспективно для разработки новых моделей ани-
зотропных микрополярных тел. Данное представление наиболее простым об-
разом позволяет осуществить редукцию анизотропного тела к полуизотроп-
ному, изотропному, ультрагемитропному или ультраизотропному случаям,
а также провести обобщение на более сложные кубические определяющие
законы. Ультрагемитропные и ультраизотропные тела объединяются общим
термином «ультратропные» тела [17]. Их определяющие тензоры характери-
зуются постоянными компонентами [11,18,19] и могут быть непосредственно
выявлены при анализе диаграмм Ная [20–26].

E-представление энергетической формы [26, 27] основано на разложении
асимметричных тензоров деформаций и изгиба-кручения на симметричную
и антисимметричную составляющие с последующей заменой антисимметрич-
ных частей соответствующими векторами. Данный подход наиболее приме-
ним для анализа структур анизотропии с использованием диаграмм Ная
[20–22], поскольку позволяет определить количество независимых определяю-
щих постоянных и установить наличие или отсутствие алгебраических связей
между ними [23–26].

A-представление [8,29], в существенной степени основанное на результатах
теории алгебраических инвариантов, представляет собой линейную комби-
нацию индивидуальных и совместных целых рациональных алгебраических
инвариантов асимметричного тензора деформаций и градиента поля микро-
поворотов. Теоретические основы целых рациональных алгебраических ин-
вариантов подробно изложены в классических монографиях [11,19].

Настоящее исследование направлено на развитие подходов к построению
энергетических форм для потенциалов силовых и моментных напряжений

1В противном случае в указанных энергетических представлениях теряются члены, со-
держащие внутреннее произведение тензоров деформаций и изгиба-кручения.
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микрополярных упругих тел. В рамках работы получена полная неприводи-
мая система индивидуальных и совместных целых рациональных алгебра-
ических инвариантов симметричных составляющих: асимметричного тензо-
ра деформаций, тензора изгиба-кручения и векторов, соответствующих их
антисимметричным составляющим. Полученная система инвариантов при-
меняется для построения кубической аппроксимации энергетической формы
гемитропного/изотропного тела и определения соответствующих определя-
ющих постоянных (механических моделей) микрополярной упругости. Сле-
дует отметить, что аналогичный подход для изотропного микрополярного
тела рассматривался в работе [2], где было предложено шестиконстантное
А-представление энергетической формы с последующим выводом основных
уравнений микрополярной упругости.

Изложение существенно опирается на терминологию, обозначения, мето-
ды и результаты, разработанные в цикле предыдущих исследований [8, 14–
16,26–36].

1. Необходимые сведения из псевдотензорной алгебры и теории
целых рациональных алгебраических инвариантов. Приведем необ-
ходимые сведения и понятия из современной геометрии и тензорной алгеб-
ры [11–13, 37]. В дальнейшем изложении, когда это не очевидно, будем обо-
значать вес псевдотензора верхним индексом в квадратных скобках, а его
ранг — нижним индексом в круглых скобках:

[g]

T
(n)
,

где g — алгебраический вес, а n— ранг псевдотензора T.
В соответствии с общепринятой практикой нулевой вес абсолютных тен-

зоров и веса фундаментальных псевдотензоров в обозначениях явно не ука-
зываются. Кроме того, для упрощения записи ранг тензора/псевдотензора
опускается в случаях, когда он однозначно определяется из контекста, что
позволяет избежать излишней громоздкости тензорных уравнений.

Последующие рассуждения проводятся в трехмерном евклидовом про-
странстве. Введем локальный ковариантный базис ı

1
, ı
2
, ı
3
. Смешанное произ-

ведение векторов базиса [37] определяет фундаментальный ориентирующий
псевдоскаляр e и две псевдоскалярные единицы в соответствии с [18]:

e = ı
1
· (ı

2
× ı

3
),

[+1]

1 = e,
[−1]

1 = e−1,

что позволяет классифицировать локальные базисные системы на право- и ле-
воориентированные в зависимости от знака псевдотензорной единицы.

Введем скалярную функцию w.g.t, ставящую в соответствие псевдотензо-
ру его алгебраический вес. Например,

w.g.t
([g]
1
)
= g.

Псевдотензор
[g]

T
(n)

алгебраического веса g и ранга n может быть преобразо-

ван в абсолютный тензор того же ранга с помощью соответствующей степени
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псевдоскалярной единицы:

T
(n)

=
[−g]

1
[g]

T
(n)
.

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (weights balance
rule) [38–40]. Действительно, имеем

w.g.t
(
T
(n)

)
= w.g.t

([−g]

1
[g]

T
(n)

)
= −g + g = 0.

Настоящее исследование существенно опирается на теорию целых рацио-
нальных алгебраических инвариантов, фундаментальное изложение которой
представлено в монографиях [11, 19, 41, 42]. Рассмотрим основные понятия и
положения данной теории.

Определение индивидуального псевдоинварианта алгебраического веса a
для псевдотензора приведено в монографии [11]. Отметим, что при a = 0
инвариант носит название абсолютного инварианта, при a 6= 0— относитель-
ного, или псевдоинварианта.

Аналогичным образом определяется совместный инвариант нескольких
тензоров/псевдотензоров.

Как известно, для заданной системы тензоров существует бесконечное
множество инвариантов (индивидуальных/совместных). Если среди них име-
ются нетривиальные (не равные тождественно нулю), то их количество также
будет бесконечным. Это следует уже из того, что любая целая рациональная
функция с числовыми коэффициентами от нескольких инвариантов систе-
мы при определенных условиях сама является инвариантом той же системы.
В частности, таким свойством обладает произведение инвариантов.

Указанное обстоятельство приводит к понятию неприводимого инвариан-
та системы, т.е. инварианта, который не может быть выражен в виде целой
рациональной функции от других инвариантов той же системы. Совокуп-
ность всех неприводимых инвариантов системы образует ее полную систему
инвариантов. Иначе говоря, инварианты системы тензоров образуют ее пол-
ную систему инвариантов, если всякий инвариант системы представляет со-
бой целую рациональную функцию инвариантов и если, кроме того, никакой
из инвариантов не является целой рациональной функцией остальных (или
некоторых из них).

Без дополнительного исследования, разумеется, невозможно утверждать,
что для произвольной системы тензоров число неприводимых инвариантов
обязательно конечно. Поэтому с принципиальной точки зрения весьма важ-
ной является теорема Гильберта, которая устанавливает, что полная система
инвариантов любой конечной системы тензоров состоит из конечного числа
инвариантов [11].

2. Следы, образующие целый рациональный базис относительно
гемитропной группы преобразований. Рассмотрим систему двух сим-
метричных A, B и двух антисимметричных V, W тензоров второго ранга.
Согласно [19], полная система индивидуальных и совместных гемитропных
инвариантов для такой системы включает 86 неприводимых элементов. Для
целей настоящего исследования достаточно рассмотреть подмножество из 20
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гемитропных инвариантов, имеющих первую, вторую и третью степени отно-
сительно компонент указанных тензоров [19]:

1) tr[V2]; 6) tr[B2]; 11) tr[BA2]; 16) tr[VW];

2) tr[W2]; 7) tr[A3]; 12) tr[V2A]; 17) tr[VAB];

3) tr[A]; 8) tr[B3]; 13) tr[V2B]; 18) tr[WAB];

4) tr[B]; 9) tr[AB]; 14) tr[W2A]; 19) tr[VWA];

5) tr[A2]; 10) tr[AB2]; 15) tr[W2B]; 20) tr[VWB].

(1)

Здесь и далее будем опускать операцию внутреннего произведения тензо-
ров/псевдотензоров. Каждый инвариантный след снабжается уникальным
идентификационным номером от 1 до 20.

Вычисление инвариантов (1) в заданной криволинейной координатной си-
стеме [11, c. 327] удобно производить в смешанных компонентах:

1) V ·k
s· V

·s
k· ; 6) B·k

s·B
·s
k·; 11) B·k

s·A
·l
k·A

·s
l· ; 16) V ·k

s· W
·s
k· ;

2) W ·k
s·W

·s
k· ; 7) A·k

s·A
·l
k·A

·s
l· ; 12) V ·k

s· V
·l
k·A

·s
l· ; 17) V ·k

s· A
·l
k·B

·s
l· ;

3) A·k
k·; 8) B·k

s·B
·l
k·B

·s
l· ; 13) V ·k

s· V
·l
k·B

·s
l· ; 18) W ·k

s· A
·l
k·B

·s
l· ;

4) B·k
k· ; 9) A·k

s·B
·s
k·; 14) W ·k

s·W
·l
k·A

·s
l· ; 19) V ·k

s· W
·l
k·A

·s
l· ;

5) A·k
s·A

·s
k·; 10) A·k

s·B
·l
k·B

·s
l· ; 15) W ·k

s·W
·l
k·B

·s
l· ; 20) V ·k

s· W
·l
k·B

·s
l· .

(2)

Отметим, что данная форма представления не включает метрический тензор
и легко запоминается.

Выберем сначала линейные инварианты из списка (2):

3; 4. (3)

Следует заметить, что линейные инварианты (3) могут быть заданы альтер-
нативным эквивалентным способом (например, Ak·

·k и Bk·
·k).

Сформируем набор квадратичных инвариантов, выбрав соответствующие
элементы из списка (2):

1; 2; 3× 3, 3× 4; 4× 4; 5; 6; 9; 16, (4)

где номера соответствуют позициям инвариантов в исходном списке.
Набор (4) включает 9 квадратичных гемитропных инвариантов, которые

были применены при построении квадратичной энергетической формы в ра-
ботах [8, 29].

Для построения аппроксимаций высших порядков (кубических, четвер-
тых, пятых и т.д.) энергетических форм необходимо расширить систему ра-
циональных инвариантов, включив инварианты высших степеней (3, 4, 5 и
т.д.). Кубические гемитропные инварианты представляют особый интерес,
поскольку позволяют получить квадратичные поправки к линейным опреде-
ляющим уравнениям теории микрополярной упругости.

Построим неприводимую систему кубических инвариантов, образованных
совместными произведениями инвариантов из списка (1) общей степени 3.
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Полная система из 28 кубических гемитропных инвариантов имеет следую-
щий вид:

1× 3, 1× 4; 2× 3, 2× 4; 33, 32 × 4, 3× 42, 3× 5, 3× 6, 3× 9, 3× 16; 43,

4× 5, 4× 6, 4× 9, 4× 16; 7; 8; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 17; 18; 19; 20.

Объединение данной системы с квадратичным набором (4) позволяет по-
строить кубическую аппроксимацию энергетической формы обобщенного ге-
митропного микрополярного упругого тела. Для этого необходимо выполнить
подстановку, указанную в следующем разделе, вместо тензоров A, B, V и W.

3. Кубическая аппроксимация энергетической формы гемитроп-
ного микрополярного упругого тела. Опираясь на результаты преды-
дущего раздела, построим систему индивидуальных и совместных целых ра-
циональных алгебраических инвариантов симметричных и антисимметрич-
ных частей асимметричных тензоров деформаций и тензора изгиба-кручения.
Для этого выполним замену:

A = sym ε, B = symκ,

V = asym ε, W = asymκ.
(5)

В смешанных компонентах соотношения (5) примут вид2

A·k
s· =

1

2

[
ε·ks· + εk··s

]
, B·k

s· =
1

2

[
κ·ks· + κk··s

]
,

V ·k
s· =

1

2

[
ε·ks· − εk··s

]
, W ·k

s· =
1

2

[
κ·ks· − κk··s

]
.

(6)

Смешанные тензорные компоненты в (6) могут быть заданы альтернатив-
ным эквивалентным способом (например, Ak·

·s и Bk·
·s).

Применяя замену (5) и учитывая схему нумерации, принятую в работах
[8, 29], преобразуем систему квадратичных гемитропных инвариантов (4) к
следующему виду:

2I
1
=

1

4

[
ε·ss· + εk··k

]2
, 2I

2
=

1

4

[
κ·ss· + κk··k

]2
,

2I
3
=

1

4

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·sk· + εs··k

]
, 2I

4
=

1

4

[
κ·ks· + κk··s

][
κ·sk· + κs··k

]
,

2I
5
=

1

4

[
ε·ks· − εk··s

][
ε·sk· − εs··k

]
, 2I

6
=

1

4

[
κ·ks· − κk··s

][
κ·sk· − κs··k

]
,

2I
7
=

1

4

[
ε·ss· + εk··k

][
κ·ss· + κk··k

]
, 2I

8
=

1

4

[
ε·ks· + εk··s

][
κ·sk· + κs··k

]
,

2I
9
=

1

4

[
ε·ks· − εk··s

][
κ·sk· − κs··k

]
,

(7)

а систему гемитропных кубических инвариантов, полученную в предыдущем

2Отметим, что выражения вида ε·ks· + εk··s корректно интерпретируются как сумма двух

тензоров, поскольку ε·ks· =
T
εk··s .
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разделе статьи, примем в форме

3J
1
=

1

8

[
ε·ss· + εk··k

]3
, 3J

2
=

1

8

[
κ·ss· + κk··k

]3
,

3J
3
=

1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·lk· + εl··k

][
ε·sl· + εs··l

]
,

3J
4
=

1

8

[
κ·ks· + κk··s

][
κ·lk· + κl··k

][
κ·sl· + κs··l

]
,

3J
5
=

1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·sk· + εs··k

][
ε·ll· + εm·

·m
]
,

3J
6
=

1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·sk· + εs··k

][
κ·ll· + κm·

·m
]
,

3J
7
=

1

8

[
κ·ks· + κk··s

][
κ·sk· + κs··k

][
ε·ll· + εm·

·m
]
,

3J
8
=

1

8

[
κ·ks· + κk··s

][
κ·sk· + κs··k

][
κ·ll· + κm·

·m
]
,

3J
9
=

1

8

[
ε·ll· + εm·

·m
]2[
κ·ss· + κk··k

]
,

3J
10

=
1

8

[
κ·ss· + κk··k

]2[
ε·ll· + εm·

·m
]
,

3J
11

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
κ·sk· + κs··k

][
ε·ll· + εm·

·m
]
,

3J
12

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
κ·sk· + κs··k

][
κ·ll· + κm·

·m
]
,

3J
13

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·lk· + εl··k

][
κ·sl· + κs··l

]
,

3J
14

=
1

8

[
κ·ks· + κk··s

][
κ·lk· + κl··k

][
ε·sl· + εs··l

]
,

3J
15

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
κ·lk· + κl··k

][
ε·sl· − εs··l

]
,

3J
16

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
κ·lk· + κl··k

][
κ·sl· − κs··l

]
,

3J
17

=
1

8

[
ε·ss· + εm·

·m
][
ε·lk· − εl··k

][
ε·kl· − εk··l

]
,

3J
18

=
1

8

[
κ·ss· + κm·

·m
][
ε·lk· − εl··k

][
ε·kl· − εk··l

]
,

3J
19

=
1

8

[
ε·ss· + εm·

·m
][
κ·lk· − κl··k

][
κ·kl· − κk··l

]
,

3J
20

=
1

8

[
κ·ss· + κm·

·m
][
κ·lk· − κl··k

][
κ·kl· − κk··l

]
,

3J
21

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·lk· − εl··k

][
ε·sl· − εs··l

]
,

3J
22

=
1

8

[
κ·ks· + κk··s

][
ε·lk· − εl··k

][
ε·sl· − εs··l

]
,

(8)
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3J
23

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
κ·lk· − κl··k

][
κ·sl· − κs··l

]
,

3J
24

=
1

8

[
κ·ks· + κk··s

][
κ·lk· − κl··k

][
κ·sl· − κs··l

]
,

3J
25

=
1

8

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·lk· − εl··k

][
κ·sl· − κs··l

]
,

3J
26

=
1

8

[
κ·ks· + κk··s

][
ε·lk· − εl··k

][
κ·sl· − κs··l

]
,

3J
27

=
1

8

[
ε·ss· + εm·

·m
][
ε·lk· − εl··k

][
κ·kl· − κk··l

]
,

3J
28

=
1

8

[
κ·ss· + κm·

·m
][
ε·lk· − εl··k

][
κ·kl· − κk··l

]
.

A-представление кубической аппроксимации энергетической формы ге-
митропного микрополярного упругого тела, соответствующее системам квад-
ратичных (7) и кубических (8) инвариантов, может быть представлено в ком-
пактной форме следующим образом:

U =
9∑

c=1

2C
c

2I
c
+

28∑

a=1

3C
a

3J
a
, (9)

где 2I
c
— квадратичные инварианты; 3J

a
— кубические инварианты, а для опре-

деляющих модулей введены следующие обозначения:
– 2C

c
— модули квадратичного приближения;

– 3C
a

— модули, отвечающие за квадратичные поправки.

Следует особо отметить чувствительность части определяющих модулей
к зеркальным отражениям и инверсиям в трехмерном пространстве. Это
свойство обусловлено возможностью присвоения нечетного алгебраического
веса тензору изгиба-кручения.

Таким образом, алгебраическая природа 37 определяющих постоянных 2C
c

(c = 1, . . . , 9) и 3C
a

(a = 1, . . . , 28) становится очевидной: они представляют

собой неопределенные коэффициенты в линейной комбинации неприводимых
систем квадратичных (7) и кубических (8) инвариантов.

4. Определяющие уравнения гемитропной микрополярной упру-
гости, включающие квадратичные поправки. Определяющие уравне-
ния для силовых и моментных напряжений, соответствующие энергетической
форме (9), получены в виде

ts··k =
∂U

∂ (ε·ks·)
, µs··k =

∂U

∂ (κ·ks·)
. (10)

Для симметричных и антисимметричных частей силовых и моментных
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напряжений справедливы следующие соотношения:

1

2

[
t·ks· + tk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (ε·ks·)
+

∂U

∂ (εk··s)

]
,

1

2

[
µ·ks· + µk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (κ·ks·)
+

∂U

∂ (κk··s)

]
,

1

2

[
t·ks· − tk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (ε·ks·)
− ∂U

∂ (εk··s)

]
,

1

2

[
µ·ks· − µk··s

]
=

1

2

[ ∂U

∂ (κ·ks·)
− ∂U

∂ (κk··s)

]
.

Подставив выражение для потенциала (9) в уравнения (10), получим

ts··k =
9∑

c=1

2C
c

∂ 2I
c

∂ (ε·ks·)
+

28∑

a=1

3C
a

∂ 3J
a

∂ (ε·ks·)
,

µs··k =

9∑

c=1

2C
c

∂ 2I
c

∂ (κ·ks·)
+

28∑

a=1

3C
a

∂ 3J
a

∂ (κ·ks·)
.

(11)

Вычислим частные производные, входящие в уравнения (11). Начнем с
вычисления производных от квадратичных инвариантов. Для квадратичных
членов получаем следующие выражения:

∂ 2I
1

∂ (ε·qp·)
=
∂ 3× 3

∂ (ε·qp·)
=

1

2

[
ε·ss· + εk··k

] [
δpl δ

l
q + gmqg

pm
]
=

[
ε·ss· + εk··k

]
δpq ,

∂ 2I
2

∂ (κ·qp·)
=
∂ 4× 4

∂ (κ·qp·)
=

1

2

[
κ·ss· + κk··k

] [
δpl δ

l
q + gmqg

pm
]
=

[
κ·ss· + κk··k

]
δpq ,

∂ 2I
3

∂ (ε·qp·)
=

∂ 5

∂ (ε·qp·)
=

1

4

[
δpsδ

k
q + gsqg

pk
][
ε·sk· + εs··k

]
+

+
1

4

[
ε·ks· + εk··s

][
δpkδ

s
q + gkqg

ps
]
= ε·pq· + εp··q ,

∂ 2I
4

∂ (κ·qp·)
=

∂ 6

∂ (κ·qp·)
=

1

4

[
δpsδ

k
q + gsqg

pk
][
κ·sk· + κs··k

]
+

+
1

4

[
κ·ks· + κk··s

][
δpkδ

s
q + gkqg

ps
]
= κ·pq· + κp··q ,

∂ 2I
5

∂ (ε·qp·)
=

∂ 1

∂ (ε·qp·)
=

1

4

[
δpsδ

k
q − gsqg

pk
][
ε·sk· − εs··k

]
+

+
1

4

[
ε·ks· − εk··s

][
δpkδ

s
q − gkqg

ps
]
= ε·pq· − εp··q ,
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∂ 2I
6

∂ (κ·qp·)
=

∂ 2

∂ (κ·qp·)
=

1

4

[
δpsδ

k
q − gsqg

pk
][
κ·sk· − κs··k

]
+

+
1

4

[
κ·ks· − κk··s

][
δpkδ

s
q − gkqg

ps
]
= κ·pq· − κp··q ,

∂ 2I
7

∂ (ε·qp·)
=
∂ 3× 4

∂ (ε·qp·)
=

1

4

[
κ·ss· + κk··k

] [
δpl δ

l
q + gmqg

pm
]
=

1

2

[
κ·ss· + κk··k

]
δpq ,

∂ 2I
7

∂ (κ·qp·)
=
∂ 3× 4

∂ (κ·qp·)
=

1

4

[
ε·ss· + εk··k

] [
δpl δ

l
q + gmqg

pm
]
=

1

2

[
ε·ss· + εk··k

]
δpq ,

∂ 2I
8

∂ (ε·qp·)
=

∂ 9

∂ (ε·qp·)
=

1

4

[
δpsδ

k
q + gsqg

pk
][
κ·sk· + κs··k

]
=

1

2

[
κ·pq· + κp··q

]
,

∂ 2I
8

∂ (κ·qp·)
=

∂ 9

∂ (κ·qp·)
=

1

4

[
ε·ks· + εk··s

][
δpkδ

s
q + gkqg

ps
]
=

1

2

[
ε·pq· + εp··q

]
,

∂ 2I
9

∂ (ε·qp·)
=

∂ 16

∂ (ε·qp·)
=

1

4

[
δpsδ

k
q − gsqg

pk
][
κ·sk· − κs··k

]
=

1

2

[
κ·pq· − κp··q

]
,

∂ 2I
9

∂ (κ·qp·)
=

∂ 16

∂ (κ·qp·)
=

1

4

[
ε·ks· − εk··s

][
δpkδ

s
q − gkqg

ps
]
=

1

2

[
ε·pq· − εp··q

]
,

Отметим свойства символа Кронекера

δq··p = δ·pq· = δpq ,

которые использованы при вычислении производных.
Ввиду чрезмерной громоздкости получаемых выражений опустим явный

вид производных от кубических инвариантов.
Вычислив все необходимые производные в соответствии с (11), получим

окончательные выражения для тензоров силовых и моментных напряжений:

tp··q =
2C
1

[
ε·ss· + εk··k

]
δpq +

2C
3

[
ε·pq· + εp··q

]
+ 2C

5

[
ε·pq· − εp··q

]
+

1

2
2C
7

[
κ·ss· + κk··k

]
δpq+

+
1

2
2C
8

[
κ·pq· + κp··q

]
+

1

2
2C
9

[
κ·pq· − κp··q

]
+

3

4
3C
1

[
ε·ss· + εk··k

]2
δpq+

+
3

8
3C
3

[[
εsq + εqs

][
εps + εsp

]
+
[
ε·ps· + εp··s

][
ε·sq· + εs··q

]]
+

+
1

4
3C
5

[[
ε·pq· + εp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+
[
ε·ks· + εk··s

][
ε·sk· + εs··k

]
δpq

]
+

+
1

4
3C
6

[
ε·pq· + εp··q

][
κ·ll· + κm·

·m
]
+

1

4
3C
7

[
κ·ks· + κk··s

][
κ·sk· + κs··k

]
δpq+

+
1

2
3C
9

[
ε·ss· + εk··k

][
κ·ll· + κm·

·m
]
δqp +

1

4
3C
10

[
κ·ss· + κk··k

]2
δqp+

+
1

4
3C
11

[[
κ·pq· + κp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+

[
ε·ks· + εk··s

][
κ·sk· + κs··k

]
δpq

]
+

+
1

4
3C
12

[
κ·pq· + κp··q

][
κ·ll· + κm·

·m
]
+
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+
1

8
3C
13

[[
ε·lq· + εl··q

][
κ·pl· + κp··l

]
+
[
εpl + εlp

][
κlq + κql

]
+

+
[
ε·ps· + εp··s

][
κ·sq· + κs··q

]
+
[
εsq + εqs

][
κps + κsp

]]
+

+
1

8
3C
14

[[
κ·kq· + κk··q

][
κ·pk· + κp··k

]
+
[
κpk + κkp

][
κkq + κqk

]]
+

+
1

8
3C
15

[[
κ·lq· + κl··q

][
ε·pl· − εp··l

]
+
[
κpl + κlp

][
εlq − εql

]
+

+
[
ε·kq· + εk··q

][
κ·pk· + κp··k

]
−
[
εpk + εkp

][
κkq + κqk

]]
+

+
1

8
3C
16

[[
κ·lq· + κl··q

][
κ·pl· − κp··l

]
+

[
κpl + κlp

][
κlq − κql

]]
+

+
1

4
3C
17

[
2
[
ε·pq· − εp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+
[
ε·ks· − εk··s

][
ε·sk· − εs··k

]
δpq

]
+

+
1

4
3C
18

[
ε·pq· − εp··q

][
κ·ll· + κm·

·m
]
+

1

4
3C
19

[
κ·ks· − κk··s

][
κ·sk· − κs··k

]
δpq+

+
1

8
3C
21

[[
ε·lq· − εl··q

][
ε·pl· − εp··l

]
+
[
εlq − εql

][
εpl − εlp

]
+

+
[
ε·ps· + εp··s

][
ε·sq· − εs··q

]
−
[
εsq + εqs

][
εps − εsp

]
+

+
[
ε·kq· + εk··q

][
ε·pk· − εp··k

]
−
[
εpk + εkp

][
εkq − εqk

]]
+

+
1

8
3C
22

[[
κ·ps· + κp··s

][
ε·sq· − εs··q

]
−
[
κsq + κqs

][
εps − εsp

]
+

+
[
κ·kq· + κk··q

][
ε·pk· − εp··k

]
−
[
κpk + κkp

][
εkq − εqk

]]
+

+
1

8
3C
23

[[
κ·lq· − κl··q

][
κ·pl· − κp··l

]
+

[
κlq − κql

][
κpl − κlp

]]
+

+
1

8
3C
25

[[
ε·lq· − εl··q

][
κ·pl· − κp··l

]
+
[
εlq − εql

][
κpl − κlp

]
+

+
[
ε·ps· + εp··s

][
κ·sq· − κs··q

]
−
[
εsq + εqs

][
κps − κsp

]]
+

+
1

8
3C
26

[[
κ·ps· + κp··s

][
κ·sq· − κs··q

]
−
[
κsq + κqs

][
κps − κsp

]]
+

+
1

4
3C
27

[[
κ·pq· − κp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+
[
ε·ks· − εk··s

][
κ·sk· − κs··k

]
δpq

]
+

+
1

4
3C
28

[
κ·pq· − κp··q

][
κ·ll· + κm·

·m
]
,

µp··q =
2C
2

[
κ·ss· + κk··k

]
δpq +

2C
4

[
κ·pq· + κp··q

]
+ 2C

6

[
κ·pq· − κp··q

]
+

1

2
2C
7

[
ε·ss· + εk··k

]
δpq+

+
1

2
2C
8

[
ε·pq· + εp··q

]
+

1

2
2C
9

[
ε·pq· − εp··q

]
+

3

4
3C
2

[
κ·ss· + κk··k

]2
δpq+

+
3

8
3C
4

[[
κsq + κqs

][
κps + κsp

]
+
[
κ·ps· + κp··s

][
κ·sq· + κs··q

]]
+

+
1

4
3C
6

[
ε·ks· + εk··s

][
ε·sk· + εs··k

]
δpq +

1

4
3C
7

[
κ·pq· + κp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+
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+
1

4
3C
8

[[
κ·pq· + κp··q

][
κ·ll· + κm·

·m
]
+
[
κ·ks· + κk··s

][
κ·sk· + κs··k

]
δpq

]
+

+
1

4
3C
9

[
ε·ss· + εk··k

]2
δqp +

1

2
3C
10

[
ε·ss· + εl··l

][
κ·kk· + κm·

·m
]
δqp+

+
1

4
3C
11

[
ε·pq· + εp··q

][
ε·ll· + εs··s

]
+

+
1

4
3C
12

[[
κ·pq· + κp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+
[
ε·ks· + εk··s

][
κ·sk· + κs··k

]
δpq

]
+

+
1

8
3C
13

[[
ε·kq· + εk··q

][
ε·pk· + εp··k

]
+
[
εpk + εkp

][
εkq + εqk

]]
+

+
1

8
3C
14

[[
κ·lq· + κl··q

][
ε·pl· + εp··l

]
+
[
κpl + κlp

][
εlq + εql

]
+

+
[
κ·ps· + κp··s

][
ε·sq· + εs··q

]
+

[
κsq + κqs

][
εps + εsp

]]
+

+
1

8
3C
15

[[
εsq + εqs

][
εps − εsp

]
+
[
ε·ps· + εp··s

][
ε·sq· − εs··q

]]
+

+
1

8
3C
16

[[
ε·ps· + εp··s

][
κ·sq· − κs··q

]
+
[
εsq + εqs

][
κps − κsp

]
+

+
[
ε·kq· + εk··q

][
κ·pk· + κp··k

]
−

[
εpk + εkp

][
κkq + κqk

]]
+

+
1

4
3C
18

[
ε·ks· − εk··s

][
ε·sk· − εs··k

]
δpq +

1

4
3C
19

[
κ·pq· − κp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+

+
1

4
3C
20

[
2
[
κ·pq· − κp··q

][
κ·ll· + κm·

·m
]
+
[
κ·ks· − κk··s

][
κ·sk· − κs··k

]
δpq

]
+

+
1

8
3C
22

[[
ε·lq· − εl··q

][
ε·pl· − εp··l

]
+
[
εlq − εql

][
εpl − εlp

]]
+

+
1

8
3C
23

[[
ε·ps· + εp··s

][
κ·sq· − κs··q

]
−
[
εsq + εqs

][
κps − κsp

]
+

+
[
ε·kq· + εk··q

][
κ·pk· − κp··k

]
−

[
εpk + εkp

][
κkq − κqk

]]
+

+
1

8
3C
24

[[
κ·lq· − κl··q

][
κ·pl· − κp··l

]
+
[
κlq − κql

][
κpl − κlp

]
+

+
[
κ·ps· + κp··s

][
κ·sq· − κs··q

]
−
[
κsq + κqs

][
κps − κsp

]
+

+
[
κ·kq· + κk··q

][
κ·pk· − κp··k

]
−
[
κpk + κkp

][
κkq − κqk

]]
+

+
1

8
3C
25

[[
ε·kq· + εk··q

][
ε·pk· − εp··k

]
−
[
εpk + εkp

][
εkq − εqk

]]
+

+
1

8
3C
26

[[
ε·lq· − εl··q

][
κ·pl· − κp··l

]
+
[
εlq − εql

][
κpl − κlp

]
+

+
[
κ·kq· + κk··q

][
ε·pk· − εp··k

]
−

[
κpk + κkp

][
εkq − εqk

]]
+

+
1

4
3C
27

[
κ·pq· − κp··q

][
ε·ll· + εm·

·m
]
+

+
1

4
3C
28

[[
ε·pq· − εp··q

][
κ·ll· + κm·

·m
]
+
[
ε·ks· − εk··s

][
κ·sk· − κs··k

]
δpq

]
.

Для упрощения работы с определяющими постоянными введем новые па-
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раметры. Вместо девяти исходных постоянных 2C
c

(c = 1, . . . , 9) из выражения

для упругого потенциала (9) определим следующие модули:

2C
1
= Gν(1− 2ν)−1, 2C

2
= GL2c3,

2C
3
= G,

2C
4
= GL2, 2C

5
= Gc1,

2C
6
= GL2c2,

2C
7
= GLc4,

2C
8
= GLc5,

2C
9
= GLc6.

(12)

Аналогично, вместо постоянных 3C
a

(a = 1, . . . , 28) введем

3C
1
= Gc7,

3C
2
= GL3c8,

3C
3
= Gc9,

3C
4
= GL3c10,

3C
5
= Gc11,

3C
6
= GLc12,

3C
7
= GL2c13,

3C
8
= GL3c14,

3C
9
= GLc15,

3C
10

= GL2c16,
3C
11

= GLc17,
3C
12

= GL2c18,
3C
13

= GLc19,
3C
14

= GL2c20,
3C
15

= GLc21,
3C
16

= GL2c22,
3C
17

= Gc23,
3C
18

= GLc24,
3C
19

= GL2c25,
3C
20

= GL3c26,
3C
21

= Gc27,
3C
22

= GLc28,
3C
23

= GL2c29,
3C
24

= GL3c30,
3C
25

= GLc31,
3C
26

= GL2c32,
3C
27

= GLc33,
3C
28

= GL2c34.

(13)

В результате мы получаем систему из двух размерных параметров и трид-
цати пяти безразмерных параметров: G— модуль сдвига (имеет размерность
силовых напряжений); ν — коэффициент Пуассона (не имеет физической раз-
мерности); L— характеристическая микродлина; cs (s = 1, . . . , 34) — не име-
ющие физической размерности постоянные.

Заключение. В работе исследуется построение квадратичных поправок
к определяющим уравнениям для силовых и моментных напряжений в ге-
митропных микрополярных упругих телах.

1. Ранее были предложены H/E/A-представления энергетических потен-
циалов. Среди них только A-форма позволяет получить кубическую
аппроксимацию энергетического потенциала для гемитропного мик-
рополярного тела в виде полиномиальной линейной комбинации ра-
циональных инвариантов. Важно отметить, что часть этих инвариан-
тов, имеющих псевдотензорную природу, проявляет чувствительность
к зеркальным преобразованиям в трехмерном пространстве.

2. Для системы, состоящей из двух симметричных и двух антисиммет-
ричных тензоров второго ранга, построен полный неприводимый набор
индивидуальных и совместных целых рациональных алгебраических
инвариантов. Важно отметить, что представленная форма не содер-
жит метрического тензора [11].

3. Полученный набор инвариантов использован для построения кубиче-
ской энергетической формы гемитропного микрополярного тела и фор-
мирования полного набора из 37 определяющих постоянных, характе-
ризующих упругие свойства материала.

4. Получены определяющие уравнения для силовых и моментных напря-
жений, включающие квадратичные поправки, справедливые в произ-
вольной криволинейной системе координат. С этой целью вычислены
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производные по асимметричным тензорным аргументам от квадратич-
ных и кубических инвариантов.

5. Получены соотношения (12) и (13), устанавливающие соответствие меж-
ду формальным представлением и физически интерпретируемыми па-
раметрами материала — модулем сдвига, коэффициентом Пуассона, ха-
рактеристической микродлиной и тридцатью четырьмя безразмерны-
ми параметрами, полностью характеризующими упругие свойства ге-
митропного материала в кубическом приближении.

Конкурирующие интересы. У нас нет конфликта интересов в отношении автор-
ства и публикации этой статьи.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.

Финансирование. Работа выполнена по теме государственного задания (государ-
ственный регистрационный номер 124012500437-9).

Библиографический список

1. Cosserat E., Cosserat F. Théorie des corps déformables. Paris: Herman et Fils, 1909.
vi+226 pp.

2. Kessel S. Lineare Elastizitätstheorie des anisotropen Cosserat-Kontinuums // Abh.
Braunschw. Wiss. Ges., 1964. vol. 16. pp. 1–22. DOI: https://doi.org/10.24355/dbbs.

084-201301181342-0.
3. Neuber H. On the general solution of linear-elastic problems in isotropic and anisotropic

Cosserat continua / Applied Mechanics; eds. H. Görtler. Berlin, Heidelberg: Springer, 1966.
pp. 153–158. DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-662-29364-5_16.

4. Nowacki W. Theory of Micropolar Elasticity: Course held at the Department for Mechanics
of Deformable Bodies, July 1970, Udine / International Centre for Mechanical Sciences.
Courses and Lectures. vol. 25. Wien, New York: Springer, 1972. 286 pp. DOI: https://doi.
org/10.1007/978-3-7091-2720-9.

5. Dyszlewicz J. Micropolar Theory of Elasticity / Lecture Notes in Applied and Compu-
tational Mechanics. vol. 15. Berlin: Springer, 2004. xv+356 pp. DOI: https://doi.org/

10.1007/978-3-540-45286-7.
6. Besdo D. Ein Beitrag zur nichtlinearen Theorie des Cosserat-Kontinuums // Acta Mech.,

1974. vol. 20, no. 1. pp. 105–131. DOI: https://doi.org/10.1007/BF01374965.
7. Nowacki W. Theory of Asymmetric Elasticity. Oxford: Pergamon Press, 1986. viii+383 pp.
8. Радаев Ю. Н. Правило множителей в ковариантных формулировках микрополярных

теорий механики континуума // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки,
2018. Т. 22, №3. С. 504–517. EDN: YOYJQD. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1635.

9. Veblen O., Thomas T. Y. Extensions of relative tensors // Trans. Amer. Math. Soc., 1924.
vol. 26, no. 3. pp. 373–377. DOI: https://doi.org/10.2307/1989146.

10. Veblen O. Invariants of Quadratic Differential Forms / Cambridge Tracts in Mathematics
and Mathematical Physics. vol. 24. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1927. viii+102 pp.

11. Gurevich G. B. Foundations of the Theory of Algebraic Invariants. Groningen, The Nether-
lands: P. Noordhoff, 1964. viii+429 pp.

12. Schouten J. A. Tensor Analysis for Physicist. Oxford: Clarendon Press, 1951. 434 pp.
13. Synge J. L., Schild A. Tensor Calculus. New York: Dover Publ., 1978. xi+324 pp.
14. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Приведение естественных форм гемитропных энерге-

тических потенциалов к конвенциональным // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер.
Механика предельного состояния, 2022. №4. С. 108–115. EDN: DTZTJY. DOI: https://doi.
org/10.37972/chgpu.2022.54.4.009.

287



М у ра ш к ин Е. В., Р а д а е в Ю. Н.

15. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. О двух основных естественных формах потенциала
асимметричных тензоров силовых и моментных напряжений в механике гемитропных
тел // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер. Механика предельного состояния, 2022.
№3. С. 86–100. EDN: YOEHQV. DOI: https://doi.org/10.37972/chgpu.2022.53.3.010.

16. Мурашкин Е. В. О связи микрополярных определяющих параметров термодинами-
ческих потенциалов состояния // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер. Механи-
ка предельного состояния, 2022. №1. С. 110–121. EDN: JXXIAX. DOI: https://doi.org/
10.37972/chgpu.2023.55.1.012.

17. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Волновые критерии ультратропности микрополярных
упругих тел // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер. Механика предельного состоя-
ния, 2023. №4. С. 128–138. DOI: https://doi.org/10.37972/chgpu.2024.62.4.009.

18. Радаев Ю. Н. Тензоры с постоянными компонентами в определяющих уравнениях ге-
митропного микрополярного тела // Изв. РАН. МТТ, 2023. №5. С. 98–110. EDN: PHNOCG.
DOI: https://doi.org/10.31857/S057232992370006X.

19. Spencer A. J. M. Theory of invariants / Continuum Physics. vol. 1. New York: Academic
Press, 1971. pp. 240–353. DOI: https://doi.org/10.1016/B978-0-12-240801-4.50008-X.

20. Nye J. F. Physical Properties of Crystals. Their Representation by Tensors and Matrices.
Oxford: Clarendon Press, 1957. xv+322 pp.

21. Wooster W. A. Experimental Crystal Physics. Oxford: Clarendon Press, 1957. viii+115 pp.
22. Voigt W. Lehrbuch der Kristallphysik (mit Ausschluß der Kristalloptik). Leipzig: B.G. Teub-

ner, 1928. xxvi+978 pp. (In German)
23. Murashkin E. V., Radaev Y. N. Two-dimensional Nye figures for some micropolar elastic

solids // Mech. Solids, 2023. vol. 58, no. 6. pp. 2254–2268. EDN: AIPHVE. DOI: https://doi.
org/10.3103/s0025654423700243.

24. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Двумерные фигуры Ная для гемитропных микро-
полярных упругих тел // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Меха-
ника. Информатика, 2024. Т. 24, №1. С. 109–122. EDN: FKFRHA. DOI: https://doi.org/
10.18500/1816-9791-2024-24-1-109-122.

25. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Об одном способе построения фигур Ная в асимметрич-
ных теориях демитропной микрополярной упругости // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яко-
влева. Сер. Механика предельного состояния, 2023. №3. С. 100–111. EDN: KSSOKR.
DOI: https://doi.org/10.37972/chgpu.2023.57.3.009.

26. Krylova E. Yu., Murashkin E. V., Radayev Y. N. The Nye cells and figures for ather-
mic hemitropic, isotropic and ultraisotropic micropolar elastic solids // Mech. Solids, 2024.
vol. 59, no. 3. pp. 1311–1320. DOI: https://doi.org/10.1134/S0025654424603719.

27. Murashkin E. V., Radayev Y. N. A negative weight pseudotensor formulation of coupled
hemitropic thermoelasticity // Lobachevskii J. Math., 2023. vol. 44, no. 6. pp. 2440–2449.
EDN: PINYDI. DOI: https://doi.org/10.1134/S1995080223060392.

28. Murashkin E. V., Radayev Yu. N. Theory of Poisson’s ratio for a thermoelastic microp-
olar acentric isotropic solid // Lobachevskii J. Math., 2024. vol. 45, no. 5. pp. 2378–2390.
EDN: ASGCQB. DOI: https://doi.org/10.1134/S1995080224602480.

29. Радаев Ю. Н., Мурашкин Е. В. Псевдотензорная формулировка механи-
ки гемитропных микрополярных сред // Проблемы прочности и пластич-
ности, 2020. Т. 82, №4. С. 399–412. EDN: TODIFV. DOI: https://doi.org/

10.32326/1814-9146-2020-82-4-399-412.

30. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Теплопроводность микрополярных тел, чувстви-
тельных к зеркальным отражениям пространства // Учен. зап. Казан. ун-та. Сер.
Физ.-матем. науки, 2023. Т. 165, №4. С. 389–403. EDN: HTQAHJ. DOI: https://doi.org/
10.26907/2541-7746.2023.4.389-403.

31. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Связанная термоупругость гемитропных сред. Псев-
дотензорная формулировка // Изв. РАН. МТТ, 2023. №3. С. 163–176. EDN: JMQVBJ.
DOI: https://doi.org/10.31857/S0572329922600876.

288



О квадратичных поправках определяющих уравнений . . .

32. Murashkin E. V., Radayev Y. N. Heat transfer in anisotropic micropolar solids // Mech.
Solids, 2023. vol. 58, no. 9. pp. 3111–3119. EDN: WBUGBA. DOI: https://doi.org/10.3103/
S0025654423700255.

33. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. К поливариантности основных уравнений связанной
термоупругости микрополярного тела // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер. Ме-
ханика предельного состояния, 2023. №3. С. 112–128. EDN: RQUKBG. DOI: https://doi.
org/10.37972/chgpu.2023.57.3.010.

34. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Мультивесовая термомеханика гемитропных микропо-
лярных тел // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер. Механика предельного состоя-
ния, 2023. №4. С. 86–120. EDN: RQUKBG. DOI: https://doi.org/10.37972/chgpu.2023.58.
4.010.

35. Murashkin E. V., Radayev Y. N. On algebraic triple weights formulation of micropolar ther-
moelasticity // Mech. Solids, 2024. vol. 59, no. 1. pp. 555–580. EDN: GBHEKM. DOI: https://
doi.org/10.1134/s0025654424700274.

36. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Термомеханические состояния гиротропных микропо-
лярных тел // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2023. Т. 27, №4.
С. 659–678. EDN: CRRHLO. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu2062.

37. Розенфельд Б. А. Многомерные пространства. М.: Наука, 1966. 648 с.

38. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Алгебраический алгоритм систематического приве-
дения одноточечных псевдотензоров к абсолютным тензорам // Вестн. ЧГПУ им.
И.Я. Яковлева. Сер. Механика предельного состояния, 2022. №1. С. 17–27. EDN: ZJWFGT.
DOI: https://doi.org/10.37972/chgpu.2022.51.1.002.

39. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Ковариантно постоянные тензоры в пространствах Ев-
клида. Элементы теории // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер. Механика предель-
ного состояния, 2022. №2. С. 106–115. EDN: FQVGRK. DOI: https://doi.org/10.37972/

chgpu.2022.52.2.012.

40. Мурашкин Е. В., Радаев Ю. Н. Ковариантно постоянные тензоры в пространствах Ев-
клида. Приложения к механике континуума // Вестн. ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер.
Механика предельного состояния, 2022. №2. С. 118–127. EDN: ESTJSA. DOI: https://doi.
org/10.37972/chgpu.2022.52.2.013.

41. Сушкевич А. К. Основы высшей алгебры. М.: ОНТИ, 1937. 476 с.

42. Жилин П. А. Рациональная механика сплошных сред. СПб.: Политехн. ун-т, 2012.
584 с.

289



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025, vol. 29, no. 2, pp. 274–293

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2144

MSC: 15A72, 74A35, 74B20

On quadratic corrections of constitutive equations
for a hemitropic micropolar elastic solid

E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev

Ishlinsky Institite for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences,
101–1, pr. Vernadskogo, Moscow, 119526, Russian Federation.

Abstract

In the present paper, cubic approximations of energy forms for the poten-
tials of force and couple stresses in hemitropic micropolar elastic solids are
proposed and discussed. H/E/A-representations for these potentials were
introduced in earlier studies. However, the A-form allows us to obtain a
cubic approximation for the stress potential in the form of a polynomial
combination of invariants, comprising integer powers of individual and joint
base rational algebraic invariants and pseudoinvariants. Some of these pseu-
doinvariants have “pseudo-tensor pre-images” that are sensitive to mirror
reflections and inversions of three-dimensional space.

Within the framework of this study, a complete irreducible set of individ-
ual and joint linear, quadratic, and cubic integer rational algebraic invariants
is obtained for a set consisting of the symmetric and antisymmetric parts
of the asymmetric strain tensor and the wryness tensor. A cubic energy
form for a hemitropic micropolar solid is determined, and a complete set of
37 constitutive moduli is specified. Additionally, constitutive equations for
force and couple stresses in arbitrary curvilinear coordinates are derived,
including quadratic corrections.
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Аннотация

Одной из ключевых проблем линейного регрессионного анализа яв-
ляется обеспечение робастного оценивания параметров модели в усло-
виях стохастической неоднородности данных. В подобных случаях оцен-
ки классического метода наименьших квадратов теряют устойчивость.
Данная проблема особенно актуальна при распределениях ошибок с бо-
лее вытянутыми хвостами по сравнению с нормальным распределени-
ем. В качестве одного из подходов к повышению робастности регрес-
сионных моделей рассматривается замена квадратичной функции по-
терь на выпукло-вогнутую, однако непосредственное применение таких
функций приводит к многоэкстремальности целевой функции, что су-
щественно усложняет решение задачи.

Целью настоящего исследования является анализ свойств метода ва-
риационно-взвешенных квадратических и абсолютных приближений для
невыпуклых функций потерь. В работе предложен подход, основанный
на замене исходной невыпуклой задачи регрессионного оценивания на
итеративное применение взвешенных методов наименьших квадратов
и наименьших модулей. Фактически реализуется метод вариационно-
взвешенных квадратических и абсолютных приближений для невыпук-
лых функций потерь. На каждой итерации взвешенного метода наимень-
ших модулей использовались алгоритмы спуска по узловым прямым.
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Исследование итерационных алгоритмов проведено методом стати-
стических испытаний Монте–Карло для различных функций потерь.
Установлено, что взвешенный метод наименьших модулей превосходит
метод наименьших квадратов по быстродействию при сопоставимой точ-
ности оценивания. В условиях одновременного нарушения нескольких
предпосылок регрессионного анализа для достижения приемлемой точ-
ности предпочтительным является использование либо взвешенного ме-
тода наименьших модулей, либо обобщенного метода наименьших моду-
лей, реализованного в виде алгоритма обобщенного спуска. Получены
оценки вычислительной сложности алгоритмов и времени их выполне-
ния в зависимости от объема выборки и количества параметров регрес-
сионной модели.

Ключевые слова: линейная регрессия, робастное оценивание, стоха-
стическая неоднородность данных, взвешенный метод наименьших мо-
дулей, метод наименьших квадратов, невыпуклые функции потерь, ите-
рационные алгоритмы, устойчивость регрессионных моделей.

Получение: 22 ноября 2024 г. / Исправление: 1 апреля 2025 г. /
Принятие: 15 апреля 2025 г. / Публикация онлайн: 13 мая 2025 г.

Введение. Линейная регрессия представляет собой одну из наиболее рас-
пространенных вероятностных моделей, используемых для анализа зависимо-
стей в различных областях знания [1]. Данная модель описывает линейную
взаимосвязь между условным математическим ожиданием зависимой пере-
менной Y и набором объясняющих переменных X1, X2, . . . , Xm на основе
экспериментальных данных (1, xi2, . . . , xim; yi), где i = 1, 2, . . . , n. Формально
это выражается соотношением [2]

E(Y |X2 = x2, . . . , Xm = xm) = α1 +
m∑

k=2

αkxk. (1)

Таким образом, модель (1) позволяет аппроксимировать величины, кото-
рые могут быть представлены в виде

y = Xα+ ε,

где

y =




y1
y2
...
yn


 , X =




1 x12 · · · x1m
1 x22 · · · x2m
...

...
. . .

...
1 xn2 · · · xnm


 =




x>
1

x>
2
...
x>
n


 , α =




α1

α2
...
αm


 , ε =




ε1
ε2
...
εn


 .

Здесь y — вектор наблюдений зависимой переменной; X = {xij}n×m — матри-
ца регрессоров, содержащая значения объясняющих переменных X1, X2, . . . ,
Xm, причем x>

i = (1, xi2, . . . , xim); α— вектор неизвестных параметров моде-
ли; ε— вектор случайных ошибок наблюдений.
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Задача оценивания коэффициентов модели (1) в общем случае формули-
руется как задача оптимизации:

Q(a) =

n∑

i=1

ρ

(∣∣∣∣yi −
m∑

j=1

ajxij

∣∣∣∣
)

→ min
a∈Rm

, (2)

где ρ(·)— функция потерь, определенная на положительной полуоси, удовле-
творяющая условиям ρ(0) = 0 и ρ′(x) > 0 для всех x > 0.

Классический линейный регрессионный анализ опирается на систему пред-
посылок, которые определяют требования к объясняющим переменным Xi,
параметрам модели α и случайным отклонениям ε, а также позволяют ис-
следовать статистические свойства оценок коэффициентов регрессии [3]:

1◦) на вектор параметров α не наложено ограничений, то есть A = Rm,
где A— множество допустимых (априорных) значений параметров;

2◦) матрица X детерминирована, т.е. элементы xij не являются случайны-
ми величинами;

3◦) матрица X имеет полный столбцовый ранг: rank(X) = m < n;
4◦) вектор ошибок ε случаен, следовательно, вектор наблюдений y также

является случайным вектором;
5◦) ошибки имеют нулевое математическое ожидание: E(εi) = 0 для всех

i = 1, 2, . . . , n, или в векторной форме E(ε) = 0;
6◦) ошибки гомоскедастичны и некоррелированы: cov(εi, εk) = 0 при i 6= k,

E(ε2i ) = σ2ε для всех i, k = 1, 2, . . . , n, где σ2ε — постоянная дисперсия
ошибок;

7◦) распределение ошибок ε является нормальным (гауссовым).

При выполнении указанных предпосылок метод наименьших квадратов
(МНК) обеспечивает получение эффективных оценок α̃ коэффициентов ре-
грессии [4]. В рамках МНК в (2) функция потерь имеет вид ρ(x) = ρls(x) = x2.
Статистические свойства МНК-оценок параметров модели и уравнения ре-
грессии в целом хорошо исследованы. Однако в условиях стохастической
неоднородности данных возможны нарушения исходных предположений, при-
водящие к потере устойчивости МНК-оценок.

Во-первых, эмпирические распределения ошибок часто демонстрируют
более вытянутые хвосты по сравнению с нормальным распределением, что
снижает эффективность МНК-оценок [5–7]. Особенно критичной для МНК
является ситуация наличия выбросов — редких, часто асимметричных наблю-
дений, а также случаев, когда в модель включены лаговые эндогенные пере-
менные [8–10]. Подобные аномалии могут возникать, например, при развитии
процессов деградации в механических системах [11].

Во-вторых, в экономических, медицинских и других исследованиях гете-
рогенность данных часто приводит к появлению наблюдений, которые мо-
гут быть классифицированы как выбросы относительно основной выборки
[12–14].

В-третьих, существенную проблему представляет гетероскедастичность —
непостоянство дисперсии ошибок наблюдений [3,15].

В перечисленных случаях для обеспечения робастности оценок рекомен-
дуется применение альтернативных методов, устойчивых к нарушениям клас-
сических предпосылок регрессионного анализа.
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Если в (2) задать ρ(x) = ρld(x) = |x|, то получим метод наименьших
модулей (МНМ) [16,17]. Для данного метода разработаны эффективные вы-
числительные алгоритмы [18–27]. Однако при одновременном воздействии
нескольких факторов неоднородности, упомянутых выше, МНМ-оценки так-
же теряют устойчивость [9].

В случае, когда в (2) функция потерь ρ(x) = ρgld(x) удовлетворяет усло-
вию

d2ρgld(x)

dx2
< 0 для всех x > 0,

приходим к обобщенному методу наименьших модулей (ОМНМ) [21].
Применение вогнутых (ρ′(x) > 0, ρ′′(x) < 0 ∀x > 0) и выпукло-вогнутых

(ρ′(x) > 0 ∀x > 0 с точкой перегиба c > 0: ρ′′(x) > 0 при x < c и ρ′′(x) < 0
при x > c) функций потерь приводит к появлению множества локальных ми-
нимумов в задаче (2), что существенно увеличивает вычислительную слож-
ность процедуры оценивания. Одним из подходов к решению этой пробле-
мы является сведение исходной невыпуклой задачи робастного оценивания
к последовательности задач минимизации взвешенным методом наименьших
квадратов (ВМНК) [3, 22] или взвешенным методом наименьших модулей
(ВМНМ) [23,24].

Данный подход был впервые использован для реализации МНМ через
ВМНК и известен как метод Вейсфельда [25], или метод вариационно-взве-
шенных квадратических приближений [16]. Следует отметить, что в рабо-
те [25] метод был эвристически применен к задачам размещения, тогда как
в [16] он получил строгое теоретическое обоснование и детальное исследова-
ние.

Задачи минимизации в рамках ВМНК и ВМНМ характеризуются целе-
выми функциями вида

V∗(a) =
n∑

i=1

piρ∗

(∣∣∣∣yi −
m∑

j=1

ajxij

∣∣∣∣
)

→ min
a∈Rm

, (3)

где ρ∗(·) представляет функцию потерь (ρ∗(x) = ρls(x) = x2 для МНК,
ρ∗(x) = ρld(x) = |x| для МНМ), а pi > 0— весовые коэффициенты, отража-
ющие точность соответствующих измерений. Эти коэффициенты призваны
компенсировать расхождения между эмпирическим распределением ошибок
fn(x) и их теоретически оптимальным распределением:

– нормальным распределением fε(x) =
1

σε

√
2π

exp
(
− x2

2σ2
ε

)
для МНК;

– распределением Лапласа fε(x) =
1

σε

√
2
exp

(
−

√
2|x|
σε

)
для МНМ.

В силу выпуклости, непрерывности и ограниченности снизу целевых функ-
ций в (3) они обладают единственными точками глобального минимума.

Метод вариационно-взвешенных абсолютных приближений, предложен-
ный в работах [23,24], имеет ряд ограничений:

1) исследован только для случая вогнутых функций потерь ρ(x);
2) не изучена область его применимости в зависимости от свойств ρ(x);
3) отсутствует анализ вычислительной сложности итерационного процес-

са, требующего решения последовательности выпуклых задач вида (3)
вместо исходной задачи (2).
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Метод вариационно-взвешенных квадратических приближений [16,25] раз-
работан исключительно для МНМ, при этом его потенциальные возможности
для вогнутых и выпукло-вогнутых функций потерь остаются неисследован-
ными.

Цель настоящей работы состоит в разработке общего подхода к методу
вариационно-взвешенных приближений для невыпуклых функций потерь, ис-
следовании его свойств и оценке вычислительной сложности.

1. Методы исследования. Рассмотрим итерационные процедуры взве-
шивания квадратов и модулей невязок.

1.1. Использование ВМНК. В условиях стохастической неоднородно-
сти данных при наличии асимметричных отклонений распределения ошибок
от нормального закона целесообразно рассматривать функции потерь, удо-
влетворяющие следующим условиям [4]:

1) существует конечный положительный предел:

0 < lim
x→+0

ρ(x)

x2
= c1 <∞;

2) функция имеет горизонтальную асимптоту:

0 < lim
x→+∞

ρ(x) = d1 <∞.

Следует отметить, что реализация метода остается возможной и при от-
сутствии горизонтальной асимптоты у функции потерь при условии выпол-
нения соотношения lim

x→+∞
ρ(x)/x2 = 0.

Итерационная процедура заключается в решении последовательности за-
дач минимизации

V
(k)
ls (a) =

n∑

i=1

p
(k)
i

(∣∣∣∣yi −
m∑

j=1

ajxij

∣∣∣∣
)

→ min
a∈Rm

, (4)

где весовые коэффициенты определяются так:

p
(k)
i =

ρ(|e(k−1)
i |)

(e
(k−1)
i )2

, e
(k−1)
i = yi −

m∑

j=1

a
(k−1)
j xij .

Здесь e
(k−1)
i — ошибки на (k−1)-й итерации; a

(k−1)
j — ВМНК-оценки парамет-

ров на (k − 1)-й итерации; a
(0)
j — начальные МНК-оценки; p

(0)
i = 1 для всех

i = 1, 2, . . . , n. В случае стремления ошибок e
(k−1)
i к нулю весовые коэффи-

циенты p
(k)
i вычисляются с помощью предельного перехода в нулевой точке.

Оценки параметров в (4) вычисляются по формуле

a = (U>U)−1(U>v), (5)

где U = W−1X, v = W−1y, W = diag(p
(k)
1 , . . . , p

(k)
n ).

Рассмотрим три классические функции потерь, предложенные Эндрюсом,
Мешалкиным и Рамсеем [4]. Для унификации анализа введем единый пара-
метр λ, характеризующий их свойства:
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– при λ→ 0 все три функции стремятся к квадратичной ρ(x) = x2;
– при λ 6= 0 функции обладают горизонтальной асимптотой.
Графическая иллюстрация поведения функций потерь при значениях па-

раметра λ = 0.1 и 0.5 представлена на рис. 1.

Рис. 1. Графики функций потерь ρ(x) при λ = 0.1 и 0.5

[Figure 1. Plots of loss functions ρ(x) at λ = 0.1, and 0.5]

Функция потерь Эндрюса задается кусочно-определенным выражением

ρA(x) =

{
(2λ)−1

[
1− cos(x

√
2λ)

]
, |x| < π/

√
2λ,

λ−1, |x| > π/
√
2λ.

(6)

Соответствующие весовые коэффициенты вычисляются по формуле

p
(k)
i =

1− cos(e
(k−1)
i

√
2λ)

2λ(e
(k−1)
i )2

.

Для корректной программной реализации алгоритма необходимо отдельно
рассматривать случай нулевых невязок. Предельное значение весового коэф-

фициента при e
(k−1)
i → 0 определяется следующим образом:

lim
x→0

1− cos(x
√
2λ)

2λx2
=

1

2
.

Таким образом, в вычислительной реализации следует полагать p
(k)
i = 1/2

при e
(k−1)
i = 0.

Функция потерь Мешалкина определяется выражением

ρM (x) =
1− exp(−λx2/2)

λ
. (7)

Соответствующие весовые коэффициенты вычисляются так:

p
(k)
i =

1− exp(−λ(e(k−1)
i )2/2)

λ(e
(k−1)
i )2

.
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Предельное значение при нулевых невязках определяется следующим обра-
зом:

lim
x→0

1− exp(−λx2/2)
λx2

=
1

2
.

Функция потерь Рамсея задается формулой

ρR(x) =
1− (1 +

√
λ|x|) exp(−

√
λ|x|)

λ
. (8)

Весовые коэффициенты для данной функции следующие:

p
(k)
i =

1− (1 +
√
λ|e(k−1)

i |) exp(−
√
λ|e(k−1)

i |)
2λ(e

(k−1)
i )2

.

Предельное значение:

lim
x→0

1− (1 +
√
λ|x|) exp(−

√
λ|x|)

λx2
=

1

2
.

Таким образом, алгоритм итерационно пересчитывает значения весовых
коэффициентов до тех пор, пока разница между весами текущей и преды-
дущей итераций не станет минимальной. Экспериментальные исследования
показали, что при достижении точности порядка 10−12 скорость сходимости
метода существенно снижается. Практически оптимальным компромиссом
между точностью и вычислительной эффективностью является выполнение
двух условий: максимальная допустимая разность весов должна составлять
10−8, а максимальное число итераций ограничивается 50 циклами.

Для обеспечения единого подхода к анализу различных функций потерь
определим в уравнениях (6)–(8) значения параметра λ, соответствующие точ-
ке перегиба при x = 3σ (рис. 2). Численные расчеты при σ = 1 дают следу-
ющие значения:

– λ ≈ 0.137 для функции Эндрюса (6);
– λ ≈ 0.111 для функций Мешалкина (7) и Рамсея (8).

Рис. 2. Графики вторых производных функций потерь в точках перегиба x = 3σ

[Figure 2. Graphs of second derivatives of loss functions at inflection points x = 3σ]
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Отметим, что решение задачи регрессионного оценивания методом взве-
шенных наименьших квадратов остается возможным даже при условии
lim

x→+0
ρ(x)/x2 = 0. Однако в этом случае распределение ошибок будет иметь

более короткие хвосты по сравнению с нормальным распределением, асимп-
тотически приближаясь к равномерному распределению. Следует подчерк-
нуть, что такая ситуация является скорее теоретической, поскольку на прак-
тике встречается крайне редко.

В противоположном случае, когда lim
x→+0

ρ(x)/x2 = ∞, возникает прин-

ципиально иная ситуация: весовые коэффициенты, соответствующие малым
ошибкам, неограниченно возрастают. Это приводит к неустойчивости оценок
параметров регрессии, делая метод неприменимым на практике.

1.2. Использование ВМНМ. Здесь возможны два варианта.
Первый вариант представляет собой итерационную реализацию ОМНМ

с функциями потерь ρgld(x), удовлетворяющими в нуле условию

0 < lim
x→+0

ρ(x)

x
= c2 <∞.

В качестве конкретных примеров таких функций потерь рассмотрим arctg(|x|)
и ln(|x|+ 1). Для обеих этих функций выполняется условие

lim
x→+0

ρgld(x)

|x| = 1.

Второй вариант предполагает использование ВМНМ для итерационного
решения задачи (2) с функциями потерь, обладающими следующими свой-
ствами:

lim
x→+0

ρ(x)

x
= 0, lim

x→∞
ρ(x)

x
<∞.

Конкретные примеры таких функций потерь ρls(x) приведены в (6)–(8).
Важно отметить, что задачу (2) с функциями потерь, для которых

lim
x→+0

ρ(x)

x
= ∞,

невозможно свести к последовательности задач ВМНМ-минимизации. Как и
в п. 1.1, при малых ошибках весовые коэффициенты в таком случае неогра-
ниченно возрастают, что делает невозможным получение устойчивых оце-
нок. В частности, это относится к функциям потерь вида ρ(x) = |x|β при
0 < β < 1.

Вместо исходной задачи (1) итерационно решается последовательность
задач ВМНМ:

V
(k)
ld (a) =

n∑

i=1

p
(k)
i

∣∣∣∣yi −
m∑

j=1

ajxij

∣∣∣∣ → min
a∈Rm

, (9)

где весовые коэффициенты p
(k)
i определяются так:

p
(k)
i =

ρ(|e(k−1)
i |)

|e(k−1)
i |

,
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а ошибки e
(k−1)
i на (k − 1)-й итерации вычисляются по формуле

e
(k−1)
i = yi −

m∑

j=1

a
(k−1)
j xij .

Здесь a
(k−1)
j — оценки параметров на (k− 1)-й итерации, a

(0)
j — МНМ-оценки,

p
(0)
i = 1 для всех i = 1, . . . , n.

Аналогично предыдущему случаю (см. п. 1.1), регрессионное оценивание

с помощью ВМНМ остается корректным и при e
(k−1)
i → 0 благодаря предель-

ному переходу в нуле.
В работах [23, 24] предложен альтернативный подход, где весовые коэф-

фициенты определяются так:

p
(k)
i = ρ′(|e(k−1)

i |).

Однако следует отметить важное отличие: в общем случае ρ′(x) 6= ρ(x)/x.
Поэтому

lim
k→∞

(
p
(k)
i − ρ(|e(k−1)

i |)
|e(k−1)

i |

)
6= 0,

а последовательность оценок (9) реализует иную функцию потерь. Например,
при использовании ρ(x) = arctg(|x|) фактически минимизируется функция
ρ̃(x) = |x|/(x2 + 1).

Для решения задачи ВМНМ-оценивания применим алгоритмы покоор-
динатного [26] и модифицированного градиентного [20] спусков по узловым
прямым. Прежде чем описать принцип работы алгоритмов, введем необходи-
мые определения.

Пусть Ω = {Ω1, . . . ,Ωn}— множество всех n гиперплоскостей Ωi:

Ωi : yi − 〈a,xi〉 = 0, i = 1, . . . , n,

где каждая гиперплоскость Ωi соответствует i-му наблюдению выборки.
Узловой точкой называется точка пересечения m линейно независимых

гиперплоскостей:

u =
⋂

s∈M
Ωs, M = {k1, . . . , km}, k1 < k2 < · · · < km, kl ∈ {1, . . . , n}.

Множество всех узловых точек обозначим через U .
Узловой прямой называется прямая, являющаяся пересечением (m − 1)

линейно независимых гиперплоскостей:

l(k1,...,km−1) =
⋂

i∈{k1,...,km−1}
Ωi, kl ∈ {1, . . . , n}.

Алгоритм покоординатного спуска реализует следующий итерационный
процесс.
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1. На нулевой итерации выбирается произвольная узловая точка u(0), по-
лученная решением СЛАУ, составленной из m произвольных наблюде-
ний.

2. Для текущей узловой точки u(k) анализируются все инцидентные ей
узловые прямые.

3. Находится узловая прямая, на которой целевая функция V
(k)
ld (a) до-

стигает минимального значения.
4. Осуществляется переход в новую узловую точку u(k+1) вдоль найден-

ной прямой.
5. Процесс продолжается до достижения точки u(∗), которая является

локальным минимумом на множестве всех инцидентных ей узловых
прямых.

Модифицированный градиентный спуск (в дальнейшем для краткости на-
зываемый просто градиентным спуском) обладает следующими особенностя-
ми: учитывает угол наклона узловой прямой, а также сгущение точек вблизи
минимума за счет применения первого приближения в оптимальной обла-
сти решений. Кроме того, он исключает необходимость вычислений значений
целевой функции в узловых точках за счет использования производных по
направлению.

Для каждой узловой точки u = (u1, . . . , um) производная по направлению
узловой прямой вычисляется по формуле

∂V
(k)
ld (u)

∂l(k1,...,km−1)
=

n∑

i=1

((
c1 + xi2c2 + · · ·+ ximcm

)
· sign

( m∑

j=1

ujxij − yi

))
,

где l(k1,...,km−1) = (c1, c2, . . . , cm)— направляющий вектор узловой прямой
l(k1,...,km−1).

Критерий минимума формулируется следующим образом: если односто-
ронние производные

∂V
(k)
ld (u)

∂l(k1,...,km−1)

∣∣∣
u−

и
∂V

(k)
ld (u)

∂l(k1,...,km−1)

∣∣∣
u+

в узловой точке u имеют разные знаки, то эта точка является минимумом

функции V
(k)
ld (a) на узловой прямой l(k1,...,km−1).

Для повышения быстродействия ОМНМ-оценивания регрессии с вогну-
тыми функциями потерь ρgld(x) вместо полного перебора всех узловых точек
[21] можно использовать приближенные алгоритмы, такие как обобщенный
спуск — итерационный алгоритм оценивания регрессии на основе ОМНМ [27].
В этом алгоритме уменьшается исследуемая окрестность точного решения
и допускается определенная доля ошибок с заданной вероятностью (напри-
мер, не более 0.05), т.е. сохраняется статистическая незначимость потери точ-
ности.

Основным недостатком данного подхода является необходимость финаль-
ного уточнения решения с помощью полного перебора в некоторой области
вблизи найденного минимума, что обусловлено геометрическими особенно-
стями целевой функции.
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2. Обсуждение результатов. Наличие выбросов в выборке может су-
щественно ухудшить качество и надежность модели, что особенно критично
для линейного регрессионного анализа. Для комплексного исследования это-
го эффекта мы проводим серию вычислительных экспериментов с различ-
ными типами засорений данных, используя метод статистических испытаний
Монте–Карло [28]. В экспериментах генерируются выборки с числом пара-
метров модели m = 2, . . . , 5.

Генерация засоренных случайных ошибок ε выполняется по схеме Тьюки–
Хьюбера [29, 30] с вероятностью засорения γ = 0.1:

Fε(x) = (1− γ)F0(x) + γFH(x),

где F0(x)— функция распределения основных ошибок (используется стан-
дартное нормальное распределение); FH(x)— функция распределения засо-
рений (рассматриваются двустороннее и одностороннее распределения Коши
и Лапласа).

Нормальное распределение выбрано как эталон с быстро убывающими
хвостами, распределение Коши — как крайний случай с вытянутыми хвоста-
ми, максимально подверженный влиянию выбросов, а распределение Лапласа
занимает промежуточное положение между ними.

Вычислительные эксперименты проводились на персональном компью-
тере Dell G5 5587 со следующими характеристиками: 6-ядерный процессор
Intel Core i7-8750H; тактовая частота до 4.1 ГГц. Программная реализация
алгоритмов выполнена на языке C++ в среде разработки Microsoft Visual

Studio 2019.
Перед проведением основного анализа необходимо убедиться в однород-

ности результатов обработки различных генераций данных. В исследовании
использованы следующие принципы: каждая выборка генерируется незави-
симо; общим остается только метод формирования незасоренной части дан-
ных; генерация выполняется с использованием датчика псевдослучайных чи-
сел. Поскольку исходные данные независимы, любые их математические пре-
образования также считаются независимыми. Поэтому для статистической
проверки однородности результатов применяются параметрический крите-
рий Стьюдента и непараметрический критерий Манна–Уитни. Такое сочета-
ние критериев позволяет повысить надежность и достоверность получаемых
выводов.

2.1. Взвешенный метод наименьших квадратов. В результате про-
ведения 100 вычислительных экспериментов при n = 50, 100, . . . , 300 иm = 2,
3, . . . , 5 было выявлено, что итерационный алгоритм ВМНК вне зависимости
от функции потерь имеет сильную зависимость от вида засорений. Так, число
итераций при добавлении односторонних или двусторонних засорений Коши
возросло в среднем в 1.5–2 раза.

Сравнение по критериям Стьюдента и Манна–Уитни среднего времени
работы алгоритма ВМНК для данных без засорения и с засорением с рас-
пределением Коши для функций потерь Эндрюса и Мешалкина отклонило
нулевую гипотезу об однородности. Для функции Рамсея количество итера-
ций и время работы алгоритма возросло в 1.2–2.5 раза, что связано с более
медленным достижением асимптоты (рис. 1), это привело к выполнению ну-
левой гипотезы вне зависимости от вида засоряющего распределения.
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Ввиду отсутствия значимой разницы между временем работы алгорит-
ма при односторонних и двусторонних засорениях далее условно разделим
их на 3 типа: распределения Гаусса, распределения с засорениями Коши и
распределения с засорениями Лапласа. Для распределений Коши и Лапласа
взяты усредненные значения вне зависимости от симметричности отклоне-
ний. Зависимости для среднего времени вычисления 1000 экспериментов от
размерности выборки с коэффициентом детерминации R2 = 0.98 представле-
ны в табл. 1 и на рис. 3.

Из полученных зависимостей выделим три важных момента:
1) наименьшее время вычислений достигается для стандартного нормаль-

ного распределения ошибок;
2) зависимость времени от количества параметров модели пренебрежимо

мала и асимптотически стремится к нулю независимо от типа засоре-
ний;

3) наихудшее время наблюдается при засорении распределением Коши в
сочетании с функцией потерь Рамсея.

Отдельно отметим, что временные характеристики для случаев без засо-
рений и с засорениями по Лапласу оказываются статистически неразличи-
мыми.

Таблица 1
Зависимости среднего времени вычисления 1000 вычислительных экспериментов от раз-
мерности выборки n, порядка модели m и распределения засорений ошибок [Dependencies
of the average computation time for 1000 simulation runs on the sample size n, model order m,

and error contamination distribution]

Loss Function Gaussian Laplace Cauchy

Andrews 0.00005 · n2.93 0.0001 · n2.77m0.16 0.0002 · n2.75m0.15

Meshalkin 0.00005 · n2.8m0.08 0.0001 · n2.78m0.16 0.0003 · n2.71m0.14

Ramsay 0.0002 · n2.82m0.08 0.0002 · n2.78m0.15 0.0008 · n2.54m0.16

Рис. 3. Зависимость десятичного логарифма среднего времени обработки 1000 вычисли-
тельных экспериментов (сек.) от размера выборки n при m = 3: (a) для незасоренного

распределения ошибок; (b) для распределения с засорениями по Коши

[Figure 3. Decimal logarithm of the average processing time for 1000 simulation runs (seconds)
as a function of sample size n at m = 3: (a) error distribution without contamination;

(b) Cauchy-contaminated distribution]

305



Го л о в а н о в О. А., Т ы р с и н А. Н.

Оценим вычислительную сложность ВМНК при вычислении коэффици-
ентов регрессии по формуле (5). Основные вычислительные операции и их
сложность:

– формирование матриц U и векторов v: O(n2m) и O(n2) операций соот-
ветственно;

– вычисление матричного произведения U>U: O(nm2) операций;
– вычисление обратных матриц: O(m3) операций;
– умножение на вектор v: O(nm) операций;
– определение вектора весов p: O(nm) операций;
– диагонализация вектора весов: O(n) операций.

Таким образом, общая вычислительная сложность алгоритма составляет
O(n2mk) при n� m, где k— количество итераций алгоритма.

Число итераций существенно зависит от способа засорения выборки, что
свидетельствует о влиянии вида распределения и не позволяет использовать
средние значения для однозначного определения соотношений для каждой
функции потерь. Как показали исследования (см. табл. 1), наименьшее число
итераций наблюдается для незасоренных выборок, а наибольшее — для выбо-
рок с засорениями по Коши. Это позволяет определить примерную область
значений для числа операций в нотации Big O.

Экспериментальные данные демонстрируют слабую тенденцию роста чис-
ла итераций с увеличением размера выборки. В частности, для функции по-
терь Эндрюса получены следующие эмпирические зависимости:

– k ≈ 9.01 · n0.01m0.08 (R2 = 0.74) при нормальном распределении;
– k ≈ 10.56 · n0.08m0.19 (R2 = 0.75) при засорении по Коши.
Отметим слабую зависимость числа итераций k от размера выборки и ее

усиление при удлинении хвостов у распределения ошибок. Получены следу-
ющие характерные диапазоны числа итераций k:

– 10.5 < k < 19.8 для функции Эндрюса;
– 11.3 < k < 20.6 для функции Мешалкина;
– 25.5 < k < 27.6 для функции Рамсея.
Поэтому на практике в качестве k целесообразнее использовать средние

арифметические значения.
Функция потерь Эндрюса продемонстрировала наилучшие результаты по

вычислительной эффективности, показав минимальное время работы и наи-
меньшее число итераций среди всех рассмотренных вариантов независимо от
типа распределения.

Для анализа точности использовалось сравнение среднеквадратических
отклонений (СКО) оценок коэффициентов регрессии от истинных значений.
Свободный член модели, хотя и улучшает интерпретацию результатов, мо-
жет увеличивать СКО при наличии выбросов из-за своей чувствительности
к распределению данных. Поэтому основное внимание уделено остальным
коэффициентам.

Результаты показывают, что при n = 50 для незасоренных данных и дан-
ных с засорением Лапласа СКО всех коэффициентов (кроме свободного чле-
на) составляет 0.01 и уменьшается с ростом объема выборки. Это подтвер-
ждает высокую точность модели в описании зависимости между перемен-
ными. Однако при засорении Коши наблюдаются значительные колебания
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СКО — от 0.1 до нескольких сотен, что делает применение ВМНК в таких
случаях нецелесообразным.

2.2. Взвешенный метод наименьших модулей. Согласно критери-
ям Стьюдента и Манна–Уитни, вероятность неотклонения нулевой гипотезы
об однородности выборок для среднего времени расчета 1000 экспериментов
и среднего числа итераций 100 экспериментов при использовании функций
потерь arctg(|x|) и ln(|x|+ 1) для алгоритмов спуска превышает 0.05. Следо-
вательно, у ВМНМ, в отличие от ВМНК, нет зависимости от вида распре-
деления анализируемой выборки и алгоритм использует схожее количество
вычислительных ресурсов как для незасоренных данных, так и для выборок
с засорениями Коши и Лапласа.

Зависимости среднего времени расчета 1000 экспериментов для трех алго-
ритмов (покоординатного, градиентного и обобщенного спусков) с R2 = 0.99
представлены в табл. 2. В алгоритме обобщенного спуска доля ошибочных
решений не превысила установленный порог в 5 %, что статистически незна-
чимо.

По сравнению с ВМНК в ВМНМ наблюдается значительно более сильная
зависимость от числа параметров модели m, обусловленная экспоненциаль-
ным ростом количества узловых точек при увеличении размерности. Этот
эффект особенно выражен в алгоритме обобщенного спуска, где требуется
уточнение решения полным перебором. В то же время уменьшение влияния
размера выборки n компенсирует возросшую зависимость от m, так как для
построения надежной регрессионной модели необходимо выполнение условия
n� m.

Использование функции потерь ln(|x| + 1) позволило сократить как вре-
мя работы алгоритмов, так и среднее количество итераций. По сравнению
с arctg(|x|) для градиентного и покоординатного спусков наблюдается вы-
игрыш в 5–10% по времени вычислений, который снижается с увеличением
размерности выборки n. В случае обобщенного спуска с логарифмической
функцией потерь при m = 2 достигается примерно двукратное ускорение,
однако при росте m разница в быстродействии уменьшается до 1.5–5 %.

Для оценки вычислительной сложности алгоритмов покоординатного и
градиентного спусков отметим, что основное изменение в алгоритмах связа-
но с добавлением итерационного пересчета, и после первой итерации процесс
спуска практически прекращается. Для оценки дополнительной сложности,
вносимой итерациями, рассчитано количество анализируемых узловых то-
чек (≈ m1.22n0.77) и переходов между узловыми прямыми (≈ m0.26/n0.18) на
одной итерации. Согласно результатам работы [31], после уточнения слож-

Таблица 2
Зависимости среднего времени вычисления 1000 вычислительных экспериментов алгорит-
мов спуска размерности выборки n и порядка модели m [Dependencies of the average
computation time for 1000 simulation runs of descent algorithms on the sample size n, and

model order m]

ρ(x)
Algorithm

Coordinate Descent Gradient Descent Generalised Descent

ln(|x|+ 1) 0.0001 · n2.11m2.03 0.0007 · n1.3m2.27 7.8 · 10−7 · n1.4m9.4

arctg(|x|) 0.0002 · n2.0m2.08 0.0009 · n1.27m2.28 3 · 10−6 · n1.4m8.65
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ность алгоритмов составляет O(m3n2 + m1.97n1.54k) (для покоординатного
спуска) и O(m3n2 lnn + Cm

ζn(m
3 + mn)) (для обобщенного спуска) с обла-

стью решений, соответствующей 95%-му уровню доверительной вероятности
ζ95 = (7.06 ·m0.57)/n0.93.

Алгоритм градиентного спуска включает три основных этапа:
P1) поиск первого приближения в области из 48.3 · m0.2/n0.2 случайных

наблюдений;
P2) анализ полной выборки;
P3) итерационный пересчет.
Число переходов между узловыми прямыми и число рассматриваемых

узловых точек на этапе P1 составляет m0.8n0.2 и m1.5n0.5, а на этапе P2 —
mn0.15 и m1.8n0.5.

При n� m вычислительная сложность этапов алгоритма такая:

P1 = O
(
m1.8n1.2(m2 + lnn+ n0.3/m0.3)

)
= O(m1.8n1.5),

P2 = O
(
m2n1.15(m2 + lnn+ n0.35/m0.2)

)
= O(m1.8n1.5),

P3 = O
(
m1.26n0.82k(m2 + lnn+ n0.72/m0.29)

)
= O(m0.97n1.54k).

Общая вычислительная сложность алгоритма:

P = P1 + P2 + P3 = O(m1.8n1.5 +m0.97n1.54k).

Алгоритмы покоординатного и градиентного спусков по своей сути иден-
тичны, причем первый представляет собой упрощенную версию второго. Сле-
довательно, количество итераций пересчета весовых коэффициентов в обоих
случаях оказывается сходным.

Применение критериев Стьюдента и Манна–Уитни показывает, что хо-
тя вероятность принятия нулевой гипотезы в отдельных случаях снижается
до 50 %, среднее число итераций остается статистически неразличимым для
различных типов засорений. Для используемых функций потерь установлены
следующие зависимости k с коэффициентом детерминации R2 = 0.97:

– k ≈ 1.87 · n0.12m0.17 (в среднем 4.3 итерации) для ln(|x|+ 1);
– k ≈ 2.4 · n0.09m0.16 (в среднем 4.6 итерации) для arctg(|x|).
Таким образом, использование логарифма в качестве функции потерь бо-

лее эффективно с точки зрения вычислительной трудоемкости, хотя суще-
ственного преимущества не наблюдается.

Оценка точности выполнена путем сравнения с решением, полученным
методом обобщенного спуска. Согласно данным [27], оценки этого алгорит-
ма отклоняются от результатов полного перебора узловых точек менее чем
в 5 % случаев, что статистически незначимо. В итоге решения, полученные
алгоритмами ВМНМ, отличаются от точного в 100 % случаев, однако эти
отклонения меньше 0.5 % и уменьшаются с ростом размера выборки.

Таким образом, независимо от выбранной функции потерь и типа распре-
деления данных алгоритмы ВМНМ обеспечивают получение приближенного
решения, максимально близкого к точному, при минимальных вычислитель-
ных затратах.

Анализ изменения времени работы алгоритмов показывает, что введение
итерационного пересчета весов привело к увеличению времени работы алго-
ритмов:
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– в 1.3–1.6 раза для градиентного спуска;
– в 1.4–2 раза для покоординатного спуска.
Полученные результаты демонстрируют, что хотя вычислительная слож-

ность самих алгоритмов изменилась незначительно, дополнительные итера-
ции существенно повысили их вычислительную трудоемкость.

2.3. Сравнительный анализ. Сравнительный анализ рассмотренных
алгоритмов показывает, что наивысшая точность достигается при использо-
вании обобщенного метода наименьших модулей, что обусловлено его макси-
мальным соответствием результатам полного перебора. Однако данный ал-
горитм демонстрирует сильную зависимость от числа параметров модели m
из-за необходимости уточнения решения полным перебором.

Алгоритмы ВМНК и ВМНМ, согласно анализу среднеквадратических от-
клонений, обеспечивают высокую точность и согласованность результатов.
При этом ВМНК и покоординатный спуск более чувствительны к числу на-
блюдений n, что существенно, поскольку для качественного моделирования
требуется выполнение условия n� m. Дополнительно отметим, что в ВМНК
количество итераций пересчета весовых коэффициентов в 2–6 раз превышает
соответствующий показатель ВМНМ.

Для объективной оценки вычислительной трудоемкости обратимся к гра-
фикам сравнения времени работы алгоритмов (рис. 4), где представлены оп-
тимальные по быстродействию варианты: ВМНК с функцией потерь Энд-
рюса (для незасоренных данных) и ВМНМ с логарифмической функцией
потерь.

Таким образом, градиентный спуск по узловым прямым демонстрирует
наилучшее быстродействие. Наибольшее время при фиксированном количе-
стве параметров модели наблюдается у ВМНК, а при фиксированном числе
наблюдений — у обобщенного спуска.

Сравнение точности алгоритмов ВМНМ и ВМНК по разнице СКО от ис-
тинных значений выявило, что при n = 50 и m = 2 разница СКО составляет
0.006 и уменьшается с ростом m и n.

Полученные результаты свидетельствуют, что различия в точности оце-

Рис. 4. Десятичный логарифм среднего времени вычислений (сек.) для 1000 вычисли-
тельных экспериментов алгоритмами ВМНК, ВМНМ и обобщенного спуска при (a) m = 3

и (b) n = 150

[Figure 4. Decimal logarithm of average computation time (seconds) for 1000 simulation runs
using WLS, WLAD and generalized descent algorithms for cases: (a) m = 3, and (b) n = 150]
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нок алгоритмов ВМНМ и ВМНК малы и малосущественны в контексте прак-
тического применения.

2.4. Вопросы практического применения. При решении практиче-
ских задач регрессионного моделирования важно учитывать два типа взаи-
моисключающих ситуаций:

– ошибки первого рода («ложное срабатывание») — отвержение верной
нулевой гипотезы об отсутствии связи между явлениями или искомо-
го эффекта;

– ошибки второго рода («пропуск цели») — принятие неверной нулевой
гипотезы.

МНК преимущественно подвержен ошибкам первого рода из-за чувстви-
тельности его оценок к нарушениям предпосылок 1◦–7◦. A некорректное при-
менение невыпуклых функций потерь может привести к ошибкам второго
рода, когда игнорируются реальные изменения в данных.

Поэтому при регрессионном моделировании нужно ориентироваться на
особенности решаемой задачи. Широкий арсенал разных методов оценива-
ния гарантирует получение адекватных моделей. В целом можно предложить
следующие рекомендации по выбору метода при условии корректной специ-
фикации модели.

Если нет оснований считать данные стохастически неоднородными, то
МНК остается простым и надежным выбором для моделирования, при этом
МНК- и МНМ-оценки будут близки. В случаях автокорреляции ошибок и
пространственной гетероскедастичности (когда дисперсия ошибок коррели-
рует с объясняющими переменными) обычно достаточно применять обобщен-
ный МНК, широко используемый в эконометрике [3].

При наличии засорений, не связанных с объясняющими переменными, ре-
комендуется использовать ВМНМ с функциями потерь, удовлетворяющими
условиям lim

x→+0
ρ(x)/x = 0 и lim

x→∞
ρ(x)/x < ∞, либо ВМНК с lim

x→∞
ρ(x) <∞.

Если засорения носят симметричный характер, подходит метод Хьюбера [30],
где lim

x→∞
ρ(x)/x <∞, практические аспекты реализации которого рассмотре-

ны в [32].
Когда в модель включаются лаговые значения зависимой переменной, на-

рушается предпосылка 2◦, так как эти переменные становятся случайными
и коррелируют с ошибками ε. В таких случаях при несимметричных засо-
рениях требуются особо устойчивые оценки на основе ВМНМ с функциями
потерь ρgld(x).

Потребность в вогнутых и выпукло-вогнутых функциях потерь возника-
ет при стохастической неоднородности данных в различных областях: эконо-
мике и финансах [33, 34], медицине [35], метеорологии [36], геофизике [37],
технике [11, 38, 39, 40] и других.

2.5. Анализ динамики безработицы в Свердловской области в пе-
риод пандемии COVID-19. Согласно данным Федеральной службы госу-
дарственной статистики, в Свердловской области в период пандемии COVID-
19 зафиксирован значительный рост уровня регистрируемой безработицы.

В развитие исследования [34] нами проанализированы ежемесячные дан-
ные за 2022–2023 годы. На рис. 5 представлена временна́я динамика уровня
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Рис. 5. Динамика уровня безработицы в Свердловской области за 2016–2023 годы

[Figure 5. Unemployment rate dynamics in Sverdlovsk Region, 2016-2023]

безработицы в регионе, демонстрирующая более чем пятикратное увеличение
показателя в кризисный период (апрель 2020 – ноябрь 2021 гг.).

Для количественного анализа динамики этого показателя построена ли-
нейная регрессионная модель вида

Y = a1X1 + a2X2,

где Y — уровень регистрируемой безработицы (%), X1 = 1 (константа), X2 —
порядковая переменная (1–96, соответствуя месяцам с января 2016 г. по де-
кабрь 2023 г.).

Результаты оценивания параметров модели представлены в табл. 3. Осо-
бый интерес представляют расчеты по данным, исключающим пандемийный
период1 (последняя строка таблицы), которые соответствуют предпосылкам
1◦–7◦ и могут рассматриваться как эталонные для всего анализируемого пе-
риода.

Таблица 3
Результаты оценивания параметров регрессионной модели [Regression model parameter

estimation results]

Метод [Method] a1 a2 R2

ВМНМ [WLAD (Weighted Least Absolute Deviations)] 1.517 −0.00897 0.182
МНМ [LAD (Least Absolute Deviations)] 1.508 −0.00833 0.164

ОМНМ [GLAD (Generalized Least Absolute Deviations)] 1.418 −0.00806 0.213
ВМНК [WLS (Weighted Least Squares)] 1.966 −0.00216 0.047
МНК [OLS (Ordinary Least Squares)] 1.669 −0.00177 0.002

МНК (без пандемии) [OLS (excl. pandemic)] 1.493 −0.00896 0.853

Анализ результатов позволяет сделать следующие выводы:
– наибольшую устойчивость к выбросам при сохранении точности оцени-

вания демонстрируют ВМНМ и ОМНМ;
– ВМНМ точнее оценивает коэффициенты тренда, но менее устойчив к од-

носторонним выбросам (R2 = 0.182 против 0.213 у ОМНМ);
– традиционный МНК показал низкую эффективность (R2 = 0.002) и не

позволяет построить трендовую модель, хотя его взвешенная версия
(ВМНК) дает некоторое улучшение (R2 = 0.047);

1Из выборки были удалены наблюдения за период пандемии.
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– на данных без пандемийного периода ВМНМ и ОМНМ демонстрируют
статистически значимые результаты (R2 = 0.847 и 0.830 соответствен-
но).

Полученные результаты подтверждают, что в условиях аномальных вы-
бросов, характерных для кризисных периодов, традиционные методы оцени-
вания требуют модификации, причем взвешенные методы (ВМНМ, ОМНМ)
демонстрируют наилучший баланс между устойчивостью и точностью.

Заключение. В работе предложен подход к устойчивому линейному ре-
грессионному моделированию в условиях стохастической неоднородности дан-
ных, основанный на сведении задачи оценивания с вогнутыми и выпукло-
вогнутыми функциями потерь к итерационному применению ВМНК и ВМНМ.
Исследованы вычислительные свойства этих алгоритмов и проведена оценка
их трудоемкости, показавшая, что для типичных задач с небольшими выбор-
ками время вычислений не превышает нескольких секунд.

Сравнительный анализ выявил, что при сопоставимой точности ВМНК
уступает ВМНМ в быстродействии, особенно при наличии засорений с вытя-
нутыми хвостами распределений, что ограничивает его применение случаями
без грубых ошибок. Для задач, требующих одновременно высокой скорости
и точности, особенно при несимметричных засорениях, оптимальным реше-
нием является ВМНМ с алгоритмом градиентного спуска.

Когда приоритетом является максимальная точность без жестких ограни-
чений на вычислительные затраты, особенно при комплексных нарушениях
предпосылок регрессионного анализа, рекомендуется использовать ОМНМ,
реализованный как алгоритм обобщенного спуска, избегая функций потерь
с условием lim

x→+0
ρ(x)/x = ∞.

Разработанные практические рекомендации по применению метода вариа-
ционно-взвешенных приближений для невыпуклых функций потерь подчер-
кивают важность учета специфики стохастической неоднородности данных
и требований конкретной задачи при выборе метода оценивания регрессион-
ных зависимостей.
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Abstract

One of the key challenges in linear regression analysis is ensuring robust
parameter estimation under stochastic data heterogeneity. In such cases,
classical least squares estimates lose their stability. This problem becomes
particularly acute with error distributions having heavier tails than normal
distribution. Among various approaches to enhance regression robustness,
replacing quadratic loss functions with convex-concave ones has been con-
sidered, though direct application leads to multimodal objective functions,
significantly complicating the optimization problem.

This study aims to analyze properties of variationally-weighted quadratic
and absolute approximations for non-convex loss functions. We propose an
approach based on replacing the original non-convex regression problem with
iterative application of weighted least squares and least absolute deviations
methods, effectively implementing variationally-weighted approximations for
non-convex loss functions. Each iteration of the weighted least absolute de-
viations method employed descent algorithms along nodal lines.

Through Monte Carlo simulations with various loss functions, we demon-
strate that the weighted least absolute deviations method outperforms least
squares in computational efficiency while maintaining comparable estima-
tion accuracy. When multiple regression assumptions are violated simulta-
neously, either the weighted least absolute deviations method or the general-
ized least absolute deviations method (implemented as a generalized descent
algorithm) proves preferable for achieving acceptable accuracy. We provide
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Аннотация

Работа посвящена анализу результатов вычислительных эксперимен-
тов с эредитарной динамической системой, моделирующей двухмодовое
гидромагнитное динамо с памятью. В статье проведено численное иссле-
дование динамических режимов, возникающих при вариации управля-
ющих параметров данной системы. Эредитарная динамическая система
представлена в виде системы интегро-дифференциальных уравнений.

Одним из ключевых методов исследования динамических режимов
является анализ показателей Ляпунова. Для применения данного мето-
да система интегро-дифференциальных уравнений была сведена к си-
стеме обыкновенных дифференциальных уравнений. В работе приво-
дятся описание соответствующего класса ядер и результат редукции.

В качестве альтернативного подхода к определению динамических
режимов использовался тест 0–1. Проведено сравнение результатов, по-
лученных с помощью теста 0–1 и показателей Ляпунова для частно-
го случая, которое показало их качественное соответствие. В дальней-
шем исследовании динамических режимов интегро-дифференциальной
системы применялся преимущественно тест 0–1.

Следует отметить, что данный метод позволяет идентифицировать
лишь регулярные (периодические и асимптотически стационарные) либо
хаотические режимы динамики системы. Для более детальной класси-
фикации регулярных режимов предложен дополнительный метод, ос-
нованный на анализе характеристик автокорреляционной функции вре-
менного ряда решения интегро-дифференциальной системы. Эмпириче-
ски установлено, что вычисление математического ожидания автокор-
реляционной функции позволяет различать периодические/квазиперио-
дические и асимптотически стационарные режимы.

Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ
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Исследованы случаи как мгновенной, так и запаздывающей эреди-
тарной обратной связи. Результаты моделирования демонстрируют, что
рассматриваемая модель воспроизводит ряд динамических режимов, ха-
рактерных для реальных космических динамо-систем.

Ключевые слова: эредитарная динамо-система, тест 0–1, карта дина-
мических режимов, хаотический режим, регулярный режим, автокорре-
ляционный анализ.

Получение: 14 ноября 2024 г. / Исправление: 11 мая 2025 г. /
Принятие: 26 мая 2025 г. / Публикация онлайн: 2 июня 2025 г.

Введение. Существование крупномасштабных магнитных полей косми-
ческих объектов (планет, звезд и галактик) традиционно объясняется дей-
ствием механизма гидромагнитного динамо [1, 2]. Данный механизм пред-
полагает генерацию магнитного поля в процессе эволюции системы, содер-
жащей сплошную электропроводящую среду (жидкий металл или плазму).
В простейшем случае для космических динамо-систем этот механизм реали-
зуется посредством взаимной генерации тороидальной и полоидальной ком-
понент магнитного поля, обусловленной крупномасштабными движениями
проводящей среды и мелкомасштабными турбулентными пульсациями [1, 3].
Необходимым условием является наличие начальной намагниченности среды,
создаваемой внешним (затравочным) магнитным полем.

В теории динамо существенную роль играет обратная связь, проявля-
ющаяся во влиянии растущего магнитного поля на процесс его генерации,
что приводит к подавлению последнего и установлению конечной величины
поля. Физической основой данной обратной связи выступает сила Лоренца,
модифицирующая движение проводящей среды. Полная система уравнений
динамо включает: 1) уравнение движения среды с учетом силы Лоренца и
2) уравнение магнитной индукции, описывающее генерацию поля. Нелиней-
ный по скорости и магнитному полю характер этих уравнений в сочетании
с необходимостью учета начальных и граничных условий делает их решение
чрезвычайно сложной вычислительной задачей. Особо следует подчеркнуть,
что адекватное описание α-эффекта (генерации крупномасштабного магнит-
ного поля посредством нелинейного взаимодействия мелкомасштабных тур-
булентных пульсаций) требует учета нелокальности и памяти (эредитарно-
сти) системы [4,5].

Прямое численное моделирование полной системы уравнений динамо со-
пряжено со значительными вычислительными затратами. Для моделирова-
ния на временных масштабах, сопоставимых с продолжительностью суще-
ствования космических объектов, приходится ограничиваться маломодовыми
приближениями. Наиболее радикальное упрощение приводит к двумодовым
моделям. Примечательно, что даже в рамках столь существенного простран-
ственного упрощения модели с памятью позволяют воспроизводить динами-
ческие режимы, аналогичные наблюдаемым в природных системах, включая
такие характеристики, как фрактальность шкалы полярности магнитного по-
ля и степенное распределение времени между инверсиями.

Поэтому разработка и исследование малоразмерных динамических систем
с памятью, моделирующих процесс генерации магнитных полей на феномено-
логическом уровне, представляют собой актуальное направление в развитии
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теории космических динамо-систем.
В работах [6–8] предложена двумодовая эредитарная модель динамо, опи-

сываемая следующей системой интегро-дифференциальных уравнений
в безразмерных переменных:

dx

dt
= −ηx+ y

[
η − ξs2

∫ t

0
K(t− τ)Q

(
x(τ), y(τ)

)
dτ

]
,

dy

dt
= −y + x

[
D −

∫ t

0
K(t− τ)Q

(
x(τ), y(τ)

)
dτ

]
,

x(0) = x0, y(0) = y0.

(1)

Здесь x(t) и y(t) соответствуют амплитудам тороидальной и полоидальной
компонент магнитного поля, а положительные коэффициенты η, s, ξ и D
представляют собой управляющие параметры модели. Временной масштаб
системы нормирован на характерное время диссипации полоидальной ком-
поненты поля. Физическая интерпретация параметров следующая:

– η−1 — характерное безразмерное время диссипации тороидальной ком-
поненты поля;

– s−1 — относительная эффективность генерации тороидальной компонен-
ты;

– ξ — отношение эффективностей генерации тороидальной и полоидаль-
ной компонент за счет α-эффекта;

– D— относительное динамо-число, определяющее баланс между генера-
цией и диссипацией (D > 1 соответствует преобладанию генерации над
диссипацией, D < 1— обратной ситуации).

Образно выражаясь, механизм динамо «активируется» только при D > 1.
Ядро K( · ) предполагается неотрицательным и интегрируемым на проме-

жутке [0,+∞). Конкретный вид функции ядра определяет модель подавле-
ния α-эффекта в системе (1).

Начальные условия x(0) = x0 и y(0) = y0 задают начальную замагничен-
ность среды затравочным полем.

При ξ = 0 получаем динамо-систему, где тороидальная компонента гене-
рируется из полоидальной исключительно за счет крупномасштабного дви-
жения среды, а полоидальная компонента — из тороидальной благодаря α-
эффекту. Такой механизм принято называть αω-динамо. В случае ξ 6= 0
α-эффект участвует в генерации обеих компонент поля, что соответствует
механизму α2ω-динамо.

Вопрос существования и единственности решения системы (1) при произ-
вольных начальных условиях рассмотрен в работе [8].

Физический смысл интегрального члена заключается в учете памяти в
обратной связи динамо-системы, когда подавление генерации магнитного по-
ля определяется функцией Q(x, y) от компонент поля, усредненной по пред-
шествующим состояниям. В реальных физических системах такая обратная
связь обусловлена силой Лоренца, которая квадратична по полю. Поэтому
естественно рассматривать функцию Q(x, y) как квадратичную форму своих
аргументов: Q(x, y) = A(x2 + y2)+ 2Cxy, где A и C — постоянные коэффици-
енты, не равные нулю одновременно.

Частные случаи имеют четкую физическую интерпретацию:
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– при A = 0 подавление α-эффекта определяется только спиральностью
поля H = xy;

– при C = 0— только энергией поля E = x2 + y2;
– если же оба коэффициента отличны от нуля, то в подавлении участвуют

как спиральность, так и энергия поля.
Наиболее полное представление о поведении динамической системы дает

карта динамических режимов — диаграмма на плоскости параметров систе-
мы, где по осям координат отложены управляющие параметры, а различные
области соответствуют разным типам динамических режимов.

Реальные космические динамо-системы демонстрируют значительное раз-
нообразие сложных динамических режимов, включая квазистационарные со-
стояния, квазирегулярные и хаотические колебания, всплески активности,
васцилляции (колебания вокруг ненулевого уровня), инверсии поля и дру-
гие [1, 3].

В современной литературе описаны различные критерии идентификации
хаотических режимов. Наиболее простой метод основан на анализе спектра
колебаний с помощью преобразования Фурье. Дискретный спектр характерен
для периодических и квазипериодических колебаний, тогда как непрерыв-
ный спектр свидетельствует либо о хаотическом, либо о случайном характере
динамики. Альтернативой Фурье-анализу служит вейвлет-анализ динамиче-
ских систем. Еще один подход использует отображения Пуанкаре — сечения
фазовой траектории некоторой поверхностью. Для случайного процесса отоб-
ражение Пуанкаре представляет собой облако точек, тогда как квазипериоди-
ческие и хаотические решения дают линии. Характерной особенностью хао-
тических режимов является их экспоненциальная чувствительность к малым
изменениям начальных условий.

Наиболее надежным методом детектирования хаоса в системах, описыва-
емых дифференциальными уравнениями, считается анализ скорости расхож-
дения траекторий, который количественно оценивается с помощью показате-
лей Ляпунова.

Однако практическое применение этого метода может быть сопряжено
со значительными вычислительными трудностями, а для систем интегро-
дифференциальных уравнений сама возможность его использования требует
дополнительного обоснования. В связи с этим для исследования режимов
в системе (1) целесообразно применять методы, опирающиеся исключитель-
но на фазовые траектории, полученные в численных экспериментах, а не на
уравнения системы. Одним из наиболее известных методов такого типа яв-
ляется тест 0–1 [9].

В настоящей работе представлены результаты применения теста 0–1 к си-
стеме (1). Проведенные вычислительные эксперименты демонстрируют эф-
фективность данного метода для различения регулярных и хаотических ре-
жимов. Однако следует отметить, что тест 0–1 не позволяет дифференци-
ровать типы регулярных режимов — асимптотически стационарный режим
и периодические/квазипериодические колебания.

Для решения этой задачи предлагается эмпирическая методика, основан-
ная на анализе характеристик автокорреляционной функции траектории си-
стемы. Дополнительно проводится сравнительный анализ обоих подходов для
случая, когда система (1) допускает редукцию к дифференциальной форме.
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1. Сведение к дифференциальной системе. Интегральный член в сис-
теме (1) отражает ключевую особенность модели — наличие эредитарности
(памяти). Однако для определенного класса ядер с экспоненциальной асимп-
тотикой возможно исключение интегрального члена путем расширения фа-
зового пространства системы. Более точно: если ядро удовлетворяет линей-
ному дифференциальному уравнению с постоянными коэффициентами, то
исходная интегро-дифференциальная система (1) может быть сведена к экви-
валентной системе обыкновенных дифференциальных уравнений с дополни-
тельными начальными условиями для введенных фазовых переменных. Дан-
ное утверждение формализуется следующей теоремой [10].

Теорема. Пусть ядро K(t) является решением дифференциального урав-
нения

a0K
(n)(t) + a1K

(n−1)(t) + · · ·+ an−1K
′(t) + anK(t) = 0

с постоянными коэффициентами ai. Тогда интегральное соотношение

z(t) =

∫ t

0
K(t− τ)Q

(
x(τ), y(τ)

)
dτ

эквивалентно задаче Коши для функции z(t):

a0
dnz

dtn
+ a1

dn−1z

dtn−1
+ · · ·+ anz =

n∑

l=1

an−l

l−1∑

s=0

K(s)(0)
dl−1−s

dtl−1−s
Q
(
x(t), y(t)

)
,

z(0) = 0,

dlz(t)

dtl

∣∣∣
t=0

=

l−1∑

s=0

K(s)(0)
dl−1−s

dtl−1−s
Q
(
x(t), y(t)

)∣∣∣
t=0

, l = 1, . . . , n− 1.

Одним из частных случаев ядерK(t), к которым применима данная теоре-
ма, являются экспоненциальные ядра вида K(t) = e−bt, где b > 0. Параметр
b−1 представляет собой безразмерный временной масштаб ядра, определя-
ющий эффективную длительность памяти в системе. При дополнительном
условии ξ = 0 модель соответствует механизму αω-динамо.

Соответствующая задача Коши принимает вид

dx

dt
= −ηx+ ηy,

dy

dt
= −y + x(D − z),

dz

dt
= Q(x, y)− bz,

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = 0.

(2)

В частном случае, когда функция подавления Q(x, y) = xy (что соответ-
ствует учету только спиральности поля), система (2) сводится к классической
системе Лоренца, динамика которой детально изучена [11]. К данной системе
применимы как метод показателей Ляпунова, так и тест 0–1.

Для визуализации динамических режимов были построены карты режи-
мов на основе расчета показателей Ляпунова. При фиксированном значении
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параметра η = 10 проводилось варьирование параметров D (от 1 до 100 с ша-
гом 1) и b (от 1 до 2 с шагом 0.1). На рис. 1 представлены результаты для
случая Q(x, y) = xy.

Следует отметить, что для многих систем, описываемых дифференциаль-
ными уравнениями, вычисление показателей Ляпунова представляет собой
вычислительно сложную задачу. Эта сложность обусловлена необходимостью
при моделировании n-мерной системы дополнительно рассчитывать n систем
в вариациях, что существенно увеличивает временные затраты на вычисле-
ния [12,13,15].

Дополнительные трудности при расчете показателей Ляпунова могут быть
связаны с экспоненциальным ростом фазовых переменных и их вариаций для
определенных значений управляющих параметров. Кроме того, данный ме-
тод требует знания уравнений системы в вариациях. В связи с этим в работе
был использован альтернативный подход к определению динамических ре-
жимов — тест 0–1.

Для верификации теста 0–1 была построена карта (рис. 2) динамических
режимов системы (2). Качественное сравнение результатов, полученных обои-
ми методами, демонстрирует их хорошее соответствие. В дальнейшем анализе
динамических режимов системы (1) использовался тест 0–1 как более универ-
сальный метод, применимый как к системам дифференциальных уравнений,
так и к интегро-дифференциальным системам.

Рис. 1. Карта динамических режимов для
системы Лоренца, построенная по пока-
зателям Ляпунова: красный цвет — асимп-
тотически стационарные режимы; жел-
тый цвет — периодические режимы; черный
цвет — хаотические режимы (онлайн в цве-

те)

Рис. 2. Карта динамических режимов для
системы Лоренца, построенная с использо-
ванием теста 0–1: желтый цвет — регуляр-
ные режимы (асимптотически стационар-
ные и периодические); черный — хаотиче-

ские режимы (онлайн в цвете)

[Figure 1. (online in color) Map of dynamic
regimes for the Lorenz system obtained
using Lyapunov exponents: red color —
asymptotically stationary regimes; yellow
color — periodic regimes; black color — chaotic

regimes]

[Figure 2. (online in color) Map of dynamic
regimes for the Lorenz system obtained using
0–1 test: yellow color — regular regimes (asym-
ptotically stationary and periodic); black

color — chaotic regimes]

2. Анализ динамических режимов с помощью теста 0–1. В рабо-
те рассматриваются два различных типа ядер интеграла подавления: ядра
с экспоненциальной асимптотикой K(t) = tne−bt и ядра со степенной асимп-

тотикой K(t) = tn(1 + t)−(b+n), где n = 0, 1, 2, 3, . . . , а b−1 > 0 определяет
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временной масштаб ядра.
Физический смысл параметров заключается в следующем:
– при K(0) 6= 0 система демонстрирует мгновенный отклик в обратной

связи;
– в случае K(0) = 0 наблюдается запаздывающий отклик, причем вели-

чина задержки возрастает с увеличением параметра n, поскольку мак-
симум ядра смещается в более поздние моменты времени, уменьшая
влияние текущих значений компонент поля.

Далее рассматривается случай ξ = 0, соответствующий механизму αω-
динамо, который наиболее характерен для космических динамо-систем. Зна-
чение параметра η фиксировано и равно 10, что обусловлено геометрически-
ми особенностями тороидальных и полоидальных компонент — известно, что
при одинаковых пространственных масштабах тороидальные моды затухают
быстрее полоидальных.

В качестве квадратичной формы подавления выбрана спиральность поля
Q(x, y) = xy. Этот выбор обусловлен двумя факторами: во-первых, энер-
гия поля (знакоположительная форма) может вызывать чрезмерно сильное
подавление; во-вторых, спиральность оказывает существенное влияние на ди-
намику динамо-систем, что подтверждено в работе [5].

Численное моделирование системы (1) проводилось при следующих па-
раметрах: параметр D варьировался от 2 до 220 с шагом 1, а параметр b
изменялся от 2 до 5 с шагом 0.1.

На рис. 3 представлена карта динамических режимов для системы с экс-
поненциальным ядром подавления K(t) = e−bt.

Анализ карты позволяет сделать следующие наблюдения. При малых зна-
чениях динамо-числа D в системе наблюдаются исключительно регулярные
режимы. С увеличением этого параметра происходит переход в хаотическую
область, причем граница между регулярными и хаотическими режимами вы-
ражена достаточно четко. Однако при дальнейшем росте D наблюдается че-
редование хаотических и регулярных областей.

Такая структура карты режимов свидетельствует о том, что малые флук-
туации параметров D и b способны изменить характер динамики лишь вбли-
зи границ областей. С физической точки зрения флуктуации параметра D
соответствуют вариациям скорости крупномасштабных движений и интен-
сивности турбулентных пульсаций, которые вполне возможны в реальных
системах. Таким образом, можно заключить, что система демонстрирует вы-
сокую устойчивость типов динамики по отношению к малым возмущениям
параметров.

Рассмотрим теперь случай степенного ядра K(t) = (1 + t)−b. Результаты
численного моделирования представлены на рис. 4. Сравнительный анализ
показывает отсутствие качественных различий между поведением системы с
экспоненциальным (рис. 3) и степенным (рис. 4) ядрами.

Перейдем к анализу случая ядер с запаздывающим обратным влияни-
ем. В качестве первого примера рассмотрим экспоненциальное ядро вида
K(t) = te−bt. Результаты численного моделирования для этого случая пред-
ставлены на рис. 5. Наблюдается принципиально иная картина динамики по
сравнению с ядрами без задержки: обширная область параметров демонстри-
рует сложное переплетение регулярных и хаотических зон. Такая структура
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означает, что даже незначительные флуктуации управляющих параметров
способны вызывать резкую смену типа динамики системы. С физической
точки зрения это соответствует спонтанным перестройкам режима генерации
магнитного поля без внешних воздействий. Подобные явления действительно
наблюдаются в реальных динамо-системах.

Аналогичное исследование для степенного ядра с запаздыванием K(t) =

= t(1 + t)−(b+1) приведено на рис. 6. Полученная карта режимов качественно
аналогична предыдущему случаю.

Обобщая полученные результаты, можно сделать важный вывод: клю-

Рис. 3. Карта динамических режимов
системы (1) с экспоненциальным ядром
K(t) = e−bt; цветовая кодировка карты как

на рис. 2 (онлайн в цвете)

Рис. 4. Карта динамических режимов си-
стемы (1) со степенным ядром K(t) =

= (1 + t)−b; цветовая кодировка карты как
на рис. 2 (онлайн в цвете)

[Figure 3. (online in color) Map of dynamic re-
gimes for system (1) with exponential kernel
K(t) = e−bt; the color coding follows Fig. 2]

[Figure 4. (online in color) Map of dynamic
regimes for system (1) with power-law kernel
K(t) = (1 + t)−b; the color coding follows

Fig. 2]

Рис. 5. Карта динамических режимов
системы (1) с экспоненциальным ядром
K(t) = te−bt и запаздывающим откликом;
цветовая кодировка карты как на рис. 2 (он-

лайн в цвете)

Рис. 6. Карта динамических режимов си-
стемы (1) со степенным ядром K(t) =

= t(1 + t)−(b+1) и запаздывающим откли-
ком; цветовая кодировка карты как на

рис. 2 (онлайн в цвете)

[Figure 5. (online in color) Map of dynamic
regimes for system (1) with delayed-response
exponential kernel K(t) = te−bt; the color

coding follows Fig. 2]

[Figure 6. (online in color) Map of dynamic
regimes for system (1) with delayed-response

power-law kernel K(t) = t(1 + t)−(b+1); the
color coding follows Fig. 2]
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чевым фактором, определяющим динамику системы, является наличие или
отсутствие запаздывания в обратной связи, тогда как тип асимптотики ядра
(экспоненциальная или степенная) играет второстепенную роль.

Тест 0–1 позволяет различать только два типа динамических режимов:
хаотический и регулярный, при этом к регулярным относятся как асимпто-
тически стационарные, так и периодические решения. Для более детальной
классификации регулярных режимов необходимо применение дополнитель-
ных методов анализа.

Рассмотрим подход, основанный на анализе автокорреляционных функ-
ций. Пусть получены временные ряды фазовых переменных x(t) и y(t) си-
стемы (1) с шагом интегрирования h. В соответствии с методами цифровой
обработки сигналов [16] выполним нормировку времени, приняв h за еди-
ничный интервал, так что дискретное время t принимает целые значения:
t = 0, 1, . . . , N .

Для временного ряда x(t) вычисляется его энергия:

E =

N∑

t=0

x2(t).

Нормированная автокорреляционная функция определяется так:

R(τ) =
1

E

N∑

t=0

x(t)x(t+ τ), τ = 0, 1, . . . , N − 1.

Теперь найдем статистические характеристики полученного ряда R(τ),
а именно его математическое ожидание M и дисперсию V . В дальнейшем
анализе рассматриваются только случаи, когда тест 0–1 показал результат
регулярной динамики.

Характерные графики автокорреляционной функции представлены на
рис. 7: для асимптотически стационарного режима (a) и для периодического
режима (b) вид автокорреляционных функций существенно различается.

Анализ многочисленных вычислительных экспериментов показал, что ма-
тематическое ожидание M автокорреляционной функции служит надежным
критерием для различения типов регулярной динамики. Для асимптотически
стационарных режимов характерны значения M > 0.4, тогда как периоди-
ческие режимы соответствуют меньшим значениям математического ожида-
ния.

Применение этого критерия позволило построить уточненные карты дина-
мических режимов (рис. 8), где асимптотически стационарные режимы обо-
значены красным цветом, периодические — желтым, а хаотические — черным.

Сравнение карт динамических режимов для различных ядерных функций
позволяет сделать следующие выводы. Асимптотически стационарные режи-
мы преобладают при малых значениях динамо-числа D, что соответствует
слабой генерации поля. С увеличением D система переходит либо в периоди-
ческий, либо в хаотический режим. Особенностью систем с запаздывающей
обратной связью является преобладание колебательной динамики — регуляр-
ной или хаотической.
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a b

Рис. 7. Автокорреляционные функции и временные ряды для различных режимов: a —
асимптотически стационарный режим (D = 5, b = 2.7); b — периодический режим (D = 220,

b = 2.7)
[Figure 7. Autocorrelation functions and time series for various dynamical regimes:
(a) asymptotically stationary regime (D = 5, b = 2.7); (b) periodic regime (D = 220, b = 2.7)]

a b

c d

Рис. 8. Карты динамических режимов системы (1) для различных ядер: a —K(t) = e−bt

(экспоненциальное без запаздывания); b —K(t) = te−bt (экспоненциальное с запаздывани-

ем); c —K(t) = (1+ t)−b (степенное без запаздывания); d —K(t) = t(1+ t)−(b+1) (степенное
с запаздыванием). Карты построены с использованием теста 0–1 и анализа автокорреля-

ционных функций; цветовая кодировка карты как на рис. 1 (онлайн в цвете)

[Figure 8. (online in color) Dynamical regime maps of system (1) for different kernels: (a) K(t) =
e−bt (exponential without delay); (b) K(t) = te−bt (exponential with delay); (c) K(t) = (1+t)−b

(power-law without delay); (d) K(t) = t(1 + t)−(b+1) (power-law with delay). The maps were
constructed using the 0–1 test and autocorrelation function analysis; color coding follows Fig. 1
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Заключение. Идентификация типов динамических режимов играет клю-
чевую роль при исследовании математических моделей динамических систем,
поскольку разные режимы соответствуют принципиально различным сце-
нариям эволюции моделируемых физических процессов. Для систем обык-
новенных дифференциальных уравнений хорошо зарекомендовал себя ме-
тод показателей Ляпунова. Однако в случае эредитарных систем, описывае-
мых интегро-дифференциальными уравнениями или уравнениями с дробны-
ми производными (Герасимова—Капуто или Римана—Лиувилля [17]), приме-
нение этого метода становится проблематичным. Хотя в литературе встреча-
ются работы, где показатели Ляпунова применяются к уравнениям дробного
порядка [18], строгое теоретическое обоснование такой процедуры пока от-
сутствует.

В данном контексте особую важность приобретают методы анализа вре-
менных рядов, полученных в результате численного моделирования или на-
турных экспериментов. Одним из таких методов является тест 0–1, который
был успешно применен в нашей работе для исследования двумодовой эреди-
тарной системы, моделирующей космическое динамо с памятью в механизме
подавления α-эффекта.

Проведенные исследования показали, что тест 0–1 эффективно разделяет
хаотические и регулярные режимы, но не позволяет отличить асимптоти-
чески стационарные режимы от периодических и квазипериодических. Для
решения этой задачи была разработана дополнительная методика, основан-
ная на анализе автокорреляционных функций. Хотя предложенный подход
пока не имеет строгого теоретического обоснования, его эффективность бы-
ла подтверждена в ходе численных экспериментов. Полученные результаты
открывают перспективы для дальнейших теоретических исследований и при-
менения методики к более сложным моделям динамо-систем.
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Abstract

This study presents a computational analysis of a hereditary dynami-
cal system modeling a two-mode hydromagnetic dynamo with memory. We
conduct a numerical investigation of dynamic regimes emerging under vari-
ation of the system’s control parameters. The hereditary dynamical system
is described by a set of integro-differential equations.

Lyapunov exponent analysis serves as a principal method for examining
dynamic regimes. To implement this approach, the integro-differential sys-
tem was reduced to a system of ordinary differential equations. The paper
provides a description of the corresponding class of kernels and the reduction
result.

As an alternative approach, we employ the 0-1 test for chaos detection. A
comparative analysis between the 0-1 test and Lyapunov exponents for a par-
ticular case demonstrates their qualitative agreement. Subsequent investiga-
tions are primarily utilized the 0-1 test for analyzing the integro-differential
system’s dynamic regimes.

Notably, this method only discriminates between regular (periodic and
asymptotically stationary) and chaotic regimes. For finer classification of
regular regimes, we propose an auxiliary method based on analyzing the au-
tocorrelation function characteristics of the solution’s time series. Empirical
results show that computing the autocorrelation function’s expected value
effectively distinguishes periodic/quasi-periodic regimes from asymptotically
stationary ones.

Both instantaneous and delayed hereditary feedback cases are examined.
Simulation results reveal that the model reproduces various dynamic regimes
characteristic of actual cosmic dynamo systems.
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Математическое моделирование формирования
предвспышечного сигнала в условиях солнечной
атмосферы
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Аннотация

В работе исследуется развитие неустойчивости Паркера в коротко-
волновой части спектра колебаний крупномасштабных магнитных по-
лей (волновое число m > 20) в верхних слоях конвективной зоны Солн-
ца. Вследствие резкой нелинейности подъема верхней части магнитной
арки формируется иглообразный профиль, пронизывающий солнечную
атмосферу с гиперзвуковой скоростью. При подъеме магнитного по-
ля фотосферные слои и хромосфера испытывают резкий вертикальный
удар, что приводит к генерации цуга круговых расходящихся ударных
волн, распространяющихся вдоль солнечной поверхности. Данное яв-
ление уверенно регистрируется современными наблюдательными сред-
ствами и получило название «солнцетрясения». Начало генерации рас-
ходящихся ударных волн является предвестником вспышечной актив-
ности в пределах активной области солнечной атмосферы. В работе по-
лучены численные оценки пространственного и временного разрешения
регистрирующей аппаратуры, необходимого для детального изучения
подъема магнитного поля с гиперзвуковыми скоростями в хромосфере
Солнца.

Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ
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Введение. Вспышки на Солнце представляют собой наиболее мощное
проявление солнечной активности [1–3]. Они оказывают значительное влия-
ние на околоземное космическое пространство и магнитосферу Земли [4, 5].
Исследования, проводимые в рамках международных программ по изучению
солнечно-земных связей, охватывают широкий спектр прикладных задач —
от обеспечения безопасности космических миссий (защита оборудования и
здоровья экипажа при длительных экспедициях) до медицинских аспектов
(возможные осложнения сердечно-сосудистых заболеваний, онкологические
риски и другие негативные последствия [6,7]).

Ключевым элементом проводимых исследований является диагностика
формирующихся активных областей солнечной атмосферы, которые служат
очагами вспышечной активности. Особое значение имеет идентификация фи-
зических процессов (сигналов), предшествующих началу вспышечной актив-
ности в таких областях. Эти сигналы получили название «предвестников»
[1, 6], причем их природа может быть различной.

Изучению «предвестников», исследованию их физической природы посвя-
щено множество теоретических и наблюдательных работ [6–9]. Тем не менее
проблема остается актуальной, поскольку до сих пор не установлены надеж-
ные физические критерии или явления, которые бы однозначно характери-
зовали начальную стадию вспышечного процесса и позволяли точно диагно-
стировать предвспышечное состояние в формирующихся активных областях
солнечной атмосферы [6,7].

В данной работе для решения указанной задачи методом математического
моделирования исследуется динамика выброса магнитного поля из верхних
слоев конвективной зоны в солнечную атмосферу. Результаты расчетов де-
монстрируют наличие взрывных режимов нелинейного обострения при подъ-
еме магнитного поля. Физическим механизмом, обеспечивающим нелинейный
рост скорости подъема магнитного поля, является развитие неустойчивости
Паркера в коротковолновой части спектра колебаний всплывающих магнит-
ных полей в верхних слоях конвективной зоны Солнца. В работе детально
анализируется динамика подъема магнитного поля от фотосферного уровня
до верхних слоев хромосферы. Полученные результаты позволяют иденти-
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фицировать физический механизм генерации интенсивных концентрических
ударных волн, распространяющихся вдоль солнечной поверхности в очагах
вспышечной активности и наблюдаемых экспериментально [10].

1. Математическая постановка задачи. Современные наблюдатель-
ные данные о зарождении и временной эволюции активных областей в сол-
нечной атмосфере позволяют установить, что формирующиеся магнитные
структуры представляют собой совокупность мелкомасштабных магнитных
трубок с высокой напряженностью магнитного поля, расположенных в сла-
бомагниченной плазме (рис. 1). Динамика тонкой магнитной трубки в кон-
вективной зоне и атмосфере Солнца описывается следующей системой нели-
нейных дифференциальных уравнений:

ρi ·
d~v

dt
=
H

4π
· ∂(

~H)

∂`
+ (ρi − ρe)~g, (1)

pi +
H2

8π
= pe, (2)

ργi
γ − 1

· d

dt

( pi
ργi

)
= div(k · ~∇T ) +Qi, (3)

H · σ = const (4)

~∇pe = ρe · ~g, (5)

pi =
R

µ
· ρi · Ti, (6)

εi =
1

γ − 1
· pi
ρi
. (7)

Здесь (1) — уравнение движения трубки с учетом силы натяжения магнитного
поля и выталкивающей силы Архимеда; (2) — уравнение баланса давлений на
границе трубки; (3) — уравнение энергии с учетом теплопроводности и ради-
ационных потерь; (4) — условие сохранения магнитного потока; (5) — уравне-
ние гидростатического равновесия для внешней плазмы; (6), (7) — уравнения
состояния идеального газа. Индексы i и e обозначают параметры внутри и

Рис. 1. Формирование группы пятен в активной области NOAA 10488 по изображениям
в континууме SOHO MDI [13]

[Figure 1. Formation of a sunspot group in the active region of NOAA 10488 from images in the
SOHO MDI continuum [13]]
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вне трубки соответственно. В уравнениях введены следующие обозначения:
H — напряженность магнитного поля [Гс]; ρ— плотность плазмы [г/см3]; p—
газовое давление [дин/см2]; ~v— скорость плазмы [см/с]; ~g— ускорение сво-
бодного падения [см/с2]; σ— площадь поперечного сечения трубки [см2]; `—
координата вдоль оси магнитной трубки [см]; T — температура плазмы [К];
k— коэффициент теплопроводности [эрг/(см · с · К)]; Qi — объемные потери
энергии на излучение [эрг/(см3·с)]; γ – показатель адиабаты; R = 8.314×107 —
универсальная газовая постоянная [эрг/(К ·моль)]; µ— молярная масса плаз-
мы [г/моль]; ε— удельная внутренняя энергия [эрг/г]. Профили ρe(r), pe(r),
g(r) определяются по стандартной модели внутреннего строения Солнца [11].

В начальный момент времени трубка расположена в экваториальной плос-
кости Солнца (рис. 2, a). Волновое число m соответствует количеству стоячих
волн вдоль периметра трубки. В равновесном состоянии выталкивающая си-
ла Архимеда компенсируется натяжением магнитных силовых линий. Вбли-
зи положения равновесия возникают два типа линейных колебаний: быстрые
(альфвеновские) и медленные (варикозные) моды (рис. 2, b). В гравитацион-
ном поле Солнца наименее устойчивыми являются медленные моды колеба-
ний. При малых значениях напряженности магнитного поля области с повы-
шенной плотностью опускаются вниз, тогда как разреженные участки, теряя
массу, под действием архимедовой силы ускоренно всплывают к фотосфере
и в атмосферу Солнца. Данный механизм описывает развитие неустойчиво-
сти Паркера для медленных мод колебаний магнитного поля в конвективной
зоне.

Для численного решения системы уравнений (1)–(7) вводится лагранже-
ва массовая координата s, определяющая массу вещества между фиксиро-
ванным начальным и текущим сечениями трубки [12]. Система уравнений
в безразмерных массовых лагранжевых переменных аппроксимируется раз-
ностными схемами и разделяется на три группы: уравнения для координат
узлов трубки, динамические и тепловые уравнения. Полученная нелинейная
система разностных уравнений решается неявным методом Ньютона с ис-
пользованием процедуры раздельных прогонок [12].

Рис. 2. Начальная форма магнитной трубки для волнового числа m = 5 (a); течение
плазмы в трубке для изгибной (быстрой) и продольной (медленной) мод колебаний (b)

[Figure 2. The initial shape of the magnetic tube for the wavenumber m = 5 (a); plasma flow
in a tube for bending (fast) and longitudinal (slow) oscillation modes (b)]
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2. Физические условия развития неустойчивости Паркера в верх-
них слоях конвективной зоны Солнца. Развитие неустойчивости Парке-
ра для колебаний магнитной трубки проявляется по-разному в зависимости
от глубины ее залегания в конвективной зоне. На рис. 3, a представлены рас-
пределения газодинамических параметров на различных глубинах конвектив-
ной зоны, полученные в рамках программы GONG [11]. В верхних слоях кон-
вективной зоны (на глубинах менее 105 км от фотосферного уровня, где ради-
ус Солнца составляет 695 500 км) формируется область с высокими градиен-
тами газодинамических параметров. При уменьшении глубины погружения
равновесные положения магнитной трубки становятся менее устойчивыми.
Ключевым параметром устойчивости является длина волны (характеризуе-
мая волновым числом m): с увеличением длины волны области повышенной
плотности в трубке под действием гравитации легче опускаются вниз, что
приводит к развитию неустойчивости Паркера. При больших значениях вол-
нового числа m устойчивые конфигурации магнитного поля формируются
вблизи фотосферного уровня (рис. 3, b).

Для гармоники m = 20 глубина потери устойчивости составляет 52 394 км
ниже фотосферного уровня при начальной напряженности магнитного поля
H = 2 · 106 Гс. При всплывании магнитной арки все участки трубки дина-
мически эквивалентны: газ поступает в некоторый объем с одной стороны и
вытекает с другой. Особый интерес представляет верхняя точка арки, где газ
вытекает через оба боковых сечения сегмента трубки.

В этой области создаются оптимальные условия для развития неустой-
чивости Паркера, что приводит к нелинейному росту скорости подъема вер-
шины арки (рис. 4, 5). Вершина приобретает иглообразную форму, причем
степень заостренности напрямую влияет на эффективность стекания газа под
действием гравитации и, следовательно, на развитие неустойчивости.

Рис. 3. Распределение газодинамических параметров в зависимости от глубины конвектив-
ной зоны [11] (a); распределение критических значений напряженности магнитного поля
развития неустойчивости Паркера в зависимости от глубины конвективной зоны и волно-

вого числа m (b)

[Figure 3. Distribution of gas-dynamic parameters depending on the depth of the convective
zone [11] (a); distribution of critical values of the magnetic field strength for the development of
the Parker instability depending on the depth of the convective zone and the wave number m (b)]
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Рис. 4. Распределение вертикального и горизонтального ускорений магнитной трубки (a);
распределение вертикальной скорости подъема трубки при выходе на фотосферный уро-

вень и в верхние слои хромосферы (b)

[Figure 4. Distribution of vertical and horizontal accelerations of the magnetic flux tube (a);
vertical velocity distribution during the tube’s ascent through the photospheric level and into

the upper chromospheric layers (b)]

Рис. 5. Распределение вертикального уско-
рения магнитной трубки в верхних слоях

хромосферы

[Fig. 5. Distribution of vertical acceleration
of the magnetic flux tube in the upper

chromospheric layers]

Начальная стадия неустойчивости (рис. 4–6) характеризуется классиче-
ским механизмом: газ стекает к основанию арки, а центральная часть, непре-
рывно теряя массу, ускоряется по направлению к фотосфере. Возрастающие
температурные градиенты вдоль оси трубки вызывают усиление тепловых
потоков от основания к вершине. Для трубки с радиусом сечения 1 км при
срыве тепловые потоки достигают 3 · 1029 эрг/с (рис. 6, b), что достаточно
для обеспечения энергии типичной солнечной вспышки (∼ 1032 эрг, [1, 2]).
Несмотря на малую начальную глубину (λ ≈ 2 · 105 км), на нелинейной ста-
дии вершина арки приобретает ускорение до 600 м/с2 (рис. 4, a) и скорость
подъема 200 км/с (рис. 4, b).

Основная стадия разгона магнитной трубки реализуется при подъеме в
пределах хромосферы Солнца. В верхних слоях хромосферы реализуется
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Рис. 6. Распределения температуры (a) и тепловых потоков (b) при подъеме магнитной
трубки к фотосферному уровню: τ0 = 0, τ1 = 32 мин, τ2 = 38 мин, τ3 = 42 мин, τ4 = 43 мин,

τ5 = 44 мин

[Figure 6. Distributions of temperature (a) and heat fluxes (b) during the magnetic flux tube’s
ascent to the photospheric level: τ0 = 0, τ1 = 32 min, τ2 = 38 min, τ3 = 42 min, τ4 = 43 min,

τ5 = 44 min]

взрывной режим развития неустойчивости Паркера. Максимальное значение
вертикального ускорения достигает величины 8000 м/сек2, что почти на два
порядка превышает величину ускорения свободного падения на поверхности
Солнца (рис. 5). Скорость подъема достигает значений около 300 км/с, что
на порядок превышает значение местной скорости звука (M ' 12). Вершина
всплывающей «иглы» резко заостряется: полуширина графика вертикально-
го ускорения снижается от значения 20 000 км на фотосферном уровне до
значений порядка 103 км в верхних слоях хромосферы (рис. 5). Также на
порядок понижается значение полуширины графика вертикальной скорости
подъема по отношению к фотосферному уровню (рис. 4, b).

В результате нелинейного роста скорости верхней части арочной магнит-
ной структуры при развитии нелинейной фазы неустойчивости Паркера фо-
тосферные и, в большей степени, хромосферные слои испытывают резкий
вертикальный удар, сила которого пропорциональна ускорению всплываю-
щей верхней части магнитной арки (рис. 5). Полуширина профиля распреде-
ления вертикального ускорения на фотосферном уровне составляет порядка
1000 км — распределение носит сингулярный характер. Горизонтальное уско-
рение магнитной трубки на фотосферном уровне определяется силами на-
тяжения магнитного поля и практически отсутствует (рис. 4, a). При дости-
жении фотосферного уровня трубка успевает разогнаться до гиперзвуковых
скоростей подъема (рис. 4, b). В результате фотосфера (и особенно хромосфе-
ра) испытывают мощный вертикальный удар, сконцентрированный на малой
площади и производимый заостренным телом, движущимся с гиперзвуковой
скоростью. От места воздействия удара отходят сильные концентрические
ударные волны, распространяющиеся вдоль солнечной поверхности. Эти вол-
ны современными наблюдательными средствами уверенно регистрируются
(рис. 7) и получили название «солнцетрясений» [10].

В верхних слоях хромосферы Солнца на высотах порядка 2000 км от фо-
тосферного уровня реализуется нелинейный рост температуры из-за эффекта
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Рис. 7. Генерация концентрических ударных волн в солнечной хромосфере и на фотосфер-
ном уровне («солнцетрясение»)

[Figure 7. Generation of concentric shock waves in the solar chromosphere and photospheric
level (“sunquake”)]

Рис. 8. Разность температур (a) и плотностей газа (b) внутри и снаружи магнитной трубки
в верхних слоях хромосферы

[Figure 8. Temperature difference (a) and gas density contrast (b) inside and outside the
magnetic flux tube in the upper chromospheric layers]

Рис. 9. Распределение вертикального
ускорения верхней точки арочной магнит-
ной структуры в зависимости от высоты

подъема в солнечной атмосфере

[Figure 9. Vertical acceleration distribution
of the apex of an arched magnetic structure
as a function of ascent height in the solar

atmosphere]
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аномального прогрева солнечной атмосферы [8]. На этих высотах нелинейно
резко растет температура и падает плотность газа. Как следствие, разности
температур и плотностей газа внутри и снаружи магнитной трубки меняют
знак (рис. 8). Выталкивающая сила Архимеда исчезает, и ускорение магнит-
ной трубки становится отрицательным (рис. 9). Силовое воздействие всплы-
вающего магнитного потока на солнечную атмосферу прекращается.

Заключение. Феномен выброса магнитных полей с гиперзвуковыми ско-
ростями в солнечную хромосферу представляет принципиальную важность
для анализа физических процессов, сопровождающих хромосферные вспыш-
ки [3]. Непосредственная регистрация процесса выброса магнитного поля в
хромосферу затруднена ограничениями пространственно-временного разре-
шения наблюдательных данных. Характерный диапазон глубин формирова-
ния спектральных линий в хромосфере составляет порядка 100 км [1]. Маг-
нитная трубка, поднимающаяся со скоростью 300 км/с (рис. 4, b), преодоле-
вает область чувствительности спектральных линий менее чем за 0.1 сек, что
существенно превышает возможности временного разрешения современной
наблюдательной аппаратуры [7].

В аспекте пространственного разрешения ситуация более благоприятная.
На стадии взрывного ускорения магнитной трубки формируется очень узкий
профиль вертикального ускорения с полушириной порядка 1000 км (рис. 5).
Этот параметр определяет требуемое пространственное разрешение для ре-
гистрации вспышечных процессов в солнечной атмосфере. Современные на-
блюдательные системы успешно решают эту задачу, что позволило полу-
чить фундаментальные результаты в исследовании механизмов хромосфер-
ных вспышек [7,10].

Решение проблемы временно́го разрешения при регистрации подъема маг-
нитного поля по ансамблю спектральных линий, формирующихся от фото-
сферы до верхней хромосферы, позволит детально исследовать динамику
магнитных полей в нижних слоях солнечной атмосферы и, в перспективе,
полностью объяснить механизмы формирования энергетических потоков во
вспышечных событиях. Это также разрешает проблему триггерного меха-
низма инициирования вспышек [1, 3], который является следствием неустой-
чивости Паркера для крупномасштабных магнитных полей в верхних слоях
конвективной зоны Солнца.

Ключевой результат настоящего исследования заключается в установле-
нии того факта, что начало генерации концентрических ударных волн, рас-
пространяющихся вдоль солнечной поверхности (рис. 7), предшествует стар-
ту вспышечных процессов в активной области. Данное явление по своей физи-
ческой природе представляет собой достоверный «предвестник» вспышечной
активности.
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Abstract

This study is devoted to the development of Parker instability in the
short-wavelength range of large-scale magnetic field oscillations (wavenum-
ber m > 20) within the upper layers of the solar convective zone. The
strongly nonlinear ascent of the magnetic arc’s apex forms a needle-like struc-
ture that penetrates the solar atmosphere at hypersonic velocities. During
the magnetic field’s rise, photospheric and chromospheric layers experience
an abrupt vertical impact, generating a train of circular diverging shock
waves propagating along the solar surface. This phenomenon, reliably de-
tected by modern observational instruments, is called as a “sunquake”. The
onset of diverging shock wave generation serves as a precursor to flare ac-
tivity within the active region. The paper provides numerical estimates for
the spatial and temporal resolution requirements of observational instru-
mentation needed to study hypersonic magnetic flux emergence in the solar
chromosphere.
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Аннотация

Методами аналитического и численного анализа исследуется вторая
компонента динамической восприимчивости ансамбля взаимодейству-
ющих магнитных частиц. Рассматривается конфигурация наложенных
друг на друга магнитных полей: переменного и параллельного ему по-
стоянного. Диполь-дипольные взаимодействия учитываются в рамках
двухчастичных корреляций с использованием подхода модифицирован-
ной теории среднего поля первого порядка.

Из аналитического решения уравнения Фоккера–Планка получено
выражение для второй гармоники как функции двух параметров: вос-
приимчивости Ланжевена χL, характеризующей диполь-дипольные вза-
имодействия, и параметра Ланжевена ξ0, представляющего собой отно-
шение магнитной энергии к тепловой.

Полученное выражение для второй гармоники согласуется с ранее
известными результатами, в которых межчастичными взаимодействия-
ми пренебрегали. Проведенное исследование имеет значительный теоре-
тический интерес и может быть использовано для более точной харак-
теристики свойств магнитных частиц.

Ключевые слова: феррожидкость, уравнение Фоккера–Планка, плот-
ность вероятности, динамическая восприимчивость, межчастичные вза-
имодействия, постоянное поле, численное решение, аналитическое реше-
ние.
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Введение. Суспензия магнитных наночастиц, диспергированных в немаг-
нитной жидкости-носителе, называется магнитной жидкостью, или ферро-
жидкостью [1]. Уникальное свойство такого коллоидного раствора заключа-
ется в сочетании текучести, характерной для жидкостей, со способностью к
намагничиванию. Средний размер наночастиц составляет около 10 нм. Та-
кую систему можно рассматривать как ансамбль одинаковых сферических
диполей с диаметром магнитного ядра d и магнитным моментом m = vMs,
где Ms — намагниченность насыщения, а v = πd3/6— объем магнитного ядра.
Под действием внешнего магнитного поля магнитные моменты, противодей-
ствуя тепловому движению, преимущественно ориентируются по направле-
нию поля, что приводит к возникновению намагниченности системы.

Существует два основных механизма ориентации магнитных моментов:
броуновский и неелевский. Броуновский механизм характеризуется поворо-
том магнитного момента вместе с частицей, тогда как при неелевском ме-
ханизме ориентация магнитного момента изменяется внутри неподвижной
частицы за счет тепловых флуктуаций. В феррожидкостях, где частицы сво-
бодно перемещаются в объеме жидкости, преобладает броуновский механизм
ориентации.

В переменном магнитном поле с амплитудой h и частотой ω намагничен-
ность можно представить в виде ряда по гармоникам:

M(t)

ρm
=

∞∑

p=1

χp(h, ω) e
ipωt, (1)

где ρ— концентрация частиц. Коэффициенты ряда (1), зависящие от ампли-
туды и частоты переменного поля, определяют p-ю гармонику динамической
восприимчивости.

Динамическая восприимчивость представляет собой ключевой параметр,
характеризующий отклик ансамбля магнитных частиц на внешнее магнитное
поле. Исследование магнитного отклика имеет важное значение для много-
численных прикладных областей. В частности, мнимая часть динамической
восприимчивости позволяет оценить интенсивность диссипации энергии, что
рассматривается в медицинских приложениях как потенциальный метод те-
рапии онкологических заболеваний [2–4]. Для клинического применения это-
го метода требуется повышение его эффективности и безопасности. Установ-
лено, что наличие постоянного поля способствует более эффективной гене-
рации тепла [5]. Однако в этом случае в спектре динамической восприимчи-
вости возникают новые эффекты, обусловленные комбинацией переменного
и постоянного полей [6].

Дополнительную сложность представляет учет диполь-дипольных взаи-
модействий между частицами, характерных для концентрированных образ-
цов. В работе [7] методом компьютерного моделирования исследовалась дина-
мическая восприимчивость феррожидкости. Экспериментальные измерения
динамической восприимчивости представлены в исследовании [8]. Результа-
ты этих работ демонстрируют, что сильные межчастичные взаимодействия
могут приводить к образованию гибких цепочек, кольцеобразных структур
и плотных кластерных агрегатов. Следовательно, модель идеальной систе-
мы без учета межчастичных взаимодействий становится недостаточной для
адекватного описания реальных систем.
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Динамическая восприимчивость представляет собой активную область
теоретических исследований. В классической работе [9] получено выражение
для первой гармоники (линейной восприимчивости), описывающее отклик
ансамбля невзаимодействующих дипольных частиц на слабое переменное по-
ле:

χD =
χL

1 + iωτB
, (2)

где τB = πd3η/(2kBT )— характерное время броуновской релаксации; η— ди-
намическая вязкость окружающей жидкости; kBT — тепловая энергия систе-
мы; χL = 8λϕ— статическая восприимчивость Ланжевена, пропорциональ-
ная константе дипольной связи λ = µ0m

2/(4πd3kBT ) и объемной доле частиц
ϕ = ρπd3/6; ρ— объемная концентрация магнитных частиц.

Выражение для третьей гармоники (нелинейного отклика) в случае ма-
лых амплитуд переменного поля без учета межчастичных взаимодействий
приведено в работе [10]. Особого внимания заслуживают исследования [11,
12], посвященные влиянию диполь-дипольных взаимодействий на первую и
третью компоненты динамического отклика. В работах [12, 13] предложены
упрощенные аппроксимационные выражения для первой и третьей гармо-
ник, учитывающие как межчастичные взаимодействия, так и произвольные
амплитуды переменного поля. Описание первой и третьей гармоник для про-
извольных амплитуд поля (без учета межчастичных взаимодействий) пред-
ставлено в исследовании [14]. Влияние постоянного подмагничивающего по-
ля на первую компоненту динамического отклика рассмотрено в работе [15].
Выражения для второй компоненты динамического отклика получены в ис-
следованиях [16,17], однако в этих работах взаимодействие между частицами
не учитывалось.

Настоящее исследование направлено на углубленное изучение второй ком-
поненты динамической восприимчивости. Основное внимание уделяется ана-
лизу совместного влияния диполь-дипольных взаимодействий между части-
цами и напряженности постоянного магнитного поля. При этом рассматри-
вается случай малых амплитуд переменного поля.

1. Математическая модель. Рассматривается ансамбль из N идентич-
ных сферических магнитных диполей, диспергированных в жидкости-носи-
теле. Вектор магнитного момента k-й частицы описывается выражением

mk = mkm̂k,

где m̂k = (sin θk cosϕk, sin θk sinϕk, cos θk)— единичный вектор ориентации,
а mk — модуль магнитного момента. Радиус-вектор частицы задается как

rk = rkr̂k,

где r̂k = (sin ζk cosψk, sin ζk sinψk, cos ζk)— единичный вектор направления,
а rk — длина радиус-вектора. Здесь θk, ϕk, ζk, ψk — углы в сферической си-
стеме координат.

Частицы находятся в бесконечно протяженном цилиндре, ориентирован-
ном вдоль осиOz. Такая геометрия позволяет пренебречь краевыми эффекта-
ми и считать, что внешнее магнитное поле совпадает с полем внутри образца.
Магнитное поле имеет вид

H = (h0 + heiωt)Ĥ,
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где h— амплитуда переменного магнитного поля, ω— его частота, h0 — напря-
женность постоянного поля, а Ĥ = (0, 0, 1)— единичный вектор направления.

Введем обозначение xk = cos θk, где θk — угол между векторами m̂k и Ĥ.
Энергия зеемановского взаимодействия k-го магнитного момента с внеш-

ним полем определяется выражением

UH = −µ0(mk ·H) = −µ0m(h0 + heiωt)xk. (3)

Потенциал диполь-дипольного взаимодействия между k-й и j-й частица-
ми имеет вид

Ud = − µ0m
2

4πr3k,j
[3(m̂k · r̂k,j)(m̂j · r̂k,j)− (m̂k · m̂j)] , (4)

где rk,j — расстояние между центрами частиц.
Поскольку система обладает осевой симметрией, ориентация k-го магнит-

ного момента зависит только от угла θk. Эволюцию ориентации магнитного
момента описывает уравнение Фоккера—Планка:

2τB
∂W

∂t
=

∂

∂xk

[
(1− x2k)

(∂W
∂xk

+W
∂U

∂xk

)]
. (5)

Решение уравнения (5) представляет собой функцию плотности вероятно-
сти ориентации магнитного момента W =W (t, xk), определяющую наиболее
вероятное направление магнитного момента относительно внешнего поля в
момент времени t. Данное решение удовлетворяет условию нормировки:

∫ 1

−1
W (t, xk)dxk = 1. (6)

Для идеальной системы невзаимодействующих частиц нормированная на
тепловую энергию потенциальная энергия U = U(t, xk) сводится к зееманов-
ской энергии (3):

U = U id = UH/kBT = −(ξ0 + ξeiωt)xk, (7)

где ξ0 = µ0mh0/(kBT ) и ξ = µ0mh/(kBT )— параметры Ланжевена для по-
стоянного и переменного полей соответственно.

Для учета межчастичных взаимодействий применяется метод среднего
магнитного поля первого порядка (МСП-1), предложенный в работе [18]. Ме-
тод основан на предположении, что на k-ю частицу помимо внешнего маг-
нитного поля действует дополнительное поле, создаваемое j-й частицей во
всем объеме системы. В рамках данного подхода диполь-дипольные взаимо-
действия учитываются с точностью до вклада парных корреляций. Таким
образом, потенциальная энергия системы взаимодействующих частиц вклю-
чает два вклада: энергию взаимодействия магнитных моментов с внешними
полями и энергию диполь-дипольных взаимодействий:

U = U int =

(
UH + ρ

∫∫
Ud(k, j)Θ(k, j)W id dm̂j dr̂j

)
/(kBT ), (8)
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гдеW id — решение уравнения (5) с потенциальной энергией (7). Интегралы по
dm̂j и dr̂j представляют собой усреднение по всем возможным ориентациям
магнитного момента и положениям j-й частицы соответственно:

∫
dr̂j = lim

R→∞

∫ 2π

0
dψj

∫ π

0
sin ζjdζj

∫ R/ sin ζj

0
r2jdrj ,

∫
dm̂j =

1

4π

∫ 1

−1
dxj

∫ 2π

0
dϕj .

(9)

Функция Хевисайда Θ(k, j) = Θ(|rj − rk|) исключает возможность перекры-
тия j-й и k-й частиц.

Подстановка выражений (4) и (9) в (8) с последующим интегрированием
дает

U int = −
[
ξ0 + ξeiωt + χL

∫ 1

−1
W idxjdxj

]
xk. (10)

Намагниченность системы определяется как усредненная по всем возмож-
ным ориентациям проекция магнитного момента k-й частицы на направление
магнитного поля с весовой функцией W :

M(t) = ρm

∫
(m̂k · Ĥ)Wdm̂k = ρm

∫ 1

−1
Wxkdxk. (11)

Действительная и мнимая части второй гармоники находятся через ко-
эффициенты ряда Фурье:

R[χ2] =
ω

πξ2

∫ 2π/ω

0
M(t) cos(2ωt)dt, I[χ2] =

ω

πξ2

∫ 2π/ω

0
M(t) sin(2ωt)dt, (12)

где R[x] и I[x] обозначают действительную и мнимую части величины [x]
соответственно.

2. Аналитическая формула второй гармоники в случае малых
амплитуд переменного поля. Для аналитического решения уравнения (5)
применяется метод разделения переменных. Функция плотности вероятности
W (t, xk) представляется в виде бесконечного ряда по системе ортогональных
функций (далее индекс k опущен для упрощения записи):

W (t, x) =W0(ξ0, x) +
∞∑

l=1

Tl(t)Pl(x), (13)

W0(ξ0, x) =
ξ0

2 sh ξ0
eξ0x. (14)

В качестве базиса разложения использованы полиномы Лежандра Pl(x).
Выражение (14) описывает равновесное распределение ориентаций магнит-
ных моментов. Подстановка (13) в уравнение (5) с учетом свойств полиномов
Лежандра приводит к бесконечной системе рекуррентных уравнений для ко-
эффициентов Tl:

2τBT
′
l = −Tl+1

∂U

∂x

l(l + 1)

2l + 3
+ Tl−1

∂U

∂x

l(l + 1)

2l − 1
− l(l + 1)Tl − ξeiωtfl(ξ0), (15)
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где функция fl(ξ0) определяется выражением

fl(ξ0) =

∫ 1

−1
Pl(x)

∂

∂x

[
(1− x2)W0(ξ0, x)

]
dx. (16)

Решение для функций Tl(t) ищется в виде разложения по гармоникам:

Tl(t) =

∞∑

p=1

χl,pe
ipωt, (17)

где коэффициенты разложения χl,p зависят от параметров ξ0, ξ и ω.
Подстановка разложения (17) и выражения для потенциальной энергии

(7) в систему (15) приводит к бесконечной системе уравнений относительно
коэффициентов χl,p для случая невзаимодействующих частиц:

(
2ikωτB + l(l + 1)

)
χl,p = −ξ l(l + 1)

2l + 3
χl+1,p−1 + ξ

l(l + 1)

2l − 1
χl−1,p−1 −

− ξ0
l(l + 1)

2l + 3
χl+1,p + ξ0

l(l + 1)

2l − 1
χl−1,p − δ1,p ξfl(ξ0), (18)

где δ1,p — символ Кронекера.
Выражение для намагниченности (11) после подстановки разложения (13)

с учетом свойства ортогональности полиномов Лежандра принимает вид

M(t) = ρm

∫ 1

−1
xWdx = ρm

(
L(ξ0) +

2

3

∞∑

p=1

χ1,pe
ipωt

)
, (19)

где L(x) = cthx− 1/x— функция Ланжевена.
Действительная и мнимая части второй гармоники, вычисляемые соглас-

но (12), после подстановки (19) выражаются через коэффициент χ1,2:

R[χ2] =
ω

πξ2

∫ 2π/ω

0
M(t) cos(2ωt)dt =

kχ2
L

ξ2
R[χ1,2],

I[χ2] =
ω

πξ2

∫ 2π/ω

0
M(t) sin(2ωt)dt =

kχ2
L

ξ2
I[χ1,2],

где k = 12m/ρ. Таким образом, вторая гармоника динамической восприим-
чивости полностью определяется коэффициентом χ1,2.

Система уравнений (18) содержит бесконечное число неизвестных. Для
получения аналитического решения необходимо ограничить систему конеч-
ным числом уравнений. Учитывая условие малости амплитуды переменного
поля (ξ � 1), можно показать, что вклад гармоники с номером p пропорци-
онален ξp.

Анализ показывает, что для определения гармоник выше первой необхо-
димо рассматривать как минимум два уравнения системы. Введем прибли-
жение, полагая χl,p = 0 при l > 2 и p > 2. Для случая невзаимодействующих
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диполей решение системы (18) дает следующие выражения для коэффици-
ентов:

χid
1,1 =

ξ

2

1
5ξ0f2(ξ0)− f1(ξ0)(3 + iωτB)

(1 + iωτB)(3 + iωτB) +
1
5ξ

2
0

, (20)

χid
1,2 = − ξ

2

10

f2(ξ0)
(
1
5ξ

2
0 − (1 + iωτB)(3 + 2iωτB)

)
− 3f1(ξ0)ξ0(2 + iωτB)[

(1 + 2iωτB)(3 + 2iωτB) +
1
5ξ

2
0

] [
(1 + iωτB)(3 + iωτB) +

1
5ξ

2
0

] , (21)

где функции f1(x) и f2(x), полученные из (16), имеют вид

f1(x) = −3L(x)

x
, f2(x) = −15L3(x)

x
, L3(x) = 1− 3L(x)

x
.

В предельном случае ξ0 → 0 коэффициент (20) воспроизводит формулу
Дебая (2), тогда как коэффициент (21) стремится к нулю. Таким образом,
аналитическое решение уравнения (5) для невзаимодействующих диполей
в случае малых амплитуд переменного поля принимает форму

W id(t, x) =W0 + (χid
1,1e

iωt + χid
1,2e

i2ωt)P1(x) + · · · (22)

Рассмотрим вклад диполь-дипольных взаимодействий в потенциальную
энергию. Подстановка решения (22) в выражение (10) с последующим инте-
грированием дает модифицированное выражение для потенциальной энер-
гии, учитывающее межчастичные взаимодействия:

U = U int = −
[
ξ̃0 +Aeiωt +Bei2ωt

]
x, (23)

где введены следующие обозначения:

ξ̃0 = ξ0 + χLL(ξ0),

A = ξ
(
1 +

χL

3

1
5ξ0f2(ξ0)− f1(ξ0)(3 + iωτB)

(1 + iωτB)(3 + iωτB) +
1
5ξ

2
0

)
,

B = −ξ2χL

15

f2(ξ0)
(
1
5ξ

2
0 − (1 + iωτB)(3 + 2iωτB)

)
− 3f1(ξ0)ξ0(2 + iωτB)[

(1 + 2iωτB)(3 + 2iωτB) +
1
5ξ

2
0

] [
(1 + iωτB)(3 + iωτB) +

1
5ξ

2
0

] .

Решение снова ищем в виде разложения (13), используя модифицирован-

ное начальное распределение W0(ξ̃0, x). Подстановка потенциальной энергии
(23) в систему (15) приводит к новой системе рекуррентных соотношений для
коэффициентов χl,p, учитывающей межчастичные взаимодействия:

(
2ikωτB + l(l + 1)

)
χl,p = −Al(l + 1)

2l + 3
χl+1,p−1 +A

l(l + 1)

2l − 1
χl−1,p−1 −

− ξ̃0
l(l + 1)

2l + 3
χl+1,p + ξ̃0

l(l + 1)

2l − 1
χl−1,p −

−B
l(l + 1)

2l + 3
χl+1,p−2 +B

l(l + 1)

2l − 1
χl−1,p−2 − δ1,pAfl(ξ̃0)− δ2,pBfl(ξ̃0). (24)
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Решение системы (24) находится аналогичным методом. Вторая гармони-
ка динамической восприимчивости с учетом диполь-дипольных взаимодей-
ствий принимает вид

χ1,2 = −A
2

10

f2(ξ̃0)
(
1
5 ξ̃

2
0 − (1 + iωτB)(3 + 2iωτB)

)
− 3ξ̃0f1(ξ̃0)(2 + iωτB)[

(1 + 2iωτB)(3 + 2iωτB) +
1
5 ξ̃

2
0

][
(1 + iωτB)(3 + iωτB) +

1
5 ξ̃

2
0

] +

+
B

2

1
5 ξ̃0f2(ξ̃0)− f1(ξ̃0)(3 + 2iωτB)

(1 + 2iωτB)(3 + 2iωτB) +
1
5 ξ̃

2
0

. (25)

3. Численное решение уравнения Фоккера—Планка. Аналитиче-
ское представление функции W с использованием конечного числа уравне-
ний в системе (17) ограничивает область параметров, где выражение (25)
адекватно описывает вторую гармонику. Для определения границ примени-
мости формулы (25) было выполнено численное решение уравнения Фокке-
ра—Планка с последующим расчетом второй гармоники.

Численное решение уравнения (5) проводилось с использованием конеч-
но-разностной схемы, предложенной в работе [19]. Изначально разработан-
ная для уравнений конвекции-диффузии, данная схема успешно адаптирует-
ся для уравнения Фоккера—Планка, где первый член интерпретируется как
диффузионный, а второй — как конвекционный. Сходимость и устойчивость
схемы доказаны в [19], а ее применение продемонстрировано в работах [20,21]
для систем с неелевской релаксацией.

Численное решение получено для диапазона частот 10−2 6 ωτB 6 102

с логарифмическим шагом 0.1 по десятичным порядкам. Пространственно-
временная сетка задавалась следующим образом:

tn = tn−1 + ht, t0 = 0, ht =
2π

ω
10−4;

xm = xm−1 + hx, x0 = −1 +
hx
2
, hx = 0.001,

где hx и ht — шаги по пространственной и временной координатам соответ-
ственно. Индексы n иm изменяются от 0 доNn = 104 иNm = 2/hx−1 соответ-
ственно. Значения функции в узлах сетки обозначены как Wn,m =W (tn, xm).

Дискретный аналог уравнения (5) согласно [19] имеет вид

e−δhtWn,m −Wn−1,m

ht
+ (D + C + δ)(e−δhtWn,m) = 0, (26)

где операторы диффузии D и конвекции C определяются следующими вы-
ражениями:

DWn,m = −f
(
xm +

hx
2

)Wn,m+1 −Wn,m

h2x
+ f

(
xm − hx

2

)Wn,m −Wn,m−1

hx
,

CWn,m = v
(
t∗, xm +

hx
2

)Wn,m+1 +Wn,m

2hx
− v

(
t∗, xm − hx

2

)Wn,m +Wn,m−1

2hx
,

f(x) = 1− x2, t∗ =
tn+1 + tn

2
, v(t, x) =

∂U

∂x
(1− x2).

Численное решение включает следующие этапы:
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1) решение уравнения (5) с потенциальной энергией (7) для получения
W id — распределения без учета межчастичных взаимодействий;

2) вычисление интегрального вклада диполь-дипольных взаимодействий:

I = χL

∫ 1

−1
W idxdx;

3) повторное решение уравнения (5) с модифицированной потенциальной
энергией (10), учитывающей взаимодействия;

4) численное интегрирование для определения намагниченности (11) и
компонент восприимчивости (12) методом трапеций.

Параметр стабилизации δ в схеме (26) выбирается согласно [19]:

δ =
1

2
max |v′x|.

В расчетах использовались следующие значения:
– δ = ξ + ξ0/2— для невзаимодействующих частиц;
– δ = ξ + ξ0/2 + I/2— с учетом взаимодействий частиц.
Начальное распределение задается выражением (14). Для достижения

термодинамического равновесия, исключающего зависимость от начальных
условий, моделирование проводится до tf = 10T , где T = 2π/ω— период пе-
ременного поля. Установившееся решение определяется усреднением W на
интервале [9T, 10T ] с нормировкой, обеспечивающей выполнение (6).

4. Сравнение аналитической формулы и численного решения.
На рис. 1 представлены зависимости действительной (a) и мнимой (b) ча-
стей динамической восприимчивости (21) для трех значений напряженности
постоянного поля: ξ0 = 0.1, 0.5 и 1. Численное решение уравнения (5), по-
казанное точками (символами), получено при амплитуде переменного поля
ξ = 0.1. Наблюдается хорошее согласие аналитического и численного реше-
ний при ξ0 . 0.5. Расхождение при больших значениях ξ0 > 0.5 обусловлено
усечением системы (18) до двух уравнений.

Для верификации результатов на графиках приведены данные из рабо-
ты [16] (крестики), полностью совпадающие с выражением (21), что подтвер-
ждает корректность полученных результатов.

На рис. 2 показаны зависимости действительной (a) и мнимой (b) ча-
стей восприимчивости (25), учитывающей межчастичные взаимодействия,
при ξ = ξ0 = 0.1 для различных значений восприимчивости Ланжевена:
χL = 0.5, 1 и 3. Численное решение уравнения (5) представлено точками.
В случае χL = 0.5, соответствующем разбавленной феррожидкости со сла-
быми корреляциями, результаты (25) (сплошные линии) близки к решению
(21) для невзаимодействующей системы (пунктирные линии). Наблюдается
хорошее соответствие аналитического и численного решений во всем иссле-
дованном диапазоне χL . 3.

Рассмотрим поведение статической восприимчивости и сдвиг положения
максимума мнимой части в зависимости от напряженности постоянного маг-
нитного поля ξ0 при различных значениях восприимчивости Ланжевена χL.

На рис. 3, а представлены следующие данные: сплошными линиями пока-
зана зависимость действительной части аналитического решения (25) в ста-
тическом пределе (ωτB → 0) для значений χL = 1 и 2; точками обозначены
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Рис. 1. Действительная (a) и мнимая (b) части динамической восприимчивости (21) для
значений напряженности постоянного поля ξ0 = 0.1, 0.5 и 1 и амплитуде переменного поля
ξ = 0.1: линии — аналитическое решение по (21); символы — численные данные; крестики —

результаты [16]

[Figure 1. Real (a) and imaginary (b) parts of the dynamic susceptibility (21) for DC field
strengths ξ0 = 0.1, 0.5, and 1 and AC field amplitude ξ = 0.1: lines — analytical solution by (21);

symbols — numerical data; crosses — results from [16]]

Рис. 2. Действительная (a) и мнимая (b) части восприимчивости (25) для χL = 0.5, 2
и 3: сплошные линии — аналитическое решение по (25); символы — численные данные;
пунктирные линии — аналитическое решение по (21). Значения амплитуды переменного

поля и напряженности постоянного поля равны: ξ = ξ0 = 0.1

[Figure 2. Real (a) and imaginary (b) parts of the susceptibility (25) for χL = 0.5, 2 and 3: solid
lines — analytical solution by (25); symbols — numerical data; dashed lines — analytical solution

by (21). The AC field amplitude and DC field strength are equal: ξ = ξ0 = 0.1]

результаты численного решения уравнения (5) при малой частоте ωτB = 0.01
для тех же значений χL; для сравнения пунктирной линией приведена зави-
симость, полученная по формуле (21), не учитывающая межчастичные взаи-
модействия, и сопутствующие численные данные.

Анализ полученных зависимостей позволяет выявить существование вы-
раженного локального максимума вблизи значения ξ0 ≈ 1. В области относи-
тельно слабых полей (ξ0 . 1) учет диполь-дипольных взаимодействий при-
водит к существенному возрастанию статической восприимчивости второй
гармоники, причем наиболее значительный эффект наблюдается в окрест-
ности указанного максимума. При превышении напряженности поля значе-
ния ξ0 > 1 влияние межчастичных корреляций постепенно ослабевает. При
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Рис. 3. Зависимость статической восприимчивости (a) и положения максимума мнимой
части (b) от величины напряженности постоянного поля ξ0. Восприимчивость Ланжевена
принимает значения χL = 1 и 2. Сплошные линии обозначают максимум, найденный по
формуле (25), которая учитывает межчастичные взаимодействия. Пунктирные линии —
максимум, определенный по формуле (21) для системы без учета взаимодействий. Симво-

лы — результат численного решения уравнения (5)

[Figure 3. Dependence of static susceptibility (a) and position of the imaginary part maximum
(b) on DC field strength ξ0. The Langevin susceptibility takes values χL = 1 and 2. Solid
lines show maxima calculated by (25) accounting for interparticle interactions. Dashed lines —
maxima from (21) for non-interacting systems. Symbols — numerical solution of equation (5)]

дальнейшем увеличении ξ0 основную роль начинает играть взаимодействие
магнитных моментов с внешним постоянным полем, что приводит к прак-
тическому совпадению статических восприимчивостей взаимодействующей
и невзаимодействующей систем.

На рис. 3, b представлена зависимость характерной частоты ω∗τB, соот-
ветствующей максимуму мнимой части динамической восприимчивости, от
безразмерной напряженности постоянного поля ξ0 для систем с восприимчи-
востью Ланжевена χL = 1 и 2. Сплошные линии отражают аналитическую
зависимость, полученную по формуле (25), учитывающей межчастичные вза-
имодействия, тогда как точки соответствуют результатам численного моде-
лирования на основе уравнения (5). Для сравнения приведены аналогичные
зависимости, рассчитанные по формуле (21) без учета диполь-дипольных вза-
имодействий (пунктирные линии), и соответствующие им численные данные
(точки).

Анализ представленных зависимостей демонстрирует следующие особен-
ности поведения системы. В области слабых полей (ξ0 . 1.5) увеличение вос-
приимчивости Ланжевена вызывает сдвиг положения максимума в область
более низких частот, что обусловлено усилением роли межчастичных вза-
имодействий. В точке ξ0 ≈ 1.5 наблюдается баланс между взаимодействием
магнитных моментов с внешним полем и диполь-дипольными взаимодействи-
ями. При дальнейшем росте напряженности поля (ξ0 > 1.5) преобладающее
влияние внешнего поля приводит к смещению максимума мнимой части в об-
ласть высоких частот.

5. Заключение. В данной работе получена аналитическая формула для
второй гармоники динамической восприимчивости ансамбля взаимодейству-
ющих магнитных частиц в слабом переменном поле. Сравнение теоретиче-
ских результатов с численным решением уравнения Фоккера—Планка пока-
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зало, что при значениях параметра Ланжевена ξ0 . 0.5, характеризующего
отношение магнитной энергии к тепловой, между ними наблюдается хорошее
соответствие. При ξ0 > 0.5 наблюдается снижение точности аналитического
описания.

В отличие от предыдущих исследований, рассматривавших невзаимодей-
ствующие частицы, в настоящей работе в рамках МСП-1 учтен вклад диполь-
дипольных взаимодействий. Полученная обобщенная формула для второй
гармоники согласуется с известными результатами для случая пренебрежимо
слабых межчастичных взаимодействий.

Анализ выявил существенное влияние межчастичных взаимодействий на
динамический отклик системы. В зависимости от напряженности постоян-
ного поля ξ0 диполь-дипольные взаимодействия могут как усиливать, так
и ослаблять отклик. Направление сдвига частоты ω∗τB, соответствующей
максимуму мнимой части восприимчивости, также определяется величиной
приложенного постоянного поля.
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Abstract

In this work, the second component of dynamic susceptibility of an en-
semble of interacting magnetic particles is studied by using analytical and
numerical methods. The configuration of superimposed magnetic fields is
considered: alternating and parallel constant fields. Dipole-dipole interac-
tions are taken into account within two-particle correlations using a modified
first-order mean-field theory approach.

From the analytical solution of the Fokker–Planck equation, an expres-
sion for the second harmonic is obtained as a function of two parameters:
the Langevin susceptibility χL, which characterizes dipole-dipole interac-
tions, and the Langevin parameter ξ0, representing the ratio of magnetic
energy to thermal energy.

The obtained expression for the second harmonic agrees with previously
known results where interparticle interactions were neglected. This research
has significant theoretical interest and can be used for more precise charac-
terization of magnetic particle properties.

Keywords: ferrofluid, Fokker–Planck equation, probability density, dynamic
susceptibility, interparticle interactions, constant field, numerical solution,
analytical solution.
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О скорости стабилизации периодических
возмущений положения равновесия
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Аннотация

Статья посвящена описанию процедуры построения решения зада-
чи о стабилизации периодического возмущения положения равновесия
для одномерной модели Бродвелла. Описывается процедура построения
решения: применяется метод Фурье для решения системы уравнений от-
носительно коэффициентов Фурье переменных. В пространстве образов
Фурье система сводится к проекции на одну переменную, что позволя-
ет выразить остальные коэффициенты Фурье uk,l, vk,l, wk,l через zk,l
с помощью уравнений состояния.

Существенную роль в исследовании скорости стабилизации играет
линеаризация z-проекции, представляющая собой в данном случае ин-
тегро-дифференциальный оператор, описываемый в терминах теоремы
Пэли–Винера. Рассогласование правой и левой частей одномерной систе-
мы приводит в методе Фурье к возникновению препятствий при постро-
ении аннуляторов секулярных членов соответствующей проекции. Ука-
занные препятствия не позволяют получить решение задачи для произ-
вольных начальных данных, описывающих периодические возмущения
положения равновесия. Установлено, что для различных проекций воз-
никающие препятствия оказываются идентичными.

Ключевые слова: кинетические уравнения Бродвелла, одномерная си-
стема Бродвелла, системы уравнений, скорость стабилизации периоди-
ческих возмущений.
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Введение. Как известно, кинетическая теория рассматривает газ как со-
вокупность огромного числа хаотически движущихся частиц (например мо-
лекул), взаимодействующих между собой тем или иным способом [1–6]. В ре-
зультате таких взаимодействий частицы обмениваются импульсом и энерги-
ей. Взаимодействие может осуществляться как посредством прямых столк-
новений частиц, так и через различные силовые поля.

Для формального описания подобных явлений в [2] (см. также [6]) рас-
сматриваются так называемые дискретные модели кинетического уравнения
Больцмана, где приводится феноменологический вывод уравнения Больцма-
на для газовой модели с конечным числом различных скоростей частиц и
конечным числом типов взаимодействий (модели типа Бродвелла [2]).

Пусть fi(t, x)— функция распределения частиц в пространстве x ∈ Rd

в момент времени t, движущихся со скоростью vi ∈ Rd. Предположим, что
их взаимодействие описывается скоростью изменения функции распределе-
ния Fi(f1, . . . , fn). Тогда получаем систему дифференциальных уравнений
в частных производных:

∂tfi + (v, ∂xfi) = F (f1, . . . , fn), i = 1, . . . , n,

которая называется дискретной моделью уравнения Больцмана, если Fi мо-
делирует интеграл столкновений:

F (f1, . . . , fn) =
∑

k,j

σijk,l(fkfl − fifj).

Здесь суммирование проводится по всем k, l, j, участвующим в заранее за-
данных взаимодействиях (столкновениях) вида (k, l) → (i, j).

В данной работе разработаны методы исследования проекций системы
Фурье на систему коэффициентов Фурье одной независимой переменной. При
этом для одномерной модели Бродвелла проекции приводят к появлению се-
кулярных членов. В частности, для u-проекции возникают секулярные члены
вида q+z,re

ikt, q+v,re
ikt и q−w,re

−ikt.
Особенностью рассматриваемой системы является рассогласование меж-

ду левой и правой частями уравнений: правая часть уникальна, поскольку
описывает условия упругих столкновений частиц, тогда как левые части по-
парно идентичны. Это рассогласование создает препятствия для построения
аннуляторов секулярных членов. Задача оказывается разрешимой лишь для
регулярного процесса при выполнении условий возмущения положения рав-
новесия.

Существенную роль в исследовании скорости стабилизации (в терминах
теоремы Пэли–Винера) играет линеаризация u-проекции, представляющая
собой в данном случае интегро-дифференциальный оператор (см. раздел 6).
При разработке стандартного метода перехода к теореме Пэли–Винера по-
требовалось детальное описание этого перехода (включая оценки всех его
составляющих) для модели Бродвелла в каждой из рассматриваемых про-
блем.

Важным результатом стало доказательство существования линейной вза-
имно однозначной замены независимых переменных, преобразующей систему
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Фурье в линейную систему относительно переменной u. Данное преобразова-
ние существенно упрощает исследование слабой сходимости аппроксимаци-
онных решений к слабому решению задачи Коши как для регулярного, так
и для нерегулярного процессов.

1. Модель Бродвелла [2, 5]. Широко известна двумерная модель Бро-
двелла (d = 2, n = 4):

∂tf1 + ∂xf1 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf2 − ∂xf2 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf3 + ∂yf3 = −1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf4 − ∂yf4 = −1

ε
(f3f4 − f1f2).

(1)

Модель Бродвелла наглядно демонстрирует сущность уравнения Больц-
мана, которое, как показано в [6], описывает смесь двух конкурирующих про-
цессов: релаксации и свободного движения. Релаксационный процесс стре-
мится уравнять значения f1 и f3, а также f2 и f4 (процесс «максвеллиза-
ции»), приводя к Q(f1, f2) → 0. Свободное движение, напротив, вызывает
расхождение этих функций распределения.

Ситуация быстрой релаксации соответствует случаю, когда f1 почти рав-
на f2. Противоположный предельный случай медленной релаксации (малое
число столкновений) известен как кнудсеновский газ и характеризуется боль-
шим значением числа Кнудсена ε.

В работе [11] для системы Бродвелла исследованы периодические возму-
щения состояния равновесия fi = nie + n̂i, где nie > 0 (i = 1, . . . , 4) и n1en

2
e =

= n3en
4
e. Возмущения N(t, x, y) = (n̂1, n̂2, n̂3, n̂4) удовлетворяют простран-

ственно-периодическим граничным условиям N(t, x, y) = N(t, x+2π, y+2π),
где (x, y) принадлежат ячейке периодичности. Введем следующее переобо-
значение:

N(t, x, y) = ε2(
√
ueû,

√
vev̂,

√
weŵ,

√
zeẑ).

Применяя метод Фурье, перейдем к рассмотрению коэффициентов Фурье.
Для двумерной системы можно осуществить проекцию на одну переменную
(например, uk,l — u-проекция), выражая остальные коэффициенты Фурье vk,l,
wk,l, zk,l через zk,l с помощью уравнений состояния. Ключевую роль в иссле-
довании скорости стабилизации играет линеаризация u-проекции, которая
в данном случае представляет собой интегро-дифференциальный оператор,
описываемый в терминах теоремы Пэли–Винера.

Переход к проекции сопровождается появлением секулярных членов, ко-
торые однозначно аннулируются для регулярного процесса. Проблема по-
строения аннуляторов секулярных членов возникает на так называемом «кре-
сте» — для коэффициентов Фурье с индексами (k, l), удовлетворяющих усло-
вию (k2 − l2)l = 0. Это создает препятствия для стабилизации соответствую-
щих коэффициентов Фурье. Система для таких коэффициентов аналогична
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системе для коэффициентов Фурье одномерной модели Бродвелла:

∂tf1 + ∂xf1 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf2 − ∂xf2 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf3 + ∂xf3 =
1

ε
(f1f2 − f3f4),

∂tf4 − ∂xf4 =
1

ε
(f1f2 − f3f4).

(2)

В чем заключается проблематичность данной модели? В одномерном слу-
чае частицы с одинаковыми скоростями распределены по разным группам
(пары f1, f3 и f2, f4). При этом правая часть моделирует интеграл столкно-
вений, построенный для четырех групп частиц с жестким условием различия
их групповых скоростей. Таким образом, мы имеем рассогласование между
правой и левой частями модели (2).

Этот вывод справедлив и для многоскоростных многомерных дискретных
моделей кинетики, правая часть которых основана на разбиении частиц по
группам с различными групповыми скоростями. Как показано выше, для дву-
мерной модели Бродвелла проблема рассогласования правой и левой частей
возникает на «кресте». Естественно, аналогичная проблема рассогласования
возникает и для многоскоростных многомерных дискретных моделей кине-
тики на аналоге «креста» модели Бродвелла, который мы будем называть
«обобщенным крестом».

Отметим, что уравнение Больцмана можно рассматривать как «конти-
нуальную сумму» моделей типа Бродвелла. Рассогласование правой и левой
частей уравнения Больцмана обсуждается в [12].

Рассогласование в системе (2) приводит к возникновению препятствий
при построении аннуляторов секулярных членов соответствующей проекции
методом Фурье. Как будет показано далее, для одномерной модели (2) эти
препятствия (например, для u-проекции) имеют вид

√
vev

0
k +

√
zez

0
k = 0,

√
wew

0
k +

√
ueu

0
k = 0, k ∈ Z0. (3)

Указанные препятствия не позволяют построить решение задачи для про-
извольных начальных данных, описывающих периодические возмущения по-
ложения равновесия (включая распределения Максвелла — бегущие волны):

f1 = f3 = 1 + ε2ϕ(x− t), f2 = f4 = 1 + ε2ψ(t+ x),

начальные данные которых

f01 = f03 = 1 + ε2ϕ(x), f02 = f04 = 1 + ε2ψ(x)

представляют собой периодические возмущения положения равновесия, не
удовлетворяющие условиям (3).

В отличие от рассмотренной модели, одномерная модель Карлемана (см. [7])

∂tf1 + ∂xf1 =
1

ε
(f22 − f21 ),

∂tf2 − ∂xf2 = −1

ε
(f22 − f21 ),
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не допускает распределений Максвелла, поэтому периодические возмущения
положений равновесия f e1 > 0, f e2 > 0, (f e1 )

2 = (f e2 )
2, стабилизируются экспо-

ненциально быстро [10].

2. Проблемы стабилизации в одномерной модели Бродвелла. Це-
лью данной статьи является исследование проблемы скорости стабилизации
периодических возмущений положения равновесия для одномерной модели
Бродвелла (2).

Основным рабочим методом является метод Фурье в сочетании с проекци-
ей процесса на одну из компонент (см. [8,10]), что приводит к возникновению
секулярных членов. В двумерном случае возникает проблема аннулирования
секулярных членов (проблема «креста», см. [11]) — отсутствие аннуляторов
секулярных членов для коэффициентов Фурье решения с индексами (k, l),
удовлетворяющими условию (k2 − l2)l = 0. Это создает препятствия для ста-
билизации соответствующих коэффициентов Фурье.

Исследование данной проблемы требует предварительного анализа вопро-
са стабилизации для одномерной модели Бродвелла. В настоящей работе рас-
сматривается процедура построения решения задачи о стабилизации перио-
дического возмущения положения равновесия для одномерной модели Брод-
велла (2).

Для одномерной системы Бродвелла рассмотрим периодическое возмуще-
ние состояния равновесия

F (t, x) = (f1, f2, f3, f4) = Fe + ε2U(t, x),

где Fe = (f1e , . . . , f
4
e ), f

i
e > 0 (i = 1, . . . , 4), f1e f

2
e = f3e f

4
e , причем U(t, x) =

= U(t, x+2π), т.е. удовлетворяет пространственно-периодическим граничным
условиям, x ∈ (0, 1). Введем переобозначение:

N(t, x) = Ne + ε2(
√
ueû,

√
vev̂,

√
weŵ,

√
zeẑ), Ne = (ue, ve, we, ze).

Применяя метод Фурье, перейдем к рассмотрению коэффициентов Фурье
переменных. В пространстве образов Фурье можно осуществить проекцию на
одну переменную (например, uk — u-проекция), выражая остальные коэффи-
циенты Фурье vk, wk, zk через uk с помощью уравнений состояния.

Ключевую роль в исследовании скорости стабилизации (в терминах тео-
ремы Пэли–Винера [8, 10]) играет линеаризация u-проекции, представляю-
щая собой в данном случае интегро-дифференциальный оператор. Изучение
свойств этого оператора совместно с анализом квадратичности правой части
в (1) позволило получить следующие результаты.

– Возникает препятствие для стабилизации коэффициентов Фурье:
√
vev

0
k +

√
zez

0
k = 0,

√
wew

0
k +

√
ueu

0
k = 0. (4)

– При невыполнении условий согласования препятствия u-проекции воз-
можно подключение второй проекции (например, z-проекции) для по-
строения решения методом Фурье. Однако условия согласования пре-
пятствия для z-проекции совпадают с таковыми для u-проекции:

√
wew

0
k +

√
ueu

0
k = 0,

√
vev

0
k +

√
zez

0
k = 0.

Это исключает возможность построения каскада решений для произ-
вольных периодических возмущений положения равновесия.
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– Для коэффициентов Фурье u0k, v
0
k, w

0
k, z

0
k, k ∈ Z0, удовлетворяющих

условиям согласования (4), процесс стабилизируется к состоянию рав-
новесия экспоненциально быстро. Такой процесс будем называть u-ре-
гулярным.

3. Система для возмущения. В данном разделе исследуется скорость
процесса «максвеллизации» на примере периодических возмущений положе-
ния равновесия для одномерной модели Бродвелла (1), где fj > 0. Рассмат-
риваются периодические возмущения положения равновесия:

f1 = ue + ε2
√
ueû; f2 = ve + ε2

√
vev̂;

f3 = we + ε2
√
weŵ; f4 = ze + ε2

√
zeẑ.

Положение равновесия характеризуется значениями f e1 = ue, f
e
2 = ve,

f e3 = we, f
e
4 = ze, удовлетворяющими условию weze = ueve. Основная задача

заключается в определении условий существования решения возмущенной
системы и анализа его стабилизации.

Система уравнений для возмущений имеет вид

∂t
√
ueû+ ∂x

√
ueû− 1

ε
Le = ε

√
ue
√
ve(ŵẑ − ûv̂),

∂t
√
vev̂ − ∂x

√
vev̂ −

1

ε
Le = ε

√
ue
√
ve(ŵẑ − ûv̂),

∂t
√
weŵ + ∂x

√
weŵ +

1

ε
Le = −ε√ue

√
ve(ŵẑ − ûv̂),

∂t
√
zeẑ − ∂x

√
zeẑ +

1

ε
Le = −ε√ue

√
ve(ŵẑ − ûv̂),

Le = we
√
zeẑ + ze

√
weŵ − ue

√
vev̂ − ve

√
ueû,

∂t
√
ueû+ ∂x

√
ueû = ∂t

√
vev̂ − ∂x

√
vev̂,

∂t
√
weŵ + ∂x

√
weŵ = ∂t

√
zev̂ − 2∂x

√
zeẑ,

∂t
√
weŵ + ∂x

√
weŵ = ∂t

√
ueû+ ∂x

√
ueû.

(5)

В пространстве образов Фурье система принимает вид

∂t
√
ueuk + ik

√
ueuk −

1

ε
Le
k = ε

√
ue
√
ve(ŵẑ − ûv̂)k,

∂t
√
vevk − ik

√
vevk −

1

ε
Le
k = ε

√
ue
√
ve(ŵẑ − ûv̂)k,

∂t
√
wewk + ik

√
wewk +

1

ε
Le
k = −ε√ue

√
ve(ŵẑ − ûv̂)k,

∂t
√
zezk − ik

√
zezk +

1

ε
Le
k = −ε√ue

√
ve(ŵẑ − ûv̂)k,

Le
k = we

√
zezk + ze

√
wewk − ue

√
vevk − ve

√
ueuk.

Qk =
∑

k1+k2=k

(wk1zk2 − uk1vk2).

(6)
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4. u-проекция. Опишем процедуру построения u-проекции. Из системы
(6) следуют соотношения

d

dt

√
zezk − ik

√
zezk = −

( d
dt

√
ueuk + ik

√
ueuk

)
,

d

dt

√
wewk + ik

√
wewk = −

( d
dt

√
ueuk + ik

√
ueuk

)
,

d

dt

√
vevk − ik

√
vevk =

d

dt

√
ueuk + ik

√
ueuk.

(7)

Интегрирование системы (7) позволяет получить выражения

√
vevk =

√
vev

0
ke

ikt

∫ t

0
e−2iksds(e

iks√ueuk)ds =

= q+v,ke
ikt +

√
ueuk + 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueukds, (8)

где
q+v,k =

√
vev

0
k −

√
ueu

0
k.

Также получим

d

dt
(e−ikt√zezk) = −e−2ikt d

dt
(eikt

√
ueuk),

√
zezk = q+z,ke

ikt −√
ueuk − 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueukds, (9)

где
q+z,k =

√
zez

0
k +

√
ueu

0
k,

и √
wewk = q−w,ke

−ikt −√
ueuk, (10)

где
q−w,k =

√
wew

0
k +

√
ueu

0
k.

Уравнение для компоненты uk принимает вид

∂t
√
ueuk + ik

√
ueuk −

1

ε
Le
k = ε

√
ue
√
ve(ŵẑ − ûv̂)k.

После подстановки получаем выражение для Le:

Le = we

(
q+z,ke

ikt −√
ueuk − 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueukds

)
+

+ ze(q
−
w,ke

−ikt −√
ueuk)− ve

√
ueuk −

− ue

(
q+v,ke

ikt +
√
ueuk + 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueukds

)
.
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Подстановка в первое уравнение системы (5) приводит к интегро-диффе-
ренциальному уравнению для компоненты uk:

d

dt

√
ueuk + ik

√
ueuk +

1

ε
Ke

√
ueuk +

+
1

ε
2ik(we + ue)

∫ t

0
eik(t−s)√ueukds =

=
1

ε
(weq

+
z,k + zeq

−
w,ke

−ikt − ueq
+
v,ke

ikt) + ε
√
ue
√
ve(ŵẑ − ûv̂)k, (11)

где Ke = ue + ve + we + ze.
Введем оператор

Tu,k(
√
ueuk) =

d

dt

√
ueuk + ik

√
ueuk +

1

ε
Ke

√
ueuk +

+
1

ε
2ik(we + ue)

∫ t

0
eik(t−s)√ueukds.

Как будет показано далее, данный интегро-дифференциальный оператор
играет ключевую роль в построении решения u-проекции.

5. u-регулярный процесс. Процесс будем называть регулярным, если
выполнены следующие условия:

√
vevk +

√
zezk = 0;

√
ueuk +

√
wewk = 0, k ∈ Z0, (12)

v00 = z00 = u00 = w0
0,

где Z0 = {k ∈ Z; k 6= 0}.
Далее мы покажем, что регулярный процесс допускает глобальное реше-

ние в весовом гильбертовом пространстве W 1
2,γ(R+;Hσ) последовательностей

U = {uk, k ∈ Z0} с квадратом нормы

‖U‖2 = sup
k∈Z0

|k|2σ
∫ ∞

0
e2γt

(∣∣∣ d
dt
uk

∣∣∣
2
+ |k|2|uk|2

)
dt, γ > 0.

Дополнительно определим пространство числовых последовательностей
S = {Sk, k ∈ Z0} с квадратом нормы

‖|S|‖2Hσ
= sup

k∈Z0

|k|2σ|Sk|2.

В дальнейшем также будет использоваться весовое гильбертово простран-
ство L2,γ(R+;Hσ) последовательностей Y = {Yk, k ∈ Z0} с квадратом нормы

‖Y ‖2 = sup
k∈Z0

|k|2σ
∫ ∞

0
e2γt|Yk|2dt, γ > 0.

6. Интегро-дифференциальный оператор Tu,k. Как было установ-
лено ранее (см. также [7–9]), существенную роль в исследовании проблемы
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стабилизации решений задачи Коши для системы (11), (8)–(10) играют свой-
ства интегро-дифференциального оператора Tu,k.

Его символ (преобразование Лапласа по переменной t) имеет вид

σ(Tu,k)(p) = p+ ik +
1

ε
Ke +

1

ε
2ik(we + ue)

1

p− ik
.

Заметим, что в разложении символа

Σ(Tu,k)(p) =
σ(Tu,k)(p)

p+ ik
= 1 +

1

ε

(
(Ke − we − ue)

1

p+ ik
+ (we + ue)

1

p− ik

)

все коэффициенты положительны. Это свойство будет играть ключевую
роль при анализе символов операторов Tu,k, k ∈ Z0.

В данном случае

ReΣ(Tu,k)(p) = 1 +
1

ε
Re p

(
(ve + ze)

1

(Re p)2 + (Im p+ k)2
+

+ (ue + we)
1

(Re p)2 + (Im p− k)2

)
> 1

для всех p ∈ C, Re p > 0. Следовательно, функция (p+ ik)/σ(Tu,k)(p) анали-
тична в полуплоскости Re p > 0.

Это позволяет предположить, что функция 1/σ(Tu,k)(p) аналитична в по-
луплоскости Re p > −εγ для достаточно малого γ > 0. Данное свойство дает
возможность применить теорему Пэли–Винера и построить обратный опера-
тор T−1

u,k .

7. Оценки оператора Tu,k, k ∈ Z0. Положим

Ak(
√
ueuk) =

1

ε
2ik(we + ue)

∫ t

0
eik(t−s)√ueukds.

Для получения оценок решения задачи Коши для уравнения

L(f) = Tu,k(f) = g, f |t=0 = 0 (13)

в соболевских нормах приведем известные факты, которые будут использо-
ваны в дальнейшем.

Определение. Пространством Харди H2(Re p > γ,H) назовем класс век-

тор-функций f̃(p) со значениями в сепарабельном гильбертовом пространстве
H, голоморфных в полуплоскости {p ∈ C : Re p > γ > 0}, для которых

sup
x>γ

∫ +∞

−∞
‖ ˜f(x+ iy)‖2Hdy <∞, p = x+ iy.

Сформулируем теорему Пэли–Винера для пространств Харди.
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Теорема Пэли–Винера.

1. Пространство H2(Re p > γ,H) совпадает с множеством вектор-
функций (преобразований Лапласа), допускающих представление

f̃(p) =
1√
2π

∫ ∞

0
eptf(t)dt (14)

для f(t) ∈ L2,γ(R+, H), p ∈ C, Re p > γ > 0.

2. Для любой вектор-функции f̃(p) ∈ H2(Re p > γ,H) существует един-
ственное представление (14), где вектор-функция f(t) ∈ L2,γ(R+, H),
причем справедлива формула обращения

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e(γ+iy)t ˜f(γ + iy)dy, t ∈ R+, γ > 0.

3. Для вектор-функций f̃(p) ∈ H2(Re p > γ,H) и f(t) ∈ L2,γ(R+, H),
связанных соотношением (14), справедливо равенство

‖f̃‖2H2(Re p>γ,H) ≡ sup
x>γ

∫ +∞

−∞
‖ ˜f(x+ iy)‖2Hdy =

=

∫ ∞

0
e−2γt‖f(t)‖2Hdt ≡ ‖f‖2L2(R+;H).

Если установлено, что преобразование Лапласа функции L(f) таково, что

pL(f)(p), L(f) и L(Akf) принадлежат пространству Харди f̃(p) ∈ H2(Re p > γ)
при некотором γ ∈ R, то по теореме Пэли–Винера функции d

dtf , f и Akf при-

надлежат пространству L2,γ(R+) и, следовательно, f ∈W 1
2,γ(R+) для любого

g ∈ L2,γ(R+).
Отсюда следует разрешимость уравнения (13) в пространстве W 1

2,γ(R+).
Покажем, что

‖f‖W 1
2,γ(R+) + ‖Akf‖L2,γ(R+) 6 a0‖g‖L2,γ(R+).

Для этого необходима оценка символа σ(Tu,k)(p) снизу. Далее приведем
результаты, касающиеся свойств символа σ(Tu,k)(p) оператора Tu,k и прежде
всего условия его строгой устойчивости, когда корни σ(Tu,k)(p) = 0 находятся
в левой полуплоскости Re p < −εγ параметра p ∈ C для некоторого γ ∈ (0, 1).

8. Оценки символов σ(Tu,k)(p) и Σ(Tu,k)(p). Приведем оценки сим-
волов σ(Tu,k)(p) и Σ(Tu,k)(p), следующие из результатов работ [7, 9, 10].

Положим Σ(Tu,k)(p) =
σ(Tu,k)(p)

p+ ik
.

Лемма 1. Пусть k ∈ Z0. Для Re p > −εγ, где γ = (1−α)µ2/Ke, 0 < α < 1,
0 < µ < 1, и при дополнительном условии | Im p ± k| > µ|k| справедлива
равномерная по k ∈ Z0 оценка

|Σu,k(p)| > α.
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Лемма 2. Равномерно по k ∈ Z0 в полуплоскости Re p > −γε, γ = µ2/Ke,
для достаточно малого 0 < µ < 1 справедлива оценка

|σ(Tu,k)(p)| > c(µ),

где c(µ) > 0. Следовательно, по теореме Пэли–Винера, для любой функции
g(t) ∈ L2,εγ(R+) задача Коши (13) имеет решение

f = T−1
u,kg ∈ L2,εγ(R+), f |t=0 = 0,

удовлетворяющее оценке

‖T−1
u,kg‖L2,εγ(R+) 6 c(µ)‖g‖L2,εγ(R+). (15)

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда существует по-
стоянная c(µ) > 0 такая, что равномерно по k ∈ Z0 для любой функции
g ∈ L2,εγ(R+) выполняется

( d
dt

+ ik
)
T−1
u,kg ∈ L2,εγ(R+),

причем справедлива оценка

∥∥∥
( d
dt

+ ik
)
T−1
u,kg

∥∥∥
L2,εγ(R+)

6 max(α−1, εµc(µ)|k|)‖g‖L2,εγ(R+).

Лемма 4. В условиях леммы 2 для интегрального члена в Tu,k справедлива
оценка

‖AkT
−1
u,kg‖L2,εγ 6

1

ε
c2‖g‖L2,εγ .

Теорема 1. Для параметра γ = (1 − α)µ2/Ke, α ∈ (0, 1), и достаточно
малого µ ∈ (0, 1) функция ((p − ik)σ(Tu,k)(p))

−1 аналитична в полуплоско-
сти Re p > −εγ. Кроме того, существует постоянная c(µ) > 0 такая, что
равномерно по k ∈ Z0 выполняются оценки

sup
Re p>−εγ

∫ ∞

−∞

|p|2
|(p− ik)σ(Tu,k)(p)|2

d Im p 6 c(µ)max(1, ε2(|k| −Ke))

и

sup
Re p>−εγ

∫ ∞

−∞

1

|(p− ik)σ(Tu,k)(p)|2
d Im p 6 c(µ).

9. Переход к однородным начальным данным. Выполним замену
переменных: √

ueuk =
√
ueu

0
ke

−Ket/ε +
√
ueXk,

где Xk — новая переменная с нулевыми начальными условиями.
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При этом интегральный член преобразуется следующим образом:

2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueu0ke−Kes/εds = − 2ik

Ke/ε+ ik

√
ueu

0
k

(
e−Ket/ε − eikt

)
.

Получаем выражения для остальных переменных:

√
zezk = Q+

z,ke
ikt − Ke/ε

Ke/ε+ ik

√
ueu

0
ke

−Ket/ε −

−√
ueXk − 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueXkds, (16)

√
vevk = Q+

v,ke
ikt +

Ke/ε

Ke/ε+ ik

√
ueu

0
ke

−Ket/ε +

+
√
ueXk + 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueXkds, (17)

где

Q+
z,k = q+z,k −

2ik

Ke/ε+ ik
u0k, Q+

v,k = q+v,k +
2ik

Ke/ε+ ik
u0k.

Для переменной wk имеем

√
wewk = −√

ueu
0
ke

−Ket/ε +
√
ueXk,

поскольку для регулярного процесса выполняется q−w,k =
√
ueuk+

√
wewk = 0,

k ∈ Z0.
Уравнение для новой переменной Xk принимает вид

∂t
√
ueXk + (Ke/ε+ ik)

√
ueXk +

+
1

ε
2ik(we + ue)

∫ t

0
eik(t−s)√ueXkds =

= Fk +
1

ε
(weQ

+
z,k − ueQ

+
v,k)e

ikt + εQ
(1)
k (X ,X ), (18)

где

Fk =
(1
ε
(we + ue)

2ik

Ke/ε+ ik
− ik

)√
ueu

0
ke

−Ket/ε

с начальным условием
Xk|t=0 = 0, k ∈ Z.

Здесь

1

ε

(
weq

+
z,k − ueq

+
v,k − (we + ue)

2ik

Ke/ε+ ik

√
ueu

0
k

)
=

1

ε
(weQ

+
z,k − ueQ

+
v,k).

Нелинейный член Q
(1)
k выражается так:
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Q
(1)
k (X ,X ) =

∑

k1+k2=k

(zk1wk2 − vk1uk2) =

= −
∑

k1+k2=k

(
√
ueu

0
k2e

−Ket/ε +
√
ueXk2)(Q

+
z,k1

+Q+
v,k1

)eik1t. (19)

10. Условия стабилизации уравнений состояния. Для устранения
секулярных членовQ+

z,ke
ikt иQ+

v,ke
ikt в уравнениях состояния (16), (17) введем

замену переменных для регулярного процесса:

√
ueXk = S+

k T
−1
u,k(e

ikt) +
√
ueT

−1
u,k(Yk), (20)

где S+
k T

−1
u,k(e

ikt) ∈ L2,γ(R+)— аннулятор, что следует из оценки теоремы 1,

а согласно оценке (15), T−1
u,k(Yk) ∈ L2,γ(R+) для любой Yk ∈ L2,γ(R+).

Воспользуемся приемом выделения секулярности из интеграла

2ik

∫ t

0
eik(t−s)(S+

k T
−1
u,k(e

iks)ds,

который использовался в [10] в силу определения оператора Tu,k:

2ik

∫ t

0
eik(t−s)S+

k T
−1
u,k(e

iks)ds =

=
ε

we + ue

{
S+
k e

iks − ∂tS
+
k T

−1
u,k(e

iks) + (Ke/ε+ ik)S+
k T

−1
u,k(e

iks)
}
.

Подстановка в (16) и (17) дает

√
zezk =

(
Q+

z,k −
ε

we + ue
S+
k

)
eikt + Fz,k −

−√
ueT

−1
u,k(Yk)− 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueT−1

u,k(Yk)ds,

√
vevk =

(
Q+

v,k +
ε

we + ue
S+
k

)
eikt + Fv,k +

+
√
ueT

−1
u,k(Yk) + 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueT−1

u,k(Yk)ds,

где

Fz,k = − Ke/ε

Ke/ε+ ik

√
ueX

0
ke

−Ket/ε − S+
k T

−1
X,k(e

ikt)−

− ε

we + ue

(
(Ke/ε+ ik)S+

k T
−1
X,k(e

iks)− ∂tS
+
k T

−1
X,k(e

iks)
)
∈ L2,γ(R+),

375



Ф илип п о в Г. А.

Fv,k =
Ke/ε

Ke/ε+ ik

√
ueX

0
ke

−Ket/ε + S+
k T

−1
X,k(e

ikt)−

− ε

we + ue

(
∂tS

+
k T

−1
X,k(e

iks)− (Ke/ε+ ik)S+
k T

−1
X,k(e

iks)
)
∈ L2,γ(R+)

в силу оценок раздела 6.
Определим амплитуду S+

k из уравнений

Q+
z,k −

ε

we + ue
S+
k = 0; Q+

v,k +
ε

we + ue
S+
k = 0, (21)

что приводит к препятствию для аннуляции секулярных членов:

Q+
z,k +Q+

v,k = 0 ⇒ q̂+z,k + q̂+v,k = 0 ⇒ √
zez

0
k +

√
vev

0
k = 0. (22)

Окончательные выражения принимают вид

√
zezk = Fz,k −

√
ueT

−1
u,k(Yk)− 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueT−1

u,k(Yk)ds,

√
vevk = Fv,k +

√
ueT

−1
u,k(Yk) + 2ik

∫ t

0
eik(t−s)√ueT−1

u,k(Yk)ds,

(23)

где правые части (23) стабилизируются к нулю для любого Yk ∈ L2,γ(R+).

11. Сведение к уравнению в L2,γ(R+).
Теорема 2. Пусть выполнены условия регулярности (12), σ > 3/2 и γ =

= εµ2/Ke. Тогда для достаточно малого µ ∈ (0, 1) существует единственное
глобальное решение

X = {Xk(t)}k∈Z ∈W 1
2,γ(R+;Hσ)

задачи Коши для системы (18).

До к а з ат е л ь ств о. Подстановка (20) в уравнение (18) приводит к

Yk + (∂t + ik +Ke/ε)S
+
k T

−1
X,k(e

ikt) +

+
1

ε
2ik(we + ue)

∫ t

0
eik(t−s)S+

k T
−1
X,k(e

iks)ds =

= FX ,k +
1

ε
(we + ue)Q

+
z,ke

ikt,

где Q
(1)
k (X,X) = 0 согласно (19) и (22).

Осталось выделить секулярный член из интеграла

1

ε
2ik(we + ue)

∫ t

0
eik(t−s)S+

k T
−1
u,k(e

ikt)ds =

= S+
k e

iks − ∂tS
+
k T

−1
u,k(e

iks) + (ik +Ke/ε)S
+
k T

−1
u,k(e

iks).

Учитывая (21), получаем
Yk = FY,k,
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где
FY,k = FX ,k − 2(Ke/ε+ ik)S+

k T
−1
X,k(e

iks) ∈ L2,γ(R+)

при σ > 3/2.
Стандартные методы оценок [10] вместе с результатами раздела 6 об инте-

гро-дифференциальном операторе Tu,k завершают доказательство теоремы.
�

Замечание. Переход к переменной Yk существенно упрощает задачу по
сравнению с двумерной моделью Бродвелла, где исходная задача для ко-
эффициентов Фурье сводится к нелинейному интегральному уравнению для
последовательности функций Y = {Yk,l, (k, l) ∈ Z2} при ненулевых k и l
(см. [11]).

12. Аппроксимационное решение. Введем последовательность аппрок-
симационных решений следующим образом:

√
ueu

(m)(x, t) =
∑

k∈Z0
|k|6m

(√
ueu

0
ke

−Ket/ε + S+
k T

−1
k (eikt) + T−1

u,k(
√
ueYk)

)
eikx;

√
vev

(m)(x, t) =
∑

k∈Z0
|k|6m

(
Fv,k + T−1

u,k(
√
ueYk) + 2ik

∫ t

0
eik(t−s)T−1

u,k(
√
ueYk)ds

)
eikx;

√
wew

(m)(x, t) = −
∑

k∈Z0
|k|6m

(√
ueu

0
ke

−Ket/ε + S+
k T

−1
u,k(e

ikt) + T−1
u,k(

√
ueYk)

)
eikx;

√
zez

(m)(x, t) =
∑

k∈Z0
|k|6m

(
Fz,k − T−1

u,k(
√
ueYk)− 2ik

∫ t

0
eik(t−s)T−1

u,k(
√
ueYk)ds

)
eikx.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда аппроксимаци-
онное решение при m→ ∞ слабо сходится к слабому решению задачи Коши
для одномерной модели Бродвелла.

До к а з ат е л ь ств о представляет собой существенное упрощение соот-
ветствующего доказательства из работы [10].

Заключение. Проведенное исследование позволяет сформулировать сле-
дующие основные выводы.

1. Установлено, что рассогласование правой и левой частей в системе (2)
создает принципиальные препятствия для построения аннуляторов се-
кулярных членов в рамках метода Фурье.

2. Для одномерной модели (2) обнаружены универсальные условия со-
гласования:

√
vev

0
k +

√
zez

0
k = 0,

√
wew

0
k +

√
ueu

0
k = 0, k ∈ Z0, (24)

которые должны выполняться для всех проекций системы.
3. Доказано, что наличие условий (24) существенно ограничивает класс

допустимых начальных данных, описывающих периодические возму-
щения положения равновесия.

377



Ф илип п о в Г. А.

4. Разработанный метод позволяет построить решение задачи только для
регулярного процесса, когда начальные условия удовлетворяют огра-
ничениям (24).

5. Для преодоления выявленных ограничений требуется разработка спе-
циальной процедуры регуляризации, которая будет представлена в од-
ной из следующих публикаций.

Таким образом, в данной работе установлены фундаментальные ограни-
чения, связанные с особенностями структуры одномерной модели Бродвелла,
и намечены пути их преодоления в рамках дальнейших исследований.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.

Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
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Abstract

The paper deals with a procedure for constructing solutions to the prob-
lem of stabilizing periodic perturbations of equilibrium states in the one-
dimensional Broadwell model. The solution procedure employs the Fourier
method to solve the system of equations for the Fourier coefficients of the
variables. In the Fourier transform space, the system reduces to a projection
onto a single variable, enabling expression of the remaining Fourier coeffi-
cients uk,l, vk,l, wk,l through zk,l by using state equations.

The linearization of the z-projection plays a crucial role in studying the
stabilization rate, representing in this case an integro-differential operator
described in terms of the Paley–Wiener theorem. The discrepancy between
the right and left sides of the one-dimensional system creates obstacles in
the Fourier method when constructing annihilators of secular terms for the
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arbitrary initial data describing periodic perturbations of the equilibrium
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projections.
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Асимптотика сумм с гауссовым ядром
и мультипликативными коэффициентами

А. С. Зинченко, А. М. Романенков

Московский авиационный институт
(национальный исследовательский университет)
Россия, 125993, Москва, Волоколамское шоссе, 4.

Аннотация

Исследуется задача определения асимптотического поведения конеч-
ной суммы, содержащей гауссову функцию и мультипликативный со-
множитель. Суммы подобного вида возникают при анализе сложности
алгоритмов обхода бинарного дерева и лучевого поиска. Метод ком-
плексного интегрирования позволяет перейти от конечной дискретной
суммы к интегралу по бесконечной вертикальной прямой в одномер-
ной комплексной плоскости. Установлено, что подынтегральная функ-
ция включает целую положительную степень дзета-функции Римана.
Применение стандартной техники вычисления вычетов дает возмож-
ность получить асимптотическое значение данного интеграла.

Ключевые слова: асимптотический анализ, конечные суммы, гауссово
ядро, мультипликативные коэффициенты, метод комплексного интегри-
рования, дзета-функция Римана.
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В прикладных задачах возникает необходимость вычисления конечных
сумм специального вида. Подобные суммы появляются при оценке сложно-
сти алгоритмов и обычно называются функциями стоимости. Функция стои-
мости тем или иным образом сводится к временной оценке выполнения алго-
ритма. Таким образом, для анализа сложности можно учитывать определен-
ные операции алгоритма, однако в конечном итоге задача сводится к оценке
скорости его выполнения. Примечательным фактом является взаимосвязь
между внешне различными алгоритмами, которая устанавливается посред-
ством известных арифметических функций (число делителей, сумма делите-
лей и их степеней). В частности, при оценке сложности алгоритмов требуются
данные об асимптотическом поведении этих арифметических функций, при-
чем типичным инструментом исследования выступает дзета-функция Рима-
на. Именно свойства дзета-функции позволяют получить оценки сложности.

Следует отметить, что анализ поведения дзета-функции Римана пред-
ставляет собой сложную и нетривиальную задачу. Так, в работе [1] продемон-
стрирована методика оценки среднего квадрата обобщения дзета-функции на
коротких интервалах. В работе [2] дзета-функция и ее обобщение возникают
при исследовании параметрических конечных сумм с биномиальными коэф-
фициентами. В [3] проведен анализ конечных симметричных сумм Эйлера.

При анализе алгоритмов пузырьковой сортировки, обменной сортировки
и поиска в бинарном дереве [4] возникает необходимость исследования конеч-
ной суммы следующего вида:

W (m, k, f) =
m−1∑

t=1

exp
(
− t2

2m

)
tkf(t), (1)

где m > 2, m, k ∈ Z, а f(t)— мультипликативная функция.
Для дальнейшего анализа потребуется представление выражения (1) в ви-

де комплексного интеграла.

Утверждение. Функция W (m, k, f), определенная формулой (1), допуска-
ет представление

W (m, k, f) =
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
Γ(z)(2m)z

(m−1∑

t=1

f(t)

t2z−k

)
dz,

где Γ(z)— гамма-функция Эйлера.

Д о к а з ат е л ь ств о. Воспользуемся преобразованием Меллина для экс-
поненты. Пусть x— произвольное положительное число. Тогда справедливо
равенство [2, 4]:

e−x =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Γ(z)x−zdz, c > 0. (2)

Подставляя в формулу (2) x = t2/(2m) из (1) получаем

W (m, k, f) =
1

2πi

m−1∑

t=1

(∫ c+i∞

c−i∞
Γ(z)tk−2z(2m)zdz

)
f(t). (3)
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Пусть z = x+ iy. Оценим интеграл в (3):

∣∣∣∣
∫ c+i∞

c−i∞
Γ(z)tk−2z(2m)zdz

∣∣∣∣ 6
∫ c+i∞

c−i∞

∣∣Γ(z)tk−2z(2m)z
∣∣dy =

= tk−2c(2m)c lim
b→+∞

∫ c+ig2(b)

c−ig1(b)
|Γ(c+ iy)|dy,

где g1(x), g2(x)— вещественнозначные функции вещественного переменного,
такие что lim

x→+∞
g1(x) = +∞, lim

x→+∞
g2(x) = +∞.

Из [5] известна оценка для |Γ(x+ iy)|. А именно, ∃ C1, C2 > 0:

C1(|x+ iy|+ 1)x−1/2e−|y|π/2 6 |Γ(x+ iy)| 6 C2(|x+ iy|+ 1)x−1/2e−|y|π/2, (4)

где x ∈ K ⊂ R \ {0,−1,−2, . . .}.
В силу оценки (4) интеграл в (3) сходится абсолютно, поэтому можно

изменить порядок суммирования и интегрирования. Полагая c = 1/2, окон-
чательно получаем

W (m, k, f) =
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
Γ(z)(2m)z

m−1∑

t=1

f(t)

t2z−k
dz. �

Следуя работам [3,4], изложим метод комплексного интегрирования. Рас-
смотрим в комплексной плоскости прямоугольный контур γ1 = γ1∪γ2∪γ3∪γ4
(рис. 1), который при фиксированных значениях N и M охватывает конечное
число особых точек Γ(z). При стремлении N и M к бесконечности в указан-
ный контур попадают все особые точки подынтегральной функции.

Выберем числа N и M достаточно большими. Согласно теореме Коши
о вычетах, значение интеграла по замкнутому контуру равно сумме вычетов
в особых точках, расположенных внутри контура. При этом интеграл по все-
му контуру можно представить как сумму интегралов по его составляющим:

∮

γ
f(z)dz = 2πi

n∑

k=1

Res
z=zk

f(z) =

4∑

j=1

∫

γj

f(z)dz. (5)

Рис. 1. Контур интегрирования [Fig. 1. Integration contour]
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Пусть τk(n) обозначает количество решений в натуральных числах урав-
нения

x1x2 · · ·xk = n,

где k, n ∈ N. Таким образом, функция τk(n) определяет число способов раз-
ложения натурального числа n в произведение k натуральных сомножителей.

Далее будем рассматривать W (m, k, f), где положим f(t) = τk(t). В утвер-
ждении присутствует конечная сумма, верхний предел которой можно устре-
мить к бесконечности. Поскольку

∞∑

t=1

τk(t)

t2z−k
=

m−1∑

t=1

τk(t)

t2z−k
+

∞∑

t=m

τk(t)

t2z−k
,

справедливо равенство

m−1∑

t=1

τk(t)

t2z−k
=

∞∑

t=1

τk(t)

t2z−k
−

∞∑

t=m

τk(t)

t2z−k
. (6)

Учитывая, что для любого ε > 0 выполняется τk(t) � Cεt
ε [6], из (6)

получаем асимптотическую оценку по z:

∣∣∣∣
∞∑

t=m

τk(t)

t2z−k

∣∣∣∣ � Cε

∞∑

t=m

1

t2Re z−k−ε
,

где ряд в правой части сходится при Re z > (1 + k)/2 + ε/2. Следовательно,

lim
m→∞

∞∑

t=m

τk(t)

t2z−k
= 0.

Известно [6], что для n ∈ N ряд Дирихле для τn(t) выражается через
дзета-функцию Римана:

ζn(z) =
∞∑

t=1

τn(t)

tz
.

Тогда можем записать:

W (m, k, τn(t)) =
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
Γ(z)(2m)zζn(2z − k)dz.

Отметим, что функцию, определяемую рядом Дирихле, можно аналити-
чески продолжить левее точки z = (1 + k)/2 [6].

Оценим интеграл по контуру γ1 = {z ∈ C | z = t+ iN, t ∈ [1/2,−∞)}:

1

2πi

∫

γ1

Γ(z)(2m)zζn(2z − k)dz =

=
1

2πi

∫ −∞

1/2
Γ(t+ iN)(2m)t+iNζn(2t+ 2iN − k)dt�
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� e−Nπ/2(N1/2 lnN)n
∫ −∞

1/2
(|t+ iN |+ 1)t−1/2(2m)tdt. (7)

При N → ∞ правая часть оценки (7) стремится к нулю благодаря экс-
поненциальному множителю. Интеграл по контуру γ2 = {z ∈ C | z = t− iN,
t ∈ [1/2,−∞)} оценивается аналогичным образом.

Далее оценим интеграл по контуру γ3 = {z ∈ C | z = 1/2 + it − M,
t ∈ (N,−N)}:

1

2πi

∫

γ3

Γ(z)(2m)zζn(2z − k)dz =

=
1

2πi

∫ −N

N
Γ
(1
2
+ it−M

)
(2m)1/2+it−Mζn(1 + 2it− 2M − k)dt�

� (2m)1/2−M

(M − 1)!

∫ −N

N
e−tπ/2(t2M ln t)ndt. (8)

При M → ∞ и t→ ∞ интеграл (8) стремится к нулю.
Рассмотрим теперь интеграл по контуру γ4 = {z ∈ C | z = 1/2 + it,

t ∈ (−N,N)}:

1

2πi

∫

γ4

Γ(z)(2m)zζn(2z − k)dz =

=
1

2πi

∫ N

−N
Γ
(1
2
+ it

)
(2m)1/2+itζn

(1
2
+ it− k

)
dz.

Согласно (5), данный интеграл полностью определяется вычетами в осо-
бых точках подынтегральной функции. В точке z = −j имеем следующий
вычет:

Res
z=−j

(
Γ(z)(2m)zζn(2z − k)

)
=

(−1)j

j!(2m)j

( B2j+k+1

2j + k + 1

)n
,

где B2j+k+1 — числа Бернулли.
Далее, подынтегральное выражение имеет полюс в точке z = (k + 1)/2.

Для нахождения вычета выполним замену w = (z − (k + 1))/2 и разложим
подынтегральную функцию в ряд Лорана:

Γ
(
w +

k + 1

2

)
(2m)w+(k+1)/2ζn(2w + 1) =

= Γ
(k + 1

2

)(
1 + wψ

(k + 1

2

)
+O(w2)

)
×

× (2m)(k+1)/2
(
1 + w ln 2m+O(w2)

)( 1

2w
+ γ +O(w)

)n
, (9)

где ψ(z) = d
dz ln Γ(z), γ — постоянная Эйлера.

Рассмотрим последний сомножитель в (9) и применим бином Ньютона

( 1

2w
+ γ

)n
=

n∑

p=0

Cp
n

(2w)n−p
γp,
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выделяя слагаемые

Cn−2
n

( 1

2w

)n−(n−2)
γn−2 + Cn−1

n

( 1

2w

)n−(n−1)
γn−1 =

n(n− 1)γn−2

8w2
+
nγn−1

2w
,

которых достаточно для того, чтобы найти вычет в точке z = (k + 1)/2:

Res
z=(k+1)/2

(
Γ(z)(2m)zζn(2z − k)

)
=

= Γ
(k + 1

2

)
(2m)(k+1)/2

(
1 + wψ

(k + 1

2

)
+O(w2)

)
×

×
(
1 + w ln 2m+O(w2)

)(n(n− 1)γn−2

8w2
+
nγn−1

2w

)
≈

≈ Γ
(k + 1

2

)
(2m)(k+1)/2

(n(n− 1)γn−2

8

(
ψ
(k + 1

2

)
+ ln 2m

)
+
nγn−1

2

)
. (10)

Формула (10) позволяет анализировать все подобные интегралы в точке
z = (k + 1)/2 при n > 1. Например, для n = 1:

Res
z=(k+1)/2

(
Γ(z)(2m)zζ(2z − k)

)
≈ 1

2
Γ
(k + 1

2

)
(2m)(k+1)/2,

что согласуется с известными результатами из [4, 7].
При n = 2 вычет в точке z = (k + 1)/2 вычисляется так:

Res
z=(k+1)/2

(
Γ(z)(2m)zζ2(2z − k)

)
≈

≈ Γ
(k + 1

2

)
(2m)(k+1)/2

(1
4

(
ψ
(k + 1

2

)
+ ln 2m

)
+ γ

)
.

Формула (10) позволяет находить оценки для случаев, когда подынте-
гральное выражение содержит многочлен от дзета-функции Римана:

Ωq(m) =
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
Γ(z)(2m)zPq

(
ζ(2z − k)

)
dz,

где

Pq

(
ζ(2z − k)

)
=

q∑

l=0

plζ
l(2z − k).

В случае q = 3

Ω3(m) =
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
Γ(z)(2m)zP3(ζ(2z − k))dz =

=
1

2πi

∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
Γ(z)(2m)z

(
p0 + p1ζ(2z − k) + p2ζ

2(2z − k) + p3ζ
3(2z − k)

)
dz

оценка в точке z = (k + 1)/2 определяется выражением
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Ω3(m) ≈ Γ
(k + 1

2

)
(2m)(k+1)/2

[
p0 +

1

2
p1 + p2

(1
4

(
ψ
(k + 1

2

)
+ ln 2m

)
+ γ

)
+

+ p3

(3
4
γ
(
ψ
(k + 1

2

)
+ ln 2m

)
+

3

2
γ2

)]
.

Заключение. В работе предложен метод вычисления асимптотического
поведения конечных сумм специального вида, основанный на сведении исход-
ной суммы к комплексному интегралу. Ключевой особенностью исследуемо-
го интеграла является наличие в подынтегральном выражении полинома от
дзета-функции Римана.

Основные результаты работы включают:
– разработку алгоритма вычисления асимптотического значения суммы

через анализ особенностей подынтегральной функции;
– явное получение асимптотических выражений для случая полинома тре-

тьей степени от дзета-функции;
– анализ вычетов в особых точках, определяющих главный член асимп-

тотики.
Полученные результаты могут быть применены для анализа сложности

алгоритмов, связанных с обходом бинарных деревьев и задачами лучевого
поиска, где возникают суммы рассматриваемого типа.
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This study deals with the asymptotic behavior of finite sums containing
a Gaussian function and a multiplicative term. Such sums naturally arise in
complexity analysis of binary tree traversal and ray searching algorithms.
Using the method of complex integration, we transform the discrete finite
sum into an integral along an infinite vertical line in the complex plane.
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we obtain the asymptotic value of this integral.
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Стохастическая модель прогнозирования
динамики валового регионального продукта
и производственных ресурсов региона
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имени академика С. П. Королева,
Россия, 443086, Самара, ул. Московское ш., 34.

Аннотация

Представлена стохастическая модель прогнозирования динамики ва-
лового регионального продукта (ВРП), разработанная на основе стати-
стических данных по Самарской области за период 1998–2023 годы. Мо-
дель позволяет оценить влияние инвестиций на развитие региональной
экономики. Для описания динамики ВРП предложено стохастическое
дифференциальное уравнение баланса, связывающее показатели ВРП
с объемами регионального производственного ресурса (РПР). В рамках
исследования проведена оценка объемов РПР, построены теоретические
траектории динамики ВРП и РПР, а также получены кривые матема-
тических ожиданий их роста. Результаты численного анализа модели
демонстрируют высокую степень соответствия эмпирическим данным.

Ключевые слова: валовой региональный продукт, региональные про-
изводственные ресурсы, инвестиционный коэффициент, коэффициент
амортизации, производственная функция Кобба–Дугласа, стохастиче-
ское дифференциальное уравнение, стохастические траектории.
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Введение. Устойчивый экономический рост регионов составляет основу
стабильного развития национальной экономики в целом.

Разработка экономико-математических методов прогнозирования дина-
мики регионального развития представляет собой одну из наиболее актуаль-
ных задач современной экономической теории. Решение данной задачи позво-
ляет осуществлять комплексный анализ бизнес-процессов, определять опти-
мальные параметры производства валового регионального продукта (ВРП)
и объемов региональных производственных ресурсов (РПР).

Фундаментальные положения теории экономического роста систем по-
дробно изложены в работах [1, 2 и др.].

На основе этих исследований разработан широкий спектр моделей эко-
номического роста, учитывающих влияние технологических инноваций и ин-
формационных технологий [3–13].

Региональная экономическая динамика по своей природе имеет стохасти-
ческий характер, обусловленный взаимодействием инвестиционных потоков
и амортизационных отчислений. В связи с этим основным математическим
аппаратом для моделирования экономического развития предприятий высту-
пает теория стохастических дифференциальных уравнений и их систем [14–
16].

Целью настоящего исследования является разработка инновационной сто-
хастической модели прогнозирования динамики ВРП и РПР под воздействи-
ем инвестиционных факторов.

1. Постановка задачи. Рассмотрим объем валового регионального про-
дукта V , определяемый объемами производственных ресурсов региона. К ука-
занным ресурсам относятся: основной капитал, производственные фонды,
трудовые ресурсы, материальные затраты, применяемые технологии и ин-
новации.

Данные ресурсы могут быть агрегированы в интегральный показатель —
региональный производственный ресурс, характеризуемый объемом произ-
водственного фактора Q.

Объем ВРП региона V задается производственной функцией от фактора
производства Q. В рамках исследования ограничимся классической произ-
водственной функцией Кобба–Дугласа:

V = PQa, (1)

где P — стоимость продукции на единицу ресурса; a— коэффициент эластич-
ности выпуска по ресурсу Q, причем 0 6 a 6 1.

Объем производственного фактора Q = Q(t) представляет собой непре-
рывно дифференцируемую и ограниченную функцию на временнóй полуоси
t ∈ [0,∞).

Величина РПР удовлетворяет ограничению

Q0 6 Q(t) 6 Q∞,

гдеQ0 — известное начальное значение производственного фактора; Q∞ — его
предельное значение, подлежащее определению.

Для анализа динамики ВРП региона необходимо сформулировать урав-
нение баланса для объема производственного фактора Q = Q(t).
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Приращение объема РПР ΔQ = Q(t + Δt) − Q(t) за малый временной
интервал Δt может быть представлено в виде трех компонент:

ΔQ(t) = ΔQA(t) + ΔQI(t) + ΔQW (t), (2)

где ΔQA(t)— уменьшение объема производственного фактора вследствие
амортизации; ΔQI(t)— прирост объема производственного фактора за счет
инвестиций в промышленный комплекс региона; ΔQW (t)— стохастическая
компонента, отражающая случайные колебания РПР.

Компонента амортизации за интервал Δt описывается выражением

ΔQA(t) = −AQ(t)Δt, (3)

где A— коэффициент амортизации, определяющий долю выбывающего объ-
ема производственного фактора в единицу времени.

Приращение инвестиционной составляющей за временной интервал Δt
определяется соотношением

ΔQI(t) = I(t)Δt = BV (t)Δt = BPQa(t)Δt, (4)

где I(t)— объем инвестиций в момент времени t; B — коэффициент капита-
лообразования (доля ВРП, направляемая в инвестиции); V (t)— объем ВРП,
вычисляемый согласно производственной функции (1).

Стохастическая компонента ΔQW (t), отражающая естественную волатиль-
ность инвестиционных процессов, моделируется стандартным винеровским
процессом [15,16]:

ΔQW (t) = ρ
(
Q(t)−Q0

)(
1− Q(t)

Q∞

)
Δw, (5)

где w— стандартный винеровский процесс; Δw = ε
√
Δt— приращение вине-

ровского процесса; ρ— параметр волатильности (СКО случайных колебаний
РПР); ε ∼ N(0, 1)— стандартная нормальная случайная величина.

Из структуры уравнения (5) следует важное свойство модели: в окрестно-
стях начального Q0 и предельного Q∞ значений производственного фактора
система демонстрирует квазидетерминированное поведение.

Подстановка выражений (3), (4) и (5) в уравнение баланса (2) приводит
к следующему соотношению:

ΔQ(t) =
(
−AQ(t) +BPQa(t)

)
Δt+ ρ

(
Q(t)−Q0

)(
1− Q(t)

Q∞

)
Δw. (6)

Выполняя предельный переход при Δt→ 0 и Δw → 0 в соотношении (6),
получаем стохастическое дифференциальное уравнение в форме Ито [14]:

dQ(t) = S(t)dt+ Z(t)dw, (7)

где

S(t) = −AQ(t) +BPQa(t), (8)
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Z(t) = ρ
(
Q(t)−Q0

)(
1− Q(t)

Q∞

)
, (9)

причем S(t) представляет собой функцию сноса, а Z(t)— функцию волатиль-
ности.

Начальное условие для уравнения (7) задается следующим образом:

Q(0) = Q0. (10)

2. Стохастические траектории динамики ВРП. Анализ структуры
стохастического дифференциального уравнения баланса (7) позволяет уста-
новить, что рост объема производственного фактора Q(t) происходит при
выполнении условия dQ(t) > 0, что соответствует случаю, когда объем внут-
ренних инвестиций превышает амортизационные отчисления.

Рост объема прекращается при достижении предельного значения Q∞, ко-
гда инвестиции компенсируют амортизационные потери. В окрестности этой
предельной точки случайный процесс становится квазидетерминированным,
что позволяет определить Q∞ из уравнения

−AQ∞ +BPQa
∞ = 0,

решение которого имеет вид

Q∞ =
(BP
A

)1/(1−a)
. (11)

Численное решение стохастического дифференциального уравнения (7)
с коэффициентами (8), (9) при начальном условии (10) реализуется на вре-
менном интервале [t0, tn], дискретизированном точками (t0 < t1 < · · · < tn),
с использованием метода Эйлера—Маруямы [14]:





Qi+1 = Qi + SiΔti + εiZi

√
Δti,

Si = −AQi +BPQa
i ,

Zi = ρ
(
Qi −Q0

)(
1− Qi

Q∞

)
,

(12)

где Δti = ti − ti−1 — шаг дискретизации; Qi = Q(ti), Si = S(ti), Zi = Z(ti)—
значения соответствующих функций; εi — реализация стандартной нормаль-
ной случайной величины на интервале [ti−1, ti].

Реализация алгоритма (12) позволяет получить набор случайных точек
{(ti, Qi)}ni=0 и соответствующие стохастические траектории динамики произ-
водственного фактора.

Для определения математического ожидания процесса Q(t) проведем ста-
тистическое усреднение уравнения (7) с учетом выражений (8) и (9):

d〈Q〉
dt

= −A〈Q〉+BP 〈Qa〉, (13)

где 〈 · 〉 обозначает оператор математического ожидания.
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При вычислении статистического момента 〈Qa〉 методом последователь-
ных приближений возникает проблема замыкания бесконечной цепочки урав-
нений. Для ее решения введем следующее предположение о характере флук-
туаций:

Q(t)− 〈Q〉 = ξ〈Q〉ε(t), (14)

где ε(t)— стандартный случайный процесс с нулевым средним, а безразмер-
ный коэффициент пропорциональности ξ задается выражением

ξ = ρ
(
1− Q0

〈Q〉
)(

1− 〈Q〉
Q∞

)
. (15)

Для вычисления величины Qa = 〈Q〉a(1 + ξ · ε)a воспользуемся соотноше-
ниями (14) и (15), применив разложение в биномиальный ряд при условии
малых флуктуаций |ξε| < 1:

Qa = 〈Q〉a
∞∑

k=0

a(a− 1)(a− 2) · · · (a− k + 1)

k!
ξkεk.

Ограничиваясь квадратичными членами разложения, получаем

Qa ≈ 〈Q〉a
(
1 + aξε+

a(a− 1)

2
ξ2ε2

)
. (16)

Статистическое усреднение выражения (16) с учетом свойств случайной
величины ε (〈ε〉 = 0, 〈ε2〉 = 1) дает

〈Qa〉 = 〈Q〉a
(
1 +

a(a− 1)

2
ξ2
)
. (17)

Подстановка (17) в уравнение (13) приводит к замкнутому дифференци-
альному уравнению для математического ожидания:

d〈Q〉
dt

= −A〈Q〉+BP 〈Q〉a
(
1 +

a(a− 1)

2
ξ2
)
, (18)

где коэффициент ξ определяется согласно (15). Начальное условие сохраня-
ется в виде (10).

В детерминированном приближении, когда флуктуациями можно прене-
бречь (ξ → 0), уравнение (18) упрощается до вида

d〈Q〉
dt

= −A〈Q〉+BP 〈Q〉a. (19)

Решение задачи Коши для уравнения (19) с начальным условием (10)
имеет аналитическое представление:

〈Q〉(t) =
(
Q1−a

∞ + (Q1−a
0 −Q1−a

∞ )e−A(1−a)t
)1/(1−a)

, (20)

где Q∞ определяется выражением (11).
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Соответствующее среднее значение объема ВРП региона вычисляется по
формуле

〈V 〉(t) = P
(
Q1−a

∞ + (Q1−a
0 −Q1−a

∞ )e−A(1−a)t
)a/(1−a)

. (21)

Применим полученные теоретические результаты (уравнения (12), (13),
(18)–(21)) для анализа динамики ВРП и РПР Самарской области.

Исходные статистические данные1 об изменении объема ВРП за период
1998–2023 гг. представлены в табл. 1, где t = T − 1998— относительный год
наблюдения; T > 1998 — календарный год.

Методом наименьших квадратов на основе данных табл. 1 и теоретиче-
ской зависимости (21) были оценены параметры производственной функции:
P = 6.4928, a = 0.81454, Q0 = 17.724.

Таблица 1
Динамика валового регионального продукта V (t) Самарской области в период 1998–2023 гг.

[Evolution of the Gross Regional Product V (t) in Samara Region (1998–2023)]

Year t V , mln RUB Year t V , mln RUB Year t V , mln RUB

1998 0 67.520 2007 9 584.969 2016 18 1364.822
1999 1 105.581 2008 10 699.296 2017 19 1449.006
2000 2 140.407 2009 11 584.000 2018 20 1625.559
2001 3 180.049 2010 12 695.651 2019 21 1773.989
2002 4 206.320 2011 13 834.149 2020 22 1781.909
2003 5 256.555 2012 14 937.435 2021 23 2157.662
2004 6 327.119 2013 15 1048.546 2022 24 2378.451
2005 7 401.812 2014 16 1149.148 2023 25 2746.426
2006 8 487.714 2015 17 1264.910 2024 26 —

Таблица 2
Динамика регионального производственного ресурса Q(t) Самарской области в пери-
од 1998–2023 гг. [Evolution of the Regional Productive Capacity Q(t) in Samara region

(1998–2023)]

Year t Q, mln RUB Year t Q, mln RUB Year t Q, mln RUB

1998 0 17.724 2007 9 251.058 2016 18 710.389
1999 1 30.685 2008 10 312.575 2017 19 764.555
2000 2 43.543 2009 11 250.547 2018 20 880.462
2001 3 59.089 2010 12 310.577 2019 21 980.167
2002 4 69.844 2011 13 388.128 2020 22 985.542
2003 5 91.267 2012 14 447.936 2021 23 1246.504
2004 6 122.990 2013 15 513.971 2022 24 1404.877
2005 7 158.316 2014 16 575.158 2023 25 1676.243
2006 8 200.828 2015 17 647.086 2024 26 —

Примечание: Данные представлены в фактических ценах соответствующих лет. Перио-
дизация дана в абсолютных (календарные годы) и относительных (t = 0 для 1998 года)
показателях.

Note: Data are presented in current prices of respective years. The periodization is given in both
absolute (calendar years) and relative terms (t = 0 for 1998).

1Статистические данные получены с официального сайта Территориального органа Фе-
деральной службы государственной статистики по Самарской области: «Валовой регио-
нальный продукт» [Электронный ресурс]. URL: https://63.rosstat.gov.ru/grp (дата об-
ращения: 05.11.2024).
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С учетом полученных оценок производственная функция (1) принимает
конкретный вид:

V (t) = 6.4928 ·Q0.81454(t). (22)

С помощью формулы (22) вычислены прогнозные значения объемов ре-
гионального производственного ресурса Q, представленные в табл. 2.

На рис. 1 показаны траектория роста объема валового регионального про-
дукта V (t), построенная по данным табл. 1, и прогнозная траектория роста
объема регионального производственного ресурса Q(t), рассчитанная по дан-
ным табл. 2.

На рис. 2 представлено сравнение стохастических траекторий роста объе-
ма валового регионального продукта V (t) и объема регионального производ-
ственного ресурса Q(t), полученных численной реализацией алгоритма (12)
и расчетами по формуле (22), со статистическими данными табл. 1 и 2.

На рис. 3 приведено сравнение математических ожиданий роста объема
валового регионального продукта 〈V 〉 и объема регионального производствен-
ного ресурса 〈Q〉, рассчитанных путем численного решения задачи Коши (18),
(10) с использованием формулы (22), со статистическими данными табл. 1
и табл. 2.

Рис. 1. Эмпирическая траектория роста ва-
лового регионального продукта V (по дан-
ным табл. 1) и прогнозируемая траектория
роста регионального производственного ре-

сурса Q (по данным табл. 2)

Рис. 2. Стохастические траектории роста
валового регионального продукта V (t) и
регионального производственного ресурса
Q(t), полученные численным моделирова-
нием по алгоритму (12) и расчетами по фор-
муле (22); точки — статистические данные

из табл. 1 и табл. 2

[Figure 1. Empirical trajectory of gross
regional product V growth (according to
Table 1) and predicted trajectory of regional
production resource Q growth (according to

Table 2)]

[Figure 2. Stochastic growth trajectories of
gross regional product V (t) and regional
production resource Q(t) obtained through:
numerical simulation using algorithm (12),
and calculations via formula (22); points
represent statistical data from Tables 1 and 2]
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Рис. 3. Математические ожидания ⟨V ⟩ и
⟨Q⟩, полученные численным решением за-
дачи Коши (18), (10) с использованием (22);
точки — статистические данные из табл. 1

и табл. 2
[Figure 3. Mathematical expectations ⟨V ⟩ and
⟨Q⟩ obtained by numerical solution of the
Cauchy problem (18), (10) using (22); points
represent statistical data from Tables 1 and 2]

В расчетах использованы следующие значения параметров модели:

P = 6.4928, a = 0.81454, A = 0.1, B = 0.12,
ρ = 0.1, Q0 = 17.724, Q∞ = 64187.494.

Заключение. В работе предложена стохастическая модель прогнозиро-
вания динамики валового регионального продукта, разработанная на основе
статистических данных Самарской области за 1998-2023 гг. Модель позво-
ляет оценивать объемы регионального производственного ресурса с учетом
стохастических факторов, строить теоретические траектории динамики ВРП
и РПР и прогнозировать математические ожидания роста экономических по-
казателей.

Численное моделирование подтвердило адекватность модели — результа-
ты демонстрируют высокую степень соответствия статистическим данным.
Полученные результаты могут быть использованы для долгосрочного прогно-
зирования регионального экономического развития, оценки эффективности
инвестиционных программ и анализа устойчивости региональной экономики
к стохастическим колебаниям.

Перспективы дальнейших исследований связаны с расширением модели
для учета дополнительных экономических факторов и применением к другим
регионам.
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ства и публикации этой статьи.
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Abstract

The article presents a stochastic model for forecasting dynamics of gross
regional product (GRP), developed using statistical data from Samara Re-
gion for the period 1998–2023. The model enables assessment of investment
impact on regional economic development. To describe GRP dynamics, we
propose a stochastic differential balance equation that relates GRP indi-
cators to regional production resource (RPR) volumes. Within the study,
we have: (1) estimated RPR volumes, (2) constructed theoretical trajecto-
ries of GRP and RPR dynamics, and (3) derived mathematical expectation
curves for their growth. Numerical analysis demonstrates the model’s high
consistency with empirical data.
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