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∙ A.P. Soldatov (Moscow, Russian Federation)
∙ S. P. Verevkin (Rostock, Germany)



Edited by E. S. Z a k h a r o v a, E. V. Ab r a m o v a

Compiled and typeset by M. N. S a u s h k i n, O. S. A f a n a s’ e v a,
E. Yu. A r l a n o v a

The Editorial Board Address:

Dept. of Applied Mathematics and Computer Science,
Samara State Technical University,
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation

Phone: +7 (846) 337 04 43
Phax: +7 (846) 278 44 00
E-mail: vsgtu@samgtu.ru
URL: http://www.mathnet.ru/eng/vsgtu

Printed at the Samara State Technical University Press.

The journal covered in Web of Science Core Collection (Emerging Sources Citation
Index), Zentralblatt MATH, Scopus, Russian Science Citation Index, and DOAJ.

The full-text electronic version of journal is hosted by the all-Russian mathema-
tical portal Math-Net.Ru (http://www.mathnet.ru), the Eco-Vector Journals Portal
(https://journals.eco-vector.com), and by the web-sites of scientific electronic lib-
raries eLibrary.ru (http://elibrary.ru) and CyberLeninka (http://cyberleninka.ru).

© The Author(s), 2025
© Samara State Technical University, 2025 (Compilation, Design, and Layout)

cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution
4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2025. Т. 29, № 3

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu/v229/i3

Содержание

Дифференциальные уравнения и математическая физика

Ар з и к у л о в З. О., Х а с а н о в А., Э р г аш е в Т. Г. “Конфлюэнтные гипер-
геометрические функции и их применение к решению задачи Дирихле для урав-
нения Гельмгольца с тремя сингулярными коэффициентами” . . . . . . . . . . . 407

Механика деформируемого твёрдого тела

Коч етк о в А. В., М о д и н И. А., Б а л а н д и н В. В., Б а л а н д и н Вл. Вл.,
Б е с см е ртный К. Д. “Ударное взаимодействие гранулированной среды и
стержня с оголовком конусной формы” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430

Мех о н ошин К. А., Т р у с о в П. В. “Структурно-механическая модель для
описания эффекта Портевена–Ле Шателье” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 448

Мур ашкин Е. В., Р а д а е в Ю. Н. “Поправки четвертой степени в энергети-
ческих потенциалах гемитропных микрополярных тел” . . . . . . . . . . . . . . . 472

Математическое моделирование,
численные методы и комплексы программ

Бу рмаше в а Н. В., П р о с в и р я к о в Е. Ю. “Неоднородное течение Экмана” . 486

Ко р о л е в а М. Р. “Приближенное решение задачи Римана для неклассической
газовой динамики” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503

Че р е п а н о в В. В. “Моделирование зоны возмущения разреженной многоком-
понентной низкотемпературной плазмы неподвижным симметричным телом” . . 516

Эн атс к а я Н. Ю. “Комбинаторный анализ n-размерной k -цикловой подста-
новки с ограниченными размерами циклов” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 538

Краткие сообщения

Бе й б а л а е в В. Д., И б а в о в Т. И. “Начально-краевая задача для нестаци-
онарного уравнения теплопроводности в ограниченной области без тепловой
изоляции боковой поверхности” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 554

Зин ч е н к о А. С., Н е х а е в А. А., Р ом а н е н к о в А. М. “О нахождении гра-
диента в задаче управления колебаниями механических систем без трения” . . . 566

Ра д ч е н к о В. П., Аф а н а с ь е в а Е. А., С а ушки н М. Н. “Прогнозирование
ползучести и длительной прочности наводороженного титанового сплава ВТ6
по изделию-лидеру” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 579

Крыл о в С. С., Мь о З. А., П е р е п е л к и н В. В. “Моделирование чандлеров-
ского и годичного колебаний земного полюса с учетом прецессии лунной орбиты”591

405



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025, vol. 29, no. 3

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu/v229/i3

Contents

Differential Equations and Mathematical Physics

Ar z i k u l o v Z. O., H a s a n o v A., E r g a s h e v T. G. “Confluent hypergeometric
functions and their application to the solution of Dirichlet problem for the Helmholtz
equation with three singular coefficients” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407

Mechanics of Solids

Ko ch e t k o v A. V., Mo d i n I. A., B a l a n d i n V. V., B a l a n d i n Vl. Vl., B e s -
sm e r t n y i K. D. “Impact interaction between granular media and a rod with
conical head” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430

Me k h o n o s h i n K. A., T r u s o v P. V. “Structural-mechanical model for describ-
ing the Portevin–Le Châtelier effect” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 448

Mu r a s h k i n E. V., R a d a y e v Yu. N. “Quartic corrections in energy potentials
of hemitropic micropolar solids” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472

Mathematical Modeling, Numerical Methods
and Software Complexes

Bu rma s h e v a N. V., P r o s v i r y a k o v E. Yu. “Inhomogeneous Ekman flow” . . 486

Ko r o l e v a M. R. “Approximate solution to the Riemann problem in non-classical
gas dynamics” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503

Ch e r e p a n o v V. V. “Modeling the perturbation zone of a rarefied multicompo-
nent low-temperature plasma by a stationary symmetric body” . . . . . . . . . . . . 516

En a t s k a y a N. Yu. “Combinatorial analysis of n-sized k -cycle substitutions with re-
stricted cycle sizes” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 538

Short Communications

Be y b a l a e v V. D., I b a v o v T. I. “Initial-boundary value problem for nonsta-
tionary heat conduction equation in a bounded domain with non-insulated lateral
surface” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 554

Z i n c h e n k o A. S., N e k h a e v A. A., R oman e n k o v A. M. “On determination
of gradient in optimal control problems for frictionless mechanical oscillatory systems”566

Ra d c h e n k o V. P., A f a n a s e v a E. A., S a u s h k i n M. N. “Prediction of creep
and long-term strength for hydrogen-charged VT6 Titanium alloy using a leader spec-
imen” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 579

Kr y l o v S. S., M y u Z. A., P e r e p e l k i n V. V. “Modeling Chandler and annual
polar motion with account for lunar orbit precession” . . . . . . . . . . . . . . . . . 591

406



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2025. Т. 29, № 3. С. 407–429
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2156

EDN: YWKYZB

УДК 517.956

Конфлюэнтные гипергеометрические функции
и их применение к решению задачи Дирихле
для уравнения Гельмгольца с тремя
сингулярными коэффициентами

З. О. Арзикулов1, А. Хасанов2,4, Т. Г. Эргашев2,3,4

1 Ферганский государственный технический университет,
Узбекистан, 150107, Фергана, ул. Ферганская, 86.

2 Институт математики имени В. И. Романовского
Академии наук Республики Узбекистан,
Узбекистан, 100174, Ташкент, ул. Университетская, 9.

3 Ташкентский институт инженеров ирригации
и механизации сельского хозяйства,
Узбекистан, 100000, Ташкент, ул. Кары-Ниязи, 39.

4 Гентский университет,
Бельгия, 9000, Гент, ул. Синт-Питерснёвестрат, 33.

Аннотация

В ходе серии исследований, охватывающей период с 1889 по 1939 год,
были систематически изучены все двойные гипергеометрические ряды
второго порядка. Значительный вклад в развитие теории гипергеомет-
рических функций двух переменных внес Горн, предложивший их клас-
сификацию на полные и конфлюэнтные функции. Составленный Гор-
ном список включает четырнадцать полных и двадцать конфлюэнтных
функций двух переменных, причем последние являются предельными
случаями полных функций. В 1985 году Сривастава и Карлссон завер-
шили построение полного набора гипергеометрических функций второ-
го порядка трех переменных, однако аналогичная классификация для
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их конфлюэнтных аналогов до сих пор остается незавершенной. Таким
образом, теория конфлюэнтных гипергеометрических функций трех пе-
ременных в настоящее время находится в стадии формирования, а изу-
чение функций четырех переменных представляет собой перспективное
направление исследований.

В настоящей работе исследуются некоторые конфлюэнтные гипер-
геометрические функции от трех и четырех переменных. Устанавлива-
ются их новые свойства, которые применяются для решения задачи Ди-
рихле для трехмерного уравнения Гельмгольца с тремя сингулярными
коэффициентами.

Фундаментальные решения указанного уравнения выражаются че-
рез конфлюэнтную гипергеометрическую функцию четырех перемен-
ных, а явное решение задачи Дирихле в первом октанте строится с по-
мощью функции трех переменных, являющейся следом конфлюэнтной
функции четырех переменных. Доказывается теорема о вычислении зна-
чений функций многих переменных и устанавливаются формулы их
преобразования. Полученные результаты используются для определе-
ния порядка сингулярности фундаментальных решений и обоснования
корректности решения задачи Дирихле.

Единственность решения задачи Дирихле доказывается на основе
принципа экстремума для эллиптических уравнений.

Ключевые слова: конфлюэнтные функции многих переменных, систе-
мы дифференциальных уравнений в частных производных гипергеомет-
рического типа, сингулярное уравнение Гельмгольца, фундаментальное
решение, задача Дирихле.
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1. Введение. Начиная с работы И. Н. Векуа [1, гл. 1] исследуются крае-
вые задачи для уравнения Гельмгольца

uxx + uyy + λ2u = 0,

где λ— вообще говоря, комплексная постоянная. Это уравнение встречается
во многих разделах математической физики (теория упругости, теория элек-
тромагнитных волн и др.); его иногда называют метагармоническим уравне-
нием, а его решения — метагармоническими функциями; постоянную λ назы-
вают параметром метагармонической функции [2].

Ввиду наличия многочисленных приложений в современной теории диф-
ференциальных уравнений в частных производных значительное место за-
нимают исследования вырождающихся уравнений, особый класс которых со-
ставляют уравнения с сингулярными коэффициентами.

Впервые в 1952 году М. Б. Капилевичем [3] была решена задача Дирихле
для многомерного уравнения Гельмгольца с одним сингулярным коэффици-
ентом

n∑

j=1

∂2u

∂x2j
+

2α

xn

∂u

∂xn
− b2u = 0, 0 < 2α < 1,

в полупространстве xn > 0.
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Краевые задачи для обобщенного двуосесимметрического уравнения Гельм-
гольца

uxx + uyy +
2α

x
ux +

2β

y
uy + λ2u = 0, 0 < 2α, 2β < 1, (1)

были предметом интереса многих математиков.
Уравнение (1) связано с уравнением смешанного типа

ηmuξξ + ξnuηη + λ2u = 0, (2)

а именно, если в области эллиптичности привести уравнение (2) к канони-
ческой форме, то получится уравнение (1). При n = λ = 0 уравнение (2)
называется уравнением Геллерстедта, а в случае n = λ = 0, m = 1— уравне-
нием Трикоми и имеет важное прикладное значение в газовой динамике [4].

Теория краевых задач для различных частных случаев уравнения (1) ак-
тивно разрабатывалась во второй половине XX века. С. П. Пулькиным [5]
исследованы краевые задачи типа Е для уравнения (1) при β = λ = 0. Кра-
евыми задачами для частных случаев уравнения (1), а также уравнения (2),
занимались Д. Аманов [6], М. Е. Лернер и О. А. Репин [7], Е. И. Моисеев [8],
Н. Б. Плещинский и Д. Н. Тумаков [9], Н. Р. Раджабов [10], М. С. Салахит-
динов и А. Хасанов [11].

В 1969 году R. P. Gilbert [12] построил интегральное представление ре-
шений уравнения (1) через аналитические функции. Выведенная там фор-
мула обращения этого представления содержит весьма громоздкие ряды и
неудобна в приложениях, в частности при решении вопросов о сведении кра-
евых задач для уравнения (1) к хорошо изученным краевым задачам теории
аналитических функций [13]. В работе А. Хасанова [14] фундаментальные
решения уравнения (1) построены в явных формах.

В монографии [15] получены различные интегральные представления ре-
шений и некоторые частные формулы их обращений для обобщенного дву-
осесимметрического уравнения Гельмгольца (1) и соответствующего ему ги-
перболического уравнения

uxx − uyy +
2α

x
ux −

2β

y
uy + λ2u = 0, 0 < 2α, 2β < 1,

получаемого из (1) заменой y на −iy.
Для уравнения (1) при λ = µi в работе О. А. Репина и М. Е. Лернера [16]

доказана однозначная разрешимость и найдена формула решения задачи Ди-
рихле в первом квадранте. А. А. Абашкиным [17] поставлены и исследова-
ны новые краевые задачи для двуосесимметрического уравнения Гельмголь-
ца (1) в прямоугольнике, полуполосе и полосе. Отличительной особенностью
исследованных краевых задач [17] является то, что на параметры α, β и λ
уравнения (1) накладываются минимальные ограничения.

В настоящей работе исследуется задача Дирихле для трехмерного урав-
нения Гельмгольца с тремя сингулярными коэффициентами

uxx + uyy + uzz +
2α

x
ux +

2β

y
uy +

2γ

z
uz − λ2u = 0 (3)
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в первом октанте, где α, β, γ и λ— действительные числа, причем 0 < 2α, 2β,
2γ < 1. Единственность решения поставленной задачи доказывается с помо-
щью принципа экстремума для эллиптических уравнений. С использованием
известного решения уравнения (3), построенного в [18], решение рассматрива-
емой задачи строится в явной форме. При доказательстве теоремы существо-
вания применяются свойства конфлюэнтной гипергеометрической функции
от трех переменных A2, впервые введенной и исследованной в [14].

Исследованию краевых задач для уравнения (3) посвящено сравнительно
малое количество работ. Отметим работы А. Хасанова [19] и Э. Т. Каримова
[20], в которых решения основных краевых задач для уравнения (3) при λ = 0
в бесконечной (первом октанте) и конечной (первом октанте шара) областях
соответственно найдены в явных формах. В работе [21] для уравнения (3) при
β = γ = λ = 0 построена теория потенциала и решена задача Хольмгрена
с помощью метода потенциала.

2. Конфлюэнтные гипергеометрические функции многих пере-
менных. Известно [22, 23], что решение самых разных задач, относящихся
к теплопроводности и динамике, электромагнитным колебаниям и аэродина-
мике, квантовой механике и теории потенциала, приводит к специальным
функциям. Чаще всего они появляются при решении дифференциальных
уравнений в частных производных методом разделения переменных. Разно-
образие задач, приводящих к специальным функциям, вызвало быстрый рост
числа функций, применяемых в приложениях.

Символ Похгаммера (z)n при целых n определяется равенством

(z)n = z(z + 1) · · · (z + n− 1), n = 1, 2, . . . ; (z)0 = 1.

Справедливы равенства (z)n = (−1)n(1− n− z)n, (1)n = n! и

(z)n =
Γ(z + n)

Γ(z)
. (4)

Равенство (4) можно использовать для введения символа (z)n при дей-
ствительных (комплексных) n.

Большие успехи в изучении теории гипергеометрической функции Гаусса

F (a, b; c;x) =
∞∑

m=0

(a)m(b)m
(c)m

xm

m!
, |x| < 1 (5)

стимулировали развитие соответствующих теорий для функций от двух или
многих переменных.

Аппель [24] определил в 1880 г. гипергеометрическую функцию

F2(a, b1, b2; c1, c2;x, y) =
∞∑

m,n=0

(a)m+n(b1)m(b2)n
(c1)m(c2)n

xm

m!

yn

n!
, |x|+ |y| < 1, (6)

которая аналогична функции Гаусса.
Гипергеометрическая функция Лауричелла [25]

F
(n)
A

[
a,b;
c;

x

]
=

∞∑

|k|=0

(a)|k|

n∏

i=1

(bi)ki
(ci)ki

xkii
ki!

, |x1|+ · · ·+ |xn| < 1, (7)
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является естественным обобщением классической гипергеометрической функ-
ции Гаусса (5) и функции Аппеля (6) на случай многих комплексных пере-
менных и соответствующих им комплексных параметров. Здесь и далее

b := (b1, . . . , bn), c := (c1, . . . , cn), x := (x1, . . . , xn),

k := (k1, . . . , kn), |k| := k1 + · · ·+ kn, k1 > 0, . . . , kn > 0.

В приложениях функций Лауричелла F
(n)
A важна следующая

Теорема 1 [26]. Пусть a, bk, ck — действительные числа, a > |b| > 0 и
ck > bk. Тогда для n = 1, 2, . . . справедливо следующее предельное соотноше-
ние:

lim
ε→0

{
ε−|b|F (n)

A

[
a,b;
c;

1− f1(ε)

ε
, . . . , 1− fn(ε)

ε

]}
=

=
Γ(a− |b|)

Γ(a)

n∏

k=1

|fk(0)|−bkΓ(ck)

Γ(ck − bk)
,

где |b| := b1 + · · ·+ bn; fk(ε)— произвольные функции, причем fk(0) 6= 0.

Отметим, что явные решения основных краевых задач для многомерных
сингулярных эллиптических уравнений выражаются через гипергеометри-

ческую функцию Лауричелла F
(n)
A , число переменных которой равно чис-

лу сингулярных коэффициентов рассматриваемого эллиптического уравне-
ния [27,28].

Рассмотрим следующую конфлюэнтную гипергеометрическую функцию
от n+ 1 переменных [29]:

H
(n,1)
A

[
a,b;
c;

x; y

]
=

∞∑

|k|+l=0

(a)|k|−l

n∏

j=1

(bj)kj
(cj)kj

x
kj
j

kj !
· y

l

l!
,

n∑

j=1

|xj | < 1. (8)

Для функции H
(n,1)
A справедлива формула преобразования

H
(n,1)
A

[
a,b;
c;

x; y

]
= Z−aH

(n,1)
A

[
a, c− b;

c;
− x

Z
;Zy

]
, (9)

где
Z := 1− x1 − · · · − xn.

В приложениях конфлюэнтной гипергеометрической функции H
(n,1)
A к ре-

шению краевых задач используется следующая

Теорема 2. Пусть a, bk, ck — действительные числа, a > |b| > 0 и
ck > bk. Тогда для n = 1, 2, . . . справедливо следующее предельное соотно-
шение:

lim
ε→0

{
ε−|b|H(n,1)

A

[
a,b;
c;

1− f1(ε)

ε
, . . . , 1− fn(ε)

ε
, εy

]}
=
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=
Γ (a− |b|)

Γ(a)

n∏

k=1

|fk(0)|−bkΓ(ck)

Γ(ck − bk)
, (10)

где |b| := b1 + · · ·+ bn; fk(ε)— произвольные функции, причем fk(0) 6= 0; y—
действительная переменная.

До к а з ат е л ь ств о. Из определения (8) конфлюэнтной гипергеометри-

ческой функции H
(n,1)
A следует

H
(n,1)
A

[
a,b;
c;

x; y

]
=

∞∑

k=0

(−1)k

(1− a)k

yk

k!
F

(n)
A

[
a− k,b;

c;
x

]
, (11)

где F
(n)
A — гипергеометрическая функция Лауричелла, определенная в (7).

Положив в (11) y = 0, придем к равенству

H
(n,1)
A

[
a,b;
c;

x; 0

]
= F

(n)
A

[
a,b;
c;

x

]
. (12)

Далее доказательство теоремы 2 непосредственно следует из теоремы 1
и формулы (12). �

Частные случаи конфлюэнтной гипергеометрической функции H
(n,1)
A бы-

ли известны: в случае n = 1— конфлюэнтная функция Горна H3, определяе-
мая равенством

H3(a, b; c;x, y) =

∞∑

m,n=0

(a)m−n(b)m
(c)m

xm

m!

yn

n!
, |x| < 1; (13)

в случае n = 2— конфлюэнтная функция, введенная в [14]:

A2

[
a, b1, b2;
c1, c2;

x, y, z

]
=

∞∑

m,n,k=0

(a)m+n−k(b1)m(b2)n
(c1)m(c2)n

xm

m!

yn

n!

zk

k!
, |x|+ |y| < 1;

в случае n = 3 конфлюэнтная гипергеометрическая функция H
(3,1)
A была

определена впервые в [18] через функцию Лауричелла F
(3)
A :

H
(3,1)
A

[
a, b1, b2, b3;
c1, c2, c3;

x, y, z, t

]
=

=
∞∑

k=0

(−1)k

(1− a)k

tk

k!
F

(3)
A

[
a− k, b1, b2, b3;

c1, c2, c3;
x, y, z

]
, |x|+ |y|+ |z| < 1.

В приложениях любой гипергеометрической функции важна система диф-
ференциальных уравнений в частных производных, которой удовлетворя-
ет данная гипергеометрическая функция. Такая система для конфлюэнтной
функции двух переменных H3 была известна. Однако Волкодавов и Быстро-
ва [30] впервые обратили внимание на то, что в известной справочной литера-
туре по специальным функциям [31, гл. 5, фор. 5.9(34)] приведена ошибочно
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система дифференциальных уравнений, которой якобы удовлетворяет функ-
ция (13), и ими получена истинная система дифференциальных уравнений,
которой удовлетворяет конфлюэнтная функция H3(a, b; c;x, y).

Конфлюэнтная функция u = A2

[
a, b1, b2;
c1, c2;

x, y, z

]
удовлетворяет следую-

щей системе дифференциальных уравнений в частных производных [14]:





x(1− x)uxx − xyuxy + xzuxz +

+ [c1 − (a+ b1 + 1)x]ux − b1yuy + b1zuz − ab1u = 0,

y(1− y)uyy − xyuxy + yzuyz −
− b2xux + [c2 − (a+ b2 + 1)y]uy + b2zuz − ab2u = 0,

zuzz − xuxz − yuyz + (1− a)uz + u = 0.

(14)

Вообще говоря, конфлюэнтная функция H
(n,1)
A

[
a,b;
c;

x; y

]
удовлетворяет

системе из n+1 уравнений гипергеометрического типа, которая в окрестности
начала координат имеет 2n линейно независимых решений (за подробностями
см. [29]).

3. Фундаментальные решения обобщенного трехмерного уравне-
ния Гельмгольца с тремя сингулярными коэффициентами. Первую
октанту трехмерного евклидова пространства R

3 обозначим через

Ω = {(x, y, z) : x > 0, y > 0, z > 0}.

Пусть (x, y, z) и (ξ, η, ζ)— две точки области Ω. Обозначим

r =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2.

В области Ω рассмотрим обобщенное трехмерное уравнение Гельмгольца
с тремя сингулярными коэффициентами

Lu ≡ Δu+
2α

x
ux +

2β

y
uy +

2γ

z
uz − λ2u = 0, (15)

где α, β, γ и λ— действительные числа, причем 0 < 2α, 2β, 2γ < 1.
Уравнение вида

L*u ≡ Δu− ∂

∂x

(
2αu

x

)
− ∂

∂y

(
2βu

y

)
− ∂

∂z

(
2γu

z

)
− λ2u = 0 (16)

называется сопряженным уравнением к уравнению Lu = 0.

Определение 1. Функция q(x, y, z; ξ, η, ζ) называется фундаментальным
решением уравнения (15) с особенностью в точке (ξ, η, ζ) ∈ Ω, если она

1) является решением уравнения (15) по переменным ξ, η, ζ во всех точках
Ω, за исключением точки (x, y, z);

2) является решением сопряженного уравнения (16) по переменным x, y, z
во всех точках Ω, за исключением точки (ξ, η, ζ);

3) при (x, y, z) → (ξ, η, ζ) имеет особенность порядка 1/r.
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Как известно [18], уравнение (15) имеет 8 линейно независимых решений:

u0 = k0r
−2aH

(3,1)
A

[
a, α, β, γ;
2α, 2β, 2γ;

X

]
,

u11 = k11(xξ)
1−2αr4α−2a−2H

(3,1)
A

[
a+ 1− 2α, 1− α, β, γ;

2− 2α, 2β, 2γ;
X

]
,

u12 = k12(yη)
1−2βr4β−2a−2H

(3,1)
A

[
a+ 1− 2β, α, 1− β, γ;

2α, 2− 2β, 2γ;
X

]
,

u13 = k13(zζ)
1−2γr4γ−2a−2H

(3,1)
A

[
a+ 1− 2γ, α, β, 1− γ;

2α, 2β, 2− 2γ;
X

]
,

u21 = k21(xξ)
1−2α(yη)1−2βr4α+4β−2a−4×

×H
(3,1)
A

[
a+ 2− 2α− 2β, 1− α, 1− β, γ;

2− 2α, 2− 2β, 2γ;
X

]
,

u22 = k22(xξ)
1−2α(zζ)1−2γr4α+4γ−2a−4×

×H
(3,1)
A

[
a+ 2− 2α− 2γ, 1− α, β, 1− γ;

2− 2α, 2β, 2− 2γ;
X

]
,

u23 = k23(yη)
1−2β(zζ)1−2γr4β+4γ−2a−4×

×H
(3,1)
A

[
a+ 2− 2β − 2γ, α, 1− β, 1− γ;

2α, 2− 2β, 2− 2γ;
X

]
,

u3 = k3(xξ)
1−2α(yη)1−2β(zζ)1−2γr4α+4β+4γ−2a−6×

×H
(3,1)
A

[
a+ 3− 2α− 2β − 2γ, 1− α, 1− β, 1− γ;

2− 2α, 2− 2β, 2− 2γ;
X

]
,

где a := α+ β + γ + 1/2; k0, . . . , k3 — известные постоянные. Здесь для крат-
кости совокупность переменных обозначена через X:

X :=
(
−4xξ

r2
,−4yη

r2
,−4zζ

r2
,−1

4
λ2r2

)
.

Очевидно, каждое из этих решений симметрично относительно перемен-
ных x, y, z и ξ, η, ζ, следовательно, они удовлетворяют уравнению (15) как по
переменным x, y, z, так и по ξ, η, ζ. Однако эти функции не удовлетворяют
сопряженному уравнению (16) по переменным x, y, z.

Справедлива следующая

Лемма 1. Если функция w(x, y, z; ξ, η, ζ) удовлетворяет уравнению (15)
по переменным ξ, η, ζ, то функция

q(x, y, z; ξ, η, ζ) = x2αy2βz2γw(x, y, z; ξ, η, ζ)

удовлетворяет сопряженному уравнению (16) по переменным x, y, z.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть некоторая функция w(x, y, z; ξ, η, ζ) удовле-
творяет уравнению (15) по переменным ξ, η, ζ, тогда в силу симметричности
она удовлетворяет этому же уравнению по переменным x, y, z, т.е. L(w) = 0.
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Теперь подставим функцию q(x, y, z; ξ, η, ζ) в сопряженное уравнение (16).
С этой целью вычислим необходимые производные:

∂q

∂x
= 2αx2α−1y2βz2γw + x2αy2βz2γwx,

∂2q

∂x2
= 2α(2α− 1)x2α−2y2βz2γw + 4αx2α−1y2βz2γwx + x2αy2βz2γwxx,

∂

∂x

(2αq
x

)
= 2α(2α− 1)x2α−2y2βz2γw + 2αx2α−1y2βz2γwx

и аналогично по переменным y и z.
Подставив вычисленные производные в сопряженное уравнение (16), по-

лучим
L*(q) = x2αy2βz2γL(w) = 0.

Последнее равенство доказывает лемму 1. �

Таким образом, следующие функции удовлетворяют первым двум усло-
виям определения 1:

q0 = x2αy2βz2γr−2aH
(3,1)
A

[
a, α, β, γ;
2α, 2β, 2γ;

X

]
, (17)

q11 = xy2βz2γξ1−2αr4α−2a−2H
(3,1)
A

[
a+ 1− 2α, 1− α, β, γ;

2− 2α, 2β, 2γ;
X

]
, (18)

q12 = x2αyz2γη1−2βr4β−2a−2H
(3,1)
A

[
a+ 1− 2β, α, 1− β, γ;

2α, 2− 2β, 2γ;
X

]
, (19)

q13 = x2αy2βzζ1−2γr4γ−2a−2H
(3,1)
A

[
a+ 1− 2γ, α, β, 1− γ;

2α, 2β, 2− 2γ;
X

]
, (20)

q21 = xyz2γξ1−2αη1−2βr4α+4β−2a−4×

×H
(3,1)
A

[
a+ 2− 2α− 2β, 1− α, 1− β, γ;

2− 2α, 2− 2β, 2γ;
X

]
, (21)

q22 = xy2βzξ1−2αζ1−2γr4α+4γ−2a−4×

×H
(3,1)
A

[
a+ 2− 2α− 2γ, 1− α, β, 1− γ;

2− 2α, 2β, 2− 2γ;
X

]
, (22)

q23 = x2αyzη1−2βζ1−2γr4β+4γ−2a−4×

×H
(3,1)
A

[
a+ 2− 2β − 2γ, α, 1− β, 1− γ;

2α, 2− 2β, 2− 2γ;
X

]
, (23)

q3 = k3xyzξ
1−2αη1−2βζ1−2γr4α+4β+4γ−2a−6×

×H
(3,1)
A

[
a+ 3− 2α− 2β − 2γ, 1− α, 1− β, 1− γ;

2− 2α, 2− 2β, 2− 2γ;
X

]
.(24)

Лемма 2. Если 0 < 2α, 2β, 2γ < 1, то каждая из функций, определенных
равенствами (17)–(24), имеет особенность порядка 1/r при r → 0.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим в качестве примера функцию q3, опре-
деленную в (24). Для остальных функций утверждение устанавливается ана-
логично.
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Функцию q3 можно представить в виде

q3(x, y, z; ξ, η, ζ;λ) =
1

r
· q̃3(x, y, z; ξ, η, ζ;λ), (25)

где

q̃3 = k3xyzξ
1−2αη1−2βζ1−2γr2α+2β+2γ−6×

×H
(3,1)
A

[
7/2− α− β − γ, 1− α, 1− β, 1− γ;

2− 2α, 2− 2β, 2− 2γ;
X

]
,

k3 =
Γ(7/2− α− β − γ)Γ(1− α)Γ(1− β)Γ(1− γ)

π3/24α+β+γ−2Γ(2− 2α)Γ(2− 2β)Γ(2− 2γ)
. (26)

Покажем, что функция q̃3 ограничена при r → 0. С этой целью в правой
части (25) произведем замену переменных:

ξ = x+ εt, η = y + εs, ζ = z + εv,

где t, s, v — новые переменные и ε > 0, тогда получим

q̃3(x, y, z;x+ εt, y + εs, z + εv) =

= k3xyz(x+ εt)1−2α(y + εs)1−2β(z + εv)1−2γ
[
ε2(t2 + s2 + v2)

]α+β+γ−3×

×H
(3,1)
A

[
7/2− α− β − γ, 1− α, 1− β, 1− γ;

2− 2α, 2− 2β, 2− 2γ;

− 4x(x+ εt)

ε2(t2 + s2 + v2)
,− 4y(y + εs)

ε2(t2 + s2 + v2)
,− 4z(z + εv)

ε2(t2 + s2 + v2)

]
.

Переходя к пределу при ε → 0 и используя теорему 2 о предельных зна-
чениях конфлюэнтной гипергеометрической функции (см. формулу (10)), по-
лучим

lim
ε→0

q̃3 =
1

4π
<∞.

Лемма 2 доказана. �

Следовательно, функции, определенные равенствами (17)–(24), являются
фундаментальными решениями трехмерного сингулярного уравнения Гельм-
гольца (15).

4. Постановка задачи Дирихле и теорема единственности.
Задача Дирихле. Найти регулярное решение u(x, y, z) сингулярного урав-

нения Гельмгольца (15) из класса функций C(Ω) ∩ C2(Ω), удовлетворяющее
условиям

u(x, y, 0) = τ1(x, y), 0 6 x, y <∞, (27)

u(x, 0, z) = τ2(x, z), 0 6 x, z <∞, (28)

u(0, y, z) = τ3(y, z), 0 6 y, z <∞, (29)

и условию исчезновения на бесконечности

lim
R→∞

u(x, y, z) = 0, R =
√
x2 + y2 + z2, (30)
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где τ1(t, s), τ2(t, s), τ3(t, s)— заданные функции вида

τ1(x, y) =
τ̃1(x, y)

(1 + x2 + y2)ε1e|λ|
√

R2+x2+y2
, τ̃1(x, y) ∈ C(0 6 x, y <∞), (31)

τ2(x, z) =
τ̃2(x, z)

(1 + x2 + z2)ε2e|λ|
√
R2+x2+z2

, τ̃2(x, z) ∈ C(0 6 x, z <∞), (32)

τ3(y, z) =
τ̃3(y, z)

(1 + y2 + z2)ε3e|λ|
√

R2+y2+z2
, τ̃3(y, z) ∈ C(0 6 y, z <∞), (33)

причем 3−α−β−γ
2 < ε1, ε2, ε3 < 2.

Кроме того, функции τ1(x, y), τ2(x, z) и τ3(y, z) удовлетворяют условиям
согласования в начале координат:

τ1(0, 0) = τ2(0, 0) = τ3(0, 0)

и на границах области Ω:

τ1(x, 0) = τ2(x, 0), τ1(0, y) = τ3(y, 0), τ2(0, z) = τ3(0, z), x, y, z ∈ Ω.

Здесь Ω обозначает замыкание области Ω:

Ω = {(x, y, z) : x > 0, y > 0, z > 0}.

Теорема 3. Задача Дирихле для сингулярного уравнения Гельмгольца (3)
в бесконечной области Ω может иметь не более одного решения.

До к а з ат е л ь ств о. Достаточно показать, что соответствующая одно-
родная задача имеет только тривиальное решение. Рассмотрим конечную
подобласть ΩR ⊂ Ω, ограниченную координатными плоскостями x = 0, y = 0,
z = 0 и октантом сферы радиуса R:

σR := {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = R2, x > 0, y > 0, z > 0}.

В случае однородных граничных условий

τ1(x, y) = 0, τ2(x, z) = 0, τ3(y, z) = 0,

согласно принципу экстремума для эллиптических уравнений [32, гл. 1], функ-
ция u(x, y, z) достигает своих экстремальных значений в ΩR только на σR.

Для произвольной точки (x, y, z) ∈ ΩR и любого ε > 0 выберем R до-
статочно большим, чтобы |u(x, y, z)| < ε на σR. Тогда в силу принципа мак-
симума |u(x, y, z)| < ε во всей области ΩR. Поскольку ε произвольно мало,
заключаем, что u(x, y, z) ≡ 0 в Ω. Теорема 3 доказана. �

5. Существование решения задачи Дирихле. Пусть (ξ, η, ζ) ∈ ΩR.
Вырежем из области ΩR шар достаточно малого радиуса ε с центром в точке
(ξ, η, ζ) и оставшуюся часть области ΩR обозначим через Ωε, а через Cε —
сферу вырезанного шара. Используя известную формулу Грина, получим
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∫

Cε

(
u
∂q3
∂N

− q3
∂u

∂N

)
dCε = −

∫

σR

u
∂q3
∂M

dσR +

∫

D1

u(x, y, 0)
∂q3
∂z

∣∣∣
z=0

dxdy +

+

∫

D2

u(x, 0, z)
∂q3
∂y

∣∣∣
y=0

dxdz +

∫

D3

u(0, y, z)
∂q3
∂x

∣∣∣
x=0

dydz, (34)

где u(x, y, z)— искомое решение уравнения (15); q3(x, y, z; ξ, η, ζ)— фундамен-
тальное решение уравнения (15), определенное в (24); N и M — внешние нор-
мали к Cε и σR соответственно; D1, D2 и D3 — боковые грани области ΩR:

D1 := {(x, y, z) : x2 + y2 < R2, x > 0, y > 0, z = 0},
D2 := {(x, y, z) : x2 + z2 < R2, x > 0, y = 0, z > 0},
D3 := {(x, y, z) : y2 + z2 < R2, x = 0, y > 0, z > 0}.

Следуя работе [18], будем иметь

lim
ε→0

∫

Cε

(
u
∂q3
∂N

− q3
∂u

∂N

)
dCε = u(ξ, η, ζ).

Далее, переходя к пределу в правой части (34) при R → ∞ и учитывая при
этом условия задачи Дирихле, после некоторых преобразований получим

u(x, y, z) = u1(x, y, z) + u2(x, y, z) + u3(x, y, z), (35)

где

u1(x, y, z) = (1− 2γ)k3x
1−2αy1−2βz1−2γ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

τ1(t, s)ts

r2a1
×

× A2

[
a, 1− α, 1− β;
2− 2α, 2− 2β;

− 4xt

r21
,−4ys

r21
,−1

4
λ2r21

]
dtds, (36)

u2(x, y, z) = (1− 2β)k3x
1−2αy1−2βz1−2γ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

τ2(t, s)ts

r2a2
×

× A2

[
a, 1− α, 1− γ;
2− 2α, 2− γ;

− 4xt

r22
,−4zs

r22
,−1

4
λ2r22

]
dtds, (37)

u3(x, y, z) = (1− 2α)k3x
1−2αy1−2βz1−2γ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

τ3(t, s)ts

r2a3
×

× A2

[
a, 1− γ, 1− β;
2− 2γ, 2− 2β;

− 4yt

r23
,−4zs

r23
,−1

4
λ2r23

]
dtds, (38)

a = 7/2− α− β − γ, r21 = (x− t)2 + (y − s)2 + z2,

r22 = (x− t)2 + y2 + (z − s)2, r23 = x2 + (y − t)2 + (z − s)2.

Лемма 3. Если функцию τ1(x, y) можно представить в виде (31), то
функция u1(x, y, z), определенная равенством (36), является регулярным ре-
шением уравнения (15) в области Ω, удовлетворяющим граничным условиям

u1(x, y, 0) = τ1(x, y), u1(x, 0, z) = 0, u1(0, y, z) = 0, (39)

и условию исчезновения на бесконечности (30).
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До к а з ат е л ь ств о. Прежде всего мы должны убедиться в том, что
функция (36) удовлетворяет сингулярному уравнению Гельмгольца (15).

С этой целью рассмотрим вспомогательную функцию

W (x, y, z; t, s) = x1−2αy1−2βz1−2γr−2a
1 ω(ξ, η, θ), (40)

где

ω(ξ, η, θ) := A2

[
a, 1− α, 1− β, 1− γ;

2− 2α, 2− 2β, 2− 2γ;
ξ, η, θ

]
,

ξ = −4xt

r21
, η = −4ys

r21
, θ = −λ

2

4
r21.

Вычислим необходимые производные от вспомогательной функции W по
переменным x, y, z и подставим их в сингулярное уравнение Гельмгольца.
В результате получим соотношение

Wxx +Wyy +Wzz +
2α

x
Wx +

2β

y
Wy +

2γ

z
Wz − λ2W =

= Λ
ξ

x

{
ξ(1− ξ)ωξξ − ξηωξη + ξθωξθ +

+ [2(1− α)− (2− α+ a)ξ]ωξ − a(1− α)ω
}
+

+ Λ
η

y

{
η(1− η)ωηη − ξηωξη + ηθωηθ +

+ [2(1− β)− (2− β + a)η]ωη − a(1− β)ω
}
+

+ θ
{
θωθθ − ξωξθ − ηωηθ + (1− a)ωθ − ω

}
= 0,

где Λ = x1−2αy1−2βz1−2γr−2a
1 , которое равносильно следующей системе урав-

нений гипергеометрического типа:





ξ(1− ξ)ωξξ − ξηωξη + ξθωξθ + [2(1− α)− (2− α+ a)ξ]ωξ − a(1− α)ω = 0,

η(1− η)ωηη − ξηωξη + ηθωηθ + [2(1− β)− (2− β + a)η]ωη − a(1− β)ω = 0,

θωθθ − ξωξθ − ηωηθ + (1− a)ωθ − ω = 0.

Сопоставляя последнюю систему уравнений с системой уравнений (14)
для конфлюэнтной функции A2, можно заключить, что функция (40) явля-
ется решением сингулярного уравнения Гельмгольца. Следовательно, функ-
ция u1(x, y, z), определенная равенством (36), удовлетворяет сингулярному
уравнению Гельмгольца (15).

Теперь докажем, что функция u1(x, y, z) удовлетворяет граничным усло-
виям (39). Действительно, введя в подынтегральной функции в (36) вместо t
и s новые переменные µ = (t− x)/z и ν = (s− y)/z, получим

u1 = (1−2γ)k3
x1−2αy1−2β

z4−2α−2β

∫ ∞

−x/z

∫ ∞

−y/z

τ1 (x+ µz, y + νz;λ) (x+ zµ)(y + zν)

Ka
×

× A2

[
a, 1− α, 1− β;
2− 2α, 2− 2β;

4x(x+ zµ)

z2K
,
4y(y + νz)

z2K
,−1

4
λ2z2K

]
dµdν, (41)
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где K := 1 + µ2 + ν2.
Используя теорему 2 о предельных значениях конфлюэнтной гипергео-

метрической функции (см. формулу (10)), в правой части (41) переходим
к пределу при z → 0. Учитывая выражение (26) для коэффициента k3, из-
вестную формулу для вычисления двукратного несобственного интеграла [33,
стр. 633, фор. 4.623]

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ϕ(a2x2 + b2y2)dxdy =

π

4ab

∫ ∞

0
ϕ(x)dx

и формулу Лежандра для удвоения аргумента гамма-функции [31, стр. 19,
фор. (15)]

Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ
(
z +

1

2

)
,

получим
lim
z→0

u1(x, y, z) = τ1(x, y). (42)

Совершив аналогичные преобразования, имеем

lim
x→0

u1(x, y, z) = 0, lim
y→0

u1(x, y, z) = 0. (43)

Следовательно, на основании равенств (42) и (43) заключаем, что функция
u1(x, y, z), определенная равенством (36), удовлетворяет условиям (39).

Остается показать исчезновение функции u1(x, y, z) на бесконечности. Вос-
пользовавшись формулой преобразования (см. фор. (9))

A2

[
a, b1, b2;
c1, c2;

x, y, z

]
= (1− x− y)−a ×

× A2

[
a, c1 − b1, c2 − b2;

c1, c2;
− x

1− x− y
,− y

1− x− y
, (1− x− y)z

]
,

функцию (36) запишем в виде

u1(x, y, z) = (1/2− γ)k3x
1−2αy1−2βz1−2γ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

τ1(t, s)ts

ρ2a
×

× A2

[
a, 1− α, 1− β;
2− 2α, 2− 2β;

4xt

ρ2
,
4ys

ρ2
,−1

4
λ2ρ2

]
dtds, (44)

где ρ2 = (x+ t)2 + (y + s)2 + z2.
Нетрудно заметить, что в (44) справедливо неравенство

4xt

ρ2
+

4ys

ρ2
< 1, x > 0, y > 0, z > 0, t > 0, s > 0.

Докажем, что при стремлении точки (x, y, z) к бесконечности, т.е. при
R → ∞, функция (44) стремится к нулю. С этой целью конфлюэнтную ги-
пергеометрическую функцию A2 представим виде

A2

[
a, b1, b2;
c1, c2;

x, y, z

]
=

∞∑

k=0

(−1)kzk

(1− a)kk!
F2(a− k, b1, b2; c1, c2;x, y),

420



Конфлюэнтные гипергеометрические функции и их применение к решению задачи Дирихле . . .

где F2 — гипергеометрическая функция Аппеля (6).
Из теории функций Аппеля [24] известно, что если |x|+ |y| < 1, то при лю-

бых значениях числовых параметров гипергеометрическая функция Аппеля
F2 ограничена:

|F2(a, b1, b2; c1, c2;x, y)| 6 C1, |x|+ |y| < 1,

следовательно, имеем оценку

|u1| 6 C2x
1−2αy1−2βz1−2γ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

|τ1(t, s)|ts
ρ7−2α−2β−2γ 0F1

(
b;
λ2

4
ρ2
)
dtds, (45)

где b = α+ β + γ − 5/2.
Здесь под интегралом 0F1 обозначает обобщенную гипергеометрическую

функцию [34, стр. 437, фор. 7.2.3(1)], для которой справедлива следующая
формула связи [34, стр. 594, фор. 7.13.1(1)]:

0F1(b; z) = Γ(b)z(1−b)/2Ib−1(2
√
z), (46)

где

Iα (z) =
∞∑

m=0

1

m!Γ(m+ α+ 1)

(z
2

)2m+α

— модифицированная функция Бесселя [15, гл. 1, фор. (1.84)]. Далее, приме-
няя последовательно к правой части (45) формулу связи (46), асимптотиче-
ское представление [35, стр. 93]

Iα(z) ∼
1√
2πz

ez, −π
2
< arg z <

3π

2

и представление (31) для заданной функции τ1, получим

|u1| 6 C3x
1−2αy1−2βz1−2γ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e|λ|ρtsdtds

e|λ|
√
R2+t2+s2(1 + t2 + s2)ε1ρ4−α−β−γ

.

Выполнив замену t = Rµ, s = Rν в последнем двойном несобственном инте-
грале, получим

|u1| 6 C3

( x
R

)1−2α( y
R

)1−2β( z
R

)1−2γ K(x, y)

R2ε1−3+α+β+γ
, (47)

где

ε1 >
3

2
− α+ β + γ

2
,

K(x, y) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e
|λ|R

(√
1+µ2+ν2+ 2x

R
+ 2y

R
−
√

1+µ2+ν2
)
µνdµdν

(µ2 + ν2)ε1(1 + µ2 + ν2)(4−α−β−γ)/2
. (48)

Покажем, что двойной несобственный интеграл в правой части (48) огра-
ничен при R→ ∞. Действительно, используя формулу [36]
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∫ +∞

0
· · ·

∫ +∞

0︸ ︷︷ ︸
n

xp1−1
1 · · ·xpn−1

n dx1 · · · dxn
[(r1x1)q1 + · · ·+ (rnxn)qn ]t[1 + (r1x1)q1 + · · ·+ (rnxn)qn ]s

=

=
Γ(p1/q1) · · ·Γ(pn/qn)Γ(P − t)Γ(s+ t− P )

q1q2 · · · qnrp1q11 · · · rpnqnn Γ(P )Γ(s)
,

где P := p1/q1 + · · ·+ pn/qn; pk, qk, rk и s— положительные числа (k = 1, n),
0 < P − t < s, и переходя к пределу при R→ ∞, будем иметь соотношение

lim
R→∞

K(x, y) =
Γ(2− ε1)Γ

(
(2ε1 − α− β − γ)/2

)

4Γ
(
(4− α− β − γ)/2

) , ε1 < 2. (49)

Таким образом, в силу (47) и (49) справедлива оценка

|u1| 6
C3

R2ε1−3+α+β+γ
,

3

2
− α+ β + γ

2
< ε1 < 2, R→ ∞,

учитывая которую, заключаем, что функция (41) обращается в нуль на бес-
конечности. Лемма 3 доказана. �

Замечание 1. Повторяя рассуждения, проведенные в лемме 3, можно до-
казать еще две леммы относительно функций u2(x, y, z) и u3(x, y, z), опреде-
ленных, соответственно, равенствами (37) и (38). Так что если для заданных
функций τ2(x, z) и τ3(y, z) справедливы представления (32) и (33), то каждая
из функций u2(x, y, z) и u3(x, y, z) является решением сингулярного урав-
нения Гельмгольца (3), изчезающим на бесконечности и удовлетворяющим
совокупности условий

u2(x, y, 0) = 0, u2(x, 0, z) = τ2(x, z), u2(0, y, z) = 0,

u3(x, y, 0) = 0, u3(x, 0, z) = 0, u3(0, y, z) = τ3(y, z)

соответственно.

Теорема 4. Если функции τ1(x, y), τ2(x, z) и τ3(y, z) удовлетворяют усло-
виям (31), (32) и (33) соответственно, то функция u(x, y, z), определенная
в (35), является регулярным решением уравнения (15) в области Ω, удовле-
творяющим условиям (27)–(30).

До к а з ат е л ь ств о теоремы 4 следует из леммы 3 и замечания 1.

Заключение. Установлены новые свойства конфлюэнтных гипергеомет-
рических функций многих переменных и доказана теорема о значениях ги-
пергеометрической функции при предельных значениях переменных, име-
ющая важное приложение при решении краевых задач для эллиптических
уравнений с сингулярными коэффициентами.

На основе известных линейно независимых решений трехмерного сингу-
лярного уравнения Гельмгольца построены фундаментальные решения дан-
ного уравнения, выражаемые через конфлюэнтную функцию от четырех пе-
ременных и с использованием доказанной предельной теоремы определен по-
рядок особенности этих решений.
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Впервые решена задача Дирихле для трехмерного уравнения Гельмгольца
с тремя сингулярными коэффициентами в бесконечной области. Единствен-
ность решения задачи доказана известным методом принципа экстремума
для эллиптических уравнений. Благодаря доказанным свойствам конфлю-
энтных гипергеометрических функций многих переменных решение постав-
ленной задачи удалось выписать в явном виде через конфлюэнтную функ-
цию от трех переменных. В дальнейшем полученное решение задачи Дирихле
может быть использовано при решении краевых задач для трехмерных син-
гулярных уравнений смешанного типа в качестве решения, принесенного из
эллиптической части смешанной области.

Результаты настоящей работы открывают путь к исследованию краевых
задач для сингулярных эллиптических уравнений. Используя построенные
фундаментальные решения, можно поставить и решить задачу Неймана и еще
несколько задач со смешанными условиями Дирихле и Неймана для трехмер-
ного уравнения Гельмгольца с тремя сингулярными коэффициентами в пер-
вом октанте или в других областях.

В настоящее время известны [29] все линейно независимые решения обоб-
щенного многомерного сингулярного уравнения Гельмгольца вида

m∑

k=1

∂2u

∂x2k
+

n∑

k=1

2αk

xk

∂u

∂xk
− λ2u = 0, m > 2, n > 1, m > n, 0 < 2αk < 1, (50)

которые выражаются через конфлюэнтную функцию H
(n,1)
A от n+1 перемен-

ных. Предлагается распространить результаты данной работы к многомер-
ному уравнению Гельмгольца с n сингулярными коэффициентами (50).

Поэтому полученные в работе результаты можно рассматривать как на-
чальный этап исследования конфлюэнтных гипергеометрических функций
многих переменных и решения краевых задач для уравнения Гельмгольца
с тремя и более сингулярными коэффициентами.
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Abstract

In the course of a series of studies spanning the fifty-year period from
1889 to 1939, all double hypergeometric series of the second order were
systematically investigated. A significant contribution to the study of hy-
pergeometric functions of two variables was made by Horn, who proposed
their classification into two types: complete and confluent. Horn’s final list
comprised fourteen complete (non-confluent) functions of two variables and
twenty distinct confluent functions, which represent limiting cases of the
complete ones. In 1985, Srivastava and Karlsson completed the classifica-
tion of all possible second-order complete hypergeometric functions of three
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variables, while a similar systematic classification for their confluent coun-
terparts remains incomplete. Thus, the theory of confluent hypergeometric
functions of three variables has not yet been fully developed, and the study
of functions of four variables represents an area for future research.

This paper investigates certain confluent hypergeometric functions of
three and four variables, establishing their new properties and applying them
to the solution of the Dirichlet problem for the three-dimensional Helmholtz
equation with three singular coefficients.

Fundamental solutions of the aforementioned Helmholtz equation are
expressed in terms of a confluent hypergeometric function of four variables,
while an explicit solution to the Dirichlet problem in the first octant is con-
structed using a function of three variables, which is derived as a trace of the
four-variable confluent function. A theorem on the computation of limiting
values of multivariate functions is proved, and transformation formulas for
these functions are established. These results are employed to determine the
singularity order of fundamental solutions and to validate the correctness of
the solution to the Dirichlet problem.

The uniqueness of the solution to the Dirichlet problem is proved using
the maximum principle for elliptic equations.

Keywords: multiple confluent hypergeometric function, PDE-systems of
hypergeometric type, singular Helmholtz equation, fundamental solution,
Dirichlet problem.
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Аннотация

Выполнено численное моделирование ударного взаимодействия неде-
формируемого конического тела с пористым слоем. Пористый слой пред-
ставлен в виде совокупности отдельных элементов, движение и дефор-
мация которых описаны в рамках бессеточного численного метода дис-
кретных элементов. Данный метод интерпретирует элементы как ча-
стицы с заданными упругими характеристиками, что обеспечивает эф-
фективное моделирование процессов, сопровождающихся значительны-
ми перемещениями и нарушением сплошности среды, в отличие от клас-
сических сеточных методов. Изложены основные принципы метода дис-
кретных элементов, получившего широкое распространение благодаря
развитию вычислительных технологий. Приведены описание численной
модели и методики расчета. Представлены результаты моделирования
нормального высокоскоростного взаимодействия деформируемой пори-
стой среды, состоящей из частиц, с упругим стержнем, имеющим кони-
ческую форму в области контакта. Учтено кулоновское трение на грани-
це раздела пористой среды и конуса. Проведена оценка контактных сил,
действующих со стороны дискретной среды на упругое коническое тело.
Результаты численного моделирования сопоставлены с эксперименталь-
ными данными, полученными в ходе обращенного эксперимента, в ко-
тором упаковка с пористым слоем металась навстречу неподвижному
стержню при различных начальных скоростях.
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Введение. Ячеистые материалы, пористые среды, перфорированные пе-
регородки, проницаемые экраны в виде препятствий или каскадов препят-
ствий, плетеные сетки, решетки и другие среды, состоящие из множества
пор, обладают такими свойствами, как высокая удельная прочность, низкая
теплопроводность, способность гасить вибрации и поглощать значительную
долю энергии импульсных воздействий. По морфологии пор ячеистые мате-
риалы можно разделить на стохастические и периодические пористые струк-
туры. Как правило, последние состоят из правильных и повторяющихся сим-
метричных фрагментов, механические свойства которых поддаются модели-
рованию.

В частности, одним из перспективных демпфирующих элементов, защи-
щающих конструкции от импульсных воздействий, являются пористые сре-
ды. В ряде работ [1–3] приводятся результаты экспериментов по определе-
нию параметров нагружения жесткой стенки, покрытой пористой средой при
ударной нагрузке. В других исследованиях [4–6] показано, что наличие пори-
стых слоев уменьшает величину остаточного напряжения и скорость прило-
жения нагрузки. Основные механические параметры пористых материалов
определяются их структурными свойствами.

При моделировании пористой среды необходимо учитывать площадь кон-
такта и трение между контактирующими элементами (гранулами). Сыпучие
материалы проявляют сложную реакцию при динамической нагрузке: в на-
чальный момент взаимодействия происходит переукладка и уплотнение по-
ристого слоя. Насыпные пористые материалы, свойства которых изменяются
в зависимости от степени сжатия, привлекают внимание исследователей из
различных областей [7–11].

Целью данного исследования является моделирование процесса контакт-
ного взаимодействия пористой среды с опорным стержнем, имеющим кони-
ческую форму в области контакта. Для верификации численного решения
проведены экспериментальные исследования, результаты которых сравнива-
ются с расчетными данными.
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1. Метод дискретных элементов. Метод дискретных элементов (DEM,
Discrete Element Method) представляет собой численный инструмент для мо-
делирования поведения пористых, сыпучих и дробимых материалов. В от-
личие от традиционных континуальных методов, таких как метод конечных
элементов (МКЭ) или метод конечных разностей (МКР), DEM рассматри-
вает материал как совокупность дискретных элементов, взаимодействующих
посредством контактных сил. Такой подход позволяет учитывать межчастич-
ные контакты, трение, упругие и пластические деформации, а также разру-
шение материала на уровне отдельных элементов.

Метод дискретных элементов находит широкое применение в различных
областях науки и промышленности. В горном деле он используется для мо-
делирования процессов дробления горных пород, анализа устойчивости от-
косов и движения сыпучих материалов в бункерах. В нефтегазовой отрас-
ли DEM применяется для исследования поведения частиц при гидроразры-
ве пласта и фильтрации жидкостей через пористые среды. В гражданском
строительстве метод позволяет моделировать динамическое взаимодействие
грунта с инженерными конструкциями, оценивая устойчивость фундаментов,
подпорных стен и дорожных покрытий.

Основная идея метода заключается в численном решении уравнений дви-
жения для каждой частицы с учетом внешних и контактных сил. Динамика
системы определяется на основе законов Ньютона, а контактные взаимодей-
ствия описываются различными моделями, включая модель Герца–Миндлина
и модели липкого контакта. В данной работе используется модель Герца для
определения контактных сил и моментов. По своей природе DEM относится
к бессеточным лагранжевым методам [12–15] и сводится к явному интегри-
рованию уравнений движения для каждой частицы как твердого тела:

miẍi = F i,n + F i,t + F i,f + F i,b, (1)

Ii
dωi

dt
= ri,c × F i,t + T i,r, (2)

где ri,c — вектор, соединяющий центр масс частицы с точкой контакта; F i,n —
нормальная составляющая контактной силы между частицами; F i,t — танген-
циальная составляющая контактной силы между частицами; F i,f — сила со
стороны окружающей среды (не рассматривается в данной работе); F i,b —
суммарное воздействие других центральных сил (гравитация, сила Кулона
и др.); T i,r — дополнительный момент сил, учитывающий неидеальность фор-
мы частицы.

В простейшей постановке каждая частица характеризуется радиус-век-
тором центра xi и угловой скоростью ωi. Линейные и угловые ускорения
вычисляются из уравнений (1) и (2). В DEM частицы рассматриваются как
упругие слабодеформируемые тела, где деформация математически описыва-
ется как пространственное пересечение частиц. Линейная модель пружинно-
демпферного взаимодействия (рис. 1) выражает нормальную составляющую
контактной силы через характеристический размер области пересечения δ
и относительную скорость контактирующих частиц Δu:

F n = −knδn + cnΔun. (3)
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Рис. 1. Схема контактного взаимодействия двух частиц в модели дискретных элементов;
показаны нормальная (F n) и тангенциальная (F t) составляющие контактной силы

[Figure. 1. Schematic of contact interaction between two particles in the discrete element method;
shown are the normal (F n) and tangential (F t) components of the contact force]

Касательная составляющая силы отталкивания определяется как

F t = min

{∣∣∣∣kt
∫ t

tc,0

Δutdt+ ctΔut

∣∣∣∣, µF n

}
, (4)

где δn = δn = δ(xi − xj)/‖xi − xj‖; n— единичный вектор нормали, на-
правленный вдоль линии, соединяющий центры масс частиц; Δun и Δut —
нормальная и тангенциальная составляющие относительной скорости двух
частиц, находящихся в контакте; kn, kt и cn, ct — нормальные и касательные
коэффициенты жесткости и демпфирования. Формулы (3) и (4) справедливы
и для контакта частицы со стенкой с учетом ограничения кулоновской силой
трения с коэффициентом µ.

Интегральный член в (4) соответствует закону Гука для упругой танген-
циальной деформации поверхностей двух частиц в контакте, который про-
изошел в момент времени t = tc,0, а демпфирующая составляющая учитыва-
ет диссипацию упругой энергии. Вариация коэффициентов kn, kt, cn, ct как
функций пространственного пересечения частиц позволяет получать различ-
ные линейные и нелинейные модели контактного взаимодействия [16–18].

Здесь и далее индексы i и j относятся к двум соседним взаимодействую-
щим частицам. Для контактной модели Герца, которая используется в чис-
ленных расчетах, коэффициенты kn, kt и cn, ct в случае взаимодействия двух
произвольных частиц рассчитываются следующим образом [13,17,20]:

kn =
4

3
Y *√R*δn, cn = −2

√
5

6
β
√
Snm* > 0,

kt = 8G*√R*δn, ct = −2

√
5

6
β
√
Stm* > 0.

При этом в случае контакта двух частиц с массами m1 и m2, размерами
R1 и R2, модулями Юнга Y1 и Y2, коэффициентами Пуассона ν1 и ν2:

Sn = 2Y *√R*δn, St = 8G*√R*δn, β =
ln e√

ln2 e+ π2
,

1

Y * =
1− ν21
Y1

+
1− ν22
Y2

,
1

G* =
2(2− ν1)(1 + ν1)

Y1
+

2(2− ν2)(1 + ν2)

Y2
,

1

R* =
1

R1
+

1

R2
,

1

m* =
1

m1
+

1

m2
,
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где e— коэффициент упругого восстановления, который равен отношению
скоростей частицы после и до контакта. Как правило, это пользовательская
константа, значения которой задаются в диапазоне от 0 до 1.

Численное решение уравнений (1) и (2) получается их последовательным
интегрированием с помощью методов трапеций или прямоугольников, в по-
следнем в качестве опорной точки может быть выбрана точка посередине от-
резка интегрирования. Для практического внедрения DEM важным аспектом
является алгоритм поиска контактов для системы из многих частиц [19, 20].
В 1967 году Верлетом была представлена модель создания списков ближай-
ших соседей. Идея состоит в том, что список потенциальных контактов фор-
мируется периодически. Далее на каждом временном шаге этот список прове-
ряется и выполняются вычисления контактных сил. Такой подход позволяет
заранее исключать пары частиц, которые находятся далеко друг от друга
[21–23]. Две частицы добавляются в список контактов, если

‖xi − xj‖ < ri + rj + s,

где xi, xj — радиус-векторы центров взаимодействующих частиц; ri, rj — ра-
диусы взаимодействующих сфер; s— параметр Верлета, или «скин» пара-
метр, который определяет, как долго текущий список контактов может оста-
ваться релевантным. Полагая постоянным временной шаг Δt, а также, обо-
значая максимальную скорость частиц как vmax, текущий список контактов
можно не обновлять следующее количество шагов:

Nverlet =
s

2vmaxΔt
.

2. Экспериментальные результаты. С помощью методики обращенно-
го эксперимента проведено исследование ударного взаимодействия тел с по-
ристой средой [24]. Методика предназначена для определения силы сопро-
тивления внедрению ударника путем анализа интегральных нагрузок на на-
чальном участке проникания. Она сводится к следующему: контейнер задан-
ных размеров, заполненный пористым материалом, который разгоняется до
требуемой скорости и соударяется с неподвижным коническим индентором
(полный угол раствора 60∘), закрепленным на мерном стержне. Материал
стержня и конуса подбирается таким образом, чтобы исключить пластиче-
ские деформации при выбранных скоростях удара.

В ходе ударного взаимодействия в стержне регистрируется упругий им-
пульс сжатия с деформацией ε(t). Сила сопротивления прониканию F (t), дей-
ствующая на индентор при взаимодействии с пористой средой, определяется
по зарегистрированному импульсу сжатия с использованием соотношения

F (t) = Eε(t)S,

где E — модуль упругости материала мерного стержня; S — площадь его по-
перечного сечения. Таким образом, задача измерения сил сопротивления сво-
дится к регистрации продольных упругих деформаций в мерном стержне.

Регистрация продольного импульса осуществлялась датчиками, располо-
женными на боковой поверхности опорного стержня на расстоянии трех диа-
метров (60 мм) от места крепления конической части. Конический индентор
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имел диаметр основания 20 мм с полным углом раствора 60∘. В эксперименте
использовался пористый слой, размещенный в полипропиленовом контейнере
со следующими параметрами: длина 70 мм, внешний диаметр 56.8 мм, внут-
ренний диаметр 54.5 мм, толщина дна 2 мм. Глубина заполнения контейнера
пористым материалом составляла 38 мм при массе 400 г. Длина конической
части опорного стержня равнялась 17.3 мм.

Для анализа погрешностей измерений с помощью программного комплек-
са UPSGOD [40] было выполнено численное моделирование процесса распро-
странения волн деформации от зоны контакта до тензодатчиков, располо-
женных на расстоянии трех диаметров стержня. Результаты моделирования
(рис. 2, кривые 2 и 4) показали отсутствие значительных искажений сигнала
на этом расстоянии. На рис. 2 кривые 1 и 3 соответствуют эксперименталь-
ным данным о силах сопротивления, зарегистрированным при скоростях со-
ударения 179 м/с и 159 м/с соответственно.

Рис. 2. Фиксируемая сила в эксперименте (кривые 1, 3) и при численном расчете (кри-
вые 2, 4) на боковой поверхности мерного стержня на расстоянии трех диаметров

[Figure 2. Measured force in the experiment (curves 1, 3) and in numerical simulation
(curves 2, 4) on the lateral surface of the measuring rod at a distance of three diameters]

3. Моделирование ударного взаимодействия пористой среды с ко-
ническим индентором. На рис. 3 представлена расчетная схема взаимного
расположения упругого стержня с коническим контактным элементом и по-
ристой среды. Схема соответствует обращенному эксперименту [24], прово-
дившемуся для оценки силы сопротивления при внедрении опорного стержня
путем анализа интегральных нагрузок на начальном участке проникновения.
На рис. 3 показана конфигурация пористого слоя и опорного стержня с ко-
ническим элементом.

Моделирование ударного взаимодействия осуществлялось с использова-
нием собственного оригинального программного обеспечения, реализующего
метод DEM [25]. Параметры пористой упаковки в расчетах:

– модуль Юнга E = 200 ГПа;
– коэффициент Пуассона ν = 0.3;
– объемная доля пор φ = 0.36.
Коэффициенты kn, kt и cn, ct рассчитывались на каждом временном ша-

ге автоматически с применением контактной модели Герца [25–28] на основе
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Рис. 3. Расчетная схема обращенного эксперимента: взаимодействие конического инден-
тора с гранулированной средой

[Figure. 3. Computational scheme of the inverse experiment: interaction between the conical
indenter and granular medium]

заданных значений модуля Юнга E и коэффициента Пуассона ν. Числен-
ное моделирование отдельных частиц рассмотрено в работах [29–34], других
пористых структур — в [35–40].

В DEM-моделировании мерный стержень и конический элемент рассмат-
ривались как упругие малодеформируемые тела. Расчеты выполнялись с по-
верхностной сеткой (размер ячейки 0.2 мм для конической части), коэффици-
ент трения между пористым слоем и стержнем принят равным 0.3. Вариации
коэффициента трения скольжения не оказывают существенного влияния на
результаты. Полипропиленовый контейнер в модели не учитывался, началь-
ная скорость пористой среды составляла 159 м/с и 179 м/с, при этом стержень
с коническим элементом находился в состоянии покоя.

Трехмерная постановка задачи в декартовой системе координат XY Z (на-
чало в вершине конуса) предполагала неподвижность, но упругую дефор-
мируемость стержня и конуса (рис. 3). Движение гранулированной среды
инициировалось вдоль оси Z. Контактное взаимодействие между соседними
частицами с номерами i и j рассчитывалось в локальных системах координат
для каждой сферы гранулированной среды на каждом временном шаге.

На рис. 4, 5 показаны измеренная сила воздействия DEM-частиц на ко-
ническую часть стержня вдоль оси Z (кривая 1), усредненная сила (шаг
усреднения — 100 временных интервалов, кривая 2) и экспериментальная за-
висимость (кривая 3).

На рис. 6 и 7 представлены распределения скоростей в упаковке DEM-
частиц и ее положения в моменты времени 40, 80 и 100 мкс соответственно
для случая метания упаковки со скоростью 159 м/с и 20, 40 и 80 мкс соот-
ветственно для случая метания упаковки со скоростью 179 м/с (рис. 7).

Как видно из представленных результатов, данные численного модели-
рования демонстрируют хорошее соответствие экспериментальным результа-
там обращенного эксперимента. На рис. 3 кривые 1 и 3 отображают нагрузку,
характер изменения которой качественно повторяет экспериментальную за-
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Рис. 4. Расчетные силы нагрузки со стороны пористой среды в сравнении с эксперимен-
том для скорости 159 м/с: 1 — сила воздействия DEM-частиц на конический индентор; 2 —

усредненная сила с шагом 100 временных интервалов; 3 — экспериментальные данные

[Figure 4. Calculated loading forces from the porous medium compared with experimental data
at 159 m/s: 1 — force exerted by DEM particles on the conical indenter; 2 — averaged force

with 100-time-step interval; 3 — experimental measurements]

Рис. 5. Расчетные силы нагрузки со стороны пористой среды в сравнении с эксперимен-
том для скорости 179 м/с: 1 — сила воздействия DEM-частиц на конический индентор; 2 —

усредненная сила с шагом 100 временных интервалов; 3 — экспериментальные данные

[Figure 5. Calculated loading forces from the porous medium compared with experimental data
at 179 m/s: 1 — force exerted by DEM particles on the conical indenter; 2 — averaged force

with 100-time-step interval; 3 — experimental measurements]
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Рис. 6. Состояние упаковки частиц и их скорости (м/с), метаемой среды со скоростью 159 м/с, в моменты
времени 40, 80 и 100 мкс соответственно

[Figure 6. State of particle packing and velocity distribution (m/s) for the impacted medium at 159 m/s, shown at time
instants of 40, 80, and 100 µs respectively]
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Рис. 7. Состояние упаковки частиц и их скорости (м/с), метаемой среды со скоростью 179 м/с, в моменты
времени 40, 80 и 100 мкс соответственно

[Figure 7. State of particle packing and velocity distribution (m/s) for the impacted medium at 179 m/s, shown at time
instants of 40, 80, and 100 µs respectively]
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висимость, полученную по данным тензорезисторов мерного стержня. При
этом амплитудные значения сигнала в эксперименте (рис. 3, кривые 2 и 4)
находятся в удовлетворительном согласии с результатами численного моде-
лирования. Применение метода дискретных элементов для моделирования
пористой среды позволило воспроизвести не только общий характер нагру-
жения, но и такие особенности экспериментальных данных, как спад сигнала
и деградация структуры упаковки при t > 80 мкс.

На рис. 8 представлено трехмерное изображение, иллюстрирующее кон-
фигурацию внедряемого тела и состояние пористого слоя в момент времени
t = 250 мкс для случая начальной скорости упаковки 159 м/с.

Рис. 8. Состояние упаковки пористого слоя, соответствующее моменту времени 250 мкс
для случая начальной скорости 159 м/с

[Figure 8. Configuration of the porous layer packing at 250 µs for the initial impact velocity of
159 m/s ]

Заключение. В работе исследовано динамическое поведение пористой
среды при ударном взаимодействии с коническим индентором. Выполнены
экспериментальные исследования ударного нагружения, включавшие испы-
тания по соударению контейнера с пористым слоем и опорного мерного стерж-
ня, что позволило получить данные о возникающих контактных силах и на-
пряженно-деформированном состоянии. Параллельно разработана вычисли-
тельная модель метода дискретных элементов (DEM), адекватность которой
подтверждена верификацией на экспериментальных результатах. Проведен
анализ пространственно-временного распределения напряжений, позволив-
ший установить закономерности эволюции динамического отклика пористой
среды в процессе ударного воздействия.

Основные результаты исследования могут быть сформулированы следу-
ющим образом:

– На начальной стадии контактного взаимодействия (первые 20 мкс) на-
блюдается интенсивная переупаковка гранул пористой среды в зоне кон-
такта с индентором.

– Пиковое контактное усилие достигает максимума к моменту времени
80 мкс, после чего начинается стадия разлета гранулята, сопровождаю-
щаяся релаксацией контактных напряжений.

– Предложенный вычислительный подход демонстрирует эффективность
при моделировании динамики гранулированных сред и расчете инте-
гральных нагрузок на взаимодействующие с ними упругие тела.
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Abstract

Numerical modeling of impact interaction between a non-deformable con-
ical body and a porous layer has been performed. The porous layer is repre-
sented as an assembly of discrete elements, whose motion and deformation
are described using a mesh-free discrete element method (DEM). This ap-
proach interprets elements as particles with defined elastic properties, en-
abling effective simulation of processes involving large displacements and
material discontinuity, unlike conventional mesh-based methods. The fun-
damental principles of DEM, which has gained widespread adoption due to
advances in computational technologies, are presented. The numerical model
and calculation methodology are described in detail. Simulation results are
presented for normal high-velocity interaction between a deformable porous
medium (composed of particles) and an elastic rod with a conical contact
surface. Coulomb friction at the interface between the porous medium and
conical surface is accounted for. The contact forces exerted by the discrete
medium on the elastic conical body are evaluated. The numerical results
are compared with experimental data obtained from reverse ballistic ex-
periments where a container with porous material is projected against a
stationary rod at various initial velocities.
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friction.
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Аннотация

Несмотря на почти 200-летнюю историю с момента открытия возник-
новения в определенных режимах деформирования большинства спла-
вов эффекта прерывистой пластичности, последний продолжает оста-
ваться привлекательным объектом исследования механиков и физиков.
Развиваются как экспериментальные, так и теоретические исследова-
ния, на основе которых разрабатываются различные математические
модели, краткий обзор которых приведен в настоящей работе. С учетом
стохастического характера проявления эффекта Портевена–Ле Шате-
лье, включая пространственно-временное распределение полос сдвига,
изменение отклика при монотонном деформировании, обнаруживаемые
в натурных и численных экспериментах по деформированию образцов
из различных сплавов, значительный интерес представляют также ме-
тоды математического описания и анализа получаемых результатов.

На стадии разработки структуры формулируемой модели проанали-
зированы физические механизмы, ответственные за возникновение эф-
фекта Портевена–Ле Шателье. В качестве основных приняты два меха-
низма: 1) формирование скоплений атомов примесей в окрестностях вре-
менно остановленных на препятствиях дислокаций; 2) захват атомов ле-
гирующих элементов медленно движущимися дислокациями. Для опи-
сания эффекта предложена модель одноосного растяжения стержня при
кинематическом нагружении, основанная на структурно-механическом
подходе. Сформулированы основные определяющие и эволюционные со-
отношения, базирующиеся на описании физических механизмов взаимо-
действия дислокаций с примесными атомами.
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Структурно-механическая модель для описания эффекта Портевена–Ле Шателье

Приведена двухэтапная процедура идентификации модели, основан-
ная на методах статистического анализа и вейвлет-преобразования. Пред-
ставлены результаты применения идентифицированной модели для опи-
сания рассматриваемого эффекта при деформировании образцов из спла-
ва Al–Mg.

Ключевые слова: эффект Портевена–Ле Шателье, гипотеза Коттрел-
ла, структурно-механический подход, определяющие соотношения, иден-
тификация и верификация моделей, статистический анализ, вейвлет-
анализ.

Получение: 22 мая 2025 г. / Исправление: 4 июня 2025 г. /
Принятие: 10 июня 2025 г. / Публикация онлайн: 15 июля 2025 г.

Введение. Металлические сплавы, из которых большинство изделий из-
готавливаются методами термомеханической обработки, служат основными
конструкционными материалами в большинстве отраслей промышленности.
Необходимость решения многочисленных прикладных задач обусловлена по-
стоянными требованиями к совершенствованию существующих и разработ-
ке новых технологий обработки сплавов для создания изделий с заданными
эксплуатационными характеристиками. Особую актуальность представляет
построение физически обоснованных конститутивных моделей (КМ) для ис-
следования процессов термомеханической обработки многофазных сплавов,
включая материалы, проявляющие эффект прерывистой пластичности при
определенных температурно-скоростных условиях деформирования.

Фундаментальная часть решения данной проблемы включает детальный
анализ и описание физических механизмов, реализующихся при термомеха-
нической обработке сплавов, в частности, взаимодействия дислокаций с ато-
мами примесей. В окрестностях дислокаций, временно остановленных у пре-
пятствий различной природы, формируются так называемые «атмосферы»
примесных атомов [1], создающие дополнительное сопротивление их движе-
нию. Этот механизм является основной причиной возникновения эффекта
прерывистой пластичности (эффекта Портевена–Ле Шателье [2], ЭПЛШ)
в определенных диапазонах скоростей деформирования и температур, мате-
матическому моделированию которого посвящено настоящее исследование.

Внешнее проявление ЭПЛШ при деформировании сплавов характеризу-
ется образованием полос сдвига — областей локализованных деформаций. На-
личие таких полос на поверхности готовых изделий существенно увеличивает
их шероховатость, снижает усталостную прочность, коррозионную стойкость
и аэродинамические характеристики. Поэтому исследование возникновения
ЭПЛШ, особенно на завершающих стадиях технологических процессов обра-
ботки сплавов, имеет важное практическое значение.

Целью данной работы является разработка конститутивной модели неуп-
ругого деформирования сплавов, учитывающей эффект Портевена–Ле Ша-
телье на основе физических механизмов его возникновения. Математическая
модель создана в рамках структурно-механического подхода и учитывает два
основных механизма, обусловливающих ЭПЛШ:

– диффузию атомов примесей (как решеточную, так и туннельную), при-
меняемую к временно остановленным дислокациям;
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– захват примесных атомов медленно движущимися дислокациями.
В силу нелинейности и жесткости полученной системы уравнений особое

внимание уделено алгоритму решения, основанному на пошаговой процедуре
с итерациями на каждом шаге, реализуемой с использованием схем неявных
методов Рунге—Кутты. Разработана процедура повышения эффективности
вычислений при идентификации и верификации моделей прерывистой пла-
стичности, основанная на принципе разделения параметров модели по рас-
сматриваемым физическим механизмам неупругого деформирования. Для
анализа результатов применены методы статистического и вейвлет-анализа,
позволяющие адекватно описывать стохастическую природу скачков напря-
жений. Приведены результаты применения идентифицированной модели для
описания одноосного кинематического нагружения стержня из сплава Al–Mg
с учетом ЭПЛШ.

1. Краткий обзор работ по исследованию прерывистой пластич-
ности. Большинство существующих моделей ЭПЛШ и методов их идентифи-
кации основано на результатах экспериментальных исследований. Значитель-
ная часть экспериментальных данных получена в ходе опытов по одноосному
нагружению образцов различных сплавов [3–7]. Многочисленные исследова-
ния посвящены анализу возникновения и распространения полос локализо-
ванной деформации вдоль образцов с использованием оптических методов
[8–11].

В литературе принято выделять три основных типа проявления ЭПЛШ:
A, B и C [12]. Для большинства сплавов наблюдается последовательное из-
менение типа эволюции полос сдвига от A к B и затем к C при уменьшении
скорости деформации и/или повышении температуры. Более подробное опи-
сание указанных и других экспериментальных методов исследования ЭПЛШ,
а также их результатов представлено в обзорной статье [13]. В настоящей ра-
боте основное внимание уделено анализу существующих моделей описания
прерывистой пластичности.

1.1. Некоторые существующие модели для описания ЭПЛШ.
В данном обзоре кратко приведены основные идеи и соотношения наиболее
известных работ по моделированию эффекта Портевена—Ле Шателье, моди-
фикация которых продолжается до настоящего времени. С более подробным
анализом публикаций по данной тематике можно ознакомиться в обзорных
работах [14,15].

Модель Пеннинга. Модель Пеннинга [16] занимает особое место сре-
ди первых математических моделей, основанных на постулировании участка
отрицательной скоростной чувствительности. В данной модели процессы на
микроструктурном уровне не рассматриваются, что позволяет отнести ее к
классу макрофеноменологических конститутивных моделей. Основу модели
составляют два ключевых соотношения: уравнение, связывающее характери-
стики напряженно-деформированного состояния (НДС) образца с внешней
жесткой нагрузкой, и определяющее соотношение (ОС):

σ = hε+ F (ε̇),

где h— коэффициент деформационного упрочнения; σ, ε, ε̇— соответственно
одноосные напряжение, деформация и скорость деформации; F (ε̇)— слагае-
мое, характеризующее скоростную чувствительность материала.
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Анализ модели показывает, что при монотонном возрастании функции F
по мере увеличения скорости деформации деформация сохраняет однород-
ный характер. Однако в случае, когда зависимость F (ε̇) с ростом скорости
проходит через свои максимум и минимум, локальная скорость деформации
начинает проявлять скачкообразное поведение, что соответствует неоднород-
ности деформации при ЭПЛШ. В рамках данного исследования была пред-
ложена N -образная зависимость компоненты напряжения течения F (ε̇) от
скорости деформации ε̇. Модель позволила получить качественно удовлетво-
рительные результаты для частных случаев единичной скачущей и непре-
рывно движущейся полосы деформации. Впоследствии функция Пеннинга,
постулирующая участок отрицательной скоростной чувствительности, нашла
широкое применение в различных модификациях у других исследователей
ЭПЛШ, поскольку эта модель одной из первых обеспечила математически
строгое и достаточно простое описание возникновения прерывистости дефор-
маций. Однако следует отметить, что в модели Пеннинга физические меха-
низмы эффекта Портевена—Ле Шателье не получили должного внимания.

Модель Коттрелла–Билби. Физическое обоснование возникновения
прерывистой пластичности было заложено в моделях, учитывающих взаи-
модействие дислокаций с примесными атомами в рамках концепции дина-
мического деформационного старения, предложенной Коттреллом. В рабо-
тах [1, 17] с энергетических позиций рассмотрено формирование атмосферы
примесных атомов в окрестности одиночной краевой дислокации. В осно-
ве модели лежит предположение о пропорциональности скорости примесных
атомов градиенту энергии взаимодействия атома примеси с дислокацией. Бы-
ло получено соотношение для концентрации примесных атомов вблизи мед-
ленно движущейся краевой дислокации, основанное на уравнении неразрыв-
ности и разложении скорости группы атомов примесей на две компоненты:
обусловленную взаимодействием с полем напряжений дислокации и диффу-
зионную.

Анализ данного соотношения показал, что при медленном движении дис-
локаций атомы примесей смещаются в тыльную часть области атмосферы,
создавая силу сопротивления, которая тормозит движение дислокаций и про-
порциональна скорости их скольжения. Дальнейшее развитие теории Кот-
треллом в 1958 году привело к получению оценок критических скоростей
движения и напряжений, при достижении которых атмосферы могут пере-
мещаться вместе с дислокациями. Эти идеи и результаты легли в основу
большинства последующих физически обоснованных моделей ЭПЛШ. Од-
нако следует отметить, что модель Коттрелла—Билби в исходной форму-
лировке дает приемлемую точность только на начальной стадии процесса
старения, что стимулировало разработку различных модификаций данного
подхода с учетом дополнительных механизмов взаимодействия примесных
атомов с дислокациями.

KEMC-модель. Наиболее известной моделью описания ЭПЛШ, осно-
ванной на гипотезе Коттрелла, по праву считается модель Кубина—Эстрина—
Маккормика (KEMC-модель) [18–21]. В 1985 году Эстрин и Кубин выдвину-
ли идею использования модели нижнего структурного уровня для опреде-
ления функции Пеннинга F (ε̇). Реализация этой идеи была осуществлена
в 1990 году, когда авторами была предложена двухуровневая модель одно-
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осного нагружения, учитывающая динамическое деформационное старение
и эволюцию плотностей мобильных и иммобильных дислокаций (дислокаций
леса).

Следует отметить, что ранее дислокационная модель, учитывающая взаи-
модействие нескольких типов дислокаций, была предложена Анантакришной
[22]. Однако в отличие от KEMC-модели она формулировалась в терминах
средних по образцу значений НДС без учета неоднородности деформаций, ха-
рактерной для ЭПЛШ. В модели Эстрина и Кубина изменение напряжения
течения определяется суммой двух вкладов: первый описывает взаимодей-
ствие дислокаций с дислокациями леса, а второй, называемый «напряжением
трения» f , отражает взаимодействие мобильных дислокаций с примесными
атомами.

Процесс формирования атмосфер моделируется через диффузию приме-
сей к мобильным дислокациям, временно остановленным на иммобильных
дислокациях. Время остановки tw связано с плотностью дислокаций леса
и скоростью деформации соотношением, вывод которого основан на урав-
нении Орована. Используя введенное время tw, авторы предложили соотно-
шение для напряжения трения f , развивающее идеи Коттрелла—Билби.

Дальнейшее развитие подход Кубина и Эстрина получил в работах Мак-
кормика (1988–1995 гг.), где напряжение течения представлено как адди-
тивная величина, включающая три компоненты: сопротивление кристалли-
ческой решетки, вклад от скорости деформации и вклад от концентрации
примесных атомов в атмосферах Коттрелла cd. Концентрация cd определя-
ется эволюционным уравнением, основанным на модели Коттрелла—Билби
и содержащим параметр эффективного времени старения ta. В случае квази-
стационарного деформирования предполагается равенство ta = tw. Авторами
также предложена зависимость для скоростного упрочнения как функции на-
копленной деформации, скорости деформации и концентрации cd.

Представленные работы стали основой для многочисленных последующих
моделей и их модификаций в области исследования ЭПЛШ [23–28]. KEMC-
модель была успешно интегрирована в известные пакеты метода конечных
элементов и широко используется для анализа ЭПЛШ.

Модель Лебедкина. Особый интерес с точки зрения полученных ре-
зультатов представляет нелинейная механическая модель М. А. Лебедки-
на [29,30], рассматривающая одноосно деформируемый кристаллический об-
разец как одномерную связанную цепочку элементов, пластическое течение
которых описывается локальным нелинейным определяющим соотношением.
В основе модели лежит модифицированное уравнение Пеннинга. Для учета
неоднородности пластического течения образец моделируется в виде одно-
мерной цепочки из N блоков, представляющих элементарные области с ква-
зиоднородной деформацией.

Упругое взаимодействие между элементами характеризуется коэффици-
ентом K. На основе этих предположений автор ввел модифицированное опре-
деляющее соотношение для i-го блока:

σ = hεi + F (ε̇i) +K
(
(εi − εi−1) + (εi − εi+1)

)
,

где εi — локальная деформация i-го блока, а добавочный член K
(
(εi−εi−1)+

+(εi−εi+1)
)

описывает упругое взаимодействие между элементами. Замыка-
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ние системы уравнений осуществляется путем добавления соотношения, опи-
сывающего условие деформации: задаваемая испытательной машиной ско-
рость деформирования представляется как сумма скорости упругой деформа-
ции системы «машина – образец» и средней скорости пластического течения
образца. Неоднородность свойств при решении системы учитывается через
случайный выбор начальных значений локальных скоростей деформации.

По утверждению автора, предложенная модель адекватно описывает про-
странственную картину локализации деформации и статистическое распре-
деление амплитуд скачков напряжений. Однако использование функции Пен-
нинга приводит к потере физической интерпретации процесса, которая могла
бы быть учтена через дополнительные законы без введения отдельного дис-
локационного уровня для описания взаимодействия дислокаций с примесями.

Современные подходы. Помимо моделей, основанных на взаимодей-
ствии дислокаций с примесными атомами, следует упомянуть модели, учи-
тывающие другие типы взаимодействий, например, чисто дислокационные.
Модель для чистых монокристаллов, предложенная Мигелем, Вейсом и Грас-
со [31], учитывает дальнодействующие взаимодействия дислокаций, движу-
щихся в вязкой среде. В этой модели со временем происходит самоорганиза-
ция дислокаций в структуры, разделяющие их на три популяции: остановив-
шиеся, медленно движущиеся и быстрые.

Примечательно, что данная модель способна качественно описать ЭПЛШ
без учета динамического деформационного старения. Однако полученные ре-
зультаты противоречат экспериментальным данным, согласно которым в чи-
стых металлах эффект не наблюдается. Существуют также модели, учиты-
вающие взаимодействия дислокаций с включениями вторичных фаз [32], од-
нако они не получили такого развития, как модели, основанные на гипотезе
Коттрелла.

За последнее десятилетие в рамках макрофеноменологического подхода к
моделированию ЭПЛШ появилось лишь небольшое количество работ, пред-
лагающих новые подходы. Среди них можно выделить модели для описания
одноосного деформирования алюминиевых сплавов [33,34], основанные на мо-
дификации модели MTS [35], а также модель пластического деформирования
вольфрамовых сплавов с использованием кинетического метода Монте—Кар-
ло для описания эволюции атомарной структуры в условиях ЭПЛШ [36–38].

Однако все указанные модели ориентированы на описание поведения кон-
кретных сплавов в узком диапазоне воздействий. Для создания более универ-
сальных моделей ЭПЛШ необходимо явное описание эволюции структуры
материалов на различных масштабных уровнях. В этом контексте наиболее
перспективным представляется применение физически обоснованных много-
уровневых моделей [39]. В настоящее время существует лишь ограниченное
число моделей описания ЭПЛШ в рамках многоуровневого подхода, с ко-
торыми можно ознакомиться в обзоре [40]. Большинство из них относятся
к классу прямых упруговязкопластических моделей.

Подводя итоги краткого обзора существующих моделей для рассмотрения
ЭПЛШ, отметим, что модель, представленная в данной работе, развивает
идеи стержневых моделей и формулируется в рамках структурно-механиче-
ского подхода с учетом ключевых физических механизмов. В отличие от мно-
гих рассмотренных подходов, в нашей модели не используется искусственно
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вводимая отрицательная скоростная чувствительность материала через раз-
личные модификации уравнения Пеннинга. Вместо этого эволюция напряже-
ния течения основывается на качественном анализе физических процессов,
обусловливающих возникновение прерывистой пластичности.

1.2. Работы по статистическому анализу ЭПЛШ и использова-
нию вейвлет-преобразования. При построении моделей для описания
ЭПЛШ особое значение приобретают вопросы их идентификации и верифи-
кации, непосредственно влияющие на корректность и точность предлагаемых
моделей. Основная сложность при решении этих задач обусловлена стохасти-
ческим характером реакции материала на монотонные воздействия, проявля-
ющимся в скачкообразных изменениях напряжений или деформаций при ки-
нематическом или силовом нагружении соответственно. В связи с этим возни-
кает необходимость применения методов статистического анализа для иссле-
дования распределения амплитуд характерных скачков напряжений и/или
деформаций, возникающих при ЭПЛШ [30,41].

В указанных работах представлены результаты экспериментов по одно-
осному растяжению моно- и поликристаллов сплавов Al–Mg с постоянной
скоростью перемещения захватов жесткой испытательной машины при по-
вышенных температурах. Для каждого фиксированного набора параметров
нагружения объем случайной выборки составлял от 100 до 300 скачков напря-
жений. Основная тенденция изменения статистических характеристик скач-
ков напряжений заключается в постепенном переходе от колоколообразных
распределений, близких к нормальному, к асимметричным монотонно убы-
вающим распределениям, аналогичным степенным законам, при увеличении
скорости деформации (см. рис. 1) и/или снижении температуры (при пере-
ходе между режимами C→B→A).

a b

c

Рис. 1. Полигоны частот скачков напряже-
ний (по оси абсцисс — нормированные мо-
дули скачков напряжений, по оси орди-
нат — число скачков в выборке) в режимах:
a) C (2 · 10−5 с−1), b) B (2 · 10−4 с−1),

c) A (6 · 10−3 с−1) [42]

[Figure 1. Frequency polygons of stress
jumps (X-axis — normalized jumps, Y-axis —
number of jumps in the sample) in modes:
a) C (2 · 10−5 s−1), b) B (2 · 10−4 s−1),

c) A (6 · 10−3 s−1) [42]]
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Ключевым аспектом анализируемых работ, определяющим все последу-
ющие выводы о статистических свойствах ЭПЛШ, является процедура нор-
мировки выборки скачков напряжений. Экспериментальные данные свиде-
тельствуют о систематической зависимости средней амплитуды скачков на-
пряжений от накопленной деформации, что позволяет рассматривать модули
скачков напряжений Δσ(ε) как случайный процесс, зависящий от парамет-
ра ε.

Предложенная авторами нормировка может быть интерпретирована как
представление данного случайного процесса в виде произведения случайной
и детерминированной составляющих:

Δσ(ε) = f(ε) · s,

где s— случайные нормированные модули скачков напряжений, а f(ε)— де-
терминированная функция, зависящая от накопленной деформации ε и ха-
рактеризующая деформационное упрочнение материала. В качестве f(ε) мо-
гут использоваться различные аппроксимации: линейная регрессия зависи-
мости скачков напряжений от накопленной деформации (использована на
рис. 1), сглаженная экспериментальная кривая напряженно-деформирован-
ного состояния и другие.

Нормировка скачков напряжений существенно упрощает и ускоряет фор-
мирование репрезентативной выборки, поскольку позволяет перейти от ана-
лиза случайного процесса к исследованию случайной величины. Выборку
нормированных скачков можно получить по данным одного эксперимента,
тогда как для анализа исходных скачков требуется проведение сотен одно-
типных испытаний для получения сечений случайного процесса, что значи-
тельно увеличивает временные и материальные затраты. В связи с этим в на-
стоящей работе анализ амплитуд скачков напряжений также основан на их
нормировке.

Важным аспектом анализа данных ЭПЛШ является исследование частот-
ных характеристик скачков напряжений, существенно влияющих на вид кри-
вой НДС. В данном контексте частота понимается как количество скачков
напряжений, возникающих на единицу накопленной деформации.

Для учета эволюции частотных характеристик скачков напряжений в про-
цессе неупругого деформирования в работе [43] предложено использовать
вейвлет-преобразование исходной кривой НДС [44]. Выбрав оптимальный для
решаемой задачи материнский вейвлет, можно получить значения дискретно-
го вейвлет-преобразования W (a,Δε) для анализируемого прерывистого гра-
фика, где a— масштабный коэффициент (обратный определенной частоте),
Δε— сдвиг по деформации. Величина W (a,Δε) достаточно точно характери-
зует частотный спектр скачков напряжений, локализованный в конкретный
момент неупругого деформирования.

2. Постановка задачи. Математическая модель для описания ЭПЛШ
создана в рамках структурно-механического подхода. Рассматривается слу-
чай одноосного растяжения стержневого образца при кинематическом нагру-
жении. Образец представляется совокупностью одноосно нагружаемых вяз-
копластических элементов (в количестве N шт.) и тремя упругими элемента-
ми, которые соединены последовательно между собой (см. рис. 2).

455



М е х о н о ш ин К. А., Т р у с о в П. В.

Рис. 2. Структурная схема модели [Figure 2. Structural scheme of the model]

Два внешних упругих элемента моделируют поведение нагружающей си-
стемы, а третий элемент — «пружина» с жесткостью E — описывает упругие
свойства самого стержня. Каждый из вязкопластических элементов имити-
рует процессы, сопровождающие пластическое деформирование: деформаци-
онное упрочнение и механизмы взаимодействия дислокаций с примесными
атомами.

Данные элементы характеризуются пределом текучести σs, до достиже-
ния которого они ведут себя как абсолютно жесткое тело. Пределы текучести
элементов отличаются друг от друга и в отсчетной конфигурации распре-
делены по некоторому случайному закону, учитывающему неоднородность
физических характеристик исследуемого образца.

После достижения σs при последующем неупругом деформировании на-
пряжение течения в элементе изменяется в зависимости от накопленных де-
формаций и скорости деформации. Первый процесс эволюции напряжения
течения описывает механизм монотонного деформационного упрочнения. Вто-
рой процесс, связанный со скоростными эффектами, непосредственно отно-
сится к моделируемому эффекту прерывистой пластичности и характеризует-
ся описанной далее немонотонной зависимостью. Законы изменения напряже-
ния течения в каждом упруговязкопластическом элементе одинаковы, однако
их значения в различные моменты деформирования могут заметно отличать-
ся, что характеризует неоднородность деформации исследуемого образца.

Для вывода соотношений модели использовались гипотеза аддитивности
упругой и неупругой составляющих одноосных деформации ε и скорости де-
формации d (d = ε̇), условия активации и согласования пластического дефор-
мирования, правила структурно-механического подхода, гипотеза Коттрелла
для описания ЭПЛШ, отраженная в эволюции напряжения течения струк-
турного элемента.

В качестве основных механизмов ЭПЛШ приняты:
1) формирование «атмосфер Коттрелла» в окрестностях временно оста-

новленных на препятствиях дислокаций [1];
2) захват атомов легирующих элементов медленно движущимися дисло-

кациями [45].
В качестве основного определяющего соотношения выступает закон Гука

в скоростной форме:

σ̇ = E*(d− din), σ(0) = 0,

din =

N∑

i=1

dini , E* =
EE0

E + E0
,

где E* — общий модуль Юнга системы «машина (E0) – образец (E)»; din —
неупругая составляющая скорости деформации; N — число вязкопластиче-
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ских элементов; dini — неупругая составляющая скорости деформации i-го эле-
мента. Поведение i-го элемента подчиняется вязкопластическому ОС типа

dini = H(σ − σcr i)H(σ̇ − σ̇cr i)d0

( σ

σcr i

)m
, (1)

где σcr i — напряжение течения i-го элемента; d0 — скорость неупругой дефор-
мации при σ = σcr i; m— параметр скоростной чувствительности; H(x)—
функция Хэвисайда, использованная для учета условий активации и согла-
сования пластического деформирования.

Закон эволюции критического напряжения i-го элемента с применением
гипотезы аддитивности вкладов в изменение напряжения течения от дефор-
мационного упрочнения и динамического деформационного старения имеет
вид

σ̇cr i =
(
h1 +

h2

2
√
εini

)
dini + k̇i(t, d

in
i , ε

in
i , c, θ), σcr i(0) = σsi, (2)

где σsi — начальный предел текучести i-го элемента; h1, h2 — параметры де-
формационного упрочнения (Па); ki(t, d

in
i , ε

in
i , c, θ)— функционал, описываю-

щий изменения напряжения течения за счет взаимодействия дислокаций с ат-
мосферами Коттрелла; c— концентрация примесей; θ— температура.

Эволюция второго слагаемого напряжения течения ki описывается на ос-
нове принципа аддитивности вкладов физических механизмов ЭПЛШ. При
локальных скоростях деформации элементов, не превышающих пороговое
значение dcr (связанное со скоростью диффузии примесных атомов vdif), про-
являются два механизма увеличения напряжения: диффузия и захват атомов
примеси движущимися дислокациями.

В этих механизмах, отвечающих за рост концентрации захваченных ато-
мов, необходимо также учитывать, что для дислокаций и примесных атомов
в зависимости от их собственных характеристик (вектора Бюргерса, атомно-
го радиуса) есть предельная концентрация насыщения облаков cs, а следова-
тельно — есть ограничение kmax(cs) по величине напряжения сопротивления.

Также интенсивность захвата легирующих элементов должна зависеть от
количества уже осевших на дислокациях примесных атомов, так как силы
их взаимодействия убывают по мере насыщения атмосфер Коттрелла. После
достижения в элементе критической скорости деформации dcr напряжение
течения убывает за счет отрыва дислокаций от образовавшихся атмосфер
Коттрелла.

При отрыве примесей от дислокаций их концентрация в атмосферах не
может стать меньше средней концентрации примесных атомов в образце. Дан-
ное условие описывается следующим ограничением: ki не должно принимать
отрицательных значений. Таким образом, для определения скорости измене-
ния дополнительного напряжения течения принимается следующий вид со-
отношения:

k̇i(t, d
in
i , ε

in
i , c, θ) =

(
1−

[ ki
kmax(cs)

]q)
H(dcr(vdif)− dini )[Cdif + Ccap]−

−H(ki)H
(
dini − dcr(vdif)

)
Csep, ki(0, 0, 0, c, θ) = 0, (3)
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где Cdif — слагаемое, отражающее упрочнение за счет механизмов диффузии
примесных атомов к медленно движущимся или временно остановленным
дислокациям; Ccap — слагаемое, описывающее упрочнение по механизму сбо-
ра атомов движущимися дислокациями; Csep — слагаемое, отражающее разу-
прочнение при реализации механизма отрыва дислокаций от атмосфер Кот-
трелла; q— параметр модели.

Накопленные пластические деформации коррелируют с плотностью дис-
локаций, возрастание которой ведет к увеличению роли туннельной диффу-
зии в процессах неупругого деформирования. Поэтому принимается, что диф-
фузия примесных атомов возрастает с накоплением неупругих деформаций
εini в i-ом элементе.

Нарастание диффузии за счет туннельного механизма происходит до опре-
деленного стационарного значения, приближение к которому становится ощу-
тимым при преодолении неупругой деформации порогового значения εcr, ха-
рактеризующего известное из экспериментальных данных явление насыще-
ния плотности дислокаций.

Рассматриваемый вклад диффузионного механизма в изменение критиче-
ского напряжения явно зависит от концентрации примесных атомов в сплаве
c и их коэффициента диффузии D (м2/с), связанного с температурой θ зако-
ном Аррениуса.

Исходя из всех рассмотренных физических зависимостей можно предло-
жить следующий вид слагаемого Cdif из (3):

Cdif = cdif
c

cs

D0

l2

[
exp

(
−Ea

κθ

)
+ ζ exp

(
−εcr
εini

)]
, (4)

где D0 — решеточный коэффициент диффузии (м2/с); Ea — энергия актива-
ции диффузии; κ— постоянная Больцмана; l— характерное расстояние меж-
ду дислокациями; ζ — параметр, характеризующий скорость возрастания ко-
эффициента диффузии с ростом деформации; cdif — параметр упрочнения за
счет механизма диффузии (Па).

Дополнительное изменение напряжения течения за счет сбора свободных
атомов примеси медленно движущимися дислокациями зависит от пройден-
ного ими пути, отражением которого на макроуровне являются накопленные
неупругие деформации. На этом основании предполагается, что скорость воз-
растания ki за счет этого механизма зависит от скорости неупругой дефор-
мации рассматриваемого элемента.

Данный способ увеличения количества примесных атомов в атмосферах
Коттрелла напрямую зависит от концентрации примесей в материале c и по-
тенциальной энергии взаимодействия дислокаций с атомами U .

Рассматриваемый механизм также зависит от температуры, при повыше-
нии которой увеличивается кинетическая энергия атомов примесей и возрас-
тает амплитуда колебаний атомов основного материала.

Данные изменения ведут к «размытию» энергетического барьера, кото-
рый легирующие элементы должны преодолеть, чтобы оторваться от дисло-
каций.

Представленные зависимости отражены в слагаемом Ccap из (3):

Ccap = ccap
c

cs

U

κθ
dini , (5)
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где ccap — параметр упрочнения за счет механизма сбора примесей (Па).
Механизм отрыва дислокаций от примесей приводит к уменьшению ki тем

стремительнее, чем больше скорость деформации элемента. Его воздействие
явным образом зависит от температуры по тем же соображениям, что и для
предыдущего механизма (5).

Слагаемое Csep, входящее в (3), принимает следующий вид:

Csep = csep
θ

θmelt

(dini
dcr

)β
dini , (6)

где θmelt — температура плавления материала; csep — параметр разупрочнения
за счет механизма отрыва дислокаций (Па); β — параметр модели.

Все введенные в описанных соотношениях параметры модели определя-
ются по экспериментальным данным в процедуре идентификации модели.

В силу нелинейности соотношений в полученной системе уравнений и ее
существенной жесткости численный алгоритм решения задачи основан на
пошаговой процедуре, реализуемой с использованием схем неявных методов
Рунге—Кутты (трехстадийный метод Гаусса—Лежандра) [46]. Подбор шага
интегрирования осуществляется с учетом активации (при упрочнении) и де-
активации (при разупрочнении) вязкопластических элементов на рассматри-
ваемом шаге.

3. Метод идентификации модели. Идентификация разработанной мо-
дели для описания ЭПЛШ выполнена в соответствии со следующей процеду-
рой. Экспериментальные и модельные кривые σ–ε, отражающие проявление
рассматриваемого эффекта, могут быть представлены в виде суперпозиции
двух составляющих: осредненной (гладкой), характеризующей механизмы де-
формационного упрочнения, и немонотонной, описывающей взаимодействие
атомов примеси с дислокациями, включая возникновение отрицательной ско-
ростной чувствительности материала.

Для повышения эффективности минимизации расхождений между экспе-
риментальными и модельными данными рекомендуется двухэтапная проце-
дура:

1) идентификация параметров модели без учета механизмов ЭПЛШ;
2) идентификация параметров, описывающих ЭПЛШ, с использованием

параметров, определенных на первом этапе.
Для реализации этого подхода диаграмму НДС следует разделить на два
набора данных: осредненную гладкую кривую и характеристики скачков на-
пряжения.

Гладкую составляющую экспериментальной и модельной кривых σ–ε в об-
ласти неупругого деформирования можно аппроксимировать функцией

σ(ε) = b0
√
ε+ b1ε+ b2, ε > σs/E, (7)

где bi — коэффициенты, определяемые методом наименьших квадратов,
i = 0, 1, 2.

Второй набор данных, характеризующий скачки напряжения, может быть
получен путем их статистического анализа и вейвлет-анализа локальных ча-
стотных характеристик. Рассматривая модули скачков напряжения Δσ как
выборку случайной величины, распределенной по заданному закону, можно
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получить их достаточную статистику T (s) методом максимального правдо-
подобия:

T (s) =
{
θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂p

}
, s = Δσ/Δσ, (8)

где θ̂i — оценки параметров выбранного p-параметрического распределения,
i = 1, p; s— нормированная на величину линейной регрессии скачков напря-
жения Δσ выборка модулей скачков напряжения Δσ.

Таким образом, экспериментальные и модельные данные могут быть пред-
ставлены следующими параметрами: b0, b1, b2 — коэффициенты для построе-
ния осредненной кривой σ–ε; T (s)— достаточная статистика нормированных
скачков напряжения s;W (a,Δε)— вейвлет-преобразование прерывистой кри-
вой НДС.

Целевая функция J1 первого этапа идентификации параметров d0, m, h1,
h2 из уравнений (1) и (2) представляет собой норму разности между результа-
тами численного моделирования (с «отключенными» членами, отвечающими
за ЭПЛШ) и гладкой аппроксимацией экспериментальных данных, получен-
ной по формуле (7):

J1(d0,m, h1, h2) = ‖σexp(ε)− σnum(ε; d0,m, h1, h2)‖ → min . (9)

На втором этапе идентификации, направленном на определение парамет-
ров, связанных с описанием прерывистой пластичности (dcr, kmax, cdif , ccap,
csep, β, ζ, εcr из уравнений (3), (4), (5) и (6)), в качестве целевых функций
предлагается использовать векторную норму разности между достаточными
статистиками скачков напряжения и чебышевскую норму разности вейвлет-
функций экспериментальных данных и численного решения с учетом меха-
низмов ЭПЛШ:

J2.1(dcr, kmax, cdif , ccap, csep, β, ζ, εcr) =

=
∥∥Texp(s)− Tnum(s; dcr, kmax, cdif , ccap, csep,β, ζ, εcr)

∥∥ → min,

J2.2(dcr, kmax, cdif , ccap, csep, β, ζ, εcr) =

= max
D

∣∣Wexp(a,Δε)−Wnum(a,Δε; dcr, kmax, cdif , ccap,csep, β, ζ, εcr)
∣∣ → min,

D =

{
(a,Δε) : a ∈ R,Δε ∈

[
0,

∫ T

0
ε̇dt

]}
.

(10)

Задача оптимизации второго этапа (10) является многокритериальной
[47], что требует применения специальных алгоритмов идентификации. Пер-
вый этап (9) реализуется методом Нелдера—Мида. После его завершения най-
денные параметры фиксируются и используются на втором этапе, алгоритм
которого представляет собой итерационный перебор наборов оставшихся па-
раметров модели в узлах заданной многомерной сетки. На каждой итерации
выполняются следующие операции: локализация областей последующего по-
иска; параллельная обработка выделенных областей; сгущение сетки в пер-
спективных областях. Окончательный выбор решения среди множества оп-
тимальных результатов осуществляется исследователем.
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4. Результаты и их анализ. Идентификация параметров модели выпол-
нена на основе экспериментальных данных одноосного растяжения образца
из сплава АМг6м при комнатной температуре со скоростью деформирова-
ния ε̇ = 5.4 · 10−4 с−1 (режим B), представленных в работе [43]. Процедура
идентификации включала два этапа, соответствующих критериям (9) и (10).

В качестве статистических характеристик скачков напряжения (8) ис-
пользованы выборочное среднее и среднеквадратичное отклонения. Следу-
ет отметить, что данная статистика не является исчерпывающей, поскольку
распределение скачков напряжения во всех режимах ЭПЛШ существенно
отличается от нормального. Поиск адекватного многопараметрического рас-
пределения, описывающего стохастические свойства скачков ЭПЛШ, выхо-
дит за рамки настоящего исследования. Для вейвлет-анализа на втором этапе
идентификации применен вейвлет Добеши второго порядка.

На рис. 3 представлены результаты расчетов с использованием идентифи-
цированной модели, а в таблице приведены значения ее основных параметров.

Максимальное отклонение между экспериментальными и модельными кри-
выми НДС составляет 9 МПа. Среднее значение скачков напряжений имеет
хорошее соответствие, однако их среднеквадратичное отклонение в числен-
ных результатах оказалось почти в два раза меньше по сравнению с экспери-
ментальными данными. Погрешность в оценке средней частоты возникнове-
ния скачков напряжений составляет менее 1% от экспериментальных значе-
ний. Особенно точно модель описывает критическую деформацию, при кото-
рой начинают возникать скачки. На основании проведенного анализа можно
заключить, что идентифицированная модель демонстрирует хорошие резуль-
таты как по критерию адекватности, так и по точности описания эксперимен-
тальных данных.

Идентифицированные параметры модели [Identified model parameters]

N d0, 10
−5 1/s m h1, MPa h2, MPa kmax, MPa dcr, 10

−5 s−1

45 7.3 94 −2365 8556 40 9.7

q cdif , MPa ζ εcr, % ccap, MPa csep, MPa β

100 4625 12.3 0.15 3041 86521 106

a b

Рис. 3. Результаты идентификации модели: а) диаграммы напряженно-деформированного
состояния; b) полигоны частот (1 — экспериментальные данные; 2 — модельные результа-

ты)

Figure 3. Model identification results: a) stress-strain diagrams; b) frequency polygons (1 —
experimental data; 2 — simulation results)]
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Дополнительно проведена верификация представленной модели для оцен-
ки области ее применимости и предсказательных способностей. В ходе этой
работы возникли определенные трудности с поиском подходящих экспери-
ментальных данных по одноосному растяжению того же сплава алюминия
(АМг6м) при других параметрах нагружения, которые можно было бы ка-
чественно разделить на два предложенных набора данных для их последу-
ющего анализа. В связи с этим для целей верификации был выбран другой
сплав алюминия с магнием, обладающий отличающимися характеристиками
деформационного упрочнения, которые необходимо было учесть в модели.

Для сравнения с результатами моделирования использованы эксперимен-
тальные данные о жестком одноосном растяжении образца из сплава Al–
3.2%Mg при комнатной температуре со скоростью деформации ε̇ = 2.38 ×
× 10−4 с−1 (режим B), представленные в работе [48]. В структуре модели
были соответствующим образом изменены следующие параметры: заданная
скорость деформации; модуль Юнга; предел текучести; два параметра дефор-
мационного упрочнения (h1 и h2 из уравнения (2)); концентрация примесей
и температура плавления сплава. Все остальные параметры модели остава-
лись неизменными после процедуры идентификации для образцов из сплава
АМг6м. Результаты верификации модели представлены на рис. 4.

Численные результаты, полученные в ходе верификации, демонстрируют
удовлетворительное соответствие экспериментальным данным. Максималь-
ное отклонение по сглаженной кривой напряжений составляет приблизитель-
но 10 МПа. Наблюдаются некоторые различия между статистическими ха-
рактеристиками скачков напряжений. Наиболее существенные расхождения
отмечаются в частотной картине — средняя частота возникновения скачков
напряжений в модели примерно в 1.5 раза превышает экспериментальное
значение. Критическая деформация в численных результатах достигается
несколько раньше, чем в эксперименте. На основании проведенного анали-
за можно сделать вывод, что рассматриваемая модель, как и большинство
стержневых моделей, применима в достаточно узком диапазоне характери-
стик материалов. Для удовлетворительного моделирования поведения мате-
риалов с существенно отличающимся химическим составом требуется полное
переопределение всех параметров модели.

a b

Рис. 4. Результаты верификации модели: a) диаграммы напряженно-деформированного
состояния; b) полигоны частот (1 — экспериментальные данные, 2 — модельные результа-

ты)

[Figure 4. Model verification results: a) stress-strain diagrams; b) frequency polygons (1 —
experimental data, 2 — simulation results)]
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5. Заключение. В данной работе представлены детальное описание и ма-
тематическая формулировка структурно-механической модели, учитываю-
щей два физических механизма ЭПЛШ, а также процедуры и результаты
идентификации и верификации модели на экспериментальных данных по од-
ноосному растяжению сплавов алюминия.

Основные особенности разработанного подхода заключаются в следую-
щем. С одной стороны, в рамках структурно-механического подхода относи-
тельно просто строятся модели для описания одноосного растяжения стерж-
невых образцов. С другой стороны, в таком подходе достаточно сложно яв-
но и физически корректно описать сложные механизмы неупругого дефор-
мирования. В представленной работе все соотношения системы уравнений
вводятся на основе качественного физического описания основных процессов
ЭПЛШ, что позволяет сохранить математическую простоту и компактность
модели, характерные для выбранного подхода.

Необходимо особо отметить вычислительные особенности реализации дан-
ной модели, связанные с ее значительной численной жесткостью. Для пре-
одоления этих трудностей требуется применение специальных неявных схем
интегрирования системы дифференциальных уравнений.

Важное место в исследовании занимают вопросы анализа и представле-
ния результатов моделирования, которые играют ключевую роль на заклю-
чительных этапах работы. Предложена оригинальная двухэтапная процеду-
ра идентификации параметров модели, основанная на принципе расщепле-
ния по основным рассматриваемым физическим механизмам неупругого де-
формирования. В основе процедуры лежат строгие математические методы:
аппроксимация экспериментальных данных; статистический анализ скачков
напряжения; вейвлет-преобразование кривых деформирования.

Следует подчеркнуть, что поставленная задача идентификации парамет-
ров модели является многокритериальной, что накладывает специфику на
алгоритмы ее решения.

Адекватность и эффективность предложенной математической модели,
а также разработанных методов ее анализа подтверждены результатами иден-
тификации и верификации на экспериментальных данных. В то же время
представленная модель, как и большинство моделей данного класса, не явля-
ется универсальной по отношению к материалу и режимам нагружения. Этот
недостаток характерен для структурно-механических моделей и отсутствует
в более сложных многоуровневых конститутивных моделях, которые, одна-
ко, в настоящее время практически не разработаны для описания эффекта
прерывистой пластичности.

В связи с этим перспективным направлением дальнейших исследований
представляется развитие многоуровневого подхода к моделированию ЭПЛШ,
что позволит устранить указанные ограничения.

Конкурирующие интересы. У нас нет конфликта интересов в отношении автор-
ства и публикации этой статьи.
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Abstract

Despite nearly 200 years having passed since its discovery, the Portevin–
Le Châtelier (PLC) effect—the phenomenon of discontinuous plastic flow
observed in most alloys under specific deformation conditions—remains an
active research area for both mechanicians and physicists. Current studies
encompass experimental investigations and theoretical developments, lead-
ing to various mathematical models, a brief review of which is presented in
this work. Given the stochastic nature of the PLC effect, including the spa-
tiotemporal distribution of slip bands and response variations during mono-
tonic loading (as evidenced by physical and numerical experiments on various
alloy specimens), mathematical description and analysis methods for these
phenomena are of particular scientific interest.

During the model development stage, we carried out a thorough analysis
of the physical mechanisms underlying the PLC effect. Two primary mech-
anisms were identified: (1) the formation of impurity atom clusters around
temporarily arrested dislocations at obstacles, and (2) the capture of alloy-
ing element atoms by slowly moving dislocations. For modeling this effect,
we propose a structural-mechanical approach to describe uniaxial tensile
loading of rod specimens under kinematic control. The formulation includes
fundamental constitutive and evolutionary relations based on the physical
mechanisms of dislocation-impurity interactions.

A novel two-stage model identification procedure is introduced, incor-
porating statistical analysis and wavelet transform methods. The paper
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presents application results of the identified model for describing the PLC
effect in Al–Mg alloy specimens, demonstrating its effectiveness in capturing
the key features of discontinuous plastic flow.
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Аннотация
Настоящее исследование посвящено применению теории алгебраиче-

ских инвариантов для аппроксимации потенциала силовых и момент-
ных напряжений четвертой степени в нелинейном гемитропном микро-
полярном упругом теле. На основе теории целых рациональных алгебра-
ических инвариантов (полуинвариантов) исследовано полное множество
неприводимых инвариантов для системы двух асимметричных тензоров
второго ранга, представленных в форме инвариантных следов.

В результате выделен набор из 86 инвариантных следов, включаю-
щий 8 индивидуальных инвариантов, 17 парных, 44 инвариантных трой-
ки и 17 инвариантных четверок. Из 86 элементов отобрано 39 инвари-
антов в соответствии с правилом возрастания алгебраических степеней:
2 линейных инварианта, 6 квадратичных, 12 кубических и 19 инвари-
антов четвертой степени. Предложена схема построения 39 инвариан-
тов четвертой степени, сгруппированных в четыре категории на основе
следующих правил: произведения линейных инвариантов между собой,
произведения квадратичных инвариантов между собой, произведения
линейных и квадратичных инвариантов, попарные произведения линей-
ных и кубических инвариантов, а также собственные инварианты чет-
вертой степени.

Построен потенциал силовых и моментных напряжений гемитроп-
ного микрополярного упругого тела, включающий квадратичные, куби-
ческие и слагаемые четвертой алгебраической степени. Таким образом,
микрополярный потенциал характеризуется 124 определяющими моду-
лями. Приведены формулы для вычисления всех 39 инвариантов в сме-
шанных тензорных компонентах. В результате получены 87 поправок
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1. Введение и вводные замечания. При построении определяющих
уравнений в механике континуума исключительную роль играет теория ра-
циональных алгебраических инвариантов [1–7]. Инварианты и полуинвариан-
ты позволяют корректно сформулировать аппроксимации заданной степени
для энергетических потенциалов силовых и моментных напряжений в микро-
полярной механике упругих тел [8–18]. Это особенно актуально при постро-
ении математических моделей гемитропных микрополярных упругих сред.
В данном случае наиболее подходящим оказывается A-представление [17,18]
энергетических форм, представляющее собой линейную комбинацию инди-
видуальных и совместных целых рациональных алгебраических инвариан-
тов асимметричного тензора деформаций и градиента поля микроповоротов
относительно гемитропной группы преобразований.

Основным понятием теории алгебраических инвариантов является инди-
видуальный инвариант (псевдоинвариант) тензора (псевдотензора) [4, с. 136].
При этом если алгебраический вес g инварианта равен нулю, то инвариант на-
зывается абсолютным, а при g 6= 0— относительным, или псевдоинвариантом.
Инварианты тензора могут быть заданы несколькими способами [4, с. 327].
Например, для аффинора A·s

k· следы его степеней образуют бесконечную си-
стему инвариантов:

S
1
= A·s

s· , S
2
= A·k

s·A
·s
k· , S

3
= A·k

s·A
·l
k·A

·s
l· , . . . (1)

С другой стороны, существенную роль играют также следующие инвари-
анты:

I
1
= A·s

s· , I
2
= A·k

[s·A
·s
k]· , I

3
= A·k

[s·A
·l
k·A

·s
l]· , . . . (2)

Квадратные скобки в (2) обозначают операцию альтернирования по за-
ключенным в них индексам. Раскрывая знак альтернирования в (2), можно
получить формулы Варинга, связывающие между собой инварианты системы
(2) и системы (1).

Совместные инварианты набора, состоящего из нескольких тензоров (псев-
дотензоров), определяются следами внутренних совместных произведений
тензоров, входящих в набор.

Системы инвариантов (1) и (2) представляют собой бесконечные множе-
ства. Кроме того, целая рациональная функция (с числовыми коэффициен-
тами) от нескольких инвариантов системы также будет (при определенных
условиях) инвариантом того же набора.
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В связи с этим возникает понятие неприводимого инварианта системы,
т.е. такого инварианта, который не является целой рациональной функци-
ей от других инвариантов той же системы. Множество всех неприводимых
инвариантов системы называется ее полной системой инвариантов, т.е. мно-
жеством инвариантов, представляющих собой целые рациональные функции,
причем никакой из инвариантов не может быть выражен в виде целой раци-
ональной функции остальных (или некоторых из них).

Следует отметить, что монография [5] посвящена построению систем ин-
вариантов для различных наборов тензоров. Однако как в ней, так и в ее
английском оригинале присутствуют досадные опечатки [5, с. 65, Табл. 2].
Среди индивидуальных инвариантов матрицы a ошибочно указан инвариант
b3. В строке, описывающей набор совместных инвариантов двух симметрич-
ных и двух антисимметричных матриц второго ранга a, b, u и v, отсутствуют
инварианты u2avb2*†, а вместо инвариантов uva2b*† приведены инварианты
uva2b* и uvba2*. Однако, руководствуясь статьями [1, 2], можно составить
корректный полный набор индивидуальных и совместных гемитропных ин-
вариантов двух симметричных и двух антисимметричных тензоров второго
ранга (см. [2, p. 80, Table 1]). Вместе с тем первую часть статьи [1] следует
читать с осторожностью, поскольку, по утверждению самого автора, в ней
также присутствуют неточности.

Настоящее исследование направлено на последовательное применение ре-
зультатов теории алгебраических инвариантов для построения аппроксима-
ции заданной (четвертой) степени точности энергетических форм потенциа-
лов силовых и моментных напряжений микрополярных упругих тел. С помо-
щью теории целых рациональных алгебраических инвариантов (полуинвари-
антов) изучено полное множество неприводимых инвариантов для системы
двух асимметричных тензоров второго ранга в форме инвариантных следов.
Из 86 элементов отобрано 39 инвариантов в соответствии с правилом возрас-
тания алгебраических степеней: 2 линейных инварианта, 6 квадратичных,
12 кубических и 19 инвариантов четвертой степени. Предложена схема по-
строения 39 инвариантов четвертой степени, сгруппированных в четыре ка-
тегории на основе следующих правил: произведения линейных инвариантов
между собой, произведения квадратичных инвариантов между собой, произ-
ведения линейных и квадратичных инвариантов, попарные произведения ли-
нейных и кубических инвариантов, а также собственные инварианты четвер-
той степени. Построен потенциал силовых и моментных напряжений гемит-
ропного микрополярного упругого тела, содержащий квадратичные, кубиче-
ские и слагаемые четвертой алгебраической степени. В результате получены
87 поправок к кубическому потенциалу силовых и моментных напряжений
нелинейного гемитропного микрополярного упругого тела.

Изложение в значительной степени основано на терминологии, обозначе-
ниях, методах и результатах, разработанных в предыдущих статьях [17–25].

2. Инвариантные следы, не превышающие четвертую степень и
образующие целый рациональный базис относительно гемитропной
группы преобразований. Рассмотрим систему, состоящую из двух асим-
метричных тензоров второго ранга. Каждый из этих тензоров может быть
представлен в виде алгебраической суммы симметричной и антисимметрич-
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ной составляющих:
A+V; B+W.

При этом выполняются следующие соотношения:

A = A⊤; V = −V⊤;

B = B⊤; W = −W⊤.

Используя результаты, полученные в работах [1, 2, 5], для системы, со-
стоящей из двух симметричных A, B и двух антисимметричных V, W тен-
зоров второго ранга, можно построить систему инвариантов. Следует отме-
тить, что рассуждения о совместных и индивидуальных инвариантах такой
системы существенно зависят от размерности пространства [26]. В дальней-
шем будем считать, что размерность пространства равна 3. Полный набор
индивидуальных и совместных гемитропных инвариантов указанной систе-
мы тензоров состоит из 86 неприводимых элементов [1, 2, 5], упорядоченных
согласно [5, с. 65, Табл. 2]:

1) tr[A]; 2) tr[A2]; 3) tr[A3]; 4) tr[B];

5) tr[B2]; 6) tr[B3]; 7) tr[V2]; 8) tr[W2];

9) tr[AB]; 10) tr[A2B]; 11) tr[B2A]; 12) tr[A2B2];

13) tr[V2A]; 14) tr[V2A2]; 15) tr[V2AVA2]; 16) tr[V2B];

17) tr[V2B2]; 18) tr[V2BVB2]; 19) tr[W2A]; 20) tr[W2A2];

21) tr[W2AWA2]; 22) tr[W2B]; 23) tr[W2B2]; 24) tr[W2BWB2];

25) tr[VW]; 26) tr[VAB]; 27) tr[VA2B]; 28) tr[VB2A];

29) tr[VA2B2]; 30) tr[VA2BA]; 31) tr[VB2AB]; 32) tr[VA2B2A];

33) tr[VB2A2B]; 34) tr[V2AB]; 35) tr[V2A2B]; 36) tr[V2B2A];

37) tr[V2AVB]; 38) tr[V2AVB2]; 39) tr[V2BVA2]; 40) tr[WAB];

41) tr[WA2B]; 42) tr[WB2A]; 43) tr[WA2B2]; 44) tr[WA2BA];

45) tr[WB2AB]; 46) tr[WA2B2A]; 47) tr[WB2A2B]; 48) tr[W2AB];

49) tr[W2A2B]; 50) tr[W2B2A]; 51) tr[W2AWB]; 52) tr[W2AWB2];

53) tr[W2BWA2]; 54) tr[VWA]; 55) tr[VWA2]; 56) tr[V2WA];

57) tr[W2VA]; 58) tr[V2WA2]; 59) tr[W2VA2]; 60) tr[V2AWA2];

61) tr[W2AVA2]; 62) tr[VWB]; 63) tr[VWB2]; 64) tr[V2WB];

65) tr[W2VB]; 66) tr[V2WB2]; 67) tr[W2VB2]; 68) tr[V2BWB2];

69) tr[W2BVB2]; 70) tr[VWAB]; 71) tr[VWBA]; 72) tr[VWA2B];

73) tr[VWB2A]; 74) tr[WVA2B]; 75) tr[WVB2A]; 76) tr[VWA2B2];

77) tr[VWA2BA]; 78) tr[VWB2AB]; 79) tr[V2WAB]; 80) tr[W2VAB];

81) tr[V2AWB]; 82) tr[W2AVB]; 83) tr[V2BWA2]; 84) tr[V2AWB2];

85) tr[W2BVA2]; 86) tr[W2AVB2].

(3)

Здесь и далее операция внутреннего произведения тензоров будет опус-
каться, т.е. запись A ·B сокращается до AB.
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В дальнейшем ограничимся рассмотрением гемитропных инвариантов не
выше четвертой степени из набора (3). Количество таких инвариантов со-
ставляет 39. Для удобства перенумеруем их в соответствии со следующими
правилами:

1) инварианты нумеруются в порядке возрастания их алгебраической сте-
пени;

2) при одинаковой степени — в порядке увеличения количества различ-
ных сомножителей во внутреннем произведении;

1) при прочих равных условиях — в алфавитном порядке.
При этом правило 1 является главным, а правила 2 и 3 — подчиненными.
Кроме того, правило 3 также подчинено правилу 2. В результате получаем
упорядоченный набор инвариантов не выше четвертой степени:

1) tr[A]; 2) tr[B]; 3) tr[A2]; 4) tr[B2];

5) tr[V2]; 6) tr[W2]; 7) tr[AB]; 8) tr[VW];

9) tr[A3]; 10) tr[B3]; 11) tr[AB2]; 12) tr[BA2];

13) tr[V2A]; 14) tr[V2B]; 15) tr[W2A]; 16) tr[W2B];

17) tr[VAB]; 18) tr[WAB]; 19) tr[VWA]; 20) tr[VWB];

21) tr[A2B2]; 22) tr[V2A2]; 23) tr[V2B2]; 24) tr[W2A2];

25) tr[W2B2]; 26) tr[VA2B]; 27) tr[WA2B]; 28) tr[VB2A];

29) tr[WB2A]; 30) tr[VWA2]; 31) tr[VWB2]; 32) tr[V2AB];

33) tr[W2AB]; 34) tr[V2WA]; 35) tr[V2WB]; 36) tr[W2VA];

37) tr[W2VB]; 38) tr[VWAB]; 39) tr[VWBA].

(4)

Каждый из инвариантных следов снабжен индивидуальным идентифика-
ционным номером 1–39. Отметим, что в наборе (4) присутствуют: два ин-
варианта первой степени (1, 2); шесть инвариантов второй степени (3–8);
двенадцать инвариантов третьей степени (9–20) и девятнадцать инвариан-
тов четвертой степени (21–39).

Для вычисления алгебраических инвариантов (4), следуя монографии [4,
c. 327], можно воспользоваться представлением тензоров в смешанных ком-
понентах. Такой подход является удобным и не зависит от метрики простран-
ства. В этом случае инварианты (4) в заданной криволинейной системе ко-
ординат принимают вид

1) A·s
s· ; 2) B·s

s· ; 3) A·k
s·A

·s
k· ;

4) B·k
s·B

·s
k· ; 5) V ·k

s· V
·s
k· ; 6) W ·k

s·W
·s
k· ;

7) A·k
s·B

·s
k· ; 8) V ·k

s· W
·s
k· ; 9) A·k

s·A
·l
k·A

·s
l· ;

10) B·k
s·B

·l
k·B

·s
l· ; 11) A·k

s·B
·l
k·B

·s
l· ; 12) B·k

s·A
·l
k·A

·s
l· ;

13) V ·k
s· V

·l
k·A

·s
l· ; 14) V ·k

s· V
·l
k·B

·s
l· ; 15) W ·k

s·W
·l
k·A

·s
l· ;

16) W ·k
s·W

·l
k·B

·s
l· ; 17) V ·k

s· A
·l
k·B

·s
l· ; 18) W ·k

s· A
·l
k·B

·s
l· ;

19) V ·k
s· W

·l
k·A

·s
l· ; 20) V ·k

s· W
·l
k·B

·s
l· ; 21) A·k

s·A
·l
k·B

·m
l· B

·s
m· ;

22) V ·k
s· V

·l
k·A

·m
l· A

·s
m· ; 23) V ·k

s· V
·l
k·B

·m
l· B

·s
m· ; 24) W ·k

s·W
·l
k·A

·m
l· A

·s
m· ;
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25) W ·k
s·W

·l
k·B

·m
l· B

·s
m· ; 26) V ·k

s· A
·l
k·A

·m
l· B

·s
m· ; 27) W ·k

s· A
·l
k·A

·m
l· B

·s
m· ;

28) V ·k
s· B

·l
k·B

·m
l· A

·s
m· ; 29) W ·k

s· B
·l
k·B

·m
l· A

·s
m· ; 30) V ·k

s· W
·l
k·A

·m
l· A

·s
m· ;

31) V ·k
s· W

·l
k·B

·m
l· B

·s
m· ; 32) V ·k

s· V
·l
k·A

·m
l· B

·s
m· ; 33) W ·k

s·W
·l
k·A

·m
l· B

·s
m· ;

34) V ·k
s· V

·l
k·W

·m
l· A

·s
m· ; 35) V ·k

s· V
·l
k·W

·m
l· B

·s
m· ; 36) W ·k

s·W
·l
k·V

·m
l· A·s

m· ;

37) W ·k
s·W

·l
k·V

·m
l· B·s

m· ; 38) V ·k
s· W

·l
k·A

·m
l· B

·s
m· ; 39) V ·k

s· W
·l
k·B

·m
l· A

·s
m· .

Выделим сначала линейные инварианты из списка (4):

1, 2. (5)

Отметим, что линейные инварианты (5) могут быть также выражены через
Ak·

·k и Bk·
·k .

Сформируем набор квадратичных инвариантов из элементов списка (4).
Очевидно, что таковыми являются (номера соответствуют инвариантам) [24]:

12, 1 · 2;
22;

3, 4, 5, 6, 7, 8.

(6)

Набор (6) состоит из 9 квадратичных гемитропных инвариантов, которые
были использованы для построения квадратичной энергетической формы [17,
18].

Для построения аппроксимаций более высоких степеней (третьей, четвер-
той и т.д.) энергетических форм необходимо расширить систему рациональ-
ных инвариантов до инвариантов более высоких целых степеней (3, 4, 5, . . . ).

Выпишем неприводимую систему кубических инвариантов, представляю-
щих собой совместные произведения инвариантов из списка (4) общей сте-
пени 3. Полный перечень из 28 кубических гемитропных инвариантов имеет
следующий вид [25]:

13, 12 · 2, 1 · 22;
23;

1 · 3, 1 · 4, 1 · 5, 1 · 6, 1 · 7, 1 · 8;
2 · 3, 2 · 4, 2 · 5, 2 · 6, 2 · 7, 2 · 8;
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.

(7)

Построим полный набор инвариантов четвертой степени, представляю-
щих собой совместные комбинации инвариантов из списка (4) общей алгеб-
раической степени 4 по следующей схеме. Сначала найдем комбинации ли-
нейных инвариантов между собой:

14, 13 · 2, 12 · 2, 1 · 23;
24.

(8)
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Затем определим комбинации квадратичных инвариантов между собой:

32, 3 · 4, 3 · 5, 3 · 6, 3 · 7, 3 · 8;
42, 4 · 5, 4 · 6, 4 · 7, 4 · 8;
52, 5 · 6, 5 · 7, 5 · 8;
62, 6 · 7, 6 · 8;
72, 7 · 8;
82.

(9)

Комбинации линейных и квадратичных инвариантов вычисляются следу-
ющим образом:

12 · 3, 12 · 4, 12 · 5, 12 · 6, 12 · 7, 12 · 8;
22 · 3, 22 · 4, 22 · 5, 22 · 6, 22 · 7, 22 · 8;
1 · 2 · 3, 1 · 2 · 4, 1 · 2 · 5, 1 · 2 · 6, 1 · 2 · 7, 1 · 2 · 8.

(10)

Комбинации линейных и кубических инвариантов имеют вид

1 · 9, 1 · 10, 1 · 11, 1 · 12, 1 · 13, 1 · 14,
1 · 15, 1 · 16, 1 · 17, 1 · 18, 1 · 19, 1 · 20;
2 · 9, 2 · 10, 2 · 11, 2 · 12, 2 · 13, 2 · 14,
2 · 15, 2 · 16, 2 · 17, 2 · 18, 2 · 19, 2 · 20.

(11)

Наконец, выделим инварианты четвертой степени:

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30,

31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39.
(12)

Объединив полученные группы комбинаций (8), (9), (10), (11) и (12), по-
лучим искомый полный набор из 5 + 21 + 18 + 24 + 19 = 87 инвариантов
четвертой степени.

3. Аппроксимация четвертой степени энергетической формы ге-
митропного микрополярного упругого тела. Основываясь на результа-
тах предыдущего раздела, построим систему индивидуальных и совместных
целых рациональных алгебраических инвариантов симметричных и антисим-
метричных частей асимметричных тензоров деформаций и тензора изгиба-
кручения. Для этого выполним следующую замену переменных:

A = sym ε, B = symκ,

V = asym ε, W = asymκ.
(13)

В смешанных компонентах соотношения (13) принимают вид

A·k
s· =

1

2

[
ε·ks· + εk··s

]
, B·k

s· =
1

2

[
κ·ks· + κk··s

]
,

V ·k
s· =

1

2

[
ε·ks· − εk··s

]
, W ·k

s· =
1

2

[
κ·ks· − κk··s

]
.

(14)

478



Поправки четвертой степени в энергетических . . .

Отметим, что смешанные тензорные компоненты в (14) могут быть пред-
ставлены альтернативным эквивалентным способом (например, через Ak·

·s и
Bk·

·s).
Используя замену (13) и следуя схеме нумерации из работ [17,18], систему

квадратичных гемитропных инвариантов (6) можно представить в соответ-
ствии с [24], а систему гемитропных кубических инвариантов (7) — соглас-
но [25]. Аналогичным образом может быть получена система гемитропных
инвариантов четвертой степени. Ввиду значительного объема соответствую-
щих выражений мы не приводим их в данной статье.

А-представление аппроксимации четвертой степени энергетической фор-
мы гемитропного микрополярного упругого тела, соответствующее системе
инвариантов второй, третьей и четвертой степеней, запишем в компактной
форме:

U =
9∑

a=1

2C
a

2I
a
+

28∑

c=1

3C
c

3
J
c
+

87∑

m=1

4C
m

4
K
m
, (15)

где введены следующие обозначения для определяющих модулей:
– 2C

a
(a = 1, . . . , 9) — определяющие модули квадратичного приближения;

– 3C
c

(c = 1, . . . , 28) — определяющие модули, связанные с кубическими
поправками;

– 4C
m

(m = 1, . . . , 87) — определяющие модули, связанные с поправками

четвертой степени;
– 2I

a
(a = 1, . . . , 9) — квадратичные инварианты;

– 3J
c

(c = 1, . . . , 28) — кубические инварианты;

– 4K
m

(m = 1, . . . , 87) — инварианты четвертой степени.

Следует особо отметить чувствительность некоторых определяющих мо-
дулей к зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного пространства, что
обусловлено возможностью присвоения нечетного алгебраического веса тен-
зору изгиба-кручения.

Совокупность определяющих модулей (9+28+87 = 124): 2C
a

(a = 1, . . . , 9);

3C
c

(c = 1, . . . , 28) и 4C
m

(m = 1, . . . , 87), присутствующих в потенциале силовых

и моментных напряжений (15), представляет собой неопределенные коэффи-
циенты в линейной комбинации неприводимой системы инвариантов второй,
третьей и четвертой алгебраических степеней системы двух асимметричных
тензоров второго ранга.

4. Заключение. В настоящей работе развит подход, основанный на тео-
рии алгебраических инвариантов, для построения аппроксимации четвертой
степени энергетической формы нелинейного гемитропного микрополярного
упругого тела. Алгебраические инварианты представлены в форме инвари-
антных следов, соответствующих, в общем случае, неперестановочным степе-
ням внутренних произведений тензоров второго ранга, составляющих иссле-
дуемую систему. Основные результаты работы могут быть сформулированы
следующим образом.

1. На основе теории целых рациональных алгебраических инвариантов
(полуинвариантов) исследовано полное множество неприводимых ин-
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вариантов для системы двух асимметричных тензоров второго ранга,
представленных в форме инвариантных следов. В результате выделен
полный набор из 86 инвариантных следов, состоящий из 8 индивиду-
альных инвариантов, 17 парных инвариантов, 44 инвариантных троек
и 17 инвариантных четверок. Общее количество инвариантов состав-
ляет 8 + 17 + 44 + 17 = 86.

2. Из 86 элементов отобрано 39 инвариантов в соответствии с правилом
возрастания алгебраических степеней: 2 линейных инварианта, 6 квад-
ратичных инвариантов, 12 кубических инвариантов и 19 инвариантов
четвертой степени (2+6+12+19 = 39). Предложена схема построения
39 инвариантов четвертой степени, организованных в четыре группы.

3. Установлены целые рациональные комбинации четвертой алгебраиче-
ской степени, сформированные из 39 элементов по следующей схе-
ме: произведения линейных инвариантов между собой (5 комбинаций);
произведения квадратичных инвариантов между собой (21 комбина-
ция); произведения линейных и квадратичных инвариантов (18 комби-
наций), попарные произведения линейных и кубических инвариантов
(24 комбинации), собственные инварианты четвертой степени (19 ком-
бинаций). Общее количество комбинаций составляет 5+ 21+ 18+ 24+
+ 19 = 87.

4. Построен потенциал силовых и моментных напряжений гемитропно-
го микрополярного упругого тела, включающий квадратичные, куби-
ческие и слагаемые четвертой алгебраической степени. В результате
микрополярный потенциал характеризуется 124 определяющими мо-
дулями (9 + 28 + 87 = 124).

5. Получены явные формулы для вычисления всех 39 инвариантов в сме-
шанных тензорных компонентах в произвольной криволинейной систе-
ме координат.
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Abstract

The present study is devoted to employing the theory of algebraic in-
variants for deriving an approximation of the potential of force and couple
stresses of the fourth degree for a nonlinear hemitropic micropolar elastic
solid. The complete set of irreducible invariants for a system of two asym-
metric second-rank tensors in the form of invariant traces is studied using
the theory of integer rational algebraic invariants (semi-invariants).

As a result, a set of 86 invariant traces is obtained. This set comprises
8 individual invariants, 17 doublets, 44 triplets, and 17 quadruplets. From
these 86 elements, 39 invariants were selected according to the rule of in-
creasing algebraic degrees: 2 linear invariants, 6 quadratic, 12 cubic, and
19 quartic. The 39 fourth-degree invariants are divided into four groups
based on the following rules: products of linear invariants with each other,
products of quadratic invariants with each other, products of linear and
quadratic invariants, pairwise products of linear and cubic invariants, and
proper fourth-degree invariants.

The potential of force and couple stresses of a hemitropic micropolar elas-
tic solid is constructed, containing quadratic, cubic, and quartic algebraic
terms. Thus, the micropolar potential contains a total of 124 constitutive
modules. Formulas for calculating all 39 invariants in mixed tensor compo-
nents are provided. As a result, 87 quartic corrections to the cubic potential
of force and couple stresses of a nonlinear hemitropic micropolar elastic solid
are obtained.
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Abstract

This paper presents a new exact solution describing the inhomogeneous
distribution of velocity and pressure fields in the problem of isothermal
steady shear flow of a viscous incompressible fluid. The obtained exact solu-
tions remain valid when the kinematic viscosity is replaced by the turbulent
viscosity in the Navier–Stokes equations.

It is shown that in the class of functions that are linear in some coor-
dinates, a joint inhomogeneous solution for the velocity field can have only
a specific structure—with constant spatial accelerations. In this case, either
only two specific accelerations vanish, or all four spatial accelerations equal
zero (homogeneous velocity field, Ekman solution). No other joint solutions
exist in the specified class.

The case of two nonzero spatial accelerations is analyzed in detail, and
the complete exact solution is provided. To understand the main properties
of this solution, the corresponding boundary value problem is investigated
and comprehensive illustrative material is presented.
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Inhomogeneous Ekman flow

Introduction. The description of natural fluid flows is based on the equations
of geophysical hydrodynamics, which are derived from the standard Navier–Stokes
equations by accounting for planetary rotation [1–3]. The study of fluid flows was
initiated by Ekman in his seminal paper [4]. Ekman investigated flows not on
a sphere but on a tangent plane attached at a specific point (a region of study
within the World Ocean). Thus, in developing the theory of oceanic and sea cur-
rents, Ekman introduced the idea of locally neglecting the planet’s sphericity.
This simplification allowed the vast majority of subsequent studies to use only
one Coriolis parameter (the first Coriolis parameter) to describe rotation. This
approach in geophysical hydrodynamics became known as the “primitive equa-
tions” of ocean theory [5–8].

In a rectangular Cartesian coordinate system, Ekman derived equations of
motion for a rotating fluid by considering the balance of inertial forces and viscous
friction forces, supplemented by the continuity (incompressibility) equation [4].
The fluid motions considered in his article belong to the class of shear flows and
are described by an overdetermined system of partial differential equations.

It should be noted that the classification of Ekman flow types varies depending
on the frame of reference. Ekman’s pioneering work [4] considered isobaric flow
in a rotating coordinate system. In other words, the pressure force is balanced
by the centrifugal force. If the fluid flow is considered in a stationary (inertial)
coordinate system, such motion is not isobaric. Gradient Ekman flows (Ekman–
Couette–Poiseuille flows) were first considered in the monograph [9].

When constructing an exact solution for the equations of the rotating ocean,
Ekman proposed an exact solution for the overdetermined system, describing a
homogeneous shear flow; that is, the velocity field structure is determined solely by
the vertical (transverse) coordinate. In this case, the continuity (incompressibil-
ity) equation was automatically satisfied. Consequently, it became a “redundant”
equation in the overdetermined system of partial differential equations. The Ek-
man exact solution now serves as a starting point for investigating World Ocean
currents. Initially, it was used to model fluid motion in an infinite ocean. Grad-
ually, perspectives shifted, and a transition occurred from modeling the ocean as
having infinite depth to a layer of finite thickness [8–21].

Studies in [18,19] initiated research on modifying the Ekman exact solution by
incorporating two or three Coriolis parameters in the representation of the angular
velocity vector to describe inhomogeneous shear flows. An exact solution was
constructed for the overdetermined Navier–Stokes system within the Lin–Sidorov–
Aristov class. Note that the type of exact solution describing an inhomogeneous
Ekman-type flow is determined by the combination of Coriolis parameters and
the curvature of the pressure field (which leads to a change in the type of the
differential equation).

Despite the increasing number of modifications and generalizations of the Ek-
man exact solution [23–29], specialists in geophysical hydrodynamics perceive a
deficit of research on boundary value problems for the mathematical and physical
modeling of World Ocean currents. This paper analyzes an exact solution to a
boundary value problem describing an inhomogeneous Ekman flow with a single
(first) Coriolis parameter.
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1. Problem Statement. We consider an isothermal steady flow of a rotating
viscous incompressible fluid. The rotation is characterized by a constant angular
velocity Ω. We assume that the vector Ω has only one nonzero component (the
single Coriolis parameter approximation) [5, 6, 12]:

Ω =
1

2
(0, 0, f).

The system of Navier–Stokes equations, taking into account the inertial force (in
the rotating coordinate system), takes the form [10,12]:

(V · ∇)V + 2Ω×V = −∇P + νΔV,
∇ ·V = 0.

(1)

Here V =
(
Vx(x, y, z), Vy(x, y, z), Vz(x, y, z)

)
is the velocity vector; P (x, y, z) is

the reduced pressure normalized by density, obtained from the true pressure p by
subtracting the centrifugal component ρ

2(Ω×r,Ω×r) and accounting for potential
body forces; ν is the kinematic viscosity of the fluid; ∇, Δ are the Hamiltonian
and Laplace operators, respectively.

In coordinate form, system (1) for inhomogeneous shear flows

V = (Vx(x, y, z), Vy(x, y, z), 0)

becomes:

Vx
∂Vx
∂x

+ Vy
∂Vx
∂y

− fVy = −∂P
∂x

+ ν

(
∂2Vx
∂x2

+
∂2Vx
∂y2

+
∂2Vx
∂z2

)
,

Vx
∂Vy
∂x

+ Vy
∂Vy
∂y

+ fVx = −∂P
∂y

+ ν

(
∂2Vy
∂x2

+
∂2Vy
∂y2

+
∂2Vy
∂z2

)
,

∂P

∂z
= 0,

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

= 0.

(2)

The resulting system (2) is quadratically nonlinear and overdetermined. To
resolve the overdeterminacy, we consider a velocity field of the following form [10,
18,19]:

Vx = U(z) + u(z)y, Vy = V (z). (3)

Functions of the form (3) identically satisfy the last equation of system (2)—
the incompressibility equation. The components on the right-hand sides of expres-
sions (3) can nonlinearly depend on the vertical (transverse) coordinate z.

The solution for the pressure field is also sought in the form of a complete
linear function of the horizontal (longitudinal) coordinates x and y:

P = P0 + P1x+ P2y. (4)

Note that the coefficients of the longitudinal coordinates in formula (4) (unlike
expressions (3)) do not depend on the vertical coordinate z due to the penultimate
equation of system (2), meaning they are constants. The values of the pressure
field components are determined from the boundary conditions or from a point
in the flow region where the pressure is known.
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In [10, 18, 19], it was shown that the overdetermined system (2) is solvable in
the class

Vx = U(z) + u1(z)x+ u2(z)y, Vy = V (z) + v1(z)x+ v2(z)y,

P = P0(z) + P1(z)x+ P2(z)y + P12(z)xy + P11(z)
x2

2
+ P22(z)

y2

2
,

(5)

which generalizes the class (3), (4).
Note that the attractiveness of the class (3) (besides identically satisfying the

incompressibility equation in system (2)) also lies in the fact that the class (3)
reduces to the Lin–Sidorov–Aristov class (5) by a coordinate transformation (ro-
tation):

x→ x cosψ + y sinψ
not
= x, y → −x sinψ + y cosψ

not
= y,

or (due to the invertibility of the rotation transformation)

x = x cosψ − y sinψ, y = x sinψ + y cosψ.

Then

Vx = Vx cosψ + Vy sinψ = (U + uy) cosψ + V sinψ =

=
(
U + u(x sinψ + y cosψ)

)
cosψ + V sinψ =

= U cosψ + V sinψ + u sinψ cosψx+ u cos2 ψy = U + u1x+ u2y;

Vy = −Vx sinψ + Vy cosψ = −(U + uy) sinψ + V cosψ =

= −
(
U + u(x sinψ + y cosψ)

)
sinψ + V cosψ =

= −U sinψ + V cosψ − u sin2 ψx− u sinψ cosψy = V + v1x+ v2y.

Next, we substitute the class (3), (4) into the first two equations of system (2)
(the last two equations of this system are automatically satisfied by the choice of
the class (3), (4)):

(
U(z) + u(z)y

)∂
(
U(z) + u(z)y

)

∂x
+ V (z)

∂
(
U(z) + u(z)y

)

∂y
− fV (z) =

= −∂(P0 + P1x+ P2y)

∂x
+

+ ν
(∂2

(
U(z) + u(z)y

)

∂x2
+
∂2

(
U(z) + u(z)y

)

∂y2
+
∂2

(
U(z) + u(z)y

)

∂z2

)
,

(
U(z) + u(z)y

)∂V (z)

∂x
+ V (z)

∂V (z)

∂y
+ f

(
U(z) + u(z)y

)
=

= −∂(P0 + P1x+ P2y)

∂y
+ ν

(∂2V (z)

∂x2
+
∂2V (z)

∂y2
+
∂2V (z)

∂z2

)
.

489



B u rm a s h e v a N. V., P r o s v i r y a k o v E. Yu.

Computing the necessary partial derivatives, we arrive at the following system
of equations:

uV − fV = −P1 + ν(U ′′ + u′′y),

f(U + uy) = −P2 + νV ′′.

Here, the prime denotes the derivative with respect to the vertical coordinate z.
Applying the method of undetermined coefficients to the equations of the last
system, we obtain the following equivalent system:

(u− f)V = −P1 + νU ′′, u′′ = 0,

fU = −P2 + νV ′′, u = 0.
(6)

The fulfillment of the last equation in system (6) automatically ensures the
fulfillment of its second equation. Furthermore, the class (3) can now describe
only a homogeneous velocity field:

Vx = U(z), Vy = V (z), (7)

which corresponds to the classical Ekman solution for a rotating coordinate sys-
tem [4].

Expressions (7) are fully consistent with the conclusions presented in [10] for
the class (5). According to the theorem proved in [10], system (2) is solvable in
the class (5) only if the spatial accelerations are constant and determined by the
expressions:

u1 = −P12

f
, u2 =

P11 − P22 − fα

2f
, v1 =

P11 − P22 + fα

2f
, v2 =

P12

f
. (8)

For the considered form (4) of the pressure field, equalities (8) lead to the
expressions:

u1 = v2 = 0, u2 = −α
2
, v1 =

α

2
. (9)

Within the representation (3) for the velocity field of the flow, the last two
equalities in system (9) can be satisfied only when α = 0, i.e., only in the case of
a homogeneous velocity field.

2. Construction of an Exact Solution. We now construct an inhomoge-
neous exact solution of system (2) for the velocity field, taking into account the
pressure field structure (4). We reiterate that the class (4) is fully consistent with
the third equation (the pressure equation) of the considered system (2).

In this case, the spatial accelerations are described by dependencies (9), where
the parameter α is a nonzero solution of the following equation (see [10], formula
(2.9)):

α2f2 + 2αf3 = 0 ⇒ αf2(α+ 2f) = 0,

i.e., α = −2f . Therefore, solution (9) takes the form:

u1 = v2 = 0, u2 = f, v1 = −f. (10)
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This means that the class (5), with expressions (4), describes a velocity field of
the form:

Vx = U(z) + fy, Vy = V (z)− fx. (11)

The inhomogeneous solution (11) for the rotating coordinate system generalizes
the classical Ekman solution, in which the velocity field in the rotating system
was assumed to be homogeneous [4]. The solution (11) in the fixed coordinate
system becomes:

V = (Vx, Vy, 0) ⇒ V +Ω× r = (Vx, Vy, 0) +

∣∣∣∣∣∣

i j k
0 0 f/2
x y z

∣∣∣∣∣∣
=

=
(
Vx, Vy, 0

)
+

(
−fy

2
,
fx

2
, 0
)
=

(
U(z) + fy, V (z)− fx, 0

)
+
(
−fy

2
,
fx

2
, 0
)
=

=
(
U(z) +

1

2
fy, V (z)− 1

2
fx, 0

)
.

Using the previously obtained result for the class (5) (see [10], system (3.1)):

νU ′′ − Uu1 − (u2 − f)V = P1,

νV ′′ + V u1 − (v1 + f)V = P2,

and substituting expressions (10) into this system, we obtain:

νU ′′ − U · 0− (f − f)V = P1,

νV ′′ + V · 0− (−f + f)V = P2.

This results in the following decoupled system of equations:

νU ′′ = P1, νV ′′ = P2.

Integrating each equation independently, we find the general solution:

U =
P1

2ν
z2 + c1z + c2, V =

P2

2ν
z2 + c3z + c4. (12)

Consequently, the velocity field in the moving coordinate system is described by
the following pair of functions:

Vx = U + u2y =
P1

2ν
z2 + c1z + c2 + fy =

P1

2ν
z2 + c1z + c2 + fy,

Vy = V + v1x =
P2

2ν
z2 + c3z + c4 − fx.

(13)

The obtained formulas (12) (and accordingly, expressions (13)) represent an
exact solution to the overdetermined system to which system (2) reduces within
the class (4)–(5) of hydrodynamic fields that are linear in part of the coordinates.
Both background velocities (12) define a linear combination of independent power
functions of different orders. This solution structure potentially opens up a wide
scope for various variations in the flow profile structure and for investigating
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velocity field stratification. We will subsequently consider possible fluid flow pro-
files using the example of a classical boundary value problem for steady flows in
geophysical hydrodynamics. Thus, the obtained exact solution (13) describes a
gradient solid-body rotation of the fluid.

3. Selection of Boundary Conditions. Consider the flow of a solid-body
rotating fluid in an infinitely extended horizontal layer of constant thickness h. As-
sume that the lower boundary z = 0 is solid and non-deformable. Let us examine
the behavior of solution (13) at this boundary:

Vx(0) =
P1

2ν
· 02 + c1 · 0 + c2 + fy = c2 + fy,

Vy(0) =
P2

2ν
· 02 + c3 · 0 + c4 − fx = c4 − fx.

(14)

Expressions (14) clearly demonstrate that the no-slip condition for the shear
flow (U(z), V (z), 0) can be satisfied at the lower boundary. The physical meaning
of the exact solution (13), according to formulas (14), corresponds to a shear flow
over a rotating substrate (an infinitely extended disk or plate). Therefore, when
illustrating the obtained solution (13), we impose the no-slip condition for the
background velocities of the shear flow (12) as the first boundary condition:

U(0) = 0, V (0) = 0,

which gives:
c2 = c4 = 0. (15)

Based on similar considerations, the second boundary condition is also applied
not to the full velocity field (13), but to its homogeneous components (12). We
assume that the distribution of background velocities is specified at the upper
rotating boundary of the layer z = h:

U(h) =W cosϕ, V (h) =W sinϕ.

This represents a translational wind velocity at the upper boundary of the rotating
fluid layer.

Taking into account the previously obtained expressions (12) and (15), we
obtain the system of two conditions:

U(h) =
P1

2ν
h2 + c1h =W cosϕ, V (h) =

P2

2ν
h2 + c3h =W sinϕ.

Solving this system yields:

c1 =
W

h
cosϕ− P1

2ν
h, c3 =

W

h
sinϕ− P2

2ν
h. (16)

Consequently, the solution to the boundary value problem takes the form:

U = z
[P1

2ν
z +

(W
h

cosϕ− P1

2ν
h
)]
,

V = z
[P2

2ν
z +

(W
h

sinϕ− P2

2ν
h
)]

;

(17)
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Vx = z
[P1

2ν
z +

(W
h

cosϕ− P1

2ν
h
)]

+ fy,

Vy = z
[P2

2ν
z +

(W
h

sinϕ− P2

2ν
h
)]

− fx.

(18)

The obtained solution (18) represents a pair of functions, each being a super-
position of a linear combination of linearly independent power functions of the
vertical coordinate z and an inhomogeneous field that is linear in the longitudinal
coordinate x (or y, respectively).

4. Results and Discussion. The structure of the velocity vector projections
allows us to obtain profiles of varying curvature by modifying the fluid character-
istics and boundary condition parameters.

The coincidence of stagnation points for both velocities (17) is possible under
two conditions:

0 < −
2ν

(
W
h cosϕ− P1

2ν h
)

P1
< h for P1 6= 0

(i.e., 0 < h− 2νW cosϕ
hP1

< h) and

P2

2ν

(
h− 2νW cosϕ

hP1

)
+
(W
h

sinϕ− P2

2ν
h
)
= 0

(i.e., tanϕ = P2/P1).
Figures 1 and 2 show the profiles (17) of the homogeneous components U and

V of the velocity field, calculated using the same parameter values that define
the boundary value problem (15), (16). For the graphical illustration of the ob-
tained exact solution in Figs. 1–11, the following flow parameters were used: f =
10−6 s−1, ν = 10−6 m2/s, W = −0.15 m/s, ϕ = π/2.01, P1 = −0.03×10−5 Pa/m,
P2 = 2P1, h = 1 m.

The substantially nonlinear character of the velocity vector projections deter-
mines the nonlinear (spiral) nature of the hodograph profile in the cross-section
x = y = 0 (Fig. 3).

Changes in the hodograph when considering different cross-sections are illus-
trated in Figs. 4 and 5.

Similar nonlinear dependencies are also observed when constructing the spe-
cific kinetic energy profile (Fig. 6).

Changes in the specific kinetic energy profile across different cross-sections are
illustrated in Figs. 7 and 8.

Figures 9–11 show the level curves of specific kinetic energy in various cross-
sections (both along the longitudinal coordinates x and y, and along the transverse
coordinate z).

The inhomogeneity of the level curve shapes presented in Figs. 9–11 is ex-
plained by the asymmetry of the exact solution (13) (taking into account boundary
conditions (15) and (16)) with respect to the coordinates of the chosen Cartesian
system.
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Figure 1. The profile of the velocity U Figure 2. The profile of the velocity V

Figure 3. The hodograph of the velocity U , V

Figure 4. Family of hodographs (Vx, Vy) when
changing the cross-section along the longitudi-

nal coordinate x
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Figure 5. Family of hodographs (Vx, Vy) when
changing the cross-section along the longitudi-

nal coordinate y

Figure 6. The profile of the specific kinetic
energy 2Ek/ρ
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Figure 7. Family of profiles of specific kinetic
energy when changing the cross-section along

the longitudinal coordinate x

Figure 8. Family of profiles of specific kinetic
energy when changing the cross-section along

the longitudinal coordinate y
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Figure 9. Level curves of specific kinetic en-
ergy in different sections along z

Figure 10. Level curves of specific kinetic en-
ergy in different sections along x
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Figure 11. Level curves of specific kinetic en-
ergy in different sections along y

Conclusion. This paper presents a new exact solution for inhomogeneous
distributions of velocity and pressure fields in the problem of isothermal steady
shear flow of a viscous incompressible fluid. The derived exact solutions remain
valid when turbulent viscosity is substituted for kinematic viscosity in the Navier–
Stokes equations.

Our analysis demonstrates that within the class of functions that are linear
in some coordinates, joint inhomogeneous solutions for the velocity field must
exhibit specific structural characteristics with constant spatial accelerations. The
solution space is restricted to two distinct cases: either only two specific accel-
erations vanish, or all four spatial accelerations equal zero (corresponding to the
homogeneous velocity field in the Ekman solution). No other joint solutions exist
within the specified function class.

We provide a detailed analysis of the case with two nonzero spatial accel-
erations, presenting the complete exact solution. To elucidate the fundamental
properties of this solution, we examine the corresponding boundary value prob-
lem and provide comprehensive graphical illustrations.
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Неоднородное течение Экмана

Н. В. Бурмашева1,2, Е. Ю. Просвиряков1,2

1 Уральский федеральный университет
имени первого Президента России Б. Н. Ельцина,
Россия, 620002, Екатеринбург, ул. Мира, 19.

2 Институт машиноведения УрО РАН,
Россия, 620049, Екатеринбург, ул. Комсомольская, 34.

Аннотация

Представлено новое точное решение, описывающее неоднородное рас-
пределение полей скорости и давления в задаче об изотермическом ста-
ционарном сдвиговом течении вязкой несжимаемой жидкости. Получен-
ные точные решения остаются справедливыми при замене кинематиче-
ской вязкости на турбулентную в уравнениях Навье–Стокса.

Показано, что в классе функций, линейных по части координат, сов-
местное неоднородное решение для поля скорости может иметь лишь
определенную структуру — с постоянными пространственными ускоре-
ниями. При этом либо обращаются в ноль только два определенных
ускорения, либо все четыре пространственных ускорения равны нулю
(однородное поле скорости, решение Экмана). Других совместных ре-
шений в указанном классе не существует.

Детально проанализирован случай двух ненулевых пространствен-
ных ускорений и приведено полное точное решение. Для понимания ос-
новных свойств этого решения исследована соответствующая краевая
задача и представлен исчерпывающий иллюстративный материал.

Ключевые слова: точное решение, сдвиговое течение, течение Экмана,
переопределенная система.
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Abstract

This study considers an approach to construct an approximate solver
for the non-classical Riemann problem. In this regime, the solution of the
discontinuity decay problem may contain composite waves, including both
classical and non-classical compression and rarefaction waves. The algorithm
for finding the exact solution is based on a geometric representation of shock
and rarefaction waves on isentropic curves and involves the repeated use of
iterative methods to solve local tasks, such as identifying inflection points on
isentropes, points of tangency between a straight line and a curve, intersec-
tion points, and others. A significant challenge when using iterative methods
is the need to specify initial guesses that ensure method convergence. The
approach proposed in this work is based on tabulating exact solutions for
Riemann problems over a wide range of initial state parameters. These tab-
ulated data are then used to find an approximate solution without requiring
iterative methods. The approximate solver was successfully applied to solve
two one-dimensional discontinuity decay problems in the non-classical do-
main.
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1. Introduction. Exact solutions to the fluid dynamics equations are impor-
tant for several reasons. First, they provide a convenient tool for the theoretical
study of liquid and gas flow characteristics [1–3]. Furthermore, exact solutions are
widely used for verifying new numerical models developed to approximate solu-
tions to fluid dynamics problems [4,5]. They are particularly relevant for complex
and generally underexplored physical regimes, such as those in non-classical gas
dynamics.

Non-classical gas dynamics is a field of fluid mechanics that studies the dy-
namic behavior of substances not obeying the ideal gas law. Such substances
include, for example, dense gases, supercritical compressible fluids, and certain
two-phase media. These gases, referred to as real gases, are described by spe-
cial equations of state and are characterized by thermodynamic conditions near
the saturation curve in the region where the fundamental derivative G is nega-
tive [6–8]:

G(p, v) =
v3

2c2

(∂2p
∂v2

)
s
,

where p is pressure, v is specific volume, and c =
√

−v2(∂p/∂v)s is the speed of
sound evaluated along an isentrope s = const.

The region with G < 0 is termed the inversion zone. In Fig. 1, the inversion
zone is highlighted in gray on the (p–v) diagram. In this region, the wave structure
of the Riemann problem solution is non-trivial, involving unusual phenomena such
as rarefaction shocks and smooth compression fans [9,10]. These can also combine
to form complex composite waves known as non-classical waves. The emergence
of non-classical waves is related to the convexity of the isentropes on the (p–v)
diagram and the relative position of the contact discontinuity with respect to the
initial states in the Riemann problem.

To find the exact solution to the Riemann problem in the inversion zone,
a complex geometric algorithm proposed in [7] can be applied. This algorithm
requires solving a series of local problems: (a) finding the inflection points of the
isentropes, (b) constructing the tangent lines at the curve points, (c) determining
the intersection points of a curve with a secant line, and (d) solving a nonlinear
system of equations. This approach is justified for a simple test problem. However,

Figure 1. (p–v) diagram close to the critical point; the inversion zone (G < 0) is shaded in gray
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it becomes impractical for larger-scale applications, even in one dimension. The
local problems listed above are typically solved iteratively using Newton’s method,
which is highly sensitive to the initial approximation, particularly in the inversion
region [11].

In this study, a method for constructing an approximate Riemann solver for
non-classical gas dynamics in the inversion region is proposed. It is based on the
exact solution of the Riemann problem but is less computationally intensive while
still capturing the essential features of the non-classical solution.

2. Geometric Interpretation of the Riemann Problem Solution. Let
us consider the Riemann problem for the Euler equations governing the motion
of a compressible inviscid non-heat-conducting gas. To construct the solution,
the specific volume v, the velocity u, and the specific entropy s are used as the
unknown variables. By introducing the definitions

W =



v
u
s


 , A(W ) =




u −v 0

v
(
∂p
∂v

)
s

u v
(
∂p
∂s

)
v

0 0 u


 ,

the governing gasdynamic equations can be written as follows:

∂W

∂t
+A(W )

∂W

∂x
= 0. (1)

The system of equations (1) is closed by an equation of state in the general
form e = e(s, v), from which the gas pressure p(s, v) can be determined.

The initial data contain a discontinuity separating two states with uniform
distributions on the left and right sides:

W (x, 0) =

{
WLeft, for x < 0,

WRight, for x > 0,

where WLeft = (pL, vL, uL) and WRight = (pR, vR, uR). To find the solution, the
intermediate state Wimdt = (p*, v*L, v

*
R, u

*) that connects WLeft and WRight must
be determined.

In classical gas dynamics, the Riemann problem has a self-similar solution
comprising a system of simple waves—shock waves (s) or rarefaction waves (f)—
connected by a contact discontinuity (cd). In general, a set of possible solutions, or
solution patterns, can be denoted as follows: s–s, s–f , f–s, f–f . The wave struc-
ture of the solution depends on the intermediate state (p*, v*L, v

*
R, u

*), obtained
by determining the intersection between the one-parameter family of states con-
nected to the left state (pL, vL) and the one-parameter family associated with the
right state (pR, vR).

One of the solutions is shown in Fig. 2. It includes, from left to right, a rarefac-
tion wave, a contact discontinuity, and a shock wave. The solution is characterized
by an f–s pattern, sketched in Fig. 2, b. This corresponds to Sod’s shock tube
problem with the initial data:

Sod:

{
vL = 1, pL = 1, uL = 0,

vR = 8, pR = 0.1, uR = 0.
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In Fig. 2, a, two isentropes are shown on the (p–v) diagram: the lower one
corresponds to the gas parameters on the left of the discontinuity, and the upper
one to the gas parameters on the right. The line denoted as sRH is the Hugoniot
adiabat. The red composite line connecting these two states represents the solution
to the Riemann problem. Since pL > p*, the solution on the left side contains
a rarefaction wave. On the right side, pR < p*; therefore, a shock wave forms
there. These waves are connected by a contact discontinuity. The pressure, specific
volume, and velocity distributions are shown in Fig. 2, c, d, and e, respectively.

The pressure value in the intermediate state p* is defined by the equation
F (p) = 0 [11]. This equation arises from a combination of the Rankine–Hugoniot
relations and the condition of constant entropy. For an ideal gas, F (p) can be
expressed in terms of pressure and velocity variables, without the specific volume
variable, as follows:

F (p) = f(p, pL, vL) + f(p, pR, vR)− (uL − uR) = 0. (2)

The functions f(p, pL, vL) and f(p, pR, vR) in (2) are defined as:

f(p, pH , vH) =





(p− pH)vH

cH

√
γ + 1

2γ

p

pH
+
γ − 1

2γ

, for p > pH ,

2

γ − 1
cH

[( p

pH

) γ−1
2γ − 1

]
, for p < pH ,

where the subscript “H” denotes “L” for the left wave and “R” for the right wave,

a b

c d e

Figure 2. Schematic of the Riemann problem solution for the fan–shock case in classical gas
dynamics: a) (p–v) plane; b) characteristic field; c) pressure distribution; d) specific volume

distribution; e) velocity distribution
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γ is the specific heat ratio, and cH is the speed of sound, calculated from the
equation of state.

In non-classical gas dynamics, the isentropes corresponding to the left and
right initial states can exhibit concave portions. The algorithm proposed in [7] is
based on a geometric procedure that requires constructing the convex envelope
for a set of points in the (p–v) plane. This construction can be viewed as a method
to connect two states in the (p–v) plane by combining different paths—portions
of the flux curve and straight-line segments. The result is a composite curve with
no convexity changes. The shape of this composite curve between the two states
determines the resulting wave type. This algorithm is physically justified by the
Oleinik entropy condition [12]. Constructing the solution requires determining the
following elements for each isentrope:

1) Two inflection points: (piL, v
i
L)1,2 and (piR, v

i
R)1,2;

2) Two absolute envelope points: (peL, v
e
L)1,2 and (peR, v

e
R)1,2;

3) Points where a straight line is tangent to the isentrope: (ptL, v
t
L), (p

t
R, v

t
R),

and (ptv, v
t
v);

4) Points where a straight line intersects the isentrope: (pinter, vinter).
In this case, the solution can include both classical waves (rarefaction fans

and shock waves) and non-classical waves (compression fans (F ) and rarefaction
shocks (S)). Moreover, the solution may involve composite waves, such as a non-
classical rarefaction shock combined with a classical rarefaction fan from the left
state, and a classical shock combined with a non-classical compression fan and a
classical shock from the right state (e.g., an Sf–sFs pattern).

Let us consider two test examples with non-classical wave solutions for the
Riemann problem, with the following initial conditions:

f–F case:

{
vL = 0.677, pL = 1.405, uL = −0.1365,

vR = 1.451, pR = 1.03, uR = −0.1.
(3)

Fs–f case:

{
vL = 1.294, pL = 0.959, uL = 0,

vR = 1.423, pR = 1.055, uR = 0.
(4)

The general solution for the initial state (3) has an f–F pattern. Its left part
is a classical rarefaction fan. Since the right state lies within the inversion zone
on the (p–v) diagram, the solution includes a non-classical wave—a compression
fan. A schematic of the solution for the initial conditions (3) from the right state
is shown in Fig. 3, a. The coordinate v*R of the intermediate state point is located

between the inflection points vi1R and vi2R of the right isentrope. Thus, a non-
classical compression fan wave forms, highlighted in red in Fig. 3.

The general solution for the initial state (4) has an Fs–f pattern. The left
initial state also lies within the inversion zone. A schematic of the solution for the
initial conditions (4) from the left state is shown in Fig. 3, b. The coordinate v*L
of the intermediate state point is located ahead of the inflection points vi1L and

vi2L of the left isentrope. However, a straight line is required to connect v*L with
the non-classical rarefaction shock originating from the left state.

The pressure and gas velocity for intermediate state of the solution are deter-
mined from the nonlinear system of two equations imposing that both pressure
and velocity assume the same values across the contact discontinuity.
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a b

Figure 3. Schematic of the Riemann problem solution for non-classical gas dynamics: a) F -wave
pattern from the right initial state for the f–F case; b) Fs-wave pattern from the left initial

state for the Fs–f case

{
p(v*L, pL, vL) = p(v*R, pR, vR),
u(v*L, pL, vL, uL) = p(v*R, pR, vR, uR).

(5)

The solution of the equation system (5) is determined by the relations for
pressure and velocity as functions of v for different wave structures. It is neces-
sary to use expressions for the sound speed, gas velocity, and pressure for the
rarefaction wave, along with the Hugoniot relations for shock waves [8]. These
equations depend on the equation of state. For a van der Waals gas [13], the
general expressions can be written as follows:

– Pressure for the rarefaction wave:

Q(v, pH , vH) =
(
pH +

1

v2H

)(vH − 1

v − 1

)1+δ
− 1

v2
; (6)

– Pressure for the shock wave:

pRH(v, pH , vH) =
eH − pH

v−vH
2 +

(
1− 1

δ

)
1
v + 1

δv2(
1
2 + 1

δ

)
v −

(
1
2vH + 1

δ

) . (7)

In (6) and (7), δ = R/cv is a dimensionless parameter, where cv is the specific
heat at constant volume and R is the gas constant of the substance. There exists a
boundary value δnonclas = 0.06; substances with δ below this value exhibit behavior
within the inversion zone. The problems (3) and (4) have been formulated for
δ = 0.008, and the relations (6) and (7) have been used to define the functions
in (5):

– For shock waves :





p(v, pH , vH) = pRH(v, pH , vH) = pRH ,

u(v, pH , vH , uH) = uH ∓ z ·
√

(vH − v)(pRH − pH),

z = sign(vH − v);

(8)
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– For rarefaction fans :





p(v, pH , vH) = Q(v, pH , vH),

u(v, pH , vH , uH) = uH ±
∫ v

vH

√
−Q′(v, pH , vH) dv,

Q′(v, pH , vH) =
∂Q(v, pH , vH)

∂v
;

(9)

– For non-classical double composite waves (fs construction):





p(v, pH , vH) = pRH(v, ptv, v
t
v) = pRH

v ,

ptv = Q(vtv, pH , vH),

u(v, pH , vH , uH) = uH ±
∫ vtv

vH

√
−Q′(v, pH , vH) dv −

− z ·
√

(vtv − v)(pRH
t − ptv),

z = sign(vtv − v).

(10)

Similar expressions can be derived for all possible wave patterns in accordance
with the wave solution identification algorithm.

3. Constructing the Solution for Composite Waves. Constructing the
solution for composite waves requires considering all possible wave patterns over
a wide range of the variable v in the system (5). To build the solution, specific
volume-dependent Boolean variables must be defined:

1) A procedure for selecting the correct wave associated with the left initial
state begins by determining the location of the left point on the isentrope. If
the wave starts with a segment along the isentrope, the first logical variable
is true (PrL = true). Otherwise, PrL = false.

2) To identify a classical rarefaction fan or a non-classical compression fan,
the local coordinate v must be positioned relative to the inflection points.
If the segment (vL, v) does not contain any inflection point, the second
logical variable is true (PrInf = true).

3) To define the non-classical fS and fSf patterns, the location of v relative
to the absolute envelope points must be identified. If the segment (vL, v)
contains both absolute envelope points, the third logical variable is false
(PrAbs = false).

4) To identify the non-classical S and Sf patterns, the position of the isen-
trope curve relative to the secant line through (vL, pL) and (v, p(sL, v))
must be determined. If the segment lies above the curve, the fourth logical
variable is true (PrSecUp = true).

5) To define a shock wave (s) or double non-classical SF and sFs patterns, the
position of the isentrope curve relative to the secant line through (vL, pL)
and (v, p(sL, v)) must be determined. If the segment lies below the curve,
the fifth logical variable is true (PrSecDn = true).

6) To identify the non-classical SF and sFs patterns, the local coordinate v
must be positioned relative to the inflection points. If the segment (v, vtL)
does not contain any inflection point, the sixth logical variable is true
(PrInfT = true).
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These Boolean variables are not used simultaneously, but the logical struc-
ture of the algorithm cannot be constructed without all of them. The DRAKON
flowchart [14] of the algorithm for wave solution identification is presented in
Fig. 4. It is designed for the left initial state when vL < v. The DRAKON flowchart
for the left initial state when vL > v is presented in Fig. 5.

The input data for this algorithm are the initial state parameters (pL, vL) and
the variable v. Depending on the current value of v, one of five different wave
patterns from the left side must be selected. A similar procedure applies to the
right wave solution. The presented algorithm is used to define the complicated
functions in the system (5).

Figure 4. DRAKON flowchart of the algorithm for wave solution identification (vL < v)

Figure 5. DRAKON flowchart of the algorithm for wave solution identification (vL > v)
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4. Approximate Solution. The system (5) can be solved by any iterative
method; for example, Newton’s method can be applied. The existence and unique-
ness of the solution to the Riemann problem have been established for classical
gas dynamics [15, 16], but this has not been rigorously formulated for the non-
classical regime. Moreover, iterative methods are also required to solve various
nonlinear equations for determining:

– inflection points;
– absolute envelope points;
– points of tangency between a straight line and an isentrope curve;
– points of intersection between a straight line and an isentrope curve.
In the field of non-classical gas dynamics, these functions, as well as those

in (5), are composite, and the problem of specifying a suitable initial guess for
iterative methods arises. This issue becomes particularly acute at the junctions of
waves in a composite solution, where iterative methods often diverge. Numerical
experiments have shown that for solving the aforementioned problems, the bisec-
tion method is more robust. However, even using the bisection method, in some
cases, “manual” control of the solution search procedure is required. The applica-
tion of iterative methods to the Riemann problem in non-classical gas dynamics is
justified for simple test problems. However, it becomes impractical for larger-scale
applications, such as when used as a building block within the Godunov method.
Extending the algorithm to a three-dimensional statement on a non-orthogonal
grid results in a physically justified but computationally inefficient algorithm from
a practical implementation perspective.

Given the above situation, an approximate Riemann solver appears to be a
viable alternative. The approach proposed in the present study to construct an
approximate Riemann solver is based on approximating the complex functions in
(5) without relying on specific initial states. Four different approaches have been
employed to build approximate solvers within the Godunov method framework
in [17]: linearization of the nonlinear equations, cubic interpolation, local approx-
imation of the equation of state using a two-term equation of state [11, 17], and
a tabulation method. Analysis of the obtained results demonstrated the effec-
tiveness of two approaches: the local approximation method and the tabulation
method. In this work, the tabulation method is applied to solve problems (3) and
(4).

The key challenge with composite wave solutions is the inability to express
pressure analytically as a function of gas velocity, as is achieved for the ideal
gas in equation (2). The main idea of the proposed approach is to replace the
governing continuous functions of the solution with their discrete representations
at interpolation nodes. These discrete functions can then be used to solve the
Riemann problem both in isolation, for test problems, and as part of the Godunov
method for more complex problems.

For this purpose, three interpolation meshes are defined:




piH = pi−1
H +Δpi, i = 1, Np, p0H = pmin

H , p
Np

H = pmax
H ,

vjH = vj−1
H +Δvj , j = 1, Nv, v0H = vmin

H , vNv

H = vmax
H ,

vk = vk−1 +Δvk, k = 1, N, v0 = vmin, vN = vmax.

(11)

Here, Δpi, Δvj , and Δvk are the step sizes of the interpolation mesh for the
initial pressure, initial specific volume, and specific volume variable, respectively;
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Np, Nv, and N are the numbers of nodes in the interpolation mesh.

For each point on these meshes, the discrete values pi,j = p(v, piH , v
j
H) and

Δui,j = Δu(v, piH , v
j
H) are computed at all points vk using equations (8), (9), and

(10). Suppose the initial state (pL, vL) of a given problem falls within the intervals

pi−1
H < pL < piH and vj−1

H < vL < vjH . The values of the functions p(v, pL, vL) and
Δu(v, pL, vL, uL) at the points vk can be obtained using bilinear interpolation.
In Fig. 6, five lines in the (p–v) plane are shown. The dashed lines represent the
pressure functions defined on the interpolation meshes (11), and the solid line
represents the pressure function obtained by bilinear interpolation for the given
values (pL, vL). The velocity function is determined similarly.

In general, the solution to the Riemann problem is based on the functions
p1(v) = p(v, pL, vL), p2(v) = p(v, pR, vR) and u1(v) = uL−Δu(v, pL, vL), u2(v) =
uR + Δu(v, pR, vR), defined on the set of values vk. These functions satisfy the
system (5). A graphical representation of the Riemann problem solution is shown
in Fig. 7.

To find the solution, two values v*L and v*R must be determined such that the
following equalities hold:

p1(v
*
L) = p2(v

*
R),

u1(v
*
L) = u2(v

*
R).

Since the functions under consideration are discrete, a non-iterative procedure
can be employed to find the solution. For this purpose, it is necessary to construct
the discrete function P (u) = p*1(u)−p*2(u) on the common interval of the variable
u, thereby eliminating the variable v from the relations. This is feasible for every
pair of discrete functions:

p1(v), u1(v) ⇒ p*1(u),

p2(v), u2(v) ⇒ p*2(u),

as they are defined on the same interpolation points.
In this case, solving the system (5) becomes unnecessary. The solution can

be directly determined on the interval [ui−1, ui] where the function P (u) changes

Figure 6. Bilinear interpolation for the solu-
tion function Figure 7. Solution construction
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sign. Assuming a linear variation of P (u) between the mesh nodes ui−1 and ui,
the gas velocity at the contact discontinuity is found using the formula:

u* = ui − P (ui)
ui − ui−1

P (ui)− P (ui−1)
.

Knowing the velocity u*, the pressure at the contact discontinuity can be
calculated from either of the two functions—p*1(u) or p*2(u). Then, the specific
volume values v*L and v*R are uniquely determined from the corresponding tabu-
lated functions.

The described approach has been applied to approximately solve the test prob-
lems (3) and (4). A comparison of the exact solution of these problems with the
approximate one is given in Table 1. The maximum absolute deviation of the
approximate solution from the exact one does not exceed 0.06.

Table 1

Comparison of exact and approximate solutions for the test problems

Parameter
Solution

Exact Approximate
f–F case

p* 1.09759974969995 1.09763372318514
u* −0.159809461904289 −0.159716582534566
v*L 0.903652908743441 0.903792866716065
v*R 1.16005152731677 1.15985386107073

Fs–f case

p* 0.991790383560825 0.991866646053808
u* −0.122048393289314 −0.121922929652812
v*L 0.83579973857623 0.835319156613279
v*R 1.65865734349481 1.65845846192419

5. Conclusion. In the present paper, an approach to construct an approxi-
mate solver for the Riemann problem in the non-classical regime of gas dynamics
is proposed. It is based on utilizing tabulated discrete data obtained from the
exact solutions of the discontinuity decay problem on an interpolation mesh. This
approach eliminates the need for iterative methods to find an approximate solu-
tion and allows for the correct identification of physical quantities in composite
wave solutions.
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Приближенное решение задачи Римана
для неклассической газовой динамики
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Аннотация

Рассмотрен подход к построению приближенного решателя для не-
классической задачи Римана. Решение задачи о распаде разрыва в обла-
сти неклассической газовой динамики может содержать составные вол-
ны, включающие чередующиеся волны сжатия и разрежения, в том чис-
ле неклассические. Алгоритм нахождения точного решения строится на
основе геометрического представления ударных волн и волн разрежения
на изэнтропах и предполагает многократное использование итерацион-
ных методов для решения локальных задач, таких как нахождение точек
перегиба на изэнтропах, точек касания прямой и кривой и т.д. При реше-
нии таких задач итерационными методами возникает проблема поиска
начальных приближений, обеспечивающих сходимость метода. Предла-
гаемый в данной работе подход основан на табулировании точных реше-
ний задач Римана в широком диапазоне параметров начального состо-
яния. Эти данные затем используются для нахождения приближенного
решения без применения итерационных методов. Приближенный реша-
тель был успешно применен для решения двух одномерных модельных
задач о распаде разрыва в неклассической области.

Ключевые слова: задача Римана, неклассическая газовая динамика,
точное решение, приближенное решение, геометрическая интерпретация
решения, табулирование данных.
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Моделирование зоны возмущения разреженной
многокомпонентной низкотемпературной плазмы
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В. В. Черепанов
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Аннотация

Обоснована математическая модель самосогласованной релаксации
возмущенной области, построенная на основе нелинейной системы Вла-
сова—Пуассона, которая описывает взаимодействие неподвижного по-
глощающего заряженного проводника (сферической или цилиндриче-
ской формы) со свободномолекулярной многокомпонентной низкотем-
пературной плазмой. Многомерность кинетических уравнений создава-
ла существенные сложности для численной реализации модели. Для их
преодоления разработана система криволинейных координат с неголо-
номными связями, позволяющая сократить фазовый объем задачи; при-
веден вывод формы кинетического уравнения в данной системе коорди-
нат. Подробно описан применяемый численный метод моделирования.

Полученные результаты не только подтверждают адекватность пред-
ложенной модели и корректность реализации численных алгоритмов, но
и представляют значительный практический интерес. Кинетический ха-
рактер модели обеспечивает возможность детального исследования со-
стояния плазмы и самосогласованного электрического поля в околопо-
верхностной области. В частности, на примере сферического тела в трех-
компонентной плазме продемонстрировано наличие существенного нерав-
новесия в распределении частиц в возмущенной зоне, а также выявлены
характерные особенности пространственного распределения и динамики
частиц с различным знаком заряда.

Ключевые слова: разреженная плазма, заряженный шар, возмущен-
ная зона, фазовое пространство, неголономные координаты, самосогла-
сованное поле, функция распределения, макропараметры, эволюция.
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Физические условия и предварительное обсуждение модели.
Ионизированные многокомпонентные среды, включая разреженные, их свой-
ства и взаимодействие с различными телами и системами традиционно при-
влекают пристальное внимание исследователей. Хотя многие приложения
низкотемпературной плазмы относительно недавно возникли в таких обла-
стях, как медицина, экология, связь, энергетика, физика твердого тела и тех-
нологии [1–10], позиции аэрокосмической тематики в подобных исследовани-
ях остаются весьма значительными [11–22].

Вместе с тем в задачах теплообмена разреженная низкотемпературная
плазма практически не рассматривается, что обусловлено спецификой дан-
ного состояния вещества и особенностями его описания. Прежде всего, иссле-
дование разреженных сред требует отказа от традиционных для специали-
стов по теплообмену макроскопических уравнений, которые принципиально
неприменимы к газам в непосредственной близости от взаимодействующих
с ними поверхностей. Макроскопическое описание предполагает изотропию
распределения частиц по скоростям, однако это условие нарушается в кнуд-
сеновском пристеночном слое, где динамику газа можно описывать только на
основе кинетического подхода [23,24]. Кроме того, в ионизованных газах с вы-
сокой концентрацией заряженных частиц существенное влияние на динамику
среды оказывает электромагнитное поле, описание которого нельзя рассмат-
ривать изолированно. Наконец, плазма в общем случае представляет собой
настолько сложную и многопараметрическую систему, что для неё практи-
чески не существует универсальной и одновременно эффективной математи-
ческой модели [25, 26]. Таким образом, решение задач теплообмена в такой
среде сохраняет актуальность и в настоящее время.

Данная работа отражает некоторые результаты решения проблем началь-
ного этапа разработки комплекса программных инструментов для задач теп-
ломассообмена в разреженной многокомпонентной плазме. В связи с этим
представленное исследование ограничено рассмотрением идеальной низко-
температурной полностью ионизованной кулоновской плазмы без магнитного
поля и столкновений ионов, то есть ситуацией, когда размеры тела и области
возмущения, вносимого им в ионизированный газ, сопоставимы по порядку
величины с дебаевским радиусом, а длины свободного пробега и ларморов-
ские радиусы ионов превышают его настолько, что столкновениями ионов
и влиянием магнитного поля в анализируемой зоне возмущения можно пре-
небречь.

Отметим, что подобное специфическое состояние ионизированного газа
помимо возможности его лабораторной реализации наблюдается в космиче-
ской плазме так называемой переходной зоны — обширной области, прости-
рающейся от внешних границ ионосферы (порядка 2000 км) до плазмопаузы
(3–5 радиусов Земли) и далее, где летательные аппараты можно считать ква-
зипокоящимися телами по отношению к частицам [27, 28]. В этой области
степень ионизации плазмы возрастает с удалением от Земли от значений по-
рядка 104, эффективный свободный пробег ионов превышает 104 м, а дебаев-
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ский радиус варьируется от нескольких сантиметров до величин, сопостави-
мых с размерами летательных аппаратов или их ключевых конструкционных
элементов. Последнего условия, как правило, достаточно для решения задач
диагностики в зондовых экспериментах, проводимых для тел, размеры кото-
рых значительно меньше, чем у летательных аппаратов [29]. Магнитное поле
Земли на таких расстояниях существенно слабее, чем на поверхности; лармо-
ровский радиус электронов увеличивается с ростом расстояния от несколь-
ких метров до нескольких десятков метров, а у ионов он всегда значительно
больше. В таких условиях в области возмущения толщиной до нескольких
десятков дебаевских радиусов взаимодействием ионов с магнитным полем
Земли можно уверенно пренебречь.

При наличии в газе свободных электронов абсорбирующие поверхности
тел обычно приобретают отрицательный плавающий потенциал [27], обеспе-
чивающий баланс потоков заряженных частиц разного знака на поверхности.
Уже в этих условиях положительные ионы преобладают в пристеночной об-
ласти, поскольку скорости электронов, как правило, значительно выше. Рас-
чет плавающего потенциала представляет собой отдельную обратную задачу,
однако его элементарные оценки можно найти в различных источниках (см.,
например, [30]). Эти оценки показывают, что в рассматриваемой области кос-
мической плазмы с температурой до 104 K абсолютные значения плавающего
потенциала невелики и не превышают нескольких вольт.

При задании на поверхности тела потенциалов, сопоставимых с плаваю-
щим, электрические токи в возмущенной зоне оказываются незначительны-
ми, а их плотность, согласно расчетам, не превышает десятка мА/м2. Сле-
довательно, собственным магнитным полем ионизированного газа в данном
случае также можно пренебречь, ограничившись рассмотрением лишь ква-
зистационарного самосогласованного электрического поля.

Действительно, поскольку в сильно разреженном газе столкновения ча-
стиц практически отсутствуют, температуры его различных компонент могут
существенно различаться в течение определенного времени. Однако в есте-
ственных условиях космического пространства длительного различия тем-
ператур компонент не наблюдается. Поэтому релаксация структур в плазме
при неизменных или медленно меняющихся внешних условиях происходит
за характерное время наиболее тяжелых частиц, тогда как релаксация поля
и электронов осуществляется значительно быстрее. В этом случае поле мож-
но считать квазистационарным, а электроны — находящимися в равновесном
распределении. В частности, для электронов можно использовать распреде-
ление Больцмана или модифицированное распределение, учитывающее эф-
фект их поглощения отрицательно заряженной поверхностью [27]. Такой под-
ход позволяет исключить кинетическое уравнение для электронов из матема-
тической модели области возмущения и решать бесстолкновительную задачу
релаксации на характерном временном масштабе ионов.

Возможная анизотропия распределения ионов разреженного газа по ско-
ростям в окрестности тела требует их описания на основе бесстолкновитель-
ного кинетического уравнения Власова, предложенного в работе [31]. С тех
пор накоплен значительный объем исследований, посвященных этому урав-
нению и связанным с ним задачам, что привело к формированию целого
научного направления. Хотя само кинетическое уравнение продолжает но-
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сить имя А. А. Власова [25,32], это название часто используется в контексте
различных его модификаций и уточнений.

Основная система уравнений, рассматриваемая в данной работе примени-
тельно к плазме с самосогласованным электростатическим полем, называется
системой Власова—Пуассона, хотя это наименование встречается и в гравита-
ционной теории. Уравнение Власова успешно применяется для решения фи-
зических задач в различных областях, оно всесторонне исследовано матема-
тически, для него известны различные методы решения, найдены и изучены
важные аналитические решения. Обзоры по данной тематике представлены
в относительно недавних работах [33,34].

Однако, признавая фундаментальное значение исследований, посвящен-
ных аналитическому изучению и решению уравнения Власова, следует от-
метить, что такие решения либо носят приближенный характер, либо рас-
сматривают задачи, достаточно далекие от практических приложений. Это
создает широкие возможности для численных методов, особенно в случаях
нелинейности, многокомпонентных сред, криволинейной геометрии и других
сложных условий. Некоторые практические аспекты, актуальные для подоб-
ных ситуаций, будут рассмотрены далее в данной работе.

Наряду с кинетическими уравнениями для ионов и уравнением для по-
тенциала макроскопического квазистационарного электрического поля (со-
держащим нелинейность, обусловленную видом равновесного распределения
электронов), в рассматриваемый вариант системы Власова—Пуассона для
возмущенной зоны входят уравнения связи макропараметров газа с функци-
ями распределения, а также необходимые граничные и начальные условия.

В невозмущенной плазме концентрации и заряды различных частиц удо-
влетворяют условию квазинейтральности

∑
α eαnα = 0, где индекс α обозна-

чает сорт (тип) частиц с зарядом eα и концентрацией nα. Следовательно, на
начальном этапе формирования возмущенной зоны макроскопическое элек-
трическое поле создается исключительно внесенным телом и может рассчи-
тываться, как в вакууме.

Для компонентов невозмущенного равновесного газа справедливо макс-
велловское распределение по скоростям, которое принимается в качестве на-
чального приближения. Однако при моделировании это асимптотическое
внешнее граничное условие приходится переносить из «бесконечности» в точ-
ки r∞ внешней границы ∂eV конечной зоны возмущения V . Если такой пе-
ренос для макроскопической плотности заряда вполне корректен (поскольку
она действительно становится пренебрежимо малой на расстоянии несколь-
ких дебаевских радиусов от тела), то предположение о сохранении на внешней
границе возмущенной зоны распределения частиц по скоростям, идентичного
невозмущенной плазме, является некорректным. На границе ∂eV следует учи-
тывать ненулевую среднюю скорость компонент, необходимую для обеспече-
ния непрерывности полного тока проводимости. Таким образом, на внешней
границе возмущенной зоны исчезает лишь макроскопическое электрическое
поле, тогда как у функций распределения ионов устраняются проявления
анизотропии, вызванные воздействием поверхности тела ∂bV .

Наконец, систему уравнений задачи целесообразно представить в безраз-
мерной форме. Для перехода к безразмерным величинам удобно использовать
естественную систему масштабов, не приводящую к появлению дополнитель-

519



Че р е п а н о в В. В.

ных коэффициентов в уравнениях. Принимая ионы первого типа в качестве
наиболее тяжелых и медленных частиц, для многокомпонентного газа в си-
стеме СИ такую систему масштабов можно записать в виде

Mn = n1∞, MT = T1∞, ML = RD1∞ =
(ε0kBT1∞
e2n1∞

)1/2
,

Mϕ =
kBT1∞
e

, Mv =
(2kBT1∞

m1

)1/2
, (1)

Mt =
ML

Mv
, ME =

Mϕ

ML
, Mf =

Mn

M3
v

,

где Mn — масштаб концентрации частиц; MT — масштаб температуры; ML —
масштаб длины; Mϕ — масштаб потенциала электрического поля; Mv — мас-
штаб скорости; Mt — масштаб времени; ME — масштаб напряженности элек-
трического поля; Mf — масштаб функции распределения; n1 — концентрация
ионов первого типа; T1 — температура ионов первого типа; RD1 — дебаевский
радиус для ионов первого типа; e— элементарный заряд; kB и ε0 — постоян-
ная Больцмана и электрическая постоянная; m1 — масса иона первого типа.
Индекс ∞ относится к параметрам невозмущенной плазмы.

Рассмотрим случай, когда в равновесную многокомпонентную разрежен-
ную низкотемпературную плазму внесен неподвижный относительно нее про-
водник, имеющий форму шара или бесконечного прямого кругового цилин-
дра. Поверхность проводника полностью поглощает все падающие частицы
и имеет заданный электрический потенциал. Будем пренебрегать магнитным
полем и столкновениями ионов, а электроны считать распределенными рав-
новесно в квазистационарном самосогласованном электрическом поле. Далее
в работе рассматриваются как вопросы численной реализации соответству-
ющей математической модели зоны плазменного возмущения, основанной на
нелинейной системе Власова—Пуассона, так и некоторые результаты ее при-
менения.

1. Неголономные координаты и математическая формулировка
задачи. Поскольку фазовое пространство является многомерным, целесооб-
разно не только учесть симметрию задачи, но и выбрать переменные, обес-
печивающие максимально компактное представление области решения.

В монографии [35] исследована связь структуры конвективного фазово-
го оператора кинетического уравнения с метрикой пространства, доказана
его ковариантность и установлены правила преобразования в криволиней-
ные координаты евклидова пространства. Однако в этой классической ра-
боте А. А. Власова рассматривался переход от декартовых фазовых коор-
динат лишь к произвольным голономным криволинейным координатам uk,
k = 1, . . . , 6, для которых почти всюду выполняется условие взаимно од-
нозначного непрерывного соответствия с декартовыми координатами. В мо-
нографии показано, что когда функция распределения не зависит от части
переменных uk, k = m+ 1, . . . , 6, кинетическое уравнение принимает вид

∂(J*f)
∂t

+

m∑

k=1

∂

∂uk
(u̇kJ

*f) = 0, J* =
∫

Ωm+1,...,6

J(u1, . . . , u6)dΩm+1,...,6, (2)
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где J* — якобиан преобразования, проинтегрированный по области Ωm+1,...,6

полного изменения переменных uk, k = m+1, . . . , 6. Уравнение (2) формально
совпадает с уравнением неразрывности для декартовых координат, выражая
условие баланса вещества с плотностью J*f в криволинейном фазовом про-
странстве.

Однако голономные координаты не всегда обеспечивают минимизацию
области решения. В частности, при наличии очевидной угловой и трансвер-
сальной симметрии, характерной для неподвижных сферических и цилин-
дрических тел, фазовое пространство становится более локализованным при
использовании координат r, v, µ = r · v/(rv) [29]. Эти координаты являются
неголономными, так как их связь с компонентами трансверсальной скорости
не является взаимно однозначной, несмотря на непрерывность. Следователь-
но, переход к указанным неголономным переменным требует дополнительных
пояснений.

Во-первых, отметим, что преобразование кинетического уравнения к пе-
ременным r, v, µ в случае центральной и осевой симметрии задачи при от-
сутствии поля приводит к исчезновению в фазовом конвективном операторе
компонент, содержащих производные по v. Следовательно, соответствующие
преобразования следует выполнять только при наличии поля.

Во-вторых, поскольку форма конвективного фазового оператора в голо-
номных координатах установлена в работе [35], преобразование координат
можно проводить исходя из формы уравнения Власова для сферических и ци-
линдрических координат, полученных в указанной работе. Обозначив через
Z зарядовое число частиц и используя масштабы (1), запишем эти исходные
формы для дальнейших преобразований.

В случае цилиндрических координат имеем

Df

dt
=
∂f

∂t
+ uα

∂f

∂xα
− Γm

αβu
αuβ

∂f

∂um
=

=
∂f

∂t
+ vr

∂f

∂r
+
vφ
r

∂f

∂φ
+ vz

∂f

∂z
+

+
(v2φ
r

+
ZEr

2

) ∂f
∂vr

+
(
−vrvφ

r
+
ZEφ

2

) ∂f
∂vφ

+ v̇z
∂f

∂vz
. (3)

В случае сферических координат имеем

Df

dt
=
∂f

∂t
+ uα

∂f

∂xα
− Γm

αβu
αuβ

∂f

∂um
=

=
∂f

∂t
+ vr

∂f

∂r
+
vθ
r

∂f

∂θ
+

vφ
r sin θ

∂f

∂φ
+
(v2θ + v2φ

r
+
ZEr

2

) ∂f
∂vr

+

+
(v2φ
r

ctg θ − vrvθ
r

+
ZEθ

2

) ∂f
∂vθ

+
(
−vrvφ

r
− vθvφ

r
ctg θ +

ZEφ

2

) ∂f
∂vφ

. (4)

Здесь Γm
αβ — символы Кристоффеля; по повторяющимся верхним и ниж-

ним индексам производится суммирование. Формы уравнений (3) и (4) до-
пускают наличие электрического поля произвольной ориентации, а смысл
входящих в них переменных ясен из контекста.
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Рассмотрим сначала цилиндрический оператор (3), предполагая осевую
симметрию в физическом пространстве и дополнительную однородность вдоль
оси Oz, совпадающей с осью цилиндра. В этом случае поле, функция распре-
деления и конвективный фазовый оператор не зависят от координат φ и z,
однако сохраняют зависимость от радиальной и трансверсальной скоростей.

Из (3) получаем

Df

dt
=
∂f

∂t
+ vr

∂f

∂r
+
(v2φ
r

+
ZEr

2

) ∂f
∂vr

− vrvφ
r

∂f

∂vφ
. (5)

Связь между компонентами скорости в цилиндрических и неголономных
координатах задается следующими соотношениями:

vr = vµ, vφ = ±
√

1− µ2, v =
√
v2r + v2φ, µ =

vr√
v2r + v2φ

, (6)

причем именно многозначность одного из выражений в (6) обусловливает
неголономность соответствующих преобразований.

Учитывая, что

∂

∂vr
=

∂µ

∂vr

∂

∂µ
+
∂v

∂vr

∂

∂v
,

∂

∂vφ
=

∂µ

∂vφ

∂

∂µ
+

∂v

∂vφ

∂

∂v
,

и вычисляя частные производные, из (6) получаем

∂

∂vr
=

1− µ2

v

∂

∂µ
+ µ

∂

∂v
,

∂

∂vφ
= ∓µ

√
1− µ2

v

∂

∂µ
±

√
1− µ2

∂

∂v
. (7)

Подстановка (7) в (5) дает окончательный вид кинетического фазового
оператора в неголономных координатах:

Df

dt
=
∂f

∂t
+ vµ

∂f

∂r
+
ZErµ

2

∂f

∂v
+ (1− µ2)

(v
r
+
ZEr

2v

)∂f
∂µ
. (8)

В случае неподвижного сферического тела функция распределения ча-
стиц зависит лишь от t, r, vr, vτ и обладает трансверсальной симметрией
(трансверсальные компоненты векторов обозначены индексом τ). Следова-
тельно, конвективный фазовый оператор в неголономных координатах со-
храняет аналогичный вид. Данный факт легко устанавливается посредством
преобразований, аналогичных приведённым выше.

С учётом симметрии и уравнения (8) безразмерная система принимает
следующий вид:

∂fα
∂t

+ vµ
∂fα
∂r

+
ZErµ

2

∂fα
∂v

+ (1− µ2)
(v
r
+
ZEr

2v

)∂fα
∂µ

= 0,

βα = mα/Tα∞, α = 1, . . . , N − 1, t > 0, v ∈ (0,∞), r ∈ [rb, r∞],
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∂2ϕ

∂r2
+
γ

r

∂ϕ

∂r
= ne −

N−1∑

α=1

Zαnα, Er = −∂ϕ
∂r
, γ =

{
1, цилиндр,

2, шар,

fα(0, r, v, µ) = nα∞(βα/π)
3/2 exp(−βαv2), ϕ(0, r) = ϕ1r1/r,

fα(t, rb, v, µ) = 0, µ < 0, ϕ(t, rb) = ϕ1, ϕ(t, r∞) = 0, (9)

fα(t, re, v, µ) = nα∞(βα/π)
3/2 exp[−βα(v2 − 2vvα∞ + v2α∞)],

nα(t, r) = 2π

∫ ∞

0
v2

∫ 1

−1
fα(t, r, v, µ)dµdv,

Tα(t, r) =
2π

nα

∫ ∞

0
v2

∫ 1

−1
v2T,α(t, r, v, µ)fα(t, r, v, µ)dµdv,

qα,r(t, r) =
2π

nα

∫ ∞

0
v3

∫ 1

−1
µv2T,α(t, r, v, µ)fα(t, r, v, µ)dµdv,

〈vα,τ 〉(t, r) = 0, 〈vα,r〉(t, r) =
2π

nα

∫ ∞

0
v3

∫ 1

−1
µfα(t, r, v, µ)dµdv,

v2T,α(t, r, v, µ) = (vµ− 〈vα,r(t, r)〉)2 + v2(1− µ2),

где N — количество компонент газа; массы частиц и температуры компонент
плазмы приведены в безразмерных единицах. Индекс α, как и ранее, обозна-
чает тип частиц (при этом α = N заменён на e для электронов). Индекс b
соответствует поверхности тела ∂bV , ∞— внешней границе ∂eV возмущён-
ной зоны, радиус которой задаётся a priori ; T обозначает тепловую скорость
частиц. Угловые скобки 〈 · 〉 означают усреднение по ансамблю частиц.

Для электронов можно использовать безразмерное распределение Больц-
мана

ne(t, r) = ne,∞ exp
(
εϕ(t, r)

)
(10)

либо модифицированное распределение [27]:

ne(t, r) =
1

2
ne,∞ exp

(
εϕ(t, r)

){
1 + p+ (1− q)

√
1− r21

r2
exp

[εr2b (ϕ(t, r)− ϕb)

r2 − r2b

]}
,

(11)
где

p = Φ
(√

ε(ϕ(t, r)− ϕb)
)
, q = Φ

(√
εr2(ϕ(t, r)− ϕb)

r2 − r2b

)
,

Φ( · )— функция ошибок, а ε = T1,∞/Te,∞.
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Важно отметить, что дивергентная форма (2) кинетического операто-
ра (8) позволяет применять для его аппроксимации как консервативные вы-
числительные схемы [36], так и имитационные динамические методы, осно-
ванные на моделировании переноса вещества в фазовом пространстве [37,38].

Учитывая целесообразность использования дивергентной формы кинети-
ческого уравнения в задаче (9), отметим зависимость проинтегрированного
якобиана преобразования J* от геометрии тела:

J* =

{
4πrv/

√
1− µ2, цилиндр,

8π2r2v2, шар,
(12)

где интегрирование выполняется по всем углам физического пространства,
включая азимутальный угол для сферической системы или полярный угол
для цилиндрической системы в пространстве скоростей. В обоих случаях про-
странство скоростей двумерно, что ограничивает контроль лишь радиальной
компонентой скорости и модулем её трансверсальной компоненты.

2. Численное решение и некоторые особенности реализации ме-
тода. Для решения кинетического уравнения задачи (9) использовался метод
крупных частиц с постоянным форм-фактором [38], реализованный на равно-
мерной неоднородной сетке криволинейного фазового пространства {r, v, µ}
с шагами hr, hv, hµ. Метод предполагает, что последовательно рассматривае-
мые ячейки сетки фазового пространства (крупные частицы) объемом hrhvhµ
(якобиан (12) учитывается в фазовой плотности вещества согласно (2)) сна-
чала перемещаются как жесткие объекты в соответствии со скоростями, рас-
считанными для их центров, и шагом метода по времени, определяемым из
условия устойчивости. Затем вещество смещенной крупной частицы в соот-
ветствии с выбранным форм-фактором перераспределяется между ячейками
разностной сетки, с которыми у нее имеется непустое пересечение. При по-
стоянном форм-факторе вещество частицы равномерно распределено по ее
объему, а сам метод крупных частиц эквивалентен явной схеме дифференци-
рования против потока, имеющей первый порядок точности аппроксимации
по шагам и условие устойчивости Куранта [36–38]:

Δt <
1√
K

min
16k6K

( hk
max |u̇k|

)
, (13)

где K — размерность пространства задачи, а экстремумы определяются по
всем ячейкам области решения. С физической точки зрения условие (13) не
позволяет крупным частицам в течение одного шага метода по времени сме-
ститься дальше, чем на одну ячейку сетки, по любому из координатных на-
правлений.

Для расчета макропараметров ионов использовались квадратуры инте-
гралов, входящих в систему (9). При этом проблему вычисления несобствен-
ных интегралов по v ∈ (0,∞) в (9) можно решить, например, используя адап-
тивную подвижную по v сетку [29], отслеживающую смещение по этой пере-
менной носителя функции распределения. Тогда бесконечный интервал инте-
грирования можно заменить подвижным интервалом фиксированной конеч-
ной ширины, задаваемой a priori, гарантированно перекрывающим основную
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часть носителя. Также несобственный интеграл можно представить в виде
суммы двух интегралов по единичному промежутку с переменными инте-
грирования v и 1/v. Подобный прием, хотя и несколько более ресурсоемкий,
успешно применялся автором для расчета несобственных интегралов в зада-
чах переноса излучения [39].

В данной работе использовался первый подход. Для уменьшения контро-
лируемого диапазона переменной v в условиях смещения носителя функции
распределения в фазовом пространстве задачи её сетка была выполнена неод-
нородной и подвижной по v. На каждом временном шаге метода первона-
чальные положения крупных частиц ассоциировались с центрами фазовых
ячеек ri = rb+hr(i− 1/2), µk = −1+hµ(k− 1/2), vj,k,i = vmin k,i+hv(j− 1/2),
где i = 1, . . . , Nr, j = 1, . . . , Nv, k = 1, . . . , Nµ. Необходимая подвижность сет-
ки обеспечивалась использованием переменной нижней границы v = vmin k,i,
рассчитываемой для каждого (ri, µk)— «пучка» крупных частиц. Для её вы-
числения использовался следующий алгоритм.

Определим сеточную функцию Qj,k,i = Q(ri, vj,k,i, µk), где Q(r, v, µ) =
= J*(r, v, µ)f(r, v, µ)hrhvhµ, задающую количество частиц в фазовых ячей-
ках. Здесь и далее для краткости опускается временной аргумент. В качестве
примера рассмотрим случай шара. Пусть V (r, hr) = 4πr2hr — объём шарового
слоя толщины hr. Тогда значения Q1,k,i и QNv ,k,i, полученные после каждого
этапа перемещения крупных частиц и перераспределения их содержимого,
использовались для определения параметра ηk,i направления смещения но-
сителя функции распределения, параметра величины сдвига si,k сетки, ми-
нимальной скорости vmin k,i и пересчёта сеточной функции Q при сдвиге сет-
ки следующим образом (для краткости несущественные для понимания сути
преобразований индексы i, k в последующих соотношениях также опущены):

s =
|QNv −Q1|

η(Q2 +QNv) + (1− η)(Q1 +QNv−1)
, η = Θ(QNv −Q1),

vmin := η(vmin + hvs) + (1− η)max(0, vmin − hvs),
Q1 := (1− s)Q1 + sηQ2,
QNv := (1− s)QNv + s(1− η)QNv−1,
Qj := (1− s)Qj + s[ηQj+1 + (1− η)Qj−1], j = 2, . . . , Nv − 1.

Здесь Θ( · )— функция Хэвисайда, :=— символ присваивания. Введение по-
движных сеток давно и эффективно используется при решении подобных
кинетических задач и позволяет, в частности, по модулю скорости рассмат-
ривать относительно небольшой диапазон Δv значений v. В проведенных
расчетах он нигде не превышал 5 (в единицах тепловой скорости наиболее
тяжелых ионов невозмущенной плазмы).

Для оценки величины средней скорости v∞ перетекания ионов через внеш-
нюю границу возмущённой зоны запишем уравнение баланса (неразрывно-
сти) полного числа частиц N для предпоследнего радиального слоя толщи-
ной hr, середина которого имеет радиальную координату rNr−1 = re − 3hr/2.
В качестве примера вновь рассмотрим случай сферической геометрии. По-
скольку объём такого слоя с центральным радиусом r на используемой сетке
определяется выражением V (r, hr) = 4πr2hr, получаем
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0 =
[∂N
∂t

+∇ · (N〈v〉)
]k
Nr−1

=
[∂N
∂t

+
∂

∂r
(N〈vr〉)

]k
Nr−1

=

= 4πr2Nr−1hr

(∂n
∂t

)k

Nr−1
+ 4πhr

[ ∂
∂r

(N〈vr〉)
]k
Nr−1

=

= 4πr2Nr−1hr

(nk − nk−1

Δt

)
Nr−1

+ 2π
(
r2Nr

nkNr
〈vr〉kNr

− r2Nr−2n
k
Nr−2〈vr〉kNr−2

)
,

откуда следует искомая оценка:

vk∞ = 〈vr〉kNr
=
r2Nr−2

r2Nr

nkNr−2

nkNr

〈vr〉kNr−2 − 2hr
r2Nr−1

r2Nr

1

nkNr

(nk − nk−1

Δt

)
Nr−1

.

В приведённых соотношениях верхние индексы соответствуют временно-
му слою (случаи квадратов величин понятны из контекста), нижние индексы
обозначают пространственную координату. Пространственная производная
аппроксимируется симметричной схемой, временная производная — методом
«дифференцирования назад».

Свойства квазилинейных эллиптических операторов и подходы к числен-
ному решению нелинейного уравнения Пуассона с правой частью, содержа-
щей распределения типа (10) и (11), подробно исследованы в работе [40].
В указанной работе помимо классического метода установления применимого
для случая экспоненциальной нелинейности (распределение Больцмана (10)),
предложен новый метод разбиения области решения, основанный на принци-
пе сжимающих отображений и теореме Банаха о неподвижной точке. Данный
метод использует связь между нормой эллиптического оператора перехода
в процессе простых итераций и диаметром области решения нелинейной за-
дачи Дирихле.

Метод разбиения области существенно расширяет класс допустимых функ-
ций плотности в уравнении Пуассона, включая распределения вида (11). Оба
рассмотренных метода обладают локальным характером и могут быть эф-
фективно использованы для вычисления электрического потенциала при чис-
ленном решении задачи (9).

3. Результаты моделирования и их обсуждение. Описанный в преды-
дущем разделе метод решения задачи (9) был реализован в среде програм-
мирования Matlab. В данном разделе представлены и анализируются резуль-
таты, демонстрирующие как адекватность разработанного вычислительного
инструмента, так и эффективность кинетического подхода в целом. Иссле-
дование проводилось для трёхкомпонентной плазмы со следующими безраз-
мерными параметрами: rb = 7, r∞ = 25, ϕ1 = −6, T1,2,∞ = Te,∞ = 1, Z1 = 1,
Z2 = −1, m1,2 = 1, n1,∞ = 1, n2,∞ = ne,∞ = 0.5. В расчётах использова-
лось распределение Больцмана (10) для электронов, причём их температура
считалась постоянной во всей расчётной области.

Для численного решения в фазовом пространстве неголономных криволи-
нейных координат (r, v, µ) применялась равномерная подвижная сетка с раз-
мерностями Nr = 45, Nv = 30, Nµ = 20. Ширина контролируемой области по
скоростной переменной составляла Δv = 4.5.

Из рис. 1, a видно, что электрическое поле быстро локализуется в окрест-
ности заряженного тела: радиальная компонента напряжённости Er стано-
вится практически постоянной малой отрицательной величиной в большей
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a b

Рис. 1. Эволюция профиля радиальной напряженности электрического поля Er в ходе
развития возмущенной зоны (a) и стационарные профили концентрации электрических

зарядов (b). Здесь и далее нумерация кривых соответствует таблице

[Figure 1. Evolution of the radial electric field intensity Er profile during the development of
the disturbed zone (a) and stationary profiles of electric charge concentration (b). Here and

elsewhere, the curve numbering corresponds to the table]

Нумерация кривых на рисунках [Numbering of curves in figures]

Curve number 1 2 3 4

Iteration number 10 50 150 1000

Scaled time 0.888849 4.17642 11.9797 80.0561

части расчётной области. Такая конфигурация поля обеспечивает приток по-
ложительных ионов из внешней зоны к поверхности тела, компенсирующий
их поглощение. При этом, как показано на рис. 1, b, большая часть возму-
щённой зоны становится квазинейтральной, что подтверждает корректность
выбора границы расчётной области r∞.

Нумерация кривых на рисунках соответствует данным таблицы, где при-
ведены номера временных итераций метода крупных частиц и соответству-
ющие значения безразмерного времени. Отметим, что некоторые кривые не
представлены на рисунках, поскольку визуально не отличаются от показан-
ных вследствие различного времени релаксации характеристик системы.

Моделирование продемонстрировало, что в стационарном режиме элек-
трический потенциал ϕ изменяется монотонно. Однако данное поведение на-
блюдается не на всех стадиях процесса. На начальном этапе формирования
возмущённой области в пристеночный слой поступает избыточное количество
положительных ионов, которые не успевают немедленно достичь поверхно-
сти тела. В этот период в возмущённой зоне формируются слой положитель-
ного объёмного заряда и соответствующий потенциальный барьер, снижаю-
щий интенсивность притока положительных ионов. Наличие данного барьера
можно идентифицировать при детальном анализе кривой 1 на рис. 1, a, где
сохраняется область с положительными значениями радиальной компоненты
напряжённости электрического поля Er.

Поведение частиц с различным знаком заряда в возмущённой зоне име-
ет принципиальные различия. Особый интерес представляют распределения
фазовой плотности Q = J*f для положительных и отрицательных ионов,
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a b

Рис. 2. Вид стационарной фазовой плотности Q = J*f распределения положительных (a)
и отрицательных (b) ионов в пристеночном слое тела

[Figure 2. The type of the stationary phase density Q = J*f distribution for positive (a) and
negative (b) ions in the near-wall layer of the body]

приведенные на рис. 2 для стационарного состояния вблизи поверхности те-
ла. Для визуализации использовалось фазовое пространство с голономными
координатами — радиальной vr и трансверсальной vτ скоростью, что обес-
печивает наглядность интерпретации результатов. Переход к переменной vτ
осуществлён с учётом осевой симметрии трансверсального движения.

Следует отметить, что все функции распределения f±(r, vr, vτ ) обладают
трансверсальной симметрией. Однако данный эффект, как дляQ, так и для f ,
необходимо специально учитывать в графических процедурах, поскольку его
отображение в неголономных координатах принципиально невозможно.

В процессе развития возмущенной области наряду со смещением носите-
ля плотности распределения, отражающего ускорение положительных ионов
(причем его величина возрастает по мере приближения к поверхности тела),
происходит формирование и усиление группировок частиц, обладающих от-
носительно высокими трансверсальными скоростями vτ , что отчетливо видно
на рис. 2, a. Как будет показано далее, именно такие частицы обуславлива-
ют повышение температуры положительных ионов в тонком приповерхност-
ном слое газа. Данный механизм аналогичен процессу разогрева вещества
в аккреционной области, наблюдаемому в окрестности черных дыр. В этом
смысле поглощающая все падающие частицы сфера демонстрирует сходное
поведение.

Отрицательные ионы покидают возмущенную зону, за исключением отно-
сительно небольшой доли частиц с высокой радиальной скоростью, преодо-
левающих отталкивающее поле. При этом значительная их часть отражается
полем, о чем свидетельствует наличие двух пиков сопоставимой амплитуды,
соответствующих падающим и удаляющимся частицам на рис. 2, b. Локализа-
ция фазового носителя разнонаправленного движения отрицательных ионов
вблизи радиального направления (см. рис. 2, b) поддерживает низкоинтенсив-
ный тепловой процесс, что должно приводить к охлаждению отрицательных
частиц вблизи тела.

Следует подчеркнуть, что на рисунках представлена именно фазовая плот-
ность Q = J*f распределения частиц, а не их функция распределения, на
которой, в частности, отсутствует видимое разделение потоков падающих на
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a
b

c
d

Рис. 3. Поведение радиальных профилей тепловых характеристик возмущенной зоны в хо-
де ее развития: a и b — температура T+ и радиальная плотность теплового потока поло-
жительных ионов qr+; c и d — температура T− и радиальная плотность теплового потока

отрицательных ионов qr−

[Figure 13. Behavior of radial profiles of thermal characteristics of the disturbed zone during its
development: a and b — temperature T+ and radial heat flux density of positive ions qr+; c and

d — temperature T− and radial heat flux density of negative ions qr−]

поверхность и отраженных отрицательных ионов. Как видно, кинетическое
распределение частиц в пристеночной области является существенно нерав-
новесным и принципиально различается для частиц с разным знаком заряда.

Указанные процессы в фазовом пространстве подтверждаются эволюци-
ей профилей температуры и радиальной плотности тепловых потоков ионов
разного знака, представленных на рис. 3.

Особого внимания заслуживает поведение профиля температуры положи-
тельных ионов T+ в возмущенной области (рис. 3, a). Появление в плазме по-
глощающей отрицательно заряженной поверхности первоначально приводит
к «вымыванию» из пристеночной области наиболее энергичных частиц данно-
го типа, вызывая их охлаждение. Однако последующая динамика T+ демон-
стрирует интенсивный разогрев ионов в приповерхностном слое. Поскольку,
как показывают расчеты, этот процесс не сопровождается увеличением ради-
ального ионного тока (являющегося мерой интенсивности радиального дви-
жения частиц), рост температуры может быть объяснен лишь накоплением
в пристеночной области частиц с высокой угловой скоростью, удерживаемых
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вблизи сферической поверхности балансом электрических и центробежных
сил. Вследствие трансверсальной симметрии задачи для шара средняя ор-
битальная скорость ионов равна нулю, поэтому накопление положительных
частиц с высокой вращательной скоростью приводит к повышению темпера-
туры.

Фазовые процессы также влияют на теплоперенос, определяя вид про-
филей плотности радиального теплового потока положительных ионов qr,+
в возмущенной зоне (рис. 3, b). В области слабого поля и относительно низкой
температуры плотность теплового потока близка к нулю. Основные значе-
ния потока сосредоточены в непосредственной близости от поверхности тела
и формируются при относительно высоких значениях T+ и E. Как видно
из рисунков, пространственная локализация величин qr,+ и E максимальна
у поверхности тела по сравнению с другими характеристиками. При этом
усиление теплового потока в приповерхностной области может быть весьма
существенным и способно влиять на физические свойства поверхности.

Тепловое поведение отрицательных ионов (рис. 3, c, d), хотя и менее зна-
чимо для поверхности тела в рассматриваемом случае, также представляет
интерес и связано с фазовыми процессами. Частицы с более высокой энер-
гией первыми покидают возмущенную зону либо замедляются полем. Этот
результат ожидаем, однако расчеты показывают, что процесс происходит ис-
ключительно быстро, несмотря на равенство масс положительных и отри-
цательных ионов. Удаление отрицательных ионов носит лавинообразный ха-
рактер, о чем свидетельствуют наличие и динамика одиночного импульса на
радиальных профилях их тока проводимости и теплового потока. Тепловой
поток, представленный на рис. 3, d, фактически повторяет поведение тока
проводимости и демонстрирует тепловую волну, связанную с выносом отри-
цательных частиц из возмущенной зоны. Хотя температура отрицательных
ионов (рис. 3, c) эволюционирует сложным образом, ее профиль со временем
становится монотонным, как и у положительных частиц. Однако, в отличие
от положительных ионов, отрицательные частицы вблизи тела, как и ожида-
лось, охлаждаются.

Заключение. В настоящей работе исследованы процессы, возникающие
при взаимодействии заряженных неподвижных симметричных тел с разре-
женной ионизированной плазмой. Ключевой особенностью рассматриваемых
физических систем является наличие существенно неравновесного анизотроп-
ного распределения компонент плазмы по скоростям в пристеночном слое,
а также необходимость самосогласованной постановки задачи релаксации,
в которой процессы переноса плазмы и формирования электромагнитного
поля взаимосвязаны. В качестве основы описания использована математиче-
ская модель, базирующаяся на кинетическом подходе и системе уравнений
Власова для ионных компонент.

Для рассматриваемой задачи использована криволинейная система него-
лономных координат, позволяющая сократить фазовое пространство и повы-
сить эффективность численных методов. Обоснована форма кинетических
уравнений в предложенной системе координат. Детально рассмотрены осо-
бенности реализации модели и применяемого численного метода.

Создана методологическая основа, разработан и верифицирован программ-
ный инструментарий, не только представляющий прикладной интерес, но
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и формирующий базу для решения более сложных задач, описывающих по-
ведение ионизированных газов в окрестности заряженных тел.

На примере решения задачи об отрицательно заряженном однородном аб-
сорбирующем шаре в трехкомпонентной плазме, содержащей ионы обоих зна-
ков и электроны, продемонстрировано наличие значительного неравновесия
и анизотропии в распределении частиц в возмущенной зоне. Полученные ре-
зультаты имеют четкую физическую интерпретацию, что подтверждает адек-
ватность модели и корректность разработанного программного обеспечения.
По результатам расчетов представлены распределения ионов в фазовом про-
странстве, эволюция профилей основных макроскопических характеристик
плазмы и распределения электрического поля в возмущенной области.

Проведен детальный анализ теплового поведения компонент плазмы в ок-
рестности поглощающих заряженных тел. На примере сферического тела по-
казано, что разогрев притягиваемых частиц в непосредственной близости от
поверхности обусловлен накоплением частиц с интенсивным трансверсаль-
ным движением. Данные частицы концентрируются в приповерхностной об-
ласти, не достигая поверхности вследствие центробежного эффекта. Исследо-
ван механизм охлаждения отталкиваемых частиц. Установлено, что тепловой
поток частиц, притягиваемых к поверхности, формируется в узкой околопо-
верхностной области с высокими значениями электрического поля и темпера-
туры данной компоненты, тогда как тепловой поток отталкиваемых частиц
коррелирует с их током проводимости.
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Abstract

The paper present a mathematical model of self-consistent relaxation in
a perturbed region, based on the nonlinear Vlasov–Poisson system, which
describes the interaction of a stationary absorbing charged conductor (of
spherical or cylindrical geometry) with a free-molecular multicomponent low-
temperature plasma. The high dimensionality of kinetic equations posed
significant challenges for numerical implementation. To overcome these, we
developed a system of curvilinear coordinates with nonholonomic constraints
that reduces the phase volume of the problem; the derivation of the kinetic
equation form in this coordinate system is provided. The employed numerical
simulation method is described in detail.

The obtained results not only validate the adequacy of the proposed
model and the correctness of numerical algorithms implementation, but also
demonstrate substantial practical relevance. The kinetic nature of the model
enables detailed investigation of plasma state and self-consistent electric field
in the near-surface region. Specifically, for the case of a spherical body in
three-component plasma, we demonstrate significant nonequilibrium in par-
ticle distribution within the perturbed zone and reveal characteristic features
of spatial distribution and dynamics for particles with different charge signs.
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Аннотация

Рассматриваются комбинаторные схемы подстановок с различными
ограничениями на размеры циклов: нижним, верхним и двусторонним.

Для предложенных схем решаются задачи перечислительной ком-
бинаторики: определяются числа исходов, строятся их прямые нумеро-
ванные перечисления, решаются прямые и обратные задачи нумерации
(устанавливаются взаимно-однозначные соответствия между номерами
и видами исходов), определяются вероятностные распределения на мно-
жествах исходов и предлагается универсальная процедура их моделиро-
вания с заданными вероятностями.

Все исследования проводятся авторским перечислительным методом
(ПМ), основанным на построении случайного процесса итерационного
формирования и бесповторного нумерованного перечисления исходов
схемы. Исходы первой итерации процесса перечисления всех допусти-
мых по условиям ограничений составов размеров циклов определяются
через схемы размещения неразличимых частиц по различимым ячейкам
при тех же ограничениях. В терминах размещение в наших схемах раз-
личимые частицы размещаются по неразличимым ячейкам с учетом их
взаимных порядков при фиксированном начальном элементе. Последу-
ющие итерации учитывают эти особенности.

Наряду с непосредственным исследованием схем по направлениям
ПМ предлагается получение части результатов путем их пересчета из
результатов аналогичного анализа более общих, ранее изученных схем
с меньшими ограничениями на значения рассматриваемых характери-
стик.

Ключевые слова: схема подстановок, размеры циклов, задача нуме-
рации, моделирование.
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Введение. Асимптотические исследования случайных подстановок и их
цикловой структуры широко представлены в научной литературе, например,
в работах [1–6]. В этих исследованиях вводятся характеристики, связанные с
цикловой структурой подстановки, предлагаются их обобщенные параметри-
ческие модели, изучается асимптотическое поведение элементов вариацион-
ного ряда длин циклов, находятся предельные распределения и моменты их
крайних значений. Используется связь циклической структуры подстановки
со схемой размещения частиц по ячейкам.

В настоящей работе проводится доасимптотический анализ n-мерных слу-
чайных подстановок с k циклами в условиях различных ограничений на раз-
меры циклов во всех направлениях перечислительного метода. Рассмотрение
этих схем продолжает авторские исследования по перечислительным методам
для подстановок с различными ограничениями, представленные, например,
в [7, 8].

Подстановки с различными ограничениями на их цикловую структуру
представляют собой один из основных объектов исследования комбинаторики
и находят широкое применение в фундаментальной математике. Методы ком-
бинаторного анализа подстановок с ограничением на циклы широко исполь-
зуются в приложениях, где важна структура дискретных преобразований:
в криптографии (в шифрах на основе подстановок), в теории вероятностей
и статистике (при моделировании случайных процессов), в теории графов
(при построении графов подстановок с большим обхватом) и в теории коди-
рования (где требуется отсутствие коротких циклов). Кроме того, результаты
исследования по перечислительным методам все большего разнообразия ком-
бинаторных схем приводят к накоплению стандартов для самообучаемости
методов перечисления. Это расширяет возможности использования нейрон-
ных сетей (см. [9–11]) при конструировании и анализе новых комбинаторных
схем.

Анализ схемы проводится на основании построения процедуры бесповтор-
ного нумерованного перечисления ее исходов. Наряду с данным описанием
схемы используется ее эквивалентная интерпретация в терминах размеще-
ния n различимых частиц по k неразличимым ячейкам с учетом их поряд-
ка в каждой ячейке, начиная, например, с частицы с наименьшим номером.
Здесь используется соответствие понятий: размерности подстановки — числу
частиц, количества и размеров циклов — числу ячеек и уровням их запол-
нения, порядков отображений в циклах подстановки — указанным порядкам
частиц в ячейках. Различные ограничения размеров s циклов в подстанов-
ках (или уровней заполнения ячеек) будем называть нижним ограничением
s > s1, верхним — s 6 s2 и двусторонним — s1 6 s 6 s2 соответственно в схе-
мах A, B, C. Вид исходов схем — составы элементов циклов подстановки без
учета порядка циклов и с учетом порядка отображений элементов в каждом
цикле.

Различия комбинаторного анализа этих схем в условиях разных ограниче-
ний на размеры циклов состоят в различной организации и результатах их ре-
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ализаций при бесповторном переборе допустимых наборов размеров циклов.
Они дают начальные предсостояния первых этапов процессов прямых пере-
числений исходов схем и будут рассмотрены отдельно. Дальнейший анализ
схем по запланированным направлениям принципиально совпадает и будет
представлен общим описанием.

В дальнейшем номера элементов подстановки для краткости будем назы-
вать элементами.

1. Основные определения, обозначения и понятия. В доасимпто-
тических условиях значений параметров комбинаторной схемы при каждом
заданном ограничении на размеры циклов необходимо построить вероятност-
ную модель бесповторного нумерованного перечисления ее исходов и прове-
сти их анализ по всем направлениям перечислительного метода.

Основные определения, обозначения и понятия:

– итерация — шаг перехода в графе перечисления исходов схемы к сле-
дующему этапу (шагу) их перечисления;

– ПМ — перечислительный метод исследования моделей по приведенным
в аннотации направлениям; он состоит в построении вероятностных мо-
делей на формирующих исходы итерационных случайных процессах по-
единичного добавления этапов перечисления исходов ранее изученных
схем с управляемыми (через вероятности итерационных переходов) ве-
роятностными распределениями их исходов;

– ЗН — задача нумерации по установлению взаимно-однозначного соот-
ветствия между всеми номерами и видами исходов схемы;

– ПЗН — прямая задача нумерации, состоящая в нахождении вида исхода
схемы по его номеру;

– ОЗН — обратная задача нумерации, состоящая в нахождении номера
исхода схемы по его виду;

– траектория исхода — последовательность исходов итераций, ведущая
к нему в графе от начала их перечисления;

– пучок в графе процесса — совокупность переходов из каждого исхода
каждой итерации;

– размер пучка на каждой итерации — число переходов из каждого ис-
хода итерации;

– пучковая структура графа — перечисление размеров пучков всех ите-
раций;

– УМ — универсальный (единый) метод моделирования исходов схемы,
состоящий в разыгрывании одним случайным числом его номера со
сформированным вероятностным распределением исходов схемы и по-
лучении его смоделированного вида по результату решения ПЗН.

2. Вспомогательные результаты. Приведем краткие сведения об ис-
пользуемых далее приемах анализа комбинаторных схем (со своими обозначе-
ниями), а на результаты анализа простейших основных схем приведем ссылки
на соответствующие публикации.

Кроме этого, получим и докажем в леммах отдельные требуемые далее
результаты, в основном относящиеся к анализу схем размещения неразличи-
мых частиц по различимым ячейкам.

2.1. Перечислительный метод (ПМ). В основе доасимптотического
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анализа рассматриваемых схем лежит ПМ (см. [12]), суть которого состоит
в организации получения качественной информации об исходах схемы и пе-
реводе ее в количественную — результатов ее анализа в доасимптотической
области изменения ее параметров. Эта качественная информация представ-
ляет собой исходы итерационного случайного процесса реализации комбина-
торной схемы путем последовательного поединичного добавления элементов
схемы до заданного значения или этапов перечисления составляющих схе-
му более простых ранее изученных схем. Перевод качественной информации
о видах всех исходов схемы обеспечивают три инструмента. Первый — это
метод графов (МГ), который описывает графическое представление итера-
ционного процесса перечисления исходов. Второй — задача нумерации (ЗН),
устанавливающая взаимно-однозначное соответствие между видами исходов
и их номерами. Третий — универсальное моделирование (УМ) исходов, кото-
рое предоставляет единый прием их разыгрывания: номера исходов разыг-
рываются, а их виды определяются по решению задачи нумерации с учетом
специфики схемы. Одним из важных приемов ПМ для получения новых ре-
зультатов доасимптотического анализа комбинаторных схем является опера-
ция по перечислению (ОПП), введение которой дает возможность вычисле-
ния характеристик схем, зависящих от видов предсостояний исходов при их
формировании итерационным случайным процессом как функций от них по
перечислению исходов итерации получения этих предсостояний.

Целью применения ПМ является изучение схемы по указанным в аннота-
ции направлениям, среди которых для моделирования исходов схемы пред-
ложен общий подход, названный универсальным моделированием (УМ), ис-
пользующим результаты всех направлений анализа схемы по ПМ.

2.2. Обобщенная схема последовательных действий (ОПД). Под
действиями схемы понимается реализация исходов итераций при последова-
тельном добавлении этапов перечисления всех промежуточных и итоговых
исходов схемы.

Схема ОПД с приводимыми здесь результатами анализа из [12] возника-
ет, когда каждому следующему действию (итерации) подвергаются исходы
предыдущего действия, и числа исходов каждого следующего действия мо-
гут быть неодинаковыми, т. е. зависят не только от характера действия, но
и от вида предыдущего исхода. Результатом этого являются, возможно, раз-
ные размеры пучков внутри итераций в графе перечисления исходов схемы
при переходе от исходов предыдущего действия к последующему.

При анализе схемы ОПД считаем известными результаты всех направле-
ний исследования ПМ составляющих ее комбинаторных схем действий.

В схеме проводится k последовательных действий, i-е из которых (i = 1, k)

совершается N (i) способами. Число пучков каждой итерации равно числу ис-
ходов предыдущей итерации. Тогда число исходов этих k действий склады-

вается из N (k−1) пучков размерами d̄(k) = (d
(k)
1 , d

(k)
2 , . . . , d

(k)

N(k−1)), т. е. общее

число N = N (k) исходов схемы получается из рекуррентного соотношения
при i = k и N (0) = 1:

N (i) =

N(i−1)∑

l=1

d
(i)
l .
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Вид исхода после совершения действий будет формироваться из приня-
тых видов исходов последовательных действий с обозначениями i — номер
действия, а ji — номер исхода в результате его совершения.

Задача нумерации решается для нашей схемы при решенной ЗН для каж-
дого из k действий при известной пучковой структуре графа перечисления
исходов нашей схемы.

Прямая и обратная задачи нумерации решены следующими теоремами.

Теорема 1. Совершается k действий и задан номер исхода N
(k)
* . Тогда его

вид, определяемый номерами исходов траектории τ в содержащих их пуч-
ках {ji} от первой до k-й итераций, вычисляется по рекуррентной формуле

для ji (i = 1, k) :

ji = N
(i)
* −

N
(i−1)
* −1∑

l=1

d
(i)
l ,

где все пучковые структуры действий d̄(i) заданы и

N
(k−1)
* = δ +max

{
t :

t∑

l=1

d
(k)
l = Ak 6 N

(k)
*

}
,

где δ = 0 при Ak = N
(k)
* и δ = 1 при Ak < N

(k)
* .

По решенной ЗН для всех действий находим по {ji} виды их исходов, из

которых получаем искомый вид исхода R
(k)
* .

Теорема 2. Совершается k действий и задан вид исхода R
(k)
* ={j1, . . . , jk}.

Тогда его номер N
(k)
* определяется по рекуррентной формуле при i = k, где

i = 1, k :

N
(i)
* =

N
(i−1)
* −1∑

l=1

d
(i)
l + ji,

начиная с i = 1 при N
(1)
* = j1.

Теоремы 1 и 2 доказаны в [12, п. 1.9].

2.3. Перечисление и численность исходов схемы размещения n

неразличимых частиц по k различимым ячейкам с нижним ограни-
чением уровня заполнения ячеек.

Лемма 1. Число исходов схемы N1 = N1(k, n, s1) = Ck−1
k+n−ks1−1.

Д о к а з ат е л ь ств о. Для перечисления исходов этой схемы с данным
нижним ограничением (s > s1) предварительно положим во все ячейки по
s1 частиц, а остальные (n − ks1) частиц разместим по k ячейкам по схеме
сочетаний с повторением (следующей из схемы сочетаний (см. [12, п. 1.3])

с числом исходов Ck−1
k+n−ks1−1. Далее переводим эти исходы схемы сочетаний

в уровни заполнения ячеек в нашей схеме (как длины серий подряд идущих
невыбранных по схеме сочетаний k− 1 из k+n− ks1− 1 номеров элементов).
Увеличивая каждый полученный уровень заполнения на s1, получаем в том
же количестве N1 = Ck−1

k+n−ks1−1 все исходы схемы, что и утверждалось. �
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2.4. Перечисление и численности схемы размещений n неразли-
чимых частиц по k различимым ячейкам с верхним ограничением
уровня заполнения ячеек. Для перечисления исходов в данной схеме соче-
таний с повторениями и с верхним ограничением s 6 s2 будем использовать
следующую интерпретацию. Имеется ряд изm = k+n−1 мест. На этих местах
расположены n частиц и (k − 1) разделяющая перегородка t̄ = (t1, . . . , tk−1),
которая расставляется всеми возможными способами так, чтобы образовать
k ячеек, содержащих не более s2 частиц каждая. В терминах наборов уров-
ней заполнения ячеек получим их в порядке ячеек по формулам d1 = t1 − 1;
dk = k+ n− 1− tk−1 и di = ti − ti−1 − 1 при i = 2, k − 1, где d̄ = (d1, . . . , dk) —
вектор уровней заполнения ячеек в их порядке.

Выбор мест этих перегородок t̄ определен следующей леммой.

Лемма 2. Диапазоны варьирования возможных вариантов последователь-
ных мест установки внутренних перегородок определяются для всех
i = 1, k − 1 из рекуррентного соотношения

li = max(ti−1 + 1, n+ i− s2(k − i)) 6 ti 6 min(ti−1 + s2 + 1, n+ i) = Li. (1)

До к а з ат е л ь ств о. Для нахождения мест внутренних перегородок
t̄ = (t1, . . . , tk−1) должен выполняться ряд требований:

1) разности между местами границ должны быть не более s2 + 1, откуда

ti 6 ti−1 + s2 + 1; (2)

2) правее значения ti среди m мест поместятся остальные k−1−i границ,
откуда

ti 6 m− (k − 1− i) = n+ i; (3)

3) значение следующего элемента больше предыдущего, откуда

ti > ti−1 + 1; (4)

4) правее значения ti средиm мест окажется мест не более, чем для k−1−i
остальных границ и s2(k − i) максимально допустимого в остальных
ячейках числа частиц, откуда

ti > m− (k − 1− i)− s2(k − i) = n+ i− s2(k − i). (5)

Теперь, объединяя соотношения (2) и (3) в верхнюю границу для ti, а (4)
и (5) — в нижнюю границу для ti, получаем при i = 1, k − 1 доказываемую
формулу (1) диапазона изменения значений для ti. Лемма доказана. �

Число исходов схемы сочетаний с повторением с данным верхним огра-
ничением N2 = N2(k, n, s2) в графе их перечисления определяется суммой
размеров пучков предпоследней итерации. Это при последовательном пере-
боре мест установления границ между ячейками соответствует сумме разме-
ров диапазонов варьирования мест tk−1, задающих размеры пучков (в графе
перечисления исходов схемы) для значений уровней заполнения последней
ячейки.
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2.5. Перечисление и численности схемы размещений n неразли-
чимых частиц по k различимым ячейкам с двусторонним ограни-
чением уровня заполнения ячеек.

Лемма 3. Число исходов схемы
N3 = N3(k, n, s1, s2) = N2(k, n− ks1, s2 − s1).

До к а з ат е л ь ств о. Для перечисления исходов этой схемы организу-
ем сначала выполнение данного нижнего ограничения на уровни заполнения
ячеек s > s1 путем предварительного помещения во все k ячеек по s1 частиц
одним способом. Остальные (n − ks1) частиц разместим по всем k ячейкам,
как в п. 2.4, с их данным верхним ограничением для уровней заполнения
ячеек s 6 (s2 − s1) числом способов N2(k, n − ks1, s2 − s1), откуда следует
утверждение леммы. �

2.6. Число одноцикловых подстановок данного порядка.
Лемма 4. Количество подстановок n-го порядка, имеющих ровно один

цикл, равно (n− 1)! .

До к а з ат е л ь ств о. Утверждение леммы следует из того, что кроме
матричной формы, любая одноцикловая подстановка может быть записана
в виде последовательности n отображений ее элементов с замыканием, т. е.
последний элемент отображается в первый. А количество таких отображе-
ний определяется числом перестановок (n− 1)-го элемента начиная с любого
фиксированного, например, с наименьшим номером, что и доказывает утвер-
ждение леммы. �

2.7. Взаимный пересчет разных форм записи подстановок. Вза-
имный перевод нижней строки матричной формы записи подстановки и цик-
ловой — порядка отображений ее элементов производится по очевидным пра-
вилам.

Правило 1 (перевод порядка отображений элементов в перестановку
нижней строки подстановки). Каждый элемент отображения ставится
в нижней строке подстановки на место с номером своего предшествующего
в отображении элемента.

Правило 2 (перевод нижней строки подстановки в порядок отображе-
ний ее элементов в подстановке). В отображение начиная с 1 ставится
подряд каждый элемент нижней строки подстановки с места с номером
последнего найденного в отображении элемента.

Пример 1. Подстановка задана отображением ее элементов (1, 4, 3, 5, 2).
Тогда по правилу 1 нижняя строка подстановки в матричной форме имеет
вид (4, 1, 5, 3, 2), что проверяется для отображения непосредственно по под-
становке с ее найденной нижней строкой.

Пример 2. Подстановка задана в матричной форме своей нижней стро-
кой (4, 1, 5, 3, 2). Тогда по правилу 2 отображение ее элементов имеет вид
(1, 4, 3, 5, 2), что проверяется для отображения непосредственно по подста-
новке с ее данной нижней строкой.
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3. Общий вид и общее перечисление исходов схемы с любыми
данными ограничениями на уровни заполнения ячеек. Изучаемая (на-
ша) схема подстановок данной структуры с данными ограничениями в тер-
минах размещения частиц по ячейкам соответствует размещению n различи-
мых частиц по k неразличимым ячейкам с различимыми порядками частиц
в каждой ячейке начиная с определенной частицы, например, с минимальным
номером.

Процесс перечисления исходов нашей схемы будем получать из результа-
тов перечисления исходов схем* (размещения неразличимых частиц по раз-
личимым ячейкам пп. 2.3–2.5 с соответствующим ограничением на уровни
заполнения ячеек). При этом из результатов исходов схем* в нашей схеме
организуем ее отличия:

– различимость частиц — заменой уровней заполнения ячеек перечис-
лением их составов номеров частиц по схеме перестановок с повторени-
ем (см. [12, п. 1.2]);

– неразличимость ячеек — перечислением их составов номеров частиц
в каждой ячейке в заранее определенном порядке (например, по воз-
растанию их уровней заполнения, а при совпадающих уровнях заполне-
ния — в порядке роста в них минимальных номеров частиц);

– различимость взаимных порядков перечисления частиц в ячейке —
перечислением их по схеме перестановок (см. [12]) начиная с частицы,
например, с минимальным номером.

Виды исходов в схемах A, B, C, являющихся видами исходов нашей схемы
в условиях каждого из данных ограничений в них, представляем каждый по-
следовательностью k описанных выше составов номеров частиц — элементов
подстановки в порядках их отображений в количествах размеров циклов.

Прямое бесповторное перечисление исходов схемы производится по схеме
ОПД (см. п. 2.2), т. к. количество ее итоговых исходов зависит от состава раз-
меров циклов. Реализация действий пошагово детализируется и представля-
ется нижеследующим алгоритмом с известными из пп. 2.3–2.5 результатами
для схем* в виде {d̄} (в обозначении п. 2.4) начальных последовательностей
уровней заполнения ячеек в неубывающем порядке в нашей схеме.

Алгоритм
1. Для учета неразличимости ячеек перечисляем возможные (по пп. 2.3–

2.5) составы уровней заполнения ячеек в указанном выше порядке с от-
браковкой повторов.

2. Для учета различимости частиц по исходам шага 1 в их порядке по
схеме перестановки с повторением перечисляем составы нумерованных
частиц в ячейках.

3. Для учета различимости взаимного порядка частиц в каждой ячейке
производим в ней все перестановки номеров частиц начиная с мини-
мального.

На примере покажем перечисление исходов схемы с пояснением структу-
ры и характеристик соответствующего графа (см. рисунок).

Пример 3. Пусть в условиях схемы дано n = 5, k = 3, s = s1 = 1. То-
гда, очевидно, (или по п. 2.3) в первой итерации имеем {d̄} = {(113), (122)}.
На второй итерации при заданных наборах уровней заполнения ячеек в ука-
занных на первой итерации порядках перечисляем составы номеров частиц
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Граф перечисления исходов схемы из примера 3
[The graph of enumeration of the outcomes of the scheme in Example 3]
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в них. На третьей итерации в каждой ячейке перечисляем перестановки их
частиц начиная с частицы с наименьшим номером.

Граф итерационного перечисления исходов по алгоритму представлен на
рисунке с пучковой структурой по итерациям

(2), (10, 15), (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

размерами пучков по итерациям. Число исходов N схемы или число исхо-
дов 3-й итерации непосредственно по графу равно 20 + 15 = 35 и совпадает
с суммой размеров пучков предпоследней итерации: 2 · 10 + 1 · 15 = 35.

4. Числа исходов схем A, B, C. Различие численностей исходов схем
A, B, C определяется разными начальными предсостояниями, отражающи-
ми заданные ограничения в них и представляющими свои наборы уровней
заполнения ячеек

{d̄} = {(d1, . . . , di, . . . , dk)}
с маркировками по их совпадениям {µ̄} = {(µ1, . . . , µj , . . . , µq)}, где q, q 6 k, —
число разных уровней заполнения в d̄. В соответствии с общим алгоритмом
перечисления исходов схем A, B, C числа исходов в них после получения
разных предсостояний описываются следующей теоремой.

Теорема 3. Числа N исходов схем A, B, C при исходных в каждой схеме
состояниях определяются по формуле

N =
∑

({d̄})

n!
∏k

i=1 di
∏q

j=1 µj !
. (6)

До к а з ат е л ь ств о. Утверждение теоремы следует из процедуры пере-
числения исходов схемы по алгоритму, где

1) число всех ее исходов вычисляется ОПП — операцией суммы по пере-
числению (см. п. 3 и [12, п. 1]) начальных предсостояний схемы {d̄}.
А каждое слагаемое должно учитывать:

2) число делений элементов подстановки на циклы заданных в d̄ размеров
в одном указанном в п. 3 порядке по схеме перестановок с повторением
(см. [12, п. 1.7]), уменьшенным в число раз неразличимых взаимных
порядков групп циклов совпадающих размеров (т. е. в произведение
факториалов маркировок размеров циклов) в количестве

n!
∏k

i=1 di!
∏q

j=1 µj !
;

3) числа взаимных порядков элементов в циклах начиная с минимально-

го, т. е. (по п. 2.6) в количестве
∏k

i=1(di − 1)! при каждом di-м размере
i-го цикла. А это (по правилу умножения исходов) после очевидного
сокращения:

N =
∑

({d̄})

n!
∏k

i=1(di − 1)!
∏k

i=1 di!
∏q

j=1 µj !

приводит к формуле (6) по всем {d̄} при данном ограничении.
Теорема доказана. �
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Найдем число исходов в примере 1 по (6) и сравним с результатом по
графу. По (6) N = 5!/1 ·1 ·3 ·2!+5!/1 ·2 ·2 ·2! = 35, что совпадает с результатом
по графу на рисунке.

5. Пучковая структура графа перечисления исходов схемы. На-
стоящее исследование дает следующие возможности:

1) вычисление числа исходов схемы по процедуре бесповторного перечис-
ления ее исходов без построения графа как суммы размеров пучков
предпоследней итерации;

2) решение ЗН для исходов схемы.
В наших схемах A, B, C в соответствии с алгоритмом бесповторного пе-

речисления исходов схемы получаем следующее:
– размер пучка начальной итерации равен числу допустимых (возмож-

ных) составов {d̄}— размеров циклов в схеме;
– для каждого состава размеров циклов в исходе начальной итерации по-

следовательные размеры пучков первой итерации — числа различимых
делений элементов подстановки на циклы заданных размеров

n!
∏k

i=1 di
∏q

j=1 µj !
;

– для каждого исхода первой итерации на предпоследней второй итерации
получаем последовательные пучки размерами численностей перестано-
вок элементов в количествах размеров циклов минус 1 (кроме стоящих
на первых местах циклов элементов с минимальными среди них но-
мерами), равных их факториалам по лемме 4. (В примере 3 пучковая
структура графа найдена.)

6. Задача нумерации для исходов схемы. Рассматриваемая схема
представляет собой схему ОПД, которыми являются приведенные выше дей-
ствия по перечислению ее исходов в алгоритме, где действия совершаются
числами способов, определяемых пучковой структурой графа перечисления
исходов схемы.

Результаты решения ЗН приведены в п. 2.2, и на i-й итерации будем обо-
значать через N (i) — номер исхода и R(i) — вид исхода.

Покажем решение прямой и обратной ЗН (ПЗН и ОЗН) на примере.

Пример 4. Пусть, как и в примере 3, n = 5, k = 3, s = s1 = 1 с приведенной
там пучковой структуре графа перечисления исходов схемы с обозначениями
в i-й итерации номеров и видов исходов через N (i), R(i) и номерам исходов в
содержащих их пучках — через ji.

Прямая задача нумерации. Дан номер исхода N* = N (3) = 23, найти
его вид R* = R(3).

Приведем решение ПЗН по формулам теоремы 1:
N (2) = 13, т. к. 2 · 10 + 1 + 1 + 1 = 23, δ = 1; j3 = 23− 22 = 1;
N (1) = 1 + 1 = 2, т. к. 10 < 13, δ = 0; j2 = 13− 10 = 3, j1 = 2.

Откуда по результатам решения ПЗН для действий начиная с первой ите-
рации получаем последовательные виды исходов по их итерационным номе-
рам в своих пучках в траектории к итоговому исходу с номером 23: (1, 2, 2),

(1, 25, 34), (1, 25, 34), где вид последней итерации — искомый вид исхода R(3) =
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(1, 25, 34), что совпадает с визуальным результатом по графу (на рисунке
(1, 2, 2) обозначен через (122)).

Обратная задача нумерации. Дан вид исхода R* = R(3) = (1, 25, 34),

найти его номер N* = N (3).

Из данного вида итогового исхода схемы R* = R(3) = (1, 25, 34) с извест-
ной (из примера 3) пучковой структурой графа перечисления исходов схемы

следует, что для R(2) = (1, 25, 34), R(1) = (1, 2, 2), j1 = 2, j2 = 3, j3 = 1. Тогда
по теореме 2:

N (1) = j1 = 2, N (2) = 10(2− 1) + j2 = 10 + 3 = 13,

N (3) = 2 · 10 + 1(3− 1) + j3 = 20 + 2 + 1 = 23,

что совпадает с визуальным результатом по графу (см. рисунок).

7. Вероятностное распределение исходов схемы. По п. 2.7 предвари-
тельно переводим исходы нашей схемы из цикловой формы (в порядке отоб-
ражений ее элементов) в матричную форму — перестановок нижних строк
подстановок.

Для определения вероятностей на множестве исходов нашей схемы стро-
им итерационный граф перечисления исходов схемы перестановок нижних
строк подстановок без ограничений с принятыми вероятностями итерацион-
ных переходов в ней. Удаляем «лишние» для нашей схемы траектории, не
ведущие к ее исходам, с пропорциональным пересчетом вероятностей остав-
шихся итерационных переходов в графе. Это значит, что в каждом пучке
каждой итерации (где суммы переходных вероятностей равны единице) де-
лим их первоначально заданные вероятности (в схеме перестановок без огра-
ничений) на свои суммы вероятностей оставшихся итерационных переходов
в пучке нашей изучаемой схемы.

Для определения вероятностей итоговых исходов нашей схемы вычисляем
вероятности соответствующих оставшихся траекторий перемножением пере-
считанных вероятностей составляющих их итерационных переходов.

8. Моделирование исходов схемы. Для моделирования исходов схе-
мы предлагается использовать УМ, состоящий в разыгрывании случайного
номера исхода схемы с его вероятностным распределением, по которому из
результата решения ПЗН находится его смоделированный вид.

Для применения УМ в схеме должны быть известны число исходов, их
вероятностное распределение, и для исходов должна быть решена ПЗН.

Считаем, что для нашей схемы все эти исследования проведены.

Заключение. В работе проведено комплексное исследование комбина-
торных схем подстановок с различными ограничениями на размеры цик-
лов. Разработанный перечислительный метод позволяет единообразно под-
ходить к анализу широкого класса комбинаторных конфигураций, возника-
ющих в задачах дискретной математики и ее приложениях.

Основные результаты работы могут быть сформулированы следующим
образом.

1. Представлен авторский перечислительный метод, позволяющий рас-
сматривать схемы подстановок в случаях разных ограничений на раз-
меры циклов.
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2. Исследованы схемы подстановок с ранее не изучаемыми ограничения-
ми на размеры их циклов: верхним, нижним и двусторонним как стан-
дарты для конструирования анализа содержащих их новых комбина-
торных схем.

3. При изучении схем используется их интерпретация размещения раз-
личимых частиц по неразличимым ячейкам с учетом порядка частиц
начиная с минимальной в каждой ячейке.

4. Различие анализа схем при разных ограничениях на размеры циклов
подстановок проявляется только в проведении разных процедур пере-
числения их допустимых исходов. А исследования схем по остальным
направлениям перечислительного метода проводятся общими для них
приемами по обобщенной схеме последовательных действий и алгорит-
му (см. п. 3).

5. Вероятностные распределения исходов схем определяются по графам
из заданных вероятностей итерационных переходов процесса перечис-
ления исходов схем подстановок (соответствующих исходам всех схем
перестановок) без ограничений.

6. Моделирование исходов схем предложено проводить в перечислитель-
ном методе универсальным моделированием с ранее определенным ве-
роятностным распределением и по результату решения прямой задачи
нумерации для исходов каждой изучаемой схемы.
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Введение. В настоящее время математические методы, основанные на
интегро-дифференцировании дробного порядка, широко применяются при
исследовании физических и химических процессов в средах с эффектами
памяти и пространственными корреляциями. Как показано в работах [1–6],
анализ процессов теплопереноса в средах с фрактальной структурой требует
учета эффектов памяти. Их учет в рамках классических подходов приводит к
появлению в дифференциальных уравнениях интегрального оператора, ядро
которого отражает природу нелокальности. В подобных системах физические
величины, как правило, обладают дробной размерностью. В работе [7] рас-
смотрены различные модели, основанные на дифференциальных уравнениях
с дробными производными, а в исследовании [8] изучены процессы промер-
зания грунта с учетом эффектов памяти. Работы [9, 10] посвящены анализу
третьей начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности с дробной
производной Капуто по времени на полуоси.

В данной работе исследуется начально-краевая задача для уравнения теп-
лопроводности в ограниченной области с учетом эффектов памяти при отсут-
ствии тепловой изоляции боковой поверхности, то есть в случае теплообмена
между поверхностью тела и окружающей средой по закону Ньютона. При
этом температура окружающей среды предполагается постоянной и равной
начальной температуре.

1. Вспомогательные утверждения.
Определение [12]. Функция, задаваемая рядом

W (α, β, z) =

∞∑

k=0

zk

k!Γ(αk + β)
,

где α, β > 0, называется функцией Райта.

Теорема 1 [12]. Пусть функции F (p) и G(p) аналитичны в полуплоско-
сти Re(p) > p0 и являются образами Лапласа функций f(t) и g(t) соответ-
ственно. Пусть также известно, что F (ϕ(p)) = G(p). Тогда

G(p) = F
(
ϕ(p)

)
=

∫ +∞

0
f(τ) exp

(
−ϕ(p)τ

)
dτ

и выполняется равенство

g(t) =
1

2π

∫ +∞

0
F
(
ϕ(p)

)
exp(tp)dp.

2. Постановка задачи. Рассмотрим ограниченную область с эффектами
памяти, находящуюся в тепловом равновесии с окружающей средой при тем-
пературе T0(x). Таким образом, начальная температура области постоянна
во всех точках и совпадает с температурой окружающей среды. В началь-
ный момент времени границы области приводятся в контакт с окружающей
средой, температура которой равна Tc > T0(x). Через боковую поверхность
области происходит теплообмен со средой при температуре T0(x). Требуется
определить распределение температуры в области в произвольный момент
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времени. Теплообмен между областью и окружающей средой подчиняется
закону Ньютона.

При расположении начала координат в центре области, т.е. для области
D = {(x, t) : −R < x < R, 0 < t 6 T}, рассматриваемый процесс описывается
дифференциальным уравнением с дробной производной Капуто:

∂α0tT (x, t) = a
∂2

∂x2
T (x, t)− β

λh

[
T (x, t)− T0

]
, −R < x < R, t > 0, (1)

где ∂α0tT (x, t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

T ′(x, s)
(t− s)α

ds— частная дробная производная Капу-

то порядка 0 < α 6 1; T (x, t)— температура; a— коэффициент температу-
ропроводности; β — коэффициент теплообмена; λ— коэффициент теплопро-
водности материала; h— отношение площади сечения тела к его периметру.
Отметим, что отношение β/λ характеризует относительную интенсивность
теплообмена на границе.

Вводя безразмерное время τ = t/t0, производную Капуто можно предста-
вить в виде [17]

∂α0τT (x, τ) =
1

tα0

1

Γ(1− α)

∫ τ

0

T ′(x, s)
(τ − s)α

ds.

Тогда уравнение (1) преобразуется к виду

∂α0τT (x, τ) = ā
∂2

∂x2
T (x, τ)− β

λh

[
T (x, τ)− T0(x)

]
, −R < x < R, τ > 0, (2)

где ā = atα0 .
Отметим, что переход к безразмерному времени влияет только на вре-

менную переменную. Однако, учитывая отсутствие характерного масштаба
длины в полубесконечной среде, можно воспользоваться результатами ра-
бот [10], где масштаб длины для уравнения дробной диффузии определяется
как x0 =

√
atα с размерностью длины [м]. При значении параметра α = 1

данный масштаб длины переходит в классический случай уравнения диффу-
зии. На этой основе вводится безразмерная переменная подобия ηα = x/

√
atα,

которая при α = 1 соответствует переменной подобия Больцмана η = x/
√
at.

Для полной постановки задачи дополним систему начальными и гранич-
ными условиями:

T (x, 0) = T0(x), T (0, τ) = Tc,

−λ∂T (x, τ)
∂x

∣∣∣
x=R

+ β
[
Tc − T (R, τ)

]
= 0, (3)

∂T (x, τ)

∂x

∣∣∣
x=0

= 0. (4)

3. Априорная оценка решения начально-краевой задачи.
Теорема 2. Пусть выполняются условия

T (x, τ) ∈ C2,0(D) ∩ C1,0(D̄), ∂α0τT (x, τ) ∈ C(D̄).
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Тогда для решения задачи (2)–(4) справедлива априорная оценка

‖T (x, τ)‖20 +D−α
0τ ‖Tx(x, τ)‖20 6M‖T0(x)‖20, (5)

где M — постоянная, зависящая от входных данных задачи.

До к а з ат е л ь ств о. Поскольку ā = const, то без ограничения общности
положим ā = 1. Умножая уравнение (2) скалярно на T (x, τ), получим

(
∂α0τT (x, τ), T (x, τ)

)
=

(
Txx(x, τ), T (x, τ)

)
− β

λh

(
(T (x, τ)−T0(x)), T (x, τ)

)
, (6)

где (g, h) =

∫ R

0
ghdx, ‖g‖20 = (g, g) для функций, заданных на [0, R).

Используя монотонность дробного интегрирования и тождество 2TTτ =
= ∂

∂τ (T
2), получаем

(∂α0τT (x, τ), T (x, τ)) =
1

Γ(1− α)

∫ R

0
T (x, τ) dx

∫ t

0
Tτ (x, t− τ)−αdτ >

>
1

2
(1, ∂α0τT

2(x, τ)) =
1

2
∂α0τ‖T (x, τ)‖20.

Применяя интегрирование по частям и учитывая граничные условия, по-
лучаем

(
Txx(x, τ), T (x, τ)

)
=

∫ R

0
Txx(x, τ)T (x, τ)dx =

= T (x, τ)Tx(x, τ)

∣∣∣∣
R

0

−
∫ R

0
T 2
x (x, τ)dx =

=
β

λ
T (R, τ)

[
Tc − T (R, τ)

]
− ‖Tx(x, τ)‖20. (7)

Для оценки первого слагаемого правой части равенства (7) применим
неравенство Коши с ε [13]:

β

λ
T (R, τ)[Tc − T (R, τ)] =

β

λ

(
(Tc − T (R, τ)), T (R, τ)

)
=

= −β
λ

∫ R

0
T 2(x, τ)dx+

β

λ

∫ R

0
T (x, 0)T (x, τ)dx 6

6M ε
1‖T0(x)‖20 +M ε

2‖T0(x)‖20,

где M ε
1 =

β

λ
(1 + ε), M ε

2 =
β

λ

(
1 +

1

ε

)
. Таким образом,

(Txx(x, τ), T (x, τ)) 6M ε
1‖T0(x)‖20 +M ε

2‖T0(x)‖20 =M‖T0(x)‖20.

Подставляя полученные оценки в равенство (6), получаем

1

2
∂α0τ‖T (x, τ)‖20 + ‖Tx(x, τ)‖20 6M‖T0(x)‖20. (8)
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Применяя к обеим частям неравенства (8) оператор дробного интегриро-
вания D−α

0τ и используя лемму 2 из [13], получаем искомую оценку (5):

‖T (x, τ)‖20 +D−α
0τ ‖Tx(x, τ)‖20 6M‖T0(x)‖20. �

4. Решение задачи. Рассмотрим случай, когда начальное распределение
температуры постоянно: T0(x) = T0 = const.

Теорема 3. Пусть выполняются условия

T (x, τ) ∈ C2,0(D) ∩ C1,0(D̄), ∂α0τT (x, τ) ∈ C(D̄), β/λ→ ∞,

тогда решение задачи (2)–(4) имеет вид

T (x, τ) = T0 + (Tc − T0)

∞∑

n=1

(−1)n+1 ×

×
(
(2n− 1)R− x

2
√
π

∫
∞

0

1

s3/2
W

(
−α, 1,−st

−α

ā

)
exp

(
−
(
(2n− 1)R− x

)2

4s
− sβ

λh

)
ds+

+
(2n− 1)R+ x

2
√
π

∫
∞

0

1

s3/2
W

(
−α, 1,−st

−α

ā

)
exp

(
−
(
(2n− 1)R+ x

)2

4s
− sβ

λh

)
ds

)
.

До к а з ат е л ь ств о. Решение начально-краевой задачи (2)–(4) найдем
методом интегральных преобразований. Применим преобразование Лапласа
по временной переменной τ к уравнению (2). Тогда после приведения подоб-
ных членов для изображения Лапласа получим обыкновенное дифференци-
альное уравнение

T ′′
L(x, p)−

(pα
ā

+
β

λh

)
TL(x, p) +

(pα
ā

+
β

λh

)T0
p

= 0 (9)

с граничными условиями

−T ′
L(R, p) +

β

λ

(Tc
p

− TL(R, p)
)
= 0, TL(0, p) = 0.

Характеристическое уравнение для (9) имеет вид

µ2 − q2(p) = 0

с корнями µ1,2 = ±q(p) = ±
√
pα

ā
+

β

λh
.

Тогда общее решение уравнения (9) записывается так:

TL(x, p) =
T0
p

+ C1 ch
(
q(p)x

)
+ C2 sh

(
q(p)x

)
,

где C1 и C2 — постоянные интегрирования, определяемые из граничных усло-
вий.
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Используя условие симметрии (4), получаем C2 = 0. Для определения
постоянной C1 воспользуемся граничным условием (3):

−C1q(p) sh
(
q(p)R

)
+
βTc
λp

− β

λ

(T0
p

+ C1 ch
(
q(p)R

))
= 0,

что приводит к выражению

C1 =
Tc − T0

p
[
ch
(
q(p)R

)
+
λ

β
q(p) sh

(
q(p)R

)] .

Таким образом, решение в пространстве изображений Лапласа принимает
вид

TL(x, p) =
T0
p

+
(Tc − T0) ch

(
q(p)x

)

p
[
ch
(
q(p)R

)
+
λ

β
q(p) sh

(
q(p)R

)] .

Рассмотрим предельный случай идеального теплового контакта, когда
β/λ→ ∞. Тогда

TL(x, p) =
T0
p

+
(Tc − T0) ch

(
q(p)x

)

p ch
(
q(p)R

) =
T0
p

+
ϕ(p)

ψ(p)
. (10)

Разложим ch−1
(
q(p)R

)
в ряд:

ch−1
(
q(p)R

)
= 2

∞∑

n=1

(−1)n+1 exp
(
−(2n− 1)q(p)R

)
. (11)

Подставляя разложение (11) в (10), получаем

TL(x, p) =
T0
p

+
Tc − T0

p

[
exp

(
q(p)x

)
+ exp

(
−q(p)x

)]
×

×
∞∑

n=1

(−1)n+1 exp
(
−(2n− 1)q(p)R

)
,

т.е.

TL(x, p) =
T0
p

+
Tc − T0

p

∞∑

n=1

(−1)n+1
[
exp

(
−q(p)

(
(2n− 1)R− x

))
+

+ exp
(
−q(p)

(
(2n− 1)R+ x

))]
. (12)

Применим обратное преобразование Лапласа к выражению (12):

T (x, τ) = T0 + (Tc − T0)

∞∑

n=1

(−1)n+1L−1
[1
p
exp

(
−q(p)

(
(2n− 1)R− x

))]
+
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+ (Tc − T0)

∞∑

n=1

(−1)n+1L−1
[1
p
exp

(
−q(p)

(
(2n− 1)R+ x

))]
. (13)

Для нахождения оригинала решения воспользуемся теоремой 1 и свой-
ством свертки преобразования Лапласа. В условиях теоремы 1 положим, что

ϕ(p) = q(p), F (p) = exp
(
−2

√
p
(
(2n− 1)R− x

)2

4

)
.

Учитывая, что

L−1
[√π

k
exp

(
−2

√
kp

)]
=

1

s3/2
exp (−k/s) ,

найдем

L−1
[1
p
exp

(
−q(p)

(
(2n− 1)R− x

))]
=

= L−1

[
(2n− 1)R− x

2
√
π

∫ ∞

0

1

s3/2
exp

(−
(
(2n− 1)R− x

)2

4s

)
· 1
p
exp

(
q(p)s

)
ds

]
=

=
(2n− 1)R− x

2
√
π

∫ ∞

0

1

s3/2
exp

(−
(
(2n− 1)R− x

)2

4s

)
· L−1

[1
p
exp

(
q(p)s

)]
ds =

=
(2n− 1)R− x

2
√
π

∫ ∞

0

1

s3/2
exp

(−
(
(2n− 1)R− x

)2

4s

)
×

× exp
(
− sβ
λh

)
L−1

[
1

p

∞∑

n=0

(−spα)n
ānn!

]
ds =

=
(2n− 1)R− x

2
√
π

∫ ∞

0

1

s3/2
exp

(−
(
(2n− 1)R− x

)2

4s

)
×

× exp
(
− sβ
λh

) ∞∑

n=0

(−s)n
ānn!

L−1
[
pαn−1

]
ds =

=
(2n− 1)R− x

2
√
π

∫ ∞

0

1

s3/2
exp

(−
(
(2n− 1)R− x

)2

4s

)
×

× exp
(
− sβ
λh

) ∞∑

n=0

(−s)nt−αn

ānn!Γ(−αn+ 1)
ds =

=
(2n− 1)R− x

2
√
π

∫ ∞

0

1

s3/2
exp

(−
(
(2n− 1)R− x

)2

4s

)
×

× exp
(
− sβ
λh

)
W

(
−α, 1,−st

−α

ā

)
ds.

Аналогичным образом найдем, что
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L−1
[
exp

(
−q(p)

(
(2n− 1)R+ x

))]
=

=
(2n− 1)R+ x

2
√
π

∫ ∞

0

1

s3/2
exp

(−
(
(2n− 1)R+ x

)2

4s

)
×

× exp
(
− sβ
λh

)
W

(
−α, 1,−st

−α

ā

)
ds.

Подставляя полученные выражения в (13), получаем окончательный вид
функции T (x, τ). �

5. Выводы. В работе исследована начально-краевая задача для урав-
нения теплопроводности с дробной производной Капуто порядка α ∈ (0, 1]
в ограниченной области, учитывающая теплообмен с внешней средой через
боковую поверхность по закону Ньютона. Основные результаты работы за-
ключаются в следующем.

1. Построена математическая модель процесса теплопереноса, включаю-
щая эффекты памяти через дробную производную Капуто и учитыва-
ющая теплоотдачу через боковую поверхность в виде отрицательного
источника тепла. Доказана корректность поставленной задачи — полу-
чена априорная оценка решения, устанавливающая его устойчивость по
начальным данным и граничным условиям в соответствующих функ-
циональных пространствах.

2. Операционным методом с использованием преобразования Лапласа по-
лучено аналитическое решение задачи для предельного случая идеаль-
ного теплового контакта (β/λ→ ∞). Решение выражается через специ-
альные функции (функции Райта) и позволяет исследовать особенности
формирования температурных полей в средах с памятью.

Перспективными направлениями дальнейших исследований являются по-
строение решения для произвольных значений отношения β/λ, проведение
вычислительных экспериментов по анализу влияния дробного параметра α
на динамику температурного поля, а также обобщение результатов на случай
анизотропных сред и нелинейных задач.

Полученные результаты открывают возможности для разработки новых
эффективных методов анализа краевых задач дробного порядка с учетом
сложных граничных условий.
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Abstract

This study investigates an initial-boundary value problem for a bounded
domain in thermal interaction with an external medium, incorporating mem-
ory effects through the Caputo time-fractional derivative. Heat transfer through
the lateral surface is modeled as a negative heat source in the governing dif-
ferential equation. An a priori estimate for the solution is established. The
solution is derived by using an operational method based on the Laplace
transform in time.

Keywords: memory effect, Laplace transform, nonstationary heat equa-
tiont.

Received: 17th February, 2025 / Revised: 10th June, 2025 /
Accepted: 17th June, 2025 / First online: 7th August, 2025

Competing interests. We declare no conflicts of interest regarding the authorship and
publication of this article.

Authors’ contributions and responsibilities. All authors contributed to the concep-
tion and design of the article, and to manuscript preparation. The authors are responsible

Differential Equations and Mathematical Physics
Short Communication

© The Author(s), 2025
© Samara State Technical University, 2025 (Compilation, Design, and Layout)
cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0 In-

ternational License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)

Please cite this article in press as:
Be y b a l a e v V. D., I b a v o v T. I. Initial-boundary value problem for nonstationary heat con-
duction equation in a bounded domain with non-insulated lateral surface, Vestn. Samar. Gos.
Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025,
vol. 29, no. 3, pp. 554–565. EDN: KNQSLO. DOI: 10.14498/vsgtu2155 (In Russian).

Authors’ Details:

Vetlugin D. Beybalaev https://orcid.org/0000-0002-4881-9264
Cand. Phys. & Math. Sci.; Associate Professor; Dept. of Applied Mathematics1; Senior Re-
searcher; Lab. of Geothermomechanics2; e-mail: kaspij_03@mail.rul.ru

Temirlan I. Ibavov https://orcid.org/0009-0006-8743-4304
Senior Lecturer; Dept. of Discrete Mathematics and Computer Science1;
e-mail: ibavov94@mail.ru

563



B e y b a l a e v V. D., I b a v o v T. I.

for submitting the final manuscript for publication. The final version of the manuscript
was approved by all authors.

Funding. This study received no external funding.

References

1. Oldham K. B., Spanier J. The Fractional Calculus: Theory and Applications of Differentia-
tion and Integration to Arbitrary Order, Mathematics in Science and Engineering, vol. 111.
N.Y., Academic Press, 1974, xiii+234 pp. DOI: https://doi.org/10.1016/s0076-5392(09)
x6012-1.

2. Miller K. S., Ross B. An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional Differential
Equations. N.Y., Wiley, 1993, xiii+366 pp.

3. Podlubny I. Fractional Differential Equations. An Introduction to Fractional Derivatives,
Fractional Differential Equations, to Methods of Their Solution and Some of Their Appli-
cations, Mathematics in Science and Engineering, vol. 198. San Diego, CA, Academic Press,
1999, xxiv+340 pp. EDN: YYTYZD.

4. Uchaykin V. V. Metod drobnykh proizvodnykh [Method of Fractional Derivatives].
Ul’yanovsk, Artishok, 2008, 512 pp. (In Russian). EDN: QJVANP.

5. Tarasov V. E. Fractional integro-differential equations for electromagnetic waves in dielectric
media, Theoret. Math. Phys., 2009, vol. 158, no. 3, pp. 355–359. EDN: LLPFCP. DOI: https://
doi.org/10.1007/s11232-009-0029-z.

6. Hristov J. The fading memory formalism with Mittag–Leffler-type kernels as a generator of
non-local operators, Appl. Sci., 2023, vol. 13, no. 5, 3065. DOI: https://doi.org/10.3390/
app13053065.

7. Zhmakin A. I. Heat conduction beyond the Fourier law, Tech. Phys., 2021, vol. 66, no. 1,
pp. 1–22. EDN: HWWCAD. DOI: https://doi.org/10.1134/S1063784221010242.

8. Beybalaev V. D., Aliverdiev A. A., Magomedov R. A., Meilanov R. R., Akhmedov E. N.
Modeling of freezing processes by an one-dimensional thermal conductivity equation with
fractional differentiation operators, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2017, vol. 21, no. 2, pp. 376–387 (In
Russian). EDN: ZHJLST. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1492.

9. Beybalaev V. D., Ibavov T. I., Aliverdiev A. A. On a boundary value problem for non-
stationary heat equation with memory effects via Caputo fractional derivative, In: Mathe-
matical Modeling and Boundary Value Problems, Proc. XII All-Russ. Sci. Conf. with Int.
Part. (Samara, September 17–19, 2024), 2024, pp. 199–201 (In Russian).

10. Beybalaev V. D., Aliverdiev A. A., Hristov J. Transient heat conduction in a semi-
infinite domain with a memory effect: Analytical solutions with a Robin boundary condi-
tion, Fractal Fract., 2023, vol. 7, no. 10, 770. EDN: SDKRZX. DOI: https://doi.org/10.3390/
fractalfract7100770.

11. Samko S. G., Kilbas A. A., Marichev O. I. Integraly i proizvodnye drobnogo poryadka i
nekotorye ikh prilozheniya [Integrals and Derivatives of Fractional Order and Some of Their
Applications]. Minsk, Nauka i Tekhnika, 1987, 688 pp. (In Russian)

12. Duffy D. G. Transform Methods for Solving Partial Differential Equations. Boca Raton, FL,
Chapman & Hall/CRC, 2004, xvii+708 pp.

13. Alikhanov A. A. A priori estimates for solutions of boundary value problems for fractional-
order equations, Differ. Equ., 2010, vol. 46, no. 5, pp. 660–666. EDN: MXDCPJ. DOI: https://
doi.org/10.1134/S0012266110050058.

14. Pskhu A. V. Uravneniya v chastnykh proizvodnykh drobnogo poryadka [Partial Differential
Equations of Fractional Order]. Moscow, Nauka, 2005, 199 pp. (In Russian). EDN: QJPLZX.

15. Mamchuev M. O. Kraevyye zadachi dlya uravneniy i sistem uravneniy s chastnymi proizvod-
nymi drobnogo poryadka [Boundary Value Problems for Equations and Systems of Partial
Differential Equations of Fractional Order]. Nal’chik, KBSC RAS, 2013, 200 pp. (In Rus-
sian). EDN: RPBPVP.

564



Initial-boundary value problem for nonstationary heat conduction equation . . .

16. Lykov A. V. Teoriya teploprovodnosti [Theory of Heat Conduction]. Moscow, Vyssh. shk.,
1967, 600 pp. (In Russian)

17. Hristov J. Linear viscoelastic responses and constitutive equations in terms of fractional
operators with non-singular kernels, Eur. Phys. J. Plus, 2019, vol. 134, 283. DOI: https://
doi.org/10.1140/epjp/i2019-12697-7.

565



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2025. Т. 29, № 3. С. 566–578
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2133

EDN: VCVBSZ

УДК 517.977.56

О нахождении градиента в задаче управления
колебаниями механических систем без трения

А. С. Зинченко1, А. А. Нехаев2, А. М. Романенков1,2

1 Московский авиационный институт
(национальный исследовательский университет)
Россия, 125993, Москва, Волоколамское шоссе, 4.

2 Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление»
Российской академии наук,
Россия, 119333, Москва, ул. Вавилова, 44/2.

Аннотация

Исследуется задача вычисления градиента для алгоритма оптималь-
ного управления распределенной системой, математическая модель ко-
торой описывается начально-краевой задачей для линейного гиперболи-
ческого уравнения в частных производных высокого порядка. Рассмат-
ривается колебательный процесс без диссипации энергии. Предлагаемая
модель охватывает широкий класс прикладных задач, включая колеба-
ния струны, балки, стержня и других одномерных упругих механиче-
ских систем, а также систем, допускающих редукцию к указанным слу-
чаям. С использованием метода интегральных оценок доказана теорема
единственности решения и получено явное выражение для градиента
минимизируемого квадратичного функционала.
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Введение. Рассматриваются колебания одномерной механической систе-
мы, при этом допускается произвольная природа колебаний. Уравнение, опи-
сывающее колебательный процесс, может содержать производные высокого
порядка по пространственной переменной (четвертого, шестого и выше). Про-
блема управления такими колебаниями активно исследуется в научной лите-
ратуре.

В работе [1] разработан аналитический подход к построению оптималь-
ного граничного управления для одномерных неоднородных колебательных
процессов со смещением на обоих концах, основанный на методе моментов.
Исследование [2] посвящено системам с распределенными параметрами, опи-
сываемым гиперболическими уравнениями с переменными коэффициентами,
где решается задача определения мгновенно-оптимального точечного управ-
ления с использованием интегрального закона сохранения энергии. В [3] рас-
сматривается задача гашения колебаний системы, описываемой волновым
уравнением и обыкновенным дифференциальным уравнением второго поряд-
ка, причем функции состояния связаны через граничные условия линейным
образом, что позволяет получить точный вид управляющей функции.

В [4] исследованы задачи гашения колебаний струны и балки (управление
для гиперболических уравнений второго и четвертого порядков), где установ-
лено точное время гашения колебаний и применен градиентный метод для
численного решения. Работа [5] посвящена численному гашению колебаний
балки с использованием нескольких неподвижных точечных актюаторов, при
этом управление ищется в классе кусочно-постоянных функций.

Задачи с уравнениями высокого порядка представляют значительный на-
учный интерес. В [7] исследуется динамическое поведение и солитонные реше-
ния уравнения Кортевега–де Фриза и уравнения иерархии Жолента–Миодека,
имеющие приложения в распознавании образов, динамике жидкости, нейрон-
ных сетях, механических системах, экологии, теории управления, бифурка-
ционном анализе и теории хаоса. Авторами получены точные решения в виде
бегущей волны, содержащие рациональные, гиперболические и тригономет-
рические функции. В [8] рассмотрена задача оптимального управления для
линейной системы гиперболических уравнений первого порядка, где правая
часть определяется из управляемых билинейных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Предложенный подход основан на неклассических фор-
мулах приращения функционала стоимости.

Исследование [9] представляет метод автоматической временной сегмента-
ции видео, сочетающий многомасштабный анализ изображений, нелинейные
уравнения в частных производных и сверточные нейронные сети. Для нели-
нейной гиперболической модели второго порядка доказаны корректность, су-
ществование и единственность слабого решения, для нахождения которого
применен алгоритм на основе метода конечных разностей. В [10] установлена
теорема существования и единственности для нелокальных нелинейных диф-
ференциальных уравнений балки шестого порядка с четырьмя параметрами
при определенных условиях роста функции f и ограничении на изгибную
жесткость. Работа [11] посвящена изучению класса уравнений с двумя раз-
личными порядками типа Римана–Лиувилля разностных операторов набла,
где доказано существование положительного решения с использованием тео-
ремы о неподвижной точке.
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В [12] рассмотрена задача граничного управления для гиперболическо-
го уравнения, характеристики которого имеют угловые коэффициенты одно-
го знака, при этом управляющие функции построены в явном виде. В [13]
исследована задача граничного управления для системы гиперболических
уравнений, где с помощью метода Римана построены управляющие функ-
ции, переводящие систему из заданного начального состояния в финальное.
Наконец, в [14] решается задача оптимального управления линейной систе-
мой гиперболических уравнений первого порядка с квадратичным целевым
функционалом, осуществлена редукция к задаче оптимального управления
системой обыкновенных дифференциальных уравнений на основе некласси-
ческих формул приращения целевого функционала второго порядка.

1. Постановка задачи. Пусть u = u(x, t), где x ∈ [0, l], l > 0, t ∈ [0, T ],
T > 0, и пусть N ∈ N. Рассмотрим уравнение

∂2u

∂t2
+

N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2ku

∂x2k
= f(x, t), (1)

где коэффициенты ak ∈ R и aN 6= 0. На границах области задаются либо
условия шарнирного закрепления:

∂2ku

∂x2k

∣∣∣
x=0

=
∂2ku

∂x2k

∣∣∣
x=l

= 0, k = 0, 1, . . . , N − 1, (2)

либо условия нежесткого закрепления:

∂2k+1u

∂x2k+1

∣∣∣
x=0

=
∂2k+1u

∂x2k+1

∣∣∣
x=l

= 0, k = 0, 1, . . . , N − 1. (3)

Для функции u(x, t) заданы начальные условия

u
∣∣
t=0

= u0(x),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= u1(x), (4)

согласованные с граничными условиями (2) или (3).
Отметим, что модели колебаний с силой трения, пропорциональной ско-

рости, могут быть сведены к задаче (1)–(4). Действительно, пусть µ ∈ R+.
Рассмотрим уравнение

∂2u

∂t2
+ µ

∂u

∂t
+

N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2ku

∂x2k
= f(x, t),

где слагаемое µ∂u
∂t описывает силу трения. Замена переменной u = e−µt/2w

позволяет исключить член с первой производной по времени, что приводит
к уравнению

∂2w

∂t2
+

N∑

k=1

(−1)ka2k
∂2kw

∂x2k
+
(µ2
4

+ a20

)
w = F (x, t),
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где F (x, t) = f(x, t)eµt/2. Полученное уравнение имеет вид (1), при этом гра-
ничные условия (2) или (3) для функции w сохраняются, а начальные условия
принимают вид

w
∣∣
t=0

= u0(x),
∂w

∂t

∣∣∣
t=0

= u1(x) +
µ

2
u0(x).

2. Анализ однородного уравнения. Рассмотрим случай однородного
уравнения (1), т.е. f(x, t) ≡ 0. Пусть Qτ := [0, l] × [0, τ ]. Применим технику
интегральных оценок, следуя [6]. Умножим уравнение (1) с нулевой правой
частью на ∂u

∂t и, используя соотношения

∂2u

∂t2
∂u

∂t
=

1

2

∂

∂t

(
∂u

∂t

)2

и
∂ku

∂xk
∂k+1u

∂xk∂t
=

1

2

∂

∂t

(
∂ku

∂xk

)2

,

выделим полные производные по времени. Интегрируя полученное выраже-
ние по области Qτ при τ > 0, получим

0 =

∫

Qτ

(
∂2u

∂t2
∂u

∂t
+

N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2ku

∂x2k
∂u

∂t

)
dxdt =

=
1

2

∫

Qτ

∂

∂t

((∂u
∂t

)2
+

N∑

k=0

a2k

(∂ku
∂xk

)2
)
dxdt = E(τ)− E(0),

где введена функция E(τ), представляющая полную энергию колебательной
системы и определяемая выражением

E(τ) =
1

2

∫ l

0

[(∂u
∂t

)2
+

N∑

k=0

a2k

(∂ku
∂xk

)2
]

t=τ

dx. (5)

Утверждение. Для механической системы, описываемой уравнением (1)
с краевыми условиями (2) или (3), выполняется закон сохранения энергии:

E(τ) = E(0) ∀τ > 0.

Из закона сохранения энергии непосредственно вытекает следующая тео-
рема единственности решения начально-краевой задачи.

Теорема. Пусть для однородного уравнения (1) (f(x, t) ≡ 0) с краевы-
ми условиями (2) или (3) начальные функции u0(x) и u1(x) тождественно
равны нулю. Тогда задача имеет единственное решение u(x, t) ≡ 0.

До к а з ат е л ь ств о. Из закона сохранения энергии следует, что E(τ) =
= E(0) ≡ 0 для всех τ > 0. Согласно формуле (5), получаем

0 6 E(τ) = 0,

что возможно только при u(x, t) ≡ 0.
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Рассмотрим теперь общий случай с произвольными начальными услови-
ями u0(x) и u1(x). Предположим, что существуют два различных решения
w(x, t) и v(x, t) начально-краевой задачи с одинаковыми краевыми и началь-
ными условиями. Тогда функция u(x, t) = w(x, t)−v(x, t) удовлетворяет урав-
нению (1) с f(x, t) ≡ 0, однородным краевым условиям (2) или (3), нулевым
начальным условиям.

Согласно доказанному выше, u(x, t) ≡ 0, следовательно, w(x, t) ≡ v(x, t),
что доказывает единственность решения. �

Рассмотрим дифференциальный оператор L, действующий на функции,
дважды дифференцируемые по времени и 2N раз дифференцируемые по про-
странственной переменной, по следующему правилу:

L :=
∂2

∂t2
+ Lx =

∂2

∂t2
+

N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2k

∂x2k
,

где Lx =
N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2k

∂x2k
— дифференциальный оператор по пространствен-

ной переменной. В терминах введенного оператора уравнение (1) принимает
компактный вид:

Lu = f.

Лемма. Оператор Lx, действующий на функции w, v, удовлетворяющие
краевым условиям (2) или (3), является симметричным и положительно
определенным:

(Lxw, v) = (w,Lxv), (Lxw,w) > 0 при w 6= 0.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим стандартное скалярное произведение
в L2[0, l]. Применяя N раз интегрирование по частям и учитывая граничные
условия (2) или (3), получаем

(Lxw, v) =

∫ l

0

( N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2kw

∂x2k

)
vdx =

∫ l

0

N∑

k=0

a2k
∂kw

∂xk
∂kv

∂xk
dx = (w,Lxv).

Для доказательства положительной определенности положим v = w 6= 0:

(Lxw,w) =

∫ l

0

N∑

k=0

a2k

(∂kw
∂xk

)2
dx > 0,

поскольку aN 6= 0 и не все производные ∂kw
∂xk могут быть тождественно нуле-

выми. �

Исследуем действие оператора Lx на экспоненциальную функцию:

Lxe
λx =

( N∑

k=0

(−1)ka2kλ
2k

)
eλx =: µ(λ)eλx,
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где µ(λ)— многочлен от параметра λ. Заметим, что для чисто мнимых λ = iϕ,
ϕ ∈ R, этот многочлен принимает положительные значения:

µ(iϕ) =

N∑

k=0

(−1)ka2k(iϕ)
2k =

N∑

k=0

(−1)k(i2)ka2kϕ
2k =

N∑

k=0

(akϕ
k)2 > 0.

3. Градиент в задаче управления. Рассмотрим функцию f(x, t) в ка-
честве управляющего воздействия. Решение u(x, t) = u(x, t, f) начально-кра-
евой задачи (1)–(4) при этом зависит от выбора управления. Сформулируем
задачу оптимального управления: найти такое управление f(x, t), которое
минимизирует функционал

J(f) =

∫ l

0

((
u(x, T, f)− y0(x)

)2
+

(
ut(x, T, f)− y1(x)

)2
+

+
1

ε2

∫ T

0
f2(x, t)dt

)
dx, (6)

где y0(x), y1(x)— заданные целевые функции, определяющие желаемую ко-
нечную форму и скорость системы соответственно. Последнее слагаемое в
функционале, содержащее норму управления, обеспечивает регуляризацию
задачи [15]. Хотя функционалы вида (6) широко используются в теории управ-
ления, задача управления для гиперболического уравнения высокого порядка
представляет собой новую постановку.

Для численного решения задачи применим градиентный метод. Следуя [3],
построим итерационный процесс:

fk+1 = fk − αkJ
′(fk), k = 0, 1, . . . ,

где f0 — начальное приближение, αk > 0— шаг градиентного метода. Шаг αk

выбирается из условия монотонного убывания функционала:

J
(
fk − αkJ

′(fk)
)
< J(fk).

Итерационный процесс прекращается при выполнении критерия остановки:

‖J ′(fk)‖L2 < ε.

Для вычисления градиента рассмотрим возмущенное управление f(x, t)+
+ h(x, t), где h(x, t)— малая добавка. Обозначим через W (x, t) = uh(x, t) −
−u(x, t) соответствующее приращение решения, которое удовлетворяет зада-
че (1)–(4) с правой частью h(x, t) и однородными граничными условиями (2)
или (3). Согласно определению производной Фреше, приращение функцио-
нала имеет вид

ΔJ = J(f + h)− J(f) = (J ′(f), h) + o(‖h‖2L2(QT )),

где все функции зависят от переменных x и t.
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Используя методику, изложенную в работах [16,17], выпишем приращение
функционала:

ΔJ = J(f + h)− J(f) =

∫ l

0

((
2u(x, T, f)− 2y0(x)

)
W (x, T ) +

+
(
2ut(x, T, f)− 2y1(x)

)
Wt(x, T ) +

1

ε2

∫ T

0
2f(x, t)h(x, t)dt

)
dx+R(h), (7)

где остаточный член R(h) задается выражением

R(h) =

∫ l

0

(
W 2(x, T ) +W 2

t (x, T )
)
dx+

1

ε2

∫ l

0

∫ T

0
h2(x, t)dtdx.

Введем сопряженную функцию ψ(x, t), удовлетворяющую конечным усло-
виям:

ψ(x, T ) = 2
(
ut(x, T, f)− y1(x)

)
, ψt(x, T ) = −2

(
u(x, T, f)− y0(x)

)
.

Тогда приращение функционала (7) можно переписать в виде

ΔJ =

∫ l

0

∫ T

0

(
−ψtt(x, t)W (x, t) + ψ(x, t)Wtt(x, t) +

+
2

ε2
f(x, t)h(x, t)

)
dtdx+R(h). (8)

Из уравнения для W выразим Wtt:

Wtt = h(x, t)−
N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2kW

∂x2k

и подставим в (8):

ΔJ =

∫ l

0

∫ T

0

(
−ψtt(x, t)W (x, t) + ψ(x, t)

(
h(x, t)−

N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2kW

∂x2k

)
+

+
2

ε2
f(x, t)h(x, t)

)
dtdx+R(h).

Потребуем, чтобы ψ(x, t) удовлетворяла однородному уравнению:

∂2ψ

∂t2
+

N∑

k=0

Ak
∂2kψ

∂x2k
= 0,

где коэффициенты Ak подлежат определению из ограничений на ΔJ . Тогда

ΔJ =

∫ l

0

∫ T

0

((
ψ(x, t) +

2

ε2
f(x, t)

)
h(x, t) +

( N∑

k=0

Ak
∂2kψ

∂x2k

)
W (x, t)−

− ψ(x, t)
N∑

k=0

(−1)ka2k
∂2kW

∂x2k

)
dtdx+R(h).
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Преобразуем интеграл:

∫ l

0

∫ T

0

N∑

k=0

(
Ak

∂2kψ

∂x2k
W (x, t)− ψ(x, t)(−1)ka2k

∂2kW

∂x2k

)
dtdx =

=
N∑

k=0

∫ l

0

∫ T

0
(Ak − (−1)ka2k)

∂kψ

∂xk
∂kW

∂xk
dtdx.

Положим Ak = (−1)ka2k, тогда получим

ΔJ =

∫ l

0

∫ T

0

(
ψ(x, t) +

2

ε2
f(x, t)

)
h(x, t)dtdx+R(h),

или в операторной форме ΔJ(h) = (DJ, h)+R(h), где DJ = ψ(x, t)+ 2
ε2
f(x, t).

Далее необходимо показать, что остаточный член R(h) имеет более высокий
порядок малости по сравнению с линейной частью.

Отметим, что в данном случае вычисление градиента существенно проще,
чем в общем случае [17]. В отличие от общего подхода, здесь не потребова-
лось вводить мажорирующий функционал — удалось непосредственно вычис-
лить градиент исходного квадратичного функционала. Предложенная мето-
дика выделения линейной части приращения функционала применима для
начально-краевых задач порядка выше четвертого.

Теорема (Оценка остаточного члена). Для остаточного члена R(h)
справедлива оценка

R(h) = O(‖h‖2L2(QT )).

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим энергетическое тождество

(
LW,

∂W

∂t

)
=

(∂W
∂t

, h
)
.

Согласно лемме об энергии, имеем

(∂W
∂t

, h
)
= E(τ) >

1

2

∫ l

0

(∂W
∂t

)2∣∣∣
t=τ

dx.

Применяя неравенство Коши—Буняковского, получаем

(∂W
∂t

, h
)
=

∫ l

0

∫ τ

0

∂W

∂t
ddtdx 6

1

2

∫ l

0

∫ τ

0

(∂W
∂t

)2
dtdx+

1

2

∫ l

0

∫ τ

0
h2dtdx.

Комбинируя эти оценки, приходим к неравенству

∫ l

0

(∂W
∂t

)2∣∣∣
t=τ

dx 6

∫ l

0

∫ τ

0

(∂W
∂t

)2
dtdx+

∫ l

0

∫ τ

0
h2dtdx. (9)

Введем следующие обозначения:

b =

∫ l

0

∫ τ

0
h2dtdx, ϕ(τ) =

∫ l

0

(∂W
∂t

)2∣∣∣
t=τ

dx.
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Тогда неравенство (9) принимает вид

ϕ(τ) 6

∫ τ

0
ϕ(t)dt+ b.

Применяя лемму Гронуолла, получаем оценку

∫ l

0

(∂W
∂t

)2
dx 6 eτ

∫ l

0

∫ τ

0
h2dtdx.

Учитывая нулевые начальные условия, имеем

W (x, T ) =

∫ T

0

∂W

∂t
dt,

откуда с помощью неравенства Гельдера получаем

∫ l

0
W 2(x, T )dx 6 T

∫ l

0

∫ T

0

(∂W
∂t

)2
dtdx 6 TeT

∫ l

0

∫ T

0
h2dtdx.

Окончательная оценка для R(h) имеет вид

R(h) =

∫ l

0

(
W 2(x, T ) +W 2

t (x, T )
)
dx+

1

ε2

∫ l

0

∫ T

0
h2(x, t)dtdx 6

6

(
(T l + 1)eT +

1

ε2

)∫ l

0

∫ T

0
h2(x, t)dtdx = O(‖h‖2L2(QT )).

�

Заключение. В работе исследована задача оптимального управления ко-
лебательными процессами, описываемыми начально-краевой задачей для ли-
нейного гиперболического уравнения высокого порядка в частных производ-
ных. Основные результаты работы включают:

1) явное выражение для градиента минимизируемого квадратичного функ-
ционала, полученное с использованием метода интегральных тождеств
и техники сопряженных задач;

2) доказательство теоремы единственности решения смешанной задачи
на основе закона сохранения энергии и энергетических оценок;

3) обоснование корректности градиентного метода для рассматриваемого
класса задач управления, включая оценку остаточного члена.

Полученные результаты расширяют классические подходы к задачам управ-
ления распределенными системами и могут быть применены к широкому
классу механических систем, включая модели струн, балок и стержней.
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Abstract

This paper investigates the problem of gradient computation for an op-
timal control algorithm applied to a distributed system. The mathemati-
cal model of the system is described by an initial-boundary value problem
for a linear high-order hyperbolic partial differential equation. The study
considers an oscillatory process without energy dissipation. The proposed
model covers a wide class of applied problems, including vibrations of strings,
beams, rods, and other one-dimensional elastic mechanical systems, as well
as systems reducible to these cases. By using the method of integral esti-
mates, we prove a uniqueness theorem for the solution and derive an explicit
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Аннотация

Показано обобщение ранее разработанного метода прогнозирования
ползучести и длительной прочности на основании известной информа-
ции о поведении заранее испытанного образца (образец-лидер, прото-
тип) в условиях вязкого разрушения материала для случая воздействия
на материал агрессивной среды — наводораживания металлических об-
разцов и элементов конструкций с разной степенью внедренного во-
дорода. Отмечены преимущества разработанного метода по сравнению
с более сложными известными способами. Показаны результаты расчета
ползучести и длительной прочности наводороженных образцов из спла-
ва ВТ6 при температуре 600 ∘C. Результаты исследования демонстриру-
ют, что разработанный метод позволяет не только прогнозировать кри-
вые ползучести и длительной прочности, но и оптимально планировать
эксперименты для получения серии кривых ползучести при постоянных
напряжениях.
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Введение и постановка задачи. Большинство исследований в области
математического моделирования ползучести и длительной прочности метал-
лов посвящено изучению деформации конструкционных элементов, эксплуа-
тирующихся в нейтральных (неагрессивных) средах.

Более сложный характер поведения материала в агрессивных средах при
высоких температурах подтверждается, например, исследованиями [1–4], в ко-
торых анализируется влияние водорода на ползучесть и длительную проч-
ность титанового сплава ВТ6 при 600 ℃ в условиях одноосного растяже-
ния [1–3] и сложного напряженного состояния [4].

Систематические научные исследования в области металловедения, ме-
таллофизики и технологий титана и его сплавов ведутся давно. Здесь можно
отметить как фундаментальные монографии отечественных ученых [5,6], так
и зарубежную монографию энциклопедического типа [7] (перевод на русский
язык [8]). Однако основной упор в этих монографиях (как и в огромном коли-
честве других работ аналогичного типа) делается на оценку влияния агрес-
сивных сред на параметры, описывающие металлофизическое состояние ма-
териалов. Что же касается изучения процесса ползучести в водородосодер-
жащей среде при высоких температурах (выше 500 ℃) с точки зрения по-
строения феноменологических моделей ползучести и длительной прочности
элементов конструкций, то здесь количество работ крайне ограничено. В этом
направлении можно отметить публикации по исследованию реологического
деформирования и разрушения наводороженного сплава ВТ6 при 600 ℃ в на-
учных школах Института механики Московского государственного универси-
тета имени М.В. Ломоносова [2, 4, 9–13] и научно-исследовательского инсти-
тута механики Нижегородского государственного университета им.Н. И. Ло-
бачевского [3, 14], причем в [3, 14] впервые построены и исследованы модели
ползучести и длительной прочности наводороженного сплава ВТ6 при тем-
пературе 600 ℃ для сложного напряженного состояния на основе обобщения
более ранних результатов работ [15–18].

Одной из центральных задач построения модели ползучести и длитель-
ной прочности является наличие базового объема экспериментальных данных
кривых ползучести и длительной прочности наводороженных образцов при
различных напряженных состояниях. Однако свойства ползучести и длитель-
ной прочности для титановых сплавов при высоких температурах существен-
но зависят от многих факторов. Имеющаяся экспериментальная информация
по титановым сплавам весьма противоречива, что обусловлено интенсивным
влиянием водорода на процессы необратимой деформации, изменение объ-
емного содержания α- и β-фаз, размеры и морфологию фаз, концентрацию
в них легирующих элементов. Кроме этого, на деформацию ползучести ока-
зывают существенное влияние режимы термообработки, размер зерен, уро-
вень напряженного состояния и многие другие факторы [6–8]. Поскольку
для механических испытаний в условиях ползучести, как правило, использу-
ются образцы в состоянии поставки, учесть все эти факторы (в рамках даже
одной плавки они могут отличаться) невозможно, что, в свою очередь, приво-
дит к большому разбросу экспериментальных данных [1–3], нехарактерному
для испытаний в нейтральных средах.

Совокупность приведенных выше факторов приводит к существенным
проблемам при проведении базовых экспериментальных исследований для
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построения реологических моделей наводороженного титанового сплава ВТ6
при высоких температурах [1–3]. Поэтому для получения достоверных ре-
зультатов влияния растворенного водорода на ползучесть водородосодержа-
щего титанового сплава и их корректного анализа, во-первых, необходимы
новые методические подходы для снижения влияния ряда перечисленных
структурных факторов на механизм и параметры ползучести, что частич-
но реализовано в работах [1, 2] при исследовании сплава ВТ6 при темпера-
туре 600 ℃. Во-вторых, необходимо разрабатывать методику оптимального
планирования экспериментальных исследований собственно для получения
кривых ползучести при различных напряжениях и концентрации водорода,
чтобы снизить трудоемкость получения базовой экспериментальной инфор-
мации, необходимой для построения модели ползучести и длительной прочно-
сти. В этом направлении некоторые позитивные результаты получены в рабо-
тах [19,20] для прогнозирования деформации ползучести и длительной проч-
ности образцов в нейтральных средах по известному реологическому пове-
дению предварительно испытанного образца-лидера (прототипа) в услови-
ях вязкого разрушения материала. В этом методе вводится предположение,
что при отсутствии мгновенной пластической деформации и первой стадии
ползучести, зная кривую ползучести образца-лидера при определенном на-
пряжении и время его разрушения, можно определить кривые ползучести
при других напряжениях, используя лишь начальные скорости деформации
образцов при этих напряжениях, в отличие от работ [21–24], в которых про-
гнозируется лишь время до разрушения по начальной скорости ползучести.

На основе модели вязкого механизма разрушения в [19, 20] получено со-
отношение для времени достижения одного и того же значения деформации
ползучести p(σ, t) двумя реализациями: образцом-прототипом при напряже-
нии σ1 и исследуемым образцом при напряжении σ2:

t(p, σ2) = t(p, σ1) ·
ṗ0(σ1)

ṗ0(σ2)
, ṗ0(σi) = ṗ(σi, 0), i = 1, 2, (1)

из которого следует, что кривая ползучести исследуемого образца при номи-
нальном напряжении σ2 может быть получена с помощью преобразования по-
добия из кривой ползучести образца-лидера при номинальном напряжении σ1
с коэффициентом подобия, который равен отношению начальных скоростей
деформации образца прототипа и исследуемого образца, т. е. ṗ0(σ1)/ṗ0(σ2).

В настоящей работе сделана попытка обобщения разработанного метода
для нейтральной среды [19, 20] на случай воздействия на материал агрес-
сивной среды — наводораживания металлических образцов и элементов кон-
струкций с разной степенью внедренного водорода.

Результаты прогноза ползучести и длительной прочности наво-
дороженных образцов из сплава ВТ6 при температуре 600℃. Для
анализа используются экспериментальные данные для наводороженного спла-
ва ВТ6 при температуре 600 ℃ с концентрацией водорода cm ∈ [0.1; 0.2; 0.3]
мас. %, представленные в работах [1,25]. Испытания в [1,25] выполнены в ши-
роком диапазоне номинальных напряжений σ ∈ [47; 67; 117; 167; 217] МПа
на сплошных цилиндрических образцах диаметром 5 мм и рабочей длиной
l0 = 25 мм, изготовленных из горячекатаного прутка. В исходном состоя-
нии концентрация водорода не более 0.008 мас. %, поэтому в дальнейшем для
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ненаводороженных образцов полагалось cm = 0%. В качестве характеристи-
ки деформированного состояния использована логарифмическая деформа-
ция

p(t) = ln
(
l(t)/l0

)
,

где l(t)— текущее удлинение образца в момент времени t.
Для иллюстрации метода в качестве образца-лидера использовалась ре-

ализация при σ = 167 МПа для всех уровней концентрации водорода cm.
В табл. 1 приведены экспериментальные [1,2,25] значения для начальной ско-
рости установившейся ползучести ṗ0(σ) и времени до разрушения t*1 для всех
пяти уровней номинального напряжения σ. С использованием этих экспе-
риментальных значений по формуле (1) получены прогнозируемые значения
времени до разрушения t*2 по разработанной методике (см. табл. 1). Для срав-
нения в табл. 1 приведены расчетные значения времени до разрушения t*3 по
модели авторов [1,25]. В двух последних столбцах табл. 1 приведены значения
относительных погрешностей Δ2 и Δ3 (%), вычисленных по формуле

Δi =
∣∣∣ t

*
i − t*1
t*1

∣∣∣ · 100%, i = 2, 3

для модели (1) и модели авторов [1, 25]. На рис. 1–4 штриховыми линиями
показаны расчетные (прогнозируемые) зависимости для деформации ползу-
чести, полученные на основании (1), при этом использовались лишь экспери-
ментальные данные для образца-лидера (σ = 167 МПа) и начальные скорости
деформации ползучести для реализаций при других уровнях напряжений.

Согласно полученным результатам, погрешность прогнозирования време-
ни до разрушения по модели (1) для стационарных кривых ползучести со-
измерима с результатами, полученными по более сложной модели [1, 25], по-
строенной на основе кинетических уравнений ползучести разупрочняющегося
материала, содержащей 8 параметров для всего спектра cm и 4 параметра при
фиксированном значении cm. В модели же (1) всего один параметр — отноше-
ние скоростей ползучести образца-лидера и исследуемого образца в началь-
ный момент времени.

Заключение. В работе показано, что метод прогнозирования по образцу-
лидеру дает приемлемые результаты расчета кривых ползучести и времени
до разрушения (с учетом большого разброса экспериментальных данных, от-
меченных в [1,25]) и для наводороженных конкретных образцов из титаново-
го сплава ВТ6 при температуре 600 ℃. При этом после внедрения водорода,
вообще говоря, происходит частичное охрупчивание этого материала и ни
о каком вязком механизме разрушения, в рамках которого и разработан ме-
тод [19,20], здесь речи быть не может.

На основании результатов настоящей статьи появляется возможность оп-
тимального планирования экспериментальных исследований для получения
стационарных кривых ползучести и прогнозирования времени разрушения
при постоянных напряжениях, в том числе и для наводороженного матери-
ала. Эти данные являются базовой информацией для построения феномено-
логических реологических моделей.

Для этого достаточно выполнить следующее: провести эксперименты при
произвольном уровне напряжений на трех–пяти образцах (что необходимо
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Рис. 1. Экспериментальные (сплошные) и прогнозируемые (штриховые) кривые ползу-
чести сплава ВТ6 по образцу-лидеру 2 при температуре 600℃ с содержанием водорода
cm = 0%; маркеры: 1 — σ = 217 МПа, 2 — σ = 167 МПа, 3 — σ = 117 МПа; 4 — σ = 67 МПа,

5 — σ = 47 МПа
[Figure. 1. Experimental (solid lines) and predicted (dashed lines) creep curves for the VT6
alloy based on leader specimen 2 at a temperature of 600 with a hydrogen-ion concentration by
mass cm = 0%; markers: 1—σ = 217 MPa, 2—σ = 167 MPa, 3—σ = 117 MPa; 4—σ = 67 MPa,

5—σ = 47 MPa]

Рис. 2. Экспериментальные (сплошные) и прогнозируемые (штриховые) кривые ползу-
чести сплава ВТ6 по образцу-лидеру 2 при температуре 600℃ с содержанием водорода
cm = 0.1%; маркеры: 1 — σ = 217 МПа, 2 — σ = 167 МПа, 3 — σ = 117 МПа; 4 — σ = 67 МПа,

5 — σ = 47 МПа
[Figure. 2. Experimental (solid lines) and predicted (dashed lines) creep curves for the VT6 alloy
based on leader specimen 2 at a temperature of 600 with a hydrogen-ion concentration by mass
cm = 0.1%; markers: 1—σ = 217 MPa, 2—σ = 167 MPa, 3—σ = 117 MPa; 4—σ = 67 MPa,

5—σ = 47 MPa]

Рис. 3. Экспериментальные (сплошные) и прогнозируемые (штриховые) кривые ползу-
чести сплава ВТ6 по образцу-лидеру 2 при температуре 600℃ с содержанием водорода
cm = 0.2%; маркеры: 1 — σ = 217 МПа, 2 — σ = 167 МПа, 3 — σ = 117 МПа; 4 — σ = 67 МПа

[Figure. 3. Experimental (solid lines) and predicted (dashed lines) creep curves for the VT6 alloy
based on leader specimen 2 at a temperature of 600 with a hydrogen-ion concentration by mass
cm = 0.2%; markers: 1—σ = 217 MPa, 2—σ = 167 MPa, 3—σ = 117 MPa; 4—σ = 67 MPa]
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Рис. 4. Экспериментальные (сплошные) и прогнозируемые (штриховые) кривые ползу-
чести сплава ВТ6 по образцу-лидеру 2 при температуре 600℃ с содержанием водорода

cm = 0.3%; маркеры: 1 — σ = 217 МПа, 2 — σ = 167 МПа, 3 — σ = 117 МПа

[Figure. 4. Experimental (solid lines) and predicted (dashed lines) creep curves for the VT6 alloy
based on leader specimen 2 at a temperature of 600 with a hydrogen-ion concentration by mass

cm = 0.3%; markers: 1—σ = 217 MPa, 2—σ = 167 MPa, 3—σ = 117 MPa]

Таблица 1

Значения длительной прочности сплава ВТ6 при температуре 600 ℃ с содержанием
водорода cm при различных уровнях напряжений [Long-term strength values of the
VT6 alloy at a temperature of 600℃ with hydrogen-ion concentration by mass cm at

various stress levels]

Experimental data Predicted data

σ0, MPa cm, % ṗ0(σ), h
−1 t*1, h t*2, h t*3, h Δ2, % Δ3, %

47 0 0.0036 83.1 62.5 57.97 24.8 30.2
0.1 0.0038 100.36 46.6 80.27 53.6 20.0

67 0 0.0162 24.76 13.9 19.4 43.9 21.6
0.1 0.0075 27.96 23.6 26.84 15.6 4.0
0.2 0.0028 38 46.8 45.3 23.2 19.2

117 0 0.0556 4.72 4.05 3.45 14.2 26.9
0.1 0.047 7.02 3.77 4.77 46.3 32.1
0.2 0.041 2.12 3.19 7.83 50.5 269.3
0.3 0.0008 73 41.25 40.9 43.5 44.0

167 0 0.194 1.16 — 1.14 — 1.7
0.1 0.099 1.79 — 1.58 — 11.7
0.2 0.119 1.1 — 2.55 — 131.8
0.3 0.003 11 — 13.2 — 20.0

217 0 0.4374 0.43 0.51 0.51 18.6 18.6
0.1 0.284 0.55 0.62 0.7 12.7 27.3
0.2 0.129 0.99 1.01 1.17 2.0 18.2
0.3 0.0275 2.31 1.2 5.77 48.1 149.8

из-за существенного разброса данных при реологическом деформировании),
построить надежную усредненную кривую стационарной ползучести и ис-
пользовать ее в качестве образца-лидера.

Далее, используя начальную скорость ползучести в испытаниях исследу-
емого образца при любом другом уровне напряжений, из (1) можно рассчи-
тать и кривую ползучести, и время разрушения этого образца. При этом нет
необходимости продолжения эксперимента вплоть до разрушения, достаточ-
но ограничиться начальной скоростью установившейся ползучести. Учиты-

584



Прогнозирование ползучести и длительной прочности . . .

вая, что при отсутствии первой стадии ползучести (это необходимое условие
использования модели (1)), на начальном участке кривой ползучести повре-
жденность (появление третьей стадии ползучести) еще отсутствует, можно
на одном образце на начальном участке выполнить ступенчатое изменение
напряжения и каждый раз, зафиксировав начальную скорость ползучести,
дать прогноз кривой деформирования и времени до разрушения уже для се-
рии различных напряжений.

Таким образом, из вышеизложенного следует, что, во-первых, можно со-
кратить объем экспериментальных исследований, а во-вторых, спрогнозиро-
вать время испытаний конкретного образца и тем самым оптимальным обра-
зом спланировать загруженность испытательного оборудования и всего пла-
на экспериментальных исследований в условиях ползучести и воздействия
агрессивных сред (наводораживания). В качестве замечания отметим, что
к результатам прогнозирования кривой ползучести и времени разрушения
конкретного образца по изделию-лидеру нужно относиться как к первич-
ным оценкам этих характеристик, но и эта информация является полезной
при планировании экспериментальных исследований.
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Abstract

An extension of a previously developed method for predicting creep and
long-term strength is presented. The method is based on known informa-
tion concerning the behavior of a pre-tested specimen (a leader specimen
or prototype) under conditions of viscous material failure and is eventually
generalized to the case of exposure to an aggressive environment—hydrogen
charging of metallic specimens and structural components with varying de-
grees of introduced hydrogen. The advantages of the developed method over
more complex known models are noted. Results of the calculation of creep
and long-term strength for hydrogen-charged specimens made of VT6 alloy
at a temperature of 600 ∘C are presented. The research results demonstrate
that the developed method not only allows us to predict the creep and long-
term strength curves but even enables to plan the optimal experiments to
obtain a series of creep curves under constant stress.
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Аннотация

Исследовано влияние прецессии лунной орбиты (с периодом 18.6 го-
да) на параметры основных составляющих движения земного полюса —
чандлеровского и годичного колебаний. Разработана модифицирован-
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Методы моделирования движения полюса. Задача моделирования
движения земных полюсов (под которыми понимаются точки пересечения
мгновенной оси вращения Земли с ее поверхностью) представляет значитель-
ный научный интерес в области теоретической и небесной механики, геофизи-
ки и астрономии. Исследование движения северного полюса имеет как фун-
даментальное значение для решения задач геофизики и небесной механики,
так и практическую важность. Координаты земного полюса используются,
прежде всего, для вычисления матрицы перехода между земной и небесной
системами координат [1, 2].

Данный переход в упрощенном виде реализуется посредством композиции
пяти поворотов на угловые величины — параметры ориентации Земли. Два из
этих поворотов осуществляются вокруг экваториальных осей (оси, пересека-
ющей гринвичский меридиан, и ортогональной ей оси) на координаты земно-
го полюса, традиционно измеряемые в угловых миллисекундах. Особую ак-
туальность приобретает проблема прогнозирования параметров ориентации
Земли, включающая задачу предсказания движения земного полюса.

Для решения указанной задачи применяются различные методы мате-
матического моделирования. Сложный процесс колебаний полюса характе-
ризуется составляющими с существенно различающимися частотными и ам-
плитудными характеристиками. Математическое описание колебаний земно-
го полюса осуществляется как с помощью детерминированных, так и стоха-
стических или комбинированных подходов [2–17].

Детерминированные модели движения земного полюса основываются, как
правило, на теоретических исследованиях Л. Эйлера, определившего 305-су-
точный период свободной нутации для недеформируемой Земли, и модели
С. Чандлера (1891 г.), выявившего по результатам многочисленных наблю-
дений вариации широт обсерваторий с двумя периодическими компонентами
движения полюса — 365 и 430–440 суток [3, 4].

Расхождение между чандлеровским периодом и периодом прецессии Эй-
лера (305 суток для недеформируемой фигуры Земли) исследовалось в рабо-
тах С. Ньюкома, А. Пуанкаре, Г. Джеффриса, А. Лява, У. Манка, Г. Макдо-
нальда, Ф. А. Слудского, М. С. Молоденского (см. обзоры в [3,4]). В историче-
ской традиции движение земного полюса с периодом 430–440 суток принято
называть свободной нутацией деформируемой Земли, или чандлеровскими
колебаниями полюса.

Для описания свободной нутации деформируемой Земли также применя-
ются методы аналитической механики движения деформируемого твердого
тела относительно центра масс в переменных Андуайе, или в переменных
«действие – угол» [5,6].

Обзор ранних исследований влияния аддитивных стохастических возму-
щений, зависящих от времени, на колебания земного полюса представлен
в [7]. В работе [8] содержится детальный анализ построения комбинирован-
ных стохастических моделей движения земного полюса. В частности, в [9,10]
на основе детерминированной модели движения земного полюса и данных
Международной службы вращения Земли1 (МСВЗ) разработана комбиниро-
ванная небесномеханическая стохастическая корреляционная модель движе-
ния Земли относительно центра масс.

1https://www.iers.org/
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Сложная динамика гидросферы, включающая мелко- и крупномасштаб-
ные движения, а также широкий спектр турбулентных флуктуаций, свиде-
тельствует о нелинейном характере момента сил диссипации. В [11] исследо-
вано влияние нелинейных флуктуационно-диссипативных моментов сил на
устойчивость режимов чандлеровских колебаний.

Однако в ранее разработанных моделях как период, так и амплитуда обо-
их колебаний (чандлеровского и годичного) предполагаются постоянными,
несмотря на их известную изменчивость в определенных пределах [12, 13].
Современная проблема переменности параметров основных компонент коле-
баний земного полюса остается актуальной и недостаточно изученной [14].

С практической точки зрения решение данной задачи возможно по двум
направлениям: повышение точности прогноза модели и увеличение ее авто-
номности. Последнее связано с необходимостью увеличения времени авто-
номной работы, например, при функционировании на борту космического
аппарата [15].

Настоящая работа посвящена уточнению модели, функционирующей в ав-
тономном режиме без коррекции параметров. Повышение точности модели
движения полюса в данном случае может быть достигнуто либо путем уточ-
нения средних значений параметров модели, что, как показывают экспери-
менты, не дает значительного эффекта, либо за счет учета новых физических
или эмпирических закономерностей.

1. Математическая модель и перспективы ее развития. Как извест-
но, простейшая модель движения земного полюса описывает двухчастотный
колебательный процесс [16,17]:

xp = cx + ach coswch + ah coswh, yp = cy + ach sinwch + ah sinwh. (1)

Здесь cx, cy — координаты тренда, содержащие колебания с периодами свыше
6.45 лет; ach, ah и wch, wh — амплитуды и фазы чандлеровского и годичного
колебаний соответственно.

При этом модель является двухчастотной в приближенном смысле — ко-
гда амплитуды и фазы основных составляющих постоянны. Применение та-
кой двухчастотной модели имеет ограничения как по точности прогноза, так
и по времени ее автономного использования. Как показано в [14,18], на осно-
вании анализа длительных рядов наблюдений, амплитуды и фазы основных
составляющих можно считать постоянными лишь на относительно неболь-
ших временных интервалах (до 20 лет). На таких интервалах параметры мо-
гут рассматриваться как квазипостоянные, определяемые на промежутках
аппроксимации движения полюса, непосредственно предшествующих интер-
валам прогнозирования. В этом случае значения амплитуд и фаз основных
составляющих колебаний полюса следует интерпретировать как средние ве-
личины, поскольку помимо медленных изменений на временных масштабах
40 лет и более эти параметры подвержены также незначительным вариациям
с меньшими периодами.

Как было установлено в [14], в движении полюса можно выявить влияние
долгопериодического лунного воздействия, а именно — связанного с измене-
нием угла наклона плоскости лунной орбиты к земному экватору, происходя-
щим с периодом 18.6 года. Колебания угла наклона лунной орбиты к экватору
Земли обусловлены ее прецессией вокруг нормали к плоскости эклиптики.
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Для повышения точности модели в автономном режиме предлагается
учесть указанное влияние в уравнениях движения полюса, оценить значе-
ния параметров дополнительных слагаемых расширенной модели и провести
численный эксперимент по оценке точности такой модели.

2. Вариации параметров движения земного полюса с частотой
прецессии орбиты Луны. В работе [14] предложено преобразование ко-
ординат земного полюса, позволяющее выявить синфазность вариаций его
движения с прецессией лунной орбиты. Переход от исходной земной системы
координат (xp, yp) к новой системе (ξp, ηp), в которой полюс совершает коле-
бания, синфазные с прецессионным движением лунной орбиты, в матричной
форме описывается выражением

(
ξp
ηp

)
= Π(w2 − w1)

[
Π(w1)

(
xp − cx
yp − cy

)
−
(
a0
0

)]
, (2)

w2 =

{
wh, если ah < ach,

wch, если ach < ah;
w1 =

{
wch, если ah < ach,

wh, если ach < ah;

ẇh = νω*, ẇch = Nω*.

Здесь Π(α)— матрица плоского поворота на угол α; a0 — среднее значение
амплитуды колебаний полюса при его движении вокруг «средней точки» за
6-летний цикл (без учета трендовой составляющей); cx, cy определяют поло-
жение «средней точки» полюса и содержат константы, вековые слагаемые и
вариации с периодами более шести лет; ach, ah — амплитуды чандлеровской
и годичной гармоник с фазами wch, wh соответственно; N ∼= 0.843, ν = 1—
чандлеровская и годичная частоты, измеряемые в циклах/год; ω* — среднее
движение барицентра системы «Земля – Луна» по орбите вокруг Солнца;
ẇ2 − ẇ1 = ±νTω* — частота шестилетней цикличности движения полюса.

Отметим, что преобразование (2) представляет собой композицию пре-
образований «поворот» и «сдвиг», определяемую исключительно средними
параметрами чандлеровской и годичной компонент. Как показано в [14], в си-
стеме координат (ξp, ηp) полюс совершает колебания, синфазные с колебани-
ями угла наклона плоскости лунной орбиты к земному экватору. При этом
колебания координаты ξp синфазны с колебаниями угла наклона плоскости
орбиты Луны к земному экватору, а фаза колебаний координаты ηp сдвинута
на π/2.

В настоящей работе ставится задача учета выявленных ранее вариаций
параметров колебательного движения земного полюса с периодом 18.6 го-
да (соответствующим периоду прецессии лунной орбиты и устанавливаемых
посредством преобразования (2)) в модели вида (1). Кроме того, требуется
оценить точность полученной расширенной модели с учетом дополнительных
слагаемых, обусловленных долгопериодическим влиянием Луны.

3. Вариации амплитуд и фаз чандлеровской и годичной компо-
нент в колебательном процессе земного полюса. Примем следующие
допущения: положим ȧch = 0, ȧh = 0, wch = Nt + αch, wh = νt + αh, где
αch, αh — постоянные фазы. Таким образом, амплитуды ach, ah будем считать
квазипостоянными, а фазы wch, wh — линейными функциями времени. Дан-
ные упрощения означают, что колебательный процесс земного полюса разде-
ляется на тренд, чандлеровское и годичное колебания с квазипостоянными
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амплитудами и линейными фазами, при этом менее значимые гармоники ис-
ключаются из рассмотрения.

Подставляя (1) в (2), преобразуем компоненты вектора

(
x1
y1

)
= Π(w1)

(
xp − cx
yp − cy

)

к следующему виду:

x1 =
ah + ach

2
+ sgn

( ah
ach

)ah − ach
2

+

+
[ah + ach

2
− sgn

( ah
ach

)ah − ach
2

]
cos(wh − wch),

y1 =
[ah − ach

2
− sgn

( ah
ach

)ah + ach
2

]
sin(wh − wch).

Приняв

a0 =
ah + ach

2
+ sgn

( ah
ach

)ah − ach
2

,

из (2) получаем (
ξp
ηp

)
=

(
ah+ach

2 − sgn
(
ah
ach

)
ah−ach

2
0

)
. (3)

Из (3) следует, что ξp = ah при ah < ach и ξp = ach при ah > ach.
Отметим, что для построения ряда ξp по данным xp, yp не требуется раз-

деления колебаний на чандлеровскую и годичную компоненты, что также
продемонстрировано в работе [14].

На основании приведенных выкладок можно построить преобразование
вида (2) следующим образом:

(
ξ′p
η′p

)
= Π(w1 − w2)

[
Π(w2)

(
xp − cx
yp − cy

)
−

(
a0
0

)]
, (4)

при этом ξ′p = ach при ah < ach и ξ′p = ah при ah > ach.

Используя данные ряда C01 МСВЗ2 о движении земного полюса за период
1900–2020 гг., построим ряд ξp+ξ

′
p с помощью (2) и (4). На рис. 1 представлен

амплитудный спектр этого ряда. Значительная продолжительность интерва-
ла наблюдений позволяет выделить низкочастотные гармоники в окрестности
рассматриваемой частоты. Наличие в спектре гармоники с периодом 18.6 года
свидетельствует о том, что по крайней мере одна из амплитуд ach, ah чанд-
леровской и годичной компонент содержит гармонику с периодом 18.6 года.
Для точного установления этого факта необходимо выделить чандлеровское
и годичное колебания в движении полюса.

Разделим спектр колебаний земного полюса на области. Для чандлеров-
ской компоненты по каждой из координат выделим окрестность частоты
0.843 циклов/год с границами 0.843±0.157/2 циклов/год. Аналогично, для го-
дичной компоненты определим окрестность частоты 1 цикл/год с границами

2https://datacenter.iers.org/products/eop/long-term/c01/
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Рис. 1. Амплитудный спектр ряда ξp + ξ′p

[Figure 1. The amplitude spectrum of the series ξp + ξ′p]

Рис. 2. Вариации амплитуд чандлеровской и годичной компонент с периодом 18.6 года
прецессии лунной орбиты (в угловых миллисекундах); по оси абсцисс — время (годы)

[Figure 2. Variations in the amplitudes of the Chandler and annual wobbles with the 18.6-year
lunar orbital precession period (in milliarcseconds); the x-axis is time (years)]

Рис. 3. Вариации фаз чандлеровской и годичной компонент с периодом 18.6 года прецессии
лунной орбиты (в радианах); по оси абсцисс — время (годы)

[Figure 3. Variations in the phases of the Chandler and annual wobbles with the 18.6-year
lunar orbital precession period (in radians); the x-axis is time (years)]
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1± 0.157/2 циклов/год. Совокупность чандлеровской и годичной компонент
будет содержать все колебания из спектрального интервала 0.765÷1.0785 цик-
лов/год. Хотя такое разделение носит формальный характер, оно оправда-
но тем, что дополнительные гармоники, вызывающие 18-летнюю модуляцию
основных компонент с частотой прецессии лунной орбиты, попадают в соот-
ветствующие области.

Для каждой компоненты можно построить ряды их амплитуд ach, ah
и вариаций фаз δwch, δwh (в отличие от рассмотренного выше упрощенного
случая линейных фаз, наблюдаемые фазы подвержены изменениям). Приме-
нение различных методов выделения гармоник приводит к согласующимся
оценкам фаз и относительно небольшому разбросу в оценке средних ампли-
туд. Это позволяет аппроксимировать рассматриваемые 18-летние колебания
параметров чандлеровской и годичной компонент стационарными гармони-
ками, которые можно интерпретировать как гармоники со средними ампли-
тудами.

На рис. 2 и 3 представлены стационарные гармоники со средними ампли-
тудами, выделенные из спектров указанных параметров. Вариации амплитуд
ach, ah чандлеровской и годичной компонент синфазны, но различаются по
величине, тогда как вариации полярных углов wch, wh совпадают как по фазе,
так и по амплитуде.

4. Численное моделирование колебаний земного полюса с уче-
том вариаций параметров чандлеровской и годичной компонент. Ис-
следуем влияние учета обнаруженных гармоник на точность аппроксимации
траектории полюса, уделяя особое внимание оценке точности экстраполяции.

Для этого необходимо аппроксимировать 18-летнюю цикличность пара-
метров ach, wch, ah, wh гармониками cosΩ и − sinΩ, где выражение для Ω
имеет вид [1, p. 67]

Ω ≈ 125.04455501∘ − 6962890.5431′′t+ 7.4722′′t2.

Здесь t— время в столетиях, отсчитываемое от 12 ч. 1 января 2000 года. По-
сле определения амплитуд этих гармоник выполним обратное преобразование
для получения дополнительных слагаемых к модели (1) движения земного
полюса:

(
Δxch
Δych

)
= Π−1(wch)

(
ach cos δwch − a0ch

ach sin δwch

)
,

(
Δxh
Δyh

)
= Π−1(wh)

(
ah cos δwh − a0h
ah sin δwh

)
,

где a0ch, a
0
h — средние значения амплитуд чандлеровской и годичной компо-

нент соответственно. Их оценки могут быть получены, например, методом
наименьших квадратов при аппроксимации (1) на длительном интервале на-
блюдений (с 1900 по 2020 гг.).

Модель колебаний полюса с учетом дополнительных слагаемых представ-
ляется в виде

x̃p = xp +Δxch +Δxh, ỹp = yp +Δych +Δyh. (5)
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Поскольку в результате обратного преобразования 18-летние колебания
трансформируются в колебания с частотами, близкими к чандлеровской и го-
дичной, наибольший эффект от их учета проявляется в автономной модели
без коррекции параметров или при долгосрочном прогнозировании движения
полюса.

Сравним точность экстраполяций моделей (1) и (5) с дополнительными
слагаемыми. Верификация модели проводилась в автономном режиме без
коррекции параметров.

В численном эксперименте параметры чандлеровской и годичной компо-
нент определялись на заранее выбранном тестовом интервале с использова-
нием двухчастотной модели (1).

Была проведена серия расчетов со сдвигом тестового интервала по вре-
менной шкале. Для определения параметров двухчастотной модели исполь-
зовался фиксированный тестовый интервал длительностью 15 лет. Расчеты
выполнялись итерационно со сдвигом начала тестового интервала с 1900 года
до 2005 года с шагом 2 года. Как показали результаты, изменение длитель-
ности тестового интервала и увеличение шага не приводят к качественным
различиям в результатах.

При оценке точности модели следует учитывать, что до 1962 года точ-
ность измерений была существенно ниже. Поэтому экстраполяции строились
начиная с 1962 года. При этом низкая точность измерений до 1962 года не
является критическим фактором при выборе тестового интервала, поскольку
основной интерес представляет поведение среднеквадратического отклонения
(СКО) экстраполяций при значительном разбросе возможных значений па-
раметров чандлеровской и годичной компонент.

В численном эксперименте рассчитывались СКО двухлетних экстраполя-
ций. Двухлетний интервал экстраполяции сдвигался с шагом 1 год от 1962 го-
да до 2018 года. Каждому тестовому интервалу соответствовало среднее зна-
чение СКО двухлетних экстраполяций за указанный период. На рис. 4 пред-
ставлена разность δσ средних СКО экстраполяций для моделей (1) и (5).
Каждое значение среднего СКО отнесено к началу соответствующего тесто-
вого интервала.

Рис. 4. Разность δσ средних квадратических отклонений экстраполяций для моделей (1)
и (5) (в угловых миллисекундах); по оси абсцисс — время (годы)

[Figure 4. The difference δσ between the root-mean-square errors of extrapolations using
models (1) and (5) (in milliarcseconds); the x-axis is time (years)]
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Для тестовых интервалов после 1920 года, когда произошло изменение
фазы чандлеровского колебания, точность определения положения полюса
с помощью расширенной модели (5) повышается в среднем на 5 см при учете
18-летней цикличности.

Заключение. Проведенные исследования демонстрируют наличие ква-
зистационарного колебательного процесса с устойчивыми частотными и фа-
зовыми характеристиками в чандлеровской и годичной составляющих движе-
ния земного полюса. Установлена однозначная связь данного процесса с пре-
цессионным движением лунной орбиты. Численный анализ подтверждает по-
лученные результаты, показывая повышение точности аппроксимации траек-
тории движения полюса в среднем на 5 см при учете выявленных закономер-
ностей.
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This study examines the effect of lunar orbit precession (18.6-year pe-
riod) on the principal components of Earth’s polar motion—the Chandler
wobble and annual wobble. We develop an enhanced polar motion model
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