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УДК 517.95

Вторая краевая задача для обобщенного уравнения
влагопереноса АллераҫЛыкова

М. А. Керефов1, С. Х. Геккиева2

1 Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х. М. Бербекова
Россия, 360004, Нальчик, ул. Чернышевского, 173.
2 Институт прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН,
Россия, 360000, Нальчик, ул. Шортанова, 89 а.

Аннотация

При математическом моделировании сплошных сред с памятью воз-
никают уравнения, описывающие новый тип волнового движения, за-
нимающего промежуточное положение между обычной диффузией и
классическими волнами. Имеются в виду дифференциальные уравнения
дробного порядка, которые являются основой большинства математиче-
ских моделей, описывающих широкий класс физических и химических
процессов в средах с фрактальной геометрией. В работе представлено
качественно новое уравнение влагопереноса, являющееся обобщением
уравнения АллераҫЛыкова, посредством введения понятия фракталь-
ной скорости изменения влажности, которая объясняет наличие потоков
против потенциала влажности. Рассмотрена вторая краевая задача для
уравнения АллераҫЛыкова с дробной производной РиманаҫЛиувилля.
Существование решения задачи доказано методом Фурье. Для доказа-
тельства единственности решения методом энергетических неравенств
получена априорная оценка в терминах дробной производной Риманаҫ
Лиувилля.

Ключевые слова: вторая краевая задача, уравнение АллераҫЛыкова,
метод Фурье, оператор дробного интегро-дифференцирования Риманаҫ
Лиувилля, метод энергетических неравенств.
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Введение. Вопросы тепловлагопереноса в почвах являются фундамен-
тальными при решении многих задач гидрологии, агрофизики, строительной
физики и других областей науки. Исследователи при этом концентрируют
свое внимание на возможности отражения в характере исходных уравнений
специфических особенностей изучаемых массивов, их структуры, физических
свойств, протекающих в них процессов [1, гл. 6]. В связи с этим возникает ка-
чественно новый класс дифференциальных уравнений состояния и переноса
с дробной производной, являющихся основой большинства математических
моделей, описывающих широкий класс физических и химических процессов
в средах с фрактальной структурой и памятью [2, гл. 5].

В основе математических моделей, описывающих процессы переноса поч-
венной влаги в зоне аэрации с учетом ее движения против потенциала влаж-
ности, лежат уравнения в частных производных третьего порядка [3, љ6.2.4,
c. 261].

В данной работе рассмотрено уравнение вида

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑤 +𝐷𝛼

0𝑡𝑤 =
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝐷(𝑤)

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︁
+𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓 (𝑥, 𝑡) , (1)

где 𝐷𝛾
0𝑡 — оператор дробного интегро-дифференцирования Римана—Лиувил-

ля [2, љ0.1, c. 9], 0 < 𝛼 < 1; 𝑤(𝑥, 𝑡)— влажность почвы в долях единицы на глу-
бине 𝑥 в момент времени 𝑡; коэффициент 𝐴1 принимает значение 𝐴1 = 𝐶𝑥2,
где 𝐶 — константа, зависящая от коэффициента диффузии, а также пори-
стости тела, его капиллярных свойств и вязкости жидкости [2, љ5.9, с. 197];
𝐷(𝑤)— коэффициент диффузии; 𝐴— варьируемый коэффициент Аллера.

Уравнение (1) при 𝛼 = 1 совпадает с уравнением Аллера—Лыкова, кото-
рое впервые было предложено В. Я. Куликом в [4] для описания процессов
испарения и инфильтрации влаги в почве. Такого рода уравнения в локаль-
ной постановке (𝛼 = 1) рассматривались в работах многих авторов и реша-
лись методом разделения переменных, методом априорных оценок, а также
численными методами. Среди последних отметим работы [5, 6], в которых
получены априорные оценки для решения нелокальных задач для уравнения
влагопереноса Аллера—Лыкова в дифференциальной и разностной трактов-
ках, а также работы [7ҫ9], в которых исследовано уравнение влагопереноса
Аллера—Лыкова с дробной по времени производной.

Исследование уравнения (1) будем проводить методом Фурье и методом
априорных оценок. Ранее методом Фурье краевые задачи для уравнений
с дробной производной исследовались в работах С. Х. Геккиевой [10], O. P. Ag-
rawal [11], В. А. Нахушевой [12], Б. Х. Турметова [13], О. Х. Масаевой [14]
и других авторов, в том числе методом априорных оценок в работах [15,16].

1. Постановка задачи. Рассмотрим соответствующее (1) однородное
уравнение

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑤 +𝐷𝛼

0𝑡𝑤 =
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝐷(𝑤)

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︁
+𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
. (2)

В целом ряде реальных ситуаций, как отмечает В. Я. Кулик в [4], зави-
симость 𝐴1 и 𝐷 от координаты 𝑥 практически устраняется (например, когда
влажность меняется в небольшом диапазоне). В дальнейшем будем предпо-
лагать, что 𝐴1 = const, 𝐷(𝑤) = 𝐷 = const.
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Определим распределение влаги 𝑤(𝑥, 𝑡) в среде 0 6 𝑥 6 𝑙 для всех момен-
тов времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], если в начальный момент выполняются условия

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜏(𝑥), lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜈(𝑥), (3)

а распределение влаги на концах отрезка задается соотношениями

[︁
𝐷
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︁

𝑥=0
= −𝜇(𝑡), 𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒
⃒
𝑥=𝑙

= 0. (4)

Второе условие (4) означает отсутствие потока влаги через границу 𝑥 = 𝑙.
Что касается первого условия (4), к нему приводят следующие соображения.
Обозначим через

𝐵(𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝑤(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

влагосодержание слоя [0, 𝑙] в момент времени 𝑡 [17]. Интегрируя уравнение
(2) в пределах от 0 до 𝑙 и меняя слева порядок интегрирования и дифферен-
цирования, получим

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝐵(𝑡) +𝐷𝛼

0𝑡𝐵(𝑡) =
[︁
𝐷
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︁𝑥=𝑙

𝑥=0
.

Отсюда, учитывая второе условие (4), имеем

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝐵(𝑡) +𝐷𝛼

0𝑡𝐵(𝑡) = −
[︁
𝐷
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︁

𝑥=0
. (5)

Из (5) получаем

𝐷𝛼
0𝑡𝜇1(𝑡) +

𝐷

𝐴
𝜇1(𝑡) = − 1

𝐴
𝜇(𝑡),

где

𝜇1(𝑡) =
𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒
⃒
𝑥=0

, 𝜇(𝑡) = 𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝐵(𝑡) +𝐷𝛼

0𝑡𝐵(𝑡).

В этом случае первое условие (4) заменяется более простым:

𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒
⃒
𝑥=0

= 𝜇1(𝑡), (6)

где

𝜇1(𝑡) = 𝜏 ′(0)𝑡𝛼−1
[︁ 1

Γ(𝛼)
− 𝐷

𝐴
𝑡𝛼𝐸 1

𝛼

(︁
−𝐷
𝐴
𝑡𝛼; 2𝛼

)︁]︁
−

− 1

𝐴
𝐷−𝛼

0𝑡 𝜇(𝑡) +
𝐷

𝐴2
Γ(2𝛼)𝐷−2𝛼

0𝑡

(︂
𝐸 1

𝛼

(︁
−𝐷
𝐴
𝑡𝛼; 2𝛼

)︁
𝜇(𝑡)

)︂
,

а 𝜏(𝑥) определяется из первого условия (3) [2, љ2.2, с. 93].
Предположим, что выполнены условия непрерывности предельных соот-

ношений
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lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝜇(𝑡) = 0, lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡𝜇(𝑡) = 0, 𝜏 ′(0) = 𝜈 ′(0) = 𝜏 ′(𝑙) = 𝜈 ′(𝑙) = 0. (7)

Тогда с помощью замены

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) +
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥) +

𝑡𝛼

Γ(𝛼+ 1)
𝜈(𝑥) + 𝜇1(𝑡)

(︁
𝑥− 𝑥2

2𝑙

)︁

условия (3), (6) и второе условие (4) можно свести к однородным.

Получим следующую постановку задачи: в области 𝑄 =
{︀
(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 𝑙,

𝑡 > 0
}︀

рассматривается уравнение

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑢+𝐷𝛼

0𝑡𝑢 = 𝐷
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓 (𝑥, 𝑡) , 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0, (8)

где 𝐴1, 𝐴, 𝐷— положительные константы,

𝑓(𝑥, 𝑡) = −𝐴1

(︁
𝑥− 𝑥2

2𝑙

)︁
𝐷𝛼+1

0𝑡 𝜇1(𝑡)−
(︁
𝑥− 𝑥2

2𝑙
− 𝐴

𝑙

)︁
𝐷𝛼

0𝑡𝜇1(𝑡)+

+𝐷
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏 ′′(𝑥) +𝐷

𝑡𝛼

Γ(𝛼+ 1)
𝜈 ′′(𝑥)− 1

𝑙
𝜇1(𝑡).

Определение. Регулярным решением уравнения (8) в области 𝑄 назо-
вем функцию 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡) из класса 𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶
(︀
�̄�
)︀
; 𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡),
𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝑄), которая удовлетворяет уравнению (8) во всех точках
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.

Сформулируем вторую краевую задачу для уравнения (8).

Задача 1. Найти регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения (8) в области 𝑄,
удовлетворяющее краевым условиям

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0

и начальным условиям

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (9)

Решение соответствующего (8) однородного уравнения

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑢+𝐷𝛼

0𝑡𝑢 = 𝐷
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝐴𝐷𝛼

0𝑡

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(10)

ищем в виде
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡).

Подставляя эту форму решения в (10), для определения 𝑋(𝑥) получим:

𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋 ′(0) = 0, 𝑋 ′(𝑙) = 0, (11)
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где 𝜆 = const.
Как известно, решения спектральной задачи (11) имеют вид

𝑋0(𝑥) =
1

𝑙
, 𝜆0 = 0; 𝑋𝑘(𝑥) =

2

𝑙
cos

(︁𝜋𝑘
𝑙
𝑥
)︁
, 𝜆𝑘 =

(︁𝜋𝑘
𝑙

)︁2
, 𝑘 = 1, 2, . . . . (12)

Найдем решение неоднородного уравнения Аллера—Лыкова (8) в виде
разложения в ряд Фурье по собственным функциям 𝑋𝑘(𝑥) задачи (11):

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁

𝑘=0

𝑢𝑘(𝑡)𝑋𝑘(𝑥). (13)

Предположим, что функцию 𝑓(𝑥, 𝑡) можно разложить в интервале (0, 𝑙)
в ряд Фурье по косинусам:

𝑓(𝑥, 𝑡) =
𝑓0(𝑡)

2
+

∞∑︁

𝑘=1

𝑓𝑘(𝑡) cos
(︁𝜋𝑘
𝑙
𝑥
)︁
,

𝑓0(𝑡) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉, 𝑓𝑘(𝑡) =

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝜉, 𝑡) cos

(︁𝜋𝑘
𝑙
𝜉
)︁
𝑑𝜉. (14)

В силу теоремы В. А. Стеклова [18, љ22.3, c. 342] разложение (14) справедливо,
если

𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2
(︀
�̄�
)︀
, 𝑓(0, 𝑡) = 𝑓(𝑙, 𝑡) = 0, (15)

и при любом фиксированном 𝑡 > 0 функция 𝑓(𝑥, 𝑡) имеет кусочно-непрерыв-
ную производную по 𝑥 с точками разрыва первого рода.

Подставляя предполагаемую форму решения (13) в уравнение (8) и на-
чальные условия (9), с учетом (12), (14) будем иметь:

𝐴1

𝑙
𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑢0(𝑡) +
1

𝑙
𝐷𝛼

0𝑡𝑢0(𝑡)+

+

∞∑︁

𝑘=1

cos
(︁𝜋𝑘
𝑙
𝑥
)︁{︁
𝐴1𝐷

𝛼+1
0𝑡 𝑢𝑘(𝑡) +𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑘(𝑡) +𝐷
(︁𝜋𝑘
𝑙

)︁2
𝑢𝑘(𝑡)+

+𝐴
(︁𝜋𝑘
𝑙

)︁2
𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑘(𝑡)
}︁
=
𝑓0(𝑡)

2
+

∞∑︁

𝑘=1

𝑓𝑘(𝑡) cos
(︁𝜋𝑘
𝑙
𝑥
)︁
,

∞∑︁

𝑘=0

𝑋𝑘(𝑥)lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢𝑘(𝑡) = 0,

∞∑︁

𝑘=0

𝑋𝑘(𝑥)lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑢𝑘(𝑡) = 0.

Эти равенства возможны тогда и только тогда, когда

𝐷𝛼+1
0𝑡 𝑢0(𝑡) +

1

𝐴1
𝐷𝛼

0𝑡𝑢0(𝑡) =
𝑙

2𝐴1
𝑓0(𝑡), (16)

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢0(𝑡) = 0, lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡𝑢0(𝑡) = 0 (17)
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и для всех 𝑘 = 1, 2, . . .

𝐷𝛼+1
0𝑡 𝑢𝑘(𝑡) + 𝑎𝑘𝐷

𝛼
0𝑡𝑢𝑘(𝑡) + 𝑏𝑘𝑢𝑘(𝑡) =

𝑓𝑘(𝑡)

𝐴1
, (18)

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢𝑘(𝑡) = 0, lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑘(𝑡) = 0, (19)

где

𝑎𝑘 =
1 +𝐴𝜆𝑘
𝐴1

, 𝑏𝑘 =
𝜆𝑘𝐷

𝐴1
, 𝜆𝑘 =

(︁𝜋𝑘
𝑙

)︁2
.

Подействовав на уравнение (16) оператором дробного интегрирования по-
рядка 𝛼 с учетом обобщенной формулы Ньютона—Лейбница [19, форм. (1.2.8),
с. 15], получим

𝑑𝑢0
𝑑𝑡

+
1

𝐴1
𝑢0(𝑡) =

𝑙

2𝐴1
𝐷−𝛼

0𝑡 𝑓0(𝑡) +
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑢0(𝑡)+

+

(︂
𝑡𝛼−2

Γ(𝛼− 1)
+
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)

)︂
lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢0(𝑡). (20)

Проинтегрируем неоднородное уравнение (20) с учетом начальных усло-
вий (17), в результате получим решение задачи (16), (17):

𝑢0(𝑡) =
𝑙

2𝐴1

∫︁ 𝑡

0
𝑒

𝜉−𝑡
𝐴1 𝐷−𝛼

0𝜉 𝑓0(𝜉)𝑑𝜉.

Прежде чем выписывать решение задачи (18), (19), отметим, что обык-
новенные дифференциальные уравнения дробного порядка с постоянными
коэффициентами исследовались достаточно интенсивно. Для них найдены
явные представления начальных и краевых задач в терминах обобщенных
функций Миттаг—Леффлера и функций Райта. Подробное изложение этих
результатов и библиографию по теме можно найти в работах [20,21].

Для нашей работы, чтобы избежать технически непростого аппарата тео-
рии специальных функций, возникающих при решении этих уравнений, поз-
волим себе воспользоваться результатами работы [8], где решение однородно-
го уравнения (10) получено путем редукции его к интегральному уравнению
Вольтерра 2-го рода со степенным ядром и последующим решением его ме-
тодом последовательных приближений.

Подействовав на уравнение (18) оператором дробного интегрирования по-
рядка 𝛼+ 1, получим

𝑢𝑘(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝑢𝑘(𝜏)

[︁
𝑎𝑘 +

𝑏𝑘
Γ(𝛼+ 1)(𝑡− 𝜏)−𝛼

]︁
𝑑𝜏 = 𝐹𝑘(𝑡), (21)

где

𝐹𝑘(𝑡) =
1

𝐴1Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)𝛼𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏.

Найдем решение интегрального уравнения (21) аналогично тому, как это
было проделано в [8]:
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𝑢𝑘(𝑡) = 𝐹𝑘(𝑡) +
∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛+1
𝑛+1∑︁

𝑠=0

(︁
𝑛+ 1
𝑠

)︁ 𝑎𝑛+1−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘

Γ(𝑛+ 1 + 𝑠𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼𝐹𝑘(𝑡)𝑑𝜏 =

=
1

𝐴1Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑡

0

𝑓𝑘(𝜏)

(𝑡− 𝜏)−𝛼
𝑑𝜏 +

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛+1
𝑛+1∑︁

𝑠=0

(︁
𝑛+ 1
𝑠

)︁
×

× 𝑎𝑛+1−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘

𝐴1Γ(𝛼+ 1)Γ(𝑛+ 1 + 𝑠𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏

0

(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼𝑓𝑘(𝜏1)

(𝜏 − 𝜏1)−𝛼
𝑑𝜏1𝑑𝜏, (22)

где
(︁
𝑛+ 1
𝑠

)︁
=

(𝑛+ 1)!

𝑠!(𝑛+ 1− 𝑠)!
.

В правой части (22) рассмотрим двойной интеграл. Поменяв порядок ин-
тегрирования и сделав замену 𝜏 = 𝜏1 + 𝑧 (𝑡− 𝜏), находим

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏

0

(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼 𝑓𝑘(𝜏1)

(𝜏 − 𝜏1)−𝛼
𝑑𝜏1𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑘(𝜏1)𝑑𝜏1

∫︁ 𝑡

𝜏1

(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼 (𝜏 − 𝜏1)
𝛼𝑑𝜏 =

=
Γ(𝛼+ 1)Γ(𝑛+ 𝑠𝛼+ 1)

Γ(𝑛+ 2 + 𝑠𝛼+ 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏1)

𝑛+𝑠𝛼+𝛼+1𝑓𝑘(𝜏1)𝑑𝜏1.

Или окончательно

𝑢𝑘(𝑡) =
1

𝐴1Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑡

0

𝑓𝑘(𝜏)

(𝑡− 𝜏)−𝛼
𝑑𝜏+

+
1

𝐴1

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛+1
𝑛+1∑︁

𝑠=0

(︁
𝑛+ 1
𝑠

)︁ 𝑎𝑛+1−𝑠
𝑘 𝑏𝑠𝑘

Γ(𝑛+ 2 + 𝑠𝛼+ 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼+𝛼+1𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏 =

=
1

𝐴1

∫︁ 𝑡

0

[︂
(𝑡− 𝜏)𝛼

Γ(𝛼+ 1)
+

+
∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛+1
𝑛+1∑︁

𝑠=0

(︁
𝑛+ 1
𝑠

)︁ 𝑎𝑘
𝑛+1−𝑠𝑏𝑘

𝑠

Γ(𝑛+ 2 + 𝑠𝛼+ 𝛼)
(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼+𝛼+1

]︂
𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏.

Таким образом, согласно (13), искомое решение задачи (8), (9) запишется
в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑙

2𝐴1

∫︁ 𝑡

0
𝑒

1

𝐴1
(𝜉−𝑡)

𝐷−𝛼
0𝜉 𝑓0 (𝜉) 𝑑𝜉+

+
1

𝐴1

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺𝛼 (𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏) 𝑓 (𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉𝑑𝜏, (23)

где

𝐺𝛼 (𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏) =
2

𝑙

∞∑︁

𝑘=1

𝐸𝑘 (𝑡, 𝜏) cos
(︁𝜋𝑘
𝑙
𝑥
)︁
cos

(︁𝜋𝑘
𝑙
𝜉
)︁
,

𝐸𝑘 (𝑡, 𝜏) =
(𝑡− 𝜏)𝛼

Γ(𝛼+ 1)
+

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛+1
𝑛+1∑︁

𝑠=0

(︁
𝑛+ 1
𝑠

)︁𝑎𝑘𝑛+1−𝑠𝑏𝑘
𝑠(𝑡− 𝜏)𝑛+𝑠𝛼+𝛼+1

Γ(𝑛+ 2 + 𝑠𝛼+ 𝛼)
.
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Сходимость ряда (23) и рядов производных𝐷𝛼+1
0𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡),
𝐷𝛼

0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) обеспечивается требованием соблюдения условий (15).

Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2
(︀
𝑄
)︀
, 𝜏 ∈ 𝐶3[0, 𝑙], 𝜈 ∈ 𝐶2[0, 𝑙] и выполнены

условия (7) и условия согласования 𝑓 (0, 𝑡) = 𝑓 (𝑙, 𝑡) = 0. Тогда регулярное
решение 𝑢(𝑥, 𝑡) задачи 1 представимо в виде (23).

2. Единственность решения задачи для неоднородного уравне-
ния Аллера—Лыкова с дробной по времени производной. Обозначим
𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 < 𝑇}. В предположении, что 𝐷(𝑤) = 𝑘(𝑥, 𝑡)—
известная функция координаты и времени, рассмотрим в области 𝑄𝑇 вторую
краевую задачу для неоднородного уравнения (1) с начальными условиями
(3) и однородными краевыми условиями

𝑤𝑥(0, 𝑡) = 𝑤𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0. (24)

В дальнейшем будем предполагать существование регулярного решения
задачи (1), (3), (24) и будем использовать обозначения

‖𝑤‖20 =
∫︁ 𝑙

0
𝑤2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥, 𝐷𝛼

0𝑡𝑤(𝑥, 𝑡) =
1

Γ(1− 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑤(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
,

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑤‖22,𝑄𝑡

=

∫︁ 𝑡

0
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑤(𝑥, 𝜏)‖20 𝑑𝜏.

Теорема 2. Пусть 𝑘𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑘𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶
(︀
�̄�𝑇

)︀
, 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙], 𝜏(𝑥) ∈

𝐶2[0, 𝑙], 0 < 𝑐1 6 𝑘(𝑥, 𝑡) 6 𝑐2, 𝑘𝑡(𝑥, 𝑡) 6 0 всюду на �̄�𝑇 и выполнены условия
𝜏(0) = 𝜏(𝑙) = 0, 𝜏 ′(0) = 𝜏 ′(𝑙) = 0. Тогда для решения задачи (1), (3), (24)
справедлива априорная оценка

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑤‖20 + ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑤𝑥‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑤‖22,𝑄𝑡
6

6𝑀1(𝑡)
(︁
‖𝑓‖22,𝑄𝑡

+
⃦⃦
𝜏 ′(𝑥)

⃦⃦2
0
+
⃦⃦
𝜏 ′′(𝑥)

⃦⃦2
0
+ ‖𝜈(𝑥)‖20

)︁
. (25)

До к а з ат е л ь ств о. Введем новую неизвестную функцию 𝑣(𝑥, 𝑡), пола-
гая

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) +
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥)

так, что 𝑣(𝑥, 𝑡) представляет собой отклонение функции 𝑤(𝑥, 𝑡) от известной

функции 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)𝜏(𝑥). С учетом 𝐷𝛼+1
0𝑡 𝑡𝛼−1 = 0, 𝐷𝛼

0𝑡𝑡
𝛼−1 = 0 [19, љ1.2, с. 15] имеем,

что функция 𝑣(𝑥, 𝑡) будет определяться как решение уравнения

𝐴1𝐷
𝛼+1
0𝑡 𝑣 +𝐷𝛼

0𝑡𝑣 − (𝑘𝑣𝑥)𝑥 −𝐴𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 6 𝑇, (26)

с начальными условиями

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑣(𝑥, 𝑡) = lim

𝑡→0
𝐷𝛼−1

0𝑡

(︁
𝑤(𝑥, 𝑡)− 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥)

)︁
=
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= 𝜏(𝑥)− 𝜏(𝑥)

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑡𝛼−1 = 0, (27)

lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑣(𝑥, 𝑡) = lim

𝑡→0
𝐷𝛼

0𝑡

(︁
𝑤(𝑥, 𝑡)− 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥)

)︁
= 𝜈(𝑥)− 𝜏(𝑥)

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼
0𝑡𝑡

𝛼−1 = 𝜈(𝑥)

и граничными условиями

𝑣𝑥(0, 𝑡) = 𝑣𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, (28)

где

𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) +
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)

(︀
𝑘𝑥𝜏

′(𝑥) + 𝑘𝜏 ′′(𝑥)
)︀
.

Получим априорную оценку в терминах дробной производной Римана—
Лиувилля, для этого умножим уравнение (26) скалярно на 𝐷𝛼

0𝑡𝑣:

𝐴1

(︀
𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑣,𝐷𝛼
0𝑡𝑣

)︀
+ (𝐷𝛼

0𝑡𝑣,𝐷
𝛼
0𝑡𝑣)−

− ((𝑘𝑣𝑥)𝑥 , 𝐷
𝛼
0𝑡𝑣)−𝐴 (𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥𝑥, 𝐷
𝛼
0𝑡𝑣) = (𝐹,𝐷𝛼

0𝑡𝑣) , (29)

где

(𝑤, 𝑣) =

∫︁ 𝑙

0
𝑤𝑣𝑑𝑥, (𝑤,𝑤) = ‖𝑤‖20 .

Преобразуем слагаемые тождества (29) с учетом (27), (28):

𝐴1

(︀
𝐷𝛼+1

0𝑡 𝑣,𝐷𝛼
0𝑡𝑣

)︀
=

= 𝐴1

∫︁ 𝑙

0

1

Γ(1− 𝛼)

𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
1

Γ(1− 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥 =

=
𝐴1

2

∫︁ 𝑙

0

𝜕

𝜕𝑡
(𝐷𝛼

0𝑡𝑣)
2 𝑑𝑥 =

𝐴1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖20 ,

(𝐷𝛼
0𝑡𝑣,𝐷

𝛼
0𝑡𝑣) = ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖20 ,

((𝑘𝑣𝑥)𝑥 , 𝐷
𝛼
0𝑡𝑣) =

1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑙

0
(𝑘𝑣𝑥)𝑥

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥 =

=
1

Γ(1− 𝛼)

{︂
𝑘𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼

⃒⃒
⃒⃒
𝑙

0

−
∫︁ 𝑙

0
𝑘𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥

}︂
=

= − 1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑙

0
𝑘𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥,

𝐴 (𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥𝑥, 𝐷

𝛼
0𝑡𝑣) =

𝐴

Γ2(1− 𝛼)

∫︁ 𝑙

0

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥 =

=
𝐴

Γ2(1− 𝛼)

{︂
𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼

⃒⃒
⃒⃒
𝑙

0

−

615



Ке р е ф о в М. А., Г е к к и е в а С. Х.

−
∫︁ 𝑙

0

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥

}︂
=

= −𝐴
∫︁ 𝑙

0

(︂
1

Γ(1− 𝛼)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼

)︂2

𝑑𝑥 = −𝐴 ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣𝑥‖20 .

Для оценки правой части воспользуемся неравенством Коши—Буняков-
ского и 𝜀-неравенством [22, љ2.7, форм. (46), c. 86], которое справедливо для
любого числа 𝜀 > 0:

(𝐹,𝐷𝛼
0𝑡𝑣) 6

1

4𝜀
‖𝐹‖20 + 𝜀 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖20 .

С учетом полученных неравенств из (29) получим

𝐴1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖20 + ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖20+

+
1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑙

0
𝑘𝑣𝑥(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
𝑑𝑥+𝐴 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥‖20 6

6
1

4𝜀
‖𝐹‖20 + 𝜀 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖20 . (30)

Проинтегрируем (30) по 𝜏 от 0 до 𝑡:

𝐴1

2
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖20 +
∫︁ 𝑡

0
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣(𝑥, 𝜏)‖20 𝑑𝜏+

+
1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁ 𝑙

0
𝑘𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)

𝜕

𝜕𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑣𝑥 (𝑥, 𝜏1) 𝑑𝜏1
(𝜏 − 𝜏1)

𝛼 𝑑𝑥+

+𝐴

∫︁ 𝑡

0
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥(𝑥, 𝜏)‖20 𝑑𝜏 6

6
1

4𝜀
‖𝐹‖22,𝑄𝑡

+ 𝜀

∫︁ 𝑡

0
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣(𝑥, 𝜏)‖20 𝑑𝜏 +
𝐴1

2
‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣(𝑥, 0)‖20 .

Предположим, что 𝑘𝑡 6 0, тогда неотрицательность тройного интеграла, сто-
ящего в левой части последнего неравенства, доказывается так же, как в [2,
љ1.5, с. 43]. Усиливая последнее неравенство, получим

𝐴1 ‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖20 + 2𝐴 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥‖22,𝑄𝑡
+ 2𝜀1 ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖22,𝑄𝑡
6

1

2𝜀
‖𝐹‖22,𝑄𝑡

+𝐴1 ‖𝜈(𝑥)‖20 ,

где 𝜀1 = 1− 𝜀. Откуда следует оценка

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑣‖20 + ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣𝑥‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑣‖22,𝑄𝑡
6𝑀

(︀
‖𝐹‖22,𝑄𝑡

+ ‖𝜈(𝑥)‖20
)︀
,

или, возвращаясь к 𝑤 (𝑥, 𝑡), получим (25). Теорема доказана. �

Замечание 1. Из (25) следует единственность решения задачи (1), (3),
(24).
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Действительно, пусть 𝑤— решение однородной задачи, т. е. 𝑓 = 𝜏 = 𝜈 = 0.
Тогда из (25) имеем

‖𝐷𝛼
0𝑡𝑤‖20 + ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑤𝑥‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝐷𝛼

0𝑡𝑤‖22,𝑄𝑡
= 0.

Применяя обобщенную формулу Ньютона—Лейбница

𝐷−𝛼
0𝑡 𝐷

𝛼
0𝑡𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡)− 𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑤(𝑥, 𝑡),

в частности, получим

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑤(𝑥, 𝑡) =

𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜏(𝑥) = 0 в 𝑄𝑇 .

Учитывая произвольность 𝑇 , получаем, что 𝑤 (𝑥, 𝑡) = 0 во всех точках
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄.

Заключение. В работе рассмотрены вопросы однозначной разрешимо-
сти второй краевой задачи для уравнения Аллера—Лыкова с дробной произ-
водной Римана—Лиувилля. Рассматриваемое уравнение является обобщени-
ем уравнения Аллера—Лыкова посредством введения понятия фрактальной
скорости изменения влажности, которая объясняет наличие потоков против
потенциала влажности. С помощью метода энергетических неравенств для
решения задачи получена априорная оценка в терминах дробной производ-
ной Римана—Лиувилля, из которой следует единственность решения. Суще-
ствование решения второй краевой задачи для случая с постоянными коэф-
фициентами доказано методом Фурье.
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Abstract

The equations that describe a new type of wave motion arise in the
course of mathematical modeling for continuous media with memory. This
refers to differential equations of fractional order, which form the basis for
most mathematical models describing a wide class of physical and chemical
processes in media with fractal geometry. The paper presents a qualitatively
new equation of moisture transfer, which is a generalization of the Allerҫ
Lykov equation, by introducing the concept of the fractal rate of change in
humidity clarifying the presence of ŕows affecting the potential of humidity.
We have studied the second boundary value problem for the AllerҫLykov
equation with the fractional RiemannҫLiouville derivative. The existence of
a solution to the problem has been proved by the Fourier method. To prove
the uniqueness of the solution we have obtained an a priori estimate, in terms
of a fractional RiemannҫLiouville using the energy inequality method.
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Аннотация

Для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа с ха-
рактеристическим вырождением исследована первая граничная задача
в прямоугольной области. Установлен критерий единственности реше-
ния задачи. Ранее при доказательстве единственности решений крае-
вых задач для уравнений смешанного типа использовали принцип экс-
тремума или метод интегральных тождеств. Единственность решения
данной задачи установлена на основании полноты системы собственных
функций соответствующей одномерной спектральной задачи. Решение
задачи построено в виде суммы ряда по системе собственных функций.
При обосновании сходимости полученного ряда возникает проблема ма-
лых знаменателей более сложной структуры, чем в известных работах,
относительно параметра, зависящего от длин сторон прямоугольника
из гиперболической части области и показателя степени вырождения
уравнения. В связи с этим установлены оценки об отделенности от ну-
ля с соответствующей асимптотикой в случаях, когда данный параметр
представляет собой натуральное, рациональное и алгебраическое ирра-
циональное число степени два. Если данный параметр не является ал-
гебраическим иррациональным числом степени два, то решения задачи
в виде суммы ряда не существует. С помощью полученных оценок обос-
нована равномерная сходимость построенного ряда в классе регулярных
решений при некоторых достаточных условиях относительно граничных
функций. Также доказана устойчивость решения задачи относительно
граничных функций в нормах пространства суммируемых с квадратом
функций и в пространстве непрерывных функций.
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Задача Дирихле для уравнения смешанного типа с характеристическим вырождением

Введение. Для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа

𝐿𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + (sgn 𝑦) |𝑦|𝑛𝑢𝑦𝑦 + 𝑎|𝑦|𝑛−1𝑢𝑦 − 𝑏𝑢 = 0 (1)

в прямоугольной области 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 0 < 𝑥 < 𝑙,−𝛼 < 𝑦 < 𝛽}, где 𝑙 > 0,
𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 0 < 𝑎 < 1, 0 < 𝑛 < 𝑎+ 1, 𝑏— заданные действительные числа,
поставим следующую граничную задачу.

Задача Дирихле. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющую условиям

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶1
𝑥(𝐷) ∩ 𝐶2(𝐷+ ∪𝐷−); (2)

lim
𝑦→0+0

𝑦𝑎𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→0−0

(−𝑦)𝑎𝑢𝑦(𝑥, 𝑦); (3)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷+ ∪𝐷−; (4)

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑙, 𝑦) = 0, −𝛼 6 𝑦 6 𝛽; (5)

𝑢(𝑥, 𝛽) = 𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥,−𝛼) = 𝑔(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (6)

где 𝐷− = 𝐷 ∩ {𝑦 < 0}, 𝐷+ = 𝐷 ∩ {𝑦 > 0}, 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥)— заданные до-
статочно гладкие функции, удовлетворяющие условиям 𝑓(0) = 𝑓(𝑙) = 0,
𝑔(0) = 𝑔(𝑙) = 0.

М. В. Келдыш [1] впервые исследовал более общее эллиптическое урав-
нение второго порядка от двух переменных, чем уравнение (1), при 𝑦 > 0,
с характеристическим вырождением. Он показал, что корректность первой
граничной задачи существенным образом зависит от показателя степени вы-
рождения и коэффициента при младшей производной 𝑢𝑦. Опираясь на эту
работу, И. Л. Кароль [2] исследовал задачу Трикоми для уравнения смешан-
ного типа (1) при 𝑛 = 1 и 𝑏 = 0, т.е. для уравнения

𝑢𝑥𝑥 + 𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑎𝑢𝑦 = 0 (7)

в области 𝐺, где 𝐺— область плоскости 𝑋𝑂𝑌, ограниченная простой жорда-
новой кривой Γ, лежащей в полуплоскости 𝑦 > 0 с концами в точках 𝑂(0, 0)
и 𝐴(1, 0), характеристиками 𝑂𝐶 и 𝐴𝐶 уравнения, расположенными в полу-
плоскости 𝑦 < 0. Им было доказано, что постановка краевых задач для урав-
нений смешанного типа с характеристическим вырождением (7) в области 𝐺
зависит от коэффициента 𝑎 и класса решений уравнения (7). Это является
существенным отличием от постановки краевых задач для уравнений с неха-
рактеристическим вырождением. В качестве примера: задача Трикоми при
значении коэффициента 𝑎 < 0 недоопределена, а уже при 𝑎 > 0— переопре-
делена.

И. Л. Кароль для уравнения (7) в области 𝐺 при 0 < 𝑎 < 1 исследовал
задачу Трикоми, где на линии перехода вводится условие сопряжения с весом:

lim
𝑦→0+0

𝑦𝑎𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑘 lim
𝑦→0−0

𝑦𝑎𝑢𝑦(𝑥, 𝑦), 0 < 𝑥 < 1,

где 𝑘 = −1 при 0 < 𝑎 < 1/2, 𝑘 = 1 при 1/2 < 𝑎 < 1.
Задача Трикоми при 𝑎 < 0 становится корректно поставленной, если усло-

вия склеивания ввести по-иному. С. С. Исамухамедов [3] впервые исследовал
задачу Трикоми для уравнения (7) при 𝑎 = −𝑛 + 𝑎0, 𝑎0 ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2, 1),

623



С а б и т о в а Ю. К.

где эллиптический контур Γ предполагается «нормальным» по терминологии
Трикоми, т.е. имеет вид (𝑥− 1/2)2 + 4𝑦 = 1/4. На линии вырождения кроме
условия непрерывности решения также задавалось условие склеивания

𝜈1(𝑥) = (−1)𝑛𝜈2(𝑥), (8)

где

𝜈1(𝑥) = lim
𝑦→0+

𝑦𝑎[𝑢𝑦 +𝐵+
𝑎 (𝑢)], 𝜈2(𝑥) = lim

𝑦→0−
(−𝑦)𝑎[𝑢−𝐵−

𝑎 (𝑥, 𝑦, 𝜏)]𝑦,

𝐵+
𝑎 (𝑢)— некоторый дифференциальный оператор, 𝐵−

𝑎 (𝑥, 𝑦, 𝜏)— решение урав-
нения (7), удовлетворяющее условиям

𝐵−
𝑎 (𝑥, 0, 𝜏) = 𝜏(𝑥), lim

𝑦→0−
(−𝑦)𝑎 𝜕

𝜕𝑦
𝐵−

𝑎 (𝑥, 𝑦, 𝜏) = 0.

М. Ю. Крикунов [4] изучал задачу Трикоми для уравнения (7) при 𝑎 =
= −𝑛 + 1/2. Р. С. Хайруллин [5] для уравнения (7) в случае когда 𝑎 6 −1/2
в смешанной области 𝐺, где кривая Γ является «нормальным» контуром,
доказал однозначную разрешимость задачи Трикоми методом интегральных
уравнений.

Р. И. Сохадзе [6] для уравнения (7) при 0 < 𝑎 < 1 исследовал первую
краевую задачу в прямоугольной области 𝐷 (где 𝑙 = 1) при условии, что при
всех 𝑛 ∈ N

𝐽𝑎−1(2𝜋𝑘
√
𝛼)𝐼1−𝑎(2𝜋𝑘

√︀
𝛽) + 𝐽1−𝑎(2𝜋𝑘

√
𝛼)𝐼𝑎−1(2𝜋𝑘

√︀
𝛽) ̸= 0,

где 𝐽1−𝑎(𝑧) и 𝐼1−𝑎(𝑧)— функции Бесселя первого рода порядка 1−𝑎 с действи-
тельными и чисто мнимыми аргументами соответственно. А в другой работе
этого же автора [7] для уравнения (7) при 𝑎 > 1, где 𝑎— фиксированное целое
число, изучена задача Дирихле со следующими весовыми условиями склеи-
вания:

lim
𝑦→0+0

𝑦𝑎−1𝑢(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→0−0

(−𝑦)𝑎−1𝑢(𝑥, 𝑦), 0 6 𝑥 6 1;

lim
𝑦→0+0

𝑦𝑎𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→0−0

(−𝑦)𝑎𝑢𝑦(𝑥, 𝑦), 0 6 𝑥 6 1.

В этих работах методом разделения переменных построены частные реше-
ния уравнения (7) при указанных значениях 𝑎. Решение задачи формально
построено в виде суммы ряда, но отсутствуют четкие доказательства един-
ственности поставленных задач и не приводятся обоснования сходимости ря-
дов.

Для уравнения смешанного типа второго рода

𝑢𝑥𝑥 + sgn 𝑦 |𝑦|𝑚𝑢𝑦𝑦 − 𝑏2𝑢 = 0, 0 < 𝑚 < 2, 𝑏 = const > 0, (9)

в прямоугольной области𝐷 в зависимости от значений параметра𝑚 К. Б. Са-
битовым и А. Х. Трегубовой (Сулеймановой) [8] была решена первая гранич-
ная задача и видоизмененные задачи. Решение задач построено в виде суммы
ряда Фурье. Доказаны теоремы единственности решения задач и найдены
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достаточные условия сходимости рядов в соответствующих классах решений
уравнения (9) при следующих значениях параметра 𝑚: 0 < 𝑚 < 1, 1 < 𝑚 < 2,
𝑚 = 1.

Р. С. Хайруллин [9], используя методы работ [8ҫ10], установил критерий
единственности решения задачи Дирихле для уравнения (7) в прямоугольной
области 𝐷 при отрицательных значениях параметра 𝑎 6 −1/2, при этом на
линии изменения типа уравнения задаются неклассические условия сопря-
жения типа (8). Позже в работе [11] он показал существование решения этой
задачи.

Отметим также работы А. И. Кожанова [12, 13], И. Е. Егорова [14, 15] и
их учеников, где изучались краевые задачи для уравнений смешанного типа
функциональными методами.

Автором [16] исследована нелокальная задача, близкая к задаче (2)ҫ(6),
для уравнения смешанного типа с нехарактеристическим вырождением вида

𝐾(𝑦)𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0, (10)

где 𝐾(𝑦) = sgn 𝑦|𝑦|𝑚, 𝑚 > 0. Уравнение (10) сводится к уравнению (7) путем
замены 𝑥 = 𝑥, 𝑧 = |𝑦|𝑚+2/(𝑚+ 2)2, где 𝑎 = (𝑚+ 1)/(𝑚+ 2) ∈ (1/2, 1).

Данная работа является продолжением исследований автора [16ҫ18]. Здесь
при всех 𝑎 ∈ (0, 1) и 0 < 𝑛 < 𝑎 + 1 установлен критерий единственности ре-
шения задачи (2)ҫ(6).

Теорема 1 (Критерий единственности решения). Если существует ре-
шение задачи (2)ҫ(6), то для его единственности необходимо и достаточно,
чтобы при всех 𝑛 ∈ N выполнялись условия

∆𝑘(𝛼, 𝛽) = 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽

𝑞) + 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞)𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞) ̸= 0,

где
𝑌 𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) =

𝜋

2sin𝜋𝜈
(𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) + 𝐽−𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)),

𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) и 𝑌𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)— функции Бесселя первого и второго рода соот-
ветственно, 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝑦

𝑞) и 𝐾𝜈(𝑝𝑘𝑦
𝑞)— модифицированные функции Бесселя,

𝜈 = (1− 𝑎)/2𝑞, 𝑝𝑘 = 𝜆𝑘/𝑞, 𝑞 = (2− 𝑛)/2, 𝜆𝑘 =
√︁
𝜇2𝑘 + 𝑏, 𝜇𝑘 = 𝜋𝑘/𝑙.

В дальнейшем, не теряя общности, будем считать, что 𝑏 > 0, так как в про-
тивном случае начиная с некоторого номера 𝑘0 при всех 𝑘 > 𝑘0 выполняется
неравенство 𝜇2𝑘+ 𝑏 > 0. Поэтому знак 𝑏 не влияет на полученные результаты.

Отметим, что ранее при доказательстве единственности решений краевых
задач для уравнений смешанного типа применяли принцип экстремума или
метод интегральных тождеств ([19, с. 28ҫ64], [20, с. 295ҫ302], [21, с. 37ҫ58]).
В прямоугольной области эти методы не работают. Поэтому здесь единствен-
ность решения задачи (2)ҫ(6) установлена на основании полноты системы
собственных функций соответствующей спектральной задачи.

Решение задачи (2)ҫ(6) построено в виде суммы ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =

√︂
2

𝑙

∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥, (11)
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где функция 𝑢𝑘(𝑦) построена и приведена ниже формулой (39). Выражение
∆𝑘(𝛼, 𝛽) является знаменателем этих коэффициентов. Для обоснования схо-
димости ряда (39) в классе регулярных решений (2)ҫ(4) доказаны следующие
утверждения.

Утверждение 1. Выражение ∆𝑘(𝛼, 𝛽) имеет счетное множество поло-
жительных нулей относительно параметра 𝛼𝑞𝑙 = 𝛼𝑞/(𝑞𝑙).

В силу этого утверждения возникает проблема малых знаменателей более
сложной структуры, чем в известных работах В. И. Арнольда [22,23].

Для исследования асимптотики нулей представим ∆𝑘(𝛼, 𝛽) в следующем
виде:

∆𝑘(𝛼, 𝛽) = 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞)𝛿𝑘(𝛼, 𝛽),

где

𝛿𝑘(𝛼, 𝛽) = 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)
𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽

𝑞)

𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽𝑞)
+ 𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞) =

= 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙)
𝐾𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)

𝐼𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)
+ 𝑌 𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) = 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙, 𝛽𝑞𝑙),

�̃�𝑘 =

√︃

1 +
(︁√𝑏𝑙
𝜋𝑘

)︁2
, 𝛼𝑞𝑙 =

𝛼𝑞

𝑞𝑙
, 𝛽𝑞𝑙 =

𝛽𝑞

𝑞𝑙
.

Функция 𝐾𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙) при больших 𝑘 строго убывает по асимптотической

формуле 𝑘−1/2𝑒−𝜋𝑘𝛽𝑞𝑙 , а функция 𝐼𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙) строго возрастает по формуле

𝑘−1/2𝑒𝜋𝑘𝛽𝑞𝑙 , поэтому величина 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙)
𝐾𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)

𝐼𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)
есть бесконечно малая

более высокого порядка, чем 𝑌 𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) при больших 𝑘.Поэтому достаточно
рассмотреть выражение

𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) =
2 sin𝜋𝜈

𝜋
𝑌 𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) = 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) + 𝐽−𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙),

которое также имеет счетное множество положительных нулей относитель-
но 𝛼𝑞𝑙.

Утверждение 2. Если выполнено одно из следующих условий:
1) 𝛼𝑞𝑙 является произвольным натуральным числом;
2) 𝛼𝑞𝑙 = 𝑑/𝑡 является произвольным рациональным числом, 𝑑, 𝑡 ∈ N,

(𝑑, 𝑡) = 1, (𝑡, 4) = 1, 𝑑/𝑡 ̸∈ N,
то существуют положительные постоянные 𝐶0 и 𝑘0 (𝑘0 ∈ N), зависящие
от 𝛼, 𝑙, 𝑎, 𝑞, такие, что для всех 𝑘 > 𝑘0 справедлива оценка

|𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙)| >
𝐶0√
𝑘
> 0. (12)

Если же
3) 𝛼𝑞𝑙 является иррациональным алгебраическим числом степени 2,
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то существуют положительные постоянные 𝐶1 и 𝑘0 (𝑘0 ∈ N), зависящие
от 𝛼, 𝑙, 𝑎, 𝑞, 𝑏, 𝜀0 и удовлетворяющие неравенству

𝜀0 − 2𝛼𝑞𝑙

(︁2𝑙
√
𝑏

𝜋

)︁2
> 0,

и для всех 𝑘 > 𝑘0 справедлива оценка

|𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙)| >
𝐶1

𝑘3/2
. (13)

Если 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) ̸= 0 при всех 𝑘 = 1, 𝑘0, то существует единственное решение
задачи (2)ҫ(6), которое определяется рядом (11).

На основании утверждения 2 при определенных условиях относительно
граничных функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) доказана равномерная сходимость ряда (11)
в классе регулярных решений (2)ҫ(4), т.е. доказаны следующие утверждения.

Теорема 2. Пусть число 𝛼𝑞𝑙 удовлетворяет условиям 1), 2) утвержде-
ния 2, т.е. выполнена оценка (12) при всех 𝑘 > 𝑘0, функции 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈
𝐶3[0, 𝑙], 𝑓(0) = 𝑔(0) = 0, 𝑓(𝑙) = 𝑔(𝑙) = 0, 𝑓 ′′(0) = 𝑔′′(0) = 0, 𝑓 ′′(𝑙) = 𝑔′′(𝑙) = 0.

Тогда, если 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) ̸= 0 при всех 𝑘 = 1, 𝑘0, то существует единственное
решение задачи (2)ҫ(6) и это решение определяется рядом (11). Если же

𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) = 0 при некоторых 𝑘 = 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚 6 𝑘0, то задача (2)ҫ(6) разре-
шима только тогда, когда выполнены условия (59) и решение определяется
рядом (60).

Теорема 3. Пусть число 𝛼𝑞𝑙 является иррациональным алгебраическим
числом степени 2, т.е. выполнена оценка (13) при всех 𝑘 > 𝑘0, функции
𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶4[0, 𝑙], 𝑓(0) = 𝑔(0) = 0, 𝑓(𝑙) = 𝑔(𝑙) = 0, 𝑓 ′′(0) = 𝑔′′(0) = 0,

𝑓 ′′(𝑙) = 𝑔′′(𝑙) = 0. Тогда, если 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) ̸= 0 при всех 𝑘 = 1, 𝑘0, то существу-
ет единственное решение задачи (2)ҫ(6) и это решение определяется рядом

(11). Если же 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) = 0 при некоторых 𝑘 = 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚 6 𝑘0, то задача
(2)ҫ(6) разрешима только тогда, когда выполнены условия (59) и решение
определяется рядом (60).

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2 и 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) ̸= 0 при 𝑘 =

= 1, 𝑘0. Тогда для решения задачи (2)ҫ(6) справедливы оценки

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2
6

{︃
𝑀1(‖𝑓‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝑔‖𝐿2[0,𝑙]) при 𝜈 > 1/2,

𝑀2(‖𝑓 ′‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝑔′‖𝐶[0,𝑙]) при 𝜈 < 1/2;
(14)

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) 6

{︃
𝑀3(‖𝑓 ′‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝑔′′‖𝐶[0,𝑙]) при 𝜈 > 1/2,

𝑀4(‖𝑓 ′‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝑔′‖𝐶[0,𝑙]) при 𝜈 < 1/2,
(15)

где 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 — положительные постоянные, не зависящие от гра-
ничных функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥).

Ниже приводятся доказательства теорем 1ҫ4.

1. Критерий единственности решения задачи. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) явля-
ется решением задачи (2)ҫ(6). Подставляя произведение 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦)
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в уравнение (1), относительно функции 𝑋(𝑥) получим спектральную самосо-
пряженную задачу:

𝑋 ′′(𝑥) + 𝜇2𝑋(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑙, (16)

𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 0, (17)

где 𝜇— постоянная. Решение спектральной задачи (16), (17) имеет вид

𝑋𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝑙
sin𝜇𝑘𝑥, 𝜇𝑘 =

𝜋𝑘

𝑙
, 𝑘 ∈ N. (18)

Тогда по системе (18) введем функции

𝑢𝑘(𝑦) =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . , (19)

На основании (19) рассмотрим вспомогательные функции

𝑢𝜀,𝑘(𝑦) =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀
𝑢(𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . , (20)

где 𝜀 > 0— достаточно малое число. Дифференцируя дважды равенство (20)
при 𝑦 ∈ (−𝛼, 0) ∪ (0, 𝛽) и учитывая уравнение (1), получим

𝑢′′𝜀,𝑘(𝑦) =
∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀
𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 = (sgn 𝑦)

[︂
𝑏2

|𝑦|𝑛𝑢𝜀,𝑘(𝑦)−
𝑎

|𝑦|𝑢
′
𝜀,𝑘(𝑦)−

− 1

|𝑦|𝑛

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙−𝜀

𝜀
𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥

]︂
. (21)

Интегрируя (21) по частям два раза с учетом условий (5) и переходя к пределу
при 𝜀→ 0, получим обыкновенное дифференциальное уравнение

𝑢′′𝑘(𝑦)+(sgn 𝑦)
𝑎

|𝑦| 𝑢
′
𝑘(𝑦)− (sgn 𝑦)

𝑏2 + 𝜇2𝑘
|𝑦|𝑛 𝑢𝑘(𝑦) = 0, 𝑦 ∈ (−𝛼, 0) ∪ (0, 𝛽). (22)

Произведя в уравнении (22) замену при 𝑦 > 0

𝑢+𝑘 (𝑦) =𝑊 (𝑝𝑘𝑦
𝑞)𝑦

1−𝑎
2 , 𝑞 =

2− 𝑛

2
, 𝑝𝑘 =

𝜆𝑘
𝑞
, 𝜆𝑘 =

√︁
𝜇2𝑘 + 𝑏, (23)

получим модифицированное уравнение Бесселя

𝑊 ′′(𝑧) +
1

𝑧
𝑊 ′(𝑧)−

(︁
1 +

𝜈2

𝑧2

)︁
𝑊 (𝑧) = 0, 𝑧 = 𝑝𝑘𝑦

𝑞, 𝜈 =
1− 𝑎

2𝑞
. (24)

В дальнейшем, не теряя общности, будем считать, что 𝑏 > 0, так как в
противном случае начиная с некоторого номера 𝑘0 при всех 𝑘 > 𝑘0 выполня-
ется неравенство 𝜇2𝑘 + 𝑏 > 0.
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Общее решение уравнения (24) определяется по формуле

𝑊 (𝑧) = 𝐶1𝐼𝜈(𝑧) + 𝐶2𝐾𝜈(𝑧), 𝑧 > 0, (25)

где 𝐼𝜈(𝑧) и 𝐾𝜈(𝑧)— соответственно модифицированные функции Бесселя пер-
вого и третьего рода, 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные. Тогда на основа-
нии (23) и (25) общее решение уравнения (22) при 𝑦 > 0 определяется по
формуле

𝑢+𝑘 (𝑦) = 𝑦
1−𝑎
2 [𝑎𝑘𝐼𝜈(𝑝𝑘𝑦

𝑞) + 𝑏𝑘𝐾𝜈(𝑝𝑘𝑦
𝑞)], (26)

где 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 — произвольные постоянные.
В уравнении (22) при 𝑦 < 0 произведем замену

𝑢−𝑘 (𝑦) = 𝑍(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)(−𝑦)
1−𝑎
2 , (27)

в результате получим уравнение Бесселя

𝑍 ′′(𝑧) +
1

𝑧
𝑍 ′(𝑧) +

(︁
1− 𝜈2

𝑧2

)︁
𝑍(𝑧) = 0, 𝑧 = 𝑝𝑘(−𝑦)𝑞. (28)

Общее решение уравнения (28) определяется по формуле

𝑍(𝑧) = 𝐶3𝐽𝜈(𝑧) + 𝐶4𝑌𝜈(𝑧), 𝑧 < 0, (29)

где 𝐽𝜈(𝑧) и 𝑌𝜈(𝑧)— соответственно функции Бесселя первого и второго рода,
𝐶3 и 𝐶4 — произвольные постоянные. Тогда на основании (27) и (29) общее
решение уравнения (22) при 𝑦 < 0 определяется по формуле

𝑢−𝑘 (𝑦) = (−𝑦) 1−𝑎
2 [𝑐𝑘𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) + 𝑑𝑘𝑌𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)], (30)

где 𝑐𝑘 и 𝑑𝑘 — произвольные постоянные.
Таким образом, функции (19) определяются с учетом формул (26) и (30):

𝑢𝑘(𝑦) =

{︂
𝑢+𝑘 (𝑦), 𝑦 > 0,
𝑢−𝑘 (𝑦), 𝑦 < 0.

(31)

С учетом класса решения (2) и (3) в (31) подберем постоянные 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘
и 𝑑𝑘 так, чтобы выполнялись условия сопряжения

𝑢𝑘(0 + 0) = 𝑢𝑘(0− 0), lim
𝑦→0+0

𝑦𝑎𝑢′𝑘(𝑦) = lim
𝑦→0−0

(−𝑦)𝑎𝑢′𝑘(𝑦). (32)

Первое из равенств (32) выполнено, если 𝑑𝑘 = −𝜋𝑏𝑘/2 при любых 𝑎𝑘 и 𝑐𝑘,
а второе равенство будет иметь место при 𝑛 < 𝑎+1 и 𝑐𝑘 = 𝜋𝑏𝑘 ctg(𝜋𝜈)/2−𝑎𝑘,
𝑑𝑘 = −𝜋𝑏𝑘/2.

Подставив полученные выражения для постоянных 𝑐𝑘 и 𝑑𝑘 в (31), будем
иметь

𝑢𝑘(𝑦) =

{︃
𝑦

1−𝑎
2 [𝑎𝑘𝐼𝜈(𝑝𝑛𝑦

𝑞) + 𝑏𝑘𝐾𝜈(𝑝𝑘𝑦
𝑞)], 𝑦 > 0,

(−𝑦) 1−𝑎
2 [−𝑎𝑘𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) + 𝑏𝑘𝑌 𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)], 𝑦 6 0,

(33)
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где

𝑌 𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) =
𝜋

2sin𝜋𝜈
[𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) + 𝐽−𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)].

На основании граничных условий (6) и формулы (19) справедливы равен-
ства

𝑢𝑘(𝛽) =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝑓𝑘, 𝑢𝑘(−𝛼) =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑔(𝑥) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝑔𝑘.

(34)
Удовлетворяя функции (33) граничным условиям (34), получим систему

для нахождения постоянных 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘:

{︃
𝑎𝑘𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽

𝑞) + 𝑏𝑘𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞) = 𝑓𝑘𝛽

𝑎−1

2 ,

−𝑎𝑘𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼𝑞) + 𝑏𝑘𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞) = 𝑔𝑘𝛼

𝑎−1

2 , 𝑘 = 1, 2, . . . .
(35)

Если при всех 𝑘 ∈ N определитель системы (35)

∆𝑘(𝛼, 𝛽) = 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽

𝑞) + 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞)𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞) ̸= 0, (36)

то данная система имеет единственное решение

𝑎𝑘 =
1

∆𝑘(𝛼, 𝛽)
[𝑓𝑘𝛽

𝑎−1

2 𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)− 𝑔𝑘𝛼

𝑎−1

2 𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞)], (37)

𝑏𝑘 =
1

∆𝑘(𝛼, 𝛽)
[𝑓𝑘𝛽

𝑎−1

2 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞) + 𝑔𝑘𝛼

𝑎−1

2 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞)]. (38)

Подставляя (37) и (38) в (35), найдем функции

𝑢𝑘(𝑦) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

∆𝑘(𝛼, 𝛽)

[︁
𝑓𝑘

(︁ 𝑦
𝛽

)︁ 1−𝑎
2

∆𝑘(𝛼, 𝑦) + 𝑔𝑘

(︁ 𝑦
𝛼

)︁ 1−𝑎
2

𝐴𝑘(𝑦, 𝛽)
]︁
, 𝑦 > 0,

1

∆𝑘(𝛼, 𝛽)

[︁
𝑓𝑘

(︁−𝑦
𝛽

)︁ 1−𝑎
2

𝐵𝑘(𝛼,−𝑦) + 𝑔𝑘

(︁−𝑦
𝛼

)︁ 1−𝑎
2

∆𝑘(−𝑦, 𝛽)
]︁
, 𝑦 6 0,

(39)
где

∆𝑘(𝛼, 𝑦) = 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)𝐾𝜈(𝑝𝑘𝑦

𝑞) + 𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)𝐼𝜈(𝑝𝑘𝑦

𝑞),

𝐴𝑘(𝑦, 𝛽) = 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞)𝐾𝜈(𝑝𝑘𝑦

𝑞)− 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝑦
𝑞)𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽

𝑞),

𝐵𝑘(𝛼,−𝑦) = 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)𝑌 𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)− 𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞)𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞) =
=

𝜋

2sin𝜋𝜈
[𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞)𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)− 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)],

∆𝑘(−𝑦, 𝛽) = 𝐽𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞) + 𝑌 𝜈(𝑝𝑘(−𝑦)𝑞)𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽𝑞).

До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 1. Если существует решение задачи
(2)ҫ(6), то для его единственности необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись условия (36) при всех 𝑘 ∈ N.
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Достаточность. Пусть 𝑓(𝑥) ≡ 0, 𝑔(𝑥) ≡ 0 на [0, 𝑙] и выполнены условия
(36) при всех 𝑘 ∈ N. Тогда 𝑓𝑘 ≡ 0, 𝑔𝑘 ≡ 0 при всех 𝑘 ∈ N. Следовательно,
согласно формуле (39) при 𝑦 ∈ [−𝛼, 𝛽] функции 𝑢𝑘(𝑦) ≡ 0 и в силу (19) имеем

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑥, 𝑦) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Отсюда в силу полноты системы (18) в пространстве 𝐿2[0, 𝑙] следует, что
функция 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0 почти всюду на [0, 𝑙] при любом 𝑦 ∈ [−𝛼, 𝛽]. Поскольку
в силу (2) функция 𝑢(𝑥, 𝑦) непрерывна в 𝐷, то 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷.

Необходимость. Пусть существует единственное решение задачи (2)ҫ(6).
Надо показать, что при этом выполняются условия (36) при всех 𝑘 ∈ N.
Предположим, что при некотором 𝑘 = 𝑑 выражение ∆𝑑(𝛼, 𝛽) = 0. Тогда
однородная задача (2)ҫ(6), где 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ≡ 0, имеет ненулевое решение

𝑢𝑑(𝑥, 𝑦) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑦
1−𝑎
2 𝐴𝑑(𝑦, 𝛽)

𝐼𝜈(𝑝𝑑𝛽𝑞)
sin𝜇𝑑𝑥, 𝑦 > 0,

(−𝑦) 1−𝑎
2 ∆𝑑(−𝑦, 𝛽)
𝐼𝜈(𝑝𝑑𝛽𝑞)

sin𝜇𝑑𝑥, 𝑦 6 0,

что противоречит условию.
Выясним, при каких 𝛼, 𝛽, 𝑙, 𝑎 и 𝑘 выражение ∆𝑘(𝛼, 𝛽) равно нулю. Для

этого представим знаменатель ∆𝑘(𝛼, 𝛽) в следующем виде:

∆𝑘(𝛼, 𝛽) = 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽
𝑞)𝛿𝑘(𝛼, 𝛽),

где

𝛿𝑘(𝛼, 𝛽) = 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)
𝐾𝜈(𝑝𝑘𝛽

𝑞)

𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽𝑞)
+ 𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞).

Представим аргументы функций Бесселя, входящих в формулу (20), в ви-
де

𝑝𝑘𝛼
𝑞 =

𝜆𝑘
𝑞
𝛼𝑞 =

√︁
𝜇2𝑘 + 𝑏

𝑞
𝛼𝑞 =

𝜋𝑘𝛼𝑞

𝑙𝑞

√︃

1 +
(︁√𝑏𝑙
𝜋𝑘

)︁2
= 𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙,

где

�̃�𝑘 =

√︃

1 +
(︁√𝑏𝑙
𝜋𝑘

)︁2
, 𝛼𝑞𝑙 =

𝛼𝑞

𝑞𝑙
, 𝛽𝑞𝑙 =

𝛽𝑞

𝑞𝑙
.

Тогда выражение 𝛿𝑘(𝛼, 𝛽) будет определяться по формуле

𝛿𝑘(𝛼, 𝛽) = 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙)
𝐾𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)

𝐼𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)
+ 𝑌 𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) = 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙, 𝛽𝑞𝑙).

Существование нулей 𝛿𝑘(𝛼𝑙𝑞, 𝛽𝑞𝑙) относительно 𝛼𝑞𝑙 следует из того, что

функции 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) и 𝑌 𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) являются линейно независимыми реше-
ниями уравнения Бесселя

𝑦′′(𝛼𝑞𝑙) +
1

𝛼𝑞𝑙
𝑦′(𝛼𝑞𝑙) +

[︁
(𝜋𝑘�̃�𝑘)

2 − 𝜈2

𝛼2
𝑞𝑙

]︁
𝑦(𝛼𝑞𝑙) = 0. (40)
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Поскольку функции 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) и 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙, 𝛽𝑞𝑙) являются линейно независимы-
ми решениями уравнения (40), из общей теории линейных дифференциаль-
ных уравнений следует, что нули двух линейно независимых решений урав-
нения Бесселя строго чередуются, т.е. на интервале между любыми после-
довательными нулями любого из этих решений содержится ровно один нуль
другого решения. Функция 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) имеет счетное множество положи-
тельных нулей. Тогда функция 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙, 𝛽𝑞𝑙) также имеет счетное множество
положительных нулей относительно 𝛼𝑞𝑙. Следовательно, для задачи (2)ҫ(6)
установлен критерий единственности. �

2. Оценки малых знаменателей. Поскольку 𝛼𝑞𝑙 — любое положитель-
ное число, то при достаточно больших 𝑘 выражение ∆𝑘(𝛼, 𝛽), которое входит
в знаменатель формулы (39), может стать достаточно малым из-за существо-
вания счетного множества нулей 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙, 𝛽𝑞𝑙) относительно 𝛼𝑞𝑙. Следователь-

но, возникает проблема малых знаменателей [10,22,23]. Функция 𝐾𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)

при больших 𝑘 строго убывает по асимптотической формуле 𝑘−1/2𝑒−𝜋𝑘𝛽𝑞𝑙 , а
функция 𝐼𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙) строго возрастает по формуле 𝑘−1/2𝑒𝜋𝑘𝛽𝑞𝑙 , поэтому ве-
личина

𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙)
𝐾𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)

𝐼𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛽𝑞𝑙)

есть бесконечно малая более высокого порядка, чем 𝑌 𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) при боль-
ших 𝑘. В связи с этим достаточно рассмотреть выражение

𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) =
2 sin𝜋𝜈

𝜋
𝑌 𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) = 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) + 𝐽−𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙),

которое также имеет счетное множество положительных нулей относитель-
но 𝛼𝑞𝑙.

Функция 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) = 0 только в том случае, когда аргумент 𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙

совпадает с нулями функции Бесселя первого рода 𝐽𝜈(𝑥), 𝜈 = (1− 𝑎)/(2𝑞),
при 𝑥 > 0. Известно [25, c. 70], что функция 𝐽𝜈(𝑥) при 𝜈 > −1 и 𝑥 > 0 имеет

счетное множество изолированных нулей 𝑥𝜈,𝑚, 𝑚 ∈ N. Значит, 𝐽𝜈(𝜋𝑘�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙) = 0
только тогда, когда

𝛼𝑞𝑙 =
𝑥𝜈,𝑚

𝜋𝑘�̃�𝑘
, 𝑘, 𝑚 ∈ N.

Поскольку 𝛼𝑞𝑙 — любое положительное число, оно может принимать зна-

чения, близкие к нулям 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙, 𝛽𝑞𝑙). Поэтому при больших 𝑘 выражение

𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙, 𝛽𝑞𝑙) может стать достаточно малым.

Выражение ̃︀𝜆𝑘, которое зависит от
√
𝑏𝑙, при условии

√
𝑏𝑙

𝜋
< 1 или 𝑘 >

√
𝑏𝑙

𝜋
= 𝑘1

можно представить в виде

̃︀𝜆𝑘 =
(︁
1 +

(︁√𝑏𝑙
𝜋𝑘

)︁2)︁1/2
= 1 + 𝜃𝑘,
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при этом для 𝜃𝑘 справедлива оценка

3

8

(︁√𝑏𝑙
𝜋𝑘

)︁2
< 𝜃𝑘 <

1

2

(︁√𝑏𝑙
𝜋𝑘

)︁2
. (41)

Используя асимптотическую формулу [25, c. 98]

𝐽𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
cos

(︁
𝑧 − 𝜋

2
𝜈 − 𝜋

4

)︁
+𝑂(𝑧−5/2), 𝑧 → ∞,

при 𝑘 > 𝑘0, где 𝑘0 — достаточно большое натуральное число, получаем

√
𝑘𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) =

1

𝜋

√︃
2

̃︀𝜆𝑘𝛼𝑞𝑙

[︁
cos

(︁
𝜋𝑘𝛼𝑞𝑙 + 𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 −

𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+

+ cos
(︁
𝜋𝑘𝛼𝑞𝑙 + 𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 +

𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁]︁
=

=
2

𝜋

√︃
2

�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙

cos
𝜋𝜈

2
sin

(︁
𝜋𝑘𝛼𝑞𝑙 + 𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 +

𝜋

4

)︁
, 𝜃𝑘 = 𝜋𝑘𝜃𝑘. (42)

1. Пусть 𝛼𝑞𝑙 = 𝑝, 𝑝 ∈ N. Тогда, поскольку

�̃�𝑘 → 1 и ̃︀𝜃𝑘 → 0, (43)

при всех 𝑘 > 𝑘0 из (44) получим оценку

⃒⃒
⃒
√
𝑘𝛿𝑘(𝑝)

⃒⃒
⃒ =

2

𝜋

√︂
2

𝑝

⃒⃒
⃒sin

(︁
𝜋𝑘𝑝+

𝜋

4

)︁
cos

𝜋𝜈

2

⃒⃒
⃒ >

1

𝜋
√
𝑝

⃒⃒
⃒cos

𝜋𝜈

2

⃒⃒
⃒ = ̃︀𝐶1 > 0. (44)

2. Пусть 𝛼𝑞𝑙 = 𝑑/𝑡— рациональное число, где 𝑑, 𝑡 ∈ N, (𝑑, 𝑡) = 1, (𝑡, 4) = 1,
𝑑/𝑡 ̸∈ N. Разделим 𝑘𝑑 на 𝑡 с остатком: 𝑘𝑑 = 𝑠𝑡+𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ N0 = N∪{0}, 0 6 𝑟 < 𝑡.
Тогда соотношение (42) принимает вид

√
𝑘𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) = (−1)𝑠

2

𝜋

√︃
2

�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙

sin
[︁𝜋𝑟
𝑡

+ ̃︀𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 +
𝜋

4

]︁
cos

𝜋𝜈

2
. (45)

Если 𝑟 = 0, то из представления (45) получим

√
𝑘𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) = (−1)𝑠

2

𝜋

√︃
2

�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙

sin
[︁
̃︀𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 +

𝜋

4

]︁
cos

𝜋𝜈

2
. (46)

Поскольку последовательность ̃︀𝜃𝑘 в силу оценки (41) является бесконечно
малой при 𝑘 → +∞, существует число 𝑘2 ∈ N такое, что при всех 𝑘 > 𝑘2

0 < ̃︀𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 +
𝜋

4
<
𝜋

2
.
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Тогда в силу неравенства

sin𝑥 >
2

𝜋
𝑥, 0 < 𝑥 <

𝜋

2
,

на основании (41), (46) получим оценку

√
𝑘𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) >

4

𝜋2

√︃
2

�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙

⃒⃒
⃒cos

𝜋𝜈

2

⃒⃒
⃒
(︁
̃︀𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 +

𝜋

4

)︁
>

>
1

𝜋

√︃
2

�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙

⃒⃒
⃒cos

𝜋𝜈

2

⃒⃒
⃒
(︂
3

2

(︁𝑏𝑙
𝜋

)︁2
+ 1

)︂
> ̃︀𝐶2 > 0

при 𝑘 > max{𝑘1, 𝑘2}.
Пусть 𝑟 > 0, тогда 1 < 𝑟 < 𝑡− 1, 𝑡 > 2. Поскольку выражение sin

[︀
𝜋𝑟
𝑡 +

+ ̃︀𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙 +
𝜋
4

]︀
имеет конечный предел при 𝑘 → ∞, существует 𝑘3 ∈ N такое,

что при всех 𝑘 > 𝑘3 из (45) будем иметь

⃒⃒
⃒
√
𝑘𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙)

⃒⃒
⃒ >

1

𝜋

√︃
2

𝛼𝑞𝑙

⃒⃒
⃒cos

𝜋𝜈

2

⃒⃒
⃒ ·

⃒⃒
⃒sin𝜋

(︁𝑟
𝑡
+

1

4

)︁⃒⃒
⃒ = ̃︀𝐶3. (47)

В силу последней оценки следует исключить случай, когда 𝑟
𝑡 +

1
4 = 1, то

есть число 𝑟
𝑡 надо взять так, чтобы выполнялось неравенство 𝑟

𝑡 ̸= 3
4 . Если

числа 𝑡 и 4 взаимно простые, то постоянная ̃︀𝐶3 из (47) всегда больше нуля.
Из полученных выше неравенств (44) и (47) следует справедливость оцен-

ки

|𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙)| >
𝐶0√
𝑘
> 0

при всех 𝑘 > 𝑘0 = max{𝑘1, 𝑘2, 𝑘3}, где 𝐶0 = min{ ̃︀𝐶1, ̃︀𝐶2, ̃︀𝐶3}.
Замечание. Если (𝑡, 4) > 1, т.е. пусть 𝑡 = 4𝑡1, 𝑡1 ∈ R, тогда из оценки

(47) следует, что

sin𝜋
(︁𝑟
𝑡
+

1

4

)︁
= sin𝜋

(︁𝑟
𝑡
+

1

4

)︁
= sin𝜋

(︁ 𝑟

4𝑡1
+

1

4

)︁
= sin

𝜋

4

(︁ 𝑟
𝑡1

+ 1
)︁
.

Отсюда, например, при 𝑟 = 3𝑡1 последнее равенство будет равно нулю.

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼𝑞𝑙 является алгебраическим иррациональ-
ным числом степени 2. Тогда соотношение (42) представим в виде

√
𝑘𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) = (−1)𝑚

2

𝜋

√︃
2

�̃�𝑘𝛼𝑞𝑙

cos
𝜋𝜈

2
sin

(︂
𝜋𝑘

4

(︁
4𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

𝑘

)︁
+ 𝜃𝑘𝛼𝑞𝑙

)︂
, (48)

где 𝑚— произвольное натуральное число.
Для любого 𝑘 ∈ N существует нечетное число 𝑚′ = 4𝑚 − 1 = 2𝑚′′ − 1,

𝑚′′ = 2𝑚 [26] такое, что имеет место неравенство

⃒⃒
⃒4𝛼𝑞𝑙 −

𝑚′

𝑘

⃒⃒
⃒ <

1

𝑘
. (49)
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Действительно, для этого достаточно положить

𝑚′ =

{︂
[4𝑘𝛼𝑞𝑙], если [4𝑘𝛼𝑞𝑙]— нечетное,
[4𝑘𝛼𝑞𝑙] + 1, если [4𝑘𝛼𝑞𝑙]— четное,

где [4𝑘𝛼𝑞𝑙]— целая часть иррационального числа 4𝑘𝛼𝑞𝑙.
Число 𝑚 ∈ N возьмем таким, чтобы в силу неравенства (49) выполнялось

неравенство

𝜋𝑘
⃒⃒
⃒𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

⃒⃒
⃒ <

𝜋

4
. (50)

Если 𝛼𝑞𝑙 является алгебраическим числом степени два, то в силу теоремы
Лиувилля [27, с. 60] существует положительное число 𝜀0, зависящее от 𝛼𝑞𝑙,
такое, что при любых целых 4𝑘 и 4𝑚− 1, 𝑘 > 0, выполняется неравенство

⃒⃒
⃒𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

⃒⃒
⃒ >

𝜀0
16𝑘2

. (51)

В силу оценок (41) имеем

0 < 𝛼𝑞𝑙
̃︀𝜃𝑘 <

𝛼𝑞𝑙(𝑏𝑙)
2

2𝜋𝑘
=

̃︀𝐶4

𝑘
. (52)

Тогда с некоторого номера 𝑘0 при всех 𝑘 > 𝑘0 выполняется условие

𝛼𝑞𝑙(𝑏𝑙)
2

2𝜋
<
𝜋

2
.

Тогда из (50) и (52) возможны два случая:

1)
𝜋

2
6 𝜋𝑘

(︁
𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

)︁
+ 𝛼𝑞𝑙

̃︀𝜃𝑘 <
𝜋

4
+ ̃︀𝐶4 < 𝜋,

2) −𝜋
2
6 𝜋𝑘

(︁
𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

)︁
+ 𝛼𝑞𝑙

̃︀𝜃𝑘 <
𝜋

2
.

В первом случае

⃒⃒
⃒⃒sin

[︁
𝜋𝑘

(︁
𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

)︁
+ 𝛼𝑞𝑙

̃︀𝜃𝑘
]︁⃒⃒
⃒⃒ > sin

(︁𝜋
4
+ ̃︀𝐶4

)︁
> sin

3𝜋

4
= cos

𝜋

4
>

̃︀𝐶5

𝑘
.

Во втором случае с учетом неравенств (51) и

| sin𝑥| > 2

𝜋
|𝑥|, 0 < |𝑥| < 𝜋

2
,

имеем

⃒⃒
⃒⃒sin

[︁
𝜋𝑘

(︁
𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

)︁
+ 𝛼𝑞𝑙

̃︀𝜃𝑘
]︁⃒⃒
⃒⃒ > 2

𝜋

⃒⃒
⃒⃒𝜋𝑘

(︁
𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

)︁
+ 𝛼𝑞𝑙

̃︀𝜃𝑘
⃒⃒
⃒⃒ >

> 2𝑘
⃒⃒
⃒𝛼𝑞𝑙 −

4𝑚− 1

4𝑘

⃒⃒
⃒− 𝛼𝑞𝑙

̃︀𝜃𝑘
2

𝜋
>
𝜀0
8𝑘

− 2𝐶4

𝜋𝑘
=

1

𝑘

(︁
𝜀0 −

2𝐶4

𝜋

)︁
. (53)
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Потребуем, чтобы постоянные 𝛼𝑞𝑙, 𝑙,
√
𝑏 и 𝜀0 удовлетворяли неравенству

𝜀0 − 2𝛼𝑞𝑙

(︁2𝑙
√
𝑏

𝜋

)︁2
> 0,

которое, например, при малых 𝑙, или
√
𝑏, или 𝛼 всегда имеет место.

Тогда из (48) и (53) при 𝑘 > 𝑘0 следует

|𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙)| >
𝐶1

𝑘3/2
.

Тем самым нами д о к а з а н о утв е ржд е н и е 2.

3. Обоснование существования решения задачи. Если 𝛿𝑘(𝛼𝑞𝑙) ̸= 0

при 𝑘 = 1, 𝑘0 и выполнена оценка (12), то на основании частных решений (18)
и (39) решение задачи (2)ҫ(6) представим в виде суммы ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑦)𝑋𝑘(𝑥). (54)

Покажем, что при определенных условиях на числа 𝛼𝑞𝑙 = 𝛼𝑞/(𝑞𝑙) и функ-

ции 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ряд (54) сходится равномерно в замкнутой области 𝐷 и можно
применить дважды почленное дифференцирование по переменным 𝑥 и 𝑦 со-
ответственно в замкнутых областях 𝐷+𝜀 и 𝐷−𝜀, где 𝐷+𝜀 = 𝐷+ ∩ {𝑦 > 𝜀}
и 𝐷−𝜀 = 𝐷− ∩ {𝑦 < −𝜀}, где 𝜀— достаточно малое положительное число.

Рассмотрим следующие отношения:

𝑅𝑘(𝑦) =
𝑦

1−𝑎
2 ∆𝑘(𝛼, 𝑦)

∆𝑘(𝛼, 𝛽)
, 𝑇𝑘(𝑦) =

𝑦
1−𝑎
2 𝐴𝑘(𝑦, 𝛽)

∆𝑘(𝛼, 𝛽)
, 𝑦 ∈ [0, 𝛽],

𝑀𝑘(𝑦) =
(−𝑦) 1−𝑎

2 𝐵𝑘(𝛼,−𝑦)
∆𝑘(𝛼, 𝛽)

, 𝐿𝑘(𝑦) =
(−𝑦) 1−𝑎

2 ∆𝑘(−𝑦, 𝛽)
∆𝑘(𝛼, 𝛽)

, 𝑦 ∈ [−𝛼, 0].
(55)

Лемма 1. Пусть выполнено условие (12) при всех 𝑘 > 𝑘0. Тогда для таких
𝑘 справедливы следующие оценки:

|𝑅𝑘(𝑦)| 6 𝐶2, 𝑦 ∈ [0, 𝛽]; |𝑅′
𝑘(𝑦)| 6 𝐶3𝑘, |𝑅′′

𝑘(𝑦)| 6 𝐶4𝑘
5

2
−𝜈 , 𝑦 ∈ [𝜀, 𝛽];

|𝑇𝑘(𝑦)| 6 𝐶5𝑘
1

2
−𝜈 , 𝑦 ∈ [0, 𝛽]; |𝑇 ′

𝑘(𝑦)| 6 𝐶6𝑘, |𝑇 ′′
𝑘 (𝑦)| 6 𝐶7𝑘

5

2
−𝜈 , 𝑦 ∈ [𝜀, 𝛽];

|𝑀𝑘(𝑦)| 6 𝐶8, 𝑦 ∈ [−𝛼, 0]; |𝑀 ′
𝑘(𝑦)| 6 𝐶9𝑘, |𝑀 ′′

𝑘 (𝑦)| 6 𝐶10𝑘
5

2
−𝜈 , 𝑦 ∈ [−𝛼,−𝜀];

|𝐿𝑘(𝑦)| 6 𝐶11𝑘
1

2
−𝜈 , 𝑦 ∈ [−𝛼, 0]; |𝐿′

𝑘(𝑦)| 6 𝐶12𝑘, |𝐿′′
𝑘(𝑦)| 6 𝐶13𝑘

5

2
−𝜈 , 𝑦 ∈ [−𝛼,−𝜀].

Здесь и далее 𝐶𝑖 — положительные постоянные.

Д о к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим функции 𝑅𝑘(𝑦). На основании асимп-
тотических формул поведения функций Бесселя в окрестности бесконечно
удаленной точки [29, c. 227] и в окрестности нуля [25, c. 98ҫ99] из (55) при
0 6 𝑦 6 𝛽 и больших 𝑘 имеем
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|𝑅𝑘(𝑦)| 6
√
𝑘

𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽𝑞)𝐶0

[︁
|𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼𝑞)|𝑦 1−𝑎

2 𝐾𝜈(𝑝𝑘𝑦
𝑞) + 𝑦

1−𝑎
2 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝑦

𝑞)|𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)|

]︁
6

6 ̃︀𝐶6 +

√
𝑘𝑦

1−𝑎
2 𝐼𝜈(𝑝𝑘𝑦

𝑞)

𝐶0𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽
1

2 )
|𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

1

2 )| 6 𝐶2,

Используя формулы [25, c. 90], вычислим производную

𝑅′
𝑘(𝑦) =

𝑝𝑘𝑞𝑦
𝑞−𝑎

2
− 1

2

∆𝑘(𝛼, 𝛽)

[︁
𝐼𝜈−1(𝑝𝑘𝑦

𝑞)𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼
𝑞)− 𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞)𝐾𝜈−1(𝑝𝑘𝑦
𝑞)
]︁
.

Отсюда на основании оценки (12) и асимптотических формул функций Бес-
селя в окрестности бесконечно удаленной точки при 𝑦 ∈ [𝜀, 𝛽] получим

|𝑅′
𝑘(𝑦)| 6

𝑝𝑘
√
𝑘

𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽𝑞)𝐶0

[︁
|𝐽𝜈(𝑝𝑘𝛼𝑞)|𝑦𝑞−𝑎

2
− 1

2𝐾𝜈−1(𝑝𝑘𝑦
𝑞)+

+ 𝑦𝑞−
𝑎
2
− 1

2 𝐼𝜈−1(𝑝𝑘𝑦
𝑞)|𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞)|
]︁
6

6 ̃︀𝐶7𝑘 +

√
𝑘𝑝𝑘𝑦

𝑞−𝑎
2
− 1

2 𝐼𝜈−1(𝑝𝑘𝑦
𝑞)

𝐶0𝐼𝜈(𝑝𝑘𝛽𝑞)
|𝑌 𝜈(𝑝𝑘𝛼

𝑞)| 6 𝐶3𝑘. (56)

Для производной второго порядка функции 𝑅𝑘(𝑦) имеет место представ-
ление

𝑅′′
𝑘(𝑦) = 𝑝2𝑘𝑞

2𝑦2𝑞−2𝑅𝑘(𝑦)−
𝑎

𝑦
𝑅′

𝑘(𝑦), 0 < 𝑦 6 𝛽.

Из данного равенства в силу оценки (56) следует, что

|𝑅′′
𝑘(𝑦)| 6 𝐶4𝑘

2, 𝜀 6 𝑦 6 𝛽.
�

Аналогично получаем оценки для функций 𝑇𝑘(𝑦), 𝐾𝑘(𝑦) и 𝐿𝑘(𝑦) и их про-
изводных первого и второго порядков.

Лемма 2. Пусть выполнено условие (12) при всех 𝑘 > 𝑘0. Тогда для таких
𝑘 справедливы следующие оценки:

|𝑢𝑘(𝑦)| 6 𝐶14(|𝑓𝑘|+ 𝑘
1

2
−𝜈 |𝑔𝑘|), 𝑦 ∈ [−𝛼, 𝛽];

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6 𝐶15𝑘(|𝑓𝑘|+ |𝑔𝑘|), |𝑢′′𝑘(𝑦)| 6 𝐶16𝑘
2(|𝑓𝑘|+ |𝑔𝑘|), 𝑦 ∈ [−𝛼,−𝜀] ∪ [𝜀, 𝛽].

До к а з ат е л ь ств о. На основании формулы (39) с учетом функций
(34), (35) получим представление для функции

𝑢𝑘(𝑦) =

⎧
⎨
⎩

𝑓𝑘𝛽
𝑎−1

2 𝑅𝑘(𝑦) + 𝑔𝑘𝛼
𝑎−1

2 𝑇𝑘(𝑦), 𝑦 > 0,

𝑓𝑘𝛽
𝑎−1

2 𝑀𝑘(𝑦) + 𝑔𝑘𝛼
𝑎−1

2 𝐿𝑘(𝑦), 𝑦 6 0.

Отсюда, используя лемму 1, нетрудно получить указанные оценки для функ-
ции 𝑢𝑘(𝑦) и ее производных первого и второго порядка. �
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Лемма 3. Пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶3[0, 𝑙], 𝑓(0) = 𝑔(0) = 0, 𝑓(𝑙) = 𝑔(𝑙) = 0,
𝑓 ′′(0) = 𝑔′′(0) = 0, 𝑓 ′′(𝑙) = 𝑔′′(𝑙) = 0. Тогда справедливы представления

𝑓𝑘 =
𝑓
(3)
𝑘

𝜇3𝑘
, 𝑔𝑘 =

𝑔
(3)
𝑘

𝜇3𝑘
, (57)

где

𝑓
(3)
𝑘 =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓 ′′′(𝑥) cos𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑔

(3)
𝑘 =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑔′′′(𝑥) cos𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥,

+∞∑︁

𝑘=1

|𝑓 (3)𝑘 |2 6 ‖𝑓 ′′′(𝑥)‖2𝐿2[0,𝑙]
,

+∞∑︁

𝑘=1

|𝑔(3)𝑘 |2 6 ‖𝑔′′′(𝑥)‖2𝐿2[0,𝑙]
. (58)

До к а з ат е л ь ств о. Интегрируя по частям три раза интегралы в (34)
с учетом условий леммы, получим представления (57). Оценки (58) являются
неравенствами Бесселя для системы косинусов

{︀
1√
𝑙
, 2√

𝑙
cos𝜇𝑘𝑥

}︀
. �

Таким образом, в силу лемм 2, 3, ряд (54) при любом (𝑥, 𝑦) из 𝐷 мажори-
руется сходящимся рядом

𝐶17

+∞∑︁

𝑘=𝑘0+1

1

𝑘3

(︁
|𝑓 (3)𝑘 |+ |𝑔(3)𝑘 |

)︁
,

поэтому ряд (54) сходится равномерно в замкнутой области 𝐷. Ряды из про-
изводных первого и второго порядка мажорируются соответственно на за-
мкнутых областях 𝐷+𝜀 и 𝐷−𝜀 сходящимся числовым рядом

𝐶18

+∞∑︁

𝑘=𝑘0+1

1

𝑘

(︁
|𝑓 (3)𝑘 |+ |𝑔(3)𝑘 |

)︁
,

поэтому сумма 𝑢(𝑥, 𝑦) ряда (54) принадлежит классу (2) и удовлетворяет
уравнению (1) на множестве 𝐷+ ∪𝐷−.

Если для указанных в утверждении 2 значений 𝛼𝑞𝑙 из случаев 1), 2) вы-
полняется равенство ∆𝑠(𝛼, 𝛽) = 0, где 𝑠 = 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚 и 𝑚— заданные
натуральные числа (1 6 𝑠1 < 𝑠2 < . . . < 𝑠𝑚 6 𝑘0), то для разрешимости
задачи (2)ҫ(6) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

𝑓𝑠𝛼
1−𝑎
2 𝐽𝜈(𝑝𝑠𝛼

𝑞) + 𝑔𝑠𝛽
1−𝑎
2 𝐼𝜈(𝑝𝑠𝛽

𝑞) = 0, (59)

где 𝑓𝑠, 𝑔𝑠 определены ниже формулами (34). Тогда решение этой задачи опре-
деляется в виде суммы ряда

𝑢(𝑥, 𝑦) =

(︂𝑠1−1∑︁

𝑘=1

+

𝑠2−1∑︁

𝑠1+1

+ · · ·+
+∞∑︁

𝑠𝑚+1

)︂
𝑢𝑘(𝑦) sin𝜇𝑘𝑥+

∑︁

𝑞

𝑢𝑞(𝑥, 𝑦), (60)
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где в последней сумме 𝑞 принимает значения 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚 и функции 𝑢𝑠(𝑥, 𝑦)
определяются по формуле

𝑢𝑠(𝑥, 𝑦) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(︂
𝑓𝑠𝑦

1−𝑎
2 𝐼𝜈(𝑝𝑠𝑦

𝑞)

𝛽
1−𝑎
2 𝐼𝜈(𝑝𝑠𝛽𝑞)

+ 𝐶𝑠
𝑦

1−𝑎
2 𝐴𝑠(𝑦, 𝛽)

𝐼𝜈(𝑝𝑠𝛽𝑞)

)︂
sin𝜇𝑠𝑥, 𝑦 > 0,

(︂
𝑔𝑠(−𝑦)

1−𝑎
2 𝐽𝜈(𝑝𝑠(−𝑦)𝑞)

𝛼𝑞𝐽𝜈(𝑝𝑠𝛼𝑞)
+

(−𝑦) 1−𝑎
2 ∆𝑠(−𝑦, 𝛽)
𝐼𝜈(𝑝𝑠𝛽𝑞)

)︂
sin𝜇𝑠𝑥, 𝑦 6 0.

Здесь 𝐶𝑠 — произвольная постоянная; конечные суммы в (60) следует считать
нулями при условии, когда верхний предел меньше нижнего.

Таким образом, доказана теорема 2.

Если 𝛼𝑞𝑙 является алгебраическим числом степени 2, тогда будут спра-
ведливы следующие леммы.

Лемма 4. Пусть выполнено условие (13) при всех 𝑘 > 𝑘0. Тогда для таких
𝑘 справедливы следующие оценки:

|𝑢𝑘(𝑦)| 6 𝐶19(𝑘|𝑓𝑘|+ 𝑘
3

2
−𝜈 |𝑔𝑘|), 𝑦 ∈ [−𝛼, 𝛽];

|𝑢′𝑘(𝑦)| 6 𝐶20𝑘
2(|𝑓𝑘|+ |𝑔𝑘|), |𝑢′′𝑘(𝑦)| 6 𝐶21𝑘

3(|𝑓𝑘|+ |𝑔𝑘|), 𝑦 ∈ [−𝛼,−𝜀] ∪ [𝜀, 𝛽].

До к а з ат е л ь ств о л еммы 4 проводится аналогично доказательству
леммы 1.

Лемма 5. Пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶4[0, 𝑙], 𝑓(0) = 𝑔(0) = 0, 𝑓(𝑙) = 𝑔(𝑙) = 0,
𝑓 ′′(0) = 𝑔′′(0) = 0, 𝑓 ′′(𝑙) = 𝑔′′(𝑙) = 0. Тогда справедливы оценки

𝑓𝑘 =
𝑓
(4)
𝑘

𝜇4𝑘
, 𝑔𝑘 =

𝑔
(4)
𝑘

𝜇4𝑘
,

где

𝑓
(4)
𝑘 =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓 (4)(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑔

(4)
𝑘 =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑔(4)(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥,

+∞∑︁

𝑘=1

|𝑓 (4)𝑘 |2 6 ‖𝑓 (4)(𝑥)‖2𝐿2[0,𝑙]
,

+∞∑︁

𝑛=1

|𝑔(4)𝑘 |2 6 ‖𝑔(4)(𝑥)‖2𝐿2[0,𝑙]
.

До к а з ат е л ь ств о л еммы 5 проводится аналогично доказательству
леммы 3.

На основании лемм 4, 5 по аналогии с доказательством теоремы 2 дока-
зывается теорема 3.

5. Устойчивость решения задачи. Рассмотрим следующие нормы:

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2[0,𝑙] = ‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2
=

(︂∫︁ 𝑙

0
|𝑢(𝑥, 𝑦)|2𝑑𝑥

)︂1/2

, −𝛼 6 𝑦 6 𝛽,

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) = max
𝐷

|𝑢(𝑥, 𝑦)|.
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До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 4. Поскольку система собственных функ-
ций (18) является ортонормированной, из формулы (54) и леммы 2 имеем

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2
=

∞∑︁

𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑦) 6 2𝐶2
14

∞∑︁

𝑘=1

(|𝑓𝑘|2 + |𝑘 1

2
−𝜈𝑔𝑘|2). (61)

Если 𝜈 < 1/2, то из неравенства (61) имеет место оценка

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2
6 2𝐶2

14

(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(|𝑓𝑘|2 +
∞∑︁

𝑘=1

|𝑘 1

2 𝑔𝑘|2
)︂
. (62)

Учитывая, что при 𝑔(0) = 𝑔(𝑙) = 0 коэффициент 𝑔𝑘 можно представить в
виде

𝑔𝑘 =
𝑙

𝜋

𝑔
(1)
𝑘

𝑘
, где 𝑔

(1)
𝑘 =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑔′(𝑥) cos𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, (63)

из неравенства (62) получим

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2
6 𝐶2

8

(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(|𝑓𝑘|2 +
∞∑︁

𝑘=1

|𝑔(1)𝑘 |2
)︂

6𝑀1(‖𝑓‖2𝐿2
+ ‖𝑔′‖2𝐿2

). (64)

Если 𝜈 > 1/2, то из оценки (61) имеем

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2
6 2𝐶2

14

∞∑︁

𝑘=1

(|𝑓𝑘|2 + |𝑔𝑘|2) =𝑀2(‖𝑓‖2𝐿2
+ ‖𝑔‖2𝐿2

). (65)

Тогда из неравенств (64) и (65) следует справедливость оценки (14).
Пусть (𝑥, 𝑡)— любая точка из 𝐷. Тогда из ряда (54) в силу леммы 2 имеем

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶9

(︂ ∞∑︁

𝑘=1

|𝑓𝑘|+
∞∑︁

𝑘=1

𝑘
1

2
−𝜈 |𝑔𝑘|

)︂
. (66)

При 𝑓(0) = 𝑓(𝑙) = 0, 𝑔(0) = 𝑔(𝑙) = 0 коэффициенты 𝑓𝑘 и 𝑔𝑘 можно предста-
вить в виде

𝑓𝑘 =
𝑙

𝜋

𝑓
(1)
𝑘

𝑘
, 𝑓

(1)
𝑘 =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓 ′(𝑥) cos𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥, (67)

𝑔𝑘 = −
(︂
𝑙

𝜋

)︂2 𝑔
(2)
𝑘

𝑘2
, 𝑔

(1)
𝑘 =

√︂
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑔′′(𝑥) sin𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥. (68)

Тогда из оценки (66) при 𝜈 < 1/2 с учетом (67) и (68) на основании нера-
венства Коши—Буняковского будем иметь

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶10

[︂ ∞∑︁

𝑘=1

1

𝑘
|𝑓 (1)𝑘 |+

∞∑︁

𝑘=1

1

𝑘
|𝑔(2)𝑘 |

]︂
6
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6 𝐶11
𝑙

𝜋

[︂(︂ ∞∑︁

𝑘=1

1

𝑘2

)︂1/2(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(|𝑓 (1)𝑘 |)2
)︂1/2

+

(︂ ∞∑︁

𝑘=1

1

𝑘2

)︂1/2(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(|𝑔(2)𝑘 |
)︂1/2]︂

.

Отсюда с учетом равенства

∞∑︁

𝑘=1

1

𝑘2
=
𝜋2

6

получим

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶12

[︂(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(|𝑓 (1)𝑘 |2
)︂1/2

+

(︂ ∞∑︁

𝑘=1

(|𝑔(2)𝑘 |2
)︂1/2]︂

6

6 𝐶12

(︀
‖𝑓 ′‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝑔′′‖𝐿2[0,𝑙]

)︀
6𝑀3

(︀
‖𝑓 ′‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝑔′′‖𝐶[0,𝑙]

)︀
.

Если 𝜈 > 1/2, то из неравенства (66) с учетом (68) и (67) получим

|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶13

∞∑︁

𝑘=1

1

𝑘
(|𝑓 (1)𝑘 |+ |𝑔(1)𝑘 |) 6

6 𝐶14

(︀
‖𝑓 ′‖𝐿2[0,𝑙] + ‖𝑔′‖𝐿2[0,𝑙]

)︀
6𝑀4

(︀
‖𝑓 ′‖𝐶[0,𝑙] + ‖𝑔′′‖𝐶[0,𝑙]

)︀
.

Из полученных неравенств следует справедливость оценки (15). �
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Abstract

For a mixed elliptic-hyperbolic type equation with characteristic degen-
eration, the őrst boundary value problem in a rectangular region is inves-
tigated. The criterion for the uniqueness of the solution of the problem is
established. Earlier, in proving the uniqueness of solutions of boundary value
problems for equations of mixed type, the extremum principle or the method
of integral identities was used. The uniqueness of the solution to this problem
is established on the basis of the completeness of the system of eigenfunctions
of the corresponding one-dimensional spectral problem. The solution of the
problem is constructed as a sum of a series in the system of eigenfunctions.
When we proved the convergence of the obtained series, the problem of small
denominators of a more complicated structure than in other known works
arose. These denominators contain a parameter depending on the lengths
of the sides of the rectangle in the hyperbolic part of the domain and the
exponent of the degree of degeneration. In this connection, estimates are
established about separation from zero with the corresponding asymptotics,
in cases where this parameter is a natural, rational and algebraic irrational
number of degree two. If this parameter is not an algebraic irrational num-
ber of degree two, then the solution of the problem as a sum of a series
does not exist. Using the obtained estimates, the uniform convergence of the
constructed series in the class of regular solutions is justiőed under certain
sufficient conditions with respect to the boundary functions. The stability
of the solution of the problem with respect to the boundary functions in the
norms of the space of summable functions and in the space of continuous
functions is also proved.

Keywords: equation of mixed type with characteristic degeneration, Dirich-
let problem, criterion of uniqueness, existence, small denominator.

Received: 14th July, 2019 / Revised: 23rd October, 2019 /
Accepted: 11th November, 2019 / First online: 12th December, 2019

Research Article
cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0

International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)

Please cite this article in press as:
S a b i t o v a Yu. K. Dirichlet problem for a mixed type equation with characteristic degeneration,
Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys.
Math. Sci.], 2019, vol. 23, no. 4, pp. 622ҫ645. doi: 10.14498/vsgtu1721 (In Russian).

Author’s Details:

Yulia K. Sabitova https://orcid.org/0000-0002-7969-007X
Cand Phys. & Math. Sci.; Associate Professor; Dept. of Mathematical Analysis;
e-mail: sabitovauk@rambler.ru

643



S a b i t o v a Yu. K.

Competing interests. I have no competing interests.

Author’s Responsibilities. I take full responsibility for submitting the őnal manuscript
in print. I approved the őnal version of the manuscript.

Funding. This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research
(project no. 18ҫ31ҫ00111).

References

1. Keldysh M. V. On some cases of degeneration of an equation of elliptic type on the domain
boundary, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 1951, vol. 77, no. 2, pp. 181ҫ183 (In Russian).

2. Karol I. L. On a boundary value problem for an equation of mixed elliptic-hyperbolic type,
Dokl. Akad. Nauk SSSR, 1953, vol. 88, no. 2, pp. 197ҫ200 (In Russian).

3. Isamukhamedov S. S. The Tricomi boundary value problem for a mixed type equation of
the second kind, Izv. Akad. Nauk UzSSR, Ser. Fiz.-Mat. Nauk, 1970, no. 4, pp. 9ҫ12 (In
Russian).

4. Krikunov Yu. M. Kraevye zadachi dlia model’nykh uravnenii smeshannogo tipa [Bound-
ary Value Problems for Model Mixed-Type Equations]. Kazan’, Kazan’ State Univ., 1986,
150 pp. (In Russian)

5. Khairullin R. S. The Tricomi problem for an equation of mixed type of the second kind in
the case of a normal domain, Differ. Equ., 1990, vol. 26, no. 8, pp. 1031ҫ1039.

6. Sokhadze R. I. The ҥrst boundary value problem for an equation of mixed type in a rectangle,
Differ. Uravn., 1983, vol. 19, no. 1, pp. 127ҫ134 (In Russian).

7. Sokhadze R. I. The ҥrst boundary value problem for an equation of mixed type with weighted
glueing conditions along a line of parabolic degeneration, Differ. Uravn., 1981, vol. 17, no. 1,
pp. 150ҫ156 (In Russian).

8. Sabitov K. B., Suleimanova A. Kh. The Dirichlet problem for a mixed-type equation of
the second kind in a rectangular domain, Russian Math. (Iz. VUZ), 2007, vol. 51, no. 4,
pp. 42ҫ50. doi: 10.3103/S1066369X07040068.

9. Khairullin R. S. On the Dirichlet problem for a mixed-type equation of the second kind
with strong degeneration, Differ. Equ., 2013, vol. 49, no. 4, pp. 510ҫ516. doi: 10.1134/

S0012266113040113.
10. Sabitov K. B. The Dirichlet problem for equations of mixed type in a rectangular domain,

Dokl. Math., 2007, vol. 75, no. 2, pp. 193ҫ196. doi: 10.1134/S1064562407020056.
11. Khairullin R. S. Solvability of the Dirichlet problem for a mixed-type equation of the second

kind, Diff Equ., 2017, vol. 53, no. 5, pp. 677ҫ685. doi: 10.1134/S0012266117050111.
12. Kozhanov A. I. Boundary value problems for ultraparabolic and quasi-ultraparabolic equa-

tions with a varying direction of evolution, In: Proceedings of the International Conference
łActual Problems of Applied Mathematics and Physicsž, Kabardino-Balkaria, Nalchik, May
17ҫ21, 2017, Itogi Nauki i Tekhniki. Ser. Sovrem. Mat. Pril. Temat. Obz., 149. Moscow,
VINITI, 2018, pp. 56ҫ63 (In Russian).

13. Kozhanov A. I., Potapova S. V. Boundary value problems for odd order forward-backward-
type differential equations with two time variables, Siberian Math. J., 2018, vol. 59, no. 5,
pp. 870ҫ884. doi: 10.1134/S0037446618050117.

14. Egorov I. E. Application of the modiҥed Galerkin method for the ҥrst boundary problem
for mixed type equation, Math. Notes NEFU, 2015, vol. 22, no. 3, pp. 3ҫ10 (In Russian).

15. Egorov I. E., Eҥmova E. S., Tikhonova I. M. On Fredholm solvability of ҥrst boundary
value problem for mixed-type second-order equation with spectral parameter, Math. Notes
NEFU, 2018, vol. 25, no. 1, pp. 15ҫ24 (In Russian).

16. Sabitova Yu. K. Boundary-value problem with nonlocal integral condition for mixed-type
equations with degeneracy on the transition line, Math. Notes, 2015, vol. 98, no. 3, pp. 454ҫ
465. doi: 10.1134/S0001434615090114.

17. Sabitova Yu. K. Nonlocal initial-boundary-value problems for a degenerate hyperbolic
equation, Russian Math. (Iz. VUZ), 2009, vol. 53, no. 12, pp. 41ҫ49. doi: 10.3103/

S1066369X09120068.

644



Dirichlet problem for a mixed type equation with characteristic degeneration

18. Sabitova Yu. K. Criterion for the uniqueness of a solution of a nonlocal problem for a
degenerate equation of the mixed type in a rectangular domain, Differ. Equ., 2010, vol. 46,
no. 8, pp. 1215ҫ1218. doi: 10.1134/S001226611008015X.

19. Smirnov M. M. Uravneniia smeshannogo tipa [Mixed Type Equations]. Moscow, Nauka,
1970, 296 pp. (In Russian)

20. Bitsadze A. V. Nekotorye klassy uravnenii v chastnykh proizvodnykh [Some Classes of Partial
Differential Equations]. Moscow, Nauka, 1981, 448 pp. (In Russian)

21. Sabitov K. B. K teorii uravnenii smeshannogo tipa [On the Theory of Equations of Mixed
Type]. Moscow, Fizmatlit, 2014, 304 pp. (In Russian)

22. Arnol’d V. I. Small denominators. I. Mapping the circle onto itself, Izv. Akad. Nauk SSSR
Ser. Mat., 1961, vol. 25, no. 1, pp. 21ҫ86 (In Russian).

23. Arnol’d V. I. Small denominators and problems of stability of motion in classical and ce-
lestial mechanics, Russian Math. Surveys, 1963, vol. 18, no. 6, pp. 85ҫ191. doi: 10.1070/
RM1963v018n06ABEH001143.

24. Keldysh M. V. On the characteristic values and characteristic functions of certain classes
of non-self-adjoint equations, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 1951, vol. 77, no. 5, pp. 11ҫ14 (In
Russian).

25. Bateman H., Erdélyi A. Vysshie transtsendentnye funktsii [Higher Transcendental Func-
tions], vol. 2, Bessel functions, parabolic cylinder functions, orthogonal polynomials.
Moscow, Nauka, 1966, 296 pp. (In Russian)

26. Sabitov K. B., Safin E. M. The inverse problem for a mixed-type parabolic-hyperbolic
equation in a rectangular domain, Russian Math. (Iz. VUZ), 2010, vol. 54, no. 4, pp. 48–54.
doi: 10.3103/S1066369X10040067.

27. Khinchin A. Ya. Tsepnye drobi [Continued Fraction]. Moscow, Nauka, 1978, 112 pp. (In
Russian)

28. Bukhshtab A. A. Teoriia chisel [Number Theory]. St. Petersburg, Lan’, 2008, 384 pp. (In
Russian)

29. Sabitov K. B. Uravneniia matematicheskoi őziki [Equations of Mathematical Physics].
Moscow, Fizmatlit, 2013, 312 pp. (In Russian)

645



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2019, vol. 23, no. 4, pp. 646ҫ656

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) doi: https://doi.org/10.14498/vsgtu1696

Mechanics of Solids

MSC: 74A20, 74A60

On a differential constraint in the continuum theory
of growing solids

E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev

A. Ishlinsky Institite for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences,
101, pr. Vernadskogo, Moscow, 119526, Russian Federation.

Abstract

The present paper is devoted to the problem of boundary conditions for-
mulation for asymmetric problems in the mechanics of growing solids (MGS).
The boundary conditions on the propagating growing surface (PGS) is the
fundamental problem of this branch of mechanics. Results from the alge-
bra of rational invariants are used for deriving constitutive equations on
PGS. Geometrically and mechanically consistent differential constraints are
obtained on PGS. Those are valid for a wide range of materials and metama-
terials. A number of constitutive equations on PGS of different complexity
levels are proposed. The boundary conditions simultaneously can be treated
as differential constraints within the frameworks of variational formulations.
The differential constraints imply an experimental identiőcation of constitu-
tive functions. For this reason, the obtained results furnish a general ground
in applied problems of the MGS.
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1. Introduction

Traditional methods of manufacturing products of complex shape imply a va-
riety of technological processes. Such processes are coupled with the removal of
material and based on the synthesis of products by successively adding material
to a surface of complex shape. Manufacturing products by adding new material
is widely used in modern engineering [1]. Such additive manufacturing methods
include: laser stereolithography [2], selective laser sintering [3], electron beam
melting [4], fusion simulation, multiҫjet modeling method [5], manufacturing by
lamination, 3D printing [6ҫ8], computer axial lithography [9], layer-by-layer con-
creting [10].

3D printing (3DP) is similar to selective laser sintering technology, but melt-
ing isn’t used here. An object is formed from powder material by gluing, using
inkjet printing to apply liquid glue. 3D printing technology allows color modeling
by adding dyes to the adhesive (directly during printing), or by using multiple
printheads with color glue [6ҫ8].

Layer-by-layer concreting of constructions also belongs to the methods of ad-
ditive technologies [10]. Layer-by-layer concreting can be divided into two types,
depending on the time between layer őlls. In the case of a łhot seam,ž the break
between the layers is less than 12 hours. The second type of layer-by-layer őlling
is a łcold seam.ž In this case, it is necessary to wait for the complete hardening
of the previous layer to exclude the possible cracking of the non-hardened part
under the action of the newly added material.

The additive manufacturing techniques described above basically use wellҫ
known ideas from natural processes: accretion of space objects, the formation of
avalanches and glaciers, crystal growth processes, the growth of atherosclerotic
plaques [11,12]. All these phenomena are characterized by presence of PGS. The
growth of atherosclerotic plaque can be described as the process of initial inől-
tration of blood plasma components into a thin surface layer of the inner wall of
the artery. The growth of a crystal nucleus occurs by adding individual atoms or
their groups to crystal surface.

A solution of applied problem of growing solids mechanics is sometimes a
sophisticated and time-consuming procedure [13ҫ19]. An substantial feature of
the formulation of boundary value problems of the MGS is the formulation of
boundary conditions on the interface between the source material and the added
part [20ҫ22]. In this paper, several variants of the constitutive equations on the
growing surface are discussed, starting from the simplest relations (see the book
by G. I. Bykovtsev: [22, Pp. 288ҫ292]) to some signiőcant generalizations of the
theory. Throughout the paper the terminology and notations adopted in the pub-
lications [16ҫ19,22,24] are used.

2. Rate equations of mechanics of growing solids (MGS)

The governing equations in MGS are often conveniently furnished as the rate
equations. In this case, the equilibrium equation formulated in an arbitrary spatial
system of curvilinear coordinates 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) for the asymmetric stress tensor
can be presented as partial differential equation

∇𝑗(𝜕·𝜎
𝑗𝑖) + 𝜕

·
𝑋𝑖 = 0,
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where 𝜎𝑖𝑗 is the Cauchy force stress tensor, 𝑋𝑖 is the volume forces, ∇𝑗 is the
covariant differential operator with respect to a given spatial metrics, 𝜕

·
is the

time derivative take with őxed spatial coordinates 𝑥𝑘.
In order to close the system of differential equations, it is required to spec-

ify constitutive equations according to the constitutive law which is an intrinsic
characteristics of a particular solid/process. A model of growing solid should also
be supplemented by boundary conditions on PGS.

Growing surface Σ propagating in space is determined by an implicit form
equation:

𝑡 =
*
𝜏(𝑥𝑖).

In this case, the unit normal vector n on the surface Σ directed towards its
propagation is given by the spatial gradient as follows

𝑛𝑖 = 𝑐 𝜕𝑖
*
𝜏 , 𝑐 = |∇*

𝜏 |−1, (1)

where 𝑐 is the linear velocity of PGS in the normal direction n, which is deőned
according to

𝑐 = lim
𝛿𝑡→0

|
−−→
𝑃𝑃 ′|
𝛿𝑡

.

Here |
−−→
𝑃𝑃 ′| is the length of normal vector directed from an arbitrary point 𝑃 on

PGS at time 𝑡 to point 𝑃 ′ which is intersection of normal vector n and PGS at
time 𝑡+ 𝛿𝑡.

To őnd out the force stress tensor by the given rates of stresses, one can employ
the formulae given in [22]:

𝜎𝑖𝑗 =

∫︁ 𝑡

*
𝜏+0

[𝜕
·
𝜎𝑖𝑗(𝑥𝑘, 𝑡′)]𝑑𝑡′ + I𝑗𝑖 +

*
𝜎𝑖𝑗(𝑥𝑘), (2)

I𝑖𝑗 =

∫︁ *
𝜏+0

*
𝜏−0

[𝜕
·
𝜎𝑖𝑗(𝑥𝑘, 𝑡′)]𝑑𝑡′,

where I𝑖𝑗 Ð stress jump related integral,
*
𝜎𝑖𝑗(𝑥𝑘) = 𝜎𝑖𝑗(𝑥𝑘, 𝑡)

⃒⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)−0

are the

force stress tensor components at the time 𝑡 =
*
𝜏(𝑥𝑠)− 0 right before an element

starting formation of the main solid. The time 𝑡 =
*
𝜏(𝑥𝑠) + 0 corresponds to

moment right after an element has been attached to PGS. In order to simplify

script of formulas we retain 𝑡 =
*
𝜏(𝑥𝑠) instead of a more correct 𝑡 =

*
𝜏(𝑥𝑠) + 0.

After substituting of actual stresses (2) into the equilibrium equation

∇𝑗𝜎
𝑗𝑖 +𝑋𝑖 = 0 (3)

one can readily come to

∇𝑗

{︂∫︁ 𝑡

*
𝜏
[𝜕

·
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡′)]𝑑𝑡′ + I𝑖𝑗 +

*
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘)

}︂
+𝑋𝑖 = 0 (𝑡 >

*
𝜏 + 0). (4)
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After transformations according to the rule of differentiation of the integral
depending on a parameter1, the equation (4) is turned to

∫︁ 𝑡

*
𝜏
∇𝑗 [𝜕·𝜎

𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡′)]𝑑𝑡′ +∇𝑗I
𝑗𝑖 − (∇𝑗

*
𝜏)[𝜕

·
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡)]

⃒⃒
⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

+

+∇𝑗
*
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘) +𝑋𝑖 = 0. (5)

Upon substituting the Eq. (1) in Eq. (5)

∫︁ 𝑡

*
𝜏
∇𝑗 [𝜕·𝜎

𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡′)]𝑑𝑡′ +∇𝑗I
𝑗𝑖 − 𝑐−1𝑛𝑗 [𝜕·𝜎

𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡)]
⃒⃒
⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

+

+∇𝑗
*
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘) +𝑋𝑖 = 0. (6)

The following equation can be obtained by integrating (6) and taking account
of (3), then changing the order of derivatives

−𝑋𝑖+𝑋𝑖
⃒⃒
⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

+∇𝑗I
𝑗𝑖− 𝑐−1𝑛𝑗 [𝜕·𝜎

𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡)]
⃒⃒
⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

+∇𝑗
*
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘)+𝑋𝑖 = 0. (7)

After rearrangement of terms Eq. (7) reads

𝑐

[︂
∇𝑗

*
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘) +∇𝑗I

𝑗𝑖 +𝑋𝑖
⃒⃒
⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

]︂
− 𝑛𝑗 [𝜕·𝜎

𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡)]
⃒⃒
⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

= 0. (8)

Hereinafter the notation ( · )
⃒⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

will be dropped out for values calculated on

PGS.
Finally, the constitutive boundary condition on PGS can be formulated in

form
𝑐[∇𝑗

*
𝜎𝑗𝑖(𝑥𝑘) +∇𝑗I

𝑗𝑖 +𝑋𝑖]− 𝑛𝑗 [𝜕·𝜎
𝑗𝑖(𝑥𝑘, 𝑡)] = 0 (𝑡 >

*
𝜏 + 0). (9)

The Eq. (9) should be considered as a differential constraint for stresses on

PGS. If it is possible to express the stresses
*
𝜎 in terms of the actual stresses

𝜎
⃒⃒
𝑡=

*
𝜏(𝑥𝑠)

, then from the equation (8) we can derive the differential equation for

stresses. Alternative approaches to the boundary conditions derivation are dis-
cussed in detail, for example, in [20,21].

In the general case, the stresses
*
𝜎 are to be expressed in terms of the actual

stresses on PGS by a tensor constitutive equation

*
𝜎 = F(𝜎,n, . . .). (10)

Omitted arguments of the function F in the Eq. (10) stand as additional pa-
rameters characterizing the growth process. Those can be related to multiphysics
phenomena. In a simple model, list of additional parameters may be empty. In
particular, the function F may depend on the microstructural directors and the
thermophysical hidden variables associated with PGS. The physical sense of the

1The spatial coordinates x𝑘 are the parameters, and the lower limit of integration depends
on x𝑘.
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additional directors [23ś26] may be associated with the characteristic directions
of the őbers laying in woven composite materials, reinforcement in concrete struc-
tures, winding of threads in a bobbin, etc. The function F, in fact, should depend
on combinations of arguments which are invariant under coordinate-frame rota-
tions around of the director n.

3. A simple formulation of differential constraint on PGS
Consider in further details a geometric interpretation of the case discussed

earlier in [22]. Let traction vector t be known or prescribed on PGS:

t = n · 𝜎.

In this case, we introduce the following notation
*
𝜎
2𝑑

for the reduced tensor
*
𝜎

to the two-dimensional plane element 𝑇 and assume a simple form of the Eq. (10)
as follows *

𝜎
2𝑑

= F
2𝑑
(t,n).

Tensors
*
𝜎
2𝑑

and F
2𝑑

are represented in the Cartesian coordinate frame by 2×2

matrices
*
𝜎
2𝑑

=

(︂
𝜎11 𝜎12
𝜎21 𝜎22

)︂
, F

2𝑑
=

(︂
F11 F12

F21 F22

)︂
.

Hereafter, it is convenient to use the decomposition of the traction vector t
into the parts

t = t⊥ + t‖.

Here t⊥ is the projection of the traction vector on the tangent plane 𝑇 to the
instantaneous PGS, t‖ denotes the projection on the normal direction.

As for arguments of the tensor function F, we choose the joint rational in-
variants of the second-rank tensor 𝜎 and the unit vector n, which are unchanged
under coordinate frame rotations around the director n. In this case, we write the
rationally independent system of invariants [27] in the following form

|t|2 = t · t, |t‖| = |t · n|, |t⊥|2. (11)

There is an obvious rational syzygy in the system of invariants (11)

|t|2 = |t‖|2 + |t⊥|2.

After eliminating the őrst invariant from (11) the system of independent ra-
tional invariants takes the following form

|t‖|, |t⊥|2. (12)

The constitutive equation on PGS, taking account of (12), can be furnished
in the form *

𝜎
2𝑑

= F
2𝑑
(|t‖|, |t⊥|2). (13)

The equation (13) has a clear mechanical sense. We choose a Cartesian coor-
dinate system so that the unit vector k is directed along the normal n to PGS,
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and for the projection of the traction vector t in the tangent plane 𝑇 to PGS, the
following equation is valid

|t⊥|2 = |t⊥·𝚤|2 + |t⊥·𝚥|2. (14)

Then the projections of the vector t onto the unit vectors of the speciőed
coordinate system can be expressed in terms of actual stresses by

|t‖| = |𝜎⟨33⟩|, |t⊥·𝚤|2 = 𝜎2⟨31⟩, |t⊥·𝚥|2 = 𝜎2⟨32⟩.

As a result, the constitutive equation (13) is rewritten in the form

*
𝜎
2𝑑

= F
2𝑑
(|𝜎⟨33⟩|, 𝜎2⟨31⟩ + 𝜎2⟨32⟩). (15)

Note that the equation (15) is similar to those discussed in [22]. However,
contrary to the work of [22], the tensor F

2𝑑
is not isotropic, i.e. four constitutive

functions are to be determined on PGS.2

Substituting the Eq. (15) into the equation (8), keeping in mind that n = k
and introducing notation ⟨. . .⟩ for indices in the speciőc coordinate frame, we
obtain the differential constraints on PGS in coordinate form

𝑐[𝑑⟨𝑗⟩F⟨𝑗𝑖⟩ +𝑋⟨𝑖⟩]− 𝜕
·
𝜎⟨3𝑖⟩(𝑥⟨𝑘⟩, 𝑡) = 0 (⟨𝑖⟩, ⟨𝑗⟩ = 1, 2, 3), (16)

In Eq. (16) values 𝑋⟨𝑖⟩ and 𝜕
·
𝜎⟨3𝑖⟩ must be considered on PGS. Furthermore, 𝑑⟨𝑗⟩

denotes the directional derivatives:

𝑑⟨3⟩ = n ·∇, 𝑑⟨1⟩ = 𝚤 ·∇, 𝑑⟨2⟩ = 𝚥 ·∇. (17)

In Eq. (17) index ⟨3⟩ corresponds to the direction of the normal, and indices
⟨1⟩ and ⟨2⟩ to the tangent directions to PGS. Indepth discussion of directional
operators 𝑑⟨𝑗⟩ apparatus see in monograph [28].

Note that the system of independent joint rational invariants (12) is not com-
plete. It does not take account of joint invariants containing the squares of the
force stress tensor 𝜎.

4. A full invariant formulation of differential constraint on PGS

A complete system of joint rational invariants of the second-rank tensor 𝜎 and
the vector n, in addition to the invariants (12), includes invariants

|t
2
‖| = |t

2
· n|, |t

2
⊥|2, |t⊥ · t

2
⊥|2. (18)

In the equation (18), the vector t
2

is deőned according to

t
2
= n · 𝜎2, t

2
= t · 𝜏 , 𝑡

2
𝑠 = 𝑛𝑗𝜎

𝑗𝑖𝜎𝑖𝑠 = 𝑡𝑖𝜎𝑖𝑠.

2There will be three constitutive functions in the symmetric case. Only one constitutive
function remains for the isotropic symmetric case.
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Following to the discussion in the previous section, for the vector t
2

we adopt

the decomposition

t
2
= t

2
‖ + t

2
⊥.

As (𝜛 is the angle determined by directions t⊥ and t
2
⊥)

|t⊥ · t
2
⊥|2 = |t⊥|2|t

2
⊥|2 cos2𝜛

then one can replace the invariant |t⊥ · t
2
⊥|2 in (18) by cos2𝜛.

The complete system of joint rational invariants of the stress tensor 𝜎 and the
vector n takes the form

|t‖|, |t⊥|2, |t
2
‖|, |t

2
⊥|2, |t⊥ · t

2
⊥|2. (19)

The constitutive equation (10) on PGS in terms of the complete system of
joint rational invariants (19) of the asymmetric second-order tensor 𝜎 and the
vector n for reduced tensors onto the two-dimensional plane element 𝑇 takes the
form

*
𝜎
2𝑑

= F
2𝑑
(|t‖|, |t⊥|2, |t

2
‖|, |t

2
⊥|2, |t⊥ · t

2
⊥|2). (20)

We choose, as in the previous case, the Cartesian rectangular coordinate sys-
tem so that the unit vector k is directed along the normal n to PGS. For the
projection of the traction vector t in the tangent plane 𝑇 , we assume (14) to
PGS, and for the vector t

2
⊥ obvious equality is satisőed

|t
2
⊥|2 = |t

2
⊥·𝚤|2 + |t

2
⊥·𝚥|2. (21)

The invariants (12) and (19) and projection lengths (14) and (21) are calcu-
lated via the actual stresses 𝜎 on the surface Σ according to

|t⊥·𝚤|2 = 𝜎2⟨31⟩, |t⊥·𝚥|2 = 𝜎2⟨32⟩, |t‖| = |𝜎⟨33⟩|,
|t
2
⊥ ·𝚤|2 = |𝜎⟨31⟩𝜎⟨11⟩ + 𝜎⟨32⟩𝜎21 + 𝜎⟨33⟩𝜎⟨31⟩|2,

|t
2
⊥ ·𝚥|2 = |𝜎⟨31⟩𝜎⟨12⟩ + 𝜎⟨32⟩𝜎⟨22⟩ + 𝜎⟨33⟩𝜎⟨32⟩|2,

|t
2
‖| = |𝜎⟨31⟩𝜎⟨13⟩ + 𝜎⟨32⟩𝜎⟨23⟩ + 𝜎2⟨33⟩|,

|t⊥ · t
2
⊥|2 = |𝜎2⟨31⟩𝜎⟨11⟩ + 𝜎⟨31⟩𝜎⟨32⟩𝜎21 + 𝜎2⟨31⟩𝜎⟨33⟩+

+ 𝜎⟨32⟩𝜎⟨31⟩𝜎⟨12⟩ + 𝜎2⟨32⟩𝜎⟨22⟩ + 𝜎2⟨32⟩𝜎⟨33⟩|2.

(22)

The latter equation containing cubics in stresses should be classiőed as never
discussed and used in the mechanics of solids.
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The constitutive equation on PGS (20) taking account of the expressions (22)
after introducing following notation

I = |𝜎⟨33⟩|, II = 𝜎2⟨31⟩ + 𝜎2⟨32⟩, III = |𝜎⟨31⟩𝜎⟨13⟩ + 𝜎⟨32⟩𝜎⟨23⟩ + 𝜎2⟨33⟩|,
IV = |𝜎⟨31⟩𝜎⟨11⟩ + 𝜎⟨32⟩𝜎⟨21⟩ + 𝜎⟨33⟩𝜎⟨31⟩|2 + |𝜎⟨31⟩𝜎⟨12⟩ + 𝜎⟨32⟩𝜎⟨22⟩ + 𝜎⟨33⟩𝜎⟨32⟩|2,
V = |𝜎2⟨31⟩𝜎⟨11⟩ + 𝜎⟨31⟩𝜎⟨32⟩𝜎⟨21⟩ + 𝜎2⟨31⟩𝜎⟨33⟩ + 𝜎⟨32⟩𝜎⟨31⟩𝜎⟨12⟩+

+ 𝜎2⟨32⟩𝜎⟨22⟩ + 𝜎2⟨32⟩𝜎⟨33⟩|2.
can be rewritten in functional form

*
𝜎
2𝑑
=F

2𝑑
(I, II, III, IV, V)

or in a simpliőed variant
*
𝜎
2𝑑
=F

2𝑑
(I, II, III, IV).

The boundary conditions in the form of differential constraints on PGS (8), in
the case when the added material has microstructural features, can be generalized
by introducing in arguments of the function (10) the additional microstructural
directors associated with the characteristic directions of the laying of the material
in the processes of winding threads or the production of woven composites.

5. Conclusion

1. In present study, geometrically and mechanically consistent boundary con-
ditions on PGS in the form of differential constraints have been obtained
and discussed.

2. A general form of the mentioned constraints for the asymmetric force stress
tensor has been obtained. It is valid for a wide range of materials and
metamaterials.

3. The arguments of the constitutive tensor function on PGS have been deter-
mined by a set of invariants that are constant with respect to the rotations
of the coordinate frame.

4. A geometric interpretation of the simplest variant of the differential con-
straint has been considered. A full invariant formulation has been proposed.

5. The developed approach must involve the experimental identiőcation of
the constitutive tensor functions on PGS.

6. The obtained results afford a general ground in applied studies on the MGS
with an asymmetric force stress tensor.
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Об одном дифференциальном ограничении
в континуальной механике растущих тел
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Аннотация

Предлагается один общий принцип постановки граничных условий
в краевых задачах механики растущих тел. При выводе определяющих
соотношений на поверхности наращивания используется аппарат алгеб-
ры рациональных инвариантов. Проведен вывод различных вариантов
физически непротиворечивых дифференциальных ограничений на по-
верхности наращивания. Полученные условия справедливы для весь-
ма широкого круга материалов и метаматериалов. Для использования
сформулированных дифференциальных ограничений в конкретных при-
ложениях необходима их экспериментальная идентификация. По этой
причине полученные результаты могут служить общей основой в при-
кладных исследованиях по механике растущих тел.
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Ортотропная полоса с центральной
полубесконечной трещиной под произвольными
нормальными нагрузками, приложенными вдали
от вершины трещины
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Аннотация

Проблемы распространения трещин в полосах привлекают внимание
в основном из-за их важности для приложений: вычисление коэффи-
циентов интенсивности напряжений для стандартных тестов, таких как
трех- и четырехточечный изгиб; изучение разрушения в тонких слои-
стых структурах; изучение отслоения покрытий. Задача о нагружении
полосы с центральной трещиной особенно интересна из-за ее относитель-
ной простоты, позволяющей анализировать и выделять существенные
особенности процессов распространения трещин в структурах подобно-
го типа. В работе получено точное аналитическое решение для задачи
об ортотропной полосе с центральной полубесконечной трещиной, нор-
мально нагруженной самоуравновешенной системой сил. Нагрузки при-
ложены достаточно далеко от вершины трещины, что позволяет рас-
сматривать нагрузку, как приложенную на бесконечности. Общее ре-
шение представлено как суперпозиция решений для двух случаев: сим-
метрично приложенными моментами и поперечными силами с компен-
сирующими их моментами. Цель исследования состоит в нахождении
коэффициентов при сингулярностях поля напряжений вблизи верши-
ны трещины, то есть коэффициентов интенсивности напряжений. Ре-
шение задачи о раскрытии трещины получено для произвольного зна-
чения параметра анизотропии с помощью преобразований Лапласа для
уравнений, связывающих усилия, действующие вдоль линии трещины,
и производные относительных смещений берегов трещины. Коэффици-
ент интенсивности напряжений для нагружения моментами совпадает
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с элементарным решением теории пластин. Коэффициент интенсивно-
сти напряжений для нагружения силами получен в виде функции одно-
го параметра, выраженного в виде однократного интеграла. Сравнение
с имеющимися численными результатами продемонстрировало хорошее
согласование решения в диапазоне параметра анизотропии, для которо-
го были получены численные решения. Полученное решение охватывает
все термодинамически допустимые значения параметров анизотропии.

Ключевые слова: коэффициент интенсивности напряжений, отслое-
ние, интегральное преобразование, метод ВинераҫХопфа.

Получение: 13 августа 2019 г. / Исправление: 4 ноября 2019 г. /
Принятие: 11 ноября 2019 г. / Публикация онлайн: 14 декабря 2019 г.

Введение. Проблемы распространения трещин в полосах привлекают
внимание в основном из-за их важности для приложений: вычисление коэф-
фициентов интенсивности напряжений (КИН) для стандартных тестов, таких
как трех- и четырехточечный изгиб; изучение разрушения в тонких слоистых
структурах; изучение отслоения покрытий. Задача о нагружении полосы с
центральной трещиной особенно интересна из-за ее относительной просто-
ты, позволяющей анализировать и выделять существенные особенности про-
цессов распространения трещин в структурах подобного типа. В реальных
ситуациях внешние нагрузки приложены на некоторых конечных расстояни-
ях от вершины трещины. Однако если эти расстояния намного больше, чем
толщина слоя, согласно принципу Сен—Венана их можно рассматривать как
приложенные на бесконечности. Точность такого упрощения тем лучше, чем
больше расстояние между точкой приложения нагрузки и вершиной трещины
по сравнению с толщиной слоя.

Рассматриваемая задача исследовалась многими авторами как численно
[1ҫ7], так и аналитически [8]. Она является обобщением подобной задачи для
изотропного слоя [9ҫ12].

В частности, в работах [9, 10] показано, что произвольная нагрузка мо-
жет быть разложена на четыре независимые моды, например: (i) моменты,
симметрично приложенные к отделяющимся частям; (ii) продольные силы,
приложенные в центральных точках отделяющихся частей, с компенсирую-
щим моментом, приложенным к нижней части; (iii) поперечные силы с ком-
пенсирующими моментами, симметрично приложенные к отделяющимся ча-
стям; (iv) поперечные силы с компенсирующими моментами, приложенными
к верхней отделяющейся части и к нерасслоившейся части. Такое разложение
применимо как для изотропных, так и для анизотропных слоев, а также для
составных слоев при различных упругих свойствах и толщинах слагающих
слоев. Для рассматриваемой задачи существование симметрии позволяет вы-
бирать четыре моды нагружения так, чтобы каждая из них вызывала бы
либо раскрытие, либо сдвиг (для коэффициентов интенсивности напряжений
KI и KII соответственно) [3]. В случае изотропии для каждой моды нагруже-
ния коэффициенты KI, KII являются константами, причем две из них могут
быть определены из элементарных решений, а две другие — численно [9] либо
аналитически [12]. В случае кубической анизотропии коэффициенты KI и KII

становятся функциями единственного параметра анизотропии — конкретной
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безразмерной комбинации упругих констант [3]. В случае ортотропии коэф-
фициенты KI и KII становятся функциями двух параметров анизотропии:
того же, что и для кубической анизотропии 𝜌 = (𝛽66 + 2𝛽12) /

(︀
2
√
𝛽11𝛽22

)︀
, где

𝛽𝑖𝑗 — коэффициенты податливости; 𝜆 = 𝛽11/𝛽22. В [3] показано, что влияние
последнего коэффициента может быть получено масштабированием результа-
тов для кубической анизотропии, что выражается в появлении в выражениях
для KI и KII степенных функций от параметра 𝜆. Требование термодинами-
ческой устойчивости приводит к ограничениям −1 < 𝜌 <∞, 0 < 𝜆 <∞; зна-
чение 𝜌 = 1 соответствует случаю изотропии и «вырожденной» анизотропии
для ортотропных кристаллов; величина 𝜆 = 1— для кубических кристаллов
и изотропных сред.

Точное аналитическое решение сформулированной задачи получено в [2]
для случая нагружения сбалансированной парой сконцентрированных нор-
мальных сил, приложенных на берегах трещины. С его помощью могут быть
получены решения для двух рассматриваемых мод нагружения. Однако пред-
ставленная форма решения делает затруднительным параметрический ана-
лиз.

В работе [3] численное решение получено для 0 < 𝜌 < 4— диапазона,
покрывающего большинство реальных кристаллов. Однако анализ парамет-
ров кристаллов выявил существование кристаллов с параметром 𝜌, выходя-
щим далеко за пределы этого диапазона. На рис. 1 показана гистограмма
распределения параметра 𝜌, вычисленного для плоского деформированного
состояния реальных кристаллов кубической сингонии (данные получены на
основе экспериментальных данных для коэффициентов податливости из [13]).
В справочном издании LandoltҫBörnstein [13] приводятся экспериментальные
данные коэффициентов податливости для более чем 1100 кристаллов с куби-
ческой сингонией. В таблице представлены некоторые кристаллы кубической
сингонии, для которых параметр 𝜌 сильно отличается от единицы.

В настоящей работе точное аналитическое решение задачи о раскрытии
трещины получено для двух мод нагружения и произвольного значения па-
раметра 𝜌 с помощью преобразований Лапласа для уравнений, связывающих
усилия, действующие вдоль линии трещины, и производные относительных
смещений берегов трещины.

Рис. 1. Гистограммы распределения параметра ρ для кристал-
лов кубической сингонии

[Figure 1. The histograms of parameter ρ for cubic crystals]
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Значения параметра 𝜌 (для плоского деформированного состояния) для реальных
кристаллов кубической сингонии [The values of parameter 𝜌 (for plane strain) for some

real cubic crystals]

Crystal ρ Crystal ρ

InTl (27 at %Tl) −0.91 Li −0.63

CuZn(45 at %Zn) (𝛽-brass) −0.70 AlNi (63.2 at %Ni) −0.63

CuAlNi(14 wt %Al, 4.1 wt %Ni) −0.69 K −0.57

1. Постановка задачи. Рассмотрим упругую ортотропную полосу −ℎ <
< 𝑦 < ℎ с центральной полубесконечной трещиной 𝑦 = 0, 𝑥 < 0 (рис. 2).
Соотношение между напряжениями и производными перемещения на грани-
це полосы приведено в Приложении A. Предполагается, что удовлетворяются
условия плоской деформации (или плоского напряженного состояния), меха-
ническое поведение определяется системой двумерных уравнений упругости
(A.1)ś(A.4). Границы 𝑦 = ±ℎ и 𝑦 = 0, 𝑥 < 0 предполагаются свободными от
напряжений: 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑥𝑦 = 0 для 𝑦 = ±ℎ и для 𝑦 = 0, 𝑥 < 0.

Предполагается, что нагрузка приложена на бесконечности в виде двух
моментов 𝑀 поперечных сил 𝑉 (рис. 2). Для компенсации моментов, созда-
ваемых поперечными силами, прикладываются дополнительные моменты 𝑉 𝑙
(𝑙 → ∞). Задача состоит в нахождении коэффициентов при сингулярностях
поля напряжений вблизи вершины трещины, то есть коэффициентов интен-
сивности напряжений.

Из глобальных условий равновесия следует, что введенные параметры со-
ответствуют интегральным силовым параметрам [12,16]

𝑀 = −
∫︁ ∞

0
𝑥𝜎𝑦𝑦(𝑥, 0)𝑑𝑥, 𝑉 =

∫︁ ∞

0
𝜎𝑦𝑦(𝑥, 0)𝑑𝑥. (1)

В силу симметрии задачи касательные напряжения на продолжении тре-
щины отсутствуют:

𝜎𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0.

В точке изменения типа граничных условий (около нуля) напряжения

Рис. 2. Геометрия и система приложенных нагрузок

[Figure 2. The geometry and the applied loads]
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должны быть интегрируемыми:

𝜎𝑦𝑦 = 𝑂(𝑥−𝜈), 𝜈 < 1. (2)

Рассмотрим преобразования Лапласа (A.11) следующих величин:

𝐹+(𝑝) =

∫︁ ∞

0
𝜎𝑦𝑦(𝑥, 0)𝑒

−𝑝𝑥𝑑𝑥, (3)

𝐹−(𝑝) =
∫︁ 0

−∞

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑣+(𝑥, 0)− 𝑣−(𝑥, 0)

)︀
𝑒−𝑝𝑥𝑑𝑥. (4)

Здесь интервалы интегрирования были уменьшены за счет обращения в ноль
напряжений для отрицательных аргументов и разрыва смещений для поло-
жительных аргументов. Равенство нулю подынтегральных выражений в (3),
(4) для отрицательных и положительных аргументов следует из того факта,
что 𝐹+(𝑝), 𝐹−(𝑝) являются аналитическими функциями в правой (Re 𝑝 > 0)
и левой (Re 𝑝 < 0) полуплоскостях комплексной переменной соответственно.
Индексы «плюс» и «минус» в (4) соответствуют верхней и нижней граням
трещины. Соотношения между производной смещений и напряжениями для
верхней части задаются (A.16), аналогичные соотношения для нижней ча-
сти можно получить из (A.16) заменив ℎ на −ℎ. Таким образом, получаем
скалярное уравнение для нормальной и сдвиговой компонент соответствен-
но (контур 𝐿 соответствует мнимой оси и может быть преобразован в соот-
ветствии с правилами интегрирования контурных интегралов в комплексной
плоскости):

𝐹−(𝑝) = 𝐾(𝑝)𝐹+(𝑝), 𝑝 ∈ 𝐿, (5)

𝐾(𝑝)=
4𝛽11𝜆

−1
√︀
𝜌2−1

[︀
(𝑘1+𝑘2) sin(ℎ𝑝(𝑘1−𝑘2))+(𝑘1−𝑘2) sin(ℎ𝑝(𝑘1+𝑘2))

]︀

−(𝑘1−𝑘2)2 cos(ℎ𝑝(𝑘1+𝑘2))+(𝑘1+𝑘2)2 cos(ℎ𝑝(𝑘1−𝑘2))−4𝑘1𝑘2
, (6)

где параметры 𝑘1 и 𝑘2 описаны в формуле (A.13).
Кроме того, должны выполняться условия в ключевых точках (ноль и бес-

конечность), вытекающие из (1), (2):

𝐹+(𝑝) = 𝑁 +𝑀𝑝+ 𝑜(𝑝), Re 𝑝→ 0+, (7)

𝐹+(𝑝) = 𝑂(𝑝1−𝜈), 𝜈 < 1, Re 𝑝→ +∞. (8)

2. Решение задачи о раскрытии трещины. Ключевой этап реше-
ния (5) состоит в факторизации функции 𝐾(𝑝), т.е. ее представлении в виде
произведения (отношения) двух функций, голоморфных в левой и правой
полуплоскостях комплексной плоскости:

𝐾(𝑝) = Λ−1
− (𝑝)Λ+(𝑝). (9)

После нахождения Λ±(𝑝) решение получается с помощью теоремы Ли-
увилля [15]

𝐹±(𝑝) = Λ−1
± (𝑝)Π(𝑝). (10)
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Здесь Π(𝑝)— функция с возможными полюсами и нулями в нуле и бесконеч-
ности, которая должна быть определена из условий (7), (8) в этих точках.

Используя (A.13), (6), уравнение (9) можно записать следующим образом:

Λ−1
− (𝑝)Λ+(𝑝) = −4𝑠11

𝜆3/4

√︂
𝜌+ 1

2
ctg3

(︀
𝑝ℎ𝜆−1/4

)︀
𝐺(𝑝), (11)

𝐺(𝑝) =
√︀
𝜌− 1 tg3

(︀
𝑝ℎ𝜆−1/4

)︀
×

×
√
𝜌+ 1 sin

(︀
𝑝ℎ𝜆−1/4

√︀
2(𝜌− 1)

)︀
+
√
𝜌− 1 sin

(︀
𝑝ℎ𝜆−1/4

√︀
2(𝜌+ 1)

)︀

(𝜌− 1) cos
(︀
𝑝ℎ𝜆−1/4

√︀
2(𝜌+ 1)

)︀
− (𝜌+ 1) cos

(︀
𝑝ℎ𝜆−1/4

√︀
2(𝜌− 1)

)︀
+ 2

. (12)

Здесь коэффициент при 𝐺(𝑝) в (11) выбирается таким образом, чтобы функ-
ция 𝐺(𝑝) была голоморфна вдоль мнимой оси и приближалась к единице при
стремлении 𝑝 к бесконечности вдоль мнимой оси.

Формально для −1 < 𝜌 < 1 радикалы
√
𝜌− 1 в (12) и других форму-

лах становятся чисто мнимыми, однако они всегда появляются в мультипли-
кативных парах, так что конечные выражения остаются действительными.
Поэтому нет необходимости отдельно с самого начала рассматривать случай
−1 < 𝜌 < 1, поскольку представление части тригонометрических функций
как гиперболических и наоборот приводит к одному и тому же конечному
результату.

Используя представление 𝐺(𝑝) через интеграл Коши и стандартное пред-
ставление котангенса в виде комбинации гамма-функций Эйлера Γ(𝑝) [15],
факторизацию можно провести в следующей форме:

Λ+(𝑝) =
Γ3

(︀
1 + 𝑝ℎ𝜆−1/4𝜋−1

)︀

Γ3
(︀
1/2 + 𝑝ℎ𝜆−1/4𝜋−1

)︀𝐽+(𝑝), (13)

Λ−(𝑝) = −𝜆
3/4

4𝑠11

√︂
2

𝜌+ 1

Γ3
(︀
1/2− 𝑝ℎ𝜆−1/4𝜋−1

)︀

Γ3
(︀
−𝑝ℎ𝜆−1/4𝜋−1

)︀ 𝐽−(𝑝), (14)

𝐽±(𝑝) = exp

{︂
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
ln
[︁√︀

𝜌− 1 th3
(︀
ℎ𝑠𝜆−1/4

)︀
×

×
√
𝜌+ 1sh

(︀
ℎ𝑠𝜆−1/4

√︀
2(𝜌−1)

)︀
+
√
𝜌−1 sh

(︀
ℎ𝑠𝜆−1/4

√︀
2(𝜌+1)

)︀

(𝜌−1) ch
(︀
ℎ𝑠𝜆−1/4

√︀
2(𝜌+1)

)︀
− (𝜌+1) ch

(︀
ℎ𝑠𝜆−1/4

√︀
2(𝜌−1)

)︀
+2

]︁ 𝑑𝑠

𝑖𝑠− 𝑝

}︂

(15)

с асимптотиками

Λ−1
+ (𝑝) =

𝜋3/2(𝜌+ 1)1/4

23/431/2

[︁
1− 𝑝ℎ

𝜆1/4
𝑌1(𝜌)

]︁
+𝑂(𝑝2), (16)

Λ−1
+ (𝑝) =

(︁ 𝑝ℎ

𝜆1/4𝜋

)︁−3/2
+𝑂

(︀
𝑝−1/2

)︀
, Re 𝑝→ +∞. (17)

Здесь

𝑌 (𝜌) =
1

𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝐿1(𝑠)

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑠
=

1

𝜋

∫︁ ∞

−∞

[︀
𝐿(𝑠)− 𝐿(0)

]︀𝑑𝑠
𝑠2
,

𝐿(𝑠) = ln
[︁
𝑠3
√︀
𝜌−1

√
𝜌+1 sh

(︀
𝑠
√︀
2(𝜌−1)

)︀
+
√
𝜌−1 sh

(︀
𝑠
√︀
2(𝜌+1)

)︀

(𝜌−1) ch
(︀
𝑠
√︀
2(𝜌+1)

)︀
− (𝜌+1) ch

(︀
𝑠
√︀

2(𝜌−1)
)︀
+ 2

]︁
.
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Для −1 < 𝜌 < 1 эта формула может быть переписана так:

𝐿(𝑠) = ln
[︁
𝑠3
√︀

1−𝜌
√
𝜌+1 sin

(︀
𝑠
√︀
2(1−𝜌)

)︀
+
√
1−𝜌 sh

(︀
𝑠
√︀
2(𝜌+1)

)︀

(𝜌−1) ch
(︀
𝑠
√︀
2(𝜌+1)

)︀
− (𝜌+1) cos

(︀
𝑠
√︀

2(1−𝜌)
)︀
+ 2

]︁
.

Анализ (10), (16), (17) совместно с (7), (8) приводит к представлению

Π(𝑝) =
23/431/2

𝜋3/2(𝜌+ 1)1/4

[︁
𝑁 +

(︁
𝑀 +

ℎ

𝜆1/4
𝑌 (𝜌)𝑁

)︁
𝑝
]︁
. (18)

Появление в (18) членов с отрицательной степенью 𝑝 нарушило бы усло-
вие (8), в то время как появление членов со степенью 𝑝, большей единицы,
нарушило бы условие (7).

Таким образом, (10), (13), (14), (15), (18) дают решение задачи.
Рассмотрим асимптотику для 𝑝→ +∞. Подстановка (17), (18) в (10) при-

водит к соотношению

𝐹+(𝑝) = 61/2𝜆3/8
(︁ 2

𝜌+ 1

)︁1/4(︁
𝑀 +

ℎ

𝜆1/4
𝑌1(𝜌)𝑁

)︁
ℎ−3/2𝑝−1/2 + 𝑜(𝑝−1/2),

Re 𝑝→ +∞.
Использование теоремы Абеля [15] дает асимптотику напряжений для

𝑥→ 0+:

𝜎𝑦𝑦 = 61/2𝜋−1/2𝜆3/8
(︁ 2

𝜌+ 1

)︁1/4(︁
𝑀 +

ℎ

𝜆1/4
𝑌 (𝜌)𝑁

)︁
ℎ−3/2𝑥−1/2 + 𝑜(𝑥−1/2).

Коэффициент интенсивности напряжений тогда выражается так:

𝐾Iℎ
3/2 = 121/2𝜆3/8

(︁ 2

𝜌+ 1

)︁1/4(︀
𝑀 + 𝜆−1/4𝑌 (𝜌)𝑁ℎ

)︀
. (19)

Форма (19) совпадает с формой из [1, 3], где результаты были получены
с использованием масштабирования [2], а функции 𝑌 (𝜌) были рассчитаны
методом конечных элементов.

3. Численные результаты и сравнение с предыдущими исследо-
ваниями. Коэффициент интенсивности напряжений (19) при 𝑉 = 0 совпада-
ет с элементарным решением, полученным при рассмотрении энергий изгиба
и растяжения ортотропных балок и нахождении коэффициентов интенсивно-
сти напряжений с использованием их соотношений с выделением энергии [17].

Решение для 𝑀 = 0, 𝑉 ̸= 0 хорошо согласуется с решением [3]

𝑌 (𝜌) = 0.677 + 0.146(𝜌− 1)− 0.0178(𝜌− 1)2 + 0.00242(𝜌− 1)3, (20)

полученным путем интерполяции результатов МКЭ (рис. 3). Отметим, что
формулы (20) были получены для области «типичных значений» 0 6 𝜌 6 4 [3]
и они не обязаны давать приемлемые результаты вне этой области. Значения
𝑌 (𝜌), а также численное решение (20) [3] представлены на рис. 3.
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Рис. 3. Зависимость Y (ρ); сплошные линии соответствуют полученному решению, пунк-
тирные линии соответствуют решению из [3]

[Figure 3. The Y (ρ) compared. Solid line correspond to the obtained solution, dashed line is
according to the solution from [3]]

Функция 𝑌 (𝜌) близка к квадратно-корневым зависимостям, по крайней
мере, для экстремальных значений 𝜌. Для промежуточных значений 0 6 𝜌 6 4
зависимости из [3] с достаточной точностью совпадают с полученным реше-
нием.

Выводы. Для задачи об ортотропной полосе с центральной полубеско-
нечной трещиной, нагруженной самоуравновешенной системой нормальных
усилий, получено точное аналитическое решение. Нагрузка приложена до-
статочно далеко от вершины трещины, чтобы рассматривать ее как прило-
женную на бесконечности. Общее решение выражается в виде суперпозиции
решений для двух типов нагружения, соответствующих паре симметрично
приложенных моментов и паре сил с компенсирующими моментами. Коэф-
фициент интенсивности напряжений для первого случая совпадает с элемен-
тарным решением теории пластин. Коэффициент интенсивности напряжений
для второго случая получен в виде двух функций одного параметра, выра-
женного в виде однократного интеграла. Сравнение с имеющимися численны-
ми результатами демонстрирует хорошее согласование решения в диапазоне
параметра анизотропии, для которого были получены численные решения.
Полученное решение охватывает все термодинамически допустимые значе-
ния параметров анизотропии.
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Приложение. Соотношения между напряжениями и производ-
ными перемещения на границе полосы. Система двумерных уравнений
упругости для ортотропных сред в декартовых координатах 𝑥𝑦, совпадающих
с главными осями напряжений, может быть написана следующим образом:

1. Уравнения равновесия

𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑦

= 0,
𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑦𝑦
𝜕𝑦

= 0. (A.1)

Здесь 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑥𝑦 — компоненты тензора напряжений.
2. Соотношения Коши между деформациями 𝜀𝑥𝑥, 𝜀𝑦𝑦, 𝜀𝑥𝑦 и перемещени-

ями 𝑢, 𝑣:

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝜀𝑥𝑦 =

1

2

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︁
. (A.2)

3. Уравнение совместности, связывающее компоненты тензора деформа-
ции, непосредственно следующее из (A.2):

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜀𝑦𝑦 +

𝜕2

𝜕𝑦2
𝜀𝑥𝑥 = 2

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝜀𝑥𝑦. (A.3)

4. Закон Гука для кристаллов с кубической анизотропией для плоского
напряженного состояния:

𝜀𝑥𝑥 = 𝑠11𝜎𝑥𝑥 + 𝑠12𝜎𝑦𝑦,
𝜀𝑦𝑦 = 𝑠12𝜎𝑥𝑥 + 𝑠22𝜎𝑦𝑦,
2𝜀𝑥𝑦 = 𝑠66𝜎𝑥𝑦.

(A.4)

Здесь 𝑠𝑗𝑘 — коэффициенты податливости. Для плоского деформиро-
ванного состояния коэффициенты податливости 𝑠𝑗𝑘 должны быть за-
менены модифицированными коэффициентами 𝛽𝑗𝑘:

𝛽𝑗𝑘 = 𝑠𝑗𝑘 −
𝑠𝑗3𝑠𝑘3
𝑠33

.

Введение функции напряжений Эйри 𝐹 в виде

𝜎𝑥𝑥 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
, 𝜎𝑦𝑦 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑥2
, 𝜎𝑥𝑦 = − 𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
(A.5)

позволяет автоматически удовлетворить уравнениям равновесия (A.1). Заме-
на (A.5) в (A.4) и затем в (A.3) сокращает систему уравнений упругости для
плоской деформации до одного уравнения относительно одного неизвестного
(функция напряжения) [14]:

𝛽22
𝜕4𝐹

𝜕𝑥4
+ (𝛽66 + 2𝛽12)

𝜕4𝐹

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝛽11

𝜕4𝐹

𝜕𝑦4
= 0 (A.6)

Из (A.5), (A.6) следует, и на этот факт указывают много исследований,
например [14], что для предписанной геометрии и граничных условий (задан-
ных в терминах напряжений) поле напряжений определяется двумя безраз-
мерными комбинациями упругих констант. В качестве этих комбинаций мы
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выбрали используемые в работе [2] величины:

𝜆 =
𝛽11
𝛽22

, 𝜌 =
𝛽66 + 2𝛽12

2
√
𝛽11𝛽22

.

Ограничения для этих величин накладываются положительной определенно-
стью упругой энергии

0 < 𝜆 <∞, −1 < 𝜌 <∞.

Тогда уравнение (A.6) представляется в виде

𝜕4𝐹

𝜕𝑥4
+ 2

√
𝜆𝜌

𝜕4𝐹

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝜆

𝜕4𝐹

𝜕𝑦4
= 0. (A.7)

Рассмотрим вспомогательную двумерную задачу об ортотропной упругой
полосе 0 6 𝑦 6 ℎ с верхней границей, свободной от напряжений:

𝜎𝑦𝑦(𝑥, ℎ) = 𝜎𝑥𝑦(𝑥, ℎ) = 0, (A.8)

и нижней границей — под действием поля напряжений:

𝜎𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0, 𝜎𝑦𝑦(𝑥, 0) = 𝑞𝑦(𝑥). (A.9)

Здесь 𝑞𝑦(𝑥)— известная функция.
Найдем соотношение между напряжениями, действующими вдоль ниж-

ней границы и производной компонент смещений 𝜕𝑣
𝜕𝑥(𝑥, 0), которая выража-

ется в терминах функции напряжений 𝐹 с использованием (A.5), (A.2), (A.4)
следующим образом:

𝑣′ =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −(𝛽66 + 𝛽12)

𝜕2𝐹

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝛽11

∫︁
𝜕3𝐹

𝜕𝑦3
𝑑𝑥. (A.10)

Общее решение (A.6) для бесконечной полосы может быть получено с по-
мощью двустороннего преобразования Лапласа:

𝑓 (𝑝, 𝑦) =

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑒−𝑝𝑥𝑑𝑥 (A.11)

и обратного преобразования:

𝑓(𝑥, 𝑦) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁

𝐿
𝑓(𝑝, 𝑦)𝑒𝑝𝑥𝑑𝑝,

где контур 𝐿 соответствует мнимой оси, а направление интегрирования —
сверху вниз.

Применение (A.11) к (A.7) приводит к уравнению

𝑝4𝐹 (𝑝, 𝑦) + 2
√
𝜆𝜌𝑝2

𝜕2𝐹 (𝑝, 𝑦)

𝜕𝑦2
+ 𝜆

𝜕4𝐹 (𝑝, 𝑦)

𝜕𝑦4
= 0. (A.12)
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Общее решение (A.12) запишется так:

𝐹 (𝑝, 𝑦) = 𝐶1 cos(𝑘1𝑝𝑦) + 𝐶2 cos(𝑘2𝑝𝑦) + 𝐶3 sin(𝑘1𝑝𝑦) + 𝐶4 sin(𝑘2𝑝𝑦),

где

𝑘1,2 = 𝜆−1/4
√︁
𝜌±

√︀
𝜌2 − 1, 𝑘1 ± 𝑘2 = 𝜆−1/4

√
2
√
𝜌± 1,

𝑘1𝑘2 = 𝜆−1/2, 𝑘21 + 𝑘22 = 2𝜆−1/2𝜌, 𝑘21 − 𝑘22 = 2𝜆−1/2
√︀
𝜌2 − 1.

(A.13)

Применение (A.11) к (A.5), (A.10) дает соотношения для преобразования
для следующих величин:

�̂�𝑥𝑥 =
𝜕2𝐹

𝜕𝑦2
, �̂�𝑦𝑦 = 𝑝2𝐹 , �̂�𝑥𝑦 = −𝑝𝜕𝐹

𝜕𝑦
; (A.14)

𝑣′ = − (𝛽66 + 𝛽12) 𝑝
𝜕𝐹

𝜕𝑦
− 1

𝑝
𝛽11

𝜕3𝐹

𝜕𝑦3
. (A.15)

Подстановка последних двух формул (A.14) в преобразования (A.8), (A.9):

�̂�𝑥𝑦(𝑝, 1) = �̂�𝑦𝑦(𝑝, 1) = 0,

�̂�𝑥𝑦(𝑝, 0) = 0, �̂�𝑦𝑦(𝑝, 0) = 𝑞𝑦(𝑝)

позволяет выразить константы 𝐶I через 𝑞𝑦, подстановка которых в (A.15)
приводит к искомому соотношению:

𝑣′ =
𝛽22(𝑘

2
1 − 𝑘22)(𝑘1 cos(ℎ𝑘2𝑝) sin(ℎ𝑘1𝑝)− 𝑘2 sin(ℎ𝑘2𝑝) cos(ℎ𝑘1𝑝))

𝑘1𝑘2
(︀
(𝑘21 + 𝑘22) sin(ℎ𝑘1𝑝) sin(ℎ𝑘2𝑝) + 2𝑘1𝑘2(cos(ℎ𝑘1𝑝) cos(ℎ𝑘2𝑝)− 1)

)︀𝑞𝑦(𝑝).

(A.16)

Конкурирующие интересы. Мы заявляем, что у нас нет конфликта интересов в
авторстве и публикации этой статьи.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.

Финансирование. Работа выполнена при поддержке Российского Научного Фонда
(проект № 18ҫ79ҫ10270).

Библиографический список

1. Suo Z., Bao G., Fan B., Wang T. C. Orthotropy rescaling and implications for fracture
in composites // Int. J. Solids Struct., 1991. vol. 28, no. 2. pp. 235ҫ248. doi: 10.1016/

0020-7683(91)90208-W.

2. Suo Z. Domination specimens for orthotopic materials // J. Appl. Mech. ҫ T. ASME, 1990.
vol. 57, no. 3. pp. 627ҫ634. doi: 10.1115/1.2897068.

3. Bao G., Ho S., Suo Z., Fan B. The role of material orthotropy in fracture specimens
for composites // Int. J. Solids Struct., 1992. vol. 29, no. 9. pp. 1105ҫ1116. doi: 10.1016/
0020-7683(92)90138-J.

667



Ус т и н о в К. Б., Ли с о в е н к о Д. С., Ч е н ц о в А. В.

4. Li S., Wang J., Thouless M. D. The effects of shear on delamination in layered materi-
als // J. Mech. Phys. Sol., 2004. vol. 52, no. 1. pp. 193ҫ214. doi: 10.1016/S0022-5096(03)
00070-X.

5. Massabo R., Brandinelli L., Cox B. N. Mode I weight functions for an orthotropic double
cantilever beam // Int. J. Eng. Sci., 2003. vol. 41, no. 13ҫ14. pp. 1497ҫ1518. doi: 10.1016/
S0020-7225(03)00029-6.

6. Brandinelli L., Massabo R. Mode II weight functions for isotropic and orthotropic dou-
ble cantilever beams // Int. J. Fract., 2006. vol. 139, no. 1. pp. 1ҫ25. doi: 10.1007/

s10704-006-6358-0.

7. Thouless M. D. Phase angles and delamination of layered materials // Eng. Fract. Mech.,
2018. vol. 191. pp. 153ҫ167. doi: 10.1016/j.engfracmech.2018.01.033.

8. Georgiadis H. G., Papadopoulos G. A. Elastostatics of the orthotropic double-cantilever-
beam fracture specimen // Z. angew. Math. Phys., 1990. vol. 41, no. 6. pp. 889ҫ899. doi: 10.
1007/BF00945841.

9. Suo Z., Hutchinson J. W. Interface crack between two elastic layers // Int. J. Fract., 1990.
vol. 43, no. 1. pp. 1ҫ18. doi: 10.1007/BF00018123.

10. Hutchinson J. W., Suo Z. Mixed mode cracking in layered materials // Adv. Appl. Mech.,
1991. vol. 29. pp. 63ҫ191. doi: 10.1016/S0065-2156(08)70164-9.

11. Begley M. R., Hutchinson J. W. The Mechanics and Reliability of Films, Multilayers and
Coatings. Cambridge, United Kingdom: Cambridge Univ. Press, 2017. x+278 pp. doi: 10.
1017/9781316443606.

12. Ustinov K. On semi-inҥnite interface crack in bi-material elastic layer // Eur. J. Mech.
AҫSolid., 2019. vol. 75. pp. 56ҫ69. doi: 10.1016/j.euromechsol.2019.01.013.

13. Low Frequency Properties of Dielectric Crystals. Second and Higher Order Elastic Con-
stants / Landolt-Börnstein — Group III Condensed Matter. vol. 29A / ed. D. F. Nelson,
1992. doi: 10.1007/b44185.

14. Лехницкий С. Г. Теория упругости анизотропного тела. М.: Наука, 1977. 416 с.

15. Noble B. Methods Based on the WienerҫHopf Technique for the Solution of Partial Differ-
ential Equations. New York: Chelsea Publ., 1988. x+246 pp.

16. Устинов К. Б. Об отслоении слоя от полуплоскости; условия упругой заделки для
пластины, эквивалентной слою// Изв. РАН. МТТ, 2015. №1. С. 75ҫ95.

17. Sih G. C.,Paris P. C.,Irwin G. R. On cracks in rectilinearly anisotropic bodies // Int. J. Fract.
Mech., 1965. vol. 1, no. 3. pp. 189–203. doi: 10.1007/BF00186854.

668



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2019, vol. 23, no. 4, pp. 657ҫ670

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) doi: https://doi.org/10.14498/vsgtu1736

MSC: 74R10; 47A68

Orthotropic strip with central semi-inőnite crack under
arbitrary loads applied far apart from the crack tip

K. B. Ustinov, D. S. Lisovenko, A. V. Chentsov

A. Ishlinsky Institite for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences,
101, pr. Vernadskogo, Moscow, 119526, Russian Federation.

Abstract

The exact analytical solution has been obtained for a problem of or-
thotropic strip with central semi-inőnite crack loaded normally with self-
balanced system of forces applied far enough from the crack tip to be con-
sidered as applied at inőnity. The general solution is expressed as a super-
position of solutions for two modes of loading: (i) symmetrically applied
moments; (ii) symmetrically applied transverse forces with compensating
moments. The exact expressions for stress intensity factor (SIF) have been
obtained. Due to symmetry only the opening mode of SIF is present for
each case of loading. For both cases of loading the stress states are deter-
mined by two dimensionless parameters composed by four elastic constants.
Expression for SIF for the case of loading with symmetrically applied mo-
ments is obtained in terms of elementary functions and coincides with the
elementary solution due to beam theory. Expression for SIF for the case of
loading with symmetrically applied transverse forces with compensating mo-
ments has been obtained in terms of one function of one of the parameters
expressed as a single integral, multiplied by a power function of the second
parameter. The solution for this case demonstrated good agreement with
the existing numerical solution for the range of parameters, for which the
latter had been obtained. The obtained solution covers all possible range of
parameters.

Keywords: stress intensity factor, delamination, integral transform, Wienerҫ
Hopf technique.
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Анализ влияния объемной ползучести на кривые
нагружения с постоянной скоростью и эволюцию
коэффициента поперечной деформации в рамках
линейной теории вязкоупругости
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Аннотация

Аналитически исследуется способность линейного интегрального оп-
ределяющего соотношения вязкоупругости Больцмана—Вольтерры
с двумя произвольными материальными функциями (сдвиговой и объ-
емной ползучести) для изотропных реономных материалов описывать
разнообразные эффекты, связанные с возможными (наблюдаемыми в ис-
пытаниях) типами поведения осевой и поперечной деформаций, в част-
ности, эффекты немонотонности, знакопеременности и отрицательности
коэффициента поперечной деформации («коэффициента Пуассона»).
Изучены общие качественные свойства и характерные особенности се-
мейств кривых объемного, осевого и поперечного деформирования и за-
висимости коэффициента Пуассона от времени, порождаемых этим со-
отношением при одноосном растяжении/сжатии с постоянной скоростью
и влияние на них характеристик обеих функций ползучести (они предпо-
лагаются возрастающими и выпуклыми вверх). Доказано, что линейная
теория вязкоупругости способна моделировать немонотонное изменение
и знакопеременность поперечной деформации и коэффициента Пуассо-
на во времени, найдены критерии их монотонности, критерии наличия
у них точек экстремума и точек перегиба, критерий отрицательности
коэффициента Пуассона на некотором интервале времени (в зависимо-
сти от качественных свойств функций объемной и сдвиговой ползуче-
сти). Показано, что учет объемной ползучести может оказывать сильное
влияние на качественное поведение поперечной деформации и коэффи-
циента Пуассона. Обнаружены несколько характерных общих свойств
семейств кривых осевого и поперечного деформирования и коэффици-
ента Пуассона, которые удобно контролировать в испытаниях матери-
алов при растяжении/сжатии с постоянной скоростью и использовать
как маркеры границы области линейного поведения и как индикаторы
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неприменимости линейной теории вязкоупругости для моделирования
в случае их нарушения в испытаниях (в интересующем диапазоне вре-
мен, деформаций и скоростей нагружения).

Исследованы специфические свойства кривых нагружения, порож-
даемых линейной теорией вязкоупругости в сочетании с постулатами
о линейно-упругом изменении объема или о постоянстве коэффициен-
та Пуассона, найдены дополнительные индикаторы неприменимости по-
добных моделей (с одной материальной функцией). В частности доказа-
но, что пренебрежение объемной ползучестью хотя и не сужает диапа-
зон возможных значений коэффициента Пуассона и не лишает линейное
определяющее соотношение способности описывать смену знака коэф-
фициента Пуассона и поперечной деформации и ее немонотонность, но
все же заметно ограничивает эту способность и существенно обедняет
спектр возможных типов изменения поперечной деформации и коэф-
фициента Пуассона (сужает область применимости модели). У моде-
ли с объемной упругостью (в отличие от общего случая) зависимость
от времени поперечной деформации не может иметь точки минимума
и точки перегиба (она всегда выпукла вверх) и менять знак с положи-
тельного на отрицательный, а зависимость коэффициента Пуассона не
может иметь точки экстремума и перегиба, участки убывания или вы-
пуклости вниз и не может менять знак с «плюса» на «минус».

Ключевые слова: вязкоупругость, объемная ползучесть, нагружение
с постоянной скоростью, немонотонность и знакопеременность попереч-
ной деформации, коэффициент поперечной деформации, немонотон-
ность и отрицательность коэффициента Пуассона, вязкоупругие ауксе-
тики, индикаторы области (не)линейности, идентификация.
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Введение. Подавляющее большинство (пожалуй, более 90%) аналитиче-
ских и частично аналитических представлений решений краевых задач ли-
нейной теории вязкоупругости (например, сведенных к задаче восстановле-
ния оригиналов по изображениям или к интегральным уравнениям, требую-
щим численного решения) и методов их приближенного решения опираются
на одно из трех дополнительных предположений:

1) о несжимаемости материала,
2) о линейно-упругой зависимости объемной деформации от среднего на-

пряжения (т. е. об отсутствии объемной ползучести),
3) о независимости от времени коэффициента (коэффициентов) Пуассона.

Каждый из этих трех упрощающих постулатов, ставших уже классическими
(и порой воспринимаемых как само собой разумеющиеся), порождает некото-
рую связь между материальными функциями определяющего соотношения
(ОС), уменьшает количество независимых функций (для изотропной линей-
но-вязкоупругой среды с двух до одной) и тем самым сужает многообразие
качественных свойств теоретических кривых деформирования, релаксации
и ползучести, порождаемых данным ОС при нагружениях по разным типо-
вым программам, сужает круг эффектов (наблюдаемых в испытаниях ре-
ономных материалов), которые ОС способно адекватно описывать, сужает
область применимости ОС и, как правило, снижает точность моделирова-
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ния (хотя и облегчает идентификацию ОС по данным испытаний). Важный
вопрос о том, как именно сужает, в чем и насколько, остается открытым и
системному аналитическому исследованию в общем виде не подвергался.

Между тем анализ данных механических испытаний, микроскопии и рент-
генографии разнообразных (даже изначально изотропных) материалов пока-
зывает, что изменение объема при нагружении, объемная ползучесть и релак-
сация, вид напряженно-деформированного состояния и его эволюция, влия-
ние среднего напряжения и его истории (в частности, внешнего гидростати-
ческого давления и его скачков) на осевые и сдвиговые деформации и свя-
занные с ними механические эффекты весьма существенны при описании
деформирования и прочности многих реономных материалов [1ś61]. На мак-
роуровне они заметно влияют на проявление свойств материалов в одноосных
испытаниях, на кривые релаксации и ползучести при растяженииśсжатии и
сдвиге, кривые длительной прочности, кривые нагружения с постоянной ско-
ростью и циклического нагружения. Регистрация и адекватный учет подоб-
ных эффектов (или пренебрежение ими) влияют на результаты обработки
и интерпретации данных испытаний, достоверность определения механиче-
ских свойств материалов, оценку прочности и долговечности элементов кон-
струкций. К материалам, у которых эти эффекты влияния среднего напряже-
ния и объемной ползучести ярко выражены (даже при малых деформациях),
относятся, прежде всего, многие полимеры (полиэтилены, полипропилены,
фторопласты и т. п.), дисперсно наполненные полимеры (твердые топлива,
асфальтобетоны, ударопрочный полистирол, АБС-пластики), прессованные
порошковые композиты, сплавы, металлические и полимерные пены, льды,
грунты, горные породы и т. п. [2, 5ś7, 14ś20, 23ś52]. Для них стандартные
гипотезы о несжимаемости или упругой связи объемной деформации со сред-
ним напряжением, о независимости этой связи от второго и третьего инва-
рианта тензора напряжения и вида напряженного состояния, о постоянстве
коэффициента Пуассона оказываются непригодными [2, 5ś7, 14, 15, 18, 26,
29ś34, 37, 38, 41, 61], для таких материалов особенно сложно найти (марки-
ровать) границу области линейного поведения.

Коэффициент поперечной деформации (КПД) 𝜈 = −𝜀⊥/𝜀‖ изотропных
упруго-вязкопластичных материалов при одноосном нагружении не посто-
янен, а зависит от времени (от продольной деформации 𝜀‖(𝑡)) и програм-
мы нагружения. Зависимости поперечной и объемной деформаций (𝜀⊥ и 𝜃)
от времени и осевой деформации 𝜀‖, характер изменения и диапазоны зна-
чений КПД для упомянутых классов реономных материалов весьма раз-
нообразны даже при малых деформациях, даже в стандартных испытани-
ях на ползучесть, релаксацию или нагружение с постоянной скоростью [1ś
61]. У большинства металлов, многих стекол, полимеров (например поли-
этиленов высокой плотности, полипропиленов, ПММА, эпоксидных смол)
и порошковых композитов наблюдается монотонное возрастание 𝜈 с ростом
𝜀‖(𝑡) [12, 13, 16, 22, 27, 28, 30, 33, 36, 51]. У многих реономных материалов, как
достаточно хрупких, так и высокоэластичных (твердые топлива, асфальто-
бетоны, АБС-пластики, полипропилены, чугун и т. п.) наблюдается убыва-
ние 𝜈(𝑡), свидетельствующее, как правило, о необратимом изменении объема
при растяжении или сжатии [2, 6, 7, 15, 18, 26, 29, 31, 37, 47, 48]. У некоторых
материалов объемная деформация и КПД меняются немонотонно и меня-

673



Хо х л о в А. В.

ют знак [6, 7, 14, 30, 32, 34, 56]. Объемные и поперечные деформации, пове-
дение кривых ползучести, диаграмм нагружения и КПД изотропных ком-
позитных материалов зависят от объемной доли дисперсного наполнителя
(в частности пузырьков газа в пенах), от форм и размеров его частиц (яче-
ек в пенах), свойств адгезионных связей с матрицей, степени кристаллич-
ности матрицы, текущего уровня поврежденности, предыстории нагружения
и термообработки и многих иных факторов (включая, к сожалению, слож-
ности реализации экспериментов, достаточно точных измерений и качествен-
ной обработки результатов, приводящих порой к противоречащим друг другу
выводам разных исследователей о характере поведения КПД одного и то-
го же материала в аналогичных условиях испытаний). В последние три де-
сятилетия обнаружены, активно конструируются, исследуются и синтезиру-
ются новые материалы (и конструкции, метаматериалы) с отрицательными
КПД (ҡauxeticsә) [39ś53]; в большинстве статей изучаются упругие (вообще
говоря, анизотропные) огзетики («ауксетики»), особенности эффекта смены
знака и эволюции отрицательного КПД во времени системному анализу не
подвергались. В ряде работ исследуется (экспериментально и теоретически)
влияние на КПД вязкоупругих материалов программы одноосного нагруже-
ния [20ś23,25,27,32,33,35,38,54ś58], в частности зависимость КПД от скорости
нагружения, а также влияние на кривые деформирования и ползучести и на
эволюцию КПД наложения всестороннего давления на одноосное растяжение
или сдвиг [2, 5ś7,18,29,59ś62] (подробнее см. обзоры в [2,5ś7,62]).

Объемную ползучесть, изменение КПД, вида деформированного состоя-
ния и типичные механические эффекты, связанные с ними, следует учиты-
вать при обработке и интерпретации кривых испытаний наследственных ма-
териалов (в частности методами индентирования) и при выборе и идентифи-
кации определяющего соотношения (ОС) для моделирования их поведения.
Для выбора того или иного ОС для описания поведения некоторого материа-
ла (и дальнейшего совершенствования и обобщения ОС) важно знать, какие
механические эффекты оно способно моделировать и при каких требованиях
к материальным функциям, в частности, какие из упомянутых эффектов,
связанных с объемной и поперечной деформациями. Для этого необходимо
системное аналитическое исследование общих свойств кривых релаксации,
ползучести и деформирования, которые порождает применяемое ОС с про-
извольными материальными функциями при разных типовых программах
нагружения, и их зависимости от параметров программ нагружения и харак-
теристик материальных функций. В частности, требуется системное иссле-
дование арсенала возможностей линейного ОС Больцмана—Вольтерры

𝜀𝑖𝑗(𝑡) = 𝑒𝑖𝑗 + 𝜀0𝛿𝑖𝑗 , 𝑒𝑖𝑗(𝑡) =
3

2
Π𝑠𝑖𝑗(𝑡), 𝜃 = Π0𝜎0, (1)

𝜎0(𝑡) = 𝜎𝑖𝑖(𝑡)/3, 𝑠𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 𝜎0𝛿𝑖𝑗 , 𝜃(𝑡) = 3𝜀0 = 𝜀𝑖𝑖(𝑡),

Π𝑦 =

∫︁ 𝑡

0
Π(𝑡− 𝜏) 𝑑𝑦(𝜏), Π0𝑦 =

∫︁ 𝑡

0
Π0(𝑡− 𝜏) 𝑑𝑦(𝜏), 𝑡 > 0, (2)

с двумя произвольными материальными функциями Π(𝑡) и Π0(𝑡) (функци-
ями сдвиговой и объемной ползучести) [1ҫ3], изучение общих свойств по-
рождаемых им базовых теоретических кривых, вытекающих из постулатов
о наследственности, линейности и инвариантности относительно сдвигов по
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времени операторов (2), связывающих истории изменения компонент девиа-
торов 𝑠 = 𝜎 − 𝜎0I, 𝑒 = 𝜀 − 𝜀0I и шаровых частей тензоров напряжений 𝜎(𝑡)
и малых деформаций 𝜀(𝑡) в произвольной точке тела, и постулата об отсут-
ствии перекрестного влияния шаровых и девиаторных частей тензоров 𝜎(𝑡)
и 𝜀(𝑡) друг на друга. Это полезно для выбора или построения более сложных
и точных нелинейных моделей поведения реономных материалов, использу-
ющих линейную теорию наследственности и обобщающих ее в определённых
аспектах, для их идентификации, аттестации и сопоставления, а также для
контроля данных испытаний материалов и адекватной интерпретации наблю-
даемых эффектов. Ведь линейное ОС (1) играет роль своеобразного «окуля-
ра» для наблюдения и отсчетной базы для сопоставления (и идентификации),
по отношению к которой естественно изучать эффекты нелинейного поведе-
ния материалов (отклонения от предсказаний линейной теории как началь-
ного приближения), наблюдаемые в испытаниях и описываемые различными
нелинейными ОС (но не описываемые линейным). Нередко случается, что
нелинейности поведения материла приписывают эффекты, адекватно опи-
сываемые в рамках линейной теории, вытекающие лишь из наличия наслед-
ственности и присущие всем (почти всем) линейно-вязкоупругим материалам
(при достаточно малых деформациях и скоростях).

Данная статья продолжает цикл работ [62ś71] (и др.) по системному ис-
следованию комплекса моделируемых реологических эффектов, сфер влия-
ния материальных функций, границ области применимости и удобных для
проверки по данным испытаний материалов индикаторов (на)применимости
линейного ОС (1) и физически нелинейного ОС

𝜀𝑖𝑗(𝑡) =
3

2
Φ(𝐿(𝑡))𝜎(𝑡)−1[𝜎𝑖𝑗 − 𝜎0𝛿𝑖𝑗 ] +

1

3
Φ0(𝐿0(𝑡))𝛿𝑖𝑗 ,

𝐿(𝑡) = Π𝜎, 𝐿0(𝑡) = Π0𝜎0,
(3)

с четырьмя произвольными материальными функциями Π(𝑡), Φ(𝑥), Π0(𝑡),
Φ0(𝑥). Здесь 𝜎0(𝑡)— среднее напряжение, 𝜎(𝑡)— интенсивность напряжений.
ОС (3) — один из вариантов распространения на трехосный случай нелиней-
ного уравнения

𝜑(𝜀11(𝑡)) =

∫︁ 𝑡

0
Π(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜎11(𝜏), или 𝜀11(𝑡) = Φ(𝐿(𝑡)), Φ := 𝜑−1,

предложенного Ю. Н. Работновым [72, 73] в качестве обобщения одноосного
линейного ОС (1) путем введения второй материальной функции 𝜑(𝑢) (по-
дробную библиографию по этим темам см. в работах [62,64ҫ66,69,71]). ОС (1)
и (3) описывают процессы изотермического деформирования нестареющих
изотропных вязкоупругих сред. Они связывают истории изменения тензоров
(малых) деформаций 𝜀(𝑡) и напряжений 𝜎(𝑡) в произвольной точке тела в
предположении отсутствия взаимного влияния шаровых и девиаторных ча-
стей тензоров 𝑒 = 𝜀−𝜀0 I и 𝑠 = 𝜎−𝜎0 I (т. е. независимости объемной дефор-
мации 𝜃(𝑡) от касательных напряжений, а сдвиговых деформаций от среднего
напряжения 𝜎0(𝑡)) и отсутствия влияния третьих инвариантов тензоров [1ҫ
3,62]. Множитель 3/2 вынесен из функции ползучести (ФП) Π(𝑡) в (1) для
удобства сравнения с результатами анализа нелинейного ОС (3) с Φ(𝑥) = 𝑥.
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Конкретные задачи данной статьи — изучение общих качественных свойств
семейств кривых объемного, осевого и поперечного деформирования и зави-
симости КПД от времени, которые порождает ОС (1) с произвольными ФП
Π(𝑡), Π0(𝑡) при одноосном нагружении

𝜎11(𝑡) = 𝑏𝑡ℎ(𝑡), 𝜎𝑖𝑗(𝑡) ≡ 0 при 𝑖+ 𝑗 > 2, (4)

с постоянной скоростью 𝑏 ̸= 0 (здесь ℎ(𝑡)— функция Хевисайда), анализ
влияния на них свойств объемной функции ползучести, в частности, пре-
небрежения объемной ползучестью, а также их сопоставление с типичными
свойствами кривых испытаний реономных материалов и поиск индикаторов
неприменимости ОС (1) (индикаторов границы области линейности).

1. Минимальные ограничения на функции ползучести линейного
ОС (1). Обращение ОС (1), как известно [1ҫ4], имеет вид

𝜎0 = R0 𝜃, 𝑠𝑖𝑗(𝑡) =
2

3
R 𝑒𝑖𝑗 ,

R 𝑦 :=

∫︁ 𝑡

0
𝑅(𝑡− 𝜏)𝑑𝑦(𝜏), R0 𝑦 :=

∫︁ 𝑡

0
𝑅0(𝑡− 𝜏)𝑑𝑦(𝜏), 𝑡 > 0,

(5)

где функции релаксации 𝑅(𝑡) и 𝑅0(𝑡) связаны с ФП Π и Π0 интегральными
уравнениями

∫︁ 𝑡

0
𝑅(𝑡− 𝜏)Π(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑡,

∫︁ 𝑡

0
𝑅0(𝑡− 𝜏)Π0(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑡, 𝑡 > 0,

выражающими условия взаимной обратности операторов ΠR = RΠ = I
и Π0R0 = R0Π0 = I. Функции ползучести и релаксации Π(𝑡), Π0(𝑡), 𝑅(𝑡),
𝑅0(𝑡) в ОС (1), (5) предполагаются положительными и дифференцируемы-
ми на (0;∞), функции Π и Π0 — возрастающими и выпуклыми вверх [63ҫ
67], а 𝑅 и 𝑅0 — убывающими и выпуклыми вниз на (0;∞), 𝑅 и 𝑅0 могут
иметь интегрируемую особенность или 𝛿-сингулярность в т. 𝑡 = 0 (слагае-
мое 𝜂𝛿(𝑡), 𝜂 > 0, 𝛿(𝑡)— дельта-функция). Из этих условий следует, в част-
ности, существование пределов 𝑅(+∞) = inf 𝑅(𝑡) > 0, 𝑅(0) = sup𝑅(𝑡) > 0
(𝑦(0) := 𝑦(0+)— обозначение для предела функции 𝑦(𝑡) справа в точке 𝑡 = 0;
𝑅(0) = +∞, если 𝑅(𝑡) не ограничена) и Π(0) = inf Π(𝑡) > 0.

Если Π(0) ̸= 0 и Π0(0) ̸= 0 (такие модели будем называть регулярными),
то 𝑅(0) = 1/Π(0) < ∞ и 𝑅0(0) = 1/Π0(0) < ∞ (т. е. мгновенный модуль
сдвига 2𝐺 = 2

3𝑅(0) и объемный модуль 𝐾 = 𝑅0(0) конечны) и на линейном
пространстве непрерывных кусочно гладких при 𝑡 > 0 функций операторы
ОС (2) и (5) представимы в виде операторов Вольтерры второго рода

Π 𝑦 = Π(0)𝑦(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
Π̇(𝑡− 𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏,

R𝑦 = 𝑅(0)𝑦(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
�̇�(𝑡− 𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 > 0.

Все структурные реологические модели, полученные последовательными
и параллельными соединениями линейных пружин и демпферов, описывают-
ся ОС (1). Например, ФП

Π(𝑡) = 𝛼𝑡+ 𝛽 − 𝛾𝑒−𝜆𝑡, 𝜆 > 0, 𝛼, 𝛽 > 0, 𝛾 ∈ [0, 𝛽], (6)
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удовлетворяет всем требованиям к ФП и в случае 𝛾 ∈ (0;𝛽), 𝛼, 𝛽 > 0, порож-
дает все четыре структурно различные (но эквивалентные [64]) четырехзвен-
ные модели из двух пружин и двух демпферов (они регулярны, 𝑅 = 𝐸1𝑒

−𝜇1𝑡+
+ 𝐸2𝑒

−𝜇2𝑡 и 𝑅(+∞) = 0), а при 𝛼 = 0— трехзвенные модели Кельвина
и Пойнтинга—Томпсона с одним демпфером (они регулярны и эквивалент-
ны, 𝑅 = 𝐸𝑒−𝜇𝑡 + 𝑟 и 𝑅(+∞) = 𝑟 > 0). Так как Π(0) = 𝛽 − 𝛾, семейство (6)
порождает нерегулярные модели лишь в случае 𝛾 = 𝛽:

ҫ при 𝜆𝛽 = 0 ньютоновскую жидкость (𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡)),
ҫ при 𝛼 = 0 модель Фойгта (𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡) + 𝑟),
ҫ при 𝛼 > 0 обе трехзвенные модели с одной пружиной и двумя демпфе-

рами (𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡) + 𝐸𝑒−𝜇𝑡, 𝑅(+∞) = 0).
При 𝛾 = 0 (6) дает модель Максвелла (𝑅 = 𝐸𝑒−𝜇𝑡).

2. Свойства кривых деформирования ОС (1) при растяжении
с постоянной скоростью. Для одноосного нагружения вида (4) среднее
напряжение 𝜎0 = 1

3𝜎11 = 1
3𝑏𝑡 ℎ(𝑡), а девиатор напряжений — диагональный

тензор 𝑠(𝑡) = 1
3𝑏𝑡diag(2,−1,−1).1 Из (1) следует, что девиатор деформаций

𝑒 = 1
2𝑏𝑄(𝑡)diag(2,−1,−1) диагонален, а объемная деформация

𝜃(𝑡; 𝑏) = Π0 𝜎0 =
1

3
𝑏𝑄0(𝑡), 𝑡 > 0, (7)

𝑄(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0
Π(𝜏)𝑑𝜏, 𝑄0(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0
Π0(𝜏)𝑑𝜏. (8)

У тензора деформаций 𝜀 = 𝑒+ 1
3𝜃 I тоже отличны от нуля только диагональ-

ные элементы:

𝜀11(𝑡; 𝑏) = 𝑏𝑄(𝑡) +
1

9
𝑏𝑄0(𝑡), (9)

𝜀22(𝑡; 𝑏) = 𝜀33(𝑡; 𝑏) = −1

2
𝑏𝑄(𝑡) +

1

9
𝑏𝑄0(𝑡). (10)

Интенсивности напряжений и деформаций: 𝜎(𝑡) = (32𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗)
1/2 = |𝑏|𝑡 = 3|𝜎0|,

𝜀 = (23𝑒𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗)
1/2 = |𝑏|𝑄(𝑡).

Для любой скорости 𝑏 > 0 объемная и осевая деформации (7), (9) и интен-
сивность деформаций — положительные, возрастающие и выпуклые вниз функ-
ции времени, поскольку

𝜃(𝑡) =
1

3
𝑏Π0(𝑡) > 0, 𝜃(𝑡) =

1

3
𝑏Π̇0(𝑡) > 0,

�̇�11(𝑡) = 𝑏Π(𝑡) +
1

9
𝑏Π0(𝑡) > 0, 𝜀11(𝑡) = 𝑏Π̇(𝑡) +

1

9
𝑏Π̇0(𝑡) > 0

(в силу положительности и возрастания ФП).
Отметим, что (материальная) функция 𝑄 задает семейство диаграмм де-

формирования (ДД) 𝜎 − 𝜀 в интенсивностях (в параметрической форме:

1Функцию Хевисайда h(t) будем опускать, полагая, что t > 0, время и компоненты
напряжений считаем безразмерными.
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𝜎(𝑡) = |𝑏|𝑡, 𝜀 = |𝑏|𝑄(𝑡)) и сдвиговых диаграмм 𝜎12 − 𝜀12 с постоянными ско-
ростями нагружения (если задана программа нагружения 𝜎12(𝑡) = 𝑏𝑡ℎ(𝑡)),
а функция 𝑄0 (и формула (7)) — объемных диаграмм 𝜎0 − 𝜃. Свойства объ-
емных и сдвиговых ДД (11), зависящих только от одной ФП, фактически
изучены в работах [63,73].

Чтобы получить явное уравнение (в форме 𝜀 = 𝜀(𝜎; 𝑏)), следует исключить
параметр 𝑡 = 𝜎/𝑏 или 𝑡 = 𝜎11/𝑏 = 3𝜎0/𝑏:

𝜀(𝜎, 𝑏) = |𝑏|𝑄(𝜎/|𝑏|), 𝜎 > 0, 𝜃(𝜎0, 𝑏) =
1

3
𝑏𝑄0(3𝜎0/𝑏) (11)

(в дальнейшем будем для определенности рассматривать случай 𝑏 > 0).
Уравнение семейства ДД можно записать в форме 𝜀(𝜎, 𝑏) = 𝜎Θ(𝜎/𝑏), где

Θ(𝑡) := 𝑡−1𝑄(𝑡) осреднение ФП. Свойства Θ(𝑡) аналогичны свойствам ФП
[63]): Θ(𝑡) возрастающая гладкая функция при 𝑡 > 0, 1

2Π(𝑡) < Θ(𝑡) < Π(12 𝑡) <
< Π(𝑡) (ибо Π(𝑡) возрастает и выпукла вверх), Θ(0+) = Π(0), Θ(∞) = Π(∞),

а 𝑄 обладает следующими свойствами: 𝑄(0) = 0, 𝑄(∞) = ∞, �̇�(𝑡) = Π(𝑡) > 0,

�̈�(𝑡) = Π̇(𝑡) > 0,
...
𝑄(𝑡) = Π̈(𝑡) 6 0 и 1

2(Π(𝑡) + Π(0)) < 𝑡−1𝑄(𝑡) < Π(12 𝑡) < Π(𝑡)
при 𝑡 > 0.

Аналогично, уравнения (9) и (10) совместно с 𝜎11 = 𝑏𝑡 задают семейства
ДД 𝜀11(𝜎11, 𝑏) и 𝜀⊥(𝜎11, 𝑏) при растяжении, где 𝜀⊥ := 𝜀22 поперечная дефор-
мация:

𝜀11(𝜎11, 𝑏) = 𝑏𝑄(𝜎11/𝑏) +
1

9
𝑏𝑄0(𝜎11/𝑏),

𝜀⊥(𝜎11, 𝑏) = −1

2
𝑏𝑄(𝜎11/𝑏) +

1

9
𝑏𝑄0(𝜎11/𝑏).

(12)

Чтобы получить уравнения ДД (11) в форме 𝜎 = 𝜎(𝜀, 𝑏), следует ввести
в рассмотрение функции 𝐹 (𝑥) и 𝐹0(𝑥), 𝑥 > 0, обратные к возрастающим
функциям (8):

𝜎(𝜀, 𝑏) = |𝑏|𝐹 (𝜀/|𝑏|), 𝜎0(𝜃, 𝑏) =
1

3
𝑏𝐹0(3𝜃/𝑏). (13)

Свойства функций 𝐹 и 𝐹0 изучены в [71] (в частности доказано, что из по-
ложительности и возрастания ФП следует, что 𝐹 (и 𝐹0) возрастающая вы-
пуклая вверх функция, 𝐹 (0) = 0, 𝐹 (∞) = ∞, 𝐹 ′(0+) = 1/Π(0) (в частности
𝐹 ′(0+) = ∞, если Π(0) = 0), 𝐹 ′(∞) = 1/Π(∞), функция 𝐹 (𝑥)/𝑥 убывает и

𝐹 (𝑥)/𝑥 > 𝐹 ′(𝑥) при 𝑥 > 0. Из ограничений Π̇ > 0, Π̇0 > 0, Π̈ 6 0, Π̈0 6 0 на
ФП и свойств функций 𝑄, 𝑄0, 𝐹 , 𝐹0 вытекают следующие общие свойства
ДД (13).

Секущий и касательный модули ДД (13): 𝜎/𝜀 = 1/Θ(𝜎/𝑏) и 𝜎′𝜀(𝜀, 𝑏) =
= 1/𝜀′𝜎(𝜎, 𝑏) = 1/Π(𝜎/𝑏). Так как 𝜀′𝜎(𝜎, 𝑏) > 0 и 𝜎′𝜀 > 0, любая ДД (11)
возрастает по 𝜎, а ДД 𝜎 = 𝜎(𝜀, 𝑏) возрастает по 𝜀 при любом 𝑏. Так как
ФП возрастает, то 𝜀′𝜎(𝜎, 𝑏) возрастает по 𝜎 и убывает по 𝑏, а 𝜎′𝜀(𝜀, 𝑏) убы-
вает по 𝜀 и возрастает по 𝑏. Поэтому для любого 𝑏 > 0 ДД (11) выпуклы
вниз, а ДД в форме (13) выпуклы вверх на луче 𝜀 > 0. Семейство ДД (11)

убывает по 𝑏, поскольку Θ̇(𝑡) > 0 и Θ(𝜎/𝑏) убывает по 𝑏, а семейство ДД
в форме (13) возрастает по 𝑏 (чем больше скорость, тем выше лежит ДД
𝜎 = 𝜎(𝜀, 𝑏)), т. е. ОС (1) моделирует только положительную скоростную чув-
ствительность. ДД (11) зависит от 𝑏, но мгновенный модуль (сдвига 𝐺 или
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объемный 𝐾) не зависит от скорости нагружения: 𝐺 := 𝜎′𝜀(0, 𝑏) = 1/Π(0)
(для моделей с Π(0) = 0 будет 𝐺 = ∞). При 𝜀 → ∞ касательный и секущий
модули стремятся к общему пределу 𝐺∞ = 𝑅(∞) = 1/Π(∞) > 0 (если ФП
ограничена, то 𝐺∞ > 0; если же ФП не ограничена, то 𝐺∞ = 0); длительный
модуль 𝐺∞ тоже не зависит от скорости нагружения.

Любая ДД (7) лежит «выше» (по оси 𝜀) прямой 𝜀 = Π(0)𝜎, так как
Θ(𝑡) > Θ(0+) = Π(0), а все ДД в форме 𝜎(𝜀, 𝑏) лежат ниже (по оси 𝜎) этой
прямой. Точнее, в случае Π(0) ̸= 0 (для регулярных моделей) справедливы
двусторонние оценки для всех ДД (11) и (13):

Π(0)𝜎 < 𝜀(𝜎; 𝑏) < Π(∞)𝜎, 𝐺∞𝜀 < 𝜎(𝜀, 𝑏) < 𝐺𝜀;

Π0(0)𝜎0 < 𝜃(𝜎0, 𝑏) < Π0(∞)𝜎0, 𝐾∞𝜃 < 𝜎0(𝜃, 𝑏) < 𝐾𝜃.
(14)

При 𝑏→ +∞ семейство ДД 𝜀(𝜎; 𝑏) любой регулярной модели сходится свер-
ху (а семейство 𝜎(𝜀, 𝑏) снизу) к прямой 𝜀 = 𝜎/𝐺 равномерно на любом от-
резке оси 𝜎 [63]. Поэтому прямая 𝜎 = 𝐺𝜀— мгновенная ДД ОС (1) в случае
Π(0) ̸= 0. К ней же сходится и семейство ДД при постоянной скорости де-
формирования [63]. Если Π(0) = 0, то 𝐺 = ∞, касательная к любой ДД (11)
в нуле, горизонтальна, а к ДД в форме (13) — вертикальна, и семейство ДД
𝜀(𝜎, 𝑏) равномерно сходится при 𝑏 → +∞ к прямой 𝜀 = 0. При 𝑏 → 0 семей-
ство ДД (11) всегда сходится (сверху) к прямой 𝜎 = 𝐺∞𝜀 (равновесной ДД)
равномерно на любом отрезке полуоси 𝜀 > 0. Это верно и в случае неограни-
ченных или сингулярных функций релаксации. Для семейства объемных ДД
𝜎0(𝜃, 𝑏) все свойства сохраняются с заменой 𝐺 на 𝐾.

ДД 𝜀(𝜎; 𝑏) имеет асимптоту при 𝜎 → ∞ лишь тогда, когда ФП ограничена
и сходится интеграл

𝑌 :=

∫︁ +∞

0
[Π(∞)−Π(𝜏)]𝑑𝜏

(очевидно, 𝑌 > 0) [63], ее уравнение: 𝜀 = Π(∞)𝜎 − 𝑏𝑌 , или 𝜎 = 𝐺∞(𝜀 + 𝑌 𝑏).
Все ДД (11) стремятся к асимптоте снизу. Угловой коэффициент асимптоты
равен длительному модулю 𝐺∞ и не зависит от 𝑏. Вопрос о существовании
асимптот у ДД не чисто абстрактный, поскольку выход на асимптоту (спрям-
ление ДД, режим «линейного упрочнения») может происходить быстро в ра-
бочем диапазоне деформаций и напряжений.

Например, у моделей с ФП (6) 𝑄 = 1
2𝛼𝑡

2+𝛽𝑡− 𝛾𝜆−1(1− 𝑒−𝜆𝑡) и семейство

ДД (11) задается уравнением 𝜀(𝜎, 𝑏) = 1
2𝛼𝑏

−1𝜎2 + 𝛽𝜎 − 𝛾𝜆−1𝑏(1 − 𝑒−𝜆𝜎/𝑏),

𝜎 > 0. Мгновенный модуль 𝐺 = (𝛽 − 𝛾)−1; у моделей с 𝛾 = 𝛽 (сингулярных)
𝐺 = ∞. Если 𝛼 = 0, т. е. у моделей Фойгта (с 𝛾 = 𝛽) и Кельвина (𝛾 ∈
(0;𝛽)), то Π(∞) = 𝛽 < ∞, 𝑌 = 𝛾/𝜆, 𝐺∞ = 𝛽−1, и ДД имеет асимптоту
𝜎 = 𝛽−1(𝜀+ 𝛾𝜆−1𝑏).

На рис. 1 приведены ДД модели Кельвина (ФП (6) с 𝛼 = 0) при 𝜆 = 0.1,
𝛽 = 0.01, 𝛾 = 0.009 (тогда 𝐺 = (𝛽 − 𝛾)−1 = 1000, 𝐺∞ = 𝛽−1 = 100, время
ретардации 𝜏 = 𝜆−1 = 10) для скоростей 𝑏 = 0.01; 0.1; 1; 10 (кривые 1ҫ4).
Штрих-пунктирные прямые — мгновенная и равновесная ДД 𝜎 = 𝐺𝜀 и 𝜎 =
= 𝐺∞𝜀, фигурирующие в оценке (14), к ним сходится при 𝑏 → ∞ и 𝑏 → 0
семейство ДД с любым 𝜆. Для сравнения приведены ДД модели с 𝜆 = 0.05
(штриховые кривые 1

′ҫ4
′).
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Рис. 1. Диаграммы деформирования двух моделей Кельвина с λ = 0.1
(кривые 1ҫ4) и λ = 0.05 (кривые 1

′ҫ4
′)

[Figure 1. Stress-strain curves generated by the standard linear solid models
(models (6) with α = 0) with λ = 0.1 (curves 1ҫ4) or λ = 0.05 (curves 1

′ҫ4
′)

at stress rates b = 0.01; 0.1; 1; 10]

Осевые деформации (9) и ДД (12) при растяжении 𝜀11(𝜎11, 𝑏) зависят от
обеих ФП, но все качественные свойства у них такие же, как у сдвиговых и
объемных ДД, поскольку обозначением Π1(𝑡) := Π+ 1

9Π0 (тогда𝑄1 = 𝑄+ 1
9𝑄0)

они приводятся к виду

𝜀11(𝑡; 𝑏) = 𝑏𝑄1(𝑡), 𝜀11(𝜎11, 𝑏) = 𝑏𝑄1(𝜎11/𝑏),

совпадающему по форме с (7) и (11), где функция Π1(𝑡) обладает теми же

свойствами, что и ФП Π и Π0: Π1(𝑡) > 0 Π̇1(𝑡) > 0, Π̈1(𝑡) 6 0 при 𝑡 > 0.
В частности, для любого 𝑏 > 0 функции 𝜀11(𝑡, 𝑏) и 𝜀11(𝜎11, 𝑏) положительны,
возрастают и выпуклы вниз, любая ДД в форме 𝜎11(𝜀11, 𝑏) возрастает и вы-
пукла вверх по 𝜀11 и удовлетворяет оценке

Π1(0)𝜎11 < 𝜀11(𝜎11, 𝑏) < Π1(∞)𝜎11, 𝐸∞𝜀11 < 𝜎11(𝜀11, 𝑏) < 𝐸𝜀11, (15)

где 𝐸 := 1/Π1(0), 𝐸∞ := 1/Π1(∞) > 0, а семейство ДД 𝜎11(𝜀11, 𝑏) возрастает
по 𝑏 и сходится при 𝑏 → 0 к прямой 𝜎11 = 𝐸∞𝜀11, а при 𝑏 → ∞— к прямой
𝜎11 = 𝐸𝜀11 (при условии 𝐸 < ∞, т. е. когда Π(0) ̸= 0 или Π0(0) ̸= 0). Кроме
того, семейство ДД 𝜎11(𝜀11, 𝑏), как и семейства сдвиговых, объемных и по-
перечных ДД (11), (12), обладает свойством самоподобия (инвариантности
относительно однопараметрической группы растяжений плоскости 𝜎−𝜀): лю-
бая ДД 𝜎(𝜀, 𝑏) получается из одной ДД 𝜎(𝜀, 𝑏0) растяжением вдоль осей 𝜎
и 𝜀 с коэффициентом 𝑏/𝑏0. Нарушение любого из этих свойств ДД в испыта-
ниях материала (см., например, выпуклые вниз ДД в [40,41,45ҫ48]) — явный
признак нелинейности его поведения.

Поперечная деформация (10) не обязана быть ни монотонной, ни выпук-
лой вверх функцией, поскольку функция Π⊥ := −1

2Π + 1
9Π0 не подчиняется

ограничениям на ФП: 𝜀⊥ := 𝜀22(𝑡, 𝑏) может убывать или возрастать на
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всем интервале 𝑡 > 0, может иметь точки экстремума и перегиба и ме-
нять знак. Так как

�̇�⊥ = −1

2
𝑏�̇�(𝑡)+

1

9
𝑏�̇�0(𝑡) = −1

2
𝑏Π(𝑡)+

1

9
𝑏Π0(𝑡), 𝜀⊥ = −1

2
𝑏Π̇(𝑡)+

1

9
𝑏Π̇0(𝑡), (16)

при 𝑏 > 0 критерии (нестрогого) возрастания и выпуклости вниз 𝜀⊥(𝑡) на

некотором интервале времени имеют вид Π0(𝑡) > 9
2Π(𝑡) или Π̇0(𝑡) > 9

2Π̇(𝑡),

а уравнения для точек экстремума и перегиба —Π0(𝑡) = 9
2Π(𝑡) или Π̇0(𝑡) =

= 9
2Π̇(𝑡). Поскольку они не зависят от скорости 𝑏, точки экстремума или

перегиба всех кривых 𝜀⊥(𝑡, 𝑏) синхронны (если они есть).

Пример 1. Рассмотрим модель (1) с ФП модели Кельвина

Π = 𝛽−𝛾𝑒−𝜆𝑡, Π0 = 𝛽0−𝛾0𝑒−𝜆0𝑡, 𝜆, 𝛽, 𝜆0, 𝛽0 > 0, 𝛾 ∈ (0;𝛽), 𝛾0 ∈ (0;𝛽0). (17)

Здесь 𝜏 = 𝜆−1 и 𝜏0 = 𝜆−1
0 — времена ретардации при сдвиге и изменении

объема; 𝐺 = 1/Π(0) = (𝛽 − 𝛾)−1, 𝐺∞ = 1/Π(∞) = 𝛽−1, 𝐾 = 1/Π0(0) =
= (𝛽0 − 𝛾0)

−1, 𝐾∞ = 1/Π0(∞) = 𝛽−1
0 — мгновенный и длительный модули

сдвига и объемные модули. Для модели (17)

𝑄 = 𝛽𝑡− 𝛾𝜆−1(1− 𝑒−𝜆𝑡), 𝑄0 = 𝛽0𝑡− 𝛾0𝜆
−1
0 (1− 𝑒−𝜆0𝑡),

𝜀11 =
1

9
𝑏[(9𝛽 + 𝛽0)𝑡− 9𝛾𝜆−1(1− 𝑒−𝜆𝑡) + 𝛾0𝜆

−1
0 (1− 𝑒−𝜆0𝑡)],

𝜀⊥ =
1

18
𝑏[(2𝛽0 − 9𝛽)𝑡+ 9𝛾𝜆−1(1− 𝑒−𝜆𝑡)− 2𝛾0𝜆

−1
0 (1− 𝑒−𝜆0𝑡)].

Согласно (16), условие экстремума для 𝜀⊥(𝑡) имеет вид 2(𝛽0 − 𝛾0𝑒
−𝜆0𝑡) =

= 9(𝛽 − 𝛾𝑒−𝜆𝑡). В общем случае это уравнение имеет не более двух корней.
При 𝜆 = 𝜆0 �̇�⊥ = 1

18𝑏[(9𝛾 − 2𝛾0)𝑒
−𝜆𝑡 + 2𝛽0 − 9𝛽)] и условие экстремума

имеет вид 𝑒−𝜆𝑡 = 𝐶, 𝐶 := (9𝛽 − 2𝛽0)/(9𝛾 − 2𝛾0). Если 𝐶 ∈ (0; 1), то на полу-
оси 𝑡 > 0 существует единственная точка экстремума 𝑡𝑚 = −𝜆−1 ln𝐶 (точка
максимума, если 9𝛾 > 2𝛾0, и минимума, если 9𝛾 < 2𝛾0), в противном случае
𝜀⊥(𝑡) монотонна при всех 𝑏. Отметим, что в условиях ползучести деформация
𝜀⊥(𝑡) модели с 𝜆 = 𝜆0 не может иметь точки экстремума [67].

При 𝜆 ̸= 𝜆0 и 𝛾0 ̸= 0 𝜀⊥(𝑡) модели (17) может иметь и две точки экстрему-
ма, поскольку �̇�⊥(𝑡) может быть немонотонной: 𝜀⊥ = 1

18𝑏[2𝛾0𝜆0𝑒
−𝜆0𝑡−9𝛾𝜆𝑒−𝜆𝑡],

𝜀⊥ = 0 при 𝑒(𝜆−𝜆0)𝑡 = 9𝛾𝜆/(2𝛾0𝜆0), и �̇�⊥(𝑡) имеет (единственную) точку
экстремума на полуоси 𝑡 > 0 в двух случаях: 𝜆 > 𝜆0 и 9𝛾𝜆 > 2𝛾0𝜆0 или
𝜆 < 𝜆0 и 9𝛾𝜆 < 2𝛾0𝜆0. В случае 𝛾0 = 0, когда Π0(𝑡) = const (нет объем-
ной ползучести), имеем 𝜃 = 𝛽0𝜎0(𝑡), 𝜀⊥ = 1

18𝑏[(2𝛽0 − 9𝛽)𝑡 + 9𝛾𝜆−1(1 − 𝑒−𝜆𝑡)],

�̇�⊥ = 1
18𝑏[(9𝛾𝑒

−𝜆𝑡+2𝛽0− 9𝛽)], и (единственная) точка экстремума 𝜀⊥(𝑡) суще-
ствует при условии 𝐻 := (9𝛽 − 2𝛽0)/(9𝛾) ∈ (0; 1), а в противном случае 𝜀⊥(𝑡)
монотонна при всех 𝑏.

На рис. 2, а приведены графики деформаций 𝜀11(𝑡) (кривые 1ҫ3), 𝜃(𝑡)/3
(кривые 4ҫ6) и 𝜀⊥(𝑡) = 𝜀22 (кривые 7ҫ9) для скорости нагружения 𝑏 = 0.01,
порожденные (см. (7), (9), (10)) тремя моделями вида (17) с одинаковыми
сдвиговыми ФП Π(𝑡) (𝜆 = 0.1, 𝛽 = 0.010, 𝛾 = 0.008 и 𝜏 = 𝜆−1 = 10) и разными
объемными ФП Π0(𝑡), отличающимися временами ретардации 𝜏0 = 𝜆−1

0 :
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1) с 𝜆0 = 0.01 < 𝜆— кривые 1, 4, 7;
2) с 𝜆0 = 𝜆 = 0.1— кривые 2, 5, 8;
3) с 𝜆0 = 1 > 𝜆— кривые 3, 6, 9.

Значения 𝛽0 = 0.035 и 𝛾0 = 0.015 одинаковы у всех моделей. Примечатель-
ны немонотонность (наличие точки максимума) и смена знака поперечной
деформации 𝜀⊥(𝑡) (кривые 7ҫ9, 13). Штрих-пунктирные линии 11, 12, 13 —
деформации для модели с 𝜆 = 0, т. е. модели с упругим объемным дефор-
мированием и тем же мгновенным объемным модулем 𝐾 = (𝛽0 − 𝛾0)

−1 = 50,
а линии 11

′, 12
′, 13

′ — для модели с 𝛾0 = 0, т. е. объемно-упругой модели
с тем же длительным модулем 𝐾∞ = 𝛽−1

0 ≈ 29. Кривые деформирования
этих двух моделей дают нижнюю и верхнюю оценки снизу для деформаций
всех моделей с 𝜆 > 0, а также минимальный и максимальный интервалы
положительности 𝜀⊥(𝑡) в окрестности нуля.

Пример 2. Рассмотрим фрактальную модель Максвелла cо степенными
ФП и непрерывными спектрами ретардации и релаксации:

Π = 𝐵+𝐴𝑡𝑢, Π0 = 𝐵0+𝐴0𝑡
𝑤, 𝑢, 𝑤 ∈ (0; 1), 𝐵,𝐵0 > 0, 𝐴,𝐴0 > 0, (18)

Здесь 𝐺 = 1/Π(0) = 𝐵−1, 𝐺∞ = 1/Π(∞) = 0, 𝐾 = 1/Π0(0) = 𝐵−1
0 , 𝐾∞ =

= 1/Π0(∞) = 0. Так как 𝑄 = 𝐵𝑡+𝐴(𝑢+1)−1𝑡𝑢+1 и 𝑄0 = 𝐵0𝑡+𝐴0(𝑤+1)−1𝑡𝑤+1,
согласно (10) имеем

𝜀⊥ =
1

18
𝑏
(︀
2𝐵0𝑡− 9𝐵𝑡+ 2𝐴0(𝑤 + 1)−1𝑡𝑤+1 − 9𝐴(𝑢+ 1)−1𝑡𝑢+1

)︀
,

�̇�⊥ =
1

18
𝑏(2𝐵0 − 9𝐵 + 2𝐴0𝑡

𝑤 − 9𝐴𝑡𝑢).

a b

Рис. 2. Графики деформаций, вычисленные по формулам (7), (9), (10): a) для моделей
вида (17); b) для моделей вида (18)

[Figure 2. Strains (7), (9), (10) as functions of time at stress rate b = 0.01: (a) curves ε11(t) (1ҫ3),
θ(t)/3 (4ҫ6), and ε⊥ = ε22 (7ҫ9) generated by the models (17) with different bulk compliances
(with various retardation times); (b) curves generated by the model (18) with different bulk
compliances which differ in the exponent value: curves 1, 4, 7 (w = 0.2 < u), curves 2, 5, 8 and
3, 6, 9 (w = u = 0.5), curves 11, 12, 13 (w = 0.8 > u) are strains ε11, θ(t)/3 and ε⊥ generated

by the model with A0 = 0 neglecting bulk creep (i.e. simulating elastic bulk deformation)]
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Очевидно, если 𝑤 > 𝑢, то при 𝑡 → ∞ поперечная деформация 𝜀⊥(𝑡) → +∞
и 𝜀⊥(𝑡) возрастает при достаточно больших 𝑡, а если 𝑤 < 𝑢, то 𝜀⊥(𝑡) → −∞
и убывает. Если 𝑤 = 𝑢, то 𝜀⊥ = 1

18𝑏𝑡[2𝐵0 − 9𝐵 + (2𝐴0 − 9𝐴)(𝑢 + 1)−1𝑡𝑢],
уравнение для точек экстремума (2𝐴0−9𝐴)𝑡𝑢 = 9𝐵−2𝐵0 имеет единственное

решение 𝑡 = 𝐶1/𝑢, 𝐶 := (9𝐵 − 2𝐵0)/(2𝐴0 − 9𝐴) при условии 𝐶 > 0 (𝑡 точка
максимума 𝜀⊥(𝑡), если 9𝐵− 2𝐵0 < 0 и 2𝐴0 − 9𝐴 < 0, и точка минимума, если
9𝐵 − 2𝐵0 > 0 и 2𝐴0 − 9𝐴 > 0), а при 𝐶 6 0 деформация 𝜀⊥(𝑡)— монотонная
функция на полуоси 𝑡 > 0: убывающая при 2𝐴0 − 9𝐴 < 0 и возрастающая
при 2𝐴0 − 9𝐴 > 0. При 𝑤 ̸= 𝑢 𝜀⊥(𝑡) может иметь и две точки экстремума,
поскольку 𝜀⊥ = 1

18𝑏(2𝐴0𝑤𝑡
𝑤−1 − 9𝐴𝑢𝑡𝑢−1) и �̇�⊥(𝑡) имеет ровно одну точку

экстремума 𝑡 = (9𝐴𝑢/2𝐴0𝑤)
1/(𝑤−𝑢).

На рис. 2, b приведены графики деформаций 𝜀11(𝑡) (кривые 1ҫ3), 𝜃(𝑡)/3
(кривые 4ҫ6) и 𝜀⊥(𝑡) = 𝜀22 (кривые 7ҫ9), для 𝑏 = 0.01, порожденных тремя
моделями вида (18) с одинаковыми сдвиговыми ФП Π(𝑡) (c 𝑢 = 0.5, 𝐴 = 0.05,
𝐵 = 0.05) и разными объемными ФП Π0(𝑡):

1) с 𝑤 = 0.2 < 𝑢— кривые 1, 4, 7;
2) с 𝑤 = 𝑢 = 0.5— кривые 2, 5, 8;
3) с 𝑤 = 0.8 > 𝑢— кривые 3, 6, 9.

Параметры 𝐴0 = 0.1, 𝐵0 = 0.01 фиксированы. В случае 𝑤 = 0.8 > 𝑢 дефор-
мация 𝜀⊥(𝑡) имеет точку минимума (кривая 9 — при 𝑡 ≈ 25, т.е. за пределами
рисунка), далее возрастает и становится положительной. Чтобы проиллюст-
рировать этот эффект, приведена деформация 𝜀⊥(𝑡) модели с 𝐴0 = 0.2 (вмес-
то 𝐴0 = 0.1), 𝐵0 = 0.01 и 𝑤 = 0.8 (штриховая кривая 10). Отметим, что
𝜀⊥(𝑡) меняет знак с плюса на минус, в отличие от 𝜀⊥(𝑡) модели (17), меняю-
щей знак с минуса на плюс (рис. 2, a). Штрих-пунктирные линии 11, 12, 13 —
деформации 𝜀11, 𝜃/3 и 𝜀⊥ для модели с 𝐴0 = 0 (и 𝐵0 = 0.01), т. е. модели
с линейно-упругим объемным деформированием.

На рис. 3, a приведены диаграммы объемного, осевого и поперечного де-
формирования (11), (12) для тех же моделей (18) (и с той же нумерацией
кривых 1ҫ13), что и на рис. 2, b, но в форме зависимостей осевого напряже-
ния 𝜎11 = 𝑏𝑡 (при 𝑏 = 0.01) от деформаций 𝜀11, 𝜀⊥ и 𝜃. Точкам экстремума
кривых 𝜀⊥(𝑡) с рис. 2, b соответствуют точки с вертикальной касательной на
кривых на 9, 10, 20 рис. 3, a. Дополнительная штриховая кривая 20 — диа-
грамма 𝜎11(𝜀⊥, 𝑏) модели с 𝐴0 = 0.2, 𝐵0 = 0.01 и 𝑤 = 0.8 (как и 10), но для
скорости нагружения 𝑏 = 0.02.

На рис. 3, b приведены диаграммы осевого и поперечного деформирова-
ния (12) модели (18) с 𝑤 = 0.8, 𝐴0 = 0.1, 𝐵0 = 0.01 (кривые 1ҫ5 и 6ҫ10)
и модели с 𝐴0 = 0, т. е. без объемной ползучести (штрих-пунктирные ли-
нии 1

′ҫ5
′ и 6

′ҫ10
′) для разных скоростей нагружения: кривые 1ҫ5 и 1

′ҫ5
′ —

ДД 𝜎11(𝜀11, 𝑏) для 𝑏 = 0.001; 0.01; 0.1; 1; 10, а кривые 6ҫ10 и 6
′ҫ10

′ — попе-
речные ДД 𝜎11(𝜀⊥, 𝑏) для 𝑏 = 0.001; 0.005; 0.010; 0.015; 0.020. Для осевых
ДД скорости пробегают четыре порядка, а не один, поскольку скоростная
чувствительность поперечных ДД 6ҫ10 значительно выше. Осевые ДД двух
моделей схожи по форме, а их отклонение друг от друга уменьшается с ро-
стом 𝑏. Поперечные ДД 6

′ҫ10
′ модели без объемной ползучести качественно

совершенно иные — все они однозначны, монотонны и выпуклы вверх (𝜀⊥(𝑡)
не меняет знак и не имеет точки минимума), в отличие от ДД 6ҫ10 модели
с объемной ползучестью.
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a b

Рис. 3. Диаграммы осевого и поперечного деформирования: a) для четырех моделей (18)
при b = 0.01; b) для модели (18) с w = 0.8 и модели без объемной ползучести при разных

скоростях нагружения

[Figure 3. Stress-strain curves for axial and lateral strains: (a) dependences of strains ε11, ε⊥ and
θ on stress σ11 = bt generated by four models (17) at stress rate b = 0.01; numeration of curves
coincides with the numeration on Fig. 2,b; (b) stress-strain curves σ11(ε11, b) and σ11(ε⊥, b)
generated by the model (18) with w = 0.8 (curves 1ҫ5 and 6ҫ10) or by the model neglecting bulk
creep (dot-dashed curves 1

′ҫ5
′ and 6

′ҫ10
′) at different stress rates (b = 0.001; 0.01; 0.1; 1; 10

for axial strains and b = 0.001; 0.005; 0.01; 0.015; 0.02 for lateral strains)]

3. Коэффициент поперечной деформации при растяжении с пос-
тоянной скоростью. Поделив (10) на (9), найдем КПД при нагружении (4):

𝜈(𝑡) = − 𝜀⊥
𝜀11

=
1

2

9𝑏𝑄(𝑡)− 2𝑏𝑄0(𝑡)

9𝑏𝑄(𝑡) + 𝑏𝑄0(𝑡)
=

1

2
− 3𝑄0(𝑡)

18𝑄(𝑡) + 2𝑄0(𝑡)
, (19)

или

𝜈(𝑡) = 𝑓(𝑧𝜉), 𝑓(𝑥) :=
1

2
− 3𝑥

6 + 2𝑥
= −1 +

9

6 + 2𝑥
, (20)

𝜉(𝑡) :=
3𝜀0
𝜀

=
𝜃

𝜀
=
𝑧

3

𝑄0(𝑡)

𝑄(𝑡)
. (21)

Здесь 𝜉(𝑡)— параметр вида деформированного состояния, 𝑧 = sgn 𝑏 = ±1,

𝜀 =
(︀
2
3𝑒𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗

)︀1/2
= |𝑏|𝑄(𝑡)— интенсивность деформаций. Аналогичный пара-

метр вида напряженного состояния 𝜉𝜎 := 3𝜎0(𝑡)/𝜎(𝑡) = 𝑏𝑡/(|𝑏|𝑡) = 𝑧 не зави-
сит от времени. Независимость КПД (и параметра (21)) от скорости нагру-
жения и ее знака — существенное отличие линейного ОС (1) от нелинейных
ОС вязкоупругости. Это свойство, если оно не выполняется в испытани-
ях некоторого материала на нагружение с разными скоростями, можно ис-
пользовать как индикатор нелинейности его поведения и неприменимости
линейного ОС (1). Если же оно выполняется (см., например, [20]), то это
аргумент в пользу гипотезы о линейно-вязкоупругом поведении материала.

Так как 𝑄(𝑡) > 0 и 𝑄0(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, то 𝜃 > 0, 𝜉 > 0 и 𝜈(𝑡) 6 0.5. Из
𝑄(𝑡) > 0 (т. е. из Π(𝑡) > 0) следует оценка снизу: 𝜈(𝑡) > −1. Таким образом,
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для любых ФП в ОС (1) верна оценка

−1 < 𝜈(𝑡) < 0.5, 𝑡 > 0. (22)

Покажем, что она точна. Так как �̇� = Π и �̇�0 = Π0, по правилу Лопита-
ля пределы 𝜉(0+) и 𝜉(∞) при 𝑡 → 0+ и 𝑡 → +∞ совпадают с пределами
отношения 𝑃 := 1

3𝑧Π0(𝑡)/Π(𝑡):

𝜉(0+) = 𝑃 (0), 𝜉(∞) = 𝑃 (∞), 𝜈(0+) = 𝑓(𝑃 (0)), 𝜈(∞) = 𝑓(𝑃 (∞)). (23)

Поэтому для моделей с Π0(0) = 0 (объемно нерегулярных) и Π(0) ̸= 0 форму-
ла (21) дает в пределе при 𝑡 → 0+ величину 𝜉(0+) = 0 и по (20) 𝜈(0+) = 0.5
для любого 𝑏 > 0, а для моделей с Π(0) = 0 и Π0(0) ̸= 0 𝜉(0+) = ∞ и по (20)
𝜈(0+) = −1.

Из (23) следует, что функция 𝜈(𝑡) всегда имеет горизонтальную асимпто-
ту при 𝑡→ +∞, поскольку предел 𝜈(∞) (равновесное значение КПД) всегда
конечен: 𝜈(∞) = −1, если 𝑃 (∞) = ∞, и 𝜈(∞) ∈ (−1; 0, 5], если 𝑃 (∞) <∞.
Кроме того, начальное и равновесное значения КПД при нагружении (4) та-
кие же, как в условиях ползучести при постоянном напряжении [67].

КПД (19) при нагружении (4) может быть отрицательным, поскольку воз-
можно 𝜀⊥(𝑡) > 0. Критерий отрицательности 𝜈(𝑡) на некотором интервале
времени при растяжении имеет вид

𝑄0(𝑡) >
9

2
𝑄(𝑡). (24)

В зависимости от конкретных свойств ФП (от структуры множества нулей
𝑍 := {𝑡 | 𝑡 > 0, 𝑄0(𝑡) = 4.5𝑄(𝑡)} функции 𝜀⊥(𝑡)) эта область (24) может быть
пустой, может совпадать с полуосью 𝑡 > 0, а может состоять из нескольких
компонент связности (интервалов). Если Π(∞) < ∞ и Π0(∞) > 4.5Π(∞), то
область (24) содержит луч 𝑡 > 𝑡*, где 𝑡* = sup𝑍 < ∞. Если Π0(0) > 4.5Π(0),
то область (24) содержит правую окрестность нуля (0; 𝑡0), где 𝑡0 = inf 𝑍 > 0.

Из (19) следует, что КПД 𝜈(𝑡), вообще говоря, не постоянен. Критерий
независимости КПД от времени при растяжении с постоянной скоростью
(т. е. критерий постоянства 𝜉(𝑡) = 𝑘, 𝑘 > 0, в силу (20) налагает связь на
сдвиговую и объемную ФП ОС (1): 𝑄0(𝑡) = 3𝑘𝑄(𝑡) при 𝑡 > 0, т. е.

Π0(𝑡) = 3𝑘Π(𝑡), 𝑡 > 0. (25)

В силу (20) 𝑘 = 3(0.5 − 𝜈)/(1 + 𝜈). Очевидно, тождество (25) обеспечивает
(в силу ОС (1)) постоянство КПД при одноосном нагружении по любой про-
грамме 𝜎11(𝑡). В частности, тождество (25) выполняется для несжимаемого
материала (с Π0(𝑡) ≡ 0), когда 𝜈(𝑡) ≡ 0.5 по (19).

КПД (19) при нагружении (4) не обязан быть монотонной функцией. По-
скольку из (20) имеем

�̇�(𝑡) = −3
𝜉(𝑡)(6 + 2𝜉(𝑡))− 2𝜉(𝑡)𝜉(𝑡)

(6 + 2𝜉(𝑡))2
= − 18𝜉(𝑡)

(6 + 2𝜉(𝑡))2
,

685



Хо х л о в А. В.

то знаки �̇�(𝑡) и −𝜉(𝑡) одинаковы, и поэтому совпадают интервалы монотон-
ности 𝜈(𝑡) и −𝜉(𝑡):

𝜉(𝑡) =
1

3
𝑄(𝑡)−2𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡) := Π0(𝑡)𝑄(𝑡)−𝑄0(𝑡)Π(𝑡). (26)

Критерий возрастания КПД (убывания 𝜉(𝑡)) на некотором интервале времени
имеет вид 𝑦(𝑡) 6 0, т. е. 𝑄0(𝑡)/Π0(𝑡) > 𝑄(𝑡)/Π(𝑡), а необходимое условие
экстремума — 𝑦(𝑡) = 0, т. е.

𝑄0(𝑡)/Π0(𝑡) = 𝑄(𝑡)/Π(𝑡). (27)

Если равенство (27) выполняется на некотором интервале времени (не обя-
зательно совпадающем с полуосью 𝑡 > 0), то �̇� = 0 и 𝜈(𝑡) = const на этом
интервале.

Пример 3. Для модели (18) по формуле (23) имеем 𝜉(0) = 𝐵0/(3𝐵), 𝜈(0) =
= −1 + 27[18 + 2𝐵0/𝐵]−1, а при 𝑡 → ∞ графики 𝜈(𝑡) обладают горизонталь-
ными асимптотами:

ҫ 𝜉(∞) = 0, 𝜈(∞) = 0.5 при 𝑢 > 𝑤;
ҫ 𝜉(∞) = +∞, 𝜈(∞) = −1 при 𝑢 < 𝑤;
ҫ 𝜉(∞) = 𝐴0/(3𝐴), 𝜈(∞) = −1 + 27[18 + 2𝐴0/𝐴]

−1 при 𝑢 = 𝑤
(в первых двух случаях асимптоты не зависят от параметров модели, и при
больших временах моделируемый материал ведет себя как несжимаемый или
как не меняющий форму). Функцию

𝑦(𝑡) = (𝐵0 +𝐴0𝑡
𝑤)[𝐵𝑡+𝐴(𝑢+ 1)−1𝑡𝑢+1]− [𝐵0𝑡+𝐴0(𝑤 + 1)−1𝑡𝑤+1](𝐵 +𝐴𝑡𝑢)

из (26) можно привести к виду

𝑦 = 𝐴𝐵0[(𝑢+ 1)−1 − 1]𝑡𝑢+1 −𝐴0𝐵[(𝑤 + 1)−1 − 1]𝑡𝑤+1+

+𝐴0𝐴[(𝑢+ 1)−1 − (𝑤 + 1)−1]𝑡𝑢+𝑤+1.

Если 𝑤 = 𝑢, то 𝑦 = (𝐴0𝐵−𝐴𝐵0)𝑢(𝑢+1)−1𝑡𝑢+1, и потому КПД — монотонная
функция:

ҫ при 𝐴0𝐵 > 𝐴𝐵0 𝑦(𝑡) > 0 и КПД убывает на всем луче 𝑡 > 0;
ҫ при 𝐴0𝐵 < 𝐴𝐵0 𝑦(𝑡) < 0 и КПД возрастает на луче 𝑡 > 0;
ҫ при 𝐴0𝐵 = 𝐴𝐵0 𝜈(𝑡) = const.

В частности, если 𝐴0 = 0 и Π0(𝑡) = 𝐵0 = const (такая ФП моделирует упругое
изменение объема), то функция 𝜉(𝑡) = 𝑐𝑡/[3𝑄(𝑡)] убывает, а КПД

𝜈(𝑡) = 0.5− 3𝐵0[18(𝐵 +𝐴(𝑢+ 1)−1𝑡𝑢) + 2𝐵0]
−1

возрастает на полуоси 𝑡 > 0, 𝜈(∞) = 0.5, 𝜈(0+) = −1 + 27
2 (9 + 𝐵0/𝐵)−1

и 𝜈(0+) < 0 при 𝐵0/𝐵 > 4.5. Если 𝑤 ̸= 𝑢 и 𝐴0 ̸= 0, то 𝑦(𝑡) и �̇�(𝑡) могут менять
знак и КПД может быть немонотонным.

На рис. 4 приведены графики КПД 𝜈(𝑡) при нагружении (4) трех моделей
семейства (18) с одинаковыми сдвиговыми ФП Π (c 𝑢 = 0.5, 𝐴 = 0.5, 𝐵 = 1)
и разными объемными ФП Π0: с 𝑤 = 𝑢 = 0.5 (штриховые кривые 0, 1, 2, 3, 5,
7), с 𝑤 = 0.2 < 𝑢 (кривые 0

′, 1
′, 2

′, 3
′, 5

′, 7
′) и с 𝑤 = 0.8 > 𝑢 (кривые 0

′′, 1
′′,
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2
′′, 3

′′, 5
′′, 7

′′). Параметр 𝐴0 = 1 фиксирован, а номера кривых соответствуют
разным значениям 𝐵0 = 0; 1; 2; 3; 5; 7 для каждой из трех моделей (с ростом
𝐵0, т. е. с уменьшением мгновенного объемного модуля 𝐾 = 𝐵−1

0 , график
𝜈(𝑡) смещается вниз). При каждом 𝐵0 начальные значения 𝜈(0) одинаковы
у всех трех моделей (и убывают с ростом 𝐵0), а горизонтальные асимптоты
при 𝑡→ ∞ различны (и не зависят от 𝐵0): 𝜈(∞) = 0.5 у всех моделей с 𝑤 < 𝑢,
𝜈(∞) = −1 у всех моделей с 𝑤 > 𝑢 и 𝜈(∞) = −1 + 27[18 + 2𝐴0/𝐴]

−1 = 5/22
при 𝑤 = 𝑢. Асимптота штриховых кривых 0ś7 𝜈 = 5/22 совпадает с кривой
(прямой) 2, поскольку при 𝑤 = 𝑢 и 𝐵0 = 2 будет 𝐴0𝐵 = 𝐴𝐵0 и 𝜈(𝑡) = const.
Примечательны перемены знака и немонотонность 𝜈(𝑡) (кривая 5

′′ меняет
знак даже дважды). Для сравнения приведены два графика 𝜈(𝑡) модели с ли-
нейно-упругим изменением объема, т. е. с 𝐴0 = 0 (штрих-пунктирные кривые
11 и 17): они монотонно возрастают и 𝜈(∞) = 0.5. На рис. 4, b приведены те
же графики КПД, что и на рис. 4, a, но на большем интервале времени.

a b

Рис. 4. Графики коэффициента Пуассона моделей семейства (18) с одинаковыми сдвиго-
выми функциями ползучести Π(t) и разными значениями параметров w и B0

[Figure 4. Dependence of the Poisson’s ratio on time generated by the models (18) with the
same shear compliance Π(t) (with u = 0.5, A = 0.5, B = 1) and different bulk compliances
varying in values of parameters B0 and w: w = u = 0.5 (dashed curves 0, 1, 2, 3, 5, 7 for
B0 = 0; 1; 2; 3; 5; 7), w = 0.2 < u (curves 0

′, 1
′, 2

′, 3
′, 5

′, 7
′) and w = 0.8 > u (curves 0

′′, 1
′′,

2
′′, 3

′′, 5
′′, 7

′′); red dot-dashed curves 11 and 17 depict the Poisson’s ratio generated by the
model with A0 = 0 neglecting bulk creep (i.e. simulating elastic bulk deformation) for B0 = 1

and B0 = 7; Fig. b shows the same curves on a larger interval of time than Fig. a]

4. Об индикаторах (не)применимости и способах идентифика-
ции ОС (1) по испытаниям на нагружение с постоянной скоростью.
Выше найдены несколько характерных качественных свойств кривых де-
формирования и коэффициента Пуассона, которые удобно контролировать
в испытаниях материалов и использовать как индикаторы границы обла-
сти линейного поведения материала (индикаторы неприменимости линейного
ОС (1)) по данным серии нагружений с постоянной скоростью. К ним, ко-
нечно, следует добавить количественные индикаторы. Один из них — незави-
симость КПД (19) от скорости нагружения. Из (9), (10) также следует, что
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отношения 𝜀11(𝑡, 𝑏2)/𝜀11(𝑡, 𝑏1) и 𝜀⊥(𝑡, 𝑏2)/𝜀⊥(𝑡, 𝑏1) в испытаниях с разными ско-
ростями нагружения 𝑏𝑖 не зависят от времени:

𝜀11(𝑡, 𝑏2)/𝜀11(𝑡, 𝑏1) = 𝑏2/𝑏1, 𝜀⊥(𝑡, 𝑏2)/𝜀⊥(𝑡, 𝑏1) = 𝑏2/𝑏1. (28)

Если анализ данных испытаний материала показывает, что все необходи-
мые индикаторы применимости линейного ОС (1) выполняются с удовлетво-
рительной точностью и потому нет «противопоказаний» к его использованию
для моделирования, то можно идентифицировать ОС (1) по данным всего
одного испытания по программе (4) с некоторой (малой) скоростью 𝑏, в ко-
тором регистрируются как продольная, так поперечная деформации 𝜀11(𝑡, 𝑏)
и 𝜀⊥(𝑡, 𝑏). В самом деле, можно найти обе ФП Π(𝑡) и Π0(𝑡) (на интервале
времени, равном времени испытаний), определив сначала их первообразные
𝑄 и 𝑄0 из системы уравнений (9), (10):

𝜀11(𝑡, 𝑏)− 𝜀⊥(𝑡, 𝑏) =
3

2
𝑏𝑄(𝑡), 𝜀11(𝑡; 𝑏) + 2𝜀⊥(𝑡; 𝑏) = 𝑏𝑄0(𝑡). (29)

Повысить точность определения Π(𝑡) и Π0(𝑡) можно стандартным способом:
осреднив результаты, полученные по испытаниям при нескольких значениях
𝑏 = 𝑏𝑖 в интересующем диапазоне скоростей нагружения. Можно также ис-
ключить процедуру численного дифференцирования функции 𝑄 и 𝑄0 и рас-
ширить интервал времени, на котором определяются ФП, если напрямую
определить Π(𝑡) и Π0(𝑡) из одного испытания на ползучесть при некотором
уровне напряжения �̄� по измеренным деформациям [67]:

Π(𝑡) =
2

3
(𝜀11(𝑡, �̄�)− 𝜀⊥(𝑡, �̄�))/�̄�, Π0(𝑡) = 3(𝜀11(𝑡, �̄�) + 2𝜀⊥(𝑡, �̄�))/�̄�. (30)

Целесообразно сочетание испытаний этих двух типов (например, в од-
ном испытании на ползучесть с начальной стадией нагружения с постоянной
скоростью до заданного уровня напряжения), поскольку испытания на пол-
зучесть позволяют найти ФП на достаточно длительных интервалах времени
(но не позволяют найти их в окрестности нуля), а испытания на нагружение
с постоянными скоростями позволяют найти мгновенные сдвиговые и объем-
ный модули и уточнить значения ФП при малых (не слишком) временах, тех,
которые приходится отсекать в данных испытаний на ползучесть и релакса-
цию по правилу ҡten times ruleә.

5. Свойства модели с условием постоянства коэффициента Пуас-
сона. Постулат о независимости КПД от времени очень часто применяется
для существенного упрощения решения краевых задач вязкоупругости. Кри-
терий независимости КПД от времени (25) налагает связь Π0(𝑡) = 3𝑘Π(𝑡) на
ФП ОС (1), управляющие сдвиговыми и объемными деформациями, и пре-
вращает ОС (1) в модель с одной материальной функцией Π(𝑡) и одним
параметром 𝜈 ∈ (−1; 0.5) (или параметром 𝑘 = 3(0.5 − 𝜈)/(1 + 𝜈), его фи-
зический смысл — отношение сдвигового и объемного модулей: 𝑘 = 𝐺/𝐾 =
= 1

3Π0(∞)/Π(∞)). В этом случае выражения (9) и (10) для деформаций при
нагружении (4) принимают вид

𝜀11(𝑡; 𝑏) = 𝑏
(︁
1 +

𝑘

3

)︁
𝑄(𝑡), 𝜀⊥(𝑡; 𝑏) = 𝑏

(︁
−1

2
+
𝑘

3

)︁
𝑄(𝑡), (31)
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т. е. осевые и поперечные кривые деформирования оказываются подобными
(отношение любых двух из них не зависит от времени и скорости нагруже-
ния), а 𝜀⊥(𝑡) не имеет ни точек экстремума, ни точек перегиба (в отличие
от общего случая ОС (1) с двумя ФП): если 𝑘 < 3/2 (т. е. 𝜈 > 0), то 𝜀⊥
отрицательна, убывает и выпукла вверх при 𝑡 > 0, а если 𝑘 > 3/2 (т. е.
𝜈 < 0), 𝜀⊥ положительна, возрастает и выпукла вниз при 𝑡 > 0 (как и осевая
деформация 𝜀11).

Таким образом, постулат о постоянстве КПД не только игнорирует всю
специфику эволюции КПД реономных материалов во времени (которую, как
доказано выше, способно качественно описывать ОС (1) с двумя ФП), но
и радикально обрезает спектр возможных форм кривых поперечного дефор-
мирования 𝜀⊥(𝑡) (и кривых релаксации и ползучести [67]): они не могут иметь
ни точек экстремума, ни точек перегиба, ни перемен знака.

Указанные специфические свойства семейств кривых деформирования
(31) удобно проверять в испытаниях материалов по программам (4) с разны-
ми скоростями нагружения 𝑏, в которых регистрируются продольная и попе-
речная деформации, и использовать как индикаторы (не)применимости по-
стулата о постоянстве коэффициента Пуассона в сочетании с ОС (1) (перед
этим, конечно, следует еще проверить выполнение базовых индикаторов при-
менимости линейного ОС (1) с двумя ФП, например, независимость КПД
от скорости 𝑏 и независимость отношений (28) от времени). Их нарушение
в интересующем диапазоне времен и скоростей нагружения свидетельствует
о неприемлемости этого постулата. Отметим, что при 𝑡 → +∞ КПД 𝜈(𝑡),
как было доказано для ОС (1) в общем случае, стремится к горизонталь-
ной асимптоте, и потому при достаточно больших временах за пределами
некоторого начального интервала времени модель с постоянным КПД может
оказаться удовлетворительной (и важный вопрос, требующий исследования
и четких формулировок в конкретных задачах — надежная оценка длитель-
ности этого «интервала неадекватности» постулата о постоянстве КПД).

6. Свойства модели, пренебрегающей объемной ползучестью, ин-
дикаторы ее неприменимости. Исследуем характерные особенности ОС (1)
с Π0(𝑡) = 𝑐 = const и произвольной сдвиговой ФП Π(𝑡), т. е. модели с линей-
но-упругой зависимостью объемной деформации (УОД) от среднего напря-
жения: 𝜃 = 𝑐𝜎0 (параметр 𝑐 > 0 задает объемный модуль 𝐾 = 𝑐−1). В этом
случае для нагружения (4) имеем 𝑄0 = 𝑐𝑡,

𝜃 =
1

3
𝑏𝑐𝑡, 𝜀11(𝑡; 𝑏) = 𝑏𝑄(𝑡) +

1

9
𝑏𝑐𝑡, 𝜀⊥(𝑡, 𝑏) = −1

2
𝑏𝑄(𝑡) +

1

9
𝑏𝑐𝑡, (32)

𝜉(𝑡) =
1

3

𝑧𝑐𝑡

𝑄(𝑡)
, 𝜈(𝑡) = −1 +

27

2

[︁
9 +

𝑐𝑡

𝑄(𝑡)

]︁−1
=

1

2
− 3

2
𝑐
[︁
9
𝑄(𝑡)

𝑡
+ 𝑐

]︁−1
. (33)

При 𝑐 = 0 получим модель несжимаемого материала: 𝜈(𝑡) ≡ 0.5, 𝜀11 =
= 𝑏𝑄(𝑡), 𝜀⊥ = −0.5𝑏𝑄(𝑡) и поперечная деформация всегда отрицательна,
убывает и выпукла вверх на всей полуоси 𝑡 > 0.

При 𝑐 > 0 из (32) следует, что для любого 𝑏 > 0 осевая деформация 𝜀11(𝑡)
возрастает и выпукла вниз при 𝑡 > 0 (как и в общем случае), а попереч-
ная деформация 𝜀⊥(𝑡) выпукла вверх (в отличие от общего случая, когда она
может иметь точки перегиба), но не обязана быть монотонной и может
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менять знак. Действительно,

�̇�⊥(𝑡) = −1

2
𝑏Π(𝑡) +

1

9
𝑏𝑐, 𝜀⊥(𝑡) = −1

2
𝑏Π̇(𝑡) < 0,

уравнение для точек экстремума 𝜀⊥(𝑡) имеет вид Π(𝑡) = 4.5𝑐, и в силу воз-
растания Π(𝑡) возможны только три случая:

1) если Π(0) < 2
9𝑐 < Π(∞), то 𝜀⊥(𝑡) имеет (единственную) точку макси-

мума 𝑡𝑚 на полуоси 𝑡 > 0 и положительна в некоторой правой окрест-
ности нуля (а 𝜈(𝑡) < 0 в этой окрестности);

2) если 2
9𝑐 > Π(∞), то 𝜀⊥(𝑡) возрастает и 𝜀⊥(𝑡) > 0 (а 𝜈(𝑡) < 0) при 𝑡 > 0;

3) если 2
9𝑐 6 Π(0), то 𝜀⊥(𝑡) убывает на полуоси 𝑡 > 0 и 𝜀⊥(𝑡) < 0.

Второй случай реализуем только для моделей с ограниченной ФП (и нереали-
зуем, например, для ФП вида (18) или вида (6) с 𝛼 > 0 и для параллельных
соединений любого числа моделей Максвелла). Третий случай невозможен
для моделей с Π(0) = 0 (например, с ФП Π = 𝐴𝑡𝑢 или для последовательных
соединений моделей Фойгта); у таких моделей всегда 𝜀⊥(𝑡) > 0 и 𝜈(𝑡) < 0
в интервале (0; 𝑡0), где 𝑡0 = ∞, если 2

9𝑐 > Π(∞), и 𝑡0 корень уравнения

𝑄(𝑡)𝑡−1 = 2
9𝑐, если 2

9𝑐 < Π(∞) (очевидно, существует единственный корень,

поскольку функция Θ = 𝑄𝑡−1 возрастает и Θ(∞) = Π(∞), 𝑡0 > 𝑡𝑚). Отметим,
что в условиях ползучести модель с УОД (и произвольной ФП Π) порождает
монотонную поперечную деформацию [67], а в случае нагружения (4) 𝜀⊥(𝑡)
может иметь точку максимума.

В общем случае ОС (1) с Π0(𝑡) ̸= const поперечная деформация (10),
как было доказано выше, может иметь не только точки максимума, но и
точки минимума, может менять знак не только с «плюса» на «минус», но и с
«минуса» на «плюс» (рис. 2) и не обязана быть выпуклой вверх функцией: она
может иметь точки перегиба. Таким образом, главные качественные отличия
модели с УОД — отсутствие точек перегиба и точек минимума у 𝜀⊥(𝑡),
неспособность описывать материалы, у экспериментальных кривых 𝜀⊥(𝑡)
которых такие точки есть.

Докажем, что для любой допустимой ФП Π(𝑡) (подчиняющейся ограни-

чениям Π(𝑡) > 0, Π̇(𝑡) > 0, Π̈(𝑡) 6 0, наложенным на ФП) и любого 𝑐 > 0 КПД
(33) модели с УОД возрастающая выпуклая вверх функция на полуоси 𝑡 > 0
(а 𝜉(𝑡)— убывающая выпуклая вниз функция), т. е. 𝜈(𝑡) не может иметь
точек экстремума и перегиба (в отличие от ОС (1) общего вида). По (26)

𝜉(𝑡) = 1
3𝑄(𝑡)−2𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝑐𝑄 − 𝑐𝑡Π и �̇� = −𝑐𝑡Π̇ < 0, поскольку Π(𝑡) возрас-

тает. Т. к. 𝑦(0) = 0, то 𝑦(𝑡) < 0 при всех 𝑡 > 0, 𝜉(𝑡) < 0, 𝜉(𝑡) убывает, а 𝜈(𝑡)
возрастает. Согласно (33)

�̇�(𝑡) = 54𝑐
𝑡Π−𝑄

(18𝑄+ 2𝑐𝑡)2
, 𝜈(𝑡) = 108𝑐

𝑡(9𝑄+ 𝑐𝑡)Π̇− 2(9Π + 𝑐)(𝑡Π−𝑄)

(18𝑄+ 2𝑐𝑡)3
.

Докажем, что числитель второй дроби 𝑔(𝑡) := 𝑡(9𝑄+ 𝑐𝑡)Π̇−2(9Π+ 𝑐)(𝑡Π−𝑄)
отрицателен при 𝑡 > 0, т. е. 𝜈(𝑡) < 0. Поскольку 𝑔(0) = 0, достаточно дока-
зать, что 𝑔(𝑡) убывает, т. е. �̇�(𝑡) < 0. Выражение для �̇�(𝑡) приводится к виду

�̇� = 𝑡(9𝑄 + 𝑐𝑡)Π̈ − 27(𝑡Π − 𝑄)Π̇. Так как 𝑄(𝑡) < 𝑡Π(𝑡) при 𝑡 > 0, то в силу
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ограничений Π(𝑡) > 0, Π̇(𝑡) > 0, Π̈(𝑡) 6 0 и 𝑄(𝑡) > 0 оба слагаемых форму-
лы для �̇�(𝑡) отрицательны, и потому 𝜈(𝑡) < 0. Аналогично доказывается, что

𝜉(𝑡) > 0.
Пределы функций 𝜉(𝑡) и 𝜈(𝑡) при 𝑡 → 0+ и 𝑡 → +∞ (т. е. их верхние

и нижние грани на интервале 𝑡 > 0 в силу монотонности) вычисляются по
(23) или непосредственно из (33) с учетом того, что 𝑄𝑡−1 → Π(0) при 𝑡→ 0+
и 𝑄𝑡−1 → Π(∞) при 𝑡→ +∞:

𝜉(0) =
1

3

𝑐

Π(0)
, 𝜉(∞) =

1

3

𝑐

Π(∞)
,

𝜈(0) = −1 +
27

2

(︁
9 +

𝑐

Π(0)

)︁−1
, 𝜈(∞) = −1 +

27

2

(︁
9 +

𝑐

Π(∞)

)︁−1
.

В зависимости от величин отношений 𝑐/Π(0) и 𝑐/Π(∞) (мгновенного и дли-
тельного модулей сдвига к объемному модулю упругости) оба предельных
значения 𝜈(0+) и 𝜈(∞) КПД (33) могут пробегать весь интервал значений
КПД (−1; 0.5) (см. (22)), в частности, если Π(0) = 0, то 𝜈(0) = −1. Таким об-
разом, пренебрежение объемной ползучестью не сужает диапазон возмож-
ных значений КПД и, в частности, диапазон его равновесных значений 𝜈(∞).
Очевидно, 𝜈(∞) = 0.5 тогда и только тогда, когда Π(∞) = ∞, т. е. ФП не
ограничена, а в случае Π(∞) <∞ 𝜈(∞) < 0.5 и 𝜈(∞) → −1 при 𝑐/Π(∞) → ∞.
Например, для модели (18) с 𝐴0 = 0, 𝐵0 = 𝑐 и любыми параметрами сдви-
говой ФП имеем 𝜈(∞) = 0.5, 𝜈(0+) = −1 + 27

9 (9 + 𝑐/𝐵)−1 и 𝜈(0+) < 0 при

𝐵0/𝐵 > 9
2 (см. штрих-пунктирные кривые 11 и 17 на рис. 4).

Критерий (24) отрицательности 𝜈(𝑡) на некотором интервале времени
принимает вид 𝑐 > 9

2𝑄(𝑡)𝑡−1. В отличие от общего случая, область отрица-
тельности КПД модели с УОД не может состоять из нескольких компонент
связности: поскольку функция 𝑄(𝑡)𝑡−1 возрастает и уравнение 9

2𝑄𝑡
−1 = 𝑐

имеет не более одного решения 𝑡0 при 𝑡 > 0, то эта область либо пуста (в слу-
чае 𝑐 6 9

2Π(0)), либо совпадает с интервалом (0; 𝑡0) (𝑡0 = ∞, если 𝑐 > 9
2Π(∞)).

Таким образом, пренебрежение объемной ползучестью хотя и не сужает
диапазон возможных значений КПД (и диапазон его мгновенных и равновес-
ных значений) и не лишает ОС (1) способности описывать смену знака КПД
и поперечной деформации и немонотонность 𝜀⊥(𝑡) (в случае Π(0) < 2

9𝑐 <
< Π(∞)), но все же заметно ограничивает эту способность и сильно обедняет
спектр возможных типов изменения 𝜀⊥(𝑡) и КПД (и ограничивает сферу
применимости модели):

1) 𝜀⊥(𝑡) не может иметь точки перегиба (всегда выпукла вверх);
2) 𝜀⊥(𝑡) может иметь не более одной точки экстремума и она может быть

лишь точкой максимума;
3) 𝜀⊥(𝑡) не может менять знак с «минуса» на «плюс» (см. рис. 2), а КПД

(33) с «плюса» на «минус»;
4) КПД не может иметь точки экстремума и перегиба и участки убы-

вания или выпуклости вниз (см. штрих-пунктирные кривые 11 и 17 на
рис. 4).

Их наличие у экспериментальной кривой 𝜈(𝑡)— индикаторы неприменимости
модели с УОД.

В силу (32) модель с УОД обладает еще одним весьма специфичным свой-
ством: при нагружениях вида (4) (в точке рабочей части образца) функция
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𝑉 (𝑡; 𝑏) := 𝜀11(𝑡; 𝑏) + 2𝜀⊥(𝑡; 𝑏) линейно зависит не только от скорости нагру-
жения 𝑏, но и от времени:

𝜀11(𝑡; 𝑏) + 2𝜀⊥(𝑡; 𝑏) =
1

3
𝑏𝑐𝑡. (34)

Поскольку функцию 𝑉 (𝑡; 𝑏) (в случае малых деформаций она, очевидно, сов-
падает с объемной деформацией 𝜃) удобно измерять в испытаниях материа-
лов, это простое свойство можно (и удобно) использовать как один из основ-
ных индикаторов применимости гипотезы об отсутствии объемной ползуче-
сти в сочетании с ОС (1) по результатам нескольких испытаний материала по
программам (4) с разными скоростями нагружения 𝑏, в которых регистриру-
ются продольная и поперечная деформации. Его нарушение свидетельствует
о неприемлемости постулата о линейно-упругой связи между объемной де-
формацией и средним напряжением. Перед этим, конечно, следует еще про-
верить выполнение базовых индикаторов применимости линейного ОС (1)
в общем виде (с двумя ФП), например, независимость КПД от скорости 𝑏
и независимость отношений (28) от времени.

Если эти необходимые признаки линейности и отсутствия объемной пол-
зучести выполняются в испытаниях с удовлетворительной точностью, можно
идентифицировать модель без объемной ползучести по данным всего одного
испытания по программе (4) с некоторым 𝑏: найти параметр 𝑐 (т. е. объем-
ный модуль𝐾) по (34), а сдвиговую ФП Π(𝑡) можно найти, определив сначала
𝑄(𝑡) из уравнения (32) для 𝜀11(𝑡, 𝑏) или из тождества (29). Конечно, опреде-
лить ФП можно и по формуле (30), используя данные одного испытания на
ползучесть.

Заключение. В работе изучены возможности линейного ОС вязкоупру-
гости (1) с двумя произвольными материальными функциями для изотроп-
ных материалов по описанию комплекса реологических эффектов, связан-
ных с поведением поперечной деформации при одноосных нагружениях с по-
стоянной скоростью. При минимальных ограничениях на функции объемной
и сдвиговой ползучести аналитически исследованы общие свойства кривых
объемного, осевого и поперечного деформирования (7), (9), (10) (и в форме
диаграмм 𝜎 − 𝜀 (13), (12)), порождаемых ОС (1) при нагружениях (4), и за-
висимости коэффициента поперечной деформации (КПД) (19) от времени,
изучено влияние на них характеристик обеих функций ползучести. В част-
ности доказано, что ОС (1) способно моделировать немонотонность и зна-
копеременность поперечной деформации 𝜀⊥(𝑡) и КПД, получены критерии
отрицательности КПД при нагружении (4), критерий его постоянства и кри-
терии его возрастания, убывания и немонотонности. Основные доказанные
утверждения собраны в теореме.

Теорема. Пусть функции ползучести Π(𝑡) и Π0(𝑡) в ОС (1) положитель-
ны, непрерывно дифференцируемы, возрастают и (нестрого) выпуклы вверх
при 𝑡 > 0. Тогда семейства кривых объемного, осевого и поперечного дефор-
мирования (7), (9), (10) и (11)ҫ(13), порождаемые ОС (1) при нагружениях
вида (4), и коэффициент Пуассона (19) обладают следующими свойствами.

1. Для любой скорости нагружения 𝑏 > 0 объемная и осевая деформации
(7), (9) и интенсивность деформаций 𝜀 = |𝑏|𝑄(𝑡) положительные, воз-
растающие и выпуклые вниз функции времени на полуоси 𝑡 > 0.

692



Анализ влияния объемной ползучести на кривые нагружения. . .

2. При любом 𝑏 > 0 диаграммы объемного и осевого деформирования (ДД )
𝜎0(𝜃, 𝑏) и 𝜎11(𝜀11, 𝑏) возрастают и выпуклы вверх при 𝜃 > 0 и 𝜀11 > 0,
и удовлетворяют двусторонним оценкам (14), (15), где 𝐾 = 1/Π0(0),
𝐾∞ = 1/Π0(∞), 𝐸 = [Π(0) + 1

9Π0(0)]
−1, 𝐸∞ = [Π(∞) + 1

9Π0(∞)]−1.
3. Семейства ДД 𝜎11(𝜀11, 𝑏) и 𝜎0(𝜃, 𝑏) возрастают по 𝑏 (положительная

скоростная чувствительность) и сходятся при 𝑏→ 0 к прямым 𝜎11 =
= 𝐸∞𝜀11 или 𝜎0 = 𝐾∞𝜃 (равновесным ДД ), а при 𝑏 → ∞ (и условии
Π0(0) ̸= 0) к прямым 𝜎11 = 𝐸𝜀11 или 𝜎0 = 𝐾𝜃 (мгновенным ДД ).

4. Поперечная деформация (10) (и ДД 𝜀⊥(𝜎11, 𝑏)) не обязана быть ни
монотонной, ни выпуклой вверх функцией: 𝜀⊥(𝑡, 𝑏) может убывать
или возрастать на всем интервале 𝑡 > 0, может иметь точки экс-
тремума и перегиба и менять знак ; уравнения для точек экстремума
и перегиба имеют вид Π0(𝑡) =

9
2Π(𝑡) или Π̇0(𝑡) =

9
2Π̇(𝑡) и не зависят

от 𝑏.
5. Отношения 𝜀11(𝑡, 𝑏2)/𝜀11(𝑡, 𝑏1), 𝜀⊥(𝑡, 𝑏2)/𝜀⊥(𝑡, 𝑏1) и 𝜃(𝑡, 𝑏2)/𝜃(𝑡, 𝑏1) де-

формаций (9), (10) и (7) для разных скоростей нагружения 𝑏𝑖 не за-
висят от времени и равны друг другу (см. (28)).

6. Семейства осевых, поперечных и объемных ДД 𝜎11(𝜀11, 𝑏), 𝜎11(𝜀⊥, 𝑏)
и 𝜎0(𝜃, 𝑏) (см. (12), (13))— инвариантны относительно однопарамет-
рической группы растяжений плоскости 𝜎 − 𝜀 : любая ДД 𝜎(𝜀, 𝑏) по-
лучается из ДД 𝜎(𝜀, 𝑏0) растяжением вдоль осей 𝜎 и 𝜀 с коэффициен-
том 𝑏/𝑏0.

7. Коэффициент поперечной деформации (КПД ) выражается формула-
ми (19) и (20), зависит лишь от отношения 𝑄0(𝑡)/𝑄(𝑡) материаль-
ных функций (8) и не зависит от скорости нагружения.

8. КПД меняется в диапазоне −1 < 𝜈(𝑡) < 0.5 и может менять знак ;
критерий отрицательности 𝜈(𝑡) на некотором интервале времени —
неравенство (24): 𝑄0(𝑡) > 4.5𝑄(𝑡).

9. КПД не обязан быть монотонной функцией времени: он может убы-
вать или возрастать при 𝑡 > 0 и может иметь точки максимума
и минимума; точки экстремума являются корнями уравнения (27).

10. Существуют пределы 𝜈(𝑡) при 𝑡 → 0+ и 𝑡 → +∞ (начальное и рав-
новесное значения КПД ), они определяются по формуле (23) и могут
принимать все значения из отрезка [−1; 0, 5].

11. Критерий независимости КПД от времени при нагружениях (4) —
тождество (25), связывающее ФП ; для такой модели (с одной мате-
риальной функцией и параметром 𝜈 ∈ (−1; 0.5)) осевые и поперечные
деформации выражаются формулами (31) и все осевые и поперечные
кривые деформирования оказываются подобными (отношение любых
двух из них не зависит от времени и скорости нагружения); попе-
речная деформация 𝜀⊥(𝑡, 𝑏) (и ДД 𝜀⊥(𝜎11, 𝑏)) не может иметь ни то-
чек экстремума, ни точек перегиба, ни перемен знака: если 𝜈 > 0
(и 𝑏 > 0), то 𝜀⊥(𝑡, 𝑏) отрицательна, убывает и выпукла вверх при
𝑡 > 0, а если 𝜈 < 0, то 𝜀⊥(𝑡, 𝑏) положительна, возрастает и выпукла
вниз.

12. В случае модели с Π0(𝑡) = 𝑐 = const > 0, т.е. в случае модели с упругой
зависимостью объемной деформации от среднего напряжения, форму-
лы для осевых и поперечных деформаций и КПД принимают вид (32)
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и (33); поперечная деформация 𝜀⊥(𝑡) не имеет точек перегиба и выпук-
ла вверх при 𝑡 > 0 (для любой скорости 𝑏 > 0), но может менять знак
и не обязана быть монотонной: если Π(0) < 2

9𝑐 < Π(∞), то 𝜀⊥(𝑡) име-

ет единственную точку максимума на полуоси 𝑡 > 0, если 2
9𝑐 > Π(∞),

то 𝜀⊥(𝑡) возрастает и 𝜀⊥(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, а если 2
9𝑐 6 Π(0), то 𝜀⊥(𝑡)

убывает на полуоси 𝑡 > 0 и 𝜀⊥(𝑡) < 0. КПД такой модели (33) — воз-
растающая и выпуклая вверх на полуоси 𝑡 > 0 функция, т.е. 𝜈(𝑡) не
может иметь точек экстремума и перегиба, но пренебрежение объ-
емной ползучестью не сужает диапазон возможных значений КПД
и диапазон его начальных и равновесных значений 𝜈(0) и 𝜈(∞); КПД
может менять знак : критерий отрицательности 𝜈(𝑡) на некото-
ром интервале времени — неравенство 𝑐 > 9

2𝑄(𝑡)𝑡−1. При любом 𝑡 > 0
КПД (33) меньше КПД этой модели при ползучести.

13. Если Π0(𝑡) ≡ 0 (постулируется несжимаемость материала), то
𝜀⊥(𝑡) = −0.5𝜀11(𝑡), поперечная деформация 𝜀⊥(𝑡) отрицательна, убы-
вает и выпукла вверх (при 𝑏 > 0) на полуоси 𝑡 > 0, а КПД 𝜈(𝑡) ≡ 0.5.

Обнаруженные свойства кривых деформирования и КПД (прежде всего,
пп. 1, 2, 5ś7 теоремы) удобно проверять в испытаниях материалов и исполь-
зовать как маркеры границы области линейного поведения материалов при
анализе данных испытаний по программам нагружения (4): нарушение лю-
бого из этих свойств в испытаниях некоторого материала — признак нелиней-
ности его поведения и индикатор неприменимости ОС (1) для моделирования
(в этом диапазоне времен, деформаций и скоростей нагружения).

Указан простой способ идентификации определяющего соотношения (1),
позволяющий определить обе функции ползучести по экспериментальным
кривым продольной и поперечной деформаций при нагружении (4), если ана-
лиз данных испытаний показывает, что все указанные необходимые признаки
применимости линейного ОС (1) выполняются, т. е. нет «противопоказаний»
к его использованию для моделирования.

Исследованы специфические свойства кривых деформирования, порож-
даемых линейным ОС (1) в сочетании с постулатами о линейно-упругом из-
менении объема или о постоянстве коэффициента Пуассона (пп. 5, 6), найде-
ны дополнительные индикаторы неприменимости подобных моделей с одной
материальной функцией. Постулат о постоянстве КПД не только игнорирует
всю специфику эволюции КПД реономных материалов с течением времени
(которую, как доказано, способно качественно описывать ОС (1) с двумя ФП),
но и радикально обрезает спектр возможного поведения кривых поперечного
деформирования 𝜀⊥(𝑡): они не могут иметь ни точек экстремума, ни точек пе-
региба, ни перемен знака и должны быть пропорциональны кривым осевой
деформации (возрастающим и выпуклым вверх). Пренебрежение объемной
ползучестью хотя и не сужает диапазон возможных значений КПД (и диапа-
зон его мгновенных и равновесных значений) и не лишает ОС (1) способно-
сти описывать смену знака КПД и поперечной деформации и немонотонность
𝜀⊥(𝑡), но все же заметно ограничивает эту способность, существенно обедняет
спектр возможных типов изменения поперечной деформации и КПД и тем
самым сужает область применимости модели: КПД (33) (в отличие от общего
случая ОС (1) с учетом объемной ползучести) не может иметь точки экстре-
мума и перегиба, участки убывания или выпуклости вниз и не может менять
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знак с «плюса» на «минус», а поперечная деформация не может иметь точки
минимума или точки перегиба (всегда выпукла вверх) и не может менять
знак с «минуса» на «плюс». Для описания материалов, проявляющих подоб-
ные свойства (в интересующем диапазоне времен, деформаций и скоростей
нагружения), вообще говоря, нельзя использовать предположения об упру-
гом изменении объема, о несжимаемости или о постоянстве коэффициента
Пуассона.
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Abstract

The BoltzmannҫVolterra linear constitutive equation for isotropic non-
aging viscoelastic materials is studied analytically in order to elucidate its
abilities to provide a qualitative simulation of rheological effects related to
different behavior types of lateral strain and the Poisson’s ratio (i.e. lateral
contraction ratio) observed in uni-axial tests under tension or compression
at constant stress rate. The viscoelasticity equation is controlled by two ma-
terial functions of a positive real argument (that is shear and bulk creep
compliances); they are implied to be positive, differentiable, increasing and
convex up functions. General properties of the volumetric, longitudinal and
lateral strain-time curves, stress-strain curves and the Poisson’s ratio evo-
lution in time generated by the viscoelasticity relation (with an arbitrary
shear and bulk creep functions) are examined, their dependence on stress
rate and on qualitative characteristics of two creep functions are analyzed,
conditions for their monotonicity and convexity or for existence of extrema,
inŕection points and sign changes are studied. Taking into account com-
pressibility and volumetric creep (governed by a time-dependent bulk creep
function) is proved to affect strongly the qualitative behavior of lateral strain
and the Poisson’s ratio. In particular, it is proved that the linear theory can
reproduce increasing, decreasing or non-monotone and convex up or down
dependencies of lateral strain and Poisson’s ratio on time under tension or
compression at constant stress rate, it can provide existence of minimum,
maximum or inŕection points and sign changes from minus to plus and vice
versa. It is shown, that the Poisson’s ratio at any moment of time is con-
őned in the interval from −1 to 0.5 and the restriction on creep compliancies
providing negative values of the Poisson’s ratio is derived. Criteria for the
Poisson’s ratio increase or decrease and for extrema existence are obtained.
The analysis revealed the set of characteristic features of the theoretic vol-
umetric, axial and lateral strain-time curves, stress-strain curves families
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and the Poisson’s ratio dependence on time which are convenient to check
in tensile tests at constant stress rates and should be employed as indica-
tors of the linear viscoelasticity theory applicability (or non-applicability)
for simulation of a material behavior before identiőcation.

The speciőc properties of the two models are considered based on the
assumption that the Poisson’s ratio is time-independent or the assumption
that bulk creep function is constant which neglects bulk creep and simulates
purely elastic volumetric strain dependence on a mean stress. This assump-
tions reduce the number of material function to the single one and one scalar
parameter and are commonly (and very often) used for simpliőcation of vis-
coelasticity problems solutions. A number of restrictions and additional ap-
plicability indicators are found for this models. In particular, it is proved that
elastic volumetric deformation assumption does not cut the overall range of
the Poisson’s ratio values and does not demolish the BoltzmannҫVolterra re-
lation ability to describe non-monotonicity and sign changes of lateral strain
and to produce negative values of the Poisson’s ratio, but neglecting bulk
creep restricts this ability signiőcantly and reduces drastically the variety
of possible behavior modes of lateral strain-time curves and the Poisson’s
ratio evolution and so contracts applicability őeld of the model. The model
with constant bulk compliance generates only convex-up lateral strain-time
curves which can not have minima or inŕection points and can change sign
from minus to plus only and the Poisson’s ratio is increasing convex-up func-
tion of time (without any extrema or inŕection points which are possible in
general case) and can not change sign from positive to negative.

Keywords: viscoelasticity, volumetric creep, tensile tests at constant stress
rates, non-monotone lateral strain-time curves, sign changes of lateral strain,
lateral contraction ratio, non-monotone Poisson’s ratio, negative Poisson’s
ratio, viscoelastic auxetics, evolution of auxetic behavior, indicators of linear
range limits, identiőcation.
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Аннотация

Рассматривается динамическая нелинейная 2D-модель влияния экс-
траклеточного информационного поля в динамике рисков формирова-
ния и развития раковой опухоли. В качестве основных внешних па-
раметров, формирующих информационный метаболический потенциал,
рассматриваются физические свойства экстраклеточной матрицы, до-
ступность питательных веществ, концентрация кислорода, pH экстрак-
леточной матрицы, взаимодействие со стромальными клетками и др.
В рамках построенной аналитической 2D-модели показано, что мик-
ровзаимодействие через экстраклеточную матрицу возникающих рако-
вых клеток посредством динамического информационного метаболиче-
ского профиля существенно влияет на динамику рисков формирования
и развития раковой опухоли. Показано, что в зависимости от структу-
ры 2D-информационного метаболического профиля возникает ряд ха-
рактерных нелинейных особенностей типа 2D-бифуркаций, биений, ха-
отизации, накладываемых на интегральные динамические кривые, на-
поминающие по виду функцию Гомпертца и описывающие вероятные
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риски формирования и развития раковой опухоли. Проводится сравне-
ние результатов рассматриваемой аналитической модели с результата-
ми моделирования других авторов по изучению хаотической и бифур-
кационной динамики в системе «опухоль ҫ иммунный кластер ҫ вирус».
В результате проведенных количественных оценок в рамках предложен-
ной теоретической модели сформулирован способ оценки рисков разви-
тия злокачественных новообразований, в котором в качестве факторов
риска предложено выделять субфебрильную температуру, уровень кас-
паз, кольпоскопический индекс Рейда, определяющих порог вероятности
формирования злокачественных новообразований.
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Введение. Проблема оценки рисков возникновения и последующей ди-
намики развития раковых опухолей различных типов по своей сложности
вполне сравнима со сверхзадачей в биологии — решением проблемы морфо-
генеза. Среди существующих подходов к решению данной актуальной пробле-
мы в последние годы начинает выделяться оценка влияния экстраклеточной
матрицы и факторов микроокружения возникающих взаимодействующих ра-
ковых клеток на последующие риски формирования и динамики развития ра-
ковой опухоли [1ҫ11]. При этом существенное влияние на эту динамику может
оказать информационный потенциал, обусловливающий взаимодействие ра-
ковых клеток при изменении таких «внешних» параметров, как физические
свойства экстраклеточной матрицы [1], доступность питательных веществ,
концентрация кислорода, pH экстраклеточной матрицы, взаимодействие со
стромальными клетками [1] и др.

В настоящей статье предпринята попытка ввести представление об инфор-
мационном метаболитическом потенциале (ИМП), который позволяет коли-
чественно определить вероятность возникновения и развития раковой опухо-
ли с учетом подвижности раковых клеток в зависимости от перечисленных
внешних параметров.

Среди существующих математических моделей роста и прогрессии опу-
холи с учетом ее пролиферативной и пространственной гетерогенности [2,
3, 5ҫ8, 9] выделяются эмпирические, структурные и кинетические модели
роста, приводящие к динамическим интегральным кривым, напоминающим
логистическую функцию или функцию Гомпертца.

Среди микромоделей рисков возникновения и развития опухоли начинают
появляться модели бифуркационного анализа с учетом хаотической динами-
ки, в частности для систем «опухоль ҫ иммунный кластер ҫ вирус» [2]. Но
при этом в данных моделях практически не учитывается динамическое вли-
яние ИМП в оценке влияния микроокружения на метаболизм и динамику
развития, подвижность раковых клеток.

Целью данной работы является исследование влияния экстраклеточного
информационного поля ИМП на антипараллельную и параллельную подвиж-
ность взаимодействующих раковых клеток в зависимости от внешних пара-
метров экстраклеточной матрицы и параметров профиля ИМП в динамике
рисков формирования и развития раковой опухоли.
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Предложенные теоретические параметры, такие как температура, пара-
метр асимметрии метаболического потенциала и параметр, определяющий
интенсивность взаимодействия раковых клеток, предлагается сопоставить
с такими факторами риска формирования и развития раковой опухоли, как
субфебрильная температура пациента, кольпоскопический индекс Рейда
и уровень каспаз, что в свою очередь может позволить сформулировать спо-
соб оценки рисков развития злокачественных новообразований.

1. Описание модели. При построении динамической нелинейной 2D-
модели влияния экстраклеточного информационного поля в динамике рисков
формирования и развития раковой опухоли вводится понятие параллельных
и антипараллельных координат информационных метаболических путей ро-
ста [1, 11]. Аналитически вводится 2D-потенциал экстраклеточного информа-
ционного поля для случаев параллельного и антипараллельного 2D-переноса
пары раковых клеток с учетом их взаимодействия через микроокружение.
Направление этих координат коррелирует с наличием (или отсутствием в слу-
чае антипараллельного переноса) характерных градиентов информационного
поля [1], связанных с наличием клеточных пищевых ресурсов и т.д.

В качестве одного из существенных внешних параметров, влияющих на
динамику топологии 2D-потенциала экстраклеточного информационного по-
ля, рассматривается фактор взаимодействия со стромальными клетками из-
за конкуренции за ограниченные пищевые ресурсы и т.д.

В результате подобного взаимодействия в микроокружение вбрасываются
секреты [1], влияющие на поведение стромальных клеток с формированием
условий, подавляющих или ускоряющих возможное развитие опухоли.

Среди модельных параметров экстраклеточной матрицы, обеспечиваю-
щих условия взаимодействия раковых клеток, вводятся колебательные мо-
ды экстраклеточной матрицы, обусловливающие ее физические свойства, ко-
эффициенты взаимодействия с этими колебательными модами в линейном
приближении, а также параметр квазиравновесной температуры экстракле-
точной матрицы, влияющий на динамику рисков формирования и развития
раковой опухоли.

При моделировании параллельного 2D-переноса в экстраклеточном ин-
формационном поле рассматриваются два типа экстраклеточной матрицы,
отличающихся знаком коэффициента взаимодействия раковых клеток, что
существенно влияет на динамику рисков возникновения и формирования ра-
ковой опухоли.

2. Хаотизация подвижности раковых клеток в 2Dҫмодели анти-
параллельного переноса в экстраклеточном информационном поле.
Рассматриваются особенности 2D-антипараллельной динамики подвижности
раковых клеток в экстраклеточном информационном поле (ИМП) с учетом
режимов неустойчивых бифуркаций и хаотизации, влияющих на динамику
рисков возникновения и формирования раковой опухоли.

Двухклеточную подвижность в синхронном и асинхронном режимах пред-
лагается рассмотреть в рамках теории 2D-подбарьерного переноса в одно-
инстантонном приближении с учетом достаточно успешной адаптации к си-
стемам типа порфиринов. Использование такой модели оправдано для слу-
чая 2D-антипараллельного протонного переноса с учетом неустойчивой точ-
ки бифуркации на температурной зависимости для этих соединений [12]. Да-
лее определяется критическая температура 𝑇𝑐, соответствующая бифуркации
подбарьерной траектории. Также исследуется эффект влияния локальной мо-
ды экстраклеточной матрицы-термостата на вероятность двумерного перено-
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са в ИМП. При определенных значениях параметров оказывается важным
вырождение траекторий антипараллельного переноса. Таким образом, сле-
дует учитывать эффект каскада бифуркаций, т.е. появление четырех, шести,
двенадцати и т.д. пар траекторий.

Для случая параллельного переноса клеток бифуркация напоминает фа-
зовый переход первого рода, тогда как для случая антипараллельного кле-
точного переноса бифуркационное поведение напоминает фазовый переход
второго рода.

Следует отметить, что предложенная модель позволяет объяснить экспе-
риментальные данные по квантовым флуктуациям в двухпротонном тунне-
лировании в порфиринах вблизи критической температуры, а также пред-
сказать вероятные особенности рисков формирования и развития раковой
опухоли в определенных условиях и при определенном профиле ИМП.

Рассмотрим две клетки, которые осуществляют перенос по метаболитиче-
ским информационным путям роста в независимых двухъямных потенциалах
𝑈(𝑞1) и 𝑈(𝑞2), которые в обезразмеренном виде представляются так:

�̃�(𝑞𝑖) =
1

2
𝜔2(𝑞𝑖 + 𝑎)2𝜃(−𝑞𝑖) +

[︁
−∆𝐼 +

1

2
𝜔2(𝑞𝑖 − 𝑏)2

]︁
𝜃(𝑞𝑖), 𝑖 = 1, 2.

Здесь параметры 𝑎 и 𝑏 определяют положения минимумов ИМП вдоль «ко-
ординаты реакции» каждой из двух взаимодействующих клеток1, сумма 𝑎+ 𝑏
определяет длину связи в соответствующем фрагменте экстраклеточеной мат-
рицы, ∆𝐼 = 1

2𝜔
2(𝑏2−𝑎2) является смещением (параметром асимметрии ИМП),

𝜃(𝑞𝑖)— ступенчатая функция, а 𝜔— частота. Масса клетки входит в опреде-
ление 𝑞 (формально мы полагаем массу равной 1).

Взаимодействие между двумя клетками рассматривается в «диполь-ди-
польном приближении»:

𝑉int(𝑞1, 𝑞2) = −𝛼
2
(𝑞1 − 𝑞2)

2, (1)

где 𝛼 является положительной константой.
Для антипараллельного переноса двумерная поверхность ИМП с учетом

члена взаимодействия клеток может быть определена так:

𝑈𝑎(𝑞1, 𝑞2) =
2�̃�𝑎(𝑞1, 𝑞2)

𝜔2
=

= (𝑞1 + 𝑎)2𝜃(−𝑞1) +
[︀
−(𝑏2 − 𝑎2) + (𝑞1 − 𝑏)2

]︀
𝜃(𝑞1) + (𝑞2 − 𝑎)2𝜃(𝑞2)+

+
[︀
−(𝑏2 − 𝑎2) + (𝑞2 + 𝑏)2

]︀
𝜃(−𝑞2)−

𝛼*2

2
(𝑞1 − 𝑞2)

2. (2)

Здесь �̃�𝑎(𝑞1, 𝑞2)— обезразмеренная функция ИМП; 𝛼* = 2𝛼/𝜔2 — безразмер-
ный параметр, 𝛼* < 1; 𝑞1 и 𝑞2 — координаты информационных метаболиче-
ских путей роста клеток. Потенциал (2) изображен на рис. 1.

1Отметим, что «реальные» значения параметров a и b в модель не закладывались, а
в подписи к рис. 1 приводятся «относительные» единицы значений этих параметров. При
численном решении системы уравнений (4) вместо этих двух «линейных» параметров ис-
пользовался один обезразмеренный параметр b* = b/a, что, по существу, является пара-
метром асимметрии ИМП.
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Рис. 1. Асимметричная поверхность ИМП (2) для случая антипараллельного клеточного
переноса (a = 2, b = 2.3, α* = 0.1) [12]; A и B обозначают исходное и конечное состояния

взаимодействующих клеток [12]

[Figure 1. The asymmetric surface of the informational metabolic potential (2) for the case of
antiparallel cell transfer (a = 2, b = 2.3, α* = 0.1) [12]; A and B denote the initial and ҥnal

states of interacting cells]

При антипараллельном переносе двух клеток (см. формулу (2) для по-
верхности ИМП) инстантонное действие, которое зависит от двух парамет-
ров 𝜀 и 𝜏 (определяющих моменты времени прохождения клетками вершин
ИМП по параллельным координатам метаболитических путей роста), в слу-
чае пренебрежения взаимодействием с экстраклеточной матрицей вычисля-
ется с помощью выражения

𝑆 = −𝜔𝜏(𝑏
2 − 𝑎2)

1− 𝛼* − 𝜔(𝑎+ 𝑏)2

2

{︂
|𝜀|

(︁
1− 1

1− 𝛼*

)︁
+

sh(|𝜀|
√
1− 𝛼*)

(1− 𝛼*)3/2
− sh |𝜀|+

+
ch(𝜀

√
1− 𝛼* + 1)

(1− 𝛼*)3/2
[︀
sh(𝛽*

√
1− 𝛼*)

]︀−1
[︁
ch
(︀
(𝛽* − 𝜏)

√
1− 𝛼*)︀−

− ch(𝛽*
√
1− 𝛼*)

]︁
+

ch 𝜀− 1

sh𝛽*
[︀
ch(𝛽* − 𝜏) + ch𝛽*

]︀}︂
. (3)

Здесь 𝛽* = ~𝜔/(2𝑘𝑇 ) = 𝜔𝛽/2, 𝛽 — обратная температура экстраклеточной
матрицы. Параметры 𝜀 и 𝜏 находятся из следующей системы уравнений:

− sh 𝜀[ch𝛽* + ch 𝜏 ch𝛽* − sh 𝜏 ] +
1

1− 𝛼* sh(𝜀
√
1− 𝛼*)×

×
[︀
ch(𝛽*

√
1− 𝛼*)− ch(𝜏

√
1− 𝛼*) ch(𝛽*

√
1− 𝛼*) + sh(𝜏

√
1− 𝛼*)

]︀
= 0,

−1− 4

(1 + 𝑏*)(1− 𝛼*)
+

1

1− 𝛼* + (ch 𝜀− 1)(sh 𝜏 cth𝛽* − ch 𝜏) + ch 𝜀+

+
1

1− 𝛼*

{︁
[ch(𝜀

√
1− 𝛼*) + 1][sh(𝜏

√
1− 𝛼*) cth(𝛽*

√
1− 𝛼*)−

− ch(𝜏
√
1− 𝛼*)]− ch(𝜀

√
1− 𝛼*)

}︁
= 0.

(4)

Для 𝜔𝛽 ≫ 1 (предел сравнительно низких температур экстраклеточной
матрицы) решение системы уравнений (4) может быть найдено с использова-
нием теории возмущений (для малых параметров 𝜀) при заданных величинах
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параметров асимметрии ИМП — (𝑏 − 𝑎)/(𝑏 + 𝑎) и 𝛼*. Для 𝜀 = 0 действие (3)
примет вид

𝑆 =
𝜔(𝑏2 − 𝑎2)

(1− 𝛼*)3/2
arch

[︁𝑏− 𝑎

𝑏+ 𝑎
sh
𝜔𝛽

√
1− 𝛼*

2

]︁
− 𝜔2𝛽(𝑎+ 𝑏)2

2(1− 𝛼2)
+

+
𝜔(𝑏+ 𝑎)2

(1− 𝛼*)3/2

[︂
cth

𝜔𝛽
√
1− 𝛼*

2
−
(︁
sh−2 𝜔𝛽

√
1− 𝛼*

2
+

(𝑏− 𝑎)2

(𝑏+ 𝑎)2

)︁1/2
]︂
.

Так же как и для случая параллельного переноса при 𝛽 > 𝛽𝑐 (𝛽𝑐 — кри-
тическое значение параметра 𝛽, соответствующее точке бифуркации), про-
исходит смена режимов клеточной подвижности — с синхронного переноса
(с одной экстремальной траекторией) на асинхронный (которому отвечают
две отщепленные траектории). Однако в отличие от параллельного переноса,
данное отщепление происходит для любых значений параметров ИМП. При
условии 𝛽 > 𝛽𝑐 имеем 𝑆|𝜀 ̸=0 > 𝑆|𝜀=0. Тогда величина 𝑆|𝜀=0 будет определять
скорость переноса (или вероятного риска перспективного развития опухоли).
А для 𝛽 < 𝛽𝑐 будем иметь преобразование двух вырожденных отщепленных
траекторий в единичную (𝑞1 = −𝑞2), которая соответствует синхронному ан-
типараллельному переносу клеток.

Для случая одноклеточного переноса существует только одна траектория,
которая минимизирует действие. Для переноса двух клеток, взаимодейству-
ющих друг с другом, существует два типа подбарьерных траекторий. А точ-
нее, в зависимости от величины параметра 𝛽, основной вклад в инстантонное
действие определяется либо двукратно вырожденной, либо единичной траек-
ториями. Также отметим, что при параллельном переносе для 𝛽 > 𝛽𝑐 перенос
оказывается асинхронным (𝜏1 ̸= 𝜏2), то есть клетки проходят верхушки барье-
ра не одновременно. Расщепления единичной клеточной траектории (𝑞1 = 𝑞2)
не происходит для малых значений параметров взаимодействия 𝛼* и для тем-
ператур экстраклеточной матрицы, которые удовлетворяют условию 𝛽 < 𝛽𝑐.
То есть клетки проходят верхушки барьера по своим координатам информа-
ционных метаболических путей роста ИМП в один момент времени (𝜏1 = 𝜏2),
и перенос оказывается синхронным.

Тип взаимодействия, задаваемый соотношениями (1), (2), оказывается
таким, что не влияет на движение вдоль координаты центра масс клеток
(𝑞1 = 𝑞2). По этой причине евклидово действие оказывается не зависящим
от параметра взаимодействия, как для случая параллельного переноса. Чис-
ленный анализ системы трансцендентных уравнений (4) выявил интересные
особенности для переходной области между режимами переноса клеток, т.е.
тонкую структуру вблизи первой бифуркационной точки для антипараллель-
ного переноса. Результаты численного анализа представлены на рис. 2. Уста-
новлено, что в добавление к первой бифуркационной точке, характеризуемой
двумя решениями (рис. 2, a), существуют дополнительные бифуркационные
точки при более «низких» температурах экстраклеточной матрицы, т. е., на-
пример, 4 пары (рис. 2, b), 6 пар (рис. 2, c) и даже двенадцать пар дополни-
тельных решений при 𝛽* = 19.2009 (𝛼* = 0.05) и т.д. Это явление походит на
множественные бифуркации или каскад бифуркаций. Такой эффект напоми-
нает один из сценариев перехода к хаосу.

Хотя синхронный режим оказывается предпочтительным, благодаря то-
му, что в этом случае действие принимает минимальное значение, в опреде-
ленном диапазоне температур экстраклеточной матрицы эта величина дей-
ствия оказывается сравнимой с теми значениями, что соответствуют каскад-
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Рис. 2. Численное решение трансцендентных уравнений (4), отвечающее режиму каскада
бифуркаций, или хаотизации [12]

[Figure 2. Numerical solution of transcendental equations (4) corresponding to the regime of
a cascade of bifurcations or randomization [12]

ным решениям. В результате происходят флуктуации, или биения, нерегу-
лярного характера в противоположность тому, что наблюдается для парал-
лельного переноса. Антипараллельный 2D-клеточный перенос, таким обра-
зом, характеризуется неустойчивостью перехода от синхронного к асинхрон-
ному поведению. Такие неустойчивости напоминают непрерывный фазовый
переход второго рода, тогда как при параллельном переносе раковых клеток
бифуркационный режим напоминает ступенчатый процесс типа фазового пе-
рехода первого рода. Найдено, что зависимости для 𝛽𝑐(𝛼) и 𝛼𝑐(𝛽) в случае
антипараллельного переноса имеют тот же самый характер, что и в случае
параллельного переноса. Здесь нижний индекс «𝑐» означает критическое зна-
чение параметра, соответствующего точке бифуркации.

Таким образом, выявлена достаточно сложная тонкая структура перехода
для параллельного и антипараллельного переноса двух клеток с различны-
ми вырожденными подбарьерными траекториями, приводящими к биениям,
каскадам бифуркаций.

Эффекты нарушения симметрии могут иметь место при сравнительно вы-
соких температурах экстраклеточной матрицы, зависящих от частоты барье-
ра ИМП. Например, для порфиринов критическая температура 𝑇𝑐 составляет
200 K. Для раковых клеток она окажется заметно выше (до 310 К).

3. Режимы бифуркаций и биений подвижности раковых клеток
в 2D-модели параллельного переноса в экстраклеточном инфор-
мационном поле с учетом двух типов экстраклеточной матрицы.
Рассматриваются особенности 2D-параллельной динамики в экстраклеточ-
ном информационном поле (ИМП) с учетом режимов устойчивых бифур-
каций и биений двух типов, влияющих на динамику рисков возникновения
и формирования раковой опухоли. Как и в предыдущем разделе, рассмот-
рим подвижность двух раковых клеток, которые осуществляют перенос по
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параллельным координатам информационных метаболических путей роста
ИМП 𝑞1 и 𝑞2 клеток.

Двумерная поверхность ИМП для случая параллельного клеточного пе-
реноса, ортонормированная на 𝜔2, задается соотношением (см. рис. 3)

𝑈𝑝(𝑞1, 𝑞2) =
2�̃�𝑝(𝑞1, 𝑞2)

𝜔2
=

= (𝑞1 + 𝑎)2𝜃(−𝑞1) +
[︀
−(𝑏2 − 𝑎2) + (𝑞1 − 𝑏)2

]︀
𝜃(𝑞1) + (𝑞2 + 𝑎2)𝜃(−𝑞2)+

+
[︀
−(𝑏2 − 𝑎2) + (𝑞2 − 𝑏)2

]︀
𝜃(𝑞2)−

𝛼*

2
(𝑞1 − 𝑞2)

2, (5)

где �̃�𝑝(𝑞1, 𝑞2)— обезразмеренная функция ИМП; параметры 𝑎 и 𝑏 потенциала
перенормируются во внешнем поле ИМП:

𝑎 = 𝑎0 − 𝜆/𝜔2
0, 𝑏 = 𝑏0 + 𝜆/𝜔2

0,

либо перенормируется безразмерный параметр 𝑏* = 𝑏/𝑎, который слабо нели-
нейно зависит от напряженности ИМП. Здесь 𝑎0 и 𝑏0 — параметры, конкрети-
зирующие положения минимумов 2D ИМП, определяющего взаимодействие
раковых клеток в отсутствие внешнего экстраклеточного поля ИМП; 𝜆—
параметр, определяющий напряженность ИМП, связанную с особенностями
взаимодействия раковых и стромальных клеток.

Квазиклассическое (инстантонное) действие, которое с экспоненциальной
точностью определяет вероятность 2D-параллельного клеточного переноса,
рассчитывается по формуле

𝑆 = 2𝑎(𝑎+ 𝑏)(𝜏1 + 𝜏2)𝜔
2 − 1

𝛽
𝜔2(𝑎+ 𝑏)2(𝜏1 + 𝜏2)

2 − 𝜔4(𝑎+ 𝑏)2(𝜏1 − 𝜏2)
2

(𝜔2 − 2𝛼)𝛽
−

− 2𝜔4(𝑎+ 𝑏)2

𝛽

∞∑︁

𝑛=1

[︁sin2 𝜈𝑛𝜏1 + sin2 𝜈𝑛𝜏2
𝜈2𝑛(𝜈

2
𝑛 + 𝜔2 + 𝜁𝑛)

+
(sin 𝜈𝑛𝜏1 − sin 𝜈𝑛𝜏2)

2

𝜈2𝑛(𝜈
2
𝑛 + 𝜔2 − 2𝛼)

]︁
. (6)

Здесь использованы следующие обозначения:

𝜀 = 𝜀*𝜔 = (𝜏1 − 𝜏2)𝜔, 𝜏 = 2𝜏*𝜔 = (𝜏1 + 𝜏2)𝜔,

Рис. 3. Асимметричная поверхность ИМП (5) [12] для случая параллельного переноса
(подвижности) раковых клеток; A и B обозначают исходное и конечное состояния клеток

[Figure 3. The asymmetric surface of the informational metabolic potential (5) [12] for the
case of parallel transfer (mobility) of cancer cells; A and B denote the initial and ҥnal state

of the cells]
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𝛽* = 𝛽𝜔/2, 𝛼* = 2𝛼/𝜔2, 𝑏* = 𝑏/𝑎;

𝜏1 и 𝜏2 — центры 2D-инстантона, т. е. моменты мнимого времени проскока па-
раллельно перемещающимися клетками в поле ИМП верхушки потенциаль-
ного барьера ИМП (точки с нулевой координатой) вдоль соответствующей
координаты информационных метаболических путей роста; 𝜁𝑛 — коэффици-
енты Фурье при разложении «вязкого ядра» в квазиклассическом уравнении
движения, описывающего процесс «диссипации» клетки в экстраклеточной
матрице; 𝜈𝑛 = 2𝜋𝑛/𝛽 — мацубаровские частоты; 𝛽 — обратная температура
экстраклеточной матрицы.

В пределе слабой диссипации, когда взаимодействие с локальными коле-
бательными модами экстраклеточной матрицы предполагается пренебрежи-
мо малым, получим следующие результаты для вероятности 2D-параллельно-
го клеточного переноса. В случае пренебрежения взаимодействием с экстрак-
леточной матрицей (т.е. при 𝜁𝑛 = 0) действие (6) как функция параметров
𝜀 и 𝜏 принимает вид

𝑆 =
(𝑎+ 𝑏)2𝜔

2

{︂
4𝑎𝜏

𝑎+ 𝑏
− 𝜏

𝑎+ 𝑏

(︁
1 +

1

1− 𝛼*

)︁
+

(𝜏 − |𝜀|)𝛼*

1− 𝛼* + cth𝛽*−

− sh−1 𝛽*
[︁
ch(𝛽* − 𝜏) ch 𝜀+ ch(𝛽* − 𝜏)− ch(𝛽* − |𝜀|)

]︁
−

− (1− 𝛼*)−3/2
(︁
− cth(𝛽

√
1− 𝛼*) + sh−1(𝛽

√
1− 𝛼*)×

×
{︁
ch
[︀
(𝛽* − 𝜏)

√
1− 𝛼*]︀[︀ch(𝜀

√
1− 𝛼*)− 1

]︀
+ ch

[︀
(𝛽* − |𝜀|)

√
1− 𝛼*]︀

}︁)︁}︂
. (7)

Как только траектория найдена, уравнения 𝑞1(𝜏1) = 0, 𝑞2(𝜏2) = 0 могут быть
представлены в следующей форме:

sh 𝜀[ch 𝜏 cth𝛽* − sh 𝜏 − cth𝛽*]+

+ 1
1−𝛼* sh(𝜀

√
1− 𝛼*)

[︀
ch(𝜏

√
1− 𝛼*) cth(𝛽*

√
1− 𝛼*)−

− sh(𝜏
√
1− 𝛼*) + cth(𝛽*

√
1− 𝛼*)

]︀
= 0,

3− 4
1+𝑏* − 1

1−𝛼* + ch 𝜀[sh 𝜏 cth𝛽* − ch 𝜏 − 1] + sh 𝜏 cth𝛽* − ch 𝜏+

+ 1
1−𝛼* ch(𝜀

√
1− 𝛼*)

[︀
sh(𝜏

√
1− 𝛼*) cth(𝛽*

√
1− 𝛼*)− ch(𝜏

√
1− 𝛼*) + 1

]︀
−

− 1
1−𝛼*

[︀
sh(𝜏

√
1− 𝛼*) cth(𝛽*

√
1− 𝛼*)− ch(𝜏

√
1− 𝛼*)

]︀
= 0.

(8)

Численное решение системы (8) позволяет выявить бифуркацию 2D-кле-
точных траекторий, т.е. при определенном значении обратной температуры
𝛽* экстраклеточной матрицы либо параметра асимметрии ИМП, связанного
с величиной напряженности приложенного поля ИМП 𝑏* = 𝑏/𝑎, либо коэффи-
циента взаимодействия 𝛼* = 2𝛼/𝜔2 (где знак коэффициента взаимодействия
раковых клеток 𝛼 зависит, в частности, от типа и параметров экстраклеточ-
ной матрицы). Численный анализ системы (8) позволяет также выявить тон-
кую структуру перехода в окрестности точки бифуркации, а именно режим
биений для параллельного переноса (подвижности) раковых клеток. В ито-
ге вероятность 2D-параллельного клеточного переноса с экспоненциальной
точностью определяется как Γ = exp(−𝑆), где 𝑆 задается выражением (7),
с учетом решения системы (8).
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Простые аналитические решения уравнений (8) получаются в частном
случае [12], когда 𝜀 = (𝜏1 − 𝜏2)𝜔 = 0 для любых 𝛽 и 𝛼 < 𝜔2/2:

𝜏1 = 𝜏2 =
𝜏

2𝜔
=

1

2𝜔
arch

[︁1− 𝑏*(𝜆)
1 + 𝑏*(𝜆)

sh
𝛽𝜔

2

]︁
+
𝛽

4
.

Однако полный их анализ требует громоздких численных вычислений.
При достаточно низких температурах (𝜔𝛽 ≫ 1) при 1 < 𝑏/𝑎 < 3 и

𝑏− 𝑎

2 (𝑏+ 𝑎)
6

2𝛼

𝜔2
< 𝛼*

𝑐 ≡
2 (𝑏− 𝑎)

3𝑏− 𝑎

мы, наконец, с экспоненциальной точностью получим решение

exp(−𝜏
√
1− 𝛼*) ≃

[︀
3− 4

1+𝑏* − 1
1−𝛼*

]︀
(1− 𝛼*)1/(1−

√
1−𝛼*)×

×
{︁
1 + (1− 𝛼*)1/(1−

√
1−𝛼*)

[︁
− 1

1−𝛼* +
(︀
3− 4

1+𝑏* − 1
1−𝛼*

)︀(︀
1−

√
1− 𝛼*)︀−1

]︁}︁−1
,

exp(−𝜀) ≃
[︀
3− 4

1+𝑏* − 1
1−𝛼*

]︀
exp(𝜏

√
1− 𝛼*) + 1

1−𝛼* .

(9)
Решение (9) справедливо при

𝛽 > 𝛽𝑐 ≡
𝜏
√

1-𝛼*

𝜔
.

Согласно предлагаемой модели оценивается пороговая вероятность фор-
мирования раковой опухоли, при этом параметрам модели в соответствие мо-
гут быть поставлены реальные наблюдаемые в медицинской практике пара-
метры (см. таблицу). При реализации критических значений параметров 𝛽𝑐,
𝛼*
𝑐 , 𝜆𝑐 осуществляется переход через точку бифуркации с последующим лави-

нообразным ростом подвижности раковых клеток с вероятностью 0.7 (70%).
Полученная зависимость вероятности 2D-параллельного клеточного пере-

носа от напряженности поля ИМП с учетом влияния двух локальных колеба-
тельных мод экстраклеточной матрицы позволяет проанализировать режим
2D-клеточных бифуркаций (смена режима переноса (клеточной подвижно-
сти) с синхронного на асинхронный), а также биений в окрестности точки
бифуркации. Так, на рис. 4 после режима синхронного параллельного кле-
точного переноса с двумя характерными пиками точка излома отвечает точке
бифуркации, а последующие осцилляции — биениям.

Наряду с режимом биений с «провалами» на зависимости вероятности 2D-
параллельного клеточного переноса от напряженности поля ИМП (см. рис. 4)
при увеличении температуры экстраклеточной матрицы и при частотах коле-
бательных локальных мод, значительно меньших характерных частот двухъ-
ямного ИМП, может иметь место режим биений с резонансной структурой
(см. рис. 5), связанной с интерференцией различных каналов клеточного пе-
реноса.

В следующем разделе будут представлены результаты модели параллель-
ного 2D-клеточного переноса с учетом смены знака взаимодействия клеток
в экстраклеточной матрице при изменении условий клеточной конкуренции
за источники питания. Также будет проведено сравнение результатов пред-
ставленного модельного рассмотрения с результатами моделирования других
авторов.
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Рис. 4. Зависимость вероятности 2D-параллельного клеточного переноса от напряженно-
сти поля ИМП с учетом точки бифуркации и режима биений

[Figure 4. Dependence of the 2D parallel cell transfer probability on the intensity of the metabolic
informational potential taking into account the bifurcation point and the beat mode]

Рис. 5. Режим биений на зависимости вероятности 2D-параллельного клеточного переноса
от напряженности поля ИМП: a) резонансы до точки бифуркации; b) резонансы и провалы

выше точки бифуркации

[Figure 5. The beat mode on the 2D parallel cell transfer probability dependence on the intensity
of the metabolic information potential: (a) resonances to the bifurcation point; (b) resonances

and dips above the bifurcation point]
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Факторы рисков
формирования раковых

опухолей

Теоретические
параметры

Теоретическая зависимость

Повышенная субфеб-
рильная температура
(выше 37 ℃)

𝛽∗

𝑐 ∼ 𝑇−1,
𝛽∗

𝑐 > 4
Критическая температура, оп-
ределяющая точку бифуркации,
с последующим лавинообраз-
ным ростом подвижности рако-
вых клеток

Уровень каспаз (3, 6, 8),
увеличение активности
на 25 %

𝛼∗

𝑐 > 0.3
(1 > 𝛼∗

𝑐 > 0)
Параметр, определяющий ин-
тенсивность взаимодействия ра-
ковых клеток

Кольпоскопический ин-
декс Рейда (выше 3)

𝜆𝑐 («напряжен-
ность» ИМП),
𝑏∗(𝜆) > 1.5

Параметр асимметрии метабо-
лического потенциала 𝑏∗ (𝜆)

Cancer Risk Factors Theoretical
Parameters

Theoretical Dependence

Elevated low-grade fever
(above 37 ℃)

𝛽∗

𝑐 ∼ 𝑇−1,
𝛽∗

𝑐 > 4
The critical temperature deter-
mining the bifurcation point,
with followed by an avalanche-like
increase in the motility of cancer
cells

Caspase levels (3, 6, 8),
increased activity by
25 %

𝛼∗

𝑐 > 0.3
(1 > 𝛼∗

𝑐 > 0)
Parameter that determines inten-
sity of the cancer cells interaction

Reid’s Colposcopic Index
(above 3)

𝜆𝑐 (ҡintensityә of
the metabolic
information
potential),
𝑏∗(𝜆) > 1.5

The asymmetry parameter of the
metabolic potential, 𝑏∗ (𝜆)

4. Сравнение результатов аналитических моделей 2D-антипарал-
лельной и параллельной динамики (разделы 2 и 3) с результата-
ми моделирования других авторов по рассмотрению хаотической
и бифуркационной динамики в системе «опухоль ҫ иммунный кла-
стер ҫ вирус». В рамках модели, рассмотренной в разделе 3, в режиме сла-
бого взаимодействия раковых клеток с экстраклеточной матрицей в левой
части кривой зависимости вероятности 2D-параллельного переноса (клеточ-
ной подвижности) от напряженности ИМП наблюдается единичный пик (см.
рис. 6), отвечающий случаю, когда ИМП при некотором значении параметра
напряженности ИМП (𝜆) становится симметричным. Излом в правой части
модельной кривой отвечает устойчивой точке бифуркации при 2D-параллель-
ном переносе в режиме слабой диссипации, или пренебрежении взаимодей-
ствием раковых клеток с экстраклеточной матрицей.

Ниже представлены (рис. 7) результаты моделирования параллельного
2D-клеточного переноса с учетом смены знака взаимодействия клеток в экс-
траклеточной матрице при изменении условий клеточной конкуренции за
источники питания. Рассмотрен режим двойной бифуркации (на модельной
кривой обозначены стрелками 1).

На рис. 8 представлены эффекты биений в окрестностях точек двойной
бифуркации в случае смены знака взаимодействия клеток в экстраклеточной
матрице (обозначены стрелками 2).
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Рис. 6. Зависимость вероятности 2D-параллельного переноса (клеточной подвижности) от
напряженности ИМП в пределе слабого взаимодействия раковых клеток с экстраклеточной

матрицей

[Figure 6. The 2D parallel transfer (cell motility) probability dependence on the intensity
of the metabolic information potential in the limit of weak interaction of cancer cells with

the extracellular matrix]

Рис. 7. Режим двойной бифуркации (на модельной кривой точки бифуркаций обозначены
стрелками 1) на зависимости вероятности параллельного 2D-клеточного переноса с учетом

смены знака взаимодействия клеток в экстраклеточной матрице

[Figure 7. Double bifurcation mode (bifurcation points on the model curve are indicated by
arrows 1) on the parallel 2D cell transfer probability dependence taking into account change

in the sign of cell interaction in the extracellular matrix]

717



Арт е м о в а О. И., Кр е в ч и к В. Д., С е м е н о в М. Б.

Рис. 8. Режимы биений (обозначены стрелками 2) на фоне двойной бифуркации (на мо-
дельной кривой точки бифуркаций обозначены стрелками 1) на зависимости вероятности
параллельного 2D-клеточного переноса с учетом смены знака взаимодействия клеток в экс-

траклеточной матрице

[Figure 8. The beat modes (indicated by arrows 2) on the background of double bifurcation
(on the model curve, the bifurcation points are indicated by arrows 1) on the parallel 2D cell
transfer probability dependence taking into account change in the sign of cell interaction in the

extracellular matrix]

В пределе сильного взаимодействия раковых клеток с экстраклеточной
матрицей (раздел 3) с учетом влияния на их подвижность двух локальных
колебательных мод экстраклеточной матрицы получим модельную зависи-
мость вероятности 2D-параллельного клеточного переноса с учетом режи-
ма бифуркации и биений, представленную на рис. 4 и 5. Правый фрагмент
этой модельной зависимости (правее точки бифуркации) частично напомина-
ет результат моделирования временной динамики плотности раковой опухоли
с учетом режима бифуркаций (см. рис. 9 и 10 в сравнении с результатами ра-
боты [2]).

Хаотизация клеточной подвижности, представленная в работе [2], напоми-
нает режим антипараллельной подвижности раковых клеток в пределе сла-
бой диссипации, представленной в разделе 2.

Заключение. Теоретически исследован эффект неустойчивого излома
в температурной зависимости антипараллельной динамики двух раковых кле-
ток в 2D-информационном метаболитическом потенциале. Показано, что эф-
фект нарушения симметрии оказывается устойчивым для параллельного и
неустойчивым для антипараллельного переноса. Выявлена сложная тонкая
структура в бифуркационной области, обусловленная флуктуациями (бие-
ниями) для параллельного двумерного переноса раковых клеток. Для слу-
чая антипараллельного переноса в бифуркационной области становится су-
щественным вклад 4, 6, 12 и т.д. пар траекторий, что напоминает один из
режимов перехода к хаосу. Дополнительно исследовано взаимодействие пары
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Рис. 9. Сравнение полевой зависимости вероятности 2D-параллельного клеточного перено-
са с учетом режима бифуркации и биений в случае более сильного взаимодействия раковых
клеток с экстраклеточной матрицей с учетом влияния на их подвижность двух локальных
колебательных мод экстраклеточной матрицы (синяя верхняя кривая, см. также рис. 4)
с результатом моделирования временной динамики плотности раковой опухоли с учетом

режима бифуркаций (черная нижняя кривая) [2]

[Figure 9. Comparison of the 2D parallel cell transfer probability ҥeld dependence taking into
account the bifurcation and beating regimes in the case of a stronger interaction of cancer cells
with the extracellular matrix taking into account the effect of two local vibrational modes of the
extracellular matrix on their mobility (blue upper curve, see also Fig. 4) with the result modeling
the temporal dynamics of the cancerous tumor density taking into account the bifurcation regime

(black lower curve) [2]

клеток с колебательными модами экстраклеточной матрицы. Такое взаимо-
действие значительно и различным образом модифицирует процессы анти-
параллельного и параллельного двумерного переноса раковых клеток. Вза-
имодействие с экстраклеточной матрицей не меняет динамики центра масс
пары раковых клеток для случая антипараллельного переноса, но вносит су-
щественный вклад в динамику для случая параллельного переноса. Опре-
делена граница диапазона температур экстраклеточной матрицы, начиная
с которой реализуются устойчивые двумерные синхронные корреляции всех
рассмотренных типов. Найдено, что переход от синхронного к асинхронному
режиму 2D-антипараллельного переноса раковых клеток в экстраклеточной
матрице в условиях 2D-информационного метаболического потенциала напо-
минает фазовый переход второго рода.

Показано, что на риски возникновения и формирования раковой опухоли
существенное влияние оказывает взаимодействие с экстраклеточной матри-
цей, т.е. реализуется предел сильной диссипации, что совпадает с выводом
работ [1, 11]. В рамках проведенного моделирования установлено, что взаи-
модействие раковых и стромальных клеток, существенно перенормирующее
ИМП и способное менять знак взаимодействия раковых клеток между собой,
при определенном критическом значении величины этого взаимодействия
приводит к режиму бифуркаций подвижности раковых клеток и, как след-
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Рис. 10. Сравнение режима биений на зависимости вероятности 2D-параллельного клеточ-
ного переноса от напряженности поля ИМП (рис. 5) с модельной кривой динамики роста

раковой опухоли по результатам работы [2]

[Figure 10. Comparison of the beat mode regime on the 2D parallel cell transfer probability
dependence from the intensity of the metabolic information potential (Fig. 5) with the model

curve of the cancer tumor growth dynamics according to the results of [2]

ствие, к лавинообразному росту раковой опухоли. Показано, что параметры
ИМП и характеристики экстраклеточной матрицы (в том числе физические,
что соответствует выводам работы [1]) в значительной степени определяют
как риски возникновения, так и характерную динамику роста раковой опу-
холи.

В результате проведенных количественных оценок в рамках предложен-
ной теоретической модели сформулирован способ оценки рисков развития
злокачественных новообразований, в котором в качестве факторов риска пред-
ложено выделять субфебрильную температуру, уровень каспаз, кольпоско-
пический индекс Рейда, порог вероятности формирования злокачественных
новообразований. Рассчитана вероятность подвижности взаимодействующих
раковых клеток в экстраклеточной матрице в информационном метаболи-
ческом потенциале, зависящим от параметров, связанных с определяемыми
факторами риска, при значениях которых (кольпоскопический индекс Рейда
от 3 и более; уровень активности каспаз от 25% и более; субфебрильная тем-
пература выше 37 ℃; порог вероятности формирования злокачественных но-
вообразований более 70%; параметр взаимодействия раковых клеток между
собой от 0.3 и более) может быть диагностирован ускоренный рост злокаче-
ственных новообразований.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract

The dynamic nonlinear 2D model of the extracellular information őeld
inŕuence in the dynamics of risks of the cancer tumor formation and devel-
opment has been considered. Physical properties of the extracellular matrix,
availability of nutrients, oxygen concentration, pH of the extracellular ma-
trix, interaction with stromal cells, and etc. are considered as the main ex-
ternal parameters forming the informational metabolic potential. Within the
framework of the constructed 2D analytical model, it has been shown that
microinteraction through the extracellular matrix of emerging cancer cells
through a dynamic informational metabolic proőle signiőcantly inŕuences
the risk dynamics of the formation and development of a cancer tumor. It is
shown that, depending on the structure of the 2D informational metabolic
proőle, a number of characteristic nonlinear features such as 2D bifurca-
tions, beats, chaos, imposed on integral dynamic curves resembling by the
Gompertz function, describing the probable risks of the formation and de-
velopment of a cancerous tumor, are appeared. A comparison of the results
of our analytical model under consideration with the results of the modeling
of other authors on the consideration of chaotic and bifurcation dynamics
in the ҡtumorҫimmune clusterҫvirusә system has been made. As a result of
the quantitative estimations carried out within framework of the proposed
theoretical model, we can formulate a method for assessing the risks of de-
veloping malignant neoplasms, characterized in that subfebrile temperature,
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caspase level, colposcopic Raid index, which determine the threshold for the
formation of malignant neoplasms, and identiőed as the risk factors.
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ics, models of the formation and development of a cancer tumor.
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Аннотация

Мультисенсорная система фильтрации характеризована математи-
чески как результат решения задачи синтеза многомерной дискретной
системы фильтрации одного сигнала по данным от множества разнород-
ных датчиков (сенсоров). В стационарной постановке этой задачи приве-
дены три варианта ее решения: КолмогороваҫВинера, Калмана в кова-
риационной форме и Калмана в информационной форме. Осуществлен
переход к постановке этих задач в условиях параметрической неопре-
деленности. В целях реализации активного принципа адаптации найден
метод формирования инструментального функционала качества для эк-
вивалентной замены недоступного исходного функционала качества —
среднеквадратической ошибки фильтрации. Показано, что эта замена
создает возможность применять для адаптации системы весь аппарат
и средства практических методов оптимизации, прежде всего, методов
градиентного и ньютоновского типов.

Предложенное теоретическое решение задачи формирования инстру-
ментального функционала качества осуществимо при достаточно общих
условиях исходной задачи синтеза многомерной дискретной системы
фильтрации при бесконечном времени наблюдения.

Выявлено следующее:
ҫ Достаточно сложные операции одношагового предсказания и за-

тем обновления оценок в двухэтапном алгоритме фильтрации це-
лесообразно выполнять в центре принятия решений; здесь же
должны выполняться вычислительные операции по минимизации
инструментального функционала качества.

ҫ Несложные операции адаптивного масштабирования данных це-
лесообразно оставить в местах нахождения сенсоров.
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ҫ Алгоритмы адаптации могут быть реализованы для базовых алго-
ритмов фильтрации, взятых в различных формах: в форме филь-
тра КолмогороваҫВинера, в ковариационной форме фильтра Кал-
мана или в информационной форме фильтра Калмана.

ҫ Вычислительные операции по минимизации инструментального
функционала качества целесообразно разрабатывать как вариан-
ты реализации современных практических методов оптимизации
различного уровня сложности.

Ключевые слова: активная адаптация, мультисенсорная система, рас-
пределенная фильтрация Калмана, инструментальный критерий каче-
ства оптимизации.

Получение: 18 мая 2019 г. / Исправление: 19 октября 2019 г. /
Принятие: 11 ноября 2019 г. / Публикация онлайн: 16 декабря 2019 г.

Введение. Мультисенсорная (многоканальная) задача выделения полез-
ной информации о состоянии сложного объекта не является принципиально
новой [1]. Наглядным примером может служить любая комплексная нави-
гационная система. Построение фильтра, выделяющего информацию о дви-
жении объекта из данных не одного, а многих разнородных измерителей,
позволяет не только обеспечивать критически важное свойство наблюдаемо-
сти системы «объект+сенсоры», но — что важнее — получать существенный
выигрыш в точности по сравнению с односенсорной системой. В последнее
время эта задача получила развитие, связанное с пространственным разнесе-
нием сенсоров, — возможностью децентрализации вычислений. Поднимают-
ся новые вопросы: какую часть таких вычислений целесообразно передавать
аппаратуре, размещенной в местах нахождения сенсоров (МНС), а какую —
оставлять в центре принятия решений (ЦПР)? Как согласовывать между со-
бой обработку информации «на местах» и в центре? Как могут отдельные
сенсоры взаимодействовать между собой, чтобы улучшать генеральный пока-
затель качества решения задачи оценивания состояний наблюдаемого и/или
управляемого объекта?

В математическом смысле синтез стационарного оптимального фильтра
в мультисенсорном классе линейных систем является частным случаем об-
щей задачи Колмогорова—Винера при бесконечном времени работы систе-
мы. Показателем качества решения служит сумма дисперсий ошибок всех
каналов фильтрации 𝐽𝑒, где 𝑒— вектор ошибок (разность желаемого сиг-
нала и выхода фильтра) [1, c. 218]. Классический подход рассматривает 𝐽𝑒
как исходный функционал качества (ИФК) от передаточных функций 𝐺(𝑧)
многоканальной системы дискретных фильтров: 𝐽𝑒 = 𝐽𝑒[𝐺(𝑧)]. Многомер-
ный фильтр 𝐺⋆(𝑧) называют оптимальным, если он минимизирует ИФК:

𝐺⋆(𝑧) , argmin𝐺(𝑧) 𝐽𝑒[𝐺(𝑧)]. Задача отыскания 𝐺⋆(𝑧) является вариационной
задачей, и ее решение хорошо известно [1, c. 219ҫ253].

Теория фильтрации Калмана учитывает эффекты нестационарности и ко-
нечности времени работы фильтров. Вывод алгоритма фильтрации Калмана
в этой более общей теории базируется на байесовской постановке задачи оце-
нивания, где за показатель качества принимают совместную плотность рас-
пределения вероятностей (ПРВ) измерений и оцениваемой величины и макси-
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мизируют эту функцию плотности, что выражает собой «принцип безуслов-
ного максимума правдоподобия» [2, c. 51]. Когда условная ПРВ оцениваемой
величины при учете полученных измерений является гауссовской плотно-
стью, то оптимальная оценка дается условным математическим ожиданием,
поскольку гауссовская ПРВ достигает максимума именно в точке среднего
значения [3, c. 217]. Отметим, что байесовская задача в этом случае снова
сводится к минимизации среднеквадратического функционала [4, c. 179].

Фильтр Калмана особо важен в стационарном случае: (1∘) параметры
задачи постоянны, (2∘) модель стохастического сигнала (объекта) обладает
свойством стабилизируемости, (3∘) добавление к ней сенсоров придает этой
системе свойство наблюдаемости, (4∘) сенсоры обладают ненулевыми погреш-
ностями и (5∘) время наблюдения бесконечно. В этом случае решение задачи
Калмана совпадает с решением задачи Колмогорова—Винера [4, c. 185].

Наряду с классическим фильтром Калмана в настоящее время разработа-
ны различные методы калмановской фильтрации для распределенных муль-
тисенсорных систем. Наиболее известными являются параллельный инфор-
мационный фильтр [5], распределенный информационный фильтр [6], рас-
пределенный фильтр Калмана с консенсусным фильтром [7], распределенный
фильтр Калмана со взвешенным усреднением [8].

Термин «распределенная фильтрация» означает, что средства измерения
разнесены в пространстве. В распределенной сети сенсоров может присут-
ствовать ЦПР, в котором вычисляется оптимальная оценка вектора состоя-
ния системы. Отдельные сенсоры (узлы сети) могут обмениваться данными
как с ЦПР, так и со своими соседями в соответствии с топологией сети, ко-
торая может быть задана заранее либо может изменяться во времени.

Задача децентрализованной фильтрации Калмана отличается тем, что
в ней отсутствует ЦПР, а каждый сенсор содержит свой локальный процессор
для вычисления оптимальной оценки вектора состояния. Эта задача впервые
была решена в [5] в 1979 г., а также ее независимое решение представлено в [9].
Подробный обзор современных методов распределенной фильтрации Калма-
на можно найти в [10]. В настоящее время теория распределенной фильтра-
ции Калмана для мультисенсорных систем продолжает активно развиваться,
о чем свидетельствует большое число недавних публикаций, среди которых
отметим [11ҫ15].

Однако известные решения указанных задач опираются на полное зна-
ние моделей и числовых значений параметров, характеризующих движение
объекта и свойства сенсоров. Такое знание возможно лишь теоретически. Его
отсутствие на практике вынуждает: либо (𝐴) удовлетворяться субоптималь-
ными решениями, либо (𝐵) прибегать к адаптивным решениям, либо (𝐶)
имитировать более сложные (высокоинтеллектуальные) действия человека
по извлечению недостающих знаний (или по компенсации их неполноты) в
классе самоорганизующихся — самооптимизирующихся — систем.

Предпринятое исследование мотивировано целями (𝐵) и (𝐶). Их может
объединить вопрос данной статьи: как применять активный принцип адап-
тации (самооптимизации) к мультисенсорной системе фильтрации? Пассив-
ный принцип адаптации означает опору на предварительное оценивание неиз-
вестных параметров с тем, чтобы затем эти оценки подставлять в классиче-
ские решения задач фильтрации в пассивном ожидании, что это даст поло-
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жительный эффект.
Активный же принцип адаптации (АПА) означает критериальную само-

оптимизацию системы [16]. Средняя норма ошибок фильтрации как исход-
ный функционал качества (ИФК) не может служить инструментом самооп-
тимизации. АПА ищет ответ на вопрос: как построить такой вспомогатель-
ный функционал качества (ВФК), который эквимодален ИФК, но доступен
как инструмент самооптимизации?. При этом эквимодальность ИФК и ВФК
означает: аргументы, доставляющие им минимум, совпадают, и поэтому
их минимальные значения достигаются синхронно.

Раздел 1 содержит строгие формулировки решаемой задачи. В разд. 2
приведен компактный вид оптимального фильтра Колмогорова—Винера, что-
бы обособить ту часть вычислений, которая одинакова для всех каналов. Раз-
дел 3 дает запись этого решения в ковариационной форме фильтра Калмана
и явный вид решения алгебраического уравнения Риккати, что позволяет
знать заранее те пределы, к которым должны сходиться соответствующие
характеристики адаптивного фильтра. Информационный фильтр Калмана
приведен в разд. 4 ввиду перспективы использования в режиме адаптации.
Раздел 5 конкретизирует модель адаптивного фильтра и алгоритмы ее оп-
тимизации. В разд. 6 сформирован вспомогательный функционал качества,
позволяющий реализовать алгоритмы, приведенные в разд. 5. Численный
пример помещен в разд. 7 для экспериментального подтверждения полезно-
сти найденного решения. Заключение сообщает, какие выводы дает и какие
возможности открывает эта работа.

1. Характеристики задачи: исходные предположения и формаль-
ные обозначения. Мультисенсорность означает, что измеряемые сигналы
{𝑦(𝑖)(𝑡) | 𝑖 = 1,𝑚} от 𝑚 > 1 сенсоров находятся в функциональной зависимо-
сти от одного полезного сигнала 𝑥(𝑡), где 𝑡— непрерывное время [1, c. 223].
Практическим примером может быть обработка данных множества радио-
допплеровких измерителей скорости движения летательного аппарата (ЛА).
В этом контексте скорость движения ЛА является тем полезным сигналом
𝑥(𝑡), который нужно оценивать по данным измерений 𝑦𝑖(𝑘𝑇 ), доступным от

𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 сенсоров в дискретные моменты времени 𝑡𝑘 , 𝑘𝑇 , 𝑘 = 1, 2, . . .,
где 𝑇 обозначает заданный темп измерений.

Типична ситуация, когда 𝑥(𝑡) моделирует не саму скорость, а отклонение
скорости от некоторого известного (программного) режима движения объ-
екта. Эти отклонения вызваны реальными возмущениями со стороны той
стохастической среды, в которой происходит физическое движение. Для ЛА
это — воздушная среда, для морского объекта — водная среда. Ситуация, ко-
гда среда стационарна (нормальный режим функционирования), дает осно-
вание принять первое базовое предположение: полезный сигнал 𝑥(𝑡)— стаци-
онарный случайный процесс с нулевым средним значением и корреляционной
функцией 𝑅𝑥𝑥(𝜏).

Второе базовое предположение задачи фильтрации характеризует сенсо-
ры — источники первичной (измерительной) информации. Исходим из типо-
вых предположений о том, что погрешности 𝑣𝑖(𝑘𝑇 ) присутствуют в измере-
ниях аддитивно:

𝑦𝑖(𝑘𝑇 ) = 𝑥(𝑘𝑇 ) + 𝑣𝑖(𝑘𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,
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что они не коррелированы между собой и с полезным сигналом и что сенсоры
работают с таким темпом 𝑇 дискретизации времени, который позволяет при-
менять для их погрешностей гипотезу дискретного белого шума с нулевым
средним значением E {𝑣𝑖(𝑘𝑇 )} = 0 и с ненулевыми дисперсиями 𝐵2

⋆,𝑖:

E {𝑣𝑖(𝑘𝑇 )𝑣𝑗(𝑙𝑇 )} =

{︃
𝐵2

⋆,𝑖 , 𝑖 = 𝑗 & 𝑘 = 𝑙 ,

0 , 𝑖 ̸= 𝑗 ∨ 𝑘 ̸= 𝑙 .

Обозначим векторы поступающих данных и ошибок наблюдений в момент
𝑘𝑇 как 𝑦(𝑘𝑇 ) и 𝑣(𝑘𝑇 ):

𝑦(𝑘𝑇 ) ,
[︀
𝑦1(𝑘𝑇 )

⃒⃒
𝑦2(𝑘𝑇 )

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝑦𝑚(𝑘𝑇 )

]︀⊤
= 𝐻𝑥(𝑘𝑇 ) + 𝑣(𝑘𝑇 ),

𝐻 =
[︀

1
⃒⃒

1
⃒⃒
· · ·

⃒⃒
1

]︀⊤
,

𝑣(𝑘𝑇 ) =
[︀
𝑣1(𝑘𝑇 )

⃒⃒
𝑣2(𝑘𝑇 )

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝑣𝑚(𝑘𝑇 )

]︀⊤
,

𝑅⋆ = E

{︁
𝑣(𝑘𝑇 )𝑣⊤(𝑘𝑇 )

}︁
= diag

[︀
𝐵2

⋆,1

⃒⃒
𝐵2

⋆,2

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐵2

⋆,𝑚

]︀
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1)

Введем составной вектор, который объединяет всю историю наблюдений,
доступных к настоящему моменту времени 𝑘𝑇 , и обозначим его как

𝑌 (𝑘𝑇 ) ,
[︁
𝑦(𝑘𝑇 )⊤

⃒⃒
𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 )⊤

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝑦(𝑘𝑇 − 𝑗𝑇 )⊤

]︁⊤
𝑗→∞

.

Это случайный вектор растущей со временем размерности 𝑚 × (𝑗 + 1)
⃒⃒

𝑗 = 0, 1, . . . , чье реализованное значение обозначим соответственно:

𝑌𝑘 ,
[︁
𝑦⊤𝑘

⃒⃒
𝑦⊤𝑘−1

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝑦⊤𝑘−𝑗

]︁⊤
𝑗→∞

. (2)

Предполагаем (для определенности), что для 𝑥(𝑡) приемлема𝑅𝑥𝑥(𝜏) в про-
стом виде:

𝑅𝑥𝑥(𝜏) = 𝐴2
⋆𝑒

−𝛼⋆|𝜏 |, (3)

чтобы в последующем анализе суть решения оказалась проявлена не в тех-
нических деталях, вызванных более сложной моделью, а в принципиальных
особенностях мультисенсорной постановки. Этой функции (3) соответствует
следующая дискретная спектральная плотность сигнала [1, c. 232]:

Φ𝑥𝑥(𝑧) , Z𝐼𝐼{𝑅𝑥𝑥(𝜏)} =

∞∑︁

𝑘=−∞
𝑧−𝑘𝑅𝑥𝑥(𝑘𝑇 ) =

𝐴2
⋆(1− 𝑑2⋆)

(1− 𝑑⋆𝑧)(1− 𝑑⋆𝑧−1)
, (4)

где 𝑑⋆ , 𝑒−𝛼⋆𝑇 , 𝑧 = 𝑒𝑝𝑇 — переменная 𝑧-преобразования, 𝑝— переменная пре-
образования Лапласа, Z𝐼𝐼{·} обозначает двустороннее 𝑧-преобразование, при-
меняемое к {·}, в данном случае к {𝑅𝑥𝑥(𝜏)}.

Перейдем к бесскобочным обозначениям 𝑥𝑘 , 𝑥(𝑘𝑇 ), 𝑦
(𝑖)
𝑘 , 𝑦𝑖(𝑘𝑇 ), 𝑦𝑘 ,

𝑦(𝑘𝑇 ) и т. п. для функций дискретного времени 𝑘𝑇 и будем применять соот-
ветствующие им односторонние 𝑧-преобразования

𝑥(𝑧) , Z𝐼{𝑥(𝑘𝑇 )} =
∑︀∞

𝑗=0 𝑧
−𝑗𝑥𝑗 ,

𝑦(𝑖)(𝑧) , Z𝐼{𝑦𝑖(𝑘𝑇 )} =
∑︀∞

𝑗=0 𝑧
−𝑗𝑦

(𝑖)
𝑗 ,

𝑦(𝑧) , Z𝐼{𝑦(𝑘𝑇 )} =
∑︀∞

𝑗=0 𝑧
−𝑗𝑦𝑗 .
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Факторизация Φ𝑥𝑥(𝑧) = 𝐹⋆(𝑧
−1)Φ𝑤𝑤(𝑧)𝐹⋆(𝑧) спектральной плотности (4)

при задании Φ𝑤𝑤 = 1 означает, что стационарный процесс 𝑥𝑘 может быть
рассмотрен как сформированный устойчивым дискретным фильтром с пере-
даточной функцией

𝐹⋆(𝑧) =
𝐴⋆

√︀
1− 𝑑2⋆

1− 𝑑⋆𝑧−1

из дискретного белого шума 𝑤𝑘 с единичной дисперсией [1, p. 209]. Это озна-
чает, что

𝑥𝑘 = 𝑑⋆𝑥𝑘−1 +𝐴⋆

√︀
1− 𝑑2⋆𝑤𝑘,

𝑦
(𝑖)
𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑣

(𝑖)
𝑘 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚.

}︃
(5)

В гауссовской трактовке имеем ПРВ в явном виде [3, c. 209, 215]:

𝑓𝑥(𝑘𝑇 ) |𝑌 (𝑘𝑇−𝑇 )(𝜉
⃒⃒
𝑌𝑘−1) =

1√︁
2𝜋�̊�−𝑘

exp

{︂
−(𝜉 − �̊�−𝑘 )

2

2�̊�−𝑘

}︂
,

(первый этап — прогноз на 1 шаг),

𝑓𝑥(𝑘𝑇 ) |𝑌 (𝑘𝑇 )(𝜉
⃒⃒
𝑌𝑘) =

1√︁
2𝜋�̊�+𝑘

exp

{︂
−(𝜉 − �̊�+𝑘 )

2

2�̊�+𝑘

}︂
,

(второй этап — обновление),

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6)

где присутствуют: �̊�−𝑘 — оптимальное предсказание значения 𝑥𝑘, сформиро-

ванное сразу после учета измерения 𝑦𝑘−1 вперед к приходу измерения 𝑦𝑘; �̊�
−
𝑘 —

дисперсия ошибки оценки �̊�−𝑘 ; �̊�+𝑘 — оптимальная оценка значения 𝑥𝑘, обнов-

ленная в момент прихода и учета 𝑦𝑘; �̊�
+
𝑘 — дисперсия ошибки оценки �̊�+𝑘 . Как

отмечено выше, для их вычисления нужно иметь полное знание всех пара-
метров: {𝑑⋆, 𝐴2

⋆, 𝐵
2
⋆,𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}. Если их не имеем, то возможны лишь

субоптимальные (или адаптивные) оценки, которые будем обозначать, соот-
ветственно, так: �̂�−𝑘 вместо �̊�−𝑘 ; 𝑝−𝑘 вместо �̊�−𝑘 ; �̂�+𝑘 вместо �̊�+𝑘 ; 𝑝+𝑘 вместо �̊�+𝑘 . Они

будут возникать из-за того, что вместо точных {𝑑⋆, 𝐴2
⋆, 𝐵

2
⋆,𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}

приходится применять неточные значения {𝑑,𝐴2, 𝐵2
𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}, чем

и вызываются субоптимальные (или адаптивные) значения параметра филь-

тра, обозначаемые обобщенно как 𝜃 вместо его оптимального значения �̊�⋆.
Субоптимальные (или адаптивные) оценки ставятся в зависимость от 𝜃 так
же, как ИФК, в роли которого равноправно пригоден любой из среднеквад-
ратических критериев:

𝐽−
𝑒 (𝜃) , E

{︀
[𝑒−𝑘 (𝜃)]

2
}︀

или 𝐽+
𝑒 (𝜃) , E

{︀
[𝑒+𝑘 (𝜃)]

2
}︀
,

𝑒−𝑘 (𝜃) , 𝑥𝑘 − �̂�−𝑘 (𝜃) или 𝑒+𝑘 (𝜃) , 𝑥𝑘 − �̂�+𝑘 (𝜃).
(7)

2. Задача Колмогорова—Винера в мультисенсорной постановке.
Минимизация критерия 𝐽+

𝑒 (𝜃) = 𝐽+
𝑒 [𝐺(𝑧)], который сейчас определяется как

функционал от вектора 𝐺(𝑧) =
[︀
𝐺(1)(𝑧)

⃒⃒
𝐺(2)(𝑧)

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐺(𝑚)(𝑧)

]︀⊤
передаточ-

ных функций 𝑚-канальной системы с выходом �̂�+(𝑧) , 𝐺(𝑧)⊤𝑦(𝑧), дает опти-

мальное значение 𝐺⋆(𝑧) =
[︁
𝐺

(1)
⋆ (𝑧)

⃒⃒
𝐺

(2)
⋆ (𝑧)

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐺

(𝑚)
⋆ (𝑧)

]︁⊤
с передаточными
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функциями 𝐺
(𝑖)
⋆ (𝑧) = �̊�

(𝑖)
⋆ /[1− �̊�⋆𝑧

−1], 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 для формирования опти-

мальной оценки �̂�+(𝑧) = 𝐺⋆(𝑧)
⊤𝑦(𝑧), причем коэффициент �̊�

(𝑖)
⋆ в числителе

𝑖-той передаточной функции индивидуален, а коэффициент �̊�⋆ в знаменателе
у всех передаточных функций один и тот же [1, c. 241ś245]:

�̊�
(𝑖)
⋆ = 𝐾⋆

𝑖 �̊�⋆, 𝐾⋆
𝑖 , 𝐵2

⋆/𝐵
2
⋆,𝑖, 𝐵2

⋆ , 1
⧸︁ 𝑚∑︁

𝑙=1

(︀
1/𝐵2

⋆,𝑙

)︀
,

𝑚∑︁

𝑙=1

𝐾⋆
𝑖 = 1,

�̊�⋆ = 1− �̊�⋆𝑑
−1
⋆ , �̊�⋆ , 𝑒−�̊�⋆𝑇 , ch �̊�⋆𝑇 = ch𝛼⋆𝑇 +

𝐴2
⋆

𝐵2
⋆

sh𝛼⋆𝑇.

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8)

Соответственно, во временно́й области получаем частные оценки �̊�
+(𝑖)
𝑘 и ито-

говую оценку �̊�+𝑘 :

(9)𝑎 �̊�
+(𝑖)
𝑘 = �̊�⋆�̊�

+(𝑖)
𝑘−1 + �̊�

(𝑖)
⋆ 𝑦

(𝑖)
𝑘 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

(9)𝑏 �̊�+𝑘 ,

𝑚∑︁

𝑖=1

�̊�
+(𝑖)
𝑘 = �̊�⋆�̊�

+
𝑘−1 + �̊�⋆

𝑚∑︁

𝑖=1

𝐾⋆
𝑖 𝑦

(𝑖)
𝑘 .

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9)

Это решение представим оптимальной моделью M(�̊�⋆) (10) и ее вектор-

параметр обозначим �̊�⋆, (10)𝑔:

(10)𝑎 �̊�+𝑘 = �̊�⋆�̊�
+
𝑘−1 + �̊�⋆𝑦

⋆
𝑘, 𝑦

⋆
𝑘 ,

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑦
(⋆,𝑖)
𝑘 ,

𝑦⋆𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑣⋆𝑘, 𝑣
⋆
𝑘 =

𝑚∑︁

𝑖=1

𝐾⋆
𝑖 𝑣

(𝑖)
𝑘 ,

(10)𝑏 𝑦
(⋆,𝑖)
𝑘 , 𝐾⋆

𝑖 𝑦
(𝑖)
𝑘 ,

(10)𝑐 �̊�⋆ , 𝑒−�̊�⋆𝑇 , ch �̊�⋆𝑇 = ch𝛼⋆𝑇 +
𝐴2

⋆

𝐵2
⋆

sh𝛼⋆𝑇,

(10)𝑑 �̊�⋆ = 1− �̊�⋆𝑑
−1
⋆ ,

(10)𝑒 𝐵2
⋆ , 1

⧸︁ 𝑚∑︁

𝑙=1

(︀
1/𝐵2

⋆,𝑙

)︀
, 𝐵2

⋆ = E

{︁
[𝑣⋆𝑘]

2
}︁
,

(10)𝑓 𝐾⋆
𝑖 , 𝐵2

⋆/𝐵
2
⋆,𝑖,

𝑚∑︁

𝑙=1

𝐾⋆
𝑖 = 1,

(10)𝑔 �̊�⋆ ,
{︀
�̊�⋆, �̊�⋆, 𝐵

2
⋆,𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚

}︀
= argmin

�̂�+

𝑘

𝐽+
𝑒 (𝜃),

(10)ℎ min
[︀
𝐽+
𝑒 (𝜃)

]︀
�̂�+

𝑘

= 𝐵2
⋆ �̊�⋆ , 𝐽+

𝑒 (�̊�⋆) = E
{︀
[̊𝑒+𝑘 ]

2
}︀
,

�̊�+𝑘 , 𝑥𝑘 − �̊�+𝑘 (𝜃).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

: M(�̊�⋆) (10)

Замечание 1. В теории синтеза стационарных фильтров при бесконеч-
ном времени наблюдения (задача Колмогорова—Винера для многомерных
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систем) решение отыскивают в 𝑚-канальной системе [1, рис. 5.5, c. 223], где

каждое 𝑖-тое измерение 𝑦
(𝑖)
𝑘 проходит обработку в 𝑖-том фильтре непосред-

ственно в МНС 𝑖-того сенсора для генерирования частной оценки �̊�
+(𝑖)
𝑘 (9)𝑎.

Затем частные оценки суммируют для получения итоговой оценки �̊�+𝑘 (9)𝑏.

В отличие от этого модель M(�̊�⋆) (10) применяет единственный фильтр (10)𝑎

в ЦПР. В МНС 𝑖-того сенсора остается простая операция масштабирования
данных: умножение измеренной величины на весовой коэффициент 𝐾⋆

𝑖 по
формуле (10)𝑏 для передачи в ЦПР. Вычисления в ЦПР сводятся к суммиро-
ванию переданных данных для образования эквивалентного входа 𝑦⋆𝑘, (10)𝑎,
и к его обработке в единственном фильтре по первой формуле (10)𝑎. Это

делает модель M(�̊�⋆) практичной, значительно снижающей общий объем вы-
числений.

Уравнения (10)𝑎, (10)𝑏 определяют параметрический вид фильтра Колмо-

горова—Винера для данных условий. Если 𝜃 , {𝜇, 𝑎,𝐵2
𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}, то

получим условное обозначение M(𝜃) этой субоптимальной (или адаптивной)

структуры. Если, варьируя этот 𝜃, минимизировать ИФК 𝐽+
𝑒 (𝜃) , E

{︀
[𝑒+𝑘 (𝜃)]

2
}︀

(7), то результатом будет параметр �̊�⋆ , {�̊�⋆, �̊�⋆, 𝐵2
⋆,𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}, (10)𝑔,

определяемый через посредство формул (10)𝑐ҫ(10)𝑓 и доставляющий этому
ИФК минимальное значение (10)ℎ.

3. Задача Калмана в мультисенсорной постановке: ковариацион-
ная форма. Согласно «принципу безусловного максимума правдоподобия»
(см. разд. 1), искомые оптимальные оценки определены теоретически как
первый и второй моменты соответствующих ПРВ (6):

(11)𝑎 �̊�−𝑘 , E
{︀
𝑥(𝑘𝑇 )

⃒⃒
𝑌 (𝑘𝑇 − 𝑇 ) = 𝑌𝑘−1

}︀
,

(11)𝑏 �̊�−𝑘 , E
{︀
[𝑥(𝑘𝑇 )− �̊�−𝑘 ]

2
⃒⃒
𝑌 (𝑘𝑇 − 𝑇 ) = 𝑌𝑘−1

}︀
,

(11)𝑐 �̊�+𝑘 , E
{︀
𝑥(𝑘𝑇 )

⃒⃒
𝑌 (𝑘𝑇 ) = 𝑌𝑘

}︀
,

(11)𝑑 �̊�+𝑘 , E
{︀
[𝑥(𝑘𝑇 )− �̊�+𝑘 ]

2
⃒⃒
𝑌 (𝑘𝑇 ) = 𝑌𝑘

}︀
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(11)

Их практическое вычисление составляет алгоритм Калмана [3, с. 217]. Запи-
шем его в ковариационной форме для данной задачи как два чередующихся
этапа (12) и (13):

Этап I — прогноз от (𝑘 − 1)𝑇 к моменту 𝑘𝑇 , 𝑘 = 1, 2, . . ., ; �̊�+0 , E {𝑥0},
�̊�+0 , E

{︁(︀
𝑥0 − �̊�+0

)︀2}︁
:

(12)𝑎 �̊�−𝑘 = 𝑑⋆�̊�
+
𝑘−1,

(12)𝑏 �̊�−𝑘 = 𝑑2⋆�̊�
+
𝑘−1 +𝐴2

⋆(1− 𝑑2⋆).

}︃
(12)

Этап II — обновление в момент 𝑘𝑇 , 𝑘 = 1, 2, . . ., благодаря измерению 𝑦𝑘:

(13)𝑎 �̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 +𝐾𝑘

(︀
𝑦𝑘 −𝐻�̊�−𝑘

)︀
,

(13)𝑏 𝐾𝑘 = �̊�−𝑘𝐻
⊤
(︁
𝐻�̊�−𝑘𝐻

⊤ +𝑅⋆

)︁−1
,

(13)𝑐 �̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 −𝐾𝑘𝐻�̊�
−
𝑘 .

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13)
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В начале итераций этого алгоритма по 𝑘 = 1, 2, . . . (при малых значени-
ях 𝑘) фильтр Калмана нестационарен. Однако эффекты начальных условий

�̊�+0 , E {𝑥0} и �̊�+0 , E

{︁(︀
𝑥0 − �̊�+0

)︀2}︁
, входящих в (12) для 𝑘 = 1, при возраста-

нии 𝑘 → ∞ исчезают, и фильтр стабилизируется (тем быстрее, чем меньше
значение |𝑑⋆| < 1). Строго стационарную (предельную) версию ковариацион-
ного алгоритма (12), (13) получим в виде:
Этап I — прогноз оценки сигнала на 1 шаг:

(14)𝑎 �̊�−𝑘 = 𝑑⋆�̊�
+
𝑘−1,

(14)𝑏 �̊�−⋆ = 𝑑2⋆�̊�
+
⋆ +𝐴2

⋆(1− 𝑑2⋆).

}︃
(14)

Этап II — обновление оценки сигнала благодаря измерению 𝑦𝑘, при этом

𝐾⋆ =
[︁
𝐾⋆,1

⃒⃒
𝐾⋆,2

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐾⋆,𝑚

]︁
:

(15)𝑎 �̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 +𝐾⋆

(︀
𝑦𝑘 −𝐻�̊�−𝑘

)︀
,

(15)𝑏 𝐾⋆ = �̊�−⋆ 𝐻
⊤
(︁
𝐻�̊�−⋆ 𝐻

⊤ +𝑅⋆

)︁−1
,

(15)𝑐 �̊�+⋆ = �̊�−⋆ −𝐾⋆𝐻�̊�
−
⋆ .

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15)

Подстановка выражений (15)𝑏 в (15)𝑐 и затем в (14)𝑏 даст формальное ал-
гебраическое уравнение Риккати (или Лурье, как его называют в [4, c. 185]),
но выписывать его нет смысла, поскольку решать его можно лишь много-
численными итерациями по 𝑘 в алгоритме (12)𝑏, (13)𝑏, (13)𝑐, пока процесс
не стабилизируется по значению �̊�−𝑘 . Обнаружив стабилизацию, считают, что

процесс сошелся: �̊�−𝑘 → �̊�−⋆ и 𝐾𝑘 → 𝐾⋆. При этом выражение (15)𝑐 приобре-

тает вид: �̊�+⋆ =
(︁
1−

∑︀𝑚
𝑖=1𝐾⋆,𝑖

)︁
�̊�−⋆ . Однако явных формул для предельных

значений �̊�−⋆ , 𝐾⋆ и �̊�+⋆ таким методом получить невозможно.

Теорема 1. Установившиеся коэффициенты Калмана в оптимальном
фильтре (14), (15) имеют следующие явные выражения:

𝐾⋆ =
[︁
𝐾⋆,1

⃒⃒
𝐾⋆,2

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐾⋆,𝑚

]︁
= �̊�⋆

[︀
𝐾⋆

1

⃒⃒
𝐾⋆

2

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐾⋆

𝑚

]︀
, (16)

в которых участвуют формулы: (10)𝑓 для 𝐾⋆
𝑖 , (10)𝑒 для 𝐵2

⋆ , (10)𝑑 для �̊�⋆ и
(10)𝑐 для �̊�⋆.

До к а з ат е л ь ств о. Перепишем (9)𝑎 в форме фильтра Калмана. Для
этого в 𝑖-том фильтре Колмогорова—Винера введем обозначение прогнозной

оценки �̊�
−(𝑖)
𝑘 = 𝑑⋆�̊�

+(𝑖)
𝑘−1 — наподобие (12)𝑎 — и подставим сюда �̊�⋆ = 𝑑⋆−𝑑⋆̊𝑎⋆ из

(10)𝑑. Учитывая �̊�
(𝑖)
⋆ = 𝐾⋆

𝑖 �̊�⋆ в (8), найдем �̊�
+(𝑖)
𝑘 = �̊�

−(𝑖)
𝑘 + �̊�⋆

[︁
𝐾⋆

𝑖 𝑦
(𝑖)
𝑘 − �̊�

−(𝑖)
𝑘

]︁
.

Суммирование по 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 дает

�̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 + �̊�⋆

[︃
𝑚∑︁

𝑖=1

𝐾⋆
𝑖 𝑦

(𝑖)
𝑘 − �̊�−𝑘

]︃
.
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С первым обозначением в (1) имеем
∑︀𝑚

𝑖=1𝐾
⋆
𝑖 𝑦

(𝑖)
𝑘 = 𝐾⋆𝑦𝑘, где

𝐾⋆ ,
[︀
𝐾⋆

1

⃒⃒
𝐾⋆

2

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐾⋆

𝑚

]︀
.

Теперь обратимся к фильтру Калмана, раскрывая скобки в (15)𝑎. Зная, что
фильтр Колмогорова—Винера является стационарной версией фильтра Кал-
мана, требуем почленного совпадения этих уравнений:

(17)𝑎 �̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 + �̊�⋆𝐾
⋆𝑦𝑘 − �̊�⋆�̊�

−
𝑘 ,

(17)𝑏 �̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 +𝐾⋆𝑦𝑘 −𝐾⋆𝐻�̊�
−
𝑘 .

}︃
(17)

Совпадение �̊�⋆𝐾
⋆ = 𝐾⋆ означает �̊�⋆𝐾

⋆
𝑖 = 𝐾⋆,𝑖. Это совпадение и свойство

суммы (10)𝑓 приводят к результату: 𝐾⋆𝐻 = �̊�⋆𝐾
⋆𝐻 = �̊�⋆

∑︀𝑚
𝑖=1𝐾

⋆
𝑖 = �̊�⋆. �

4. Задача Калмана в мультисенсорной постановке: информаци-
онная форма. Если строить адаптивный фильтр Калмана на основе ковари-
ационной формы (разд. 3), то вычисления могут оказаться излишне сложны-
ми. Приведем теоретически эквивалентное решение в информационной (ин-
версной относительно предыдущего варианта) форме оптимального фильтра
Калмана.

Вводим обозначения инверсных величин:

�̊�−𝑘 , 1/�̊�−𝑘 , �̊�+𝑘 , 1/�̊�+𝑘 , �̊�−𝑘 , �̊�−𝑘 �̊�
−
𝑘 , �̊�+𝑘 , �̊�+𝑘 �̊�

+
𝑘 .

Тогда из (12) и (13) получаем следующее.

Этап I — прогноз от (𝑘 − 1)𝑇 к моменту 𝑘𝑇 , 𝑘 = 1, 2, . . . , ; �̊�+0 , �̊�+0 �̊�
+
0 , �̊�+0 ,

1/�̊�+0 :

(18)𝑎 �̊�−𝑘 =
�̊�−𝑘
�̊�+𝑘−1

𝑑⋆�̊�
+
𝑘−1,

(18)𝑏 �̊�−𝑘 =
�̊�+𝑘−1

𝑑2⋆ + �̊�+𝑘−1𝐴
2
⋆(1− 𝑑2⋆)

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(18)

Этап II — обновление в момент 𝑘𝑇 , 𝑘 = 1, 2, . . . , благодаря измерению 𝑦𝑘:

(19)𝑎 �̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 +𝐻⊤𝑅−1
⋆ 𝑦𝑘 = �̊�−𝑘 +∆�̊�+𝑘 ,

(19)𝑏 ∆�̊�+𝑘 ,

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑦
(𝑖)
𝑘

𝐵2
⋆,𝑖

, ∆�̊�+𝑘 ,
(︀
𝐵2

⋆

)︀−1
,

(19)𝑐 �̊�+𝑘 = �̊�−𝑘 +∆�̊�+𝑘 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(19)

Запись стационарной версии информационной формы (18), (19) опускаем как
очевидную. Вычислять слагаемые для суммы в (19)𝑏 можно в МНС, осталь-
ные действия — в ЦПР.

5. Параметрическая неопределенность усложняет задачу. В об-
щем случае априорной неопределенности всех параметров {𝑑⋆, 𝐴2

⋆, 𝐵
2
⋆,𝑖

⃒⃒
𝑖 =

1, 2, . . . ,𝑚} задач Колмогорова—Винера или Калмана их решения (10), или
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(14), (15), или (18), (19) не могут быть реализованы. Вместо каждого из этих
оптимальных решений возможно иметь лишь множество аналогов: либо суб-
оптимальных фильтров, либо адаптивных фильтров.

Если любое из оптимальных решений обозначать M(�̊�⋆), то соответству-
ющее множество субоптимальных (адаптивных) решений следует обозначать
как M(𝜃), где 𝜃— субоптимальное либо настраиваемое значение параметра.
Например, в качестве адаптивной версии фильтра Колмогорова—Винера или,
что равнозначно, стационарного фильтра Калмана (в ковариационной фор-
ме) следует брать M(𝜃) в следующем виде:

(20)𝑎 �̂�−𝑘 = 𝑑�̂�+𝑘−1,

(20)𝑏 �̂�+𝑘 = �̂�−𝑘 + 𝑎
(︀
𝐾𝑦𝑘 − �̂�−𝑘

)︀
}︃ M(𝜃)− адаптивная модель:

𝜃 ={𝑎, 𝑑,𝐾𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚},

𝐾 =
[︀
𝐾1

⃒⃒
𝐾2

⃒⃒
· · ·

⃒⃒
𝐾𝑚

]︀
.

(20)

Каждое пробное значение 𝜃 := 𝜃[𝑛] ∈ Θ ⊂ R
𝑚+2, где 𝑛 = 1, 2, . . .— номер

пробного значения, создает 𝑛-ную параметрическую версию M(𝜃[𝑛]) субоп-
тимального фильтра M(𝜃) (20) в некотором допустимом множестве Θ. Каж-
дая 𝑛-ная версия M(𝜃[𝑛]) формирует свою пару оценок: экстраполяционную

�̂�−𝑘 , �̂�−𝑘 (𝜃[𝑛]) и отфильтрованную �̂�+𝑘 , �̂�+𝑘 (𝜃[𝑛]), обе страдающие погрешно-

стями: 𝑒−𝑘 (𝜃[𝑛]) , 𝑥𝑘−�̂�−𝑘 (𝜃[𝑛]) и 𝑒+𝑘 (𝜃[𝑛]) , 𝑥𝑘−�̂�+𝑘 (𝜃[𝑛]), с соответствующими

значениями ИФК: 𝐽−
𝑒 (𝜃[𝑛]) , E

{︁[︀
𝑒−𝑘 (𝜃[𝑛])

]︀2}︁
и 𝐽+

𝑒 (𝜃[𝑛]) , E

{︁[︀
𝑒+𝑘 (𝜃[𝑛])

]︀2}︁
,

т. е. значениями дисперсий ошибок (7) в параметрическом пространстве Θ

при работе этой 𝑛-ной версии на всех наличных данных 𝑦
(𝑖)
𝑗 , 𝑦𝑖(𝑗𝑇 ), 𝑖 =

1, 2, . . . ,𝑚, где 𝑗 = 𝑘, 𝑘 − 1, . . . , 𝑙 (𝑙 → −∞ теоретически).
Минимизация любого критерия (7) влечет достижение минимума другим

критерием из этой пары, поэтому достаточно заниматься одним из них. Од-
нако любой ИФК (7) может быть минимизирован лишь теоретически, так как
ошибки оценивания 𝑒−𝑘 (𝜃[𝑛]), 𝑒

+
𝑘 (𝜃[𝑛]) не являются доступными величинами.

Если бы любой критерий 𝐽±
𝑒 (𝜃[𝑛]) , E

{︁[︀
𝑒±𝑘 (𝜃[𝑛])

]︀2}︁
из (7) был доступен,

то для его численной минимизации в пространстве параметров фильтра (20)
можно было бы пытаться применять стандартные методы, например, метод
скорейшего спуска [17, p. 22]:

(21)𝑎 𝑔(𝜃[𝑛]) = ∇𝜃𝐽
±
𝑒 (𝜃[𝑛]),

(21)𝑏 𝜃[𝑛+ 1] = 𝜃[𝑛]− 𝛾[𝑛]𝑔(𝜃[𝑛])

}︃
(21)

с величиной 𝑛-ного шага 𝛾[𝑛] (хотя это не лучший выбор), или более надеж-
ный метод Ньютона [17, p. 44]:

(22)𝑎 𝑔(𝜃[𝑛]) = ∇𝜃𝐽
±
𝑒 (𝜃[𝑛]),

(22)𝑏 𝐺(𝜃[𝑛]) = ∇2
𝜃𝐽

±
𝑒 (𝜃[𝑛]),

(22)𝑐 solve 𝐺(𝜃[𝑛])𝛿 = −𝑔(𝜃[𝑛]) for 𝛿 , 𝛿[𝑛],

(22)𝑑 𝜃[𝑛+ 1] = 𝜃[𝑛] + 𝛿[𝑛],

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(22)
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или другие методы этого типа [17, p. 49ś57]. При их сходимости к точке

минимума ИФК можно было бы рассчитывать, что 𝜃[𝑛] → �̊�⋆ = {̊𝑎⋆, 𝑑⋆,𝐾⋆
𝑖

⃒⃒

𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}.
Замечание 2. Существенно, что итерации по номерам версий субопти-

мального фильтра (при 𝑛 = 1, 2, . . .) можно выполнять не в реальном, а в
ускоренном (компьютерном) темпе времени на одном и том же множестве

𝑦
(𝑖)
𝑗 , 𝑦𝑖(𝑗𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, где 𝑗 = 𝑘, 𝑘 − 1, . . . , 𝑙, экспериментальных дан-

ных, если они сохранены для этого: меньшее компьютерное время поиска
лучшей версии в обмен на бóльшие затраты компьютерной памяти.

6. Построение вспомогательного (инструментального) функци-
онала качества. Однако реализация таких идей невозможна. Поскольку
в задаче фильтрации ошибки 𝑒±𝑘 (𝜃) (вторая строка в (7)) не могут быть из-
вестны, любой исходный функционал ошибки (первая строка в (7)) не может
быть практическим инструментом оптимизации фильтра.

Задача формирования ВФК, эквимодального исходному функционалу ка-
чества, поставлена [18] как задача Активного Принципа Адаптации (АПА).

Определение 1. Два функционала эквимодальны друг другу, если сов-
падают аргументы, доставляющие им минимум, а именно: минимум одно-
го функционала влечет минимум другого функционала; в вычислительном
процессе минимизации одного из них, доступного для реализации, минимум
другого, не доступного для реализации, достигается автоматически.

Обозначим доступный для реализации ВФК обобщенно как 𝐽𝑎(𝜃), следуя
термину Auxiliary Performance Index. Не доступный для реализации ИФК
обозначим 𝐽𝑜(𝜃)— Original Performance Index. Потребуем свойство:

𝐽𝑎(𝜃) = 𝐽𝑜(𝜃) + const𝜃. (23)

Теорема 2. Пусть за 𝐽𝑜(𝜃) принят первый из критериев (7) и доступный
для реализации процесс 𝜀−𝑘 (𝜃) определен выражением

𝜀−𝑘 (𝜃) ,
1

𝑚

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑦
(𝑖)
𝑘 − �̂�−𝑘 (𝜃).

Тогда (23) выполнено для 𝐽𝑎(𝜃) , E
{︀
[𝜀−𝑘 (𝜃)]

2
}︀

при const𝜃 =
1
𝑚2

∑︀𝑚
𝑖=1𝐵

2
⋆,𝑖.

Д о к а з ат е л ь ств о. Домножим первое выражение в (1) слева на 𝐻⊤,
поделим на 𝑚 и затем вычтем �̂�−𝑘 (𝜃). Получаем результат:

𝜀−𝑘 (𝜃) =
[︀
𝑥𝑘 − �̂�−𝑘 (𝜃)

]︀
+

1

𝑚

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑣
(𝑖)
𝑘 = 𝑒−𝑘 (𝜃) + 𝑣𝑘, 𝑣𝑘 ,

1

𝑚

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑣
(𝑖)
𝑘 . (24)

Возводя (24) в квадрат, осредняя и учитывая E
{︀
[𝑒−𝑘 (𝜃)][𝑣𝑘]

}︀
= 0, находим

E
{︀
[𝜀−𝑘 (𝜃)]

2
}︀
= E

{︀
[𝑒−𝑘 (𝜃)]

2
}︀
+E

{︁
[𝑣𝑘]

2
}︁
, E

{︀
[𝑣𝑘]

2
}︀
=

1

𝑚2

𝑚∑︁

𝑖=1

𝐵2
⋆,𝑖 . (25)
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Сопоставляя (25) c (23), убеждаемся в справедливости утверждения. �

Благодаря этому результату задача активной адаптации применительно к
мультисенсорной фильтрации получает инструментальное решение (рис. 1).
Это означает, что в практических методах (21) или (22) в качестве рабоче-

го критерия самооптимизации может быть взят min𝜃
1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

[︀
𝜀−𝑘 (𝜃)

]︀2
, где 𝑁 —

интервал осреднения для приближенного оценивания математического ожи-
дания 𝐽𝑎(𝜃) , E

{︀
[𝜀−𝑘 (𝜃)]

2
}︀
.

Рис. 1. Активный принцип адаптации фильтра в мультисенсорной постановке: z−1 — блок
задержки на время такта T ; SLN — место нахождения сенсоров; DMU — центр принятия
решений. Теоретическая сходимость при n → ∞: θ[n] → θ̊⋆ = {̊a⋆, d⋆,K

⋆
𝑖

⃒

⃒ i = 1, 2, . . . ,m}

[Figure 1. Active principle of adaptation in the multi-sensor problem statement: z−1 — a one-step
delay unit; SLN — sensors’ location in the network; DMU — Decision Making Unit. Theoretical

convergence at n → ∞: θ[n] → θ̊⋆ = {̊a⋆, d⋆,K
⋆
𝑖

⃒

⃒ i = 1, 2, . . . ,m}]

7. Численный пример. Численные эксперименты проведем в системе
MATLAB в режиме двумерной настройки. Для этого считаем, что входные дан-
ные содержат сигнал 𝑥(𝑡) c двумя неизвестными параметрами 𝐴2

⋆ и 𝛼⋆ кор-
реляционной функции (3). Будем генерировать отсчеты 𝑥𝑘 сигнала по ал-
горитму (5), в котором зададим точные значения двух параметров модели:

𝑑⋆ , 𝑒−𝛼⋆𝑇 = 3/5 и 𝐴2
⋆ = 𝜌2⋆𝐵

2
⋆ . Здесь используем обозначение 𝜌2⋆ , 𝐴2

⋆/𝐵
2
⋆

для отношения мощностей łсигнал/шумž, где 𝐵2
⋆ взято из (8). Для модель-

ного случая четырех сенсоров (𝑚 = 4) с известными мощностями шумов
измерения 𝐵2

⋆,𝑖 = 1 (𝑖 = 1, 4) имеем 𝐵2
⋆ = 1/4, при этом формула (16) Тео-

ремы 1 дает установившиеся значения коэффициентов фильтра Калмана:
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𝐾⋆ = �̊�⋆
[︀
0.25

⃒⃒
0.25

⃒⃒
0.25

⃒⃒
0.25

]︀
. Его параметр �̊�⋆ удовлетворяет выражению

(10)𝑑, а �̊�⋆ — выражению (10)𝑐, которому придадим удобный для вычислений
вид:

�̊�⋆ = 𝛽⋆ −
√︁
𝛽⋆

2 − 1 ,

𝛽⋆ , (1/2)
[︀(︀
𝑑−1
⋆ + 𝑑⋆

)︀
+ 𝜌2⋆

(︀
𝑑−1
⋆ − 𝑑⋆

)︀]︀
.

Таким образом, адаптивному фильтру (см. рис. 1) неизвестен двумерный

�̊�⋆ = {̊𝑎⋆, 𝑑⋆}. В адаптивном фильтре его должен заменять настраиваемый

параметр 𝜃 , {𝑎, 𝑑}. Параметры {𝐾𝑖

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, 3, 4} настраивать не нужно,

поскольку их точные значения {𝐾⋆
𝑖 = 0.25

⃒⃒
𝑖 = 1, 2, 3, 4} известны.

План вычислительных экспериментов следующий. Будем сохранять 𝑁 по-
следних значений из серии измерений (2) при значении �̊�⋆ = {̊𝑎⋆; 𝑑⋆}. Зада-
дим интервал измерений 𝑁 = 500. Накопленные измерения используем для
вычисления значений исходного и вспомогательного функционалов качества
𝐽𝑜(𝜃) и 𝐽𝑎(𝜃), заменяя оператор математического ожидания E {·}, предпола-
гаемый в ключевом соотношении (23), оператором текущего среднего. Делая
это при изменяющихся значениях параметров 𝑎 и 𝑑 фильтра для разных зна-
чений 𝜌2⋆, построим графики.

Результаты, полученные при этих условиях эксперимента, показывают
процесс оптимальной фильтрации сигнала на рис. 2 для соотношений сиг-
нал/шум 𝜌2⋆ = 1 (графики слева) и 𝜌2⋆ = 100 (графики справа).

Возможность сопоставить значения ИФК и ВФК при тех же условиях экс-
перимента дает следующие результаты (рис. 3 и 4). Из рис. 3 видно, что точки
минимума 𝐽𝑜(𝜃) и 𝐽𝑎(𝜃) по 𝑎 и 𝑑 совпадают и соответствуют оптимальным
значениям �̊�⋆ = 4/9 ≈ 0.44 и 𝑑⋆ = 3/5 = 0.6. Рис. 4 также показывает, что
минимумы критериев 𝐽𝑜(𝜃) и 𝐽𝑎(𝜃) достигаются в точке оптимальных значе-
ний параметров для данного 𝜌2⋆ = 100: при �̊�⋆ = −808/9+ (8/9)

√
10426 ≈ 0.98

и 𝑑⋆ = 3/5 = 0.6.
Таким образом, проведенные вычислительные эксперименты подтвержда-

ют полученные в работе теоретические результаты.

Рис. 2. Оптимальная фильтрация сигнала x𝑘 (k = 1, . . . , 100) по данным четырех сенсоров
при различных отношениях сигнал/шум: ρ2⋆ = 1 (слева) и ρ2⋆ = 100 (справа)

[Figure 2. Optimal ҥltering process of signal x𝑘 (k = 1, . . . , 100) given data from the four sensors
at different signal-to-noise ratios: ρ2⋆ = 1 (left) and ρ2⋆ = 100 (right)]
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Рис. 3. Значения исходного функционала качества J𝑜(θ) и вспомогательного функционала
качества J𝑎(θ), вычисленные по N = 500 данным измерений от четырех сенсоров для
отношения сигнал/шум ρ2⋆ = 1 при изменении параметров адаптивного фильтра θ = {a, d}

[Figure 3. Values of J𝑜(θ) (OPI ҫ Original Performance Index) and J𝑎(θ) (API ҫ Auxiliary
Performance Index) calculated based on N = 500 measurement data from four sensors at signal-

to-noise ratio ρ2⋆ = 1 vs the adaptive ҥlter parameter θ = {a, d}]

Рис. 4. Значения исходного функционала качества J𝑜(θ) и вспомогательного функционала
качества J𝑎(θ), вычисленные по N = 500 данным измерений от четырех сенсоров для от-
ношения сигнал/шум ρ2⋆ = 100 при изменении параметров адаптивного фильтра θ = {a, d}

[Figure 4. Values of J𝑜(θ) (OPI ҫ Original Performance Index) and J𝑎(θ) (API ҫ Auxiliary
Performance Index) calculated based on N = 500 measurement data from four sensors at signal-

to-noise ratio ρ2⋆ = 100 vs the adaptive ҥlter parameter θ = {a, d}]

Заключение. Установлена возможность формирования и использования
инструментального функционала качества для задачи самооптимизации си-
стем мультисенсорного выделения одного полезного сигнала из зашумленных
показаний множества датчиков, отличительной особенностью которой явля-
ется невозможность использования исходного функционала ошибки фильтра-
ции для решения этой задачи.

Данный инструментальный функционал отличается от исходного функ-
ционала ошибки фильтрации на постоянную величину, не зависящую от пара-
метров системы обработки поступающей от датчиков измерительной инфор-
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мации. В силу этой связи минимум инструментального функционала влечет
минимум исходного функционала, но, в отличие от последнего, может быть
найден применением к нему всего аппарата и средств оптимизации.

Предложенное решение осуществимо при достаточно общих условиях:
ś модель сигнала (Msignal) есть обоснованное представление случайного

полезного сигнала в виде стационарного марковского процесса 𝑝-го по-
рядка как решения линейного устойчивого стохастического дифферен-
циального уравнения 𝑝-го порядка с неизвестными параметрами урав-
нения и ковариаций порождающих шумов;

ś модель сенсоров (Msensors) есть представление измерительных данных
как поступающих дискретно во времени линейных комбинаций сигнала
и дискретных белых шумов с неизвестными ковариациями.

В результате детального анализа этого решения на частном примере адаптив-
ного оценивания марковского процесса 1-го порядка выявлено следующее:

ś Модель сигнала (Msignal) диктует достаточно сложные операции одно-
шагового предсказания и затем обновления оценок в двухэтапном алго-
ритме фильтрации; их целесообразно выполнять в одном месте — в цен-
тре принятия решений; здесь же должны выполняться вычислительные
операции по минимизации инструментального функционала качества.

ҫ Модель сенсоров (Msensors) диктует несложные операции адаптивного
масштабирования данных; их целесообразно оставлять в местах нахож-
дения сенсоров (датчиков первичной измерительной информации).

ҫ Базовые алгоритмы фильтрации нуждаются в придании им алгоритмов
адаптации параметров; они могут быть взяты в различных формах: (а)
в форме фильтра Колмогорова—Винера, (б) в ковариационной форме
фильтра Калмана или (в) в информационной форме фильтра Калмана.

ҫ Вычислительные операции по минимизации инструментального функ-
ционала качества должны быть найдены как варианты эффективных
алгоритмов различного уровня сложности, изученные, например, в [19].

Теоретическая разработка, предпринятая в данной работе, открывает воз-
можности развития этой темы в следующих направлениях:

1) Применение модели сигнала (Msignal) как процесса порядка 𝑝 > 1.
2) Сравнение методов минимизации инструментального функционала ка-

чества по вычислительным затратам, скорости сходимости и точности.
3) Анализ эффекта модельных неточностей в системе мультисенсорного

выделения сигнала, действующей по активному принципу адаптации.
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Abstract

A multi-sensor őltering system is characterized mathematically as a re-
sult of the solution to the problem of synthesizing the multi-dimensional
discrete system of őltering a single signal from heterogeneous data sources.
The stationary problem statement has three variants of its solution: by
KolmogorovҫWiener, Kalman covariance, and Kalman information forms.
In the body of the paper, we actualize a problem of these solutions under
uncertainty conditions. Aimed at the Active Principle of Adaptation, we have
found a method to form an instrumental performance index to substitute
the inaccessible original performance index (őltering error mean square) by
that criterion functional we created. This substitution makes it possible to
apply for system adaptation all apparatus and tools of practical optimization
methods, őrst of all, the gradient and Newton-like methods.

Our őndings follow:
ҫ Stretching one-step prediction and measurement update operations

are wise to perform at the Decision Making Center; computation op-
erations aimed to minimize the instrumental performance index are
to be done in this place, too.

ҫ Uncompounded procedures of adaptive data scaling are advisable to
complete at the sensors’ location in the network.

ҫ Adaptation algorithms may be implemented based for őlter structures
taken in different forms: KolmogorovҫWiener, Kalman covariance, or
Kalman information forms.

ҫ Computational operations for minimizing the instrumental perfor-
mance index would be beneőcial to develop as versions to implement
the modern practical optimization methods of different levels of com-
plexity.

Research Article
cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0 In-

ternational License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)

Please cite this article in press as:
S e m u s h i n I. V., T s y g a n o v a Yu. V. Active adaptation of a distributed multi-sensor ҥlter-
ing system, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech.
Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2019, vol. 23, no. 4, pp. 724ҫ743. doi: 10.14498/vsgtu1704 (In
Russian).

Authors’ Details:

Innokentiy V. Semushin https://orcid.org/0000-0002-3687-1110
Dr. Techn. Sci.; Professor; Dept. of Information Technology; e-mail: kentvsem@yandex.ru

Yulia V. Tsyganova https://orcid.org/0000-0001-8812-6035
Dr. Phys. & Math. Sci.; Professor; Dept. of Information Technology;
e-mail: tsyganovajv@gmail.com

741



S e m u s h i n I. V., T s y g a n o v a Yu. V.

Keywords: active adaptation, multi-sensor system, distributed Kalman ől-
tering, instrumental optimization performance criterion.

Received: 18th May, 2019 / Revised: 19th October, 2019 /
Accepted: 11th November, 2019 / First online: 16th December, 2019

Competing interests. We have no competing interests.

Authors’ contributions and responsibilities. Each author has participated in the
article concept development and in the manuscript writing. The authors are absolutely
responsible for submitting the őnal manuscript in print. Each author has approved the
őnal version of manuscript.

Funding. The reported study has been funded by the Russian Foundation for Basic
Research and the Government of Ulyanovsk region according to the research projects
nos. 18ҫ41ҫ732002 and 18ҫ47ҫ730001.

References

1. Katkovnik V. Ya., Poluektov R. A. Mnogomernye diskretnye sistemy upravleniia [Multidi-
mensional Discrete Control Systems]. Moscow, Nauka, 1966, 416 pp. (In Russian)

2. Balakrishnan A. Kalman őltering theory. New York, Optimization Software, Inc., Publica-
tions Division, 1984, xii+222 pp.

3. Maybeck P. S. Stochastic Models, Estimation, and Control, vol. 1, Mathematics in Science
and Engineering, vol. 141. New York, Academic Press, Inc, 1979, xix+423 pp.

4. Fomin V. N. Rekurrentnoe otsenivanie i adaptivnaia ől’tratsiia [Recurrent Estimation and
Adaptive Filtering]. Moscow, Nauka, 1984, 288 pp. (In Russian)

5. Speyer J. Computation and transmission requirements for a decentralized linear-quadratic-
Gaussian control problem, IEEE Trans. Automatic Control, 1979, vol. 24, no. 2, pp. 266ҫ269.
doi: 10.1109/TAC.1979.1101973.

6. Rao B. S., Durrant-Whyte H. F. Fully decentralised algorithm for multisensor Kalman
ҥltering, IEE Proc.ҫControl Theory Appl., 1991, vol. 138, no. 5, pp. 413ҫ420. doi: 10.1049/
ip-d.1991.0057.

7. Olfati-Saber R. Distributed Kalman ҥltering and sensor fusion in sensor networks, In: Net-
worked Embedded Sensing and Control, Lecture Notes in Control and Information Science,
331; eds. P. J. Antsaklis, P. Tabuada. Springer, Berlin, Heidelberg, 2006, pp. 157ҫ167.
doi: 10.1007/11533382_10.

8. Alriksson P., Rantzer A. Model based information fusion in sensor networks, IFAC Pro-
ceedings Volumes, 2008, vol. 41, no. 2, pp. 4150ҫ4155. doi: 10.3182/20080706-5-KR-1001.
00698.

9. Rao B. S. Y., Durrant-Whyte H. F., Sheen J. A. A fully decentralized multi-sensor system
for tracking and surveillance, Int. J. Robot. Res., 1993, vol. 12, no. 1, pp. 20ҫ44. doi: 10.
1177/027836499301200102.

10. Mahmoud M. S., Khalid H. M. Distributed Kalman ҥltering: a bibliographic review, IET
Control Theory and Applications, 2013, vol. 7, no. 4, pp. 483ҫ501. doi: 10.1049/iet-cta.
2012.0732.

11. Marelli D., Zamani M., Fu M., Ninness B. Distributed Kalman ҥlter in a network of lin-
ear systems, Systems Control Letters, 2018, vol. 116, no. 6, pp. 71ҫ77. doi: 10.1016/j.

sysconle.2018.04.005.

12. Wu Z., Fu M., Xu Yo., Lu R. A distributed Kalman ҥltering algorithm with fast ҥnite-time
convergence for sensor networks, Automatica, 2018, vol. 95, no. 9, pp. 63ҫ72. doi: 10.1016/
j.automatica.2018.05.012.

13. Dormann K., Noack B., Hanebeck U. D. Optimally distributed Kalman ҥltering with data-
driven communication, Sensors, 2018, vol. 18, no. 4, pp. 1034. doi: 10.3390/s18041034.

742



Active adaptation of a distributed multi-sensor őltering system

14. Badyn M. H., Mesbahi M. Large-scale distributed Kalman ҥltering via an optimization ap-
proach, IFAC PapersOnLine, 2017, vol. 50, no. 1, pp. 10742ҫ10747. doi: 10.1016/j.ifacol.
2017.08.2268.

15. Govaers F. Distributed Kalman ҥlter (Chapter 13), In: Kalman Filters ҫ Theory for Ad-
vanced Applications; eds. Ginalber Luiz de Oliveira Serra. London, IntechOpen, 2018,
pp. 253ҫ272. doi: 10.5772/intechopen.71941.

16. Semushin I. V. The APA based time-variant system identiҥcation, In: 53rd IEEE Conference
on Decision and Control (15ҫ17 December 2014, Los Angeles, CA, USA), 2014, pp. 4137ҫ
4141. doi: 10.1109/CDC.2014.7040033.

17. Fletcher R. Practical Methods of Optimization. Chichester, Great Britain, John Wiley &
Sons Ltd, xiv+436 pp. doi: 10.1002/9781118723203.

18. Semushin I. V. Adaptation in stochastic dynamic systems — Survey and new results II,
Int. J. Communications, Network, and System Sciences, 2011, vol. 4, no. 4, pp. 266–285.
doi: 10.4236/ijcns.2011.44032.

19. Tsyganova Yu. V. Othogonalized array methods for parametric identiőcation of linear
stochastic systems, Dissertation (Doct. Phys.-Math. Sci.; 05.13.18). Ulyanovsk, Ulyanovsk
State University, 2017, 400 pp. (In Russian)

743



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2019, vol. 23, no. 4, pp. 744ҫ755

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) doi: https://doi.org/10.14498/vsgtu1702

Short Communications

MSC: 62P10

Mathematical modeling and prediction of the effectiveness
of surgical treatment in surgery of the spine and pelvic
complex

L. Yu. Kossovich1, A. V. Kharlamov1,

Yu. V. Lysunkina1, A. E. Shulga2

1 N. G. Chernyshevsky Saratov State University (National Research University),
83, Astrakhanskaya st., Saratov, 410012, Russian Federation.
2 Research Institute of Traumatology, Orthopedics, and Neurosurgery,
Saratov State Medical University named after V. I. Razumovsky,
112, Bolshaya Kazachya str., Saratov, 410012, Russian Federation.

Abstract

Based on the study of the literature on the quality assessment of operative
treatment in reconstructive surgery of the spine and pelvic complex, it can
be concluded that, as a rule, multiple linear or logistic regression, a decision
tree, is used to predict the quality of operative treatment. Neural networks
are less commonly used.

Forecasting is performed on the basis of a comparison of the pre- and
postoperative condition of the patient, assessed according to various ordinal
and quantitative scales as a result of interviewing the patient.

With a relatively small number of analyzed cases of the disease (several
tens or hundreds) and a small number of indicators (no more than two or
three dozen), the use of neural networks seems premature for two reasons: a
small amount of data allows analyzing them with classical methods of math-
ematical statistics, and identifying dependencies on a given stage requires
constant ҡmanualә intervention, taking into account information from the
subject area.

The application of statistical analysis methods to data on the treatment
of chronic injuries showed the presence of standard problems for medical
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data. This is the presentation of the initial information in nominal or or-
dinal scales, the subjective nature of some indicators, as well as the inter-
dependence of the presented characteristics, which reduces the quality of
research.

The search for the objective function that characterizes the quality of
surgical treatment has shown the ambiguity of solving this problem even for
a highly specialized situation.

The identiőcation of objectively present relationships also revealed a
large number of problems, especially related to the choice of the type of
surgical treatment, which is largely determined by the experience of the
surgeon.

Based on the study, it was proposed to build a model for predicting the
quality of surgical treatment, based on expert assessments in the form of a
forecast tree with recommended surgical treatment options and a statistical
forecast based on the available experience. It is assumed that the model will
be dynamic with feedback and be able to self-update.

To predict the quality of surgical treatment in reconstructive surgery of
the spine and pelvic complex, it is advisable to use a forecast tree, which
allows us to recommend the type of surgery for a speciőc case of injury or
disease and calculate the predicted values of quality of life indicators.

Keywords: evaluation of the effectiveness of treatment, prognosis of treat-
ment, decision support.
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1. Introduction. The task of predicting the results of surgical treatment is
becoming increasingly relevant in the conditions of accumulating practical ex-
perience and the ever accelerating introduction of IT technologies in medicine.
Prediction based on statistical data on the results of previous similar operations
contributes to the informed choice of surgical reconstructive treatment. Statistical
analysis allows to take into account difficultly formalizable factors describing dis-
eases or injuries, as well as data from ordinal and nominal scales. Therefore, when
developing clinical decision support system, along with planning and modeling,
it is necessary to apply the prediction of treatment results based on statistical
analysis.

2. Theoretical analysis. The search for criteria for the effectiveness of treat-
ment, identifying dependencies of the quality of treatment on the type of diseases,
injuries and patient characteristics has been the subject of many scientiőc studies.
Sufficient attention is paid to building clinical decision support systems (Clinical
DSS) in general, and in surgery in particular.

As a rule, Clinical DSS őnd effective application in diagnostics. For example,
A. B. Goncharova, E. I. Sergeeva [1] described the use of the Clinical DSS model
when making a diagnosis of patients based on the knowledge base of the expert
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system, presented in the form of a table of values based on the notion/absence of
symptoms.

The work of A. A. Litvin, V. A. Litvin [2] presents a review of the literature on
the use of DSS in surgery. Noted, in particular, that the article by P. Davuluri et
al. [3] developed and applied a computer DSS for patients with pelvic injuries. An
automated system for analyzing the results of examining patients using statistical
tests is used for calculations.

A. A. Egorov and V. S. Mikshina [4] developed a DSS based on artiőcial
neural networks to determine the possible outcomes and ways to complete the
surgical treatment of peritonitis. Three variants of the outcome of operations are
considered.

R. Moődi et al. [5] developed a DSS for classifying the severity of acute pan-
creatitis and predicting the possibility of death with the use of artiőcial neural
networks for classiőcation. The following parameters are taken into account as
signiőcant indicators: age, hypotension, two or more signs of SIRS, PaO2 lev-
els, lactate dehydrogenase, glucose, urea, calcium, hematocrit, and the number of
leukocytes in the blood.

B. Andersson et al. [6] conducted a study in which developed DSS on the basis
of artiőcial neural networks for early prediction of acute pancreatitis exacerbation.

N. A. Korenevsky et al. [7] developed and used DSS using fuzzy logic to control
decision-making processes in the treatment of patients with acute cholecystitis.
The authors also solve the problem of forecasting with the use of expert assess-
ments in the development of rules.

The selection of the objective function in the DSS is a key task. A sufficient
number of studies are also devoted to the deőnition of target functions as an
indicator of the effectiveness of surgical treatment and the identiőcation of factors
affecting its value.

A. V. Krut’ko, E. S. Baikov [8] presented a review of the current literature
analyzing the criteria for predicting the results of surgical treatment of herniated
intervertebral disks.

In the work of J. During et al. [9] the connection of lumbar lordosis with the
pelvic geometrical parameters established by X-ray studies was revealed.

In the work of G. Duval-Beaupere et al. [10] it was revealed that a decrease
in the angle of inclination of the pelvis and the sacrum correlates with a higher
frequency of recurrence of hernias of the lumbar spine.

Y. J. Sur, C. G. Kong, and J. B. Park [11] found that the presence of the
transitional lumbosacral vertebra correlates signiőcantly with the frequency of
hernia relapses.

In the work of M. Shen, A. Razi [12] it was revealed that the possibility of
recurrence is associated with retrolisthesis, which is deőned as a vertebral dis-
placement by more than 8 %.

In the thesis, S. I. Ovcharenko [13], on the basis of the quantitative signiőcance
of clinical factors due to the intensity of pain syndrome and the number of affected
vertebral motor segments, developed a technology for predicting the outcome of
surgical treatment of lumbar osteochondrosis based on the use of polyfactorial
correlation analysis and tabular prediction.

In the thesis, A. Antipko [14], based on discriminant analysis using data on
the duration of conservative treatment, a model was developed for assessing the
risk of recurrence of intervertebral hernia in the lumbosacral spine.

A. V. Krut’ko, E. S. Baikov [15] developed guidelines for ҡPredicting the results
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of surgical treatment of patients with hernias of lumbar intervertebral disksә and
created a software product for prediction based on the results of MRI and X-ray
of the likelihood of recurrence of intervertebral hernia after its deletion.

The thesis of A. G. Nazarenko [16] considers various types of operations and
indications for their use. The creation of a vertebral register of patients is de-
scribed.

J. D. Berne, A. Cook, S. A. Rowe, and S. H. Norwood in the article [17] applied
logistic regression to analyze for the presence or absence of arterial damage. To
identify patterns, a retrospective database was used, containing about 10,000
records for the period 2000ś2009.

In articles [18] and [19], in the course of thematic cohort studies, regression
models for additive-multiplicative hazards in multiple outcomes of the disease are
constructed and evaluated.

Multiple linear regression was constructed in [20], according to a prospective
observational study of 424 patients with severe trauma, devoted to traumatic en-
dotheliopathy. Mortality is considered as a function of the following indicators -
adrenaline, norepinephrine syndecan-1, thrombomodulin and selectin, demogra-
phy, type and severity of injury, physiology, treatment.

Hae-Dong Jang et all. [21], in the article, devoted to the risk factor analysis for
predicting vertebral body re-collapse after posterior instrumented fusion in thora-
columbar burst fracture, explores data for 10 years to build a logistic regression:
the probability of a reoperation is analyzed.

In work [22] the problem of sagittal alignment is considered. Multiple re-
gression is constructed, the resulting variable is the level of residual curvature.
Self-learning computer programs are used for surgical planning and prediction of
postoperative alignment.

In [23], logistic regression is used to determine the risk factors for cage subsi-
dence in patients with ossiőcation of the posterior longitudinal ligament (OPLL)
after anterior cervical discectomy.

In [24], preoperative leg pain assessment is used to predict transforaminal lum-
bar interbody fusion. The dependence of the success of the operation on preoper-
ative indicators such as clinical evaluations, age and body mass index is analyzed.

The analysis of the studied sources led to the following conclusions. Each
study presents a solution to a particular task, usually determined by the type
of disease, injury or line of research, within which a speciőc objective function is
selected and statistical models are built. Usually it is a classiőcation or regression.
Forecasting is reduced to the classiőcation of patients according to indicators
before and after surgery. Multiple linear or logistic regression, a decision tree are
applied for forecasting. More rarely it is neural networks. Statistical indicators of
interrelations are used for their identiőcation.

3. Empirical analysis. A study of empirical data obtained from one of the
authors’ own studies on the results of surgical treatment chronic injury with the
use of multidimensional statistical analysis was conducted to build a forecast
model for the clinical decision support system in surgery of spine and pelvic
complex implemented under the project of Advanced Research Foundation.

Data of 80 patients, including the following indicators: gender and age, type
of injury, quality of life indicators before and after surgery, type of operation were
investigated. Baseline data and their designations are presented in Table 1.

To determine the criterion of success of treatment (objective function), various
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Table 1

Designations of patient indicators
Designation Indicators

𝑥1 Gender
𝑥2 Age
𝑥3 Injury Level
𝑥4 Primary Injury Type
𝑥5 Stability
𝑥6 Deformation Character
𝑥7 Group
𝑥8 Surgery Type
𝑦1 Correction Result
𝑥9 Kyphosis Degree Before Surgery
𝑦9 Kyphosis Degree After Surgery
𝑦11 Correction Measure Percentage
𝑦111 Correction Measure In Degrees
𝑧1 Correction Loss Degree
𝑥10 VAS before Surgery
𝑦10 VAS after Surgery
𝑥12 ODI before Surgery
𝑦12 ODI after Surgery
𝑟12 Relative Modify ODI

methods of multivariate statistical analysis were applied to the existing empirical
data.

A feature of research in medicine is the interdependence of indicators, which
complicates the speciőcation of forecast models. Correlation, factor and compo-
nent analysis were used to identify relationships.

So the method of principal components showed that almost all the initial data
are associated with the őrst principal component, which may indicate interde-
pendencies of the initial data. This fact has been conőrmed in the calculations of
the pair correlations of the initial indicators. The component itself explains 53 %
variation. ҡThe type of Surgeryә and ҡMeasure of correction in degreesә correlate
signiőcantly with the second component, it explains 16 % of the variation, the
third is related to ҡAgeә and ҡLevel of injuryә, it accounts for about 7 % of the
explained variation. The fourth component is due to the ҡGenderә of the patient.
The őrst six main components account for more than 90 % of the variation of
indicators. The results of the application of the principal component method are
partially given in Table 2.

The factor analysis, after rotation of the factor axes, made it possible to single
out three signiőcant factors explaining 76% of the total variation of indicators.
The identiőed factors have a more meaningful interpretation than the main com-
ponents. The őrst is associated with postoperative patient characteristics, the sec-
ond with preoperative characteristics. The corresponding factor loads are shown
in Table 3.

Cluster and discriminant analyzes were used to group patients. The results of
the use of cluster analysis are not given, since they did not allow to unambiguously
interpret the resulting partitions. The use of discriminant analysis has allowed for
some indicators to build effective discriminatory functions. For example, discrimi-
nation in terms of the ҡCorrection resultә (𝑦1) indicator made it possible to obtain
a 100% separation of the initial data for the training sample. Some baselines do
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Table 2

Correlations of indicators with four main components
Variables Factor 1 Factor 2 Factor3 Factor4 . . .

𝑥1 −0.269 0.197 0.196 0.820 . . .
𝑥2 0.135 −0.139 −0.778 −0.182 . . .
𝑥3 0.019 0.258 −0.660 0.393 . . .
𝑥4 −0.888 0.161 −0.008 −0.070 . . .
𝑥5 −0.830 0.259 −0.116 0.012 . . .
𝑥6 −0.842 0.243 −0.103 −0.058 . . .
𝑥7 −0.850 0.191 −0.031 −0.031 . . .
𝑥8 −0.048 0.679 −0.180 0.081 . . .
𝑦1 −0.759 −0.587 −0.049 0.016 . . .
𝑥9 −0.819 0.402 0.058 −0.105 . . .
𝑦9 −0.862 −0.368 −0.014 0.019 . . .
𝑦11 0.849 0.439 0.025 −0.004 . . .
𝑦111 −0.356 0.842 0.088 −0.152 . . .
𝑧1 −0.798 −0.375 −0.003 0.087 . . .
𝑥10 −0.828 0.363 0.060 −0.176 . . .
𝑦10 −0.893 −0.317 −0.031 0.012 . . .
𝑥12 −0.865 0.279 0.071 −0.008 . . .
𝑦12 −0.889 −0.312 −0.038 0.074 . . .

Table 3

Factor loads
Variables Factor 1 Factor 2 Factor3

𝑥1 0.079 0.324 0.196
𝑥2 0.027 −0.206 −0.774
𝑥3 −0.130 0.181 −0.673
𝑥4 0.603 0.671 0.019
𝑥5 0.504 0.711 −0.096
𝑥6 0.523 0.706 −0.082
𝑥7 0.556 0.671 −0.007
𝑥8 −0.365 0.563 −0.213
𝑦1 0.961 0.001 0.012
𝑥9 0.397 0.821 0.069
𝑦9 0.906 0.236 0.039
𝑦11 −0.940 −0.173 −0.031
𝑦111 −0.239 0.885 0.058
𝑧1 0.860 0.192 0.047
𝑥10 0.428 0.796 0.074
𝑦10 0.901 0.296 0.020
𝑥12 0.507 0.751 0.091
𝑦12 0.895 0.297 0.014

Expl.Var 7.000 5.364 1.182
Prp.Totl 0.388 0.298 0.065
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not affect the outcome of discrimination. The results of the use of discriminant
analysis are shown in Table 4.

Table 4

The results of the analysis of the discriminant function

Variables
Wilks’ Partial

F-remove (2,62) p-level Toler.
1-Toler.

Lambda Lambda (R-Sqr.)

𝑥1 0.056 0.995 0.292 0.590 0.832 0.167
𝑥2 0.057 0.979 1.309 0.256 0.788 0.211
𝑥3 0.057 0.982 1.150 0.287 0.835 0.164
𝑥4 0.059 0.952 3.129 0.081 0.116 0.883
𝑥5 0.060 0.938 4.146 0.045 0.094 0.905
𝑥6 0.059 0.954 3.036 0.086 0.136 0.863
𝑥7 0.063 0.896 7.286 0.008 0.094 0.905
𝑥8 0.057 0.976 1.530 0.220 0.528 0.471
𝑦1 0.058 0.967 2.117 0.150 0.012 0.987
𝑥9 0.059 0.953 3.098 0.083 0.167 0.832
𝑦9 0.060 0.932 4.542 0.036 0.016 0.983
𝑦11 0.056 0.996 0.194 0.660 0.554 0.445
𝑦111 0.056 0.999 0.015 0.900 0.160 0.839
𝑧1 0.056 0.999 0.039 0.842 0.213 0.786
𝑥10 0.056 0.994 0.336 0.563 0.194 0.805
𝑦10 0.066 0.850 11.075 0.001 0.222 0.777

In other cases, discrimination seemed less successful, and for a number of
indicators it was not possible.

To predict the results of treatment, linear regression models were constructed
and investigated. At the same time, various postoperative characteristics were
selected as the resulting function characterizing the quality of treatment.

Regression analysis allowed us to build several models with varying degrees of
compliance with the initial data. Below are some of the results. All indicators in
the models are statistically signiőcant at less than 5 %.

𝑦111 = 4.1− 2.3𝑥4 + 1.7𝑥8 + 0.73𝑦9, 𝑅2 = 0.71.

Here the dependent variable is ҡMeasure of correction in degrees.ә The model
adequately describes the results of treatment, but the indicator ҡDegree of kypho-
sis after surgeryә (𝑦9) is not a preoperative characteristic and its participation in
the model is very doubtful.

In the next model, the dependent variable is ҡThe degree of correction lossә; the
value of the coefficient of determination shows a good adequacy to the initial data
model. It is obvious that the loss of correction is inŕuenced by both preoperative
and postoperative indicators.

𝑧1 = 6.94 + 1.03𝑥5 − 0.06𝑦11 − 0.4𝑥10 + 0.95𝑦10, 𝑅2 = 0.76.

In the third model, the dependent variable is ҡODI after Surgeryә. The large
value of the coefficient of determination may be due to the mutual inŕuence of
ODI before and after the surgery. Interpreting the coefficients at the ҡCorrection
resultә causes some difficulties. This may be due to the interdependencies between
the regressors, as previously identiőed.

𝑦12 = −30.78 + 1.74𝑥8 + 20.89𝑦1 − 4.68𝑧1 + 0.64𝑥12, 𝑅2 = 0.88.
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In the fourth model, the calculated characteristic, ҡRelative ODI change af-
ter surgeryә, obtained as the ratio of the ODI difference before and after the
surgery to the corresponding ODI value before the surgery, was used as the de-
pendent variable. This index can serve as an indicator of the effectiveness of
surgical treatmentÐthe higher the value of this indicator, the more effective the
result of surgical treatment can be considered.

𝑟12 = 0.94− 0.14𝑦1 − 0.059𝑥8 + 0.035𝑥10 − 0.099𝑦10, 𝑅2 = 0.89.

4. Discussion. The results of the analysis of empirical data show that even
when solving the problem of predicting the effectiveness of treatment of chronic
injury, it is impossible to unambiguously choose the objective function of the
quality of surgical treatment. The exceptions are the last two models, where the
dependent variable is the indicator of quality of life, and the value of the coefficient
of determination is 90% or close.

In this case, the problem remains the representation of the characteristics of
patients in an ordinal scale, the gradations in which are subjective in nature as
patients and physicians. Perhaps this is the reason for the impossibility to build
a model and determine signiőcant factors to substantiate the choice of the type
of operation.

The question of choosing one or another type of surgical treatment is more a
result of the surgeon’s experience than objective dependencies on trauma charac-
teristics and patient data. Algorithmization of this experience is not yet possible
due to the mixing of the experience of different specialists and the lack of scien-
tiőcally proven methods of formalizing medical experience. Discussions regarding
the type of surgical treatment in one case or another are an integral part of scien-
tiőc publications and conferences. It also indicates that the choice of treatment is
largely due to the set of practices of a particular doctor. Multiple surgical treat-
ments can pursue speciőc, private results that cannot be predicted as a single
statistical model. The complexity of building models is exacerbated by the lack
of prerequisites for their use (independence of indicators, normal distribution of
characteristics, etc.), as well as the need to use different statistically signiőcant
indicators in each case, the search for which represents a separate task.

5. Conclusions. Based on the results of the analysis of theoretical material
and empirical data, it was considered appropriate to build a forecast model for
each patient taking into account the following provisions.

The model is based on expert assessments that take into account the diverse
experience of surgical treatment.

The implementation of the model supposes the possibility of choosing from
several options according to the types of operations based on the existing practices
in the use of surgical treatment techniques.

The forecast model for the type of surgery and quality of treatment is imple-
mented in the form of a tree, the branch points of which are determined by the
type of injury (disease) and the patient’s anthropometric properties. Leaves char-
acterize the quality of treatment for the appropriate type of disease and treatment
method.

To characterize the quality of surgical treatment, use an indicator (index)
calculated as a relative change in ODI after surgery and VAS after surgery. The
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relative change in ODI is calculated as the difference between the ODI values
before and after the surgery divided by the ODI value after the surgery.

The quality of the whole treatment is characterized by the absolute ODI value
immediately after the surgery, as well as 3, 6 and 12 months after the surgery.

All forecasts are presented in the form of probabilistic (interval) characteris-
tics.

The model has feedback and improved, accumulating new treatment experi-
ence.

The step-by-step algorithm for constructing a forecast tree for the examined
empirical data on the treatment of chronic injury can be represented by the fol-
lowing branch points:

1. Disease: acute injury, chronic injury, degenerative changes.
2. The level of injury: chest, lumbar, pelvis, hip joint.
3. Type of primary injury: A, B or C.
4. Stability: stable or unstable.
5. The nature of the deformation: single-plane or multi-plane.
6. Treatment optionsÐthe choice of implants and structures, type of opera-

tion: ventral surgery, dorsal surgery, one-time two-stage intervention, etc.
7. Results of treatment: a prognosis is given on the likelihood of a patient

falling into one or another range by ODI levels.

Competing interests. We have no competing interests.

Authors’ contributions and responsibilities. Each author has participated in the
article concept development and in the manuscript writing. The authors are absolutely
responsible for submitting the őnal manuscript in print. Each author has approved the
őnal version of manuscript.

Funding. The study performed with the őnancial support of the Advanced Research
Foundation.

References

1. Goncharova A. B., Sergeeva E. I. Decision support system in medicine for diagnosing dis-
eases, Innovation in Science, 2017, no. 1(62), pp. 23ҫ25 (In Russian).

2. Litvin A. A., Litvin V. A. Decision support systems in surgery, Novosti Khirurgii, 2014,
vol. 22, no. 1, pp. 96ҫ100 (In Russian).

3. Davuluri P., Wu J., Ward K. R., Cockrell C. H., Najarian K., Hobson R. S. An automated
method for hemorrhage detection in traumatic pelvic injuries, In: Conf. Proc. IEEE Eng.
Med. Biol. Soc., 2011, pp. 5108ҫ5111. doi: 10.1109/IEMBS.2011.6091265.

4. Egorov A. A., Mikshina B. C. The model of surgeon’s decision, Vestn. Novykh Med. Tekhnol.,
2011, vol. 18, no. 4, pp. 287ҫ290 (In Russian).

5. Moҥdi R., Duff M. D., Madhavan K. K., Garden O. J., Parks R. W. Identiҥcation of severe
acute pancreatitis using an artiҥcial neural network, Surgery, 2007, vol. 141, no. 1, pp. 59ҫ66.
doi: 10.1016/j.surg.2006.07.022.

6. Andersson B., Andersson R., Ohlsson M., Nilsson J. Prediction of severe acute pancreatitis
at admission to hospital using artiҥcial neural networks, Pancreatology, 2011, vol. 11, no. 3,
pp. 328ҫ335. doi: 10.1159/000327903.

7. Korenevskii N. A., Shekhine M. T., Pekhov D. A., Tarasov O. N. The forecasting and early
recognition of the acute cholecystitis and the estimation of its severity degree on basis
of fuzzy decision making logic, Vestn. Voronezh. Gos. Tekhn. Univ., 2009, vol. 5, no. 11,
pp. 150ҫ155 (In Russian).

8. Krut’ko A. V., Baikov E. S.Analysis of the criteria for predicting the outcomes of surgery
for intervertebral disc herniation: review of current literature, Geniy Ortopedii, 2012, no. 1,
pp. 140ҫ145 (In Russian).

752



Mathematical modeling and prediction of the effectiveness of surgical treatment. . .

9. During J., Goudfrooij H., Keessen W., Beeker T. W., Crowe A. Toward standards for pos-
ture. Postural characteristics of the lower back system in normal and pathologic conditions,
Spine, 1985, vol. 10, no. 1, pp. 83ҫ87. doi: 10.1097/00007632-198501000-00013.

10. Duval-Beaupere G., Boisaubert B., Hecquet J., Legaye J., Marty C., Montigny J. P.
Sagittal proҥle of normal spine change in spondylolisthesis, In: Severe Spondylolisthe-
sis; eds. J. Harms, H. Stürz. Darmstadt, Steinkopff, 2002, pp. 21–32. doi: 10.1007/

978-3-642-57525-9_3.
11. Sur Y. J., Kong C. G., Park J. B. Survivorship analysis of 150 consecutive patients with

DIAM (TM) implantation for surgery of lumbar spinal stenosis and disc herniation, Eur.
Spine J., 2011, vol. 20, no. 2, pp. 280–288. doi: 10.1007/s00586-010-1599-z.

12. Shen M., Razi A. Retrolisthesis and lumbar disc herniation: a preoperative assessment of
patient function, Spine J., 2007, vol. 7, no. 4, pp. 406–413. doi: 10.1016/j.spinee.2006.
08.011.

13. Ovcharenko S. I. Forecasting of volume and an outcome of surgical intervention at lum-
bar osteochondrosis, Thesis of Dissertation (Cand. Medic. Sci.). Belgorod, 2007, 21 pp. (In
Russian)

14. Antipko A. L. Prediction of recurrence of hernias of intervertebral discs of the lumbar spine
based on magnetic resonance imaging and mathematical modeling, Thesis of Dissertation
(Cand. Medic. Sci.). Voronezh, 2009, 18 pp. (In Russian)

15. Krut’ko A. V., Baikov E. S. Prediction of the results of surgical treatment of patients with her-
niated lumbar intervertebral discs (M51.0, M51.2, M51.3, M51.8, M51.9 ), Clinical Guide-
lines. Novosibirsk, Association of Orthopaedists and Traumatologists of the Russian Feder-
ation, 2016, 16 pp. (In Russian)

16. Nazarenko A. G. Selection of optimal surgical tactics in degenerative diseases of the lum-
bosacral spine using analytical information system and computer simulation, Thesis of Dis-
sertation (Dr. Medic. Sci.). Moscow, 2012, 50 pp. (In Russian)

17. Berne J. D., Cook A., Rowe S. A., Norwood S. H. A multivariate logistic regression analysis
of risk factors for blunt cerebrovascular injury, J. Vasc. Surg., 2010, vol. 51, no. 1, pp. 57–64.
doi: 10.1016/j.jvs.2009.08.071.

18. Liu J.-e, Zhou J. Additive-multiplicative hazards model for case-cohort studies with mul-
tiple disease outcomes, Acta Math. Appl. Sin.ҫEngl. Ser., 2017, vol. 33, no. 1, pp. 183–192.
doi: 10.1007/s10255-017-0679-9.

19. Dong C.-l., Zhou J., Sun L.-q. A class of weighted estimators for additive hazards model in
case-cohort studies, Acta Math. Appl. Sin.ҫEngl. Ser., 2014, vol. 30, no. 4, pp. 1153–1168.
doi: 10.1007/s10255-014-0440-6.

20. Johansson P. I. et al. Traumatic endotheliopathy: A prospective observational study of 424
severely injured patients, Ann. Surg., 2017, vol. 265, no. 3, pp. 597–603. doi: 10.1097/SLA.
0000000000001751.

21. Jang H.-D. et al. Risk factor analysis for predicting vertebral body re-collapse after posterior
instrumented fusion in thoracolumbar burst fracture, Spine J., 2018, vol. 18, no. 2, pp. 285–
293. doi: 10.1016/j.spinee.2017.07.168.

22. Lafage R. et all. Self-learning computers for surgical planning and prediction of post-
operative alignment, Eur. Spine J., 2018, vol. 27, no. 1, pp. 123–128. doi: 10.1007/

s00586-018-5497-0.
23. Zhang B. et al. Risk factors of cage subsidence in patients with ossification of posterior lon-

gitudinal ligament (OPLL) after anterior cervical discectomy and fusion, Med. Sci. Monit.,
2018, vol. 24, pp. 4753–4759. doi: 10.12659/MSM.910964.

24. Beng J., Lim T., Yeo W., Chen J.L.T. Preoperative leg pain score predicts patient satis-
faction after transforaminal lumbar interbody fusion surgery, Global Spine J., vol. 8, no. 4,
pp. 354–358. doi: 10.1177/2192568217723888.

753



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2019. Т. 23, № 4. С. 744ҫ755

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) doi: https://doi.org/10.14498/vsgtu1702

УДК 519.248:[159.9+57+61]

Математическое моделирование и прогнозирование
эффективности оперативного лечения в хирургии
позвоночно-тазового комплекса

Л. Ю. Коссович1, А. В. Харламов1,

Ю. В. Лысункина1, А. Е. Шульга2

1 Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского
(национальный исследовательский университет),
Россия, 410012, Саратов, ул. Астраханская, 83.
2 Научно-исследовательский институт травматологии, ортопедии и нейрохирургии,
Саратовский государственный медицинский университет им. В. И. Разумовского,
Россия, 410012, Саратов, ул. Большая Казачья, 112.

Аннотация

На основе изучения литературы, посвященной оценке качества опе-
ративного лечения в реконструктивной хирургии позвоночно-тазового
комплекса можно сделать вывод, что для прогнозирования качества опе-
ративного лечения, как правило, применяется множественная линейная
или логистическая регрессия, дерево решений. Реже применяются ней-
ронные сети.

Прогнозирование выполняется на основе сравнения до- и послеопера-
ционного состояния больного, оцениваемого по различным порядковым
и количественным шкалам в результате опроса пациента.

При сравнительно небольшом количестве анализируемых случаев за-
болевания (несколько десятков или сотен) и незначительном количестве
показателей (не более двух-трех десятков) применение нейронных се-
тей представляется преждевременным по двум причинам: небольшое
количество данных позволяет анализировать их классическими мето-
дами математической статистики, и выявление зависимостей на данном
этапе требует постоянного «ручного» вмешательства с учетом оценок
и взаимосвязей из предметной области.

Применение методов статистического анализа к данным о лечении
застарелой травмы показало наличие стандартных проблем для меди-
цинских данных. Это представление исходной информации в номиналь-
ной или порядковой шкалах, субъективный характер некоторых показа-
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телей, а также взаимозависимость представленных характеристик, что
снижает качество исследования.

Поиск целевой функции, характеризующей качество оперативного
лечения, показал неоднозначность решения этой задачи даже для узко-
специализированной ситуации.

Объективно присутствующие взаимосвязи также выявило обуслови-
ли количество проблем, особенно связанных с выбором типа оператив-
ного лечения, которое в большей степени определяется опытом хирурга.

На основе проведенного исследования было предложено строить мо-
дель прогноза качества оперативного лечения с учетом экспертных оце-
нок в виде прогнозного дерева с рекомендуемыми вариантами хирурги-
ческого лечения и статистическом прогнозе, основанном на имеющемся
опыте. Предполагается, что модель будет динамической с обратной свя-
зью и иметь возможность самообновления.

Для прогнозирования качества оперативного лечения в реконструк-
тивной хирургии позвоночно-тазового комплекса целесообразно приме-
нять дерево прогноза, позволяющее рекомендовать тип операции для
конкретного случая повреждения или заболевания и рассчитывающего
прогнозные значения показателей качества жизни.

Ключевые слова: оценка эффективности лечения, прогнозирование
лечения, поддержка принятия решений.
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Abstract

The work is devoted to the study of the dynamics of the formation of
bubbles in a gasҫliquid system taking into account the potential difference.
The electrical conductivity of the ŕuid is determined depending on the con-
centration of the electrolyte and, accordingly, the electrostatic őeld that
occurs when the ŕuid ŕows. The effect of the electrostatic őeld on the bub-
ble formation dynamics has shown that the radius of the gas bubbles and
the dynamics of its expansion, formed by the pressure difference, can be
regulated by the potential difference parameter.

Depending on the electrolytic concentration, the electric conductivity of
the liquid and, accordingly, the electrostatic őeld arising from friction in ŕuid
are determined. The effect of the electrostatic őeld on the dynamics of the
bubble formation has shown that the radius of gas bubbles and expansion
dynamics formed by the pressure drop can be regulated by the potential dif-
ference parameter. It is presented that one of the main factors affecting the
ŕow of two-phase ŕuids is the nature of the liquid phase and the concentra-
tion of electrolyte added. The results of regulation of the bubble formation
dynamics in the gasҫliquid system via the electrostatic őeld and a number
of physical parameters can be applied in the oil and gas industry, chemical
processes, biomechanics.
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Introduction. Bubbling and its expansion dynamics are the major compo-
nents of a wide range of chemical, environmental processes and ŕuid, especially, oil
mechanic. Bubbles generally have broad size distributions and complex property
variations over time too [1ś3]. Although changing of bubbles forms in gasśliquid
systems can seem to be a simple phenomenon, it actually involves complex dy-
namical interactions. Characteristically, in gasśliquid systems, small bubbles have
effective role at the interphase heat and mass transfer. Here, it is important to
control bubble sizes and extensions.

Dynamics of the gas bubbles formation in liquids and viscous-elastic ŕuids has
been studied for quite a long time [4]. Bubbling has been the topic of numerous
studies [5ś9]. Two main phenomena have been determined for bubble formation in
the electric őelds under electrical voltage of electrohydrodynamic ŕow: electrical
voltage is directly present in the gasśliquid interphase and is directed inward.
Under conditions of electrohydrodynamic ŕow, a signiőcant decrease of nozzle
pressure is caused by voltage increasing [10]. Because of the effects of electrostatic
potential and pressure difference, the interaction effects of the bubble expansion
dynamics are more complicated and important, so this is the subject of present
research.

In [11], the authors have experimentally investigated the effects of electrostatic
potential on the bubble dynamics, and tried to determine the value of the electrical
potential used to control the process.

The results reŕect that bubble formation dynamics have nonlinear dependence
with increasing applied potential at the constant ŕow rate and bubble frequency
increases as increasing voltage. Authors have shown also that external physics
őelds (electric, magnetic, etc.) should be used due to achieve more signiőcant
effects.

In [12], authors have established adiabatic two-phase ŕows by injecting gas (ni-
trogen) bubbles into a liquid (FC-72) separating mechanical effects from thermal
and mass exchange ones in order to investigate effects of external electric őelds
on the bubble dynamics. Here is mainly investigated the effect of the electric őeld
on the detachment frequency and velocity of bubbles. Other parameters (bub-
ble shape and its oscillations, typical trajectory of a single bubble) are currently
under study, both in normal and microgravity environments.

In [13], author considered formation of bubble in a rigid and elastic hole,
taking into account the surface tension and obtained some meaningful results.
Various surface active substances (SAM) have been used to control the surface
tension. For the rigid hole, to study the relation between 𝑑𝐵 (bubble diameter)
and 𝑈𝑂𝐹 (ŕow velocity) for the different liquid phases. Firstly, for a hole gas
velocity above 6 m/s, the effect of liquid surface tension on the bubble diameter
have been investigated. The bubble diameter is signiőcantly lower below 6 m/s in
water solutions with surface active substances (SAM).

The lowest bubble diameters occur in solution of non-ionic surfactant (𝜎𝐿 =
30.4 mN/m), then in the anionic surfactant solution (𝜎𝐿 = 40.7 mN/m) and the
cationic surfactant solution (𝜎𝐿 = 27.4 mN/m); the butanol aqueous solution
(𝜎𝐿 = 62.6 mN/m) has no effect on the formation of bubbles [13]. These results
limit the conception of static surface tension: the smallest bubbles are not formed
with the liquid phase which has the lowest static surface tension [13].

To achieve better results we need to measure dynamic surface tension. To
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investigate the relation between 𝑑𝐵 and 𝑈𝑂𝐹 for the different liquid phases three
general terms can be formulated for the ŕexible holes:

1) the bubble diameters are signiőcantly reduced over the whole hole gas ve-
locity range in comparison with water;

2) as with water the bubble diameter presents a less, than linear increase with
velocity;

3) a special phenomenon occurs below 3 m/s, which did not exist in water: the
bubble jet is divided into two jets.

Using the geometric characteristics of the apparatus and bearing in mind the
nature of liquid, the surface tension of the solution for a given bubble forma-
tion time can be deőned [14,15]. By changing the concentration of surface active
substances (SAM), it is possible to regulate the surface tension.

Authors [16] investigated the effect of time-variant temperature on the dy-
namics of a single gas bubble in a liquid. With changes in temperature, different
physical parameters regulating bubble formations change including surface ten-
sion, diffusivity, vapour pressure and gas solubility. A single-bubble model formu-
lated and a numerical simulation implemented to model the radius-time prole of
a bubble, taking into account the above-mentioned parameter.

According to studies, Henry constant and diffusion coefficient depending on
the temperature are included to the model. It is important in determining the
bubble expansion process at any temperature őeld.

1. Materials and methods. In all of the above mentioned studies, the dy-
namics of bubbles in gasśliquid systems at ∆𝑝 pressure difference, regulation of
bubble radius and expansion dynamics by various physical parameters were stud-
ied. Similar problems have also been studied by many researchers applying the
external electricity őeld. In contrast, the effect of the electrostatic őeld, arising
during ŕow (the potential difference parameter) on the bubble radius and ex-
pansion dynamics were studied. Studies have shown that the radius of bubbles
gradually decreases when the value of potential difference increases [17].

Taking into account the studies of the gas bubbles dynamics through var-
ious physical parameters, a regulation of process of bubble formation through
the potential difference parameter was considered in present work. In spherical
coordinates, a single bubble model was formulated to investigate the effects of
electrostatic őeld on bubble expansion in őxed thermobaric conditions.

The following assumptions have been made to construct the model:
ś bubble always remains spherical and allows the problem considering in a

single dimension;
ś temperature and pressure inside and outside of the bubble is stable.

2. Problem solution. The RayleighÐPlesset equation is used to model the
effect of electrostatic őeld on the change of bubble radius 𝑅 with time 𝑡 in őxed
thermobaric conditions:

𝑅
𝑑2𝑅

𝑑𝑡2
+

3

2

(︁𝑑𝑅
𝑑𝑡

)︁2
+

2

3

𝜎𝐸2

𝜌𝑚
𝑅
𝑑𝑅

𝑑𝑡
+ 2

Σ

𝑅
=
𝑝𝑞 − 𝑝𝑚
𝜌𝑚

. (1)

Here 𝑅 is the radius of the bubble; 𝐸 Ð electrostatic őeld; Σ Ð the surface tensile
coefficient; 𝜎 Ð electrical conductivity, 𝜌𝑚 Ð the density of the liquid phase, and
𝑝𝑞, 𝑝𝑚 Ð respectively, the pressure of the gas and liquid.
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Note that the electrostatic őeld formed by friction in the liquid is deőned as
follows

𝑒 = ∆𝜙 = 𝜙1 − 𝜙2.

Here gas pressure is expressed as follows

𝑑𝑝2
𝑑𝑡

= −3𝛾
𝑝2
𝑅
𝜔𝑅.

First, the dynamics of formation of gas bubbles at different values of the
∆𝑝 pressure difference (at the smallest values of potential difference) were in-
vestigated. The equation (1) is solved by the RungeśKutta numerical method,
∆𝜙 = 0.5 mV, Σ = 0.0002 N/m (Fig. 1).

The expansion radius of bubbles increases as the pressure difference increases.
Then, this equation was solved by changing the potential difference in the constant
value of the pressure drop ∆𝑝, and the following results were obtained (Figs. 2
and 3).

Figure 1. Radius of bubble vs. time under different pressure drop

Figure 2. Radius of bubble vs. pressure drop
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Figure 3. Radius of bubble vs. time under different electric potential differences

On the contrary, we can see from this that as the value of potential difference
increases, the radius of the bubble decreases gradually. Given all this, it was found
that the formation of gas bubbles under certain values of pressure difference can
be regulated by the potential difference parameter

3. Methods. In [17], the electrical conductivity of the ŕuid under different
concentrations of electrolytes is investigated. Depending on the concentration of
electrolytes the value of potential difference arising in the ŕuid at different ŕow
rates was determined. Considering the values of parameters obtained at the dy-
namic equation of bubble, we show the possibility of regulating expansion radius.

That is, the value of the potential difference in aqueous solutions of 0.1 %
NaCl (in a constant value of pressure difference) has been determined. The results
obtained when regulating the dynamics of bubble formation through the potential
difference parameter are shown in Fig. 4.

Figure 4. Dependence of bubble radius in aqueous solutions with 0.1 % electrolyte vs. potentials
difference
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4. Results. In this research, the dynamics of bubble formation in the gasś
liquid system was studied, taking into account the potential difference parameter.
In experiments the aqueous solution of NaCl was investigated.

Depending on the electrolytic concentration, the electric conductivity of the
liquid and, accordingly, the electrostatic őeld arising from friction in ŕuid are
determined. The effect of the electrostatic őeld on the dynamics of the bubble
formation showed that the radius of gas bubbles and its expansion dynamics
formed by the pressure drop can be regulated by the potential difference parameter
(Fig. 5). For this purpose, we must focus mainly on the nature of the liquid phase
and concentration of the added electrolyte.

Figure 5. Dependence of bubble radius vs. pressure drop and potential difference

The results of regulation of the bubble formation dynamics in the gasśliquid
system via the electrostatic őeld and a number of physical parameters can be
applied in the oil and gas industry, chemical processes, biomechanics.
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О влиянии электростатического поля на динамику
расширения газовых пузырьков

P. T. Museibli

Institute of Mathematics and Mechanics,
Azerbaijan National Academy of Sciences,
9, F. Agaev st., Baku, AZ1141, Azerbaijan.

Аннотация

Работа посвящена изучению динамики образования пузырьков в га-
зожидкостной системе с учетом разности потенциалов. Электропровод-
ность жидкости определяется в зависимости от концентрации электро-
лита и, соответственно, от электростатического поля, возникающего при
течении жидкости. Влияние электростатического поля на динамику об-
разования пузырьков показало, что радиус пузырьков газа и динами-
ка его расширения вследствие изменения перепада давления зависят от
разности потенциалов протекания.

В зависимости от концентрации электролита определяется электри-
ческая проводимость жидкости и, соответственно, электростатическое
поле, возникающее в результате трения в жидкости. Влияние электро-
статического поля на динамику образования пузырьков показало, что
радиус пузырьков газа и динамика его расширения, образованная па-
дением давления, могут регулироваться параметром разности потенци-
алов. Показано, что одним из основных факторов, влияющих на тече-
ние двухфазных жидкостей, является природа жидкой фазы и концен-
трация электролита. Результаты регулирования динамики образования
пузырьков в газожидкостной системе посредством электростатического
поля и ряда физических параметров могут быть применены в процессах
нефтегазовой отрасли, химического производства, биомеханике.

Ключевые слова: газовый пузырек, электростатическое поле, перепад
давления, разность потенциалов, динамика расширения.
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Abstract

Swirling axisymmetric stationary ŕows of an ideal incompressible ŕuid
are considered within the framework of the Euler equations. A number of
new exact solutions to the Euler equations are presented, where, as distinct
from the known GromekaҫBeltrami solutions, vorticity is noncollinear with
velocity. One of the obtained solutions corresponds to the ŕow inside a closed
volume, with the nonpermeability condition fulőlled at its boundary, the
vector lines of vorticity being coiled on revolution surfaces homeomorphic to
a torus.
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Introduction. Due to the nonlinearity of isothermal ŕuid motion equations
any patterns, that can be discovered when analytically studying velocity and
pressure őelds are of interest. These regularities are, e.g., streamline shape [1ś3]
and vortex line shape [4] properties. In was reported in [4] that ҡin the stationary
axisymmetric ŕow of a viscous incompressible ŕuid, the existence of vortex lines
lying on a revolution surface homeomorphic to a torus is impossibleә. In other
words, it was demonstrated that the vector lines of the vorticity projection on
the meridional plane are nonclosed lines or points. That study offered an example
of the stationary axisymmetric ŕow of an ideal incompressible ŕuid, where the
above-mentioned vector lines either are closed (if they consist of more than one
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point), or consist of one isolated point. To put it differently, that was an example
of a ŕow in which the vortex lines lie on a revolution surface homeomorphic to a
torus and they are not lathe objects (except one isolated streamline). Hereinafter,
lathe objects are a őgure of rotation around the axis of symmetry of the ŕow.
That example was one of the GromekaśBeltrami helical (vorticity is collinear
with velocity) solutions [5, 6]. Here a question arises, whether there exist non-
helical ŕows of an ideal ŕuid in with the vortex lines lying on a revolution surface
homeomorphic to a torus, which are not lathe objects at that. In this paper we
attempt to obtain an example of such a ŕow.

Among non-helical axisymmetric ŕows, examples of exact solutions can be
easily obtain in the assumption that the radial velocity component is zero, all
the parameters being dependent only on the distance to the symmetry axis (the
subclass of cylindrical ŕows). However, in such ŕows the radial vorticity compo-
nent is zero, and the vortex lines cannot lie on a revolution surface homeomorphic
to a torus. Nonswirling axisymmetric ŕows are also unsuitable for an example,
since in them the projection of the vector lines onto a meridional half-plane are
points. We could attempt to seek a solution under other assumptions, simplifying
the Euler equations. However, as was reported in [6, 7], simplifying assumptions
may lead to equations for which vortex solutions are impossible. To avoid this
situation, we decided to search for a suitable example of the stationary axisym-
metric solution in in the most general form (without simplifying assumptions).
To obtain a new solution, we used Meissel’s equation (known as Meissel’s formula
in the world literature) [8]. This equation is discussed in what follows. Any so-
lution to this equation yields a radial-axial stream function of some solution to
the Euler equations. Two arbitrary functions are involved in Meissel’s equation,
which depend only on the stream function. A special selection of these functions
enables us to őnd solutions to Meissel’s equation and thus to őnd examples of
exact solutions. The GromekaśBeltrami helical solutions correspond to one func-
tion selection of the kind. Another one is mathed by the Batchelor solution [9]
obtained under an additional simplifying assumption; namely, Batchelor sought
a solution among functions independent of the axial coordinate. In this study we
consider some other versions of the above-mentioned functions, which, after an
appropriate argument substitution, allow Meissel’s equation to be solved by the
variable separation method. This results in new non-helical and non-cylindrical
solutions, this being of interest in itself. One of the solutions offers an example in
which the vortex lines lie on revolution surfaces homeomorphic to a torus.

1. Motion equations. We consider the axisymmetric stationary ŕow of an
ideal incompressible ŕuid. We use the following dimensionless variables: veloc-
ity, V; vorticity, Ω = rotV; pressure related to density, 𝑝; the potential of vol-
ume forces Π. Fluid motion is described by the Euler equations, which can be
represented in the GromekaśLamb form [9,10] as

Ω×V = −∇
[︁
𝑝+

V2

2
+ Π

]︁
, (1)

divV = 0. (2)

We introduce a cylindrical coordinate system 𝑟, 𝜙, 𝑧 with the origin at point
𝑂 so that the 𝑂𝑧 axis coincides with the ŕow symmetry axis. The axisymmetric
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ŕow parameters are independent of the circumferential coordinate 𝜙. Assume that
e𝑟, e𝜙, e𝑧 is the right-hand system of unit vectors in the radial, circumferential
and axial directions, respectively. The swirling ŕow velocity vector has the form
V = 𝑉𝑟e𝑟 + 𝑉𝜙e𝜙 + 𝑉𝑧e𝑧 and the functions 𝑉𝑟, 𝑉𝜙, 𝑉𝑧 and 𝑝 depend only on 𝑟
and 𝑧.

2. Meissel’s equation. The theorem stating that all possible streamline
functions for stationary axisymmetric ŕows obey some partial derivative equation
is referred to as Meissel’s theorem, the equation being termed Meissel’s equation
(formula). The proof of the theorem can be found in the original study [7] and
in the textbook [8], where the name of Meissel is not mentioned. Let us now
formulate this theorem. In cylindrical coordinates, in view of the fact that the ŕow
parameters are independent of the circumferential coordinate 𝜙, the continuity
equation (2) is written as

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑉𝑟) +

𝜕

𝜕𝑧
𝑉𝑧 = 0.

It follows that there exists a streamline function 𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) such that

𝑉𝑟 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑧
𝜓, 𝑉𝑧 = −1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝜓. (3)

We denote

𝑔 = 𝑟𝑉𝜙. (4)

Meissel’s theorem implies that, for regions without open zones with zero radial-
axial velocity, there can exist such, and only such, axisymmetric solutions to the
Euler equations in which Meissel’s equation is fulőlled,

1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑧2
𝜓 +

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝜓
)︁
+

1

𝑟
𝑔𝑔′ = 𝑟𝑓, (5)

where 𝑔 = 𝑔(𝜓) and 𝑓 = 𝑓(𝜓) are one-variable functions.
If 𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) is a solution to Eq. (5) for some functions 𝑔 = 𝑔(𝜓) and

𝑓 = 𝑓(𝜓), then, for an arbitrary axisymmetric potential Π = Π(𝑟, 𝑧), the solution
to Eqs. (1), (2) will be the functions 𝑉𝑟, 𝑉𝜙, 𝑉𝑧 determined by the equalities (3),
(4) and the pressure

𝑝 = 𝑝0 + 𝐹 (𝜓)− 0.5(𝑉 2
𝑟 + 𝑉 2

𝜙 + 𝑉 2
𝑧 )−Π, (6)

where 𝐹 is the primitive function 𝑓 (i.e. 𝑓 = 𝐹 ′), 𝑝0 is any constant ensuring that
Eq. (6) will be positive in the ŕow region under study.

The solutions of Meissel’s equations correspond to nonswirling ŕows (𝑉𝜙 = 0)
when 𝑔 = 0 and to helical ŕows when 𝑓 = 0, and they will be omitted here.
In non-helical ŕows (𝑓 ̸= 0), both the convective derivative of velocity and the
vector product vorticity and velocity are not identically equal to zero, and the
Bernoulli function has different values for different streamlines. In what follows
we give examples of such exact solutions.
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3. Three solution families. The equation

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝜓
)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑧
𝜓
)︁
+ 𝜂2

𝜓

𝑟
= −𝑟𝛼2𝜓, (7)

where 𝛼, 𝜂 are any constants, is a (5)-type equation. For this equation, 𝐹 (𝜓) =
−0.5𝛼2𝜓2, and one of the solutions is the function 𝜓 = − sin(𝛼𝑟2/2) · cos(𝜂𝑧). In
the partial case 𝛼 = 𝜂 = 1, the following exact solution is obtained:

𝑉𝑟 =
1

𝑟
sin

(︀
𝑟2/2

)︀
· sin (𝑧) ,

𝑉𝜙 = −1

𝑟
sin

(︀
𝑟2/2

)︀
· cos (𝑧) ,

𝑉𝑧 = cos
(︀
𝑟2/2

)︀
· cos (𝑧) ,

𝑝 = 𝑝0 − 0.5 sin2
(︀
𝑟2/2

)︀
· cos2 (𝑧)− 0.5

(︀
𝑉 2
𝑟 + 𝑉 2

𝜙 + 𝑉 2
𝑧

)︀
−Π.

(8)

The radial-axial projections of the streamlines of this cellular ŕow in the rect-
angle {𝑟; 𝑧} = [0; 2𝜋] × [0;

√
6𝜋] are shown in Fig. 1. The arrows indicate the

direction of the radial-axial velocity.
Figures 2 and 3 show the streamlines of radial-circumferential velocity for

three planes perpendicular to the 𝑂𝑧 axis.
The radial and circumferential velocities tend to zero as the symmetry axis is

approached; this enables this solution to be considered in the region containing
the symmetry axis. This solution describes the ŕow in cylindrical barrels (the
axis of the cylindrical surface coincides with the 𝑂𝑧 axis) with radii of

√
2𝜋,√

4𝜋 and
√
6𝜋, whose bottom and cover have the coordinates 𝜋/2 and 𝜋/2+𝑚𝜋,

𝑚 = 1, 2, 3, . . ., along the 𝑂𝑧 axis. Indeed, it follows from the above expressions
for velocity that the impermeability condition is met on the cylindrical walls, on
the bottom, and on the cover.

The radial-axial vorticity component

Ω𝑟𝑧 =
1

𝑟

{︁ 𝜕

𝜕𝑧
(𝑟𝑉𝜙) e𝑟 +

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑉𝜙) e𝑧

}︁

Figure 1. The radial-axial projections of the
streamlines of the cellular ŕow

Figure 2. The streamlines of radial-circumfe-
rential velocity for z = 0
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Figure 3. The streamlines of radial-circumferential velocity for z = π/4 and z = π/2

lies on the lines of the form 𝑟𝑉𝜙 = const. It follows from Eq. (8) that, for the found
solution, they are lines of the form sin

(︀
𝑟2/2

)︀
· cos (𝑧) = const. It can be easily

believed that these lines are closed and that they once enclose the points with the
coordinates 𝑟𝑚 =

√
2𝑚𝜋 + 𝜋, 𝑧𝑗 = 𝑗𝜋, 𝑚 = 0, 1, 2, 3, . . ., 𝑗 = 0,±1,±2,±3, . . ..

These points are isolated. Consequently, except the isolated vortex lines going
through these points, the vortex lines (8) are not lathe objects, and they lie on
revolution surfaces homeomorphic to a torus (the search for such a solution is the
main aim of this study).

Another solution family is obtained if we consider the following (5)-type equa-
tion:

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝜓
)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑧
𝜓
)︁
+ 𝜂2

𝜓

𝑟
= 𝑟𝛼2𝜓,

where 𝛼, 𝜂 are any constants. For this equation, 𝐹 (𝜓) = 𝛼2𝜓2/2, the functions
𝜓 = exp(𝛼𝑟2/2) ·sin(𝜂𝑧) and 𝜓 = exp(−𝛼𝑟2/2) ·sin(𝜂𝑧) being the solutions. These
solutions are unsuitable for studying ŕows in channels containing the 𝑂𝑧 axis. The
fact is that the radial velocities 𝑉𝑟 = 𝜂 1

𝑟 exp(±𝛼𝑟2/2) · cos (𝜂𝑧) corresponding to
these solutions have a peculiarity on the 𝑂𝑧 axis. However, due to the linearity
of Eq. (7), the linear combination of these solutions 𝜓 = sinh

(︀
𝛼𝑟2/2

)︀
· sin (𝜂𝑧) is

also a solution to Eq. (7). The corresponding solution of the Euler equations has
the form

𝑉𝑟 = 𝜂
1

𝑟
sinh

(︀
𝛼𝑟2/2

)︀
· cos (𝜂𝑧) ,

𝑉𝜙 = 𝜂
1

𝑟
sinh

(︀
𝛼𝑟2/2

)︀
· sin (𝜂𝑧) ,

𝑉𝑧 = −𝛼 cosh
(︀
𝛼𝑟2/2

)︀
· sin (𝜂𝑧) ,

𝑝 = 𝑝0 + 0.5𝛼2 sinh2
(︀
𝛼𝑟2/2

)︀
· sin2 (𝜂𝑧)− 0.5

(︀
𝑉 2
𝑟 + 𝑉 2

𝜙 + 𝑉 2
𝑧

)︀
−Π.

In this solution, all the parameters admit the continuation on the 𝑂𝑧 axis;
herewith, the radial and circumferential velocities tend to zero as the symmetry
axis is approached, and this allows us to formulate a boundary problem with
a known exact solution of the ŕow in an axisymmetric channel containing the
symmetry axis. It seems excessive to illustrate this ŕow. The third solution family
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is represented by solutions of the following (5)-type equation:

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝜓
)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁1
𝑟

𝜕

𝜕𝑧
𝜓
)︁
+ 𝜆2

𝜓

𝑟
= 𝑟𝜆2,

where 𝜆 is any constant. For this equation, 𝐹 (𝜓) = 𝜆2𝜓, and the solutions 𝜓 =
𝜓 (𝑟, 𝑧) will be all the known helical solutions with a constant coefficient 𝜆 relating
velocity to vorticity if the function 𝑟2 is added to them. This corresponds to the
addition of constant velocity along the symmetry axis, and new solutions will no
longer be helical.

Conclusion. Within the framework of the Euler equations, we have discussed
swirling axisymmetric stationary ŕows of an ideal incompressible ŕuid in a po-
tential őeld of external forces. Three new families of exact solutions have been
obtained. As distinct from Gromeka’s solution, vorticity is not parallel to ŕuid
velocity in these families, and in contrast to cylindrical ŕows, the radial velocity
component is not identically equal to zero. The solution (8) is a solution to the
problem of motion inside a barrel (inside a portion of a straight cylinder), with the
impermeability condition met on its walls. The vortex lines of this ŕow, not being
lathe objects (except isolated lines), lie on revolution surfaces homeomorphic to
a torus.
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Аннотация
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ными рассматривается вариант задачи Гурса с данными на двух пересе-
кающихся характеристиках, включающий в себя не только построение
искомой функции, но и определение коэффициентов уравнения. Таким
образом, речь идет об обратной задаче с определением коэффициентов
уравнения. Предложена методика построения условий, обеспечивающих
выделение бесконечного числа наборов уравнений данного вида, для ко-
торых рассматриваемая задача разрешима в квадратурах. Вместо вве-
дения дополнительных граничных условий предлагаются ограничения
на структуру уравнения, связанные с возможностями его факторизации.
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Указанное в названии сообщения уравнение БуссинескаśЛява имеет вид
[1, формула (20)]

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥𝑥 = 0.

Оно возникает при изучении движения волн в периодических слоистых сре-
дах [2], а также в упругом стержне с учетом эффектов поперечной инерции.

Нашей целью является отыскание условий разрешимости в квадратурах
задачи Гурса для уравнения

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦+𝑎21𝑢𝑥𝑥𝑦+𝑎12𝑢𝑥𝑦𝑦+𝑎11𝑢𝑥𝑦+𝑎20𝑢𝑥𝑥+𝑎02𝑢𝑦𝑦+𝑎10𝑢𝑥+𝑎01𝑢𝑦+𝑎00𝑢 = 0, (1)

которое рассматривается в области 𝐷 = {𝑥0 < 𝑥 < 𝑥1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1}. Гранич-

Краткое сообщение
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)

Образец для цитирования
Z h e g a l o v V. I. On a proplem for generalized BoussinesqҫLove equation, Vestn. Samar. Gos.
Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2019,
vol. 23, no. 4, pp. 771ҫ776. doi: 10.14498/vsgtu1720.

Сведения об авторе

Валентин Иванович Жегалов https://orcid.org/0000-0002-3956-7026
доктор физико-математических наук, профессор; профессор; каф. математического анали-
за; e-mail: vizhegalov@mail.ru

771



Ж е г а л о в В. И.

ные условия для (1) имеют при этом вид

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦),
𝑢(𝑥, 𝑦0) = 𝜓(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦0) = 𝜓1(𝑥),
𝜙′(𝑦0) = 𝜓1(𝑥0), 𝜙(𝑦0) = 𝜓(𝑥0),

𝜓′(𝑥0) = 𝜙1(𝑦0),

(2)

при чем коэффициенты в (1) считаются неизвестными и вместе с 𝑢(𝑥, 𝑦) тоже
подлежат определению.

С различных точек зрения уравнение (1) изучалось в работах Д. Манже-
рона, М. Огюсторели, С. Еасварана, В. Радочовы, Р. С. Жамалова, А. П. Сол-
датова и М. Х. Шханукова, Е. А. Уткиной (см. библиографию в книгах [3,4]),
а также в работах [5,6]. В частности, в указанной монографии [3, с. 139ś142]
методом Римана построено решение задачи (1)ś(2), но оно представляет собой
лишь структурную формулу, поскольку используемая там функция Римана
только существует, а конкретный вид ее неизвестен.

В данном сообщении изучается следующая
Задача. Определить коэффициенты уравнения (1), при которых его ре-

шение в области 𝐷, удовлетворяющее граничным условиям (2), оказывается
разрешимым в квадратурах.

Имеется значительное количество работ, посвященных обратным коэф-
фициентным задачам (см., например, работы [7ś12] и литературу при них).
Хорошо известен подход к определению в уравнении неизвестных коэффици-
ентов, основанный на введении дополнительных граничных условий. Предла-
гаемый здесь подход к отысканию решения этой задачи основан на ограниче-
ниях, связанных с возможностями факторизации (1), то есть представлением
этого уравнения либо в виде

(︁ 𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝛼

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝛽

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝛾

)︁
(𝑢𝑥𝑦 + 𝜆𝑢𝑥 + 𝜇𝑢𝑦 + 𝜈𝑢) = 0. (3)

либо в форме, получаемой из (3) путем подстановки операторов (второй опе-
ратор ставится на первое место, а первый — на второе).

Производя в левой части (3) указанные действия, потребуем совпадения
полученного выражения с коэффициентами из (1). Для (3) найдем

𝛼+ 𝜆 = 𝑎21, 𝜆𝑦 + 𝛼𝜆 = 𝑎20,
𝜇+ 𝛽 = 𝑎12, 𝜇𝑥 + 𝛽𝜇 = 𝑎02;

(4)

𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 + 𝜈 + 𝛾 + 𝜇𝛼+ 𝛽𝜆 = 𝑎11,
𝜇𝑥𝑦 + 𝜈𝑥 + 𝛽(𝜇𝑦 + 𝜈) + 𝛼𝜇𝑥 + 𝛾𝜇 = 𝑎01,
𝜆𝑥𝑦 + 𝜈𝑦 + 𝛼(𝜆𝑥 + 𝜈) + 𝛽𝜆𝑦 + 𝛾𝜆 = 𝑎10,

𝜈𝑥𝑦 + 𝛼𝜈𝑥 + 𝛽𝜈𝑦 + 𝛾𝜈 = 𝑎00.

(5)

Для уравнения, получаемого из (3) перестановкой операторов, нужно в левой
части соотношений (4) функции 𝛼, 𝛽, 𝛾 заменить на 𝜆, 𝜇, 𝜈, а функции 𝜆, 𝜇, 𝜈
в (5) — на 𝛼, 𝛽, 𝛾.

Мы не будем выписывать формулы для (3) с переставленными операто-
рами, так как порядок рассуждений не изменится.

Система (4), (5), как система для отыскания 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜆, 𝜇, 𝜈, является
переопределенной (8 уравнений, 6 неизвестных).
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Сначала рассмотрим (4). Здесь первая пара уравнений — система для отыс-
кания функций 𝛼, 𝜆. Подставляя во второе уравнение 𝛼 = 𝑎21 − 𝜆, или
𝜆 = 𝑎21 − 𝛼, получим уравнения Риккати

𝜆𝑦 + 𝑎21𝜆− 𝜆2 = 𝑎20, 𝛼𝑦 − 𝑎21𝛼+ 𝛼2 = 𝑎20 − 𝑎21𝑦,

которые в общем случае неразрешимы в квадратурах, но в случае нулевых
правых частей являются уравнениями Бернулли, которые разрешимы в яв-
ном виде с точностью до произвольной функции от 𝑥.

Единственные решения выделяются при дополнительных условиях

𝛼(𝑥, 𝑦0) = 𝜉(𝑥), 𝜆(𝑥, 𝑦0) = 𝜂(𝑥), (6)

где функции 𝜉(𝑥), 𝜂(𝑥) должны быть заданы.
Аналогично вторая пара из (4) редуцируется к уравнениям

𝜇𝑥 + 𝑎12𝜇− 𝜇2 = 𝑎02, 𝛽𝑥 − 𝑎12𝛽 + 𝛽2 = 𝑎02 − 𝑎12,

а роль (6) играют формулы

𝛽(𝑥0, 𝑦) = 𝜌(𝑦), 𝜇(𝑥0, 𝑦) = 𝜎(𝑦). (7)

Из изложенного вытекает

Лемма. В предположении, что

𝑎20 ≡ 𝑎02 ≡ 𝑎20 ≡ 𝑎20 − 𝑎21𝑦 ≡ 𝑎02 − 𝑎12𝑥 ≡ 0,

и дополнительных условиях (6), (7) функции 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜇 однозначно определя-
ются в квадратурах.

В условиях данной леммы уравнения (5) превращаются в формулы для
определения 𝑎11, 𝑎01, 𝑎10, 𝑎00 через остающиеся пока неизвестными значе-
ниями 𝛾, 𝜈, которые могут быть найдены путем подбора. А именно, взяв
в качестве одной из них определенную функцию, другую найдем из первого
уравнения (5). Остальные три соотношения (5) предлагается рассматривать
как дополнительные требования, достаточные для однозначной разрешимо-
сти всей системы (4), (5) в явном виде. Поскольку 𝛾 или 𝜈 можно фиксировать
бесконечным числом способов, можно утверждать, что система (4), (5) допус-
кает бесконечное число решений в достаточных для нас классах гладкости.
Сведения об упомянутой гладкости можно найти в учебниках по дифферен-
циальным уравнениям (например, в [13]).

Вышеизложенное позволяет представить рассматриваемую задачу в фор-
ме двух классических постановок задачи Гурса для уравнений второго по-
рядка:

𝑢𝑥𝑦 + 𝜆𝑢𝑥 + 𝜇𝑢𝑦 + 𝜈𝑢 = 𝑣,

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦0) = 𝜓(𝑥), 𝜙(𝑦0) = 𝜓(𝑥0);
(8)

𝑣𝑥𝑦 + 𝛼𝑣𝑥 + 𝛽𝑣𝑦 + 𝛾𝑣 = 0,

𝑣(𝑥0, 𝑦) = 𝜃(𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦0) = 𝜃1(𝑥), 𝜃(𝑦0) = 𝜃1(𝑥0),
(9)

где функции 𝜃(𝑦), 𝜃1(𝑥) в силу (2) легко вычисляются. Очевидно, что сначала
находится решение задачи (9), а затем — задачи (8).
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Известен целый ряд вариантов разрешимости подобных задач в квадра-
турах, записываемых в терминах коэффициентов уравнений. Например, ра-
боты [3, с. 19ś20], [14, 15] содержат случаи, общее число вариантов разреши-
мости которых равно 16.

Из приведенных рассуждений следует

Теорема. Предложенная методика позволяет выделить бесконечное мно-
жество вариантов разрешимости рассматриваемой задачи в квадратурах.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.

Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
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одобрена.
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Аннотация

Проведено моделирование напряженного состояния перфорирован-
ного цементного кольца, примыкающего к скважине с трещиной гид-
роразрыва пласта. Для вычисления порового давления жидкости ис-
пользуется модель фильтрации несжимаемого флюида. Для вычисле-
ния напряженного состояния цементного кольца используется модель
линейно-упругого тела и метод конечных объемов с многоточечной ап-
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с помощью сопоставления модельного расчета с расчетом в открытом
пакете моделирования Fenics. Показано, что максимальное значение на-
пряжения Мизеса приходится на зону перфораций на стыке цементного
кольца и эксплуатационной колонны, а наличие трещины гидроразрыва
пласта может снижать напряжение цементного кольца.
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Введение. Одной из насущных проблем в нефтегазовой отрасли является
разрушение цементного кольца между породой и эксплуатационной колонной
скважины. Это приводит к преждевременному обводнению скважин и за-
грязнению окружающей среды. В данной работе проводится моделирование
прочности цементного кольца с помощью вычисления напряжений Мизеса
в каждой точке цементного кольца и эксплуатационной колонны. Области
пласта с максимальным напряжением Мизеса являются наименее прочными.

Моделирование прочности цементного кольца проводится с помощью непол-
но связных задач линейной упругости и фильтрации Дарси. Используются
следующие предположения:

1) порода пласта является недеформируемой;
2) трещина гидроразрыва пласта (ГРП) примыкает к цементному кольцу,

является бесконечнопроводимой и недеформируемой;
3) цементное кольцо и эксплуатационная колонна деформируемы и пред-

ставляют собой линейно-упругое тело;
4) между цементным кольцом и эксплуатационной колонной выполняют-

ся условия идеального контакта;
5) забойное давление внутри скважины действует на внутреннюю стенку

эксплуатационной колонны;
6) давление со стороны пласта на внешнюю стенку цементного кольца

определяется только поровым давлением жидкости в пласте;
7) деформации цементного кольца и эксплуатационной колонны малы

и не оказывают влияния на характер движения флюида в пласте и
в скважине.

Алгоритм решения задачи состоит из двух последовательных шагов:

1) вычисление стационарного распределения пластового давления с по-
мощью решения уравнения фильтрации несжимаемого флюида;

2) вычисление напряженного состояния цементного кольца и эксплуата-
ционной колонны с помощью решения стационарного уравнения ли-
нейной упругости, в котором в качестве граничного условия задано
пластовое давление, вычисленное в пункте 1.

Пространственная дискретизация уравнений осуществляется с помощью
построения трехмерной расчетной сетки Вороного [1] для пласта, трещины
ГРП, цементного кольца и эксплуатационной колонны. Для решения урав-
нения фильтрации применяется метод конечных объемов с двухточечной ап-
проксимацией потока, а для решения уравнения упругости — метод конечных
объемов с многоточечной аппроксимацией напряжений [2, 3].

1. Задача фильтрации. Задача фильтрации описывается следующим
образом:

div
(︁𝑘
𝜇
grad(𝑝)

)︁
= 0,

𝑝
⃒⃒
perf

= 𝑝well, 𝑝
⃒⃒
frac

= 𝑝well,
𝜕𝑝

𝜕𝑛

⃒⃒
⃒
boundary

= 0.

Здесь 𝑝— пластовое давление, 𝑘— проницаемость пласта, 𝜇— вязкость флюи-
да, 𝑝well — забойное давление скважины, perf — перфорации скважины, frac—
трещина ГРП, boundary — граница пласта, которая включает в себя внутрен-
нюю часть, внешнюю часть, а также кровлю и подошву пласта. Внешняя
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часть границы пласта описывает границу области дренирования, а внутрен-
няя часть границы пласта представляет собой внешнюю стенку цементного
кольца скважины.

2. Задача упругости. Цементное кольцо и эксплуатационная колонна
представляют собой единый полый цилиндр, как показано на рис. 1.

Напряженное состояние цементного кольца и эксплуатационной колонны
описывается так:

∇ · 𝜎 + 𝑓 = 0⃗, 𝜎 = C𝜀, 𝜀 =
1

2

(︀
∇�⃗�+ (∇�⃗�)⊤

)︀
,

𝑓
⃒⃒
𝑆1

= −𝑝�⃗�, 𝑓
⃒⃒
𝑆2

= −𝑝well�⃗�, 𝑓
⃒⃒
𝑆3

= −𝑝well�⃗�, �⃗�
⃒⃒
𝑆4

= 0⃗.

Здесь 𝜎 — симметричный тензор напряжений (2 ранга); 𝑓 — внешние силы;
C— тензор жесткости (4 ранга); 𝜀— симметричный тензор деформации (2 ран-

га); �⃗� = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)
⊤ — вектор перемещений; 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 — перемещения вдоль

осей 𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно; 𝑆1 — внешняя стенка цементного кольца (рис. 1);
𝑆2 — внутренняя стенка эксплуатационной колонны; 𝑆3 — стенки перфораций
в цементном кольце и эксплуатационной колонне; 𝑆4 — торцы цементного
кольца и эксплуатационной колонны; �⃗�— поле внешних нормалей к цемент-
ному кольцу и эксплуатационной колонне.

Продемонстрируем решение задачи упругости. Проинтегрируем уравне-
ние упругости в ячейке 𝑖:

∫︁

𝑉𝑖

∇ · 𝜎𝑑𝑉 +

∫︁

𝑉𝑖

𝑓𝑑𝑉 = 0⃗,

∫︁

𝜕𝑉𝑖

𝜎 · �⃗� 𝑑𝑆 + 𝑓𝑖 = 0⃗,

∑︁

𝑗∈Ψ(𝑖)

∫︁

𝑆𝑖𝑗

𝜎 · �⃗� 𝑑𝑆 + 𝑓𝑖 = 0⃗.

Здесь 𝑉𝑖 — объем ячейки 𝑖; 𝑓𝑖 — среднее значение внешней силы, действующей
на ячейку 𝑖. Интеграл по поверхности 𝜕𝑉𝑖 ячейки 𝑖 представляется в виде

Рис. 1. Цементное кольцо и эксплуатаци-
онная колонна. Голубым цветом закраше-
на внешняя стенка цементного кольца, зеле-
ным — внутренняя стенка эксплуатационной
колонны, красным — стенки перфораций, се-
рым — торцы цементного кольца и эксплуа-
тационной колонны, желтым — трещина ГРП

(онлайн в цвете)

[Figure 1 (color online). Cement sheath and
production casing. The outer wall of the cement
sheath is blue, the inner wall of the production
casing is green, the perforation walls are red, the
ends of the cement sheath and the production
casing are gray, and the hydraulic fracture

is yellow]
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суммы поверхностных интегралов по каждой грани этой ячейки. Множество
ячеек, смежных с 𝑖-той ячейкой, обозначается Ψ(𝑖); 𝑆𝑖𝑗 — грань между 𝑖-той
и 𝑗-той ячейками.

Пусть (𝜎 · �⃗�)𝑖𝑗 — среднее нормальное напряжение на грани между 𝑖-той
и 𝑗-той ячейками. Тогда последнее уравнение будет иметь вид

∑︁

𝑗∈Ψ(𝑖)

|𝑆𝑖𝑗 |(𝜎 · �⃗�)𝑖𝑗 + 𝑓𝑖 = 0⃗.

Введем также среднее значение �⃗�𝑖 перемещения в ячейке 𝑖. Метод много-
точечной аппроксимации напряжений заключается в том, чтобы искать зна-
чение |𝑆𝑖𝑗 |(𝜎 · �⃗�)𝑖𝑗 на грани между 𝑖-той и 𝑗-той ячейками в виде линейной
комбинации некоторого набора �⃗�𝑘:

|𝑆𝑖𝑗 |(𝜎 · �⃗�)𝑖𝑗 =
∑︁

𝑣∈𝑉 (𝑖,𝑗)

∑︁

𝑘∈𝐶(𝑣)

𝑡𝑖𝑗𝑘𝑣�⃗�𝑘.

Здесь 𝑡𝑖𝑗𝑘𝑣 — тензоры 2-го ранга; 𝑉 (𝑖, 𝑗)— множество всех вершин грани 𝑖𝑗;
𝐶(𝑣)— множество всех ячеек, смежных с вершиной 𝑣; |𝑆𝑖𝑗 |— площадь гра-
ни 𝑆𝑖𝑗 .

Каждой вершине 𝑣 расчетной сетки соответствует одна ячейка дуальной
сетки. Для каждой дуальной ячейки решается специальная локальная за-
дача для определения коэффициентов 𝑡𝑖𝑗𝑘𝑣 внутри этой дуальной ячейки.
Когда все коэффициенты 𝑡𝑖𝑗𝑘𝑣 будут вычислены, уравнения равновесия во
всех ячейках можно будет представить в виде системы линейных уравнений
относительно неизвестных �⃗�𝑖.

3. Решение локальной задачи упругости. Для каждой вершины сет-
ки решается отдельная локальная задача. Рассмотрим вершину 𝑣 и ячейку 𝑖,
инцидентную этой вершине. Рассмотрим все ребра и все грани сетки, которые
инциденты одновременно вершине 𝑣 и ячейке 𝑖. Многогранник, натянутый на
вершину 𝑣, центроид ячейки 𝑖 и центроиды всех этих ребер и граней, назы-
вается мини-ячейкой и обозначается (𝑖, 𝑣) (рис. 2). Грань мини-ячейки (𝑖, 𝑣),
инцидентная какой-либо другой ячейке 𝑗, называется мини-гранью и обозна-
чается (𝑖, 𝑗, 𝑣). Очевидно, что все ячейки сетки можно представить в виде
объединения некоторого множества мини-ячеек, а все грани — в виде объеди-
нения некоторого множества мини-граней.

Пусть в каждой точке �⃗� мини-ячейки (𝑖, 𝑣) каждая компонента вектора

перемещений �⃗� (�⃗�) = (𝑢𝑥 (�⃗�) , 𝑢𝑦 (�⃗�) , 𝑢𝑧 (�⃗�))
⊤ является линейной функцией ко-

ординат:
𝑢𝑥 (�⃗�) = 𝑢𝑖,𝑥 +∇𝑢𝑖𝑣,𝑥 · (�⃗� − �⃗�𝑖) ,
𝑢𝑦 (�⃗�) = 𝑢𝑖,𝑦 +∇𝑢𝑖𝑣,𝑦 · (�⃗� − �⃗�𝑖) ,
𝑢𝑧 (�⃗�) = 𝑢𝑖,𝑧 +∇𝑢𝑖𝑣,𝑧 · (�⃗� − �⃗�𝑖) .

Здесь �⃗�𝑖 = (𝑢𝑖,𝑥, 𝑢𝑖,𝑦, 𝑢𝑖,𝑧)
⊤ — среднее значение перемещения в 𝑖-той ячей-

ке; ∇𝑢𝑖𝑣,𝑥, ∇𝑢𝑖𝑣,𝑦, ∇𝑢𝑖𝑣,𝑧 — градиенты компонент вектора перемещений (это
векторы), �⃗�𝑖 — центр ячейки 𝑖. Считаем, что градиенты ∇𝑢𝑖𝑣,𝑥,∇𝑢𝑖𝑣,𝑦,∇𝑢𝑖𝑣,𝑧
в данной мини-ячейке — константы, т.е. они не зависят от координаты �⃗�. По-
этому тензор напряжений 𝜎𝑖𝑣 в мини-ячейке (𝑖, 𝑣) тоже не зависит от �⃗�.
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Рис. 2. Несколько ячеек, инцидентных вершине v.
Ребра ячеек изображены черными отрезками.

Мини-ячейка (i, v) закрашена серым цветом

[Figure 2. Cells incident to the vertex v. Cell edges
are depicted by black segments. The subcell (i, v) is

shaded gray]

Пусть вершина 𝑣 инцидентна 𝑁 ячейкам и 𝑀 граням. На каждой мини-
грани 𝑚 (меняется от 1 до 𝑀) задаем условие непрерывности напряжения
(на всей мини-грани) и условие непрерывности перемещения (в единственной
точке �⃗�𝑚 мини-грани):

(𝜎 · �⃗�)𝑖𝑗𝑣 = −(𝜎 · �⃗�)𝑗𝑖𝑣, (𝑖, 𝑗) ∈ Neighbours (𝑚) ,

�⃗�𝑖 +∇�⃗�𝑖𝑣 · (�⃗�𝑚 − �⃗�𝑖) = �⃗�𝑗 +∇�⃗�𝑗𝑣 · (�⃗�𝑚 − �⃗�𝑗) , (𝑖, 𝑗) ∈ Neighbours (𝑚) .

Это 2𝑀 векторных уравнений, то есть 6𝑀 скалярных уравнений. Неизвест-
ные переменные — это градиенты ∇�⃗�𝑖𝑣 в каждой мини-ячейке. В данной ло-
кальной задаче имеем 𝑁 мини-ячеек — это 𝑁 неизвестных градиентов, или
9𝑁 неизвестных скаляров. Эта система уравнений имеет единственное реше-
ние, если 2𝑀 = 3𝑁 . Для простых трехмерных сеток, состоящих из паралле-
лепипедов, призм или тетраэдров, это условие всегда выполняется. Но для
сеток, состоящих из многогранников произвольной формы (в частности, для
сетки Вороного в общем случае) это условие не выполняется.

Пусть 𝜎𝑖𝑣 = {𝜎𝑖𝑣,𝑝𝑞}, C𝑖𝑣 = {𝑐𝑖𝑣,𝑝𝑞𝑟𝑠}, 𝜀𝑖𝑣 = {𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠}, где 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠— индексы
компонент тензоров, принимающие значения от 1 до 3. Тогда

𝜎𝑖𝑣,𝑝𝑞 =
3∑︁

𝑟=1

3∑︁

𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,𝑝𝑞𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠.

Представим эту систему уравнений в виде
⎛
⎝

C𝑖𝑣 · �⃗�𝑖𝑗𝑣 0
(�⃗�𝑚 − �⃗�𝑖) ±1

0 𝐼

⎞
⎠

(︂
∇�⃗�𝑖𝑣
�⃗�𝑖

)︂
=

⎛
⎝
0
0
1

⎞
⎠ ,

или
A�⃗� = �⃗�.

Вычислив псевдообратную матрицу A−1, мы сможем представить неиз-
вестные градиенты ∇�⃗�𝑖𝑣 в виде линейных комбинаций переменных �⃗�𝑖:

∇𝑢𝑖𝑣,𝑟𝑠 =
𝑁∑︁

𝑘=1

�⃗�𝑖𝑣,𝑟𝑠,𝑘 · �⃗�𝑘,
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где �⃗�𝑖𝑣,𝑟𝑠,𝑘 — вектор длины 3 (является блоком матрицы A−1). Таким обра-
зом, для произвольных трехмерных сеток градиенты ∇�⃗�𝑖𝑣 выражаются через

�⃗�𝑖 в смысле минимизации невязки ‖A�⃗�− �⃗�‖. Для простых трехмерных сеток,
состоящих из параллелепипедов, призм или тетраэдров, ∇�⃗�𝑖𝑣 выражаются
через �⃗�𝑖 точно.

Подставляем полученные ∇�⃗�𝑖𝑣 в выражение для напряжения на мини-
грани, чтобы выразить это напряжение через неизвестные переменные �⃗�𝑘:

𝜎𝑖𝑣 ·�⃗�𝑖𝑗𝑣 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(︁ 3∑︀
𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,11𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
3∑︀

𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,12𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
3∑︀

𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,13𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
)︁
· �⃗�𝑖𝑗𝑣

(︁ 3∑︀
𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,21𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
3∑︀

𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,22𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
3∑︀

𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,23𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
)︁
· �⃗�𝑖𝑗𝑣

(︁ 3∑︀
𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,31𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
3∑︀

𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,32𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
3∑︀

𝑟,𝑠=1

𝑐𝑖𝑣,33𝑟𝑠𝜀𝑖𝑣,𝑟𝑠
)︁
· �⃗�𝑖𝑗𝑣

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3∑︀
𝑟,𝑠=1

𝑁∑︀
𝑘=1

(𝑛𝑖𝑗𝑣,1𝑐𝑖𝑣,11𝑟𝑠 + 𝑛𝑖𝑗𝑣,2𝑐𝑖𝑣,12𝑟𝑠 + 𝑛𝑖𝑗𝑣,3𝑐𝑖𝑣,13𝑟𝑠)
(�⃗�iv,rs,k+�⃗�iv,sr,k)

2
· �⃗�𝑘

3∑︀
𝑟,𝑠=1

𝑁∑︀
𝑘=1

(𝑛𝑖𝑗𝑣,1𝑐𝑖𝑣,21𝑟𝑠 + 𝑛𝑖𝑗𝑣,2𝑐𝑖𝑣,22𝑟𝑠 + 𝑛𝑖𝑗𝑣,3𝑐𝑖𝑣,23𝑟𝑠)
(�⃗�iv,rs,k+�⃗�iv,sr,k)

2
· �⃗�𝑘

3∑︀
𝑟,𝑠=1

𝑁∑︀
𝑘=1

(𝑛𝑖𝑗𝑣,1𝑐𝑖𝑣,31𝑟𝑠 + 𝑛𝑖𝑗𝑣,2𝑐𝑖𝑣,32𝑟𝑠 + 𝑛𝑖𝑗𝑣,3𝑐𝑖𝑣,33𝑟𝑠)
(�⃗�iv,rs,k+�⃗�iv,sr,k)

2
· �⃗�𝑘

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Если в последнем выражении каждый вектор �⃗�𝑖𝑣,𝑟𝑠,𝑘 представить в виде
строки, то получим представление напряжения на мини-грани в виде линей-
ной комбинации �⃗�𝑘:

𝜎𝑖𝑣 · �⃗�𝑖𝑗𝑣 =

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑡𝑖𝑗𝑘𝑣�⃗�𝑘.

Напряжение на всей грани 𝑖𝑗 определяется так:

𝜎𝑖𝑗 · �⃗�𝑖𝑗 =
∑︁

𝑣∈𝑉 (𝑖,𝑗)

𝜎𝑖𝑣 · �⃗�𝑖𝑗𝑣 =
∑︁

𝑣∈𝑉 (𝑖,𝑗)

∑︁

𝑘∈𝐶(𝑣)

𝑡𝑖𝑗𝑘𝑣�⃗�𝑘.

В данной работе для решения локальных задач на границе сетки исполь-
зуется условие нулевого напряжения на границе. Для этого вокруг границы
сетки создается слой вспомогательных ячеек с нулевым тензором жесткости,
и все локальные задачи решаются описанным выше способом для внутренних
вершин сетки.

4. Решение глобальной задачи упругости. Для каждой ячейки полу-
чаем линейное уравнение относительно неизвестных перемещений �⃗�𝑖 в каж-
дой ячейке: ∑︁

𝑗∈Ψ(𝑖)

∑︁

𝑣∈𝑉 (𝑖,𝑗)

∑︁

𝑘∈𝐶(𝑣)

𝑡𝑖𝑗𝑘𝑣�⃗�𝑘 + 𝑓𝑖 = 0⃗.

Поскольку градиент

∇𝑢𝑖𝑣,𝑟𝑠 =
𝑁∑︁

𝑘=1

�⃗�𝑖𝑣,𝑟𝑠,𝑘 · �⃗�𝑘
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в каждой мини-ячейке известен, можно вычислить тензор напряжений 𝜎𝑖𝑣

и напряжение Мизеса 𝜎𝑚,𝑖𝑣 в каждой мини-ячейке:

S𝑖𝑣 = 𝜎𝑖𝑣 −
1

3
trace (𝜎𝑖𝑣) I,

𝜎𝑚,𝑖𝑣 =

√︂
3

2
S𝑖𝑣 : S𝑖𝑣 =

⎯⎸⎸⎷3

2

3∑︁

𝑝=1

3∑︁

𝑞=1

𝑠𝑖𝑣,𝑝𝑞𝑠𝑖𝑣,𝑝𝑞.

Напряжение Мизеса в ячейке 𝑖 принимается равным среднему значению
напряжения Мизеса по всем мини-ячейкам (𝑖, 𝑣).

5. Вычислительный эксперимент. Рассмотрены добывающая и нагне-
тательная вертикальные скважины с трещинами ГРП, находящиеся друг от
друга на расстоянии 500 м и работающие с постоянными забойными дав-
лениями 50 и 150 атм соответственно. Вычисляется напряженное состояние
цементного кольца и эксплуатационной колонны для добывающей скважины.
Толщина пласта — 3 м, внутренний радиус эксплуатационной колонны — 6 см,
толщина эксплуатационной колонны — 1.8 см, толщина цементного кольца —
3 см, полудлина трещин ГРП — 125 м, ширина раскрытия трещин ГРП —
1 см, проницаемость пласта — 100 миллидарси, вязкость флюида — 1, коэф-
фициент Пуассона цементного кольца и эксплуатационной колонны — 0.25,
модуль Юнга цементного кольца — 5 ГПа, модуль Юнга эксплуатационной
колонны — 200 ГПа.

Расчетная сетка состоит из ячеек пласта, ячеек трещины ГРП, ячеек
цементного кольца и ячеек эксплуатационной колонны для обеих скважин
(рис. 3). Перфорации представляют собой пустоты в цементном кольце и
эксплуатационной колонне, имеющие форму параллелепипедов со сторонами
5 см. Количество пластовых ячеек — 200 тысяч, количество ячеек цеметного
кольца и эксплуатационной колоны (для одной скважины) — 10 тысяч.

На рис. 4 показано распределение пластового давления около добывающей
скважины при наличии и при отсутствии трещины ГРП.

На рис. 5 видно, что смещения цементного кольца и эксплуатационной
колонны в горизонтальной плоскости примерно одинаковы по всей высоте
пласта (при наличии и при отсутствии трещины ГРП).

На рис. 6 и 7 показано напряжение Мизеса в цементном кольце и эксплу-
атационной колонне. Видно, что самое большое напряжение Мизеса прихо-
дится на зону перфораций на стыке цементного кольца и эксплуатационной

Рис. 3. Расчетная сетка с локальным из-
мельчением вблизи двух скважин; сле-
ва — нагнетательная скважина, справа —

добывающая скважина

[Figure 3. Voronoi grid with reҥnement
near two wells; left — the injection well,

right — the production well]
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a b

Рис. 4. Распределение пластового давления (атм) вблизи добывающей скважины при
наличии (a) и при отсутствии (b) трещины ГРП (онлайн в цвете)

[Figure 4 (color online). The distribution of reservoir pressure (atm) near the production
well with (a) and without (b) hydraulic fracture]

Рис. 5. Перемещение точек цементного коль-
ца и эксплуатационной колонны вдоль гори-

зонтальной оси (мкм) (онлайн в цвете)

[Figure 5 (color online). Displacements (µm) of
the cement sheath and production casing along

the horizontal axis]

Рис. 6. Напряжение Мизеса (атм) в каждой
точке цементного кольца и эксплуатационной
колонны (при наличии трещины ГРП) (он-

лайн в цвете)

[Figure 6 (color online). Von Mises stress
(atm) at each point of the cement sheath and
production casing (in the presence of hydraulic

fracture)]

Рис. 7. Напряжение Мизеса (атм) в каждой
точке цементного кольца и эксплуатационной
колонны (при отсутствии трещины ГРП) (он-

лайн в цвете)

[Figure 7 (color online). Von Mises stress
(atm) at each point of the cement sheath and
production casing (in the absence of hydraulic

fracture)]
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колонны (синие области). Если напряжение Мизеса превысит предел проч-
ности цемента, то цементное кольцо начнет разрушаться в этой зоне. Вдоль
внутренней стенки цементного кольца от перфораций могут пойти трещины,
которые в итоге станут причиной заколонных перетоков.

На торцевой части цилиндра также наблюдается высокое значение на-
пряжения Мизеса, поскольку торцы закреплены и неподвижны. Напряжение
в цементном кольце существенно выше напряжения в эксплуатационной ко-
лонне (это связано с тем, что цементное кольцо имеет меньший модуль Юнга).

Сравнивая рис. 6 и 7, можно заметить, что наличие трещины ГРП не
меняет картину пространственного распределения напряжений в цементом
кольце и эксплуатационной колонне, но уменьшает максимальное значение
напряжения в 1.5 раза.

6. Верификация численного решения уравнения упругости. Для
верификации численного метода рассмотрена задача деформации балки под
собственной тяжестью. Балка состоит из изотропного материала и закрепле-
на на одном конце. На каждую точку балки действует сила тяжести.

Проведено сравнение расчета, полученного с помощью разработанного
численного метода, с расчетом в открытом пакете моделирования Fenics [4],
в котором используется метод конечных элементов. В первом расчете ис-
пользовалась структурированная сетка (hex mesh), состоящая из 3840 ячеек
кубической формы, а во втором расчете — тетраэдральная сетка, состоящая
из 3840×6 элементов.

На рис. 8 показаны деформированное состояние балки и напряжения Ми-
зеса в каждой точке балки, полученные в двух расчетах. Видно, что дефор-
мация и напряжения Мизеса близки друг к другу в двух расчетах в каждой
точке балки.

a b

Рис. 8. Напряжение Мизеса в каждой точке деформированной балки: (a)
расчет в пакете моделирования Fenics, (b) наш расчет

[Figure 8. Von Mises stress at each point of the deformed beam: (a) calculation
in the Fenics package, (b) our calculation]

Заключение. Проведено моделирование напряженного состояния пер-
форированного цементного кольца, примыкающего к добывающей скважине.
Показано, что максимальное значение напряжения Мизеса приходится на зо-
ну перфораций на стыке цементного кольца и эксплуатационной колонны,
а наличие трещины гидроразрыва пласта может снижать напряжение це-
ментного кольца.
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Аннотация

Рассматривается характеристически нагруженное уравнение смешан-
ного гиперболо-параболического типа. В гиперболической части обла-
сти уравнение представляет собой нагруженное односкоростное уравне-
ние переноса, известное в математической биологии как уравнение Мак-
Кендрика, в параболической — нагруженное уравнение диффузии. Цель
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Введение. Рассмотрим характеристически нагруженное уравнение сме-
шанного гиперболо-параболического типа

{︂
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 + 𝜆1𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑦 > 0,
𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑐𝑢+ 𝜆2𝑢(𝑥− 𝑦, 0) = 𝑓2(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0

(1)

в области Ω, ограниченной отрезками прямых 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑟, 𝑦 = 𝑇 > 0 при
𝑦 > 0, и характеристиками 𝑥−𝑦 = 0, 𝑥−𝑦 = 𝑟 уравнения (1) при 𝑦 < 0; 𝜆𝑖, 𝑐—
заданные постоянные; 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)— заданные функции, 𝑖 = 1, 2. Через Ω1 и Ω2

обозначим параболическую и гиперболическую части смешанной области Ω
соответственно, а через 𝐽 — интервал 0 < 𝑥 < 𝑟 прямой 𝑦 = 0.

К краевым задачам для уравнений вида (1) при 𝑦 > 0 сводятся многие
задачи, связанные с прогнозированием и регулированием уровня грунтовых
вод [1, с. 95], задачи описания процесса распространения тепла в одномерной
ограниченной среде, в которой имеется источник тепла, мощность которо-
го пропорциональна значению температуры [2], теории популяции [3, с. 128].
При 𝑦 < 0 уравнение (1) является нагруженным односкоростным уравнением
переноса, в математической биологии при 𝜆2 = 0 оно известно как уравне-
ние Мак-Кендрика [3, с. 121, 179]. На основе уравнения Мак-Кендрика и его
разновидностей строятся нелимитированные и лимитированные модели ди-
намики возрастной структуры и численности популяции (см., например, [3,
с. 244]).

1. Постановка задачи типа задачи БицадзеҫСамарского. Регуляр-
ным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) из класса
𝐶(Ω̄) ∩ 𝐶1(Ω) ∩ 𝐶2

𝑥(Ω1), удовлетворяющую уравнению (1) в Ω1 ∪ Ω2.
Для уравнения (1) исследуем следующую задачу.

Задача BS. Найти регулярное в области Ω решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения
(1), удовлетворяющее условиям:

𝑢(0, 𝑦) = 𝜙0(𝑦), 0 6 𝑦 6 𝑇, (2)

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝛼(𝑦)𝑢(𝑟, 𝑦) + 𝛽(𝑦), 0 < 𝑥0 < 𝑟, 0 6 𝑦 6 𝑇, (3)

где 𝜙0(𝑦), 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦)— заданные функции, 𝛼(𝑦) ̸= 0.

Замечание 1. Если 𝑥0 = 0 при 𝛼(𝑦) ̸= 0 или 𝑥0 = 𝑟 при 𝛼(𝑦) ̸= 1 задача
(2), (3) переходит в локальную краевую задачу, которая для нехарактеристи-
чески нагруженного уравнения с вырождением порядка в области его гипер-
боличности была исследована в [4]. Если же при этом не выполнены условия
относительно 𝛼(𝑦), то задача становится некорректной.

Для параболического уравнения задача c нелокальным условием (3) была
исследована в работе [5]. Внутренне-краевая задача типа задачи Бицадзе—
Самарского для модельного уравнения смешанного гиперболо-параболичес-
кого типа второго порядка исследована в работе [6], а в [7] — для гиперболо-
параболического уравнения с нехарактеристической нагрузкой на линии из-
менения типа.

Задача с условиями (2), (3) относится к задачам типа задачи Бицадзе—
Самарского и является частным случаем задачи с нелокальным условием
А. М. Нахушева [8]. В работе [9] исследуются различные локальные и нело-
кальные краевые задачи для нагруженных уравнений гиперболического типа,
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и в том числе рассмотрена задача для модельного параболического уравне-
ния с условиями, обобщающими условия (3), и ее практические приложения.
В [10] для уравнения эллиптического типа общего вида в прямоугольной об-
ласти рассмотрена нелокальная задача с условиями А. М. Нахушева на обеих
боковых сторонах прямоугольника. Для уравнения (1) задача с нелокальным
условием А. М. Нахушева исследована в [11].

2. Теорема существования и единственности решения. Для задачи
BS справедлива следующая теорема.

Теорема. Если 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄1) и удовлетворяет условию Гельдера по 𝑥,
𝜙0(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩ 𝐶1]0, 𝑇 [, 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω2 ∪ 𝐽),

𝛼(0) ̸= exp
(︀
[𝑟 − 𝑥0]/2

)︀sh 𝑝𝑥0
sh 𝑝𝑟

,

𝑝 =
√︀
1− 4𝑞/2, 𝑞 ̸= 𝜋2𝑛2/𝑟2 + 1/4, 𝑞 = 𝑐+ 𝜆1 + 𝜆2, 𝑛 = 1, 2, . . .

то задача BS имеет, и притом единственное, решение.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть существует решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (1)ś(3).
Обозначим 𝜏(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0), 𝜈(𝑥) = 𝑢𝑦(𝑥, 0), причем из условий задачи 𝜏(𝑥) ∈
𝐶(𝐽) ∩ 𝐶1(𝐽), 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽). Тогда из (2) и (3) следует

𝜏(0) = 𝜙0(0), (4)

𝜏(𝑥0) = 𝛼(0)𝜏(𝑟) + 𝛽(0). (5)

Переходя в уравнении (1) к пределу при 𝑦 → +0, получаем, что 𝜏(𝑥)
и 𝜈(𝑥) на линии изменения типа будут связаны следующим соотношением,
принесенным из параболической части Ω1 области Ω:

𝜏 ′′(𝑥)− 𝜈(𝑥) + 𝜆1𝜏(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 0), 0 < 𝑥 < 𝑟. (6)

Также, переходя к пределу при 𝑦 → −0, в Ω2 получим

𝜏 ′(𝑥) + 𝜈(𝑥) +
[︀
𝑐+ 𝜆2]𝜏(𝑥) = 𝑓2(𝑥, 0), 0 < 𝑥 < 𝑟. (7)

Из (6), (7) получаем обыкновенное дифференциальное уравнение

𝜏 ′′(𝑥) + 𝜏 ′(𝑥) + 𝑞𝜏(𝑥) = 𝑓(𝑥), (8)

где 𝑞 = 𝑐+ 𝜆1 + 𝜆2, 𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 0) + 𝑓2(𝑥, 0).
Отсюда сразу видно, что при 𝛼(0) = 0 и 0 < 𝑥0 < 𝑟 нарушается един-

ственность решения задачи (4), (5) для уравнения (8). Введем обозначение

𝜙𝑟(𝑦) = 𝑢(𝑟, 𝑦), (9)

тогда
𝜏(𝑟) = 𝜙𝑟(0). (10)

Решение задачи Дирихле (4), (10) для уравнения (8) имеет вид

𝜏(𝑥) =

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 +𝐺𝜉(𝑥, 𝑟)𝜙𝑟(0)−𝐺𝜉(𝑥, 0)𝜙0(0), (11)
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где 𝐺(𝑥, 𝜉)— функция Грина задачи (8), (4), (10), имеющая вид

𝐺(𝑥, 𝜉) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

exp([𝜉 − 𝑥]/2) sh(𝑝𝜉) sh(𝑝[𝑥− 𝑟])

𝑝 sh(𝑝𝑟)
, 0 6 𝜉 6 𝑥,

exp([𝜉 − 𝑥]/2) sh(𝑝𝑥) sh(𝑝[𝜉 − 𝑟])

𝑝 sh(𝑝𝑟)
, 𝑥 6 𝜉 6 𝑟;

где 𝑝 =
√
1− 4𝑞/2, 𝑝𝑟 ̸= 𝜋𝑛

(︀
𝑞 ̸= 𝜋2𝑛2/𝑟2 + 1/4

)︀
, 𝑛 = 1, 2, . . .

Здесь надо отметить, что 𝐺(𝑥, 𝜉) является действительнозначной функ-
цией, зависящей от комплексного числа 𝑝.

Устремляя 𝑥→ 𝑥0, из (11) получим

𝜏(𝑥0) =

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥0, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 +𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟)𝜙𝑟(0)−𝐺𝜉(𝑥0, 0)𝜙0(0),

откуда с учетом (5) при выполнении условия 𝛼(0) ̸= 𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟) получаем

𝜙𝑟(0) =
1

𝛼(0)−𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟)

[︂ ∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥0, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 −𝐺𝜉(𝑥0, 0)𝜙0(0)− 𝛽(0)

]︂
.

Из явного вида функции Грина получаем, что условие 𝛼(0) ̸= 𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟) можно

переписать в виде 𝛼(0) ̸= exp
(︀
[𝑟 − 𝑥0]/2

)︀sh 𝑝𝑥0
sh 𝑝𝑟

.

Таким образом, после нахождения 𝜙𝑟(0) функция 𝜏(𝑥) полностью опре-
деляется формулой (11), причем 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑟] ∩ 𝐶2]0, 𝑟[. Далее 𝜈(𝑥) находим
из (7), откуда видно, что 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶1]0, 𝑟[.

В гиперболической части области Ω2 решение задачи (1)ҫ(3) сводится к
решению задачи Коши для частного случая неоднородного уравнения Мак-
Кендрика [3, с. 179]

𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑐𝑢 = 𝜌(𝑥, 𝑦), (12)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), (13)

где 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦)− 𝜆2𝜏(𝑥− 𝑦).
Решение задачи (12), (13) дается формулой

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑥− 𝑦)𝑒−𝑐𝑦 +

∫︁ 𝑦

0
𝜌(𝜂 + 𝑥− 𝑦, 𝜂)𝑒𝑐(𝜂−𝑦)𝑑𝜂,

которая будет решением задачи BS в Ω2. После несложных преобразований
ее можно переписать в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑥− 𝑦)
[︁
𝑒−𝑐𝑦(1 + 𝜆2/𝑐)− 𝜆2/𝑐

]︁
+

∫︁ 𝑦

0
𝑓2(𝜂 + 𝑥− 𝑦, 𝜂)𝑒𝑐(𝜂−𝑦)𝑑𝜂,

если 𝑐 ̸= 0, а при 𝑐 = 0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑥− 𝑦)[1− 𝜆2𝑦] +

∫︁ 𝑦

0
𝑓2(𝜂 + 𝑥− 𝑦, 𝜂)𝑑𝜂.
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Если 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄1) и удовлетворяет условию Гельдера по 𝑥, 𝜙0(𝑦) ∈
𝐶[0, 𝑇 ], 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ]∩𝐶1]0, 𝑇 [, то решение задачи BS в Ω1 представимо
в виде решения первой краевой задачи (2), (9), (13) для уравнения (1):

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
Γ𝜉(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜙0(𝜂)𝑑𝜂 −

∫︁ 𝑦

0
Γ𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑟, 𝜂)𝜙𝑟(𝜂)𝑑𝜂+

+

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)

[︀
𝑓1(𝜉, 𝜂)− 𝜆1𝜏(𝜉)

]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂, (14)

где

Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) =
1√︀

4𝜋(𝑦 − 𝜂)

∞∑︁

𝑘=−∞

{︁
exp

[︁(𝑥− 𝜉 + 2𝑘)2

4(𝜂 − 𝑦)

]︁
− exp

[︁(𝑥+ 𝜉 + 2𝑘)2

4(𝜂 − 𝑦)

]︁}︁

— функция Грина первой краевой задачи для уравнения Фурье [3, c. 267].
Удовлетворяя (14) условию (3) с учетом того, что 𝛼(𝑦) ̸= 0, получим ин-

тегральное уравнение относительно неизвестной функции 𝜙𝑟(𝑦):

𝜙𝑟(𝑦) +

∫︁ 𝑦

0
𝐾(𝑦, 𝜂)𝜙𝑟(𝜂)𝑑𝜂 = 𝐹 (𝑦), (15)

где

𝐾(𝑦, 𝜂) =
1

𝛼(𝑦)
Γ𝜉(𝑥0, 𝑦; 𝑟, 𝜂),

𝐹 (𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
Γ𝜉(𝑥0, 𝑦; 0, 𝜂)𝜙0(𝜂)𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥0, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏(𝜉)𝑑𝜉+

+

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥0, 𝑦; 𝜉, 𝜂)

[︀
𝑓1(𝜉, 𝜂)− 𝜆1𝜏(𝜉)

]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂.

Так как функция Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) непрерывна в Ω̄1 × Ω̄1, имеет непрерыв-
ную при 0 6 𝑥 6 𝑟, 0 < 𝑦 6 𝜂 < 𝑇 и интегрируемую вдоль отрезков
{𝑥 = 0, 0 6 𝑦 6 𝑇} и {𝑥 = 𝑟, 0 6 𝑦 6 𝑇} производную Γ𝑥 (и, соответствен-
но, Γ𝜉) [3, c. 267], то уравнение (15) является интегральным уравнением Воль-
терра II рода и имеет единственное решение 𝜙𝑟(𝑦), причем 𝜙𝑟(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩
𝐶1]0, 𝑇 [. С учетом этого и условия теоремы 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩ 𝐶1]0, 𝑇 [ из
(3) получим, что и 𝑢(𝑥0, 𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ]∩𝐶1]0, 𝑇 [, т.е. полученное решение зада-
чи будет в искомом классе. После нахождения функции 𝜙𝑟(𝑦) единственное
решение задачи (1)ҫ(3) в Ω1 задается формулой (14). �
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Abstract

The paper considers a characteristically loaded equation of a mixed
hyperbolic-parabolic type with degeneration of order in the hyperbolicity
part of the domain. In the hyperbolic part of the domain, we have a loaded
one-velocity transport equation, known in mathematical biology as the Mac
Kendrick Von Forester equation, in the parabolic part we have a loaded dif-
fusion equation. The purpose of the paper is to study the uniqueness and
existence of the solution of the nonlocal inner boundary value problem with
Bitsadze-Samarskii type boundary conditions and the continuous conjuga-
tion conditions in the parabolic domain; the hyperbolic domain is exempt
from the boundary conditions.

The problem under investigation is reduced to a non-local problem for
an ordinary second-order differential equation with respect to the trace of
the unknown function in the line of the type changing. The existence and
uniqueness theorem for the solution of the problem has been proved; the
solution is written out explicitly in the hyperbolic part of the domain. In the
parabolic part, the problem under study is reduced to the Volterra integral
equation of the second kind, and the solution representation has been found.
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Решение уравнений идеального газа, описывающих
галилеевы инвариантные движения с винтовыми
линиями уровня, с коллапсом на геликоиде
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Аннотация

Для уравнений идеальной газовой динамики в цилиндрической си-
стеме координат с произвольным уравнением состояния рассматривает-
ся одна двумерная подалгебра из оптимальной системы 11-мерной алгеб-
ры Ли операторов дифференцирования первого порядка. Базис операто-
ров рассматриваемой подалгебры состоит из оператора галилеева пере-
носа и оператора движения по спиральным линиям. Инварианты опера-
торов задают представление решения: вид компонент вектора скорости,
функции плотности и функции энтропии. После подстановки представ-
ления решения в дифференциальные уравнения газовой динамики вво-
дится предположение о линейной зависимости радиальной компоненты
скорости от пространственной координаты. Записаны преобразования
эквивалентности, которые допускает система уравнений газовой дина-
мики после подстановки представления решения. Для уравнения состо-
яния политропного газа найдены все четыре решения в зависимости от
показателя адиабаты. Для каждого случая записаны уравнения миро-
вых линий движения частиц газа. Найден якобиан перехода от эйле-
ровых переменных к лагранжевым. По значению якобиана определены
моменты времени коллапса частиц газа. В результате полученные ре-
шения описывают прямолинейный разлет частиц газа с поверхности ге-
ликоида. Движения частиц по логарифмическим спиралям, лежащим
на параболоиде и движения по гиперболическим спиралям, лежащим
на конусе.

Ключевые слова: газовая динамика, подмодель ранга два, линейное
поле скоростей, политропный газ, поверхность коллапса, геликоид.
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Введение. Для системы уравнений газовой динамики с общим уравнени-
ем состояния известны все 27 инвариантных подмоделей ранга два [1]. Все пе-
речисленные подмодели приводятся к системе эволюционного типа или к си-
стеме стационарного типа. В книге С. В. Хабирова [2] рассмотрены инва-
риантные подмодели, построенные на подалгебрах 2.17, 2.9, 2.2 (нумерация
подалгебр из [1]). Решения подмоделей описывают соответственно двумерные
установившиеся течения газа, одномерные движения газа с цилиндрически-
ми волнами и закруткой, течения со спиральными поверхностями уровня.
Классификация точных решений остальных подмоделей не завершена.

В данной работе рассматривается инвариантная подмодель ранга 2 эво-
люционного типа в цилиндрической системе координат, построенная на по-
далгебре 2.10 [1]. Ставится задача найти все решения для политропного газа
с предположением о линейной зависимости радиальной компоненты скорости
от пространственной координаты. Аналогичная задача рассмотрена в работе
[3], где изучено только одно точное решение с двумя линейными компонен-
тами скорости подмодели ранга 3.

Классификация газодинамических подмоделей с линейным полем скоро-
стей по трем координатам и по общему уравнению состояния была проделана
в работе [4]. Полученные динамические системы большой размерности не под-
даются простому интегрированию. Поэтому ставится аналогичная задача для
инвариантных подмоделей. В работе С. В. Головина [5] решение поставлен-
ной задачи свелось к дифференциальному уравнению для функций одной
переменной, но зависящих от различных независимых переменных. Чтобы
его решить, необходимо разделить переменные в уравнении. В отличие от
работы [5], в настоящей работе найдены все решения в явном виде. Найден-
ные решения описывают коллапс на геликоиде и движения по спиральным
линиям.

1. Постановка задачи. Уравнения газовой динамики (УГД) в цилин-
дрической системе координат (𝑡, 𝑥, 𝑟, 𝜃) имеют вид

𝑈𝑡 + 𝑈𝑈𝑥 + 𝑉 𝑈𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑈𝜃 + 𝜌−1𝑝𝑥 = 0,
𝑉𝑡 + 𝑈𝑉𝑥 + 𝑉 𝑉𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑉𝜃 + 𝜌−1𝑝𝑟 = 𝑟−1𝑊 2,
𝑊𝑡 + 𝑈𝑊𝑥 + 𝑉𝑊𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑊𝜃 + 𝜌−1𝑟−1𝑝𝜃 = −𝑟−1𝑉𝑊,
𝜌𝑡 + 𝑈𝜌𝑥 + 𝑉 𝜌𝑟 + 𝑟−1𝑊𝜌𝜃 + 𝜌(𝑈𝑥 + 𝑉𝑟 + 𝑟−1𝑉 + 𝑟−1𝑊𝜃) = 0,
𝑆𝑡 + 𝑈𝑆𝑥 + 𝑉 𝑆𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑆𝜃 = 0,

(1)

где 𝑈 — скорость вдоль оси 𝑥, 𝑉 — радиальная скорость, 𝑊 — окружная ско-
рость, 𝜌— плотность, 𝑆 — энтропия, давление определяется по уравнению со-
стояния 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

Рассматривается подалгебра 2.10 оптимальной системы 11-мерной алгеб-
ры Ли, допускаемой УГД с произвольным уравнением состояния [1]. Ба-
зис операторов подалгебры состоит из оператора галилеева переноса 𝑋4 =
= 𝑡𝜕𝑥+𝜕𝑈 и оператора движения по спиральным линиям 𝛼 𝑋1+𝑋7 = 𝛼𝜕𝑥+𝜕𝜃.
В оптимальной системе 𝛼 = 1. Для дальнейшего удобства взята подобная по-
далгебра с произвольным 𝛼 ̸= 0. Инварианты этих операторов задают пред-
ставление решения:

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃

𝑡
+ 𝑢(𝑡, 𝑟), 𝑉 = 𝑉 (𝑡, 𝑟), 𝑊 =𝑊 (𝑡, 𝑟), 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑟), 𝑆 = 𝑆(𝑡, 𝑟). (2)
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Подстановка представления (2) в УГД (1) дает систему дифференциаль-
ных уравнений

𝑢𝑡 + 𝑢𝑡−1 + 𝑉 𝑢𝑟 = 𝛼 𝑊 (𝑟𝑡)−1, 𝑉𝑡 + 𝑉 𝑉𝑟 + 𝑝𝑟𝜌
−1 =𝑊 2𝑟−1,

𝑊𝑡 + 𝑉𝑊𝑟 + 𝑉𝑊𝑟−1 = 0, 𝜌𝑡 + 𝑉 𝜌𝑟 + 𝜌(𝑡−1 + 𝑉𝑟 + 𝑉 𝑟−1) = 0,
𝑆𝑡 + 𝑉 𝑆𝑟 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

(3)

Замечание. Система уравнений (3) допускает следующие преобразования
эквивалентности:

𝑉 → 𝑅

𝑇
𝑉, 𝑊 → 𝑅

𝑇
𝑊, 𝜌→ 𝑃𝑇 2

𝑅2
𝜌, 𝑝→ 𝑃𝑝+ 𝑝0,

𝑢→ 𝑢𝑇−1, 𝑡→ 𝑇𝑡, 𝑟 → 𝑅𝑟, 𝑆 → ℎ(𝑆),

𝑓(𝜌, 𝑆) = 𝑃−1
(︀
𝑓(𝑃𝑇 2𝑅−2𝜌, ℎ(𝑆))− 𝑝0

)︀
,

(4)

где 𝑅, 𝑇, 𝑃 — постоянные, ℎ(𝑆)— произвольная функция, а также инверсия

𝑊 → −𝑊, 𝑢→ −𝑢.

Решение УГД принято рассматривать [6] с точностью до преобразований
эквивалентности (4).

Из первого уравнения системы (3) функция 𝑢(𝑡, 𝑟) может быть найдена
после нахождения решения остальных уравнений. Уравнения системы (3) за-
писываются в виде

𝑉𝑡 + 𝑉 𝑉𝑟 + 𝑝𝑟𝜌
−1 =𝑊 2𝑟−1, (𝑟𝑊 )𝑡 + 𝑉 (𝑟𝑊 )𝑟 = 0,

(𝑟𝑡𝜌)𝑡 + (𝑟𝑡𝑉 𝜌)𝑟 = 0, 𝑆𝑡 + 𝑉 𝑆𝑟 = 0.

Вводится лагранжева координата 𝜉 = 𝜉(𝑡, 𝑟) по правилу 𝜉𝑡 + 𝑉 𝜉𝑟 = 0 с точно-
стью до взятия произвольной функции от 𝜉 [6]. Тогда уравнение для 𝑊 , 𝜌, 𝑆
интегрируются:

𝑆 = 𝑆(𝜉), 𝑟𝑊 = 𝑔(𝜉), 𝜌 = (𝑟𝑡)−1𝜉𝑟, 𝑉 = −(𝜉𝑟)
−1𝜉𝑡, (5)

где 𝑆(𝜉), 𝑔(𝜉)— произвольные функции, а функция 𝜉(𝑡, 𝑟) удовлетворяет урав-
нению

−
(︁ 𝜉𝑡
𝜉𝑟

)︁

𝑡
+
𝜉𝑡
𝜉𝑟

(︁ 𝜉𝑡
𝜉𝑟

)︁

𝑟
+ 𝑓𝜌

(︁𝜉𝑟𝑟
𝜉𝑟

− 1

𝑟

)︁
+ 𝑓𝑆𝑆𝜉 𝑟𝑡 =

𝑔2(𝜉)

𝑟3
. (6)

Из первого уравнения системы (3) следует интеграл

𝑡𝑢 = 𝛼 𝑔(𝜉)

∫︁
𝑑𝑡

𝑟2(𝑡, 𝜉)
+ 𝑈1(𝜉), (7)

где 𝑈1(𝜉)— произвольная функция. Газодинамические функции определены
формулами (2), (5), (7), где лагранжева координата 𝜉(𝑡, 𝑟) удовлетворяет
уравнению (6). Координата скорости 𝑉 линейна по 𝑟 тогда и только тогда,
когда лагранжева координата линейна по 𝑟:

𝜉 = 𝑟𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡), 𝑏(𝑡) ̸= 0. (8)
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В этом случае уравнение (6) примет вид

−(𝜉 − 𝑐)4
(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
− 𝑏

(︁ 𝑐′
𝑏2

)︁′
(𝜉 − 𝑐)4 − 𝑓𝜌𝑏(𝜉 − 𝑐)2 + 𝑓𝑆𝑆𝜉𝑡

(𝜉 − 𝑐)4

𝑏
= 𝑔2(𝜉)𝑏3. (9)

Замечание. Равенство (9) — тождество по независимым переменным 𝜉 и 𝑡.
При 𝜉 = 𝑐(𝑡) ̸= 0 следует 𝑔(𝑐(𝑡)) = 0. Отсюда либо 𝑔 = 0, либо 𝑐— постоянная,
не равная нулю. Если 𝑐— постоянная, то преобразование эквивалентности
сдвига по 𝜉 делает 𝑐 = 0. Противоречие. Если 𝑔 = 0, то из (9) следует

(𝜉 − 𝑐)2
[︂
−
(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
− 𝑏

(︁ 𝑐′
𝑏2

)︁′
+ 𝑓𝑆𝑆𝜉

𝑡

𝑏

]︂
= 𝑓𝜌𝑏.

При 𝜉 = 𝑐 получаем 𝑏 = 0, так как 𝑓𝜌 ̸= 0 для нормального газа. Противоре-
чие. Значит, 𝑐 = 0 и уравнение (9) примет вид

−
(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
− 𝑏

𝜉2
𝑓𝜌 + 𝑓𝑆𝑆𝜉

𝑡

𝑏
= 𝑔2(𝜉)

𝑏2

𝜉4
, 𝑓(𝜌, 𝑆) = 𝑓

(︁𝑏2
𝑡𝜉
, 𝑆(𝜉)

)︁
. (10)

Последнее равенство есть уравнение для определения уравнения состояния
(УС) по известным функциям 𝑏(𝑡) и 𝑆(𝜉). По заданным решениям определя-
ется УС. Если известно УС, то это уравнение задает переопределенное соот-
ношение для нахождения функций 𝑆(𝜉) и 𝑏(𝑡).

2. Модель политропного газа. Уравнение состояния политропного газа
имеет вид 𝑝 = ℎ(𝑆)𝜌𝛾 , 𝛾 ̸= 0, где ℎ(𝑆)— произвольная функция энтропии, 𝛾 —
показатель адиабаты. С точностью до преобразования эквивалентности (4)
системы (1) можно считать 𝑆(𝜉) = 𝜉, то есть

𝑝 = 𝜉𝜌𝛾 . (11)

Уравнение (10) в силу (8), (11), (5) становится тождеством по 𝑡 и 𝜉:

−|𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−1

(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
+ (1− 𝛾) sign 𝜉|𝜉|−𝛾 =

𝑔2(𝜉)

𝜉4
|𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−4
, (12)

После дифференцирования тождества (12) по 𝑡

−
(︂ |𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−1

(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′)︂′
=
𝑔2(𝜉)

𝜉4

(︁ |𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−4

)︁′

независимые переменные 𝑡 и 𝜉 разделяются. Возможны два случая:

1) 𝑔 = 𝜉2,
(︀
|𝑡|𝛾−1𝑏4−2𝛾

)︀′ ̸= 0; 2) 𝑏 = ±|𝑡|
𝛾−1

2𝛾−4 , 𝛾 ̸= 2.

В первом случае из уравнения (12) с точностью до преобразования экви-
валентности следует

𝛾 = 1, 𝑏 =
±1√
1 + 𝑡2

.

Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно форму-
лам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃 + 𝛼 arctg 𝑡+ 𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 =

𝑟𝑡

1 + 𝑡2
, 𝑊 =

𝑟

1 + 𝑡2
, (13)
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𝜌 =
±1

𝑟𝑡
√
1 + 𝑡2

, 𝜉 =
±𝑟√
1 + 𝑡2

.

Во втором случае после подставновки выражения для функции 𝑏(𝑡) в тож-
дество (12) получаем

−(𝛾 − 1)(5− 3𝛾)

(2𝛾 − 4)2
sign 𝑡|𝑡|

6−4𝛾
𝛾−2 =

𝑔2(𝜉)

𝜉4
− (1− 𝛾) sign 𝜉|𝜉|−𝛾 . (14)

Последнее тождество верно только в трех случаях: 𝛾 = 3/2, 1, 5/3.

Если 𝛾 = 3/2, то 𝑏 = ±|𝑡|−1/2, 𝜉 = ± 𝑟|𝑡|−1/2. Тождество (14) есть равенство

для определения функции 𝑔(𝜉) только при 𝑡 < 0 и 𝜉 = −𝑟|𝑡|−1/2:

𝑔2 =
1

4
𝜉4 +

1

2
|𝜉|5/2.

Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно форму-
лам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃

𝑡
+ 𝛼

(︁1
4
+

1

2

|𝑡|3/4
𝑟3/2

)︁1/2 ln |𝑡|
𝑡

+
𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 =

𝑟

2𝑡
,

𝑊 =
1

2𝑟

(︁𝑟4
𝑡2

+ 2
𝑟5/2

|𝑡|5/4
)︁1/2

, 𝜌 =
1

|𝑡|3/2𝑟 , 𝜉 = − 𝑟√︀
|𝑡|
, 𝑡 < 0.

(15)

Если 𝛾 = 5/3, то 𝑏 = 𝑡−1, 𝜉 = 𝑟𝑡−1. Из тождества (14) следует выражение
для функции 𝑔(𝜉) только при 𝑡 < 0:

𝑔 = ±
√︂

2

3
|𝜉|7/6.

Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно форму-
лам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃

𝑡
− 𝛼

√︂
2

3

1

𝑟5/6|𝑡|7/6 +
𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 =

𝑟

𝑡
,

𝑊 =

√︂
2

3

𝑟1/6

|𝑡|7/6 , 𝜌 =
1

𝑟𝑡2
, 𝜉 =

𝑟

𝑡
, 𝑡 < 0.

(16)

Если 𝛾 = 1, то 𝑏 = ±1, 𝜉 = ± 𝑟. В этом случае из тождества (14) следует
𝑔(𝜉) = 0. Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно
формулам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃 + 𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 = 0, 𝑊 = 0, 𝜌 = ± 1

𝑟𝑡
. (17)

Таким образом, модель политропного газа задается решениями (13), (15),
(16) и (17). Далее рассматриваются траектории движения частиц и приво-
дится описание полученных решений.
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3. Примеры движения частиц газа. Мировые линии движения ча-
стиц газа в цилиндрической системе координат определяются как решение
системы дифференциальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑈,

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑉, 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=𝑊.

3.1. Для решения (13) уравнения мировые линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝛼𝜃0 − 𝑈1(± 𝑟0), 𝑟 = 𝑟0
√︀

1 + 𝑡2, 𝜃 = arctg 𝑡+ 𝜃0, (18)

где 𝑢0, 𝑟0, 𝜃0 — лагранжевы координаты частиц в момент 𝑡 = 0: 0 6 𝑟0 < ∞,
−∞ < 𝜃0 <∞, −∞ < 𝑢0 <∞.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный
𝑡
√
1 + 𝑡2, обращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является мо-

ментом коллапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 2. Значит
коллапс частиц происходит на поверхности. В момент времени 𝑡 = 0 частицы
занимают положение

𝑥 = 𝛼𝜃0 − 𝑈1(± 𝑟0), 𝑟 = 𝑟0, 𝜃 = 𝛼𝜃0. (19)

Поверхность коллапса задается уравнением

𝑥 = 𝜃 − 𝑈1(± 𝑟). (20)

При 𝑈1 = 0 поверхность коллапса есть прямой геликоид (рис. 1, a). Если
𝑈1 ̸= const, то поверхность коллапса есть наклонный геликоид (рис. 1, b).
В каждой точке геликоида находится однопараметрическое семейство частиц,
которые отличаются друг от друга скоростью 𝑢0 вдоль оси 𝑥. Траектории
движения частиц газа есть прямые линии.

Функция 𝑈1(± 𝑟) отвечает за форму образующей геликоида. Так, если
𝑈1(± 𝑟) > 0, то геликоид раскручивается вдоль оси 𝑥 в направлении убывания
координаты 𝑥. Если 𝑈1(± 𝑟) < 0, то геликоид раскручивается вдоль оси 𝑥
в направлении возрастания координаты 𝑥.

На рис. 1, a изображен геликоид с функцией 𝑈1 = −𝑟2. Если рассмотреть
проекции траекторий на плоскость (𝑦, 𝑧), то это будут параллельные прямые
для частиц с одинаковой лагранжевой координатой 𝜃0 и различной коорди-
натой 𝑟0. Если проекции траекторий частиц лежат на окружности радиуса 𝑟0
(винтовые линии в пространстве), то проекциями траекторий будут прямые —
касательные к этой окружности. Это следует из (18).

3.2. Для решения (15) уравнения мировых линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝛼𝜃0 + 𝑈1(−𝑟0), 𝑟 = 𝑟0
√︀

|𝑡|, 𝜃 = ln |𝑡|
(︁1
4
+

1

2

1

𝑟
3/2
0

)︁1/2
+ 𝜃0.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный 𝑡
√︀
|𝑡|,

обращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является моментом
коллапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 1. Коллапс частиц
происходит на прямой

𝑥 = 𝛼𝜃0 − 𝑈1(−𝑟0), 𝑦 = 𝑧 = 0. (21)
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a

b

Рис. 1. Поверхности коллапса: a) прямой геликоид; b) наклонный геликоид

[Figure 1. Сollapse surfaces: (a) straight helix; (b) inclined helix]

Проекция траектории на плоскость (𝑦, 𝑧) есть логарифмическая спираль
(рис. 2, a):

𝑟 = 𝑟0 exp
(︁𝜃 − 𝜃0
𝜅(𝑟0)

)︁
, 𝜅(𝑟0) =

(︀
1 + 2𝑟

−3/2
0

)︀1/2
.

Траектории в пространстве лежат на параболоиде (рис. 2, b):

𝑥 = 𝑢0(𝑟𝑟
−1
0 )2 + 𝛼𝜃0 + 𝑈1(−𝑟0).

3.3. Для решения (16) уравнения мировых линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝛼𝜃0 − 𝑈1(−𝑟0), 𝑟 = 𝑟0|𝑡|, 𝜃 =

√︂
2

3

1

𝑟
5/6
0 |𝑡|

+ 𝜃0.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный 𝑡|𝑡|, об-
ращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является моментом кол-
лапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 1. Коллапс частиц
происходит на прямой (21). Проекцией траекторий на плоскость (𝑦, 𝑧) явля-
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a

b

Рис. 2. Траектория движения частиц при γ = 3/2: a) логарифмическая спираль (проек-
ция); b) логарифмическая спираль на параболоиде

[Figure 2. The trajectory of motion of particles at γ = 3/2: (a) logarithmic spiral
(a projection); (b) logarithmic spiral on a paraboloid]

ется гиперболическая спираль (рис. 3, a)

𝑟 =
𝜅(𝑟0)

𝜃 − 𝜃0
, 𝜅(𝑟0) =

√︂
2

3
𝑟
1/6
0 .

В пространстве траектории являются винтовыми линями на конусе (рис. 3, b).

3.4. Для решения (17) уравнения мировых линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝜃0 − 𝑈1(𝑟0), 𝑟 = 𝑟0, 𝜃 = 𝜃0.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный 𝑡,
обращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является моментом кол-
лапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 2. В момент времени
𝑡 = 0 частицы занимают положение (19). Поверхность коллапса задается
уравнением (20) геликоида. Траектории параллельны оси 𝑥.
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a

b

Рис. 3. Траектория движения частиц при γ = 5/3: a) гиперболическая спираль (проекция);
b) гиперболическая спираль на конусе

[Figure 3. The trajectory of motion of particles at γ = 5/3: (a) hyperbolic spiral (a projection);
(b) hyperbolic spiral on a cone]

Заключение. Для инвариантной подмодели ранга 2 найдены решения
в случае политропного газа с предположением о линейной зависимости ради-
альной компоненты скорости от пространственных координат. Полученные
решения описывают прямолинейный разлет частиц газа с поверхности гели-
коидов различной конфигурации. Движения частиц по гиперболическим или
логарифмическим спиралям, которые в пространстве лежат на конусе или па-
раболоиде соответственно. В работе получены соотношения и уравнения (3),
(5), (6), (7), которые позволяют найти точные решения не только для урав-
нения состояния политропного газа, но и для любого уравнения состояния.
Требуется лишь подставить выбранное уравнение состояния в дифференци-
альное уравнение (6) и провести разделение переменных в уравнении.
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Abstract

We consider the equations of ideal gas dynamics in a cylindrical coordi-
nate system with the arbitrary equation of state and one two-dimensional
subalgebra from the optimum system of an 11-dimensional Lie algebra of
differentiation operators of the őrst order. The basis of the subalgebra op-
erators consists of the operator of Galilean transfer and the operator of
movement on spiral lines. Invariants of operators set representation: type of
speed, density and entropy. After substitution of the solution representation
into the equations of gas dynamics the assumption of the linear relation of
a radial component of speed and spatial coordinate is entered. Transforma-
tions of equivalence which are allowed by a set of equations of gas dynamics
after substitution of the solution representation are written down. For the
state equation of polytropic gas all four solutions depending on an isen-
tropic exponent are found. For each case the equations of world lines of gas
particles motion are written down. The transition Jacobian from Eulerian
variables to Lagrangian is found. The instants of collapse of gas particles
are determined by value of the Jacobian. As a result the solutions describe
movement on straight lines from a helicoid surface. Movements of the parti-
cles on equiangular spirals lying on a paraboloid and on hyperbolic spirals,
lying on a cone.

Keywords: gas dynamics, rank two submodel, linear velocity őeld, poly-
tropic gas, collapse surface, helicoid.
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