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Abstract

In the article, we investigate a boundary-value problem with a third-
order inhomogeneous parabolic-hyperbolic equation with a wave operator in
a hyperbolicity domain. A linear combination with variable coefficients in
terms of derivatives of the sought function on independent characteristics,
as well as on the line of type and order changing is specified as a boundary
condition. We have established necessary and sufficient conditions that guar-
antee existence and uniqueness of a regular solution to the problem under
study. In some cases, a solution representation is written out explicitly.
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B a l k i z o v Z h. A.

Statement of the problem. A summary of the outcomes
Consider the next equation in the Euclidean plane points 𝑥 and 𝑦

𝑓 =

{︂
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦, 𝑦 < 0,
𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦, 𝑦 > 0,

(1)

where

𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

{︂
𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0,
𝑓2(𝑥, 𝑦), 𝑦 > 0

is a given function, 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) is the desired function.
Equation (1) as 𝑦 > 0 coincides with the equation

𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 = 𝑓2(𝑥, 𝑦), (2)

which belongs to the class of third order equations with multiple characteristics [1,
p. 9] of parabolic type [2, p. 69] and as 𝑦 < 0 equation (1) coincides with the
inhomogeneous wave equation

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓1(𝑥, 𝑦). (3)

Thus equation (1) is parabolic-hyperbolic equation with type and order degen-
eration along the line 𝑦 = 0 and, as stated in [3], study of boundary value problems
for the above equations brings a new aspect to the mixed type equations theory.

Equation (1) is considered in the domain Ω bounded by 𝐴𝐶 : 𝑥 + 𝑦 = 0 and
𝐶𝐵 : 𝑥 − 𝑦 = 𝑟 of equation (3) as 𝑦 < 0 leaving the point 𝐶 = (𝑟/2,−𝑟/2) and
passing through the points 𝐴 = (0, 0) and 𝐵 = (𝑟, 0) respectively, and also a
rectangle with vertices 𝐴, 𝐵, 𝐴0 = (0, ℎ), 𝐵0 = (𝑟, ℎ), ℎ > 0, as 𝑦 > 0. Denote
Ω1 = Ω ∩ {𝑦 < 0}, Ω2 = Ω ∩ {𝑦 > 0}, 𝐽 = {(𝑥, 0) : 0 < 𝑥 < 𝑟}, Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ 𝐽
and assume that 𝑓𝑖 ∈ 𝐶(Ω𝑖), 𝑖 = 1, 2.

The function 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) in the class 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω) ∩ 𝐶2(Ω1) ∩ 𝐶3
𝑥(Ω2), 𝑢𝑥,

𝑢𝑦 ∈ 𝐿1(𝐽) satisfying equation (1) is regular solution of equation (1) in Ω.
The study problem is as follows.
Problem 1. Find a regular solution to equation (1) in the domain Ω satisfying

the conditions

𝑢(0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝜙2(𝑦), 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜙3(𝑦), 0 6 𝑦 < ℎ, (4)

𝛼(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
𝑢 [𝜃0(𝑥)] + 𝛽(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑢 [𝜃𝑟(𝑥)] + 𝛾(𝑥)𝑢𝑥 (𝑥, 0)+

+𝛿(𝑥)𝑢𝑦 (𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑟, (5)

where 𝜃0(𝑥) =
(︀
𝑥
2 ; −𝑥

2

)︀
, 𝜃𝑟(𝑥) =

(︀
𝑥+𝑟
2 ; 𝑥−𝑟

2

)︀
are affixes of intersection of the

characteristics of the equation (3) leaving the point (𝑥, 0) with 𝐴𝐶 and 𝐵𝐶 re-
spectively; 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦); 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥), 𝛿(𝑥), 𝜓(𝑥) are smooth enough
given functions.

Formulated problem (1), (4), (5) belongs to the class of the Nakhushev non-
local boundary value problems with displacement [4].

The problem with boundary conditions connecting values of a sought solution
on the characteristics of the both families for Lavrent’ev–Bitsadze equation was
first posed and investigated in [5].
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In [6,7] the displacement boundary value problem was introduced, and a num-
ber of nonlocal boundary value problems with various types of displacements for
hyperbolic, degenerate hyperbolic, and mixed-type equations have been investiga-
ted since. In particular, in [6] the existence of an unique solution to the nonlocal
problem for equation (3) with the conditions

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑟, (6)

and (5) as 𝛾(𝑥) = 𝛿(𝑥) ≡ 0, 𝛼(𝑥) ̸= 𝛽(𝑥) ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟] has been proved.
In [7], the way of posing non-local boundary value problems with displacement

for a degenerating hyperbolic equation of the form

(−𝑦)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 0, 𝑚 = const > 0 (7)

is offered employing𝐷𝜀
𝑐𝑥 the Riemann–Liouville fractional derivatives. The criteria

for the unique solvability with conditions (6) and

𝛼(𝑥)𝐷1−𝜀
0𝑥 𝑢 [𝜃0(𝑥)] + 𝛽(𝑥)𝐷1−𝜀

𝑟𝑥 𝑢 [𝜃𝑟(𝑥)] = 𝜓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑟

for equation (7) are determined, where [𝜃0(𝑥)], [𝜃𝑟(𝑥)], are the affixes of the inter-
section points of the characteristics of equation (7), as above, and what is more
2(𝑚+ 2)𝜀 = 𝑚.

Specific cases for displacement related problems include such nonlocal prob-
lems as the Bitsadze–Samarsky problem [8–10], Dezin problem [11–13; 14, p. 174],
Carleman problem [15], Steklov problem [16, p. 67], Frankl problem [17; 18, p. 339;
19–24], etc. In case of displacement problems, for mixed equations a nonlocal con-
dition is imposed connecting values of desired solution or derivative of a certain
order at two, three or more points lying on the boundary characteristics of dif-
ferent families and on the line of degeneracy or the type change line. If one or
several coefficients of the displacement problem for mixed type equations is zero
it becomes an ordinary Tricomi problem.

The displacement problems are well applicable in mathematical problems mod-
eling in biology (synergetics), transonic gas dynamics. Similar nonlocal boundary
conditions arise in the study of heat and mass transfer in capillary-porous me-
dia, in mathematical modeling of problems of gas dynamics and nonlocal physical
processes, in the study of cell propagation, in the theory of electromagnetic wave
propagation within an inhomogeneous media [2,18,25]. A bibliography of research
papers devoted to the displacement boundary value problems is presented quite
completely in monographs [4, 14,26–34].

In [35], the displacement boundary value problem is studied under condition
(5) for mixed type equations of second order and a heat equation in the parabol-
icity domain; a necessary and sufficient condition for the existence of an unique
solution is obtained. In this paper, we study the displacement boundary value
problem for inhomogeneous parabolic-hyperbolic equation of the third order (1)
and a third-order parabolic and wave equations in the hyperbolicity domain. One
of the boundary conditions is a linear combination of the sought functions and
their derivatives with variable coefficients in 𝐴𝐶 and 𝐵𝐶, as well as in 𝐽 = 𝐴𝐵
lines of type and order change. Necessary and sufficient conditions for the exis-
tence and uniqueness of a regular solution to the problem under study have been
obtained. The solution to the studied problem under certain conditions have been
written out explicitly. We have shown that violation of the necessary conditions
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imposed on the specified functions leads to non-uniqueness of the studied problem.
That is, the corresponding homogeneous problem has an infinite number of lin-
ear independent solutions. In addition, solutions to a non-homogeneous problem
could exist only with additional requirements for the given functions.

We would also like to mention research-related papers [36–42].

Theorem on the existence and uniqueness of a solution
The following theorem holds true.
Theorem 1. Assume the given functions 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦); 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥),

𝛿(𝑥), 𝜓(𝑥) have the following properties:

𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦) ∈ 𝐶 [0, ℎ] ; 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶1 [0, 𝑟] ∩ 𝐶2 ]0, 𝑟[ ; (8)

[𝛽(𝑥) + 𝛼(𝑥) + 𝛾(𝑥)]2 + [𝛽(𝑥)− 𝛼(𝑥) + 𝛿(𝑥)]2 ̸= 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑟] (9)

and one of the below conditions is satisfied:

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) ≡ 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑟] ; (10)
𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥) ≡ 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑟] ; (11)
2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥) ≡ 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑟] ; (12)
2𝛼(𝑥) + 𝛾(𝑥)− 𝛿(𝑥) ≡ 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑟] and 𝑟 ̸= 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ N; (13)

𝛼(𝑥) = 𝛼, 𝛽(𝑥) = 𝛽, 𝛾(𝑥) = 𝛾, 𝛿(𝑥) = 𝛿

and

𝑟 ̸= 2𝜋𝑛

√︃
𝛽 − 𝛼+ 𝛿

𝛽 + 𝛼+ 𝛾
, 𝑛 ∈ N (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡); (14)

[𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)][𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)] ̸= 0,

and [︁𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)

]︁′
< 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑟]. (15)

Therefore there is the unique regular solution for problem 1 in the domain Ω.

P r o o f. Let there be a solution to problem 1 and assume that

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥) (0 6 𝑥 6 𝑟); 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), (0 < 𝑥 < 𝑟). (16)

Passing to the limit as 𝑦 → +0 in equation (1) in view of notation used in
(16) we obtain fundamental relation for the functions 𝜏(𝑥) and 𝜈(𝑥) moved from
the parabolic part Ω2 of the domain Ω to the line 𝑦 = 0:

𝜈(𝑥) = 𝜏 ′′′(𝑥) + 𝑓2(𝑥, 0), (17)

and with boundary conditions (4) obtain

𝜏(0) = 𝜙1(0), 𝜏 ′(0) = 𝜙2(0), 𝜏(𝑟) = 𝜙3(0). (18)

Now find fundamental relation for the functions 𝜏(𝑥) and 𝜈(𝑥) moved from
the hyperbolic part Ω1 of the domain Ω to the line 𝑦 = 0 of the type changing.
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A solution to problem (16) for equation (3) in Ω1 is obtained by d’Alembert’s
formula [43, p. 59]:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜏(𝑥− 𝑦)

2
+

1

2

∫︁ 𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
𝜈(𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑥+𝑦−𝑡

𝑥−𝑦+𝑡
𝑓1(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠𝑑𝑡. (19)

By formula (19) we find

𝑑

𝑑𝑥
𝑢 [𝜃0(𝑥)] =

1

2

(︂
𝜏 ′(𝑥)− 𝜈(𝑥) +

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡

)︂
,

𝑑

𝑑𝑥
𝑢 [𝜃𝑟(𝑥)] =

1

2

(︂
𝜏 ′(𝑥) + 𝜈(𝑥)−

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1 (𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡

)︂
.

Substituting values 𝑑
𝑑𝑥𝑢 [𝜃0(𝑥)] and 𝑑

𝑑𝑥𝑢 [𝜃𝑟(𝑥)] into equation (5) find

[𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)]𝜏 ′(𝑥)− [𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)]𝜈(𝑥) =

= 2𝜓(𝑥)− 𝛼(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝛽(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡. (20)

Formula (20) is the fundamental relation for the functions 𝜏(𝑥) and 𝜈(𝑥) moved
from the hyperbolic part Ω1 of the domain Ω to the line 𝑦 = 0 of the type changing.

Assume that initially conditions (8), (9) and (10) are satisfied, i.e. 𝛼(𝑥) +
𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) ≡ 0 and hence 2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥) ̸= 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑟]. In this case by
(20) we find

𝜈(𝑥) =
2𝜓(𝑥)

2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥)
+

𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝛽(𝑥)

2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡. (21)

Therefore by equations (17), (18), we easily find the function 𝜏(𝑥):

𝜏(𝑥) =
[︁
1− 𝑥2

𝑟2

]︁
𝜙1(0) +

[︁
𝑥− 𝑥2

𝑟

]︁
𝜙2(0) +

𝑥2

𝑟2
𝜙3(0)+

+
1

2

∫︁ 𝑥

0
(𝑥− 𝑡)2𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑥2

2𝑟2

∫︁ 𝑟

0
(𝑟 − 𝑡)2𝜈(𝑡)𝑑𝑡+

+
1

2

∫︁ 𝑥

0
(𝑥− 𝑡)2𝑓2(𝑡, 0) 𝑑𝑡−

𝑥2

2𝑟2

∫︁ 𝑟

0
(𝑟 − 𝑡)2𝑓2(𝑡, 0) 𝑑𝑡. (22)

Under assumption of (8), (9), (11), i.e. for 𝛼(𝑥)−𝛽(𝑥)−𝛿(𝑥) ≡ 0 and 2𝛽(𝑥)+
𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟] by (20), we arrive at the identity

𝜏 ′(𝑥) =
2𝜓(𝑥)

2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥)
− 𝛽(𝑥) + 𝛿(𝑥)

2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+
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+
𝛽(𝑥)

2𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) + 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡,

hence

𝜏(𝑥) =

𝑥∫︁

0

2𝜓(𝑡)

2𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡) + 𝛿(𝑡)
𝑑𝑡−

𝑥∫︁

0

𝛽(𝑡) + 𝛿(𝑡)

2𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡) + 𝛿(𝑡)

0∫︁

−𝑡/2

𝑓1 (𝑡+ 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

𝑥∫︁

0

𝛽(𝑡)

2𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡) + 𝛿(𝑡)

0∫︁

(𝑡−𝑟)/2

𝑓1 (𝑡− 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡+ 𝜙1(0), (23)

moreover, the following conditions should be satisfied:

∫︁ 𝑟

0

2𝜓(𝑡)

2𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡) + 𝛿(𝑡)
𝑑𝑡−

∫︁ 𝑟

0

𝛽(𝑡) + 𝛿(𝑡)

2𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡) + 𝛿(𝑡)

∫︁ 0

−𝑡/2
𝑓1(𝑡+ 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑟

0

𝛽(𝑡)

2𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡) + 𝛿(𝑡)

∫︁ 0

(𝑡−𝑟)/2
𝑓1(𝑡− 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡 = 𝜙3(0)− 𝜙1(0),

2𝜓(0)

2𝛽(0) + 𝛾(0) + 𝛿(0)
+

𝛽(0)

2𝛽(0) + 𝛾(0) + 𝛿(0)

∫︁ 0

−𝑟/2
𝑓1(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙2(0).

At that the second sought function 𝜈(𝑥) in view of conditions (8) and (23) can be
obtained by relation (17).

Next, assume that theorem conditions (8), (9), (12) are satisfied. Then by
inequality (20) we arrive at the identity

𝜈(𝑥) = 𝜏 ′(𝑥)− 2𝜓(𝑥)

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)
+

𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡−

− 𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡. (24)

Exclude from relations (17) and (24) the function 𝜈(𝑥). Then for the function
𝜏(𝑥) we arrive at the boundary problem for the equation

𝜏 ′′′(𝑥)−𝜏 ′(𝑥) = − 2𝜓(𝑥)

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)
+

𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡−

− 𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡)𝑑𝑡− 𝑓2(𝑥, 0) (25)

with conditions (18).
The solution of problem (25), (18) is written out explicitly by the formula

𝜏(𝑥) =
(ch𝑥− ch 𝑟)𝜙1(0) +

[︀
sh𝑥− sh 𝑟 − sh(𝑥− 𝑟)

]︀
𝜙2(0) + (1− ch𝑥)𝜙3(0)

1− ch 𝑟
−
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−
∫︁ 𝑟

0

2𝐺(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)

𝛼(𝑡) + 𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡)
𝑑𝑡+

∫︁ 𝑟

0

𝛼(𝑡)𝐺(𝑥, 𝑡)

𝛼(𝑡) + 𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡)

∫︁ 0

−𝑡/2
𝑓1(𝑡+ 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑟

0

𝛽(𝑡)𝐺(𝑥, 𝑡)

𝛼(𝑡) + 𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡)

∫︁ 0

(𝑡−𝑟)/2
𝑓1(𝑡− 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡−

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑡, 0) 𝑑𝑡,

where

𝐺(𝑥, 𝑡) =

{︂
𝑎(1− ch𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑡,

𝑎(1− ch𝑥) + ch(𝑥− 𝑡)− 1, 𝑡 < 𝑥 6 𝑟,
𝑎 =

1− ch(𝑟 − 𝑡)

1− ch 𝑟

is the Green function of the differential operator 𝐿[𝜏 ] = 𝜏 ′′′(𝑥) − 𝜏 ′(𝑥) involving
conditions (18).

Under conditions (8), (9), (13) we get

𝜈(𝑥) = −𝜏 ′(𝑥) + 2𝜓(𝑥)

𝛼(𝑥)+𝛽(𝑥)+𝛾(𝑥)
− 𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥)+𝛽(𝑥)+𝛾(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)+𝛽(𝑥)+𝛾(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡. (26)

𝜏(𝑥) =
cos𝑥− cos 𝑟

1− cos 𝑟
𝜙1(0) +

[︁
sin𝑥− sin 𝑟 (1− cos𝑥)

1− cos 𝑟

]︁
𝜙2(0) +

1− cos𝑥

1− cos 𝑟
𝜙3(0)+

+

∫︁ 𝑟

0

2𝐺(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)

𝛼(𝑡) + 𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡)
𝑑𝑡−

∫︁ 𝑟

0

𝛼(𝑡)𝐺(𝑥, 𝑡)

𝛼(𝑡) + 𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡)

∫︁ 0

−𝑡/2
𝑓1(𝑡+ 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑟

0

𝛽(𝑡)𝐺(𝑥, 𝑡)

𝛼(𝑡) + 𝛽(𝑡) + 𝛾(𝑡)

∫︁ 0

(𝑡−𝑟)/2
𝑓1(𝑡− 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡−

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑡, 0) 𝑑𝑡,

where

𝐺(𝑥, 𝑡) =

{︂
𝑏(1− cos𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑡,

𝑏(1− cos𝑥) + 1− cos(𝑥− 𝑡), 𝑡 < 𝑥 6 𝑟,
𝑏 = −1− cos(𝑟 − 𝑡)

1− cos 𝑟

is the Green function of the operator 𝐿[𝜏 ] = 𝜏 ′′′(𝑥) + 𝜏 ′(𝑥) involving condi-
tions (18).

Further we consider the case when conditions (8), (9), (14) are satisfied, i.e.
𝛼(𝑥) = 𝛼, 𝛽(𝑥) = 𝛽, 𝛾(𝑥) = 𝛾, 𝛿(𝑥) = 𝛿 (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 = const). If 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≡ 0
then as well as for 𝛼 = 𝛼(𝑥), 𝛽 = 𝛽(𝑥), 𝛾 = 𝛾(𝑥) and 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥) ≡ 0
∀𝑥 ∈ [0, 𝑟] the functions 𝜏(𝑥) and 𝜈(𝑥) are uniquely determined by (21) and (22).
But if 𝛼 − 𝛽 − 𝛿 = 0 then 𝜏(𝑥) and 𝜈(𝑥) are found by formulae (23) and (17)
respectively.

Now let (𝛼+ 𝛽 + 𝛾) (𝛼− 𝛽 − 𝛿) ̸= 0 and condition (14) be satisfied. By rela-
tions (17) and (20) for 𝜏(𝑥) we arrive at the boundary problem for the equation

𝜏 ′′′(𝑥)− 𝛼+ 𝛽 + 𝛾

𝛼− 𝛽 − 𝛿
𝜏 ′(𝑥) =

𝛼

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡−
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− 𝛽

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡− 2𝜓(𝑥)

𝛼− 𝛽 − 𝛿
− 𝑓2(𝑥, 0) (27)

subject to conditions (18).
The solution to the problem (18) for equation (27) is written out with respect

to the sign of the value of (𝛼+𝛽+𝛾)(𝛼−𝛽−𝛿) using one of the following formulae:

𝜏(𝑥) =
𝛼

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)

∫︁ 0

−𝑡/2
𝑓1(𝑡+ 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡−

− 𝛽

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)

∫︁ 0

(𝑡−𝑟)/2
𝑓1(𝑡− 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠− 2

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑡, 0)𝑑𝑡+

ch(
√
𝑝𝑥)− ch(

√
𝑝𝑟)

1− ch(
√
𝑝𝑟)

𝜙1(0)+

+
sh(

√
𝑝𝑥)− sh(

√
𝑝𝑟) + sh

[︀√
𝑝(𝑟 − 𝑥)

]︀
√
𝑝
[︀
1− ch(

√
𝑝𝑟)

]︀ 𝜙2(0) +
1− ch(

√
𝑝𝑥)

1− ch(
√
𝑝𝑟)

𝜙3(0),

if 𝑝 = 𝛼+𝛽+𝛾
𝛼−𝛽−𝛿 > 0. Here

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

𝑝

{︂
𝑎
[︀
1− ch(

√
𝑝𝑥)

]︀
, 0 6 𝑥 < 𝑡,

𝑎
[︀
1− ch(

√
𝑝𝑥)

]︀
+ ch

[︀√
𝑝(𝑥− 𝑡)

]︀
− 1, 𝑡 < 𝑥 6 𝑟,

𝑎 =
1− ch

[︀√
𝑝(𝑟 − 𝑡)

]︀

1− ch(
√
𝑝𝑟)

,

or

𝜏(𝑥) =
𝛼

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)

∫︁ 0

−𝑡/2
𝑓1(𝑡+ 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡−

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑡, 0) 𝑑𝑡−

− 𝛽

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)

∫︁ 0

(𝑡−𝑟)/2
𝑓1(𝑡− 𝑠, 𝑠) 𝑑𝑠− 2

𝛼− 𝛽 − 𝛿

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡+

+
cos(

√−𝑝𝑥)− cos(
√−𝑝𝑟)

1− cos(
√−𝑝𝑟) 𝜙1(0) +

1− cos(
√−𝑝𝑥)

1− cos(
√−𝑝𝑟)𝜙3(0)+

+
sin(

√−𝑝𝑥)− sin(
√−𝑝𝑟) + sin [

√−𝑝(𝑟 − 𝑥)]√−𝑝 [1− cos(
√−𝑝𝑟)] 𝜙2(0),

where

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

𝑝

{︂
𝑏 [1− cos(

√−𝑝𝑥)] , 0 6 𝑥 < 𝑡,

𝑏 [1− cos(
√−𝑝𝑥)] + cos [

√−𝑝(𝑥− 𝑡)]− 1, 𝑡 < 𝑥 6 𝑟,

𝑝 = 𝛼+𝛽+𝛾
𝛼−𝛽−𝛿 < 0, 𝑏 = 1−cos[

√−𝑝(𝑟−𝑡)]
1−cos(

√−𝑝𝑟)
, while 𝑝 ̸= −

(︀
2𝜋𝑛
𝑟

)︀2, 𝑛 ∈ N.
Thus, under the assumption of (8), (9) and also under the assumption of at

least one of the conditions of (10), (11), (12), (13) or (14) by the obtained above
representations it immediately implies the existence and uniqueness of functions
𝑢 (𝑥, 0) = 𝜏(𝑥) and 𝑢𝑦 (𝑥, 0) = 𝜈(𝑥).
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Now we can pass to studying the general case. Let (8), (9) and (15) be satisfied
for the given functions 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦); 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥), 𝛿(𝑥), 𝜓(𝑥). First
we prove the uniqueness of a regular solution to the problem 1. Consider the
homogeneous problem corresponding to problem 1, that is, we let 𝜙𝑖(𝑦) ≡ 0,
(𝑖 = 1, 2, 3) ∀ 𝑦 ∈ [0, ℎ]; 𝜓(𝑥) ≡ 0, ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟]; 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ Ω̄.

Consider the integral

𝐽* =
∫︁ 𝑟

0
𝜏(𝑥)𝜈(𝑥) 𝑑𝑥.

By relation (17) in view of (18) obtain

𝐽* = −1

2
[𝜏 ′(𝑟)]2 6 0, (28)

while by (20) with (15) and (18) we have

𝐽* =
∫︁ 𝑟

0

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)
𝜏(𝑥)𝜏 ′(𝑥) 𝑑𝑥 =

= −1

2

∫︁ 𝑟

0

[︁𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)

]︁′
𝜏2(𝑥) 𝑑𝑥 > 0. (29)

(28) and (29) imply the identity 𝐽* = 0, which by (15) can hold if and only if
𝜏(𝑥) ≡ 0. At that by relations (17) and (20) we can see that 𝜈(𝑥) ≡ 0.

Thus, let us show that under the assumption (15) of theorem 1 the functions
𝜏(𝑥) and 𝜈(𝑥) are identically zero for the homogeneous problem corresponding to
problem 1. At the same time formula (19) implies immediately that 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0
in Ω̄1. In the domain Ω2 we arrive at the problem on finding a solution to the
homogeneous equation 𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω2 satisfying the homogeneous
initial 𝑢(𝑥, 0) = 0 (0 6 𝑥 6 𝑟) and boundary 𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑟, 𝑦) = 0
(0 6 𝑦 6 𝑟) conditions. This problem as it stated in [1, p. 144] has only a
trivial solution 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ Ω̄2. Therefore the solution 𝑢(𝑥, 𝑦) to the
homogeneous problem corresponding to the problem under problem 1 is identically
zero in the whole domain Ω̄; this implies the uniqueness of a regular solution to
problem (1), (4), (5).

Now we prove the existence of a regular solution to problem 1 subjected to
conditions (8), (9) and (15). By relations (17) and (20) we arrive at the problem
of finding a solution to the equation

𝜏 ′′′(𝑥)− 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)
𝜏 ′(𝑥) =

= − 2𝜓(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)

𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡−

− 𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡− 𝑓2(𝑥, 0) (30)

satisfying condition (18).
By means of repeated integration 3 times of equation (30) within the limit

from 0 to 𝑥 in view of boundary conditions (18) the solution to problem (30) (18)
is equivalently reduced to the solution of the integral equation
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𝜏(𝑥) =

∫︁ 𝑟

0
𝐿(𝑥, 𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡+

[︁
1− 𝑥2

𝑟2

]︁
𝜙1(0) +

[︁
𝑥− 𝑥2

𝑟

]︁
𝜙2(0) +

𝑥2

𝑟2
𝜙3(0)−

− 𝑥2

2𝑟2

∫︁ 𝑟

0
(𝑟 − 𝑡)2𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡+

1

2

∫︁ 𝑥

0
(𝑥− 𝑡)2𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡, (31)

where

𝐿(𝑥, 𝑡) =
1

𝑟2

{︂
𝑥2𝐾(𝑟, 𝑡), 0 6 𝑥 6 𝑡,

𝑥2𝐾(𝑟, 𝑡)− 𝑟2𝐾(𝑥, 𝑡), 𝑡 6 𝑥 6 𝑟,

𝐾(𝑥, 𝑡) = (𝑥− 𝑡)𝑝(𝑡)− (𝑥− 𝑡)2

2
𝑝′(𝑡), 𝑝(𝑥) =

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)
,

𝐹 (𝑥) =
𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡−

− 𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡− 2𝜓(𝑥)

𝛼(𝑥)− 𝛽(𝑥)− 𝛿(𝑥)
− 𝑓2(𝑥, 0).

By properties (8) to the given functions 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥), 𝛿(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝜙𝑖(𝑦),
(𝑖 = 1, 2, 3) and 𝑓(𝑥, 𝑦) we can conclude that equation (31) is the Fredholm
integral equation of the second kind with the kernel 𝐿(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶

(︀
[0, 𝑟] × [0, 𝑟]

)︀
;

the right hand 𝐹 (𝑥) is of the class 𝐶[0, 𝑟]. Unconditionally unique solvability of
equation (31) follows from the uniqueness of the solution to problem 1 and, what
is more, the solution 𝜏 = 𝜏(𝑥) belongs to the class 𝐶[0, 𝑟] ∩ 𝐶3(0, 𝑟). Employing
the obtained value 𝜏 = 𝜏(𝑥) by (17) or (20) we can find function 𝜈 = 𝜈(𝑥) as well.

Once the functions 𝜏(𝑥) and 𝜈(𝑥) are found the solution to problem 1 in Ω1

is defined as a solution to problem (16) for equation (3) and is written out by
formula (19) while in the domain Ω2 we arrive at the problem of finding a regular
solution to equation (2) satisfying the initial 𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥) and boundary (4)
conditions; the solution to the above problem is written out in [1]. Theorem 1 is
proved. 2

Assume that for the coefficients 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥), 𝛿(𝑥) condition (9) is violated,
i.e. the identity

[𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)]2 + [𝛽(𝑥)− 𝛼(𝑥) + 𝛿(𝑥)]2 = 0 ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟]. (32)

holds true.
Identity (32) holds if for example

𝛼(𝑥) =
𝛿(𝑥)− 𝛾(𝑥)

2
and 𝛽(𝑥) = −𝛿(𝑥) + 𝛾(𝑥)

2
.

In this case, the homogeneous problem corresponding to problem 1 has an infinite
number of linearly independent solutions of the form

2𝑢(𝑥, 𝑦) =

⎧
⎨
⎩

𝑔′′(𝑥+ 𝑦)− 𝑔′′(𝑥− 𝑦) + 𝑔(𝑥+ 𝑦) + 𝑔(𝑥− 𝑦), 𝑦 < 0,

2

𝜋

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝑔(𝜉) 𝑑𝜉, 𝑦 > 0,
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where 𝑔(𝑥) is an arbitrary function of the class 𝐶2[0, 𝑟]∩𝐶4]0, 𝑟[, and𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) is
the Green function of the operator 𝐿𝑢 = 𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 with boundary (4) and initial
𝑢(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) conditions [1, pp. 135–137]. The solution to the inhomogeneous
problem 1 with condition (32) exists for the given functions 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝜓(𝑥),
𝑓(𝑥, 𝑦) if and only if it satisfies the additional condition:

2𝜓(𝑥) = 𝛼(𝑥)

∫︁ 0

−𝑥/2
𝑓1(𝑥+ 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡− 𝛽(𝑥)

∫︁ 0

(𝑥−𝑟)/2
𝑓1(𝑥− 𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡. (33)

In the domain Ω1 a set of solutions to problem 1 subjected to condition (33) is
written out by the formula

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑔′′(𝑥+ 𝑦)− 𝑔′′(𝑥− 𝑦)

2
+
𝑔(𝑥+ 𝑦) + 𝑔(𝑥− 𝑦)

2
+

+
1

2

∫︁ 𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
𝑓2(𝑡, 0) 𝑑𝑡+

1

2

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑥+𝑦−𝑡

𝑥−𝑦+𝑡
𝑓1(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠𝑑𝑡,

while in Ω2 for the set of solutions to problem 1 holds the representation [1]

𝜋𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜙1(𝜂) 𝑑𝜂 −

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜙2(𝜂) 𝑑𝜂−

−
∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑟, 𝜂)𝜙3(𝜂) 𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝑔(𝜉) 𝑑𝜉−

−
∫︁ ℎ

0

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)𝑓2(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉𝑑𝜂.

If condition (13) of Theorem 1 is violated, i.e. as 2𝛼(𝑥)+𝛾(𝑥)−𝛿(𝑥) ≡ 0 ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟]
and 𝑟 = 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ N homogeneous problem (18) for the system of equations (17),
(26) has a nontrivial solutions of the form 𝜏(𝑥) = 𝑐(1 − cos𝑥), 𝑐 = const, that
implies that the solutions to problem 1 are non-unique.

Similarly if 𝛼(𝑥) = 𝛼, 𝛽(𝑥) = 𝛽, 𝛾(𝑥) = 𝛾, 𝛿(𝑥) = 𝛿 and 𝑟 = 2𝜋𝑛√−𝑝
, 𝑛 ∈ N,

(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 = const), 𝑝 = 𝛼+𝛽+𝛾
𝛼−𝛽−𝛿 , i.e. if condition (14) of Theorem 1 is violated

a homogeneous problem corresponding to problem (27), (18) as well as in the
previous case have nontrivial solutions of the form 𝜏(𝑥) = 𝑐 [1− cos(

√−𝑝𝑥)],
𝑐 = const, which also indicates that solutions to problem 1 are non-unique.

Therefore conditions

𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜙3(𝑦) ∈ 𝐶[0, ℎ]; 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑟] ∩ 𝐶2]0, 𝑟[;

[𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)]2 + [𝛽(𝑥)− 𝛼(𝑥) + 𝛿(𝑥)]2 ̸= 0 ∀𝑥 ∈ [0, 𝑟];

𝑟 ̸= 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ N when 2𝛼(𝑥) + 𝛾(𝑥)− 𝛿(𝑥) ≡ 0;

𝑟 ̸= 2𝜋𝑛√−𝑝, 𝑛 ∈ N when 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 = const

are necessary for the existence of an unique regular solution to problem (1), (4), (5).

Conclusion. The paper studies a displacement boundary value problem for
inhomogeneous parabolic-hyperbolic equation of the third order (1) with a third-
order parabolic and wave equations in the hyperbolicity domain. A linear combi-
nation of the sought functions is given as one of the boundary conditions. Their
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derivatives with variable coefficients are in 𝐴𝐶 and 𝐵𝐶, and in 𝐽 = 𝐴𝐵 lines of
type and order change. A necessary and sufficient conditions for the existence and
uniqueness of a regular solution to the problem under study are obtained. In some
special cases, the representation of the solution to the studied problem is written
out explicitly. We have shown that violation of the obtained necessary conditions
imposed on the specified functions leads to non-uniqueness of the studied problem.
That is, the corresponding homogeneous problem has an infinite number of lin-
ear independent solutions. In addition, solutions to a non-homogeneous problem
could exist only with additional requirements for the given functions.

Thus, in contrast to the results obtained in [35], necessary and sufficient con-
ditions (8), (9) for the functions specified become insufficient if in the parabolicity
domain consider the third-order equation with multiple characteristics (2) instead
of the heat equation.
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Об одной краевой задаче для уравнения
параболического-гиперболического типа третьего
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Аннотация

Исследована краевая задача со смещением для неоднородного урав-
нения параболо-гиперболического типа третьего порядка с волновым
оператором в области гиперболичности, когда в качестве одного из гра-
ничных условий задана линейная комбинация с переменными коэффи-
циентами производных от значений искомой функции на независимых
характеристиках, а также на линии изменения типа и порядка. Найдены
необходимые и достаточные условия существования и единственности
регулярного решения задачи. В некоторых частных случаях представ-
ление решения исследуемой задачи выписано в явном виде.

Ключевые слова: вырождающиеся уравнения, уравнения с кратными
характеристиками, параболо-гиперболическое уравнение третьего поряд-
ка, задачи со смещением.
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Аннотация

Рассматривается нелинейное двумерное ортотропное уравнение филь-
трации с дробной производной РиманаҫЛиувилля по времени. Доказы-
вается, что такое уравнение может допускать группы точечных преоб-
разований только линейно-автономного типа. Решается задача группо-
вой классификации рассматриваемого уравнения по его точечным сим-
метриям относительно коэффициентов пьезопроводности, являющихся
функциями квадрата модуля градиента давления. Доказывается, что
если порядок дробного дифференцирования меньше единицы, основная
допускаемая уравнением группа точечных преобразований является че-
тырехпараметрической и расширяется до пятипараметрической в изо-
тропном случае. Для степенных зависимостей коэффициентов пьезопро-
водности допускаемая группа становится пятипараметрической в орто-
тропном случае и шестипараметрической в изотропном случае. Также
выделяется специальный вид степенной зависимости коэффициентов,
не имеющий аналога в случае классического уравнения фильтрации,
при котором происходит дополнительное расширение группы операто-
ром проективного преобразования. Для уравнения с порядком дробно-
го дифференцирования 𝛼 ∈ (1, 2) размерности всех допускаемых групп
оказываются на единицу больше за счет допускаемого оператора, соот-
ветствующего сдвигу решения на дополнительное частное решение этого
уравнения.

На основе проведенной групповой классификации для соответству-
ющих алгебр Ли инфинитезимальных операторов групп точечных пре-
образований, допускаемых различными видами рассматриваемого нели-
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Групповая классификация, инвариантные решения и законы сохранения уравнения фильтрации

нейного ортотропного дробно-дифференциального уравнения, выписы-
ваются представления инвариантно-групповых решений, соответствую-
щие оптимальным системам двумерных подалгебр. Приводятся приме-
ры уравнений, получающихся в результате симметрийной редукции ис-
ходного дробно-дифференциального уравнения, а также некоторые их
решения.

Доказывается, что рассматриваемое дробно-дифференциальное урав-
нение фильтрации является нелинейно самосопряженным, что дает воз-
можность строить его законы сохранения. Соответствующие компонен-
ты всех найденных сохраняющихся векторов приводятся в явном виде.

Ключевые слова: дробно-дифференциальное уравнение фильтрации,
групповая классификация, точечная симметрия, инвариантное решение,
закон сохранения.

Получение: 29 ноября 2019 г. / Исправление: 17 мая 2020 г. /
Принятие: 1 июня 2020 г. / Публикация онлайн: 30 июня 2020 г.

Введение. Интегро-дифференциальные уравнения с производными дроб-
ных порядков различных типов [1, 2] в последнее время привлекают боль-
шое внимание исследователей из самых различных областей науки и тех-
ники благодаря возможности их использования в качестве математических
моделей сложных процессов, сред и систем, проявляющих эффекты памяти и
пространственной нелокальности [3ҫ12]. Наиболее хорошо в настоящее время
исследованы одномерные дробно-дифференциальные уравнения диффузион-
ного типа, к которому относится и большинство простейших дробно-диффе-
ренциальных уравнений фильтрации. Однако с точки зрения практического
использования существенно больший интерес представляют уравнения в дву-
мерных и трехмерных областях. Исследование ряда важных качественных
свойств таких уравнений, особенно нелинейных, может быть выполнено мето-
дами современного группового анализа [13ҫ17]. Для дробно-дифференциаль-
ных уравнений в последнее десятилетие удалось развить ряд классических
теоретико-групповых методов (см. [18, 19] и цитируемую там литературу),
что дало возможность находить допускаемые такими уравнениями группы
симметрий, решать задачи их групповой классификации, строить фактор-
уравнения, инвариантные решения и законы сохранения. Отметим, что за-
дача групповой классификации уравнения имеет не только теоретическое,
но и прикладное значение, поскольку выделение классов уравнений с рас-
ширенной группой симметрий позволяет выделять также и соответствующие
подмодели, обладающие расширенным набором симметрийных свойств и, как
следствие, имеющих дополнительные инвариантные решения и законы сохра-
нения.

Настоящая работа посвящена исследованию симметрийных свойств нели-
нейного двумерного дробно-дифференциального уравнения

0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢 =

(︀
𝑓(𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦)𝑢𝑥

)︀
𝑥
+
(︀
𝑔(𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦)𝑢𝑦

)︀
𝑦
, 𝑓, 𝑔 > 0, 𝛼 ∈ (0, 1)∪ (1, 2). (1)

Здесь через 0𝐷
𝛼
𝑡 обозначен оператор дробного дифференцирования Римана—
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Лиувилля порядка 𝛼:

0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢 =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛

∫︁ 𝑡

0

𝑢(𝜏, 𝑥, 𝑦)

(𝑡− 𝜏)𝛼−𝑛+1
𝑑𝜏, 𝑛 = [𝛼] + 1.

Уравнение (1) позволяет, в частности, описывать процессы фильтрации
в ортотропной гетерогенной пористой среде и может быть получено на ос-
нове дробно-дифференциальных модификаций закона Дарси [20ҫ22] (в этом
случае в качестве функции 𝑢 выступает давление, а функции 𝑓 и 𝑔 являют-
ся компонентами тензора пьезопроводности ортотропной среды). При 𝛼 = 1
уравнение (1) превращается в классическое нелинейное двумерное ортотроп-
ное уравнение фильтрации, результаты групповой классификации которого
приведены в [23].

Решается задача групповой классификации уравнения (1) относительно
функций 𝑓 и 𝑔 по допускаемым этим уравнением однопараметрическим груп-
пам Ли точечных преобразований вида

𝑡 = 𝜆(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎), 𝑦 = 𝜈2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎),

�̄� = 𝜈1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎), �̄� = 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎),

𝜆
⃒⃒
𝑎=0

= 𝑡, 𝜈1
⃒⃒
𝑎=0

= 𝑥, 𝜈2
⃒⃒
𝑎=0

= 𝑦, 𝜔
⃒⃒
𝑎=0

= 𝑢,

(2)

где 𝑎— параметр группы. Порядок дробного дифференцирования 𝛼 не преоб-
разуется. Группе преобразований (2) соответствует инфинитезимальный опе-
ратор

𝑋 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜉1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜉2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
, (3)

координаты которого определяются соотношениями

𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) =
𝜕𝜆(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎)

𝜕𝑎

⃒⃒
⃒
𝑎=0

, 𝜉2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) =
𝜕𝜈2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎)

𝜕𝑎

⃒⃒
⃒
𝑎=0

,

𝜉1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) =
𝜕𝜈1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎)

𝜕𝑎

⃒⃒
⃒
𝑎=0

, 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) =
𝜕𝜔(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑎)

𝜕𝑎

⃒⃒
⃒
𝑎=0

.

Такой инфинитезимальный оператор допускаемой уравнением группы будет,
как обычно, называться точечной симметрией этого уравнения.

1. О линейной автономности группы, допускаемой дробно-диф-
ференциальным уравнением. Уравнение (1) является частным случаем
уравнения вида

0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢 = Φ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦, 𝑢𝑦𝑦), (4)

для симметрий которого может быть доказано одно важное свойство.
Следуя работе [24], преобразования вида (2), в которых функции 𝜆, 𝜈1

и 𝜈2 не зависят от 𝑢, будем называть 𝑥-автономными преобразованиями.
Очевидно, что в этом случае координаты 𝜏 , 𝜉1 и 𝜉2 оператора (3) также не
будут зависеть от 𝑢. Соответствующие симметрии будут называться 𝑥-авто-
номными симметриями. Если для 𝑥-автономной симметрии дополнительно
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выполнено условие 𝜂𝑢𝑢 = 0, то такая симметрия будет называться линейно-
автономной [25].

Теорема 1. Уравнение (4) может обладать точечными симметриями
вида (3) только линейно-автономного типа с координатами

𝜏 = 𝜌(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝜑(𝑥, 𝑦)𝑡2, 𝜉1 = 𝜃1(𝑥, 𝑦), 𝜉2 = 𝜃2(𝑥, 𝑦),

𝜂 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦) + [𝜙(𝑥, 𝑦) + (𝛼− 1)𝜑(𝑥, 𝑦)𝑡]𝑢,
(5)

где 𝜌, 𝜑, 𝜃1, 𝜃2, 𝜓, 𝜙— произвольные функции своих аргументов.

Д о к а з ат е л ь ств о. Необходимое условие инвариантности [19] уравне-
ния (4) относительно группы точечных преобразований, определяемой опе-
ратором (3), может быть записано в виде

[︀
𝑋(𝛼)0𝐷

𝛼
𝑡 𝑢−𝑋(2)Φ

]︀
(4)

= 0, (6)

где

𝑋(𝛼) = 𝑋 + 𝜁(𝛼)
𝜕

𝜕𝐷𝛼
𝑡 𝑢

— продолжение оператора (3) на дробно-дифференциальную переменную𝐷𝛼
𝑡 𝑢,

а 𝑋(2) — классическое второе продолжение оператора (3) на все аргументы
функции Φ (см., например, [13, 17]). Координата 𝜁(𝛼) находится по формуле
продолжения [19]:

𝜁(𝛼) = 𝐷𝛼
𝑡 (𝑊 ) + 𝜏𝐷𝛼+1

𝑡 𝑢+ 𝜉1𝐷𝛼
𝑡 𝑢𝑥 + 𝜉2𝐷𝛼

𝑡 𝑢𝑦, (7)

где 𝑊 = 𝜂 − 𝜏𝑢𝑡 − 𝜉1𝑢𝑥 − 𝜉2𝑢𝑦.
Как доказано в [26] (см. также [18,19]), определяющее уравнение (6) долж-

но быть дополнено условием неподвижности точки начала отсчета дробной
производной под действием преобразований группы:

𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)
⃒⃒
𝑡=0

= 0. (8)

Функция 𝜂 является сложной функцией переменной 𝑡, поэтому вычисле-
ние дробной производной 𝐷𝛼

𝑡 𝜂, входящей в (7), является непростой задачей.
Как показано в [18], такая производная будет представляться рядом с че-
тырехкратным вложенным суммированием. Поэтому для упрощения доказа-
тельства теоремы воспользуемся следующим формальным приемом. Перепи-
шем функцию 𝜂 в квазилинейном по переменной 𝑢 виде

𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦) + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)𝑢.

Тогда для доказательства утверждения теоремы необходимо показать, что
𝜂𝑢 = 0.

Рассмотрим первое слагаемое в определяющем уравнении (6) с учетом
формулы продолжения (7):

𝑋(𝛼)0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢 = 𝜁(𝛼) ≡ 0𝐷

𝛼
𝑡

(︀
𝜓 + 𝜂𝑢− 𝜏𝑢𝑡 − 𝜉1𝑢𝑥 − 𝜉2𝑢𝑦

)︀
+

+ 𝜏0𝐷
𝛼+1
𝑡 (𝑢) + 𝜉10𝐷

𝛼
𝑡 (𝑢𝑥) + 𝜉20𝐷

𝛼
𝑡 (𝑢𝑦). (9)
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Как это принято в групповом анализе, будем полагать, что все координа-
ты инфинитезимального оператора (3) являются требуемое число раз непре-
рывно дифференцируемыми по своим аргументам. Тогда возможно примене-
ние оператора дробного дифференцирования 0𝐷

𝛼
𝑡 независимо к каждому из

слагаемых, стоящих в круглых скобках в правой части (9), а также исполь-
зование обобщенного правила Лейбница [1]:

0𝐷
𝛼
𝑡 (𝐹𝐺) =

∞∑︁

𝑘=0

(︂
𝛼

𝑘

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝐹 )𝐷𝑘

𝑡 (𝐺), (10)

где 0𝐷
𝛼−𝑘
𝑡 (𝐹 )— дробные производные (при 𝛼 − 𝑘 > 0) и дробные интегралы

(при 𝛼− 𝑘 < 0) соответствующих порядков,

(︂
𝛼

𝑘

)︂
=

Γ(𝛼+ 1)

𝑘!Γ(𝛼− 𝑘 + 1)
— биноми-

альные коэффициенты. Также воспользуемся очевидным равенством

𝜏𝑢𝑡 = 𝐷𝑡(𝜏𝑢)−𝐷𝑡(𝜏)𝑢.

В силу условия (8) и регулярности функции 𝜏 и ее первой производной по 𝑡
в точке 𝑡 = 0 имеем 𝜏𝑢|𝑡=0 = 0. Тогда (см. [1, 2]),

0𝐷
𝛼
𝑡 𝐷𝑡(𝜏𝑢) = 0𝐷

𝛼+1
𝑡 (𝜏𝑢).

Подстановка приведенных выражений в (9) и применение (10) дает

𝜁(𝛼) = 0𝐷
𝛼
𝑡 (𝜓) + [𝜂 − 𝛼𝐷𝑡(𝜏)] 0𝐷

𝛼
𝑡 (𝑢)+

+

∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢)𝐷𝑘

𝑡 (𝜂)−
∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘 + 1

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢)𝐷𝑘+1

𝑡 (𝜏)−

−
∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢𝑥)𝐷

𝑘
𝑡 (𝜉

1)−
∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢𝑦)𝐷

𝑘
𝑡 (𝜉

2). (11)

Подставляя (11) в (6) и заменяя дробную производную 0𝐷
𝛼
𝑡 (𝑢) на Φ в си-

лу исходного уравнения (4), приходим к следующему определяющему урав-
нению:

0𝐷
𝛼
𝑡 (𝜓) + [𝜂 − 𝛼𝐷𝑡(𝜏)] Φ+

+
∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢)𝐷𝑘

𝑡 (𝜂)−
∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘 + 1

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢)𝐷𝑘+1

𝑡 (𝜏)−

−
∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢𝑥)𝐷

𝑘
𝑡 (𝜉

1)−
∞∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼

𝑘

)︂
0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢𝑦)𝐷

𝑘
𝑡 (𝜉

2) = 𝑋(2)Φ. (12)

Выполним расщепление уравнения (12) по всем интегралам и производ-
ным дробных порядков, которые могут рассматриваться теперь в качестве
независимых переменных.

Расщепление по 0𝐷
𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢𝑥) и 0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢𝑦) приводит к уравнениям

𝐷𝑘
𝑡 (𝜉

1) = 0, 𝐷𝑘
𝑡 (𝜉

2) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,
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интегрирование которых дает

𝜉1 = 𝜃1(𝑥, 𝑦), 𝜉2 = 𝜃2(𝑥, 𝑦),

где 𝜃1 и 𝜃2 — произвольные функции.
Аналогично, расщепление (12) по 0𝐷

𝛼−𝑘
𝑡 (𝑢) приводит к системе

(𝑘 + 1)𝐷𝑘
𝑡 (𝜂)− (𝛼− 𝑘)𝐷𝑘+1

𝑡 (𝜏) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Рассматривая первые два уравнения этой системы (соответствующие 𝑘 = 1 и
𝑘 = 2), находим

𝐷2
𝑡 (𝜂) = 0

или
𝜂𝑡𝑡 + 2𝜂𝑡𝑢𝑢𝑡 + 𝜂𝑢𝑢𝑢

2
𝑡 + 𝜂𝑢𝑢𝑡𝑡 = 0.

Расщепление этого уравнения по 𝑢𝑡 и 𝑢𝑡𝑡 дает требуемое условие 𝜂𝑢 = 0.
Решение оставшегося уравнения 𝜂𝑡𝑡 = 0 может быть представлено в виде

𝜂 = 𝜗(𝑥, 𝑦)𝑡+ 𝜙(𝑥, 𝑦),

где 𝜗(𝑥, 𝑦) и 𝜙(𝑥, 𝑦)— произвольные функции. Тогда уравнение, соответству-
ющее 𝑘 = 1, принимает вид

(𝛼− 1)𝐷2
𝑡 𝜏 = 2𝜗(𝑥, 𝑦).

Его интегрирование с учетом условия (8) дает

𝜏 = 𝜑(𝑥, 𝑦)𝑡2 + 𝜌(𝑥, 𝑦)𝑡,

где 𝜌(𝑥, 𝑦)— произвольная функция, а 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜗(𝑥, 𝑦)/(𝛼− 1).
В результате приходим к искомым представлениям (5). Определяющее

уравнение (12) принимает при этом вид

0𝐷
𝛼
𝑡 (𝜓) + [𝜙− 𝛼𝜌− (1 + 𝛼)𝜑𝑡] Φ = 𝑋(2)Φ. (13)

�

Результат теоремы 3 можно усилить, если наложить дополнительные огра-
ничения на вид функции Φ. Заметим, что функция Φ не зависит от 𝑢𝑡 и ее
производных. Следовательно, правая часть уравнения (13) будет линейно за-
висеть от переменных 𝑢𝑡, 𝑢𝑡𝑥 и 𝑢𝑡𝑦 в силу линейной зависимости от них коор-
динат продолженного оператора 𝑋(2). Осуществляя дополнительное расщеп-
ление уравнения (13) по этим переменным, приходим к следующей системе
уравнений:

𝜏𝑥
𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜏𝑦

𝜕Φ

𝜕𝑢𝑦
+ 𝜏𝑥𝑥

𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥𝑥
+ 𝜏𝑥𝑦

𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥𝑦
+ 𝜏𝑦𝑦

𝜕Φ

𝜕𝑢𝑦𝑦
= 0,

2𝜏𝑥
𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥𝑥
+ 𝜏𝑦

𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥𝑦
= 0,

𝜏𝑥
𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥𝑦
+ 2𝜏𝑦

𝜕Φ

𝜕𝑢𝑦𝑦
= 0.

(14)
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Из двух последних уравнений этой системы следует, что при выполнении
условия

4
𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥𝑥

𝜕Φ

𝜕𝑢𝑦𝑦
−
(︁ 𝜕Φ

𝜕𝑢𝑥𝑦

)︁2
̸= 0 (15)

справедливы равенства 𝜏𝑥 = 𝜏𝑦 = 0. Тогда в (5) имеем 𝜌 = 𝐶1, 𝜑 = 𝐶2, и

𝜏 = 𝐶1𝑡+ 𝐶2𝑡
2, 𝜉1 = 𝜃1(𝑥, 𝑦), 𝜉2 = 𝜃2(𝑥, 𝑦),

𝜂 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦) + (𝜙(𝑥, 𝑦) + (𝛼− 1)𝐶2𝑡)𝑢,
(16)

где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные.

2. Групповая классификация уравнения (1). Уравнение (1) может
быть представлено в виде

0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢 = 𝐹 (𝑢𝑥, 𝑢𝑦)𝑢𝑥𝑥 +𝐺(𝑢𝑥, 𝑢𝑦)𝑢𝑦𝑦 +𝐻(𝑢𝑥, 𝑢𝑦)𝑢𝑥𝑦, (17)

где
𝐹 = 2𝑢2𝑥𝑓

′ + 𝑓, 𝐺 = 2𝑢2𝑦𝑔
′ + 𝑔, 𝐻 = 2𝑢𝑥𝑢𝑦(𝑓

′ + 𝑔′). (18)

Для уравнения (17) условие (15) принимает вид 4𝐹𝐺 ̸= 𝐻2. С учетом
(18) нетрудно показать, что это условие нарушается только в том случае,
когда 𝑓(𝑟) = 𝑔(𝑟) = 𝑓0/

√
𝑟, 𝑓0 — произвольная постоянная. Однако подста-

новка этих функций в первое уравнение системы (14) снова приводит к урав-
нениям 𝜏𝑥 = 𝜏𝑦 = 0. Таким образом, представления (16) справедливы для
уравнения (1) при любых 𝑓, 𝑔 > 0.

Для уравнения (17) с учетом (16) уравнение (13) для определения функ-
ций 𝜃1, 𝜃2, 𝜙 и 𝜓 принимает вид

0𝐷
𝛼
𝑡 (𝜓) + [𝜙− 𝛼𝐶1 − (1 + 𝛼)𝑡𝐶2] (𝐹𝑢𝑥𝑥 +𝐺𝑢𝑦𝑦 +𝐻𝑢𝑥𝑦)−

− 𝜁11𝐹 − 𝜁22𝐺− 𝜁12𝐻 − 𝜁1

(︁ 𝜕𝐹
𝜕𝑢𝑥

𝑢𝑥𝑥 +
𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑥
𝑢𝑦𝑦 +

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑥
𝑢𝑥𝑦

)︁
−

− 𝜁2

(︁ 𝜕𝐹
𝜕𝑢𝑦

𝑢𝑥𝑥 +
𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑦
𝑢𝑦𝑦 +

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑦
𝑢𝑥𝑦

)︁
= 0, (19)

в котором

𝜁1 = 𝜓𝑥 + 𝜙𝑥𝑢+ (𝜙+ (𝛼− 1)𝐶2𝑡− 𝜃1𝑥)𝑢𝑥 − 𝜃2𝑥𝑢𝑦,

𝜁2 = 𝜓𝑦 + 𝜙𝑦𝑢− 𝜃1𝑦𝑢𝑥 + (𝜙+ (𝛼− 1)𝐶2𝑡− 𝜃2𝑦)𝑢𝑦,

𝜁11 = 𝜓𝑥𝑥 + 𝜙𝑥𝑥𝑢+ (2𝜙𝑥 − 𝜃1𝑥𝑥)𝑢𝑥 − 𝜃2𝑥𝑥𝑢𝑦+

+(𝜙+ (𝛼− 1)𝐶2𝑡− 2𝜃1𝑥)𝑢𝑥𝑥 − 2𝜃2𝑥𝑢𝑥𝑦,

𝜁12 = 𝜓𝑥𝑦 + 𝜙𝑥𝑦𝑢+ (𝜙𝑦 − 𝜃1𝑥𝑦)𝑢𝑥 + (𝜙𝑥 − 𝜃2𝑥𝑦)𝑢𝑦−

−𝜃1𝑦𝑢𝑥𝑥 + (𝜙+ (𝛼− 1)𝐶2𝑡− 𝜃1𝑥 + 𝜃2𝑦)𝑢𝑥𝑦 − 𝜃2𝑥𝑢𝑦𝑦,

𝜁22 = 𝜓𝑦𝑦 + 𝜙𝑦𝑦𝑢− 𝜃1𝑦𝑦𝑢𝑥 + (2𝜙𝑦 − 𝜃2𝑦𝑦)𝑢𝑦−

−2𝜃1𝑦𝑢𝑥𝑦 + (𝜙+ (𝛼− 1)𝐶2𝑡− 2𝜃2𝑦)𝑢𝑦𝑦.

232



Групповая классификация, инвариантные решения и законы сохранения уравнения фильтрации

Расщепление (19) по 𝑢, 𝑢𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑢𝑦𝑦 и 𝑢𝑢𝑧𝑧 приводит к системе

𝜙𝑥
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜙𝑦

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦
= 0,

𝜙𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜙𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑦
= 0,

𝜙𝑥
𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜙𝑦

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑦
= 0,

𝜙𝑥𝑥𝐹 + 𝜙𝑦𝑦𝐺+ 𝜙𝑥𝑦𝐻 = 0,

(20)

расщепление по 𝑡𝑢𝑥𝑥, 𝑡𝑢𝑦𝑦, 𝑡𝑢𝑧𝑧 дает

𝐶2

(︁
𝑢𝑥
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦
+

2𝛼

𝛼− 1
𝐹
)︁
= 0,

𝐶2

(︁
𝑢𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑦
+

2𝛼

𝛼− 1
𝐺
)︁
= 0,

𝐶2

(︁
𝑢𝑥
𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑦
+

2𝛼

𝛼− 1
𝐻
)︁
= 0,

(21)

а расщепление по 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑦𝑦, 𝑢𝑧𝑧 дает

𝛾1
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑥
+ 𝛾2

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦
= 2𝜃1𝑥𝐹 + 𝜃1𝑦𝐻 − 𝛼𝐶1𝐹,

𝛾1
𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑥
+ 𝛾2

𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑦
= 2𝜃2𝑦𝐺+ 𝜃2𝑥𝐻 − 𝛼𝐶1𝐺,

𝛾1
𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑥
+ 𝛾2

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑦
= 2𝜃2𝑥𝐹 + 2𝜃1𝑦𝐺+ (𝜃1𝑥 + 𝜃2𝑦)𝐻 − 𝛼𝐶1𝐻,

(22)

где
𝛾1 ≡ 𝛾1(𝑥, 𝑦, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦) = 𝜓𝑥 + (𝜙− 𝜃1𝑥)𝑢𝑥 − 𝜃2𝑥𝑢𝑦,

𝛾2 ≡ 𝛾2(𝑥, 𝑦, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦) = 𝜓𝑦 − 𝜃1𝑦𝑢𝑥 + (𝜙− 𝜃2𝑦)𝑢𝑦.

Оставшееся после указанных расщеплений уравнение имеет вид

0𝐷
𝛼
𝑡 (𝜓) =

(︀
𝜓𝑥𝑥 + (2𝜙𝑥 − 𝜃1𝑥𝑥

)︀
𝑢𝑥 − 𝜃2𝑥𝑥𝑢𝑦)𝐹+

+
(︀
𝜓𝑦𝑦 − 𝜃1𝑦𝑦𝑢𝑥 + (2𝜙𝑦 − 𝜃2𝑦𝑦)𝑢𝑦

)︀
𝐺+

+
(︀
𝜓𝑥𝑦 + (𝜙𝑦 − 𝜃1𝑥𝑦)𝑢𝑥 + (𝜙𝑥 − 𝜃2𝑥𝑦)𝑢𝑦

)︀
𝐻. (23)

Из (21) следует, что если 𝐶2 ̸= 0, то

𝐹 = 𝑢2𝛿𝑥 𝐹
(︁𝑢𝑥
𝑢𝑦

)︁
, 𝐺 = 𝑢2𝛿𝑥 �̃�

(︁𝑢𝑥
𝑢𝑦

)︁
, 𝐻 = 𝑢2𝛿𝑥 �̃�

(︁𝑢𝑥
𝑢𝑦

)︁
, 𝛿 =

𝛼

1− 𝛼
,

где 𝐹 , �̃�, �̃� — произвольные функции. Подстановка этих представлений в
(18) и решение получающихся в результате обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений дает

𝑓(𝑟) = 𝑓0𝑟
𝛿, 𝑔(𝑟) = 𝑔0𝑟

𝛿, 𝑓0, 𝑔0 = const, 𝑟 = 𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦.
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Если 𝐶2 = 0, то (21) выполнено тождественно. В этом случае подстановка
(18) в (20) и решение получающихся в результате уравнений дает, что либо
𝑓 = 𝑓0 = const, 𝑔 = 𝑔0 = const, либо 𝜙𝑥 = 𝜙𝑦 = 0, то есть 𝜙 = 𝐶3 = const.

Дальнейшая классификация проводится на основе анализа системы (22)
и уравнения (23), который показывает, что выделяются отдельно случай сте-
пенных функций 𝑓(𝑟) = 𝑓0𝑟

𝛽 , 𝑔(𝑟) = 𝑔0𝑟
𝛽 (𝑓0, 𝑔0 = const) и случай 𝑓(𝑟) = 𝑔(𝑟).

Окончательные результаты классификации формулируются в виде следую-
щего утверждения.

Теорема 2. Уравнение (1) в случае произвольных функций 𝑓 и 𝑔 имеет
четырехмерную алгебру Ли симметрий с базисом

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋3 =

2

𝛼
𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋4 = 𝑡𝛼−1 𝜕

𝜕𝑢
. (24)

В случае 𝑓(𝑟) = 𝑓0𝑟
𝛽 , 𝑔(𝑟) = 𝑔0𝑟

𝛽 , 𝑓0, 𝑔0 = const, 𝛽 ̸= 0, при 𝑓0 ̸= 𝑔0 алгебра
расширяется до пятимерной оператором группы неравномерных растяже-
ний

𝑋5 = 𝛽𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝛽𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ (1 + 𝛽)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
. (25)

В частном случае 𝛽 = 𝛼/(1− 𝛼) происходит дополнительное расширение
алгебры до шестимерной оператором проективной группы

𝑋6 = 𝑡2
𝜕

𝜕𝑡
+ (𝛼− 1)𝑡𝑢

𝜕

𝜕𝑢
. (26)

В изотропном случае (𝑓 = 𝑔) размерности всех указанных выше алгебр
увеличиваются на единицу за счет дополнительно допускаемого оператора
группы вращений

𝑋𝑟 = 𝑦
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
. (27)

При 𝛼 ∈ (1, 2) размерности всех приведенных алгебр дополнительно уве-
личиваются на единицу, а базис дополняется оператором

𝑋𝛼 = 𝑡𝛼
𝜕

𝜕𝑢
.

Линейный случай 𝑓 = 𝑓0, 𝑔 = 𝑔0, 𝑓0, 𝑔0 = const, растяжением простран-
ственных переменных сводится к 𝑓0 = 𝑔0 = 1. В этом случае алгебра явля-
ется бесконечномерной и ее базис образуют операторы 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 из (24),
оператор 𝑋𝑟 из (27) и операторы

𝑋𝑢 = 𝑢
𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋∞ = 𝜓

𝜕

𝜕𝑢
,

где функция 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦) является произвольным решением линейного уравне-
ния

0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦.

Основные отличия результатов теоремы 2 от аналогичных результатов
групповой классификации классического ортотропного уравнения фильтра-
ции (соответствующего 𝛼 = 1) заключаются в следующем:
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1) дробно-дифференциальное уравнение фильтрации не допускает опера-
тор группы переносов по временной переменной 𝑡, что является харак-
терной особенностью всех дифференциальных уравнений с дробными
производными по времени [18,19];

2) выделяется особый вид степенной зависимости коэффициентов пьезо-
проводности, не имеющий аналога в классическом уравнении филь-
трации, при котором уравнение допускает оператор проективной груп-
пы 𝑋6;

3) операторы групп растяжений 𝑋3 и 𝑋5 оказываются зависящими от по-
рядка дробного дифференцирования 𝛼.

Также от него зависят операторы 𝑋4 и 𝑋𝛼, соответствующие сдвигу 𝑢 на
частное решение дробно-дифференциального уравнения.

Полученная в теореме 2 групповая классификация уравнения (1) может
быть использована для нахождения его инвариантно-групповых решений и по-
строения законов сохранения.

3. Представление инвариантных решений. Рассмотрим задачу по-
строения представлений инвариантноҫгрупповых решений для нелинейного
ортотропного уравнения (1) по допускаемым им неподобным двумерным по-
далгебрам алгебр Ли симметрий.

В случае произвольных функций 𝑓 и 𝑔 (𝑓 ̸= 𝑔) уравнение допускает че-
тырехмерную алгебру Ли симметрий (см. теорему 2) с базисом (24). Данная
алгебра изоморфна алгебре 𝐴𝑎,𝑎

4,5 (по классификации [29]) с ненулевыми ком-
мутационными соотношениями

[𝑒1, 𝑒4] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒4] = 𝑎𝑒2, [𝑒3, 𝑒4] = 𝑎𝑒3, −1 < 𝑏 < 1,

в которую она переходит в результате замены базиса

𝑒1 = 𝑋3, 𝑒2 = 𝑋1, 𝑒3 = 𝑋2, 𝑒4 = 𝑏𝑋4, 𝑏 =
𝛼

2− 𝛼
.

Построим неподобные инвариантно-групповые решения уравнения (1) на
основе оптимальной системы двумерных подалгебр алгебры 𝐴𝑎,𝑎

4,5 , построен-

ной в [29]:

1) {𝑒1 + 𝜀𝑒2, 𝑒3}, 4) {𝑒1, 𝑒2 cos 𝜃 + 𝑒3 sin 𝜃},
2) {𝑒1 + 𝜀𝑒3, 𝑒2 + 𝛽𝑒3}, 5) {𝑒1, 𝑒4},
3) {𝑒2, 𝑒3}, 6) {𝑒2 cos 𝜃 + 𝑒3 sin 𝜃, 𝑒4},

где 𝜃 ∈ [0, 𝜋), 𝜀 = ±1, 𝛽 ∈ R.
Подалгебры 5) и 6) не позволяют построить инвариантное решение, так

как не удовлетворяют соответствующему необходимому условию его суще-
ствования (см., например, [13]). Вычисление инвариантов остальных подал-
гебр приводит к следующим анзацам инвариантных решений:

1) 𝑢 = 𝜀𝑡𝛼−1𝑥+ 𝜙(𝑡),

2) 𝑢 = −𝜀𝛽𝑡𝛼−1𝑥+ 𝑡𝛼−1𝑦 + 𝜙(𝑡),

3) 𝑢 = 𝜙(𝑡),

4) 𝑢 = (𝑦 cos 𝜃 − 𝑥 sin 𝜃)𝜙(𝜉), 𝜉 =
𝑡

|𝑦 cos 𝜃 − 𝑥 sin 𝜃| 2α
,
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где 𝜙(𝑧)— новая искомая функция одного аргумента. Подстановка этих ан-
зацев в исходное уравнение сводит задачу нахождения инвариантного реше-
ния к решению так называемых редуцированных уравнений (или фактор-
уравнений), представляющих собой в данном случае обыкновенное дробно-
дифференциальное уравнение порядка 𝛼. В первых трех случаях это уравне-
ние имеет вид

0𝐷
𝛼
𝑡 𝜙 = 0,

его общее решение хорошо известно [1, 2]:

𝜙(𝑡) = 𝐶𝑡𝛼−1,

где 𝐶 — произвольная постоянная. В результате приходим к следующим весь-
ма простым неподобным инвариантным решениям:

1) 𝑢 = 𝐶𝑡𝛼−1,

2) 𝑢 = 𝑡𝛼−1(𝜀𝑥+ 𝐶),

3) 𝑢 = 𝑡𝛼−1(𝜀𝛽𝑥+ 𝑦 + 𝐶), 𝛽 ∈ R, 𝜀 = ±1.

Более интересным оказывается случай 4), для которого редуцированное
уравнение имеет вид

0𝐷
𝛼
𝜉 𝜙+

2

𝛼
𝜉
[︀
sin2 𝜃(𝜓𝑓(𝜓))𝜉 + cos2 𝜃(𝜓𝑔(𝜓))𝜉

]︀
= 0, (28)

где 𝜓(𝜉) = 𝜙(𝜉)− 2
𝛼𝜉𝜙

′(𝜉).
Уравнение (28) в общем случае аналитически решено быть не может, по-

этому рассмотрим некоторые его частные случаи.
Пусть 𝑓 = 1 и 𝑔(𝜓) = 𝜓−1. Тогда уравнение (28) переходит в линейное

уравнение
𝛼2

0𝐷
𝛼
𝜉 𝜙 = 4𝜉2 sin2 𝜃𝜙′′ + 2(2− 𝛼) sin2 𝜃𝜉𝜙′.

При 𝜃 = 0 решение уравнения имеет вид 𝜙(𝜉) = 𝐶𝜉𝛼−1, что дает инвариантное
решение исходного уравнения

𝑢 = 𝐶𝑡𝛼−1𝑦
2
α
−1.

При 𝜃 ̸= 0 заменой переменных 𝜏 = 𝜉(sin 𝜃)
2
α , 𝑧(𝜏) = 𝜙(𝜉(𝜏)) уравнение

(28) приводится к виду

𝛼2
0𝐷

𝛼
𝜏 𝑧 = 4𝜏2𝑧′′ + 2(2− 𝛼)𝜏𝑧′,

который является частным случаем уравнения, рассмотренного в работе [30],
и имеет общее решение

𝑧(𝜏) = 𝜏−
α
2

[︁
𝐶1𝜑

(︁
−𝛼
2
, 1 +

𝛼

2
; 𝜏−

α
2

)︁
+ 𝐶2𝜑

(︁
−𝛼
2
, 1 +

𝛼

2
;−𝜏−α

2

)︁]︁
.

Здесь 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные,

𝜑(𝜌, 𝜇; 𝑧) =

∞∑︁

𝑘=0

1

Γ(𝜌𝑘 + 𝜇)

𝑧𝑘

𝑘!
, 𝜌 > 0, 𝜇, 𝑧 ∈ C
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— функция Райта. Тогда инвариантное решение имеет вид

𝑢 = (𝑦 cos 𝜃 − 𝑥 sin 𝜃)𝑧
(︁ 𝑡(sin 𝜃)

2
α

|𝑦 cos 𝜃 − 𝑥 sin 𝜃| 2α

)︁
.

Теперь рассмотрим случай 𝑓(𝜓) = 𝜓𝛽−1 (𝛽 ̸= 0, 1), 𝑔(𝜓) = 𝜓−1. Тогда
уравнение (28) принимает вид

𝛼𝛽+1
0𝐷

𝛼
𝜉 𝜙+ 2𝛽 sin2 𝜃𝜉(𝛼𝜙− 2𝜉𝜙′)𝛽−1

(︀
(𝛼− 2)𝜙′ − 2𝜉𝜙′′)︀ = 0.

Данное уравнение при 𝛼 < 𝛽 < 1 имеет частное степенное решение

𝜙(𝜉) = 𝐴𝜉𝛾 , 𝐴 =
[︁ 𝛼𝛽+1

2𝛽 sin2 𝜃

Γ(𝛾)

Γ(𝛾 + 1− 𝛼)

]︁ 1
β−1

, 𝛾 =
1− 𝛼

𝛽 − 1
.

Соответствующее инвариантное решение исходного уравнения имеет вид

𝑢 = 𝐴𝑡𝛾
(𝑦 cos 𝜃 − 𝑥 sin 𝜃)

|𝑦 cos 𝜃 − 𝑥 sin 𝜃| 2α𝛾
.

Теперь рассмотрим случай 𝑓(𝑟) = 𝑓0𝑟
𝛽 , 𝑔(𝑟) = 𝑔0𝑟

𝛽 , 𝑓0, 𝑔0 = const (𝑓0 ̸= 𝑔0),
𝛽 ̸= 0. В этом случае алгебра Ли симметрий 𝐿5 является пятимерной с ба-
зисом 𝑋1, . . . , 𝑋5, определяемым (24), (25). Соответствующая оптимальная
система подалгебр строится на основе двухшагового алгоритма, предложен-
ного академиком Л. В. Овсянниковым в работе [31] (см. также [32]). Базисы
найденных неподобных двумерных подалгебр из оптимальной системы Θ2𝐿5

и соответствующие представления инвариантных решений с одной независи-
мой переменной приведены в табл. 1. В таблице для подалгебр используется
сокращенная форма записи: например, Θ, 𝑝2 + 4 означает двумерную подал-
гебру с базисом из операторов 𝑋1 sin 𝜃 + 𝑋2 cos 𝜃, 𝑝𝑋2 + 𝑋4. В табл. 2 пред-
ставлены аналогичные результаты для шестимерной алгебры 𝐿6 с базисом
𝑋1, . . . , 𝑋6, соответствующей частному случаю 𝛽 = 𝛼/(1− 𝛼).

Все анзацы инвариантных решений записаны в табл. 1 и 2 таким образом,
чтобы после симметрийной редукции соответствующее редуцированное урав-
нение относительно функции 𝜙(𝑧) было либо обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением целого порядка (если 𝑧 не зависит от 𝑡), либо обыкновенным
дробно-дифференциальным уравнением с дробной производной Римана—Ли-
увилля по переменной 𝑧. Замены переменных, позволяющие сохранить тип
оператора дробного дифференцирования при симметрийной редукции, при-
ведены в [30].

4. Построение законов сохранения. Уравнение (1) не обладает клас-
сическим лагранжианом, поэтому для построения его законов сохранения с
использованием симметрий может быть применен принцип нелинейной само-
сопряженности, изначально предложенный профессором Н.Х. Ибрагимовым
для дифференциальных уравнений целого порядка [27, 28] и обобщенный в
работах [33,34] на дифференциальные уравнения дробного порядка.

Уравнение (1) может быть представлено в виде

F (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦, 𝑢𝑦𝑦, 0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢) = 0.
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Таблица 1

Представления инвариантных решений для алгебры 𝐿5

[Representations of invariant solutions for algebra L5]

no. a subalgebra of Θ2L5 u(t, x, y)

1 1, 2 𝜙(𝑡)

2 2, 𝑝1 + 4 𝑝−1𝑥𝑡α−1 + 𝜙(𝑡) (𝑝 ̸= 0)

3 3, 5 𝑥γ𝑡α(1−γ)/2𝜙(𝑦/𝑥)

4 2, 1 + 3− 5 𝑒(1−γ)x𝜙(𝑡𝑒−2x/α)

5 Θ, 𝑝2 + 4 𝑝−1𝑡α−1(𝑥 ctg 𝜃 − 𝑦) + 𝜙(𝑡) (𝑝, 𝜃 ̸= 0)

6 Θ, 5 (𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)γ𝜙(𝑡)

7 Θ, 3 + 𝑟5 𝑧1+pγ

𝜙
(︀
𝑡𝑧−2/[α(p+1)]

)︀
(𝑟 ̸= −1);

𝑡α(1−γ)/2𝜙(𝑧) (𝑟 = −1);

𝑧 = (𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)

8 Θ, 2 + 3− 5 𝑧1−γ𝜙
(︀
𝑡𝑧−2/α

)︀
, 𝑧 = 𝑒y−x ctg θ (𝜃 ̸= 0);

𝑡α(1−γ)/2𝜙(𝑥) (𝜃 = 0)

9 Θ, 3+4− a
γ 5 (𝛾 ̸=0) 𝑧1−a𝜙(𝑡𝑧−2/α), 𝑧 = (𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)1−a/γ (𝛾 ̸= 𝑎);

𝑡α−1[(𝛼/2) ln 𝑡+ 𝜙(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)] (𝛾 = 𝑎)

Θ, 4 + 5 (𝛾 = 0) 𝜙(𝑡) + 𝑡α−1 ln |𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃|
10 𝑝1+𝑞2+4, 3+ 1−a

γ−15 𝑢 = 𝑝−1𝑥𝑡α−1 + 𝑧2γ−1−aγ𝜙
(︀
𝑡𝑧2(1−γ)/α

)︀
,

𝑧 = (𝑞𝑥− 𝑝𝑦)1/(γ−a) (𝛾 ̸= 𝑎, 𝑝 ̸= 0);

𝑞−1𝑡α−1𝑦 + 𝑧2γ−1−aγ𝜙(𝑡𝑧1−γ),

𝑧 = 𝑥1/(γ−a) (𝛾 ̸= 𝑎, 𝑝 = 0, 𝑞 ̸= 0);

𝑝−1𝑡α−1[𝑥+ 𝜙(𝑞𝑥− 𝑝𝑦)] (𝛾 = 𝑎, 𝑝 ̸= 0);

𝑞−1𝑡α−1[𝑦 + 𝜙(𝑥)] (𝛾 = 𝑎, 𝑝 = 0, 𝑞 ̸= 0)

11 Θ, 𝑝2 + 3 + 4− 5 𝑧a−1𝜙(𝑡𝑧−2/α), 𝑧 = 𝑒(y−x ctg θ)/p (𝜃 ̸= 0);

(𝛾 = 𝑎, 𝑝 ̸= 0) 𝑡α−1[(𝛼/2) ln 𝑡+ 𝜙(𝑥)] (𝜃 = 0)

12 𝑋2, 𝑝1 + 3 + 4− 5 𝑡α−1[(𝛼/2) ln 𝑡+ 𝜙(𝑡𝑒−2x/(αp))]
(𝛾 = 𝑎, 𝑝 ̸= 0)

13 𝑝1+𝑞2+4,Θ+3−5 𝑝−1𝑡α−1[𝑥− (𝛼/2) sin 𝜃 ln 𝑡+ 𝜙(𝑡𝑧)],

(𝛾 = 𝑎) 𝑧 = 𝑒2(qx−py)/(p cos θ−q sin θ) (𝑝, 𝑝 cos 𝜃 + 𝑞 sin 𝜃 ̸= 0);

𝑞−1𝑡α−1[𝑦 − (𝛼/2) cos 𝜃 ln 𝑡+ 𝜙(𝑡𝑒−2x/(α sin θ))]

(𝑝 = 0, 𝑞, 𝜃 ̸= 0);

𝑞−1𝑡α−1[𝑦 − (𝛼/2) ln 𝑡+ 𝜙(𝑥)] (𝑝, 𝜃 = 0, 𝑞 ̸= 0);

(𝑝
√︀
𝑝2+𝑞2)−1𝑡α−1[

√︀
𝑝2+𝑞2𝑥− (𝛼/2)𝑝 ln 𝑡+ 𝜙(𝑞𝑥−𝑝𝑦)]

(𝑝 ̸= 0, 𝑝 cos 𝜃 = 𝑞 sin 𝜃)

Here are Θ = 𝑋1 sin 𝜃 +𝑋2 cos 𝜃, 𝜃 ∈ [0, π2 ], 𝛾 = 1 + 𝛽−1, 𝑎 = 2𝛼−1 − 1, 𝑝, 𝑞 > 0, 𝑟 ∈ R.
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Таблица 2

Представления инвариантных решений для алгебры 𝐿6

[Representations of invariant solutions for algebra L6]

no. a subalgebra of Θ2L6 u(t, x, y)

1ҫ10 are identical as 1ҫ10 are identical as 1ҫ10 from

from Table 1 Table 1

11 5, 6 𝑡α−1𝑥1/α𝜙(𝑦/𝑥)

12 3 + 𝑝5, 6 𝑡α−1𝑥(2+p−α)/(α(p+1))𝜙(𝑦/𝑥) (𝑝 ̸= −1)

13 Θ, 6 𝑡α−1𝜙(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)

14 Θ, 5 + 𝜀6 𝑡α−1𝑧1/α𝜙
(︁

t
ε+t ln z

)︁
, 𝑧 = 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃

15 Θ, 4 + 6 𝑡α−1𝜙(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)

16 Θ, 2 + 𝑝4 + 6 (𝜃 ̸= 0) 𝑡α−1𝜙
(︁

t
1+tz

)︁
, 𝑧 = 𝑦 − 𝑥 ctg 𝜃 (𝑝 = 0)

17 2, 1 + 𝑝4 + 6 𝑡α−1𝜙
(︁

t
1+tx

)︁
(𝑝 = 0)

18 𝑝1 + 𝑞2 + 4, 6 𝑞−1𝑡α−1 [𝑦 + 𝜙(𝑝𝑦 − 𝑞𝑥)] (𝑞 ̸= 0)

𝑝−1𝑡α−1 [𝑥+ 𝜙(𝑦)] (𝑝 ̸= 0)

19 𝑝1 + 𝑞2 + 4, 1 + 6 𝑞−1𝑡α−1
[︁
𝑦 + 𝜙

(︁
t

q+t(qx−py)

)︁]︁
(𝑞 ̸= 0)

𝑝−1𝑡α−1
[︀
𝑥+ 𝑡−1 + 𝜙(𝑦)

]︀
(𝑝 ̸= 0)

20 𝑝1 + 𝑞2 + 4, 𝑟1 + 2 + 6 𝑞−1𝑡α−1
[︁
𝑦 + 𝑡−1 + 𝜙

(︁
t

qr−p+t(qx−py)

)︁]︁
(𝑞 ̸= 0)

𝑝−1𝑡α−1
[︁
𝑥− 𝑟𝑦 + 𝜙

(︁
t

1+ty

)︁]︁
(𝑝 ̸= 0)

Here are Θ = 𝑋1 sin 𝜃 +𝑋2 cos 𝜃, 𝜃 ∈ [0, π2 ], 𝑝, 𝑞 > 0, 𝑟 ∈ R.

Для него вводится формальный лагранжиан вида L = 𝑣F , где 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦) —
новая зависимая переменная. Тогда уравнение, сопряженное к (1), находится
как

𝛿L

𝛿𝑢
= 0,

где вариационная производная имеет в данном случае вид

𝛿

𝛿𝑢
= −𝐷𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥
−𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑢𝑦
+𝐷2

𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
+𝐷2

𝑦

𝜕

𝜕𝑢𝑦𝑦
+𝐷𝑥𝐷𝑦

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑦
+ 𝐶

𝑡 𝐷
𝛼
𝑇

𝜕

𝜕0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢
.

Здесь 𝐶
𝑡 𝐷

𝛼
𝑇 — оператор правостороннего дробного дифференцирования Гера-

симоваҫКапуто порядка 𝛼, определенный для 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) [2, 7]:

𝐶
𝑡 𝐷

𝛼
𝑇𝑢 =

(−1)𝑛

Γ(𝑛− 𝛼)

∫︁ 𝑇

𝑡

1

(𝜏 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝜕𝑛𝑢(𝜏, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝜏𝑛
𝑑𝜏, 𝑛 = [𝛼] + 1.

Для уравнения (1), представленного в форме (17), вычисления приводят
к следующему сопряженному уравнению:

𝐶
𝑡 𝐷

𝛼
𝑇 𝑣 = −𝐷𝑥

[︁
𝑣
(︁ 𝜕𝐹
𝜕𝑢𝑥

𝑢𝑥𝑥 +
𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑥
𝑢𝑦𝑦 +

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑥
𝑢𝑥𝑦

)︁]︁
−
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−𝐷𝑦

[︁
𝑣
(︁ 𝜕𝐹
𝜕𝑢𝑦

𝑢𝑥𝑥 +
𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑦
𝑢𝑦𝑦 +

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑦
𝑢𝑥𝑦

)︁]︁
+ 𝑣𝑥𝑥𝐹 + 2𝑣𝑥𝐷𝑥𝐹 + 𝑣𝐷2

𝑥𝐹+

+ 𝑣𝑦𝑦𝐺+ 2𝑣𝑦𝐷𝑦𝐺+ 𝑣𝐷2
𝑦𝐺+ 𝑣𝑥𝑦𝐻 + 𝑣𝑥𝐷𝑦𝐻 + 𝑣𝑦𝐷𝑥𝐻 + 𝑣𝐷𝑥𝐷𝑦𝐻. (29)

Если найдется такая подстановка 𝑣 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢), что приведенное сопря-
женное уравнение будет выполнено тождественно на всех решениях 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)
исходного уравнения (1), то уравнение (1) называется нелинейно самосопря-
женным. В [28] доказано, что любое линейное уравнение является нелинейно
самосопряженным. Поэтому в линейном случае 𝑓 = 𝑓0 = const, 𝑔 = 𝑔0 = const
уравнение (1) является нелинейно самосопряженным с подстановкой 𝑣 =
= 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦), где 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦)— любое решение его сопряженного уравнения (29),
которое в данном случае также будет линейным. Для нелинейного случая
в результате вычислений получено, что 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦), и эта функция должна
удовлетворять следующей системе уравнений:

𝜙𝑥
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜙𝑦

(︁ 𝜕𝐻
𝜕𝑢𝑥

− 𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦

)︁
= 0,

𝜙𝑥

(︁ 𝜕𝐻
𝜕𝑢𝑦

− 𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑥

)︁
+ 𝜙𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑦
= 0,

𝜙𝑥
𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑦
+ 𝜙𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑢𝑥
= 0,

𝜙𝑥𝑥𝐹 + 𝜙𝑦𝑦𝐺+ 𝜙𝑥𝑦𝐻 = 0.

Для произвольных функций 𝑓 и 𝑔 единственным решением этой системы
будет 𝜙 = 𝑐, где 𝑐 — произвольная постоянная. Также выделяются два особых
случая:

1) 𝑓 — произвольная функция, 𝑔 = const, тогда 𝜙 = 𝑐1 + 𝑐2𝑦;
2) 𝑔— произвольная функция, 𝑓 = const, тогда 𝜙 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥.

Таким образом, доказана

Теорема 3. Уравнение (1) является нелинейно самосопряженным. Со-
ответствующая подстановка 𝑣 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢), обращающая уравнение (29)
в тождество на всех решениях уравнения (1), имеет следующий вид :

1) 𝑣 = 𝑐 в случае произвольных функций 𝑓 и 𝑔, при этом формальный
лагранжиан L совпадает с самим уравнением (1);

2) 𝑣 = 𝑐1 + 𝑐2𝑦 в случае, когда функция 𝑓 произвольная, а 𝑔 = const ;
3) 𝑣 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 в случае, когда функция 𝑔 произвольная, а 𝑓 = const ;
4) 𝑣 = 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦), где 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦)— любое решение линейного сопряженного

уравнения (29) при 𝑓 = const , 𝑔 = const .
Здесь 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 — произвольные постоянные.

Поскольку уравнение (1) является нелинейно самосопряженным, по лю-
бой его известной симметрии вида (3) может быть найден соответствующий
закон сохранения

𝐷𝑡𝐶
𝑡 +𝐷𝑥𝐶

𝑥 +𝐷𝑦𝐶
𝑦 = 0.

Координаты сохраняющегося вектора (𝐶𝑡, 𝐶𝑥, 𝐶𝑦) будут при этом находиться
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по следующим формулам (см. [19,35]):

𝐶𝑡 = 0𝐼
1−𝛼
𝑡 𝑊

𝜕L

𝜕0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢

+ 𝐽
{︁
𝑊,𝐷𝑡

(︁ 𝜕L

𝜕0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢

)︁}︁
,

𝐶𝑥 =𝑊
(︁𝜕L

𝜕𝑢𝑥
−𝐷𝑥

𝜕L

𝜕𝑢𝑥𝑥
−𝐷𝑦

𝜕L

𝜕𝑢𝑥𝑦

)︁
+𝐷𝑥(𝑊 )

𝜕L

𝜕𝑢𝑥𝑥
+𝐷𝑦(𝑊 )

𝜕L

𝜕𝑢𝑥𝑦
,

𝐶𝑦 =𝑊
(︁𝜕L

𝜕𝑢𝑦
−𝐷𝑥

𝜕L

𝜕𝑢𝑦𝑥
−𝐷𝑦

𝜕L

𝜕𝑢𝑦𝑦

)︁
+𝐷𝑥(𝑊 )

𝜕L

𝜕𝑢𝑦𝑥
+𝐷𝑦(𝑊 )

𝜕L

𝜕𝑢𝑦𝑦
,

где 𝑊 = 𝜂 − 𝜏𝑢𝑡 − 𝜉1𝑢𝑥 − 𝜉2𝑢𝑦,

𝐽{𝑓, 𝑔} =
1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑓(𝜏, 𝑥, 𝑦)𝑔(𝜇, 𝑥, 𝑦)

(𝜇− 𝜏)𝛼
𝑑𝜇𝑑𝜏.

В случае произвольных 𝑓 и 𝑔 подстановка в эти формулы формального
лагранжиана

L = 0𝐷
𝛼
𝑡 𝑢− 𝐹 (𝑢𝑥, 𝑢𝑦)𝑢𝑥𝑥 −𝐺(𝑢𝑥, 𝑢𝑦)𝑢𝑦𝑦 −

1

2
𝐻(𝑢𝑥, 𝑢𝑦)𝑢𝑥𝑦 −

1

2
𝐻(𝑢𝑥, 𝑢𝑦)𝑢𝑦𝑥,

где функции 𝐹,𝐺,𝐻 определены в (18), дает

𝐶𝑡 = 0𝐼
1−𝛼
𝑡 𝑊,

𝐶𝑥 =𝑊
[︀
2𝑢𝑥𝑢𝑦(𝑢𝑥𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑢𝑦𝑦)(𝑓

′′ − 𝑔′′) + (𝑢𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥𝑢𝑦𝑦)(𝑓
′ − 𝑔′)

]︀
−

− (𝑓 + 2𝑢2𝑥𝑓
′)𝐷𝑥(𝑊 )− 𝑢𝑥𝑢𝑦(𝑓

′ + 𝑔′)𝐷𝑦(𝑊 ),

𝐶𝑦 =𝑊
[︀
2𝑢𝑥𝑢𝑦(𝑢𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥)(𝑔

′′ − 𝑓 ′′) + (𝑢𝑥𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑢𝑥𝑥)(𝑔
′ − 𝑓 ′)

]︀
−

− 𝑢𝑥𝑢𝑦(𝑓
′ + 𝑔′)𝐷𝑥(𝑊 )− (𝑔 + 2𝑢2𝑦𝑔

′)𝐷𝑦(𝑊 ).

Операторам (24) соответствуют следующие значения 𝑊 :

𝑊1 = −𝑢𝑥, 𝑊2 = −𝑢𝑦, 𝑊3 = 𝑢− 2

𝛼
𝑡𝑢𝑡 − 𝑥𝑢𝑥 − 𝑦𝑢𝑦, 𝑊4 = 𝑡𝛼−1.

Легко видеть, что оператор 𝑋4 дает тривиальный закон сохранения с 𝐶𝑡 = 0,
а операторы 𝑋1 и 𝑋2 дают законы сохранения, сводящиеся к тривиальному
элементарными преобразованиями с учетом самого уравнения (1). Единствен-
ный нетривиальный закон сохранения порождается оператором 𝑋3, соответ-
ствующий сохраняющийся вектор имеет координаты

𝐶𝑡 = 0𝐼
1−𝛼
𝑡 𝑢, 𝐶𝑥 = −𝑓(𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦)𝑢𝑥, 𝐶𝑦 = −𝑔(𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦)𝑢𝑦. (30)

Данный закон сохранения соответствует исходному уравнению (1). Других
нетривиальных законов сохранения в случае произвольных функций 𝑓 и 𝑔
метод нелинейной самосопряженности с подстановкой вида 𝑣 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)
для уравнения (1) не дает.
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В случае 𝑓(𝑟) = 𝑓0𝑟
𝛽 , 𝑔(𝑟) = 𝑔0𝑟

𝛽 оператор𝑋5 из (25) также порождает за-
кон сохранения c сохраняющимся вектором (30). При 𝛽 = 𝛼/(1−𝛼) оператор
𝑋6 из (26) порождает новый закон сохранения, координаты сохраняющегося
вектора которого имеют вид

𝐶𝑡 = 𝑡0𝐼
1−𝛼
𝑡 𝑢−0𝐼

2−𝛼
𝑡 𝑢, 𝐶𝑥 = −𝑓0𝑡𝑢𝑥(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦)

α
1−α , 𝐶𝑦 = −𝑔0𝑡𝑢𝑦(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦)

α
1−α .

В случае 𝑓 = 𝑔 оператор 𝑋𝑟 из (27) также порождает лишь тривиальный
закон сохранения.

Более интересными представляются случаи 2) и 3) из теоремы 3. Для
произвольной функции 𝑓 и 𝑔 = 𝑔0 = const при 𝑣 = 𝑐1+𝑐2𝑦 для операторов 𝑋1

и 𝑋2 получаем закон сохранения c сохраняющимся вектором (30). Оператор
𝑋3 порождает в этом случае новый закон сохранения:

𝐶𝑡 = 𝑦 0𝐼
1−𝛼
𝑡 𝑢, 𝐶𝑥 = −𝑦𝑢𝑥𝑓(𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦), 𝐶𝑦 = 𝑔0(𝑢− 𝑦𝑢𝑦).

Аналогично, для случая 𝑓 = 𝑓0 = const и произвольной функции 𝑔 оператор
𝑋3 при 𝑣 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 дает

𝐶𝑡 = 𝑥 0𝐼
1−𝛼
𝑡 𝑢, 𝐶𝑥 = 𝑓0(𝑢− 𝑥𝑢𝑥), 𝐶𝑦 = −𝑥𝑢𝑦𝑔(𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦).

Других законов сохранения для нелинейного уравнения (1) метод нелинейной
самосопряженности с подстановкой вида 𝑣 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢) не дает.

Найденные законы сохранения могут быть использованы, в частности,
для построения частных решений уравнения (1) по методу, предложенному
в [36].
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Abstract

A nonlinear two-dimensional orthotropic filtration equation with the
Riemann–Liouville time-fractional derivative is considered. It is proved that
this equation can admits only linear autonomous groups of point transforma-
tions. The Lie point symmetry group classification problem for the equation
in question is solved with respect to coefficients of piezoconductivity. These
coefficients are assumed to be functions of the square of the pressure gradient
absolute value. It is proved that if the order of fractional differentiation is
less than one then the considered equation with arbitrary coefficients admits
a four-parameter group of point transformations in orthotropic case, and a
five-parameter group in isotropic case. For the power-law piezoconductivity,
the group admitted by the equation is five-parametric in orthotropic case,
and six-parametric in isotropic case. Also, a special case of power function of
piezoconductivity is determined for which there is an additional extension of
admitted groups by the projective transformation. There is no an analogue
of this case for the integer-order filtration equation. It is also shown that if
the order of fractional differentiation 𝛼 ∈ (1, 2) then dimensions of admitted
groups are incremented by one for all cases since an additional translation
symmetry exists. This symmetry is corresponded to an additional particular
solution of the fractional filtration equation under consideration.

Using the group classification results for orthotropic case, the represen-
tations of group-invariant solutions are obtained for two-dimensional subal-
gebras from optimal systems of symmetry subalgebras. Examples of reduced
equations obtained by the symmetry reduction technique are given, and some
exact solutions of these equations are presented.
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It is proved that the considered time-fractional filtration equation is non-
linearly self-adjoint and therefore the corresponding conservation laws can
be constructed. The components of obtained conserved vectors are given in
an explicit form.
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Аннотация

В ограниченной области 𝐺 ⊂ R
3 с гладкой границей изучаются кра-

евые и спектральные задачи для операторов rot+𝜆𝐼 и ∇ div+𝜆𝐼 в про-
странствах Соболева.

При 𝜆 ̸= 0 операторы расширяются (методом Б. Вайнберга и В. Гру-
шина) до эллиптических матриц, а краевые задачи удовлетворяют усло-
виям эллиптичности В. Солонникова. Из теории и оценок вытекают по-
лезные свойства решений спектральных задач. Операторы ∇ div и rot
имеют самосопряженные расширения Nd и S в ортогональные подпро-
странства Aγ и V0 потенциальных и вихревых полей в L2(𝐺), а их соб-

ственные векторы задают ортогональные базисы в Aγ и V0, элементы
которых представляются рядами Фурье, а операторы — преобразовани-
ями рядов.

Определены аналоги пространств Соболева A2k
γ и Wm порядков 2𝑘

и 𝑚 в классах потенциальных и вихревых полей и классы 𝐶(2𝑘,𝑚) их
прямых сумм. Доказано, что при 𝜆 ̸= Sp(rot) оператор rot+𝜆𝐼 отобра-
жает класс 𝐶(2𝑘,𝑚+1) на класс 𝐶(2𝑘,𝑚) взаимно однозначно и непре-
рывно, а при 𝜆 ̸= Sp(∇ div) оператор ∇ div+𝜆𝐼 отображает 𝐶(2(𝑘+1),𝑚)
на 𝐶(2𝑘,𝑚) соответственно.
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С а к с Р. С.

1. Основные подпространства L2(G)

1.1. Шкала пространств Соболева. Рассматриваются линейные про-
странства над полем C комплексных чисел. Через L2(𝐺) обозначаем про-
странство Лебега вектор-функций (полей), квадратично интегрируемых в 𝐺

с внутренним произведением (u,v) =
∫︀
𝐺 u · v 𝑑x и нормой ‖u‖ = (u,u)1/2.

Пространство Соболева, состоящее из полей, принадлежащих L2(𝐺) вместе
с обобщенными производными до порядка 𝑠 > 0, обозначается через H𝑠(𝐺),
‖f‖𝑠 — норма его элемента f ; H0(𝐺) ≡ L2(𝐺). Замыкание в H𝑠(𝐺) множества
C∞
0 (𝐺) обозначается через H𝑠

0(𝐺). Пространство Соболева отрицательного

порядка H−𝑠(𝐺) двойственно к H𝑠
0(𝐺) (см. пространство 𝑊

(𝑚)
2 (Ω) у С. Л. Со-

болева [1, љ 9 гл. 12] и 𝐻𝑘(𝑄) у В. П. Михайлова [2, љ 4 гл. 3]).
В области 𝐺 с гладкой границей Γ в каждой точке 𝑦 ∈ Γ определена

нормаль n(𝑦) к Γ. Поле u из H𝑠+1(𝐺) имеет след 𝛾(n · u) на Γ его нормаль-
ной компоненты, который принадлежит пространству Соболева—Слободец-
кого H𝑠+1/2(𝐺), |𝛾(n · u)|𝑠+1/2 — его норма.

1.2. Разложение L2(G) на два класса A и B потенциальных и со-
леноидальных полей. Пусть ℎ— функция из 𝐻1(𝐺), а u = ∇ℎ— ее гради-
ент. Обозначим A (𝐺) = {∇ℎ, ℎ ∈ 𝐻1(𝐺)}— подпространство в L2(𝐺), а через
B(𝐺)— его ортогональное дополнение. Соотношения (u,∇ℎ) = 0 для любой
ℎ ∈ 𝐻1(𝐺) означают, что B(𝐺) = {u ∈ L2(𝐺) : divu = 0, 𝛾(n · u) = 0}. Итак,

L2(𝐺) = A (𝐺)⊕ B(𝐺).1 (1.1)

Замечание. В разложении Г. Вейля 𝐿2(𝐺) ≡ F0 = G+F′, где G есть замыкание
в норме 𝐿2 градиентов ∇𝜓 функций 𝜓 ∈ C 1

0 (𝐺), а F′ — множество соленоидальных
элементов в F0 [3, Теорема II].

Если граница области 𝐺 имеет положительный род 𝜌, то B содержит
в себе конечномерное подпространство

B𝐻 = {u ∈ L2(𝐺) : rotu = 0, divu = 0, 𝛾(n · u) = 0}.

Его размерность равна 𝜌 [4], а базисные поля h𝑗 ∈ C∞(𝐺) [3].
Ортогональное дополнение в B к B𝐻 назовем классом вихревых полей

и обозначим V0(𝐺). Значит,

B(𝐺) = B𝐻(𝐺)⊕ V0(𝐺).2

По определению A𝛾 = {∇ℎ, ℎ ∈ 𝐻2(𝐺), 𝛾(n · ∇)ℎ = 0}.
Замечание. С. Л. Соболев [5], О. А. Ладыженская [6], K. Friedrichs [7], Э. Бы-

ховский и Н. Смирнов [8] приводят аналогичные разложения L2(𝐺) на ортогональ-
ные подпространства. Так, С. Л. Соболев предполагает, что область Ω гомеоморфна
шару. В этом случае 𝜌 = 0 и пространство BH(Ω) пусто.

О. А. Ладыженская приводит разложение L2(Ω) = G(Ω) ⊕ J∘(Ω), где J∘(Ω)—
замыкание в норме L2(Ω) множества бесконечно дифференцируемых финитных в Ω

1 Это разложение взято из статьи Z. Yoshida и Y. Giga [9]. Авторы называют его разло-
жением Вейля [3], а B(Ω) обозначают как L2

σ(Ω).
2 В [9] L2

σ(Ω) = L2
Σ(Ω) ⊕ L2

H(Ω). Символ L перегружен. Автор изменил авторские обо-
значения пространств L2

Σ(Ω) и L2
H(Ω) на V0(Ω) и BH(Ω).
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соленоидальных векторов, а G(Ω) состоит из grad𝜙, где 𝜙 есть однозначная в Ω
функция, локально квадратично суммируемая и имеющая первые производные из
L2(Ω) [6, Теорема 1, љ 2 гл. 1].

Далее будем придерживаться разложения (1.1).

1.3. Операторы градиент, ротор и дивергенция. Эти операторы
определяются в трехмерном векторном анализе [10]. Им соответствует опе-
ратор 𝑑 внешнего дифференцирования на формах 𝜔𝑘 степени 𝑘 = 0, 1 и 2.
Соотношения 𝑑𝑑𝜔𝑘 = 0 при 𝑘 = 0, 1 имеют вид rot∇ℎ = 0 и div rotu = 0.
Формулы

u · ∇ℎ+ ℎ divu = div(ℎu), u · rotv − rotu · v = div[v,u],

где [v,u]— векторное произведение, и интегрирование по области 𝐺 исполь-
зуются при определении операторов divu и rotu в L2(𝐺). Оператор Лапласа
выражается через rot rot и ∇ div:

∆v = ∇ div v − rot rotv.

Оператор Лапласа эллиптичен [11], а операторы rot и ∇ div не являются та-
ковыми. Они вырождены, причем rotu = 0 при u ∈ A , ∇ div v = 0 при v ∈ B

в смысле L2(𝐺) [3].
Поэтому ∆v = ∇ div v на A и ∆v = − rot rotv на B.

Замечание. H. Weyl называет безвихревым (irrotational) поле u ∈ L2(𝐺), для
которого (u, rotv) = 0 для любого поля v c компонентами 𝑣j из C 1

0 (𝐺), а поле
w ∈ L2(𝐺), для которого (w,∇v) = 0 ∀v ∈ C 1

0 (𝐺)— соленоидальным [3]. Запись
ҡrotu = 0 при u ∈ A ә означает, что u = {∇ℎ}, где ℎ ∈ 𝐻1(𝐺), и (u, rotv) =
= (∇ℎ, rotv) = 0 для любого v c компонентами 𝑣j ∈ C∞

0 (𝐺), что очевидно.

1.4. Содержание. Классы обобщенно эллиптических задач. В љ 1
настоящей статьи определяются основные подпространства L2(𝐺), операто-
ры, их соотношения, и формулируются основные результаты работы. љ 2
содержит постановку краевых задач (2.1), (2.2) для операторов rot+𝜆𝐼 и
∇ div+𝜆𝐼 первого и второго порядков в пространствах Соболева. Определя-
ются классы [REES 𝑝] обобщенно эллиптических систем. Системы (2.1), (2.2)
при 𝜆 ̸= 0 принадлежат классу [REES 1]. Им соответствуют операторы A и B,
которые расширяются до эллиптических (по В. Солонникову) операторов A𝑅

и B𝑅. Применяя его Теорему 1.1 [11], можно доказать следующие теоремы.

Теорема 1. Оператор A𝑅 имеет левый регуляризатор. Его ядро конечно-
мерно и для любых u ∈ H𝑠+1(𝐺) и 𝜆 ̸= 0 (с постоянной 𝐶𝑠 = 𝐶𝑠(𝜆) > 0,
зависящей только от 𝑠, 𝜆) выполняется оценка

𝐶𝑠‖u‖𝑠+1 6 ‖ rotu‖𝑠 + |𝜆|‖ divu‖𝑠 + |𝛾(n · u)|𝑠+1/2 + ‖u‖𝑠. (1.2)

Теорема 2. Оператор B𝑅 имеет левый регуляризатор. Его ядро конечно-
мерно и для любых u ∈ H𝑠+2(𝐺) и 𝜆 ̸= 0 (с постоянной 𝐶𝑠 = 𝐶𝑠(𝜆) > 0,
зависящей только от 𝑠, 𝜆) выполняется оценка

𝐶𝑠‖v‖𝑠+2 6 |𝜆|‖ rotv‖𝑠+1 + ‖∇ div v‖𝑠 + |𝛾(n · v)|𝑠+3/2 + ‖v‖𝑠. (1.3)
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Топологических ограничений на область нет, предполагается ее связность,
ограниченность и гладкость границы.

Оценка (1.3) получена автором впервые из оценок Солонникова [11]. Оцен-
ка (1.2) известна автору давно, она не была выписана в [12], хотя ему было
известно, что эллиптичность задачи эквивалентна точной оценке в простран-
ствах Соболева от Л. Р. Волевича [13]. Тогда автор еще работал в простран-
ствах Гельдера. Z. Yoshida и Y. Giga в [9] ссылаются на работы J. P. Bour-
guignon, H. Brezis [14] и C. Foias, R. Temam [15].

Этот подход применим для других обобщенно эллиптических систем клас-
са [REES 𝑝]. Этот класс выделен из класса Вайнберга и Грушина [16], он
содержит системы математической физики, главные части которых суть сте-
пени ротора или градиента дивергенции.

Из эллиптической теории вытекают свойства решений спектральных за-
дач операторов ротора и градиента дивергенции, такие как конечная крат-
ность ненулевых с.-значений и гладкость с.-полей в любой области 𝐺 с глад-
кой границей.

Решения спектральных задач операторов ротора и градиента диверген-
ции в шаре [17] имеют простые связи с решениями спекральных задач Ди-
рихле и Неймана для оператора Лапласа, которые решены явно в учебнике
В. С. Владимирова [18].

1.5. Оператор ротор в классе V0 вихревых полей. Z. Yoshida и
Y. Giga [9] рассмотрели в L2(𝐺) подпространства 𝐿2

Σ и 𝐻1
ΣΣ и ввели в 𝐿2

Σ опе-
ратор 𝑆, который совпадает с rotu, если u ∈ 𝐻1

ΣΣ. Они доказали теорему 1:

The operator 𝑆 is self-adjoint in the space 𝐿2
Σ. The spectrum 𝜎(𝑆) of 𝑆 consists

of only point spectrum 𝜎𝑝(𝑆) ⊂ R. Therefore, the set of eigenfunctions of 𝑆 gives

an orthogonal complete basis of the space 𝐿2
Σ.

Кроме того, в лемме 1 они доказывают, что
(1) пространство 𝐻1

ΣΣ(Ω) является подпространством 𝐻1(Ω) и оно плот-

но в 𝐿2
Σ(Ω),

(2) область значений 𝑅(𝑆) оператора 𝑆 совпадает с 𝐿2
Σ(Ω); оператор 𝑆

имеет компактный обратный из 𝐿2
Σ(Ω) в 𝐻1

ΣΣ(Ω).

Переобозначим эти пространства: 𝐿2
Σ ≡ V0, 𝐻1

ΣΣ ≡ W1, а отображения
𝑆 и 𝑆−1 запишем так:

D(𝑆) = W1 ⊂ V0 ⊂ L2, 𝑆−1 : V0 → W1, 𝑆 = rot : D(𝑆) → V0.

В љ 3 показывается, что собственные поля ротора всегда встречаются
парами: каждой собственной вектор-функции ротора u+

𝑗 с положительным
собственным значением 𝜆𝑗 соответствует собственная вектор-функция рото-
ра u−

𝑗 с отрицательным собственным значением −𝜆𝑗 , а в V0 фиксируется

ортонормированный базис q±𝑗 :

rot q±𝑗 = ±𝜆𝑗q±𝑗 , n · q±𝑗 |Γ = 0, ‖q±𝑗 ‖ = 1.

В этом базисе элементы V0(𝐺) представляются рядами Фурье (3.1), а опера-
торы 𝑆 и 𝑆−1 — преобразованиями этих рядов (3.2) и (3.3).
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При 𝑘 > 1 определяются пространства

W𝑘 = {f ∈ V0, . . . , rot𝑘 f ∈ V0} и W−𝑘 = (W𝑘
0)

*,

где пространство W𝑘
0(𝐺) есть замыкание в норме W𝑘(𝐺) множества C∞

0 (𝐺),
а пространство W−𝑘 = (W𝑘

0)
* сопряженно с ним [1]. Отметим вложения

· · · ⊂ W𝑚 ⊂ · · · ⊂ W1 ⊂ V0(𝐺) ⊂ W−1 ⊂ · · · ⊂ W−𝑚 ⊂ · · · . (𝑚)

Оператор 𝑆−1 отображает V0 на W1, а W𝑘−1 на W𝑘 при 𝑘 > 1. Оператор
𝑆 отображает W𝑘 на W𝑘−1, а W1 на W0 ≡ V0. Рассматривается также
оператор 𝑆 + 𝜆𝐼. Мы доказываем, что оператор 𝑆 + 𝜆𝐼 : W𝑘 → W𝑘−1 —
фредгольмов. По определению, оператор 𝑆+𝜆𝐼 совпадает с rot+𝜆𝐼 на W1 и

(𝑆 + 𝜆𝐼)f = lim
𝑛→∞

(rot+𝜆𝐼)(f𝑛
V) =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(𝜆+ 𝜆𝑗)(f , q

+
𝑗 )q

+
𝑗 + (𝜆− 𝜆𝑗)(f , q

−
𝑗 )q

−
𝑗

]︀
.

Ряд сходится в L2(𝐺), так как ‖(𝑆+𝜆𝐼)f‖2
V0 6 𝑐20‖f‖2W1 , где 𝑐0 <∞ (см. (3.4)).

Обратный оператор имеет вид

(𝑆 + 𝜆𝐼)−1f =

∞∑︁

𝑗=1

[︂
(f , q+𝑗 )

𝜆+ 𝜆𝑗
q+𝑗 (x) +

(f , q−𝑗 )

𝜆− 𝜆𝑗
q−𝑗 (x)

]︂
, (1.4)

если ни одно из слагаемых этого ряда не обращается в бесконечность. Это
означает, что либо 𝜆 ± 𝜆𝑗 ̸= 0 для всех 𝑗, либо (f , q−𝑗 ) = 0 при 𝜆 = 𝜆𝑗 = 𝜆𝑗0 ,
и эти элементы отсутствуют в ряду. При этом

‖(𝑆 + 𝜆𝐼)−1f‖2
W1 6 𝐶2

0‖f‖2V0 ,

где 𝐶2
0 <∞ не зависит от f (см. (3.5)). Следовательно, оба оператора непре-

рывны и имеет место

Теорема 3. Оператор 𝑆 + 𝜆𝐼 : W1(𝐺) → V
0(𝐺) непрерывен и однознач-

но обратим, если 𝜆 не принадлежит спектру 𝜎𝑝(𝑆) ⊂ R оператора 𝑆. Его

обратный оператор задается формулой (1.4) и для любого f ∈ V
0 ряд

(𝑆 + 𝜆𝐼)−1f ∈ W1.
Если 𝜆 = 𝜆𝑗0 , то он обратим тогда и только тогда, когда

∫︁

𝐺
f · q−𝑗 𝑑𝑥 = 0 для ∀q−𝑗 : 𝜆𝑗 = 𝜆𝑗0 .

Ядро оператора 𝑆 + 𝜆𝑗0𝐼 конечномерно и определяется собственными

функциями q−𝑗 (x), собственные значения которых равны 𝜆𝑗0 :

Ker(𝑆 + 𝜆𝑗0𝐼) =
∑︁

𝜆j=𝜆j0

𝑐𝑗q
−
𝑗 (x) ∀ 𝑐𝑗 ∈ R.

В п. 3.5 приводятся также оценки

‖(𝑆 + 𝜆𝐼)f‖2Wm 6 𝑐2𝑚‖f‖2
Wm+1 , ‖(𝑆 + 𝜆𝐼)−1f‖2

Wm+1 6 𝐶2
𝑚‖f‖2Wm ,
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где постоянные 𝑐𝑚, 𝐶𝑚 < ∞ не зависят от f и при 𝑚 = 0 совпадают с (3.4)
и (3.5).

Из теоремы и этих оценок следует

Лемма 1. Если 𝜆∈ Sp(𝑆), 𝑚 > 0, то операторы 𝑆 + 𝜆𝐼 (и его обратный)
отображают пространство W𝑚+1 на W𝑚 (и обратно) взаимно однозначно
и непрерывно.

1.6. Соотношения между пространствами Wk, Hk и Ck−2. Рассмот-
рим область Ω, гомеоморфную шару, которую С. Л. Соболев выделил в [5].
В этом случае пространство B𝐻(Ω) пусто. Граница области Ω предполагает-
ся гладкой. Скалярное произведение в H𝑘(Ω) С. Л. Соболевым определяется
так:

(f , g)𝑘 = (f , g) +

∫︁

Ω

∑︁

|𝛼|=𝑘

𝑘!

𝛼!
𝜕𝛼f · 𝜕𝛼g 𝑑x, 𝑘 > 1.

В пространстве W𝑘(Ω) = {f ∈ V0, . . . , rot𝑘 f ∈ V0} норма f ∈ W𝑘 выбира-
ется так же: ‖f‖2

Wk ≡ ‖f‖2 + ‖ rot𝑘 f‖2.
Имеет место

Теорема 4. Для того чтобы f ∈ V
0(Ω) разлагалась в ряд Фурье

f(x) =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 (x) + (f , q−𝑗 )q

−
𝑗 (x)

]︀
, ‖q±𝑗 ‖ = 1, (1.5)

по собственным вектор-функциям q±𝑗 (x) ротора в области Ω, сходящийся

в норме пространства Соболева H𝑘(Ω), необходимо и достаточно, чтобы f

принадлежала W𝑘(Ω).
Если f ∈ W𝑘(Ω), то существует такая постоянная 𝐶 > 0, не зависящая

от f , что ∑︁

𝑗

𝜆2𝑘𝑗
[︀
(f , q+𝑗 )

2 + (f , q−𝑗 )
2
]︀
6 𝐶‖f‖2

Hk(Ω). (1.6)

Если 𝑘 > 2, то вектор-функция f из W𝑘(Ω) разлагается в ряд (1.5),
сходящийся в пространстве C𝑘−2(Ω).

Следствие. Вектор-функция f ∈ V
0 ∩ C∞

0 (Ω) разлагается в ряд (1.5),
сходящийся в любом из пространств C𝑘(Ω), 𝑘 ∈ N.

Эти результаты дополняют известные в теории рядов Фурье утверждения
(см. [6, Теорема 7, љ 4 гл. 2], [2, Теорема 8, љ 2 гл. 4]).

Таким образом, W𝑘(𝐺)— аналоги пространств Соболева H𝑘(𝐺) в классе
соленоидальных полей. Отметим вложения

W𝑘 ⊂ W𝑘−1 ⊂ · · · ⊂ W1 ⊂ V0.

Заметим, что Z. Yoshida и Y. Giga [9] не рассматривали пространствa W𝑘,
𝑘 > 1. Они ввели 𝐻1

ΣΣ = D(𝑆) как область определения 𝑆. Пространства

W𝑘 и соотношения между ними и H𝑘 и C𝑘−2 (теоремы 3, 4 и лемма 1) — это
первый основной результат настоящей статьи.
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1.7. Класс A потенциальных полей. В статье [19] изучен класс A

потенциальных полей: собственные поля оператора ∇ div задают ортогональ-
ный базис в A𝛾 , оператор N𝑑 есть самосопряженное расширение ∇ div в A𝛾 ,
пространства

A2𝑘
𝛾 (𝐺) = {f ∈ A𝛾(𝐺), . . . , (∇ div)𝑘 f ∈ A𝛾(𝐺)} ∀ 𝑘 > 1,

— аналоги пространств Соболева H2𝑘(𝐺) порядков 2𝑘 в классе A𝛾 .
Так же как лемма 1, доказана

Лемма 2. Если 𝜆∈ Sp(N𝑑), 𝑘 > 0, то операторы N𝑑+𝜆𝐼 (и его обратный)

отображает пространство A
2(𝑘+1)
𝛾 на A2𝑘

𝛾 (и обратно) взаимно однозначно
и непрерывно.

Отметим вложения

A2𝑘
𝛾 ⊂ · · · ⊂ A2

𝛾 ⊂ A𝛾 ⊂ A ⊂ L2(𝐺).

Базисные векторы в классах A и B = B𝐻 ⊕V0 в совокупности образуют
базис во всем пространстве L2(𝐺).

1.8. Содержание. Классы пространств C(2k,m) в L2(Ω). В љ 4 рас-
сматривается целочисленная сетка пространств 𝐶(2𝑘,𝑚) ≡ A2𝑘

𝛾 ⊕W𝑚, назы-
ваемых классами, 𝑘 > 0, 𝑚 > 0— целые, 𝑘 + 𝑚 > 0, а также пространство
E0

𝛾(Ω). Доказана

Теорема 5. Если 𝜆 ̸= 0, ±𝜆𝑗 , 𝑗 ∈ N и f ∈ L2(Ω), то единственное реше-
ние u задачи 1 п. 4.3 дается суммой рядов-проекций uA + uV:

uA = 𝜆−1fA ≡ 𝜆−1
∞∑︁

𝑗=1

(f , q𝑗)q𝑗(x), (1.7)

uV = (𝑆 + 𝜆𝐼)−1fV ≡
∞∑︁

𝑗=1

[︂
(f , q+𝑗 )

𝜆+𝜆𝑗
q+𝑗 (x) +

(f , q−𝑗 )

𝜆− 𝜆𝑗
q−𝑗 (x)

]︂
. (1.8)

В частности,
ҫ если f = fA и fA ∈ A или fA ∈ A𝛾 , то u = 𝜆−1fA ∈ A или u ∈ A𝛾 —

обобщенные решения задачи 1;
ҫ если f ∈ B⊥A в L2(Ω), то u = (𝑆 + 𝜆𝐼)−1fV ∈ W1 ⊂ H1

𝛾(Ω);

ҫ если f ∈ E0
𝛾(Ω), то u = uA + uV ∈ H1

𝛾(Ω);
ҫ если f принадлежит классу 𝐶(2𝑘,𝑚), то u ∈ 𝐶(2𝑘,𝑚+ 1);
ҫ если же f ∈ D(Ω), то ряды (1.7), (1.8) сходятся в H𝑠(Ω) для любого

𝑠 > 1 и u ∈ 𝐶∞(Ω)— классическое решение задачи.

Замечание. В статье [17] доказано, что собственные значения ротора в шаре
радиуса 𝑅 равны ±𝜌n,m𝑅−1, где числа ±𝜌n,m — нули функций

𝜓n(𝑧) = (−𝑧)n
(︁ 𝑑

𝑧 𝑑𝑧

)︁n sin 𝑧

𝑧
, 𝑚, 𝑛 ∈ N, (1.9)

кратность собственного значения 𝜆n,m = ±𝜌n,m𝑅−1 равна 2𝑛+ 1.
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Собственные значения оператора ∇ div равны −𝜈2n,m, где 𝜈n,m = 𝛼n,m𝑅
−1, а чис-

ла 𝛼n,m — нули производных 𝜓′
n(𝑟), 𝑛 > 0, 𝑚 ∈ N; кратность собственного значения

−𝜈2n,m равна 2𝑛+ 1.
Собственные поля qκ градиента дивергенции и q±

κ ротора выражаются явно
через сферические функции и функции 𝜓n(𝑟); 𝜅 = (𝑛,𝑚, 𝑘).

Из теоремы 5 и леммы 1 вытекают следующие утверждения.

Лемма 3. При 𝜆 ̸= Sp(rot) оператор rot+𝜆𝐼 отображает класс 𝐶(2𝑘,𝑚+1)
на класс 𝐶(2𝑘,𝑚) взаимно однозначно и непрерывно, 𝑘, 𝑚 > 0.

Следствие. Если область Ω = 𝐵, 𝜓𝑛(𝜆𝑅) ̸= 0 ∀𝑛 ∈ N, а поле f ∈
A2𝑘

𝛾 (𝐵)⊕W𝑚(𝐵), то решение задачи 1 существует, единственно и принад-

лежит классу A2𝑘
𝛾 (𝐵)⊕W𝑚+1(𝐵).

Аналогично доказаны следующие утверждения.

Лемма 4. При 𝜈2 ̸= Sp(−∇ div) оператор ∇ div+𝜈2𝐼 отображает класс
𝐶(2(𝑘 + 1),𝑚) на класс 𝐶(2𝑘,𝑚) взаимно однозначно и непрерывно.

Следствие. Если область Ω = 𝐵, 𝜓′
𝑛(𝜈 𝑅) ̸= 0 ∀𝑛 > 0, а поле f ∈

A2𝑘
𝛾 (𝐵) ⊕ W𝑚(𝐵), то решение задачи 2 п. 4.3 существует, единственно и

принадлежит классу A
2(𝑘+1)
𝛾 (𝐵)⊕W𝑚(𝐵).

Таким образом, изучены пространства W𝑚 на рядах Фурье, определяе-
мых собственными полями оператора ротор (вихрь). В пространстве L2(Ω)
введены классы 𝐶(2𝑘,𝑚) ≡ A2𝑘

𝛾 ⊕W𝑚 и рассмотрены их отображения опе-

раторами rot+𝜆𝐼 и ∇ div+𝜈2𝐼.
Теорема 5, леммы 3, 4 и их следствия — это второй основной результат

этой статьи.

2. Краевые и спектральные задачи

2.1. Краевые задачи. В ограниченной области 𝐺 с гладкой границей Γ
изучаются задачи: найти вектор-функции u и v такие, что

rotu+ 𝜆u = f(x), x ∈ 𝐺, n · u|Γ = 𝑔, (2.1)

∇ div v + 𝜆v = f(x), x ∈ 𝐺, n · v|Γ = 𝑔, (2.2)

где векторная и скалярная функции f и 𝑔 заданы. Решения задач ищем в про-
странствах Соболева H𝑠+1(𝐺) и H𝑠+2(𝐺), где 𝑠— целое 𝑠 > 0, а (f , 𝑔) зада-

ем в следующих пространствах: f ∈ H𝑠(𝐺), 𝑔 ∈ 𝐻𝑠+1/2(Γ) и f ∈ H𝑠(𝐺),

𝑔 ∈ 𝐻𝑠+3/2(Γ) соответственно. Эта постановка является классической в тео-
рии эллиптических краевых задач в пространствах Соболева [1, 11].

Отметим, что ненулевые решения (u, 𝜆) и (v, 𝜆) однородных задач (2.1),
(2.2) (f = 0 и 𝑔 = 0) — решения спектральных задач операторов rot и ∇ div.
Они аннулируют друг друга и

rotu = 0 на A = {∇ℎ, ℎ ∈ 𝐻1}, ∇ div v = 0 на B ⊥ A .

Ортогональные пространства A и B в L2(𝐺) бесконечномерны [3].
При 𝜆 = 0 однородные задачи (2.1) и (2.2) имеют счетное число линейно

независимых решений. Значит, нулевая точка спектра каждого из операто-
ров rot и ∇ div имеет бесконечную кратность. Специфика этих задач состоит
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в том, что эти операторы при 𝜆 ̸= 0 являются обобщенно эллиптическими
класса [REES 1].

2.2. Класс систем, приводимых к эллиптическим системам. Опре-
деление этого класса мы приведем для систем дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами.

Система дифференциальных уравнений 𝑆(∂)𝑢 = 𝑓 порядка 𝑚 из этого
класса обладает свойствами:

а) ее символическая матрица 𝑆0(𝑖ξ) имеет постоянный ранг для любой
ξ ∈ R

3∖0. Это позволяет построить аннулятор 𝐶(𝜕) оператора 𝑆0(∂)
такой, что (𝐶𝑆0)(∂) ≡ 0 на 𝑋 и определить

б) расширенную систему

(︂
𝑆𝑢 = 𝑓

𝐶𝑆𝑢 = 𝐶𝑓

)︂
порядка

(︂
𝑚
𝑘

)︂
. Ее символическая

матрица

(︂
𝑆0(𝑖ξ)

(𝐶𝑆)0(𝑖ξ)

)︂
определяется младшей частью оператора 𝑆(∂)

и дополняет матрицу 𝑆0(𝑖ξ).
в) Если ранг расширенной матрицы максимален, то исходная система

𝑆𝑢 = 𝑓 принадлежит классу [REES 1] и степень ее приводимости равна
единице.

г) Если система 𝑆𝑢 = 𝑓 такова, что ранг расширенной матрицы не макси-
мален, но постоянен, то процесс повторяется и при определенных усло-
виях система принадлежит классу [REES 2]. Символ [REES 𝑝] означает
ҡREduced to Elliptic Systems на 𝑝-том шагеә.

Б. Вайнберг и В. Грушин [16] доказали, что система 𝑆𝑢 = 𝑓 класса
[REES 𝑝] является разрешимой по Фредгольму или Нетеру в пространствах
Соболева H𝑠(𝑋), если 𝑓 ∈ H𝑠−𝑚+𝑝(𝑋), где 𝑠 > 𝑚— целое. В качестве при-
мера приводится оператор 𝑑 + * на дифференциальных формах степени 𝑘
в 2𝑘 + 1-мерном многообразии 𝑋 без края, где 𝑑— оператор внешнего диф-
ференцирования, а *— оператор нулевого порядка, который переводит форму
𝜔𝑗 степени 𝑗 в форму *𝜔 степени 𝑛− 𝑗.

Системы (2.1), (2.2) являются обобщенно эллиптическими класса [REES 1].
Действительно, из этих уравнений вытекают соотношения

𝜆 divu = div f(x), 𝜆 rotv = rotf(x), x ∈ 𝐺.

Соединяя их в систему, видим, что операторы

(︂
rot+𝜆𝐼
𝜆 div

)︂
и

(︂
∇ div+𝜆𝐼
𝜆 rot

)︂

являются эллиптическими по Даглису—Ниренбергу [11]. Значит, они при-
надлежат классу [REES 1] систем дифференциальных уравнений, приводи-
мых к эллиптическим системам на первом шаге расширений Б. Вайнберга и
В. Грушина [16].3

2.3. Обобщенно эллиптическая краевая задача. Рассмотрим подроб-
нее первую из них. Расширенная система

rotu+ 𝜆u = f , 𝜆 divu = div f , (2.3)

3 Другие классы обобщенно эллиптических операторов см. в работе [20].
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является эллиптической системой первого порядка (переопределенной, если
𝑓4 ̸= div f). Вместе с краевым условием 𝛾 n · u = 𝑔 она составляет эллипти-
ческую краевую задачу по Солонникову [11]. Это означает, что

1) система (2.3) эллиптична;4

2) краевое условие 𝛾 n · u ҡнакрываетә оператор системы.
Первое условие сводится к тому, что однородная система линейных алгеб-

раических уравнений

rot(𝑖ξ)w = 0, 𝜆 div(𝑖ξ)w = 0, ∀ ξ ̸= 0 (2.4)

c параметром ξ ∈ R
3 имеет только тривиальное решение w = 0.

Второе условие означает, что однородная система линейных дифферен-
циальных уравнений

rot
(︁
𝑖τ + n

𝑑

𝑑𝑧

)︁
v = 0, div

(︁
𝑖τ + n

𝑑

𝑑𝑧

)︁
v = 0, ∀ τ ̸= 0 (2.5)

на полуоси 𝑧 > 0 с краевым условием

n · v|𝑧=0 = 0

и убыванием v(𝑦, τ ; 𝑧) → 0 при 𝑧 → +∞ имеет только тривиальное решение.
Здесь τ и n— касательный и нормальный векторы к Γ в точке 𝑦 ∈ Γ

и |n| = 1. При доказательстве этих утверждений используется соотношение

rot rotv = −∆v +∇ div v.

Тогда
1∘. Из уравнений (2.4) вытекает уравнение −∆(𝑖ξ)w = 0. Оно распадается

на три скалярных уравнения |ξ|2𝑤𝑗 = 0. Значит, w = 0 при |ξ| ≠ 0.
Эллиптичность системы (2.3) доказана.

2∘. Из уравнений (2.5) получаем уравнение
(︀
−|τ |2 + ( 𝑑

𝑑𝑧 )
2
)︀
v = 0 с пара-

метром |τ | > 0. Его убывающее при 𝑧 → +∞ решение имеет вид

v = w𝑒−|τ |𝑧. Оно удовлетворяет уравнениям (2.5), если вектор-функ-
ция w такова, что ω × w = 0, ω′ · w = 0, где ω ≡ 𝑖τ − |τ |n— вектор-
столбец, ω′ — вектор-строка, а ω′ · ω — их произведение.

Легко убедиться, что векторное и ҡскалярноеә произведения ω на ω равны
нулю: ω × ω = 0, ω′ · ω = 0. Ранг матрицы rot(𝑖ξ) равен двум при ξ ̸= 0, по-
этому w = 𝑐ω, где 𝑐— постоянная, и других решений нет. Граничное условие
приводит к уравнению |τ | 𝑐 = 0. Значит, 𝑐 = 0 при |τ | > 0 и, следовательно,
v = 0.

Итак, система (2.3) с краевым условием n · u|Γ = 𝑔 при 𝜆 ̸= 0— эллипти-
ческая задача. Будем говорить при этом, что задача (2.1) при 𝜆 ̸= 0 является
обобщенно эллиптической.

Обобщенная эллиптичность задачи (2.2) доказана в [19].

2.4. Операторы задач (2.1) и (2.2) в пространствах Hs(G). Пусть
вектор-функция u принадлежит пространству Соболева H𝑠+1, где 𝑠 > 0—

4 Главные части системы в [11] определяются с помощью весов sk и tj таких, что
ordLk,j 6 sk + tj . Положив sk = 0 при k = 1, 2, 3, 4 и tj = 1 при j = 1, 2, 3, мы полу-
чим операторы системы (2.3), а в краевом операторе положим σ1 = −1.
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целое. Тогда компоненты rotu и divu принадлежат 𝐻𝑠(𝐺), а вектор-функция
f := rotu+ 𝜆u принадлежит пространству

E𝑠(𝐺) = {f ∈ H𝑠 : div f ∈ 𝐻𝑠}, ‖v‖Es = (‖v‖2𝑠 + ‖ div v‖2𝑠)1/2.

Функция 𝑔 := 𝛾(n · u) ≡ n · u|Γ принадлежит пространству Соболева—

Слободецкого 𝐻𝑠+1/2(Γ). Следовательно, задаче (2.1) соответствует ограни-
ченный оператор

Au ≡
(︂
rot+𝜆𝐼
𝛾 n ·

)︂
u : H𝑠+1(𝐺) →

(︂
E𝑠(𝐺)

𝐻𝑠+1/2(Γ)

)︂
,

а эллиптической задаче 𝛾 n · u = 𝑔 для расширенной системы (2.3) соответ-
ствует оператор

A𝑅u ≡

⎛
⎝
rot+𝜆𝐼
𝜆 div
𝛾 n ·

⎞
⎠u : H𝑠+1(𝐺) →

⎛
⎝

H𝑠(𝐺)
𝐻𝑠(𝐺)

𝐻𝑠+1/2(Γ)

⎞
⎠ .

Аналогично, задаче (2.2) соответствует ограниченный оператор

Bu ≡
(︂
∇ div+𝜆𝐼
𝛾 n ·

)︂
u : H𝑠+2(𝐺) →

(︂
F𝑠(𝐺)

𝐻𝑠+3/2(Γ)

)︂
,

F𝑠 = {f ∈ H𝑠 : rotf ∈ 𝐻𝑠+1}, ‖v‖Fs = (‖v‖2𝑠 + ‖ rotv‖2𝑠+1)
1/2,

а расширенный эллиптический оператор имеет вид

B𝑅u ≡

⎛
⎝
∇ div+𝜆𝐼
𝜆 rot
𝛾 n ·

⎞
⎠u : H𝑠+2(𝐺) →

⎛
⎝

H𝑠(𝐺)
H𝑠+1(𝐺)
𝐻𝑠+3/2(Γ)

⎞
⎠ .

Таким образом, краевые задачи (2.1) и (2.2) являются обобщенно эллиптиче-
скими, а операторы A𝑅 и B𝑅 являются эллиптическими по Солонникову [11].
Из [11, Теорема 1.1] следуют теоремы 1 и 2 (см. п. 1.4). Область 𝐺 ограничена
гладкой границей.

2.5. Спектральные задачи операторов rot и ∇div. Они состоят в на-
хождении ненулевых вектор-функций (полей) u и v и чисел 𝜆 и 𝜇 таких, что

rotu = 𝜆u(x), x ∈ 𝐺, 𝛾 n · u = 0, u ∈ C
1(𝐺) ∩ C (𝐺), (2.6)

−∇ div v = 𝜇v(x), x ∈ 𝐺, 𝛾 n · v = 0, v ∈ C
2(𝐺) ∩ C (𝐺).

Из теорем 1, 2 и оценок вытекают полезные свойства решений спектральных
задач операторов ротора и градиента дивергенции:

а) ненулевые собственные значения имеет конечную кратность;
б) соответствующие им обобщенные собственные функции бесконечно диф-

ференцируемы вплоть до границы области, то есть поля u𝜆(x) и v𝜇(x) ∈
C∞(𝐺) при 𝜆 ̸= 0 и 𝜇 ̸= 0.
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Замечание. Автору в работе [17] удалось найти формулы решений спектраль-
ной задачи (2.6) в шаре благодаря идее сведения задачи (2.1) к задаче Дирихле
для уравнения Гельмгольца5 и учебнику Владимирова [18]. Поля u±

κ , отвечающие
ненулевым значениям ротора ±𝜆κ = ±𝜌n,m𝑅−1, выражаются через сферические
функции и функции 𝜓n(𝑧), см. (1.9), где 𝜅 = (𝑛,𝑚, 𝑘), 𝑛, 𝑚 ∈ N, |𝑘| 6 𝑛, а числа
±𝜌n,m — нули функций 𝜓n(𝑟).

Поля qκ со значениями −𝜈2κ, где 𝜈κ = 𝛼n,m𝑅
−1, определяются решениями задачи

Неймана; 𝛼n,m — нули производных 𝜓′
n(𝑟), 𝑛 > 0. Поля {u+

κ }∪{u−
κ }∪{qκ} образуют

базис в L2(𝐵).

3. Класс V0 и его подпространства Wk

Другой путь решения задачи (2.1) открылся после обнаружения важ-
ных свойств а) и б) решений спектральной задачи (2.6) и работы Z. Yoshida
и Y. Giga [9]. Они ввели оператор 𝑆 : W1 → V0 в пространстве V0 с областью
определения W1, который совпадает с rotu, если u ∈ W1, и доказали, что
оператор 𝑆 самосопряжен в V0, имеет точечный спектр 𝜎𝑝(𝑆) ⊂ R, а его

собственные поля образуют в V0 полный ортогональный базис.

3.1. Свойства собственных полей ротора. Построение базиса в V0.
Поля u𝜆(x) принадлежат пространствам W1(𝐺) ∩ C∞(𝐺). Из соотношения
(rot+𝜆𝐼)(rot−𝜆𝐼)u = −∆u+∇ divu−𝜆2u и определения пространства V0(𝐺)
видим, что собственные поля ротора u±

𝜆 , отвечающие значениям ±𝜆 ̸= 0,
являются также собственными полями оператора Лапласа:

−∆u = 𝜆2u, divu = 0, n · u|Γ = 0.

Множество собственных значений 𝜇 = 𝜆2 этого оператора счетно, положи-
тельно и каждое из них имеет конечную кратность. Перенумеруем их в по-
рядке возрастания: 0 < 𝜇1 6 𝜇2 6 . . . , повторяя 𝜇𝑘 столько раз, какова
его кратность. Соответствующие вектор-функции обозначим через u±

1 , u±
2 ,

. . . , так, чтобы каждому значению ±√
𝜇𝑘 соответствовала только одна функ-

ция u±
𝑘 : rotu±

𝑘 = ±√
𝜇𝑘u

±
𝑘 , 𝑘 = 1, 2, . . . .

Собственные функции, соответствующие одному и тому же собственному
значению, выберем ортонормальными, используя процесс ортогонализации
Шмидта (см. [18]). Поля, соответствующие различным с.- значениям, ортого-
нальны. Их нормируем. Нормированные собственные поля ротора обозначим
через q±𝑗 , норма ‖q±𝑗 ‖ = 1. Они составляют полный ортонормированный базис

𝐵± в классе V0 вихревых полей в L2(𝐺).

3.2. Ряды Фурье в V0. Проекция вектор-функции f из L2(𝐺) на V0

имеет вид

fv =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 + (f , q−𝑗 )q

−
𝑗

]︀
. (3.1)

Действительно, частичные суммы f𝑛
v этого ряда состоят из элементов, для

5 Ее осуществил под руководством автора выпусник НГУ 1971 года А. А. Фурсенко.
В своей дипломной работе ҡКраевая задача для одной равномерно неэллиптической систе-
мыә он решил задачу (2.1) в шаре в классах Гельдера.
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которых 0 < 𝜆𝑗 6 𝑁(𝑛):

f𝑛
v =

𝑛∑︁

𝑗=1

[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 + (f , q−𝑗 )q

−
𝑗

]︀
, ‖f𝑛

v‖2 6 ‖f‖2,

проекции (f − f𝑛
v, q

±
𝑗 ) = 0, если 0 < 𝜆𝑗 6 𝑁(𝑛), и

‖fv − f𝑛
v‖2 = ‖fv‖2 − ‖f𝑛

v‖2 → 0 при 𝑛→ ∞.

По построению f𝑛
v ∈ C∞(𝐺), div f𝑛

v = 0, 𝛾nf
𝑛
v = 0 и при любом 𝑛 поле

f𝑛
v⊥Ker(rot) в L2(𝐺). Значит, (f𝑛

v,∇ℎ) = 0 для любой функции ℎ ∈ 𝐻1(𝐺).
Переходя к пределу, получим (fv,∇ℎ) = 0, то есть вектор fv⊥A ⊂ Ker(rot).
Он принадлежит V0, если пространство B𝐻⊂Ker(rot) пусто. В общем случае

fv ∈ V0 ⇔ (fv,h𝑖) = 0 ∀ 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝜌.

Так как

rot(f𝑛
v) =

𝑛∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗
[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 − (f , q−𝑗 )q

−
𝑗

]︀

и суммы f𝑛
v и rot(f𝑛

v) принадлежат V0, то f𝑛
v ∈ W1 — области определения

оператора 𝑆.
По определению, 𝑆w = rotw для любого w ∈ W1. Следовательно

𝑆fv = lim
𝑛→∞

rot(f𝑛
v) =

∞∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗
[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 − (f , q−𝑗 )q

−
𝑗

]︀
, (3.2)

если ряд сходится и принадлежит V0. Ясно, что 𝑆fv ∈ V0, если

𝑓 ∈ H1(𝐺), (fv,h𝑖) = 0 и (𝑆fv,h𝑖) = 0 ∀ 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝜌.

В [9, љ 3, с. 240] доказано, что оператор 𝑆 замкнут.
Следовательно, предел 𝑆fv не зависит от выбора в V0 последователь-

ности w𝑛 → fv.

3.3. Подпространства V0. Ранее были введены пространства

W𝑘(𝐺) = {f ∈ V0(𝐺), . . . , rot𝑘 f ∈ V0(𝐺)} ∀ 𝑘 > 1.

Вложение W1 ⊂ H1(𝐺) вытекает из оценки (1.2) при 𝑠 = 0:

𝐶0‖f‖1 6 ‖ rotf‖+ ‖f‖, 𝐶0 > 0.

По индукции W𝑘 ⊂ H𝑘(𝐺). Очевидно, что W𝑘 ⊂ · · · ⊂ W1 ⊂ V0. При 𝑛 <∞
ряды f𝑛

V принадлежат любому из этих пространств. Оператор 𝑆 отображает
W𝑘 на W𝑘−1 при 𝑘 > 1, а W1 на W0 ≡ V0.

Пространство V0 ортогонально ядру ротора в L2(𝐺), поэтому 𝑆 имеет
единственный обратный оператор 𝑆−1, определенный на V0:

𝑆−1fV = lim
𝑛→∞

𝑆−1(f𝑛
V) =

∞∑︁

𝑗=1

𝜆−1
𝑗

[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 − (f , q−𝑗 )q

−
𝑗

]︀
. (3.3)
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В [9] доказано, что оператор 𝑆−1 компактен.

Следствие. Спектр оператора 𝑆−1 точечный с единственной точкой на-
копления в нуле, 𝜆−1

𝑗 → 0 при 𝑗 → ∞.

Очевидно, что оператор 𝑆−1 : V0 → W1 и 𝑆−1 : W𝑘−1 → W𝑘.

3.4. Полнота пространства V0. В базисе из собственных функций ро-
тора скалярное произведение векторов f , g ∈ V0 имеет вид

(f , g) = lim
𝑛→∞

(f𝑛
v, g

𝑛
v) =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(f , q+𝑗 )(g, q

+
𝑗 ) + (f , q−𝑗 )(g, q

−
𝑗 )

]︀
.

Согласно Владимирову [18], ортонормальная система {q+𝑗 }∪{q−𝑗 }𝑗=1,2,... пол-

на в V0, если для любой f ∈ V0 ее ряд (3.1) сходится к f в L2(𝐺). По [18, љ 1.9,
Теорема 1] эта система полна в V0 тогда и только тогда, когда для любой
функции f ∈ V0 выполняется равенство Парсеваля—Стеклова, которое на-
зывается уравнением замкнутости:

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(f , q+𝑗 )

2 + (f , q−𝑗 )
2
]︀
= ‖f‖2.

Пространство W1 плотно в V0, так как множество C∞
0 (𝐺) ∩V0, плотное

в V0, содержится в W1. Квадрат нормы f ∈ C∞
0 (𝐺) ∩ V0 ограничен:

‖f‖2
W1 = ‖f‖2 + ‖ rotf‖2 =

∞∑︁

𝑗=1

(1 + 𝜆2𝑗 )
[︀
(f , q+𝑗 )

2 + (f , q−𝑗 )
2
]︀
<∞ ⇒

lim
𝑛→∞

‖f𝑛
V‖2 =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(f , q+𝑗 )

2 + (f , q−𝑗 )
2
]︀
= ‖f‖2.

Полнота пространства V0 доказана.

3.5. Самосопряженность оператора S. Действительно, если f и g
принадлежат W1, то имеют место равенства

(𝑆f , g) = (f , 𝑆g) =

∞∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗
[︀
(f , q+𝑗 )(g, q

+
𝑗 )− (f , q−𝑗 )(g, q

−
𝑗 )

]︀
.

Отметим, что равенство
∫︁

𝐺
(rotu) · v 𝑑x =

∫︁

𝐺
u · (rotv) 𝑑x

для любых функций u и v из D(𝑆) доказано в [9], а в случае шара — в [17].
Также в [9] доказано, что оператор 𝑆 самосопряжен.

3.6. Фредгольмовость оператора S + λI : W1 → V0. Действительно,
по определению, оператор 𝑆 + 𝜆𝐼 совпадает с rot+𝜆𝐼 на W1. При f ∈ W1

(𝑆 + 𝜆𝐼)f = lim
𝑛→∞

(rot+𝜆𝐼)(f𝑛
V) =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(𝜆+ 𝜆𝑗)(f , q

+
𝑗 )q

+
𝑗 + (𝜆− 𝜆𝑗)(f , q

−
𝑗 )q

−
𝑗

]︀
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и ряд сходится в L2(𝐺), поскольку

‖(𝑆 + 𝜆𝐼)f‖2
V0 =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
|𝜆+ 𝜆𝑗 |2(f , q+𝑗 )2 + |𝜆− 𝜆𝑗 |2(f , q−𝑗 )2

]︀
6

6 𝑐20

∞∑︁

𝑗=1

(1 + 𝜆2𝑗 )
[︀
(f , q+𝑗 )

2 + (f , q−𝑗 )
2
]︀
= 𝑐20‖f‖2W1 ;

𝑐20 = max
𝑗

(𝑎+𝑗 , 𝑎
−
𝑗 ) и 𝑎±𝑗 = |1± 𝜆/𝜆𝑗 |2/(1 + 1/𝜆2𝑗 ) <∞, (3.4)

так как при больших 𝜆𝑗 они находятся в окрестности единицы.
Обратный оператор имеет вид

(𝑆 + 𝜆𝐼)−1f =

∞∑︁

𝑗=1

[︂
(f , q+𝑗 )

𝜆+ 𝜆𝑗
q+𝑗 (x) +

(f , q−𝑗 )

𝜆− 𝜆𝑗
q−𝑗 (x)

]︂
,

если ни одно из слагаемых этого ряда не обращается в бесконечность. Это
означает, что либо 𝜆± 𝜆𝑗 ̸= 0 для всех 𝑗, либо (f , q−𝑗 ) = 0, если 𝜆 = 𝜆𝑗 = 𝜆𝑗0
и функция f ортогональна всем собственным полям q−𝑗 (x) ротора, отвечаю-
щим собственному значению 𝜆𝑗0 . При этом

‖(𝑆 + 𝜆𝐼)−1f‖2
W1 =

∞∑︁

𝑗=1

[︂
(1 + 𝜆2𝑗 )

|𝜆+ 𝜆𝑗 |2
(f , q+𝑗 )

2 +
(1 + 𝜆2𝑗 )

|𝜆− 𝜆𝑗 |2
(f , q−𝑗 )

2

]︂
6 𝐶2

0‖f‖2V0 ,

𝐶2
0 = max

𝑗
(𝐴+

𝑗 , 𝐴
−
𝑗 ) и 𝐴±

𝑗 = (1 + 1/𝜆2𝑗 )/|1± 𝜆/𝜆𝑗 |2 <∞. (3.5)

Итак, оба оператора непрерывны и имеет место теорема 3 (п. 1.5).
Аналогично предыдущему видим, что

‖(𝑆 + 𝜆𝐼)f‖2Wm =
∞∑︁

𝑗=1

(1 + 𝜆2𝑚𝑗 )
[︀
|𝜆+ 𝜆𝑗 |2(f , q+𝑗 )2 + |𝜆− 𝜆𝑗 |2(f , q−𝑗 )2

]︀
6

6 𝑐2𝑚

∞∑︁

𝑗=1

(1 + 𝜆
2(𝑚+1)
𝑗 )

[︀
(f , q+𝑗 )

2 + (f , q−𝑗 )
2
]︀
= 𝑐2𝑚‖f‖2

Wm+1 ,

‖(𝑆 + 𝜆𝐼)−1f‖2
Wm+1 6 𝐶2

𝑚‖f‖2Wm , 𝑐𝑚, 𝐶𝑚 <∞.

Числа 𝑐𝑚 и 𝐶𝑚 при 𝑚 = 0 совпадают с (3.4) и (3.5). По определению,
W0 ≡ V0. Из теоремы 3 и оценок следует лемма 1 (п. 1.5) о свойствах отобра-
жений (𝑆+𝜆𝐼) и (𝑆+𝜆𝐼)−1. Так же доказывается лемма 2 (п. 1.7) о свойствах
отображений (N𝑑 + 𝜆𝐼) и (N𝑑 + 𝜆𝐼)−1.

3.7. Сходимость ряда Фурье в норме пространства Hk(Ω). Приве-
дем д о к а з ат е л ь ств о т е о р емы 4 из п. 1.6.

Граница 𝜕Ω ∈ C∞ и собственные функции q±𝑗 (x) оператора ротор при-

надлежат классу C∞(Ω), а значит, любому из пространств W𝑙(Ω), 𝑙 > 0.
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Поэтому, если ряд Фурье (1.5) вектор-функции f из H𝑘(Ω) сходится в норме
H𝑘(Ω), то f ∈ V0, . . . , rot𝑘 f ∈ V0 ⊂ L2(Ω) и, значит, f ∈ W𝑘(Ω). Необходи-
мость доказана.

Пусть f ∈ W𝑘(Ω), где 𝑘 > 1. Приведем доказательство неравенства (1.6).
Так как 𝑆f = rotf на W𝑘 ⊂ W1(Ω) и 𝑆q±𝑗 = ±𝜆𝑗q±𝑗 , то

(rotf , q±𝑗 ) = ±𝜆𝑗(f , q±𝑗 ). (3.6)

Пусть 𝛽±𝑘,𝑗 коэффициенты Фурье функции rot𝑘 f . По формуле (3.6)

𝛽±𝑘,𝑗 = (rot𝑘 f , q±𝑗 ) = ±𝜆𝑗(rot𝑘−1 f , q±𝑗 ) = · · · = (±𝜆𝑗)𝑘(f , q±𝑗 ).

Поскольку rot𝑘 f ∈ L2(Ω), то

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(𝛽+𝑘,𝑗)

2 + (𝛽−𝑘,𝑗)
2
]︀
= ‖ rot𝑘 f‖2.

Итак, для вектор-функций f ∈ W𝑘(Ω) имеем

∞∑︁

𝑗=1

𝜆2𝑘𝑗
[︀
(f , q+𝑗 )

2 + (f , q−𝑗 )
2
]︀
= ‖ rot𝑘 f‖2 6 𝐶‖f‖2

Hk(Ω).

Последнее неравенство вытекает из определений нормы в H𝑘(Ω). Нера-
венство (1.6) доказано.

Докажем сходимость ряда (1.5) к f в норме H𝑘(𝐵). Пусть S𝑙(x)— частич-
ная сумма ряда (1.5). Очевидно, что S𝑙(x) ∈ W𝑙(Ω) при 𝑙 > 0. В частности,
divS𝑙(x) = 0 и 𝛾 n · S𝑙(x) = 0. Поэтому оценка (1.2) при 𝑠 = 0 принима-
ет вид 𝐶1‖S𝑙‖1 6 ‖ rotS𝑙‖ + ‖S𝑙‖. Поскольку 𝜆−2

𝑗 → 0 при 𝑗 → ∞, норма

‖S𝑙‖2 6 𝑐 ‖ rotS𝑙‖2, где 𝑐 = max
𝑗
𝜆−2
𝑗 . Поэтому ‖S𝑙‖21 6 𝑎1‖ rotS𝑙‖2 и по ин-

дукции ‖S𝑙‖2𝑘 6 𝑎𝑘‖ rot𝑘 S𝑙‖2.
Пусть f ∈ W𝑘(Ω), где 𝑘 > 0. Согласно неравенству (1.6), ряды в его левой

части сходятся, и если 𝑙 > 𝑚 > 1, то

‖S𝑙 − S𝑚‖2𝑘 6 𝑎𝑘‖ rot𝑘(S𝑙 − S𝑚)‖2 6 𝑎𝑘

𝑙∑︁

𝑚+1

𝜆2𝑘𝑗
[︀
|(f , q+𝑗 )|2 + |(f , q−𝑗 )|2

]︀
→ 0

при 𝑙, 𝑚→ ∞. Это означает, что ряд (1.5) сходится к f в норме H𝑘(𝐵).

Замечание. Известны вложение пространств Hk(Ω) ⊂ Ck−2(Ω) при 𝑘 > 2
в трехмерной области Ω и оценка ‖f‖

Ck−2(Ω) 6 𝐶k‖f‖Hk(Ω) для любой функции

f ∈ Hk(Ω), причем постоянная 𝐶k > 0 не зависит от f (см., например, [2, Теоре-
ма 3, љ 6.2]). В частности

‖Sl − Sm‖
Ck−2(Ω) 6 𝐶k‖Sl − Sm‖Hk(Ω).

Если ‖Sl − Sm‖Hk(Ω) → 0 при 𝑙, 𝑚 → ∞, то ‖Sl − Sm‖
Ck−2(Ω) → 0. Это означает,

что ряд (1.5) сходится к f в Ck−2(Ω).

Теорема доказана.
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4. Краевые задачи в L2(Ω)

4.1. Классы C(2k,m) подпространств в L2(Ω). Предположим, что
область Ω гомеоморфна шару. Если собственные поля q𝑗(x) и q±𝑗 (x) гради-

ента дивергенции и ротора известны, то элементы fA ∈ A и fV ∈ B = V0

представляются рядами Фурье:

fA =

∞∑︁

𝑗=1

(f , q𝑗)q𝑗(x), fV =

∞∑︁

𝑗=1

[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 (x) + (f , q−𝑗 )q

−
𝑗 (x)

]︀
,

а элемент f из L2(Ω)— их суммой fA +fV. Причем div f = div fA , а rotf =
= rotfV, так как rotfA = 0 в A и div fV = 0 в B. Скалярное произведение
(f , g) полей f , g из L2(Ω) равно (fA , gA ) + (fV, gV). Представления опера-
торов N𝑑 в A𝛾 , 𝑆 в B и обратных имеют вид

N𝑑fA = −
∞∑︁

𝑗=1

𝜈2𝑗 (f , q𝑗)q𝑗 , 𝑆fV =

∞∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗
[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 − (f , q−𝑗 )q

−
𝑗

]︀
,

N
−1
𝑑 fA = −

∞∑︁

𝑗=1

𝜈−2
𝑗 (f , q𝑗)q𝑗 , 𝑆−1fV =

∞∑︁

𝑗=1

𝜆−1
𝑗

[︀
(f , q+𝑗 )q

+
𝑗 − (f , q−𝑗 )q

−
𝑗

]︀
.

Рассмотрим пространства

A2𝑘
𝛾 ≡ {f ∈ A𝛾 , . . . , (∇ div)𝑘f ∈ A𝛾} и W𝑚 ≡ {g ∈ V0, . . . , rot𝑚 g ∈ V0}

при 𝑘 > 1, 𝑚 > 1; A0
𝛾 ≡ A , W0 ≡ V0 ≡ B.

Имеют место вложения

A2𝑘
𝛾 ⊂ A2(𝑘−1)

𝛾 ⊂ A2
𝛾 ⊂ A𝛾 , W𝑚 ⊂ W𝑚−1 ⊂ · · · ⊂ W1 ⊂ V0.

Прямую сумму векторных пространств A2𝑘
𝛾 ⊕ W𝑚 обозначим как 𝐶(2𝑘,𝑚)

и назовем классом; 𝑘 > 0, 𝑚 > 0— целые, 𝑘 +𝑚 > 0. Операторы (N −1
𝑑 , 𝐼),

(𝐼, 𝑆−1) и (N −1
𝑑 , 𝑆−1) отображают класс 𝐶(2𝑘,𝑚) на классы 𝐶(2(𝑘 + 1),𝑚),

𝐶(2𝑘,𝑚+ 1) и 𝐶(2(𝑘 + 1),𝑚+ 1) и обратно (пп. 1.5 и 1.7).

4.2. Пространство Es(Ω), s > 0 — целое. Это пространство определя-
ется в [21] так:

E𝑠 = {f ∈ H𝑠 : div f ∈ 𝐻𝑠}.
Квадрат нормы ‖f‖2𝐸s = ‖f‖2𝑠 + ‖ div f‖2𝑠 = ‖fA ‖2𝑠 + ‖ div fA ‖2𝑠 + ‖fV‖2𝑠; E𝑠 —
гильбертово пространство и

C∞
0 (Ω) ⊂ E𝑠(Ω), H𝑠+1(Ω) ⊂ E𝑠(Ω) ⊂ H𝑠(Ω).

Очевидно, что rotu+ 𝜆u ∈ E𝑠(Ω), если u ∈ H𝑠+1(Ω).
Для функций 𝑣 из пространства 𝐻1(Ω) определен [2] оператор следа

𝛾 : 𝐻1(Ω) → 𝐻1/2(𝜔),

равный следу 𝑣 на границе 𝜔 для функций из C 1(Ω): 𝛾𝑣 = 𝑣|𝜔, причем
‖𝛾𝑣‖𝐿2(𝜔) 6 𝑐‖𝑣‖𝐻1(Ω).
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Аналогично, для поля u(x) из E0(Ω) определен [21] оператор следа ее

нормальной компоненты n ·u, 𝛾n : E0(Ω) → 𝐻−1/2(𝜔), равный сужению n ·u
на 𝜔 для функций из C 1(Ω): 𝛾nu = n · u|𝜔.

Для u ∈ E0(Ω) и 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω) верна обобщенная формула Стокса:

⟨𝛾nu, 𝛾𝑣⟩ = (u,∇𝑣) + (divu, 𝑣),

где ⟨𝛾nu, 𝛾𝑣⟩— линейный функционал над пространством 𝐻1/2(𝜔);

E0
𝛾(Ω) ≡ {f ∈ E0 : 𝛾nf = 0}.

4.3. Метод Фурье решения краевых задач в L2(Ω). Пусть в L2(Ω)
задано поле f . Рассмотрим следующие задачи.

Задача 1. Найти поле u в L2(Ω) такое, что

rotu+ 𝜆u = f в L2(Ω), (4.1)

то есть (u, (rot+𝜆𝐼)v) = (f ,v) для любого поля v ∈ C∞
0 (Ω) и 𝛾nu = 0, если

след 𝛾nu существует.

Задача 2. Найти поле w в L2(Ω) такое, что

∇ divw + 𝜈2w = f в L2(Ω)

и 𝛾nw = 0, если след 𝛾nw существует.

Перейдем в объемлющее пространство L2(Ω) = A ⊕ B. Используя раз-
ложение полей f , u и w из L2(Ω) в суммы fA + fV, uA + uV и wA +wV

и расширения 𝑆 и N𝑑 операторов ротор и градиент дивергенции, запишем
эти уравнения в виде уравнений-проекций

𝜆uA = fA , (N𝑑 + 𝜈2𝐼)wA = fA в A ; (4.2)

(𝑆 + 𝜆𝐼)uV = fV, 𝜈2wV = fV, в B, (4.3)

учитывая, что rotuA = 0 в A , ∇ divuV = 0 в B ≡ V0.
Замечание. Если пространство C ≡ BH(𝐺) не пусто и 𝜆 ̸= 0, то уравнение

(∇ div+ rot+𝜆𝐼)u = f распадается на три проекции:

(Nd + 𝜆𝐼)uA = fA , (𝑆 + 𝜆𝐼)uV = fV, 𝜆uC = fC

— уравнения второго, первого и нулевого порядков соответственно.

Согласно теореме 3 и леммам 1, 2, уравнения

(𝑆 + 𝜆𝐼)uV = fV и (N𝑑 + 𝜈2𝐼)uA = fA

разрешимы по Фредгольму.
При 𝜆 ̸= Sp(rot) проекции решения задачи 1 имеют вид

uA = 𝜆−1fA , uV = (𝑆 + 𝜆𝐼)−1fV. (4.4)

Действительно, формулы (4.4) получаются из формул (4.2), (4.3) и обра-
тимости оператора 𝑆 + 𝜆𝐼 при 𝜆 ̸= Sp(rot) в V0 (теорема 3, п. 1.5).

Рассмотрим утверждения теоремы 5 и прокомментируем их:
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ҫ если f = fA и fA ∈ A или fA ∈ A𝛾 , то u = 𝜆−1fA ∈ A или u ∈ A𝛾 —
обобщенные решения задачи 1.

Эти ряды являются обобщенными решениями уравнения (4.1);

ҫ если f ∈ B⊥A в L2(Ω), то u = (𝑆 + 𝜆𝐼)−1fV ∈ W1 ⊂ H1
𝛾(Ω);

ҫ если f ∈ E0
𝛾(Ω), то u = uA + uV ∈ H1

𝛾(Ω).

Действительно, если f ∈H0=L2(Ω) и div f ∈𝐻0, то fA ∈H0 и div fA =
= div f ∈ 𝐻0, так как div fV = 0.
Кроме того, rotfA = 0 и 𝛾nfA = 0. Из оценки (1.2) при 𝑠 = 0 поле
fA ∈ H1

𝛾 , значит uA = 𝜆−1fA ∈ H1
𝛾(Ω).

Так как uV = (𝑆 + 𝜆𝐼)−1fV также принадлежит H1
𝛾 , то u ∈ H1

𝛾(Ω);

ҫ если f принадлежит классу 𝐶(2𝑘,𝑚), то u ∈ 𝐶(2𝑘,𝑚+ 1);
ҫ если же f ∈ D(Ω), то ряды (1.7), (1.8) сходятся в H𝑠(Ω) для любого

𝑠 > 1 и u ∈ 𝐶∞(Ω)— классическое решение задачи.

Если f ∈ 𝐶(2𝑘,𝑚), то согласно (4.4) u ∈ 𝐶(2𝑘,𝑚+ 1).
Последнее утверждение очевидно.

Теорема 5 доказана.

Замечание. В случае шара эта теорема имеет наиболее натуральный вид. Сог-
ласно [17], собственные значения 𝜆n,m оператора 𝑆 в шаре радиуса𝑅 равны ±𝜌n,m𝑅−1,
где числа ±𝜌n,m — нули функций 𝜓n(𝑟) (см. (1.9)), 𝑚, 𝑛 ∈ N; кратность собственно-
го значения 𝜆n,m равна 2𝑛 + 1. Собственные поля q±

κ (x) ротора и qκ(x) градиента
дивергенции, 𝜅 = (𝑛,𝑚, 𝑘), выражены явно через сферические функции и функ-
ции 𝜓n(𝑟).

Из теоремы 5 и леммы 1 очевидно следуют лемма 3 и ее следствие.
Решение краевой задачи 2 при 𝜆 ̸= Sp(∇ div) аналогично [19].
Таким образом, задачи 1 и 2 решены полностью.

4.4. О приложениях. Собственные поля ротора имеют приложения в
гидродинамике [6], где они называются полями Бельтрами; в астрофизике
и в физике плазмы они называются бессиловыми полями (force-free magnetic
ҥelds — L. Woltjer [22], free-decay ҥelds — J. B. Taylor [23]). В. И. Арнольд [24]
и В. В. Козлов [25] изучали топологию линий тока течений идеальной жид-
кости при условии [rotv,v] ̸= 0. Об этих и других работах подробно написано
в работе [17].

Отметим еще работы L. Woltjer [22,26], который ввел понятие спирально-
сти (helicity) гладкого векторного поля в области Ω ⊂ R

3.
J. Cantarella, D. DeTurck, H. Gluck и M. Teytel [27] изучили линии тока

собственных полей ротора с минимальным собственным значением в шаре
и в шаровом слое.

Автор вывел формулы собственных полей ротора и градиента диверген-
ции в шаре для любых собственных значений (см. [17, 28, 29]). Формулы соб-
ственных полей ротора, полученные независимо от [27] и опубликованные
в [28] примерно в то же время, дополняют формулы, приведенные в [27],
которые получены, следуя работам [22,26].

Установлена связь собственных полей ротора и Стокса [17,30]. Для нели-
нейной системы Навье—Стокса с периодическими граничными условиями
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найдены явные решения [31]. Совместно с А. Г. Хайбуллиным автор разрабо-
тал новый метод численного решения задачи Коши [32,33].

Профессор Г. Г. Исламов [34], используя формулу из работы [30], осуще-
ствил визуализацию линий тока поля 𝑢+1,1,0(x) ротора с минимальным соб-

ственным значением в шаре.6 Траектория движения отдельной точки напо-
минает нить, которая наматывается на тороидальную катушку (см. рисунок).

Катушка Исламова [Islamov Coil]

В работе М. Е. Боговского [35] исследована задача Дирихле для оператора
дивергенции, важная в гидродинамике (см. [6, љ 2 гл. 1]).

Cтатья В. Н. Масленниковой и М. Е. Боговского [36] содержит обзор ра-
бот по решению задачи С. Л. Соболева [5] и аппроксимации потенциальных
и соленоидальных векторных полей финитными бесконечно дифференцируе-
мыми полями. В частности, они пишут, что в 1976 г. J. Heywood [37] построил
соленоидальное векторное поле в 𝑊 1

2 (Ω), которое не аппроксимируется век-
торными полями из 𝐽∞

0 (Ω) = {u ∈ 𝐶∞
0 (Ω) : divu = 0}.

Конкурирующие интересы. Я заявляю, что у меня нет конкурирующих интере-
сов в отношении данной статьи. Статья является продолжением исследований авто-
ра [17, 19, 38ҫ40] (см. также arXiv:1704.05699 [math.FA], arXiv:1710.06428 [math.AP]
и arXiv:1712.03804 [math.AP]).

Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за представление
окончательной рукописи в печатном виде. Я одобрил окончательный вариант руко-

6 Данная визуализация была представлена Г. Г. Исламовым в докладе «Моделирование
полей смещения вакуума в системе ҡMathematicaә» на 4-ой Российской конференции
по технологиям Wolfram (г. СанктҫПетербург, 6ҫ7 июня 2016 г.). На момент напи-
сания данной статьи материалы этого доклада были доступны по следующей ссылке:
http://wac.36f4.edgecastcdn.net/0036F4/pub/www.wolfram.com/pdf/report-islamov.pdf.
Представленный рисунок получен с помощью программы, переданной автору Г. Г. Исла-
мовым.
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писи. Исходный вариант статьи был опубликован в виде препринта: arXiv:1911.13230
[math.AP].

Благодарности. Я выражаю благодарность академику РАН профессору В. П. Мас-
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Abstract

We study boundary value and spectral problems in a bounded domain
𝐺 with smooth border for operators rot+𝜆𝐼 and ∇ div+𝜆𝐼 in the Sobolev
spaces.

For 𝜆 ̸= 0 these operators are reducible (by B. Veinberg and V. Grushin
method) to elliptical matrices and the boundary value problems and satisfy
the conditions of V. Solonnikov’s ellipticity. Useful properties of solutions of
these spectral problems derive from the theory and estimates. The ∇ div and
rot operators have self-adjoint extensions Nd and S in orthogonal subspaces
Aγ and V0 forming from potential and vortex fields in L2(𝐺). Their eigen-
vectors form orthogonal basis in Aγ and V0 elements which are presented
by Fourier series and operators are transformations of series.

We define analogues of Sobolev spaces A2k
γ and Wm orders of 2𝑘 and 𝑚

in classes of potential and vortex fields and classes 𝐶(2𝑘,𝑚) of their direct
sums. It is proved that if 𝜆 ̸= Sp(rot), then the operator rot+𝜆𝐼 displays the
class 𝐶(2𝑘,𝑚 + 1) on the class 𝐶(2𝑘,𝑚) one-to-one and continuously. And
if 𝜆 ̸= Sp(∇ div), then operator ∇ div+𝜆𝐼 maps the class 𝐶(2(𝑘+1),𝑚) on
the class 𝐶(2𝑘,𝑚), respectively.
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Summary. We study boundary value and spectral problems in a bounded
domain 𝐺 with smooth border for operators rot+𝜆𝐼 and ∇ div+𝜆𝐼 in the Sobolev
spaces.

The peculiarity of these operators is that they are not elliptic, they belong at
𝜆 ̸= 0 to the class of systems, redused by B. Veinberg and V. Grushin method
to elliptic matrices. Each of these problems satisfies the Solonnikov conditions of
ellipticity.

From elliptic theory and estimates follow properties of solutions of spectral
problems of the rotor and the gradient of the divergence:

a) non-zero eigenvalues have finite multiplicity,
b) each generalized eigenfunction is infinitely differentiable up to the boundary

of the domain.
It is known that the space L2(𝐺) decomposes into two orthogonal subspaces

of potential and solenoidal fields, which we call classes and denote by A and B.
They contain subspaces A𝛾 ⊂ A and V0 ⊂ B.

It is proved that operators: gradient of the divergence and rotor have self-
adjoint extensions N𝑑 and S to orthogonal subspaces A𝛾 and V0, where they
are reversible. Their inverse operators N

−1
𝑑 and S −1 are completely continuous,

and their eigenvectors form an orthogonal bases in each class A and B.
The elements fA and fV decompose in Fourier series, and operators N𝑑 :

A𝛾 → A𝛾 and S : V0 → V0 spectral representations are obtained. Their domains
of definition D(N𝑑) ≡ {f ∈ A𝛾 : ∇ div f ∈ A𝛾} and D(S ) ≡ {g ∈ V0 : rot g ∈ V0}
are contained in Sobolev spaces H2 and H1 of orders 2 and 1.

We introduce the spaces

A2𝑘
𝛾 ≡ {f ∈ A𝛾 , . . . , (∇ div)𝑘f ∈ A𝛾} and W𝑚 ≡ {g ∈ V0, . . . , rot𝑚 g ∈ V0}

for 𝑘,𝑚 > 1 and prove they are analogues of the Sobolev space orders 2𝑘 and 𝑚,
respectively, in the classes of potential and solenoidal fields. The direct sums of
these spaces we call classes and denote as 𝐶(2𝑘,𝑚).

The boundary value problems 1 and 2 in L2(Ω) are solved by the Fourier
method for f ∈ 𝐶(2𝑘,𝑚).

If 𝜆 ̸= Sp(rot), then the rot+𝜆𝐼 operator maps the class 𝐶(2𝑘,𝑚+ 1) to the
class 𝐶(2𝑘,𝑚) one-to-one and continuously.

If 𝜆 ̸= Sp(∇ div), then the ∇ div+𝜆𝐼 operator maps the class 𝐶(2(𝑘 + 1),𝑚)
to the class 𝐶(2𝑘,𝑚) one-to-one and continuously.

In particular, if domain Ω = 𝐵 is a ball, 𝜓𝑛(𝜆𝑅) ̸= 0 for all 𝑛 ∈ N and field
f ∈ A2𝑘

𝛾 (𝐵)⊕W𝑚(𝐵), then solution of the problem 1 exists, unique and belongs
to the class A2𝑘

𝛾 (𝐵)⊕W𝑚+1(𝐵).
Respective, if 𝜓′

𝑛(𝜈 𝑅) ̸= 0 for all 0 6 𝑛 ∈ N and the field f ∈ A2𝑘
𝛾 (𝐵) ⊕

W𝑚(𝐵), then solution of the problem 2 exists, unique and belongs to the class
A

2(𝑘+1)
𝛾 (𝐵)⊕W𝑚(𝐵).
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Аннотация

Данная статья представляет собой аналитический обзор эксперимен-
тальных и теоретических исследований ползучести и длительной проч-
ности металлов при нестационарных сложных напряженных состояни-
ях, опубликованных за последние 60 лет.

Первые систематические исследования ползучести металлов при
сложном напряженном состоянии были опубликованы в конце 50-х и на-
чале 60-х годов ХХ века в Советском Союзе (Л. М. Качанов и Ю. Н. Ра-
ботнов) и Великобритании (A. E. Johnson). Пионерские работы
по длительной прочности впервые появились в СССР (Л. М. Качанов и
Ю. Н. Работнов). Впоследствии Ю. Н. Работнов разработал кинетиче-
скую теорию ползучести и длительной прочности, с помощью которой
можно эффективно описывать различные особенности процесса ползу-
чести металлов вплоть до разрушения при различных программах на-
гружения. В разных вариантах кинетической теории используются либо
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скалярный параметр поврежденности, либо векторный параметр, либо
тензорный параметр, либо их комбинация. Вслед за работами М. Ка-
чанова и Ю. Н. Работнова механика континуального разрушения стала
развиваться в Европе, в Азии и затем в США.

В качестве основной связи компонент тензоров напряжений и де-
формаций ползучести принимается гипотеза пропорциональности де-
виаторов напряжений и девиаторов скоростей деформаций ползучести.
При моделировании экспериментальных данных коэффициент пропор-
циональности в этой зависимости принимает разные формы. Основная
проблема в развитии данного направления состоит в трудностях получе-
ния экспериментальных данных при произвольных программах нагру-
жения.

В данном обзоре приведены основные результаты исследований, про-
водимых учеными разных стран. Кроме Ю. Н. Работнова и Л. М. Ка-
чанова, существенный вклад в развитие рассматриваемого направления
науки внесли также российские ученые Н. Н. Малинин, А. А. Ильюшин,
В. С. Наместников, С. А. Шестериков, А. М. Локощенко, О. В. Соснин,
Ю. П. Самарин, А. Ф. Никитенко и др.

Ключевые слова: аналитический обзор, ползучесть, длительная проч-
ность, сложное напряженное состояние, нестационарное нагружение, ре-
лаксация напряжений, скалярный параметр поврежденности, вектор-
ный параметр поврежденности, тензорный параметр поврежденности.

Получение: 7 января 2020 г. / Исправление: 24 февраля 2020 г. /
Принятие: 16 марта 2020 г. / Публикация онлайн: 14 мая 2020 г.

1. Введение. Высокотемпературная ползучесть металлов характерна тем,
что в теле наряду с накоплением необратимых деформаций ползучести проис-
ходит образование и развитие дефектов (пор, микро- и макротрещин), при-
водящее к разрушению. Исследования, в которых используются предполо-
жения механики сплошной среды с учетом накопления микроразрушений,
привели к формированию отдельного направления механики разрушения —
механики континуального разрушения. Это направление было создано двумя
выдающимися советскими учеными-механиками профессором Л. М. Качано-
вым [1] и академиком Ю. Н. Работновым [2] В конце 50-х годов XX века
они ввели в рассмотрение ползучести при одноосном растяжении новый па-
раметр — поврежденность материала. Вскоре Ю. Н. Работнов на основе этого
подхода разработал кинетическую теорию ползучести и длительной прочно-
сти [3]. В дальнейшем существенные результаты в рассматриваемой области
были получены Ю. Н. Работновым, Л. М. Качановым, Н. Н. Малининым,
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А. А. Ильюшиным, В. С. Наместниковым, С. А. Шестериковым, А. М. Ло-
кощенко, О. В. Сосниным, Ю. П. Самариным, А. Ф. Никитенко и другими
российскими учеными.

Вслед за работами Л. М. Качанова и Ю. Н. Работнова механика кон-
тинуального разрушения стала развиваться в Европе, в основном примени-
тельно к процессам ползучести металлов. Представители британской школы
механиков F. A. Leckie и D. R. Hayhurst внесли значительный вклад в раз-
витие теории накопления повреждений. Определенные успехи были достиг-
нуты в работах польских (M. Chrzanowski и W. Tramczynski) и японских
(S. Murakami) ученых. Во Франции основы механики континуального раз-
рушения были сформулированы с использованием аппарата термодинамики
(J. Lemâıtre). В начале 80-х годов ХХ века благодаря работам многих ученых
этот раздел механики стал активно развиваться в США. С тех пор данная
область исследований находится в центре внимания во всем мире в отноше-
нии развития как ее основ (далеко не все теоретические проблемы решены),
так и приложений.

За последние 60 лет механика континуального разрушения (Continuum
Damage Mechanics (CDM) в англоязычных публикациях) получила значи-
тельное развитие. Накопление повреждений рассматривается как процесс по-
степенного разрушения материала. Во многих работах отечественных и зару-
бежных ученых при изучении сложного напряженного состояния рассматри-
ваются параметры поврежденности, имеющие не только скалярную, но также
векторную и тензорную природу. С помощью современных вариантов кине-
тической теории можно описывать деформирование и длительное разруше-
ние металлов при непропорциональном нагружении, учитывать анизотропию
свойств металлов, использовать возможности теории при решении техноло-
гических задач и т.д.

Данный обзор посвящен анализу экспериментально-теоретических иссле-
дований ползучести и длительной прочности металлов при нестационарных
сложных напряженных состояниях за последние 60 лет. Следует отметить,
что хотя некоторые испытания были проведены достаточно давно, эти ре-
зультаты не потеряли своей актуальности и в настоящее время.

2. Монографии. В монографии Ю. Н. Работнова [3] сформулирова-
ны общие положения феноменологического подхода к описанию ползучести
и длительной прочности как при одноосном растяжении, так и при слож-
ном напряженном состоянии. В ней предложены общие соотношения такого
подхода и подробно проанализированы конкретные варианты, основанные на
концепции эффективного напряжения, которое вводится как в кинетические
соотношения для параметра поврежденности 𝜔, так и в определяющие урав-
нения состояния. С учетом эффективного напряжения можно описать явле-
ние длительной прочности и предсказать ряд наблюдаемых в экспериментах
эффектов. В случае пространственного напряженного состояния поврежден-
ность предлагается считать скалярной величиной или тензорной величиной.

В монографии Л. М. Качанова [4] формулируются феноменологические
соотношения для определения длительной прочности в условиях сложного
напряженного состояния. Решено большое количество конкретных задач для
исследования как хрупкого, так и смешанного разрушения. Продемонстриро-
ваны возможности как скалярного, так и векторного представления парамет-
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ра поврежденности. При решении задач учитываются явление анизотропии
материала, движущийся фронт разрушения, перераспределение напряжений
в процессе хрупкого разрушения и другие эффекты.

Многие важные аспекты длительной прочности металлов при сложном
напряженном состоянии рассмотрены с позиций кинетической теории в ряде
монографий (W. Tramczynski [5], О. В. Соснин с соавторами [6], А. Ф. Ники-
тенко [7], В. М. Михалевич [8], J. Betten [9], А. М. Локощенко [10] и др.).

Монография [5] содержит изложение основ теории ползучести металлов
в условиях одноосного и сложного напряженных состояний. Большое вни-
мание уделяется проблеме ползучести при постоянных и циклических на-
грузках. Приведены результаты экспериментальных и теоретических иссле-
дований циклической ползучести различных металлов при нестационарных
нагружениях вплоть до разрушения. В монографиях [6, 7] подведен итог
большого цикла экспериментально-теоретических исследований ползучести
и длительной прочности различных металлов при стационарных и нестаци-
онарных напряженных состояниях, в этих исследованиях проанализированы
возможности энергетического варианта кинетической теории. В. М. Миха-
левич [8] разработал математический аппарат для использования тензорно-
го подхода, в котором соотношения для компонент девиатора повреждений
представлены в интегральной форме. J. Betten [9] рассмотрел различные ас-
пекты ползучести металлов с точки зрения механики деформируемого твер-
дого тела, при этом описаны как фундаментальные, так и прикладные аспек-
ты. Решение проблемы длительной прочности при сложном напряженном
состоянии в монографии [9] основано на применении кинетической теории
Ю. Н. Работнова с использованием тензорного параметра поврежденности.
В монографии А. М. Локощенко [10] представлен широкий цикл эксперимен-
тально-теоретических исследований ползучести и длительной прочности при
различных программах нагружения.

3. Обзоры. Учеными различных стран в разные годы были составлены
аналитические обзоры, в которых обсуждались результаты исследований за
предшествующие годы.

A. Johnson в 1960 г. опубликовал обзор исследований ползучести при
сложном напряженном состоянии, проведенных в 1940ҫ1959 гг. [11], в кото-
ром отмечается, что до 1940 г. учеными в основном рассматривались слож-
ные напряженные состояния при установившейся ползучести. Значительное
внимание в [11] уделялось особенностям неустановившейся и установившейся
ползучести, релаксации напряжений, длительной прочности и другим важ-
ным проблемам.

С. А. Шестериков и А. М. Локощенко в 1980 г. опубликовали достаточно
полный анализ развития теории ползучести и длительной прочности метал-
лов за предшествующие 15 лет [12]. На основе проведенного анализа его авто-
ры отметили, что в рамках механики сплошной среды для описания процес-
сов ползучести и длительной прочности конструкционных металлов наибо-
лее перспективной является предложенная Ю. Н. Работновым [3] концепция
уравнения механического состояния с системой кинетических уравнений для
определения параметров, характеризующих рассматриваемое состояние. При
этом рассматриваются различные варианты кинетических уравнений.

J. Lemâıtre в 1986 г. привел классификацию методов описания контину-
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ального разрушения, разработанных за предшествующие 10 лет [13]. В этом
обзоре в качестве меры поврежденности вводятся скаляр для описания изо-
тропного разрушения и вектор или тензор (второго или четвертого ранга) —
для анизотропного разрушения. Рассматриваются случаи упругости, упруго-
пластичности и упруговязкопластичности с соответствующими уравнениями
состояния, включающими кинетику накопления поврежденности. Дана клас-
сификация основных типов критериев разрушения, приведены результаты
расчетов типичных элементов конструкций.

D. Krajcinovic провел анализ развития кинетической теории с 1970-х по
1990-е годы [14ҫ16]. В статье [14] дается обзор типичных задач механики,
решаемых с позиций континуальной поврежденности. С физической точки
зрения повреждения представлены в виде сфероидальных пустот и плоских
микротрещин. С помощью описания кинематики роста повреждений уста-
навливается закон накопления поврежденности, т.е. уравнение, связывающее
приращения тензоров поврежденности и деформаций. Это уравнение содер-
жит матрицу жесткости, отражающую не только накапливаемые, но и на-
копленные ранее повреждения. В статье [15] акцентируется внимание на та-
ких проблемах, как однородность, изотропия, масштабный фактор, влияние
границ зерен в поликристаллических материалах и различных фаз в ком-
позитных материалах, усреднения при измерении деформации и смещений
и др. Рассмотрены некоторые феноменологические и физические модели ма-
териала, основанные на данной концепции. В статье [16] проанализированы
достижения, недостатки и тенденции развития механики повреждений. От-
мечается, что растущий интерес к механике континуального разрушения яв-
ляется доказательством ее значительных достижений.

В обзоре J. Chaboche [17] механическое поведение материалов, имеющих
повреждения, изучается на основе соединения механики разрушения с термо-
динамикой необратимых процессов, а также с учетом влияния анизотропии
материала.

J. Betten рассмотрел широкий класс моделей, описывающих ползучесть
изотропных и анизотропных материалов [18]. Различные особенности явле-
ния ползучести и длительной прочности при сложном напряженном состоя-
нии описываются с помощью тензорного параметра поврежденности.

Yao HuaҫTang с соавторами [19] рассмотрели эволюцию достижений мно-
гих ученых в области кинетической теории ползучести и длительной проч-
ности материалов начиная с основополагающих работ Л. М. Качанова и
Ю. Н. Работнова. Данный обзор посвящен исследованию этих проблем как
в теоретическом (феноменологическом или структурном), так и в приклад-
ном аспекте. Большое внимание уделено анализу структурных механизмов
ползучести (рост пор, учет диффузионных процессов и др.). В статье [19] рас-
смотрена возможность применения кинетической теории при моделировании
особенностей длительного разрушения металлов с использованием скаляр-
ных, векторных и тензорных параметров поврежденности.

Существование сложных напряженных состояний при повышенной темпе-
ратуре вызывает особые проблемы. Важно понимать механизмы постепенно-
го разрушения материала и уметь прогнозировать срок службы на практике.
Хотя ползучесть металла изучается уже около 100 лет, многие проблемы до
сих пор не решены. В работе [19] проведен современный обзор исследований
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ползучести и инженерного проектирования с особым акцентом на учет вли-
яния сложного напряженного состояния. Существующие теории и подходы
к исследованию ползучести сгруппированы в три категории: подход, осно-
ванный на классической теории (CPT), подход, основанный на механизме
роста полостей и трещин (CGM), и подход, основанный на механике сплош-
ных повреждений (CDM). В соответствии с вышеизложенным рассматрива-
ются определяющие уравнения и критерии разрушения. В конце обзора [19]
представлены задачи по описанию ползучести при сложном напряженном со-
стоянии, а затем по совершенствованию критериев разрушения.

4. Ползучесть металлов при различных программах нагруже-
ния. Построение феноменологических моделей (теорий) ползучести, накоп-
ления поврежденности и длительной прочности имеет длительную историю,
но данная проблема, особенно для сложного напряженного состояния, да-
лека до завершения из-за основной трудности, заключающейся в получении
и трактовке экспериментальных данных (что само по себе трудоемкая проце-
дура), и широкого спектра реологических эффектов материалов в условиях
ползучести.

Основы теории ползучести при сложном напряженном состоянии были
заложены в середине ХХ века. Следует отметить вклад в это направление
науки коллектива советских ученых во главе с Ю. Н. Работновым и коллек-
тива ученых из Великобритании во главе с A. Johnson’ом.

Ю. Н. Работнов в начале 60-х годов ХХ века разработал кинетическую
теорию ползучести, согласно которой скорость ползучести �̇� структурно устой-
чивого материала при одноосном растяжении в каждый момент времени 𝑡
зависит от величины приложенного напряжения 𝜎, температуры 𝑇 и струк-
турного состояния материала в этот момент времени. Структура состояния
материала характеризуется набором величин 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛, которые называ-
ются структурными параметрами. Кинетическая теория ползучести в этом
случае состоит из уравнения механического состояния

�̇� = �̇�(𝜎, 𝑇, 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛)

и системы кинетических уравнений для определения этих структурных па-
раметров:

𝑑𝑞𝑖 = 𝑎𝑖𝑑𝑝+ 𝑏𝑖𝑑𝜎 + 𝑐𝑖𝑑𝑡+ 𝑔𝑖𝑑𝑇,

причем коэффициенты 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖, 𝑔𝑖 в общем случае зависят от 𝑝, 𝜎, 𝑡, 𝑇 ,
а также от 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛.

В монографии [3] приведено обобщение кинетической теории на сложное
напряженное состояние.

В статье [20] приведены результаты экспериментально-теоретических ис-
следований ползучести металлов при различных программах нагружения,
полученные Ю. Н. Работновым и его сотрудниками В. С. Наместниковым,
С. Т. Милейко, А. А. Хвостунковым и др.

A. Johnson [11] при установлении причин разброса опытных данных обра-
щает существенное внимание на степень неоднородности структуры образцов.
В ряде случаев в трубчатых образцах размер зерен составлял 1/6 от толщи-
ны образца, при этом испытываемый материал лишь условно можно считать
однородным. Им было проведено сравнение результатов двух серий опытов
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на ползучесть при постоянных напряжениях: в условиях растяжения и кру-
чения трубчатых образцов и в условиях двухосного растяжения тонкой поло-
сы; интенсивности напряжений в этих сериях опытов совпадают. A. Johnson
показал, что гипотеза единой кривой при постоянных напряжениях в этих
испытаниях выполняется.

В качестве основного соотношения, связывающего напряженное и дефор-
мированное состояния, является гипотеза о пропорциональности девиаторов
напряжений и скоростей деформаций ползучести.

Проверкой гипотезы пропорциональности девиаторов напряжений и ско-
ростей деформаций ползучести для различных материалов занимались F. Nor-
ton и C. Soderberg, R. Bailey, T. Nishihara с соавторами, В. С. Наместников
и Ю. Н. Работнов [21, 22] и др. Большинство исследователей пришли к вы-
воду, что эта гипотеза при постоянных напряжениях достаточно хорошо под-
тверждается. Так, например, анализ, проведенный В. С. Наместниковым, по-
казал, что значения отношений 3𝜎𝑥𝑦/𝜎𝑥𝑥, 𝑝𝑥𝑥/𝛾

𝑐
𝑥𝑦 при постоянном напряжен-

ном состоянии отклоняются от единицы как в одну, так и в другую сторону,
как правило, не более чем на 10 %.

В. С. Наместниковым также исследовалась пропорциональность девиато-
ров напряжений и деформаций при смене вида напряженного состояния [23].
Особенность испытаний на ползучесть при ступенчатом изменении напряже-
ний заключается в том, что даже при малом увеличении напряжений дефор-
мации ползучести после этого резко возрастают, а после малого уменьшения
напряжений процесс ползучести в течение некоторого времени практически
прекращается. Поэтому при переменных напряжениях пропорциональность
девиаторов напряжений и деформаций нарушается.

В. С. Наместников значительное внимание уделил экспериментальному
исследованию выполнимости гипотезы пропорциональности девиаторов на-
пряжений и девиаторов скоростей деформаций ползучести при различных
программах нагружения [21, 24]. В [21] было показано, что при постоянных
нагрузках гипотеза пропорциональности девиаторов напряжений и девиато-
ров скоростей деформаций ползучести выполняется с точностью до 10%. При
этом в случае ползучести при переменных нагрузках, сопровождающихся по-
воротом главных осей напряженного состояния, эта гипотеза не выполняется.
В [24] исследуется гипотеза пропорциональности девиаторов в случае пропор-
ционального нагружения, при этом главные оси не поворачиваются. Экспери-
ментальное исследование этого вопроса проводилось на тонкостенных труб-
чатых образцах из алюминиевого сплава Д16Т при 150 ℃ в условиях совмест-
ного действия растягивающего 𝜎(𝑡) и касательного 𝜏(𝑡) напряжений. В про-
цессе испытаний как при увеличении напряжений, так и при их уменьшении
отношение 𝜏/𝜎 сохранялось практически постоянным (𝜏/𝜎 ≈ 0.34÷0.35). Ис-
пытания показали, что при пропорциональном увеличении нагрузок гипотеза
пропорциональности девиаторов удовлетворительно выполняется. В случае
пропорционального уменьшения величин 𝜎(𝑡) и 𝜏(𝑡) отношения эксперимен-
тальных значений деформаций ползучести к прогнозируемым значениям зна-
чительны.

При анализе установившейся ползучести известный интерес представляет
вопрос о том, зависит ли функция �̇�𝑢(𝜎𝑢), где �̇�𝑢 — интенсивность скоростей
деформаций ползучести, а 𝜎𝑢 — интенсивность напряжений, от вида напря-
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женного состояния. Из опытов A. Johnson’а следует, что в логарифмических
координатах «lg 𝜎𝑢 ҫ lg �̇�𝑢» экспериментальные точки при постоянных напря-
жениях в основном располагаются вдоль одной и той же прямой (с точностью
до естественного разброса) для всех трех рассматриваемых видов напряжен-
ного состояния: одноосного растяжения, кручения и их различных комбина-
ций. В то же время условие подобия девиаторов может нарушаться, соотно-
шения между продольной и сдвиговой скоростями деформаций ползучести
иногда существенно отличаются от теоретических значений.

Один из принципиальных вопросов в теории ползучести — вопрос о том,
является ли упрочнение изотропным, т.е. выполняется ли гипотеза единой
кривой при перемене направлений главных напряжений. Для исследования
этого явления В. С. Наместников провел на трубчатых образцах из аустенит-
ной стали ЭИ257 эксперименты при температурах 500 и 600 ℃ [24]. В каждой

серии опытов интенсивность напряжений 𝜎𝑢 =
√
𝜎2 + 3𝜏2 была неизменной,

но от опыта к опыту менялось отношение 𝜏/𝜎.
Эксперименты проводились по следующей схеме. Сначала образец в тече-

ние 50 ч испытывался при постоянных напряжениях 𝜎 и 𝜏 , характеризуемых
значением 𝜏/𝜎 = 𝑘1 (первая часть опыта), затем происходило мгновенное из-
менение напряжений 𝜎 и 𝜏 и начиная с 𝑡 = 50 ч образец испытывался еще
50 ч при том же значении интенсивности напряжений 𝜎𝑢 и другом значении
отношения 𝜏/𝜎 = 𝑘2. В случае изотропного упрочнения интенсивность ско-
ростей деформаций ползучести �̇�𝑢 в произвольный момент времени зависит
от интенсивности напряжений 𝜎𝑢 и накопленной интенсивности деформаций
ползучести 𝑝𝑢, при этом величина �̇�𝑢 не должна зависеть от того, каким
образом создавалась эта величина 𝑝𝑢. Экспериментальные точки в случае
изотропного упрочнения должны находиться на гладкой кривой, совпада-
ющей с кривой 𝑝𝑢(𝑡) при сохранении неизменного значения 𝜏/𝜎 = 𝑘1 при
50 6 𝑡 6 100 ч. Однако скачкообразное изменение отношения 𝜏/𝜎 приводит
в экспериментах к резкому возрастанию интенсивности деформаций ползуче-
сти. Таким образом, гипотеза единой кривой при переменных напряжениях
в опытах В. С. Наместникова не подтверждается.

Если кривую ползучести, полученную при кручении после предваритель-
ного растяжения, сопоставить с кривой ползучести при кручении образца, ко-
торый не подвергался предварительной ползучести при растяжении, то ока-
зывается, что с точностью до обычного экспериментального разброса эти кри-
вые совпадают. Таким образом, из этих опытов следует, что предварительное
растяжение (кручение) не влияет на последующее кручение (растяжение).
Этому явлению можно дать физическое обоснование. Деформации ползуче-
сти происходят путем сдвига по плоскостям скольжения кристаллической ре-
шетки. При кручении скольжение происходит, по-видимому, по плоскостям,
отличным от плоскостей, по которым происходит скольжение при растяже-
нии.

Далее рассмотрим некоторые результаты экспериментально-теоретических
исследований ползучести металлов при сложном напряженном состоянии,
проводимых A. E. Johnson’ом в конце 50-х и в 60-х годах ХХ века.

В работе [25] A. E. Johnson с соавторами провел сопоставление результа-
тов полученных экспериментальных данных с различными теоретическими
моделями. Лучше других экспериментам соответствует предложенная ими
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теоретическая зависимость

�̇�𝑖𝑗 =
[︀
𝐹 (𝐽2)− 𝑓(𝐼)

]︀
𝑠𝑖𝑗 Φ(𝑡),

где �̇�𝑖𝑗 — компоненты тензора скоростей деформаций ползучести, 𝑠𝑖𝑗 — компо-
ненты девиатора напряжений, 𝐹 (𝐽2)— функция второго инварианта тензора
напряжений, 𝑓(𝐼)— функция второго инварианта тензора деформаций пол-
зучести, Φ(𝑡)— функция времени.

В работе [26] образцы из технически чистой меди после предварительной
проверки на изотропию свойств ползучести подвергались, как правило, пяти
ступеням нагружения. На каждой ступени продолжительностью 24 часа на-
пряженное состояние оставалось неизменным. На первой ступени к образцу
прикладывалась только осевая сила, которая затем оставалась постоянной,
в то время как крутящий момент возрастал от ступени к ступени. Приве-
дены результаты четырех серий опытов, отличающихся величинами осевых
напряжений. Проверялось соответствие полученных результатов механиче-
ским теориям ползучести — теории старения, упрочнения, комбинации этих
теорий. Константы уравнений, определенные на участке одноосного растя-
жения, использовались для предсказания дальнейшего поведения образца.
Оказалось, что наилучшее предсказание дает теория течения в форме

�̇�𝑖𝑗 = 𝐴𝐹 (𝐽2)𝑠𝑖𝑗 Φ(𝑡), Φ(𝑡) = 𝑡−𝑚.

Здесь �̇�𝑖𝑗 — тензор скоростей деформаций ползучести; 𝑠𝑖𝑗 — девиатор напря-
жений; 𝐴, 𝑚— материальные константы; 𝐹 (𝐽2)— функция второго инвари-
анта тензора напряжений, принятая в виде

𝐹 (𝐽2) = 𝐴1(𝐽2)𝑝1 +𝐴2(𝐽2)𝑝2,

где 𝐴1(𝐽2), 𝐴1(𝐽2)— некоторые функции второго инварианта тензора напря-
жений; 𝑝1, 𝑝2 — константы.

Исследовано также уточнение теории, вносимое с учетом истории дефор-
мирования. Основное уравнение записывается при этом в виде

�̇�𝑖𝑗 =
[︀
𝐴𝐹 (𝐽2)− 𝑓(𝐼2)

]︀
𝑠𝑖𝑗 Φ(𝑡),

где 𝐼2 — второй инвариант тензора полных деформаций (включая мгновен-
ную). Обработка экспериментальных данных показала, что следует положить
𝑓(𝐼2) = 𝐶 = const.

В [27] дается вывод выражений для деформаций ползучести по различ-
ным теориям для описания экспериментальных данных, полученных ранее
A. E. Johnson’ом с соавторами.

В [28] приведены результаты 14 экспериментов на ползучесть тонкостен-
ных трубок из углеродистой стали и алюминиевого и магниевого сплавов
при соответствующих температурах при переменных напряжениях в услови-
ях совместного кручения и растяжения. Опыты проводились таким образом,
что нормальное напряжение было постоянным, а касательное напряжение ме-
нялось ступенчато. Испытания проводились только при возрастающем каса-
тельном напряжении. Обсуждается возможность построения аналитических
зависимостей для описания поведения материала в данных условиях.
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Отдельное внимание стоит уделить работам японских авторов, которые
в 80-90-х годах ХХ века провели и описали широкое разнообразие экспери-
ментально-теоретических исследований при стационарном и нестационарном
сложных напряженных состояниях [29ҫ31]. Отметим эксперименты, прове-
денные указанными авторами.

В [29] Y. Ohashi, N Ohno и M. Kawai рассматривают ползучесть нержавею-
щей стали 304 при температуре 650 ℃ при повторяющемся многоосном нагру-
жении. Рассматриваются различные траектории нагружения в пространстве
«𝜎 ҫ 𝜏»: повторяющееся нагружение ҫ разгрузка при чистом растяжении,
повторяющееся касательное напряжение c многократным изменением знака
и совместное растяжение и кручение при различных комбинациях напряже-
ний 𝜎 и 𝜏 . В статье приведены графики зависимостей осевой и угловой дефор-
маций ползучести от времени при рассматриваемых программах нагружения.

В [30] приведены результаты экспериментально-теоретического исследо-
вания ползучести в условиях, когда компоненты тензора напряжений являют-
ся циклически изменяющимися кусочно-постоянными функциями времени.
При этом, как правило, нормальное и касательное напряжения, приложен-
ные к трубчатому образцу, изменяются таким образом, что интенсивность
напряжений остается в течение испытания постоянной. Исследуется влияние
непропорционального изменения напряжений на характер процесса ползуче-
сти материала. Предлагаемая модель представляет собой обобщение моделей
изотропного и кинематического упрочнения.

В [31] приведены результаты феноменологического анализа анизотропной
ползучести поликристаллов при непропорциональном изменении во времени
компонент тензора напряжений. Предложены два варианта системы опреде-
ляющих уравнений, в которых учитывается комбинация изотропного и ки-
нематического упрочнения. В качестве примера предложенные варианты мо-
дели используются при обработке известных результатов испытаний нержа-
веющей стали типа 304 на ползучесть, в которых нормальное и касательное
напряжения в трубчатых образцах непропорционально изменяются во вре-
мени кусочно-постоянным образом.

В [32] B. Dyson и D. McLean исследовали ползучесть сплава Nimonic 80A
при одновременных кручении и растяжении в диапазоне интенсивностей на-
пряжений 𝜎𝑢 от 100 до 500 МПа при температуре 750 ℃. При указанных ве-
личинах интенсивности напряжений третья стадия ползучести и разрушение
происходят быстрее при растяжении, чем при кручении, при этом зарож-
дение полостей происходит быстрее. Полости, очевидно, ускоряют деформа-
ции ползучести, а деформации ползучести приводят к созданию полостей.
Результаты выражены и объяснены в терминах отношения 𝜎1/𝜎𝑢, где 𝜎1 —
максимальное главное напряжение, а прогнозирующий закон для длитель-
ности до разрушения получен из определяющих соотношений, связывающих
деформацию, объем полостей и напряжения.

В работе [33] О. В. Сосниным с соавторами сформулированы основные
гипотезы, положенные в основу построения энергетического варианта тео-
рии ползучести, а также приведены результаты экспериментальной проверки
этих гипотез. Показано, что для изотропных и анизотропных материалов, об-
ладающих одинаковыми свойствами ползучести на растяжение и сжатие при
стационарных и слабо нестационарных процессах, сформулированные гипо-
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тезы подтверждаются достаточно удовлетворительно и энергетический вари-
ант теории ползучести может быть использован в практических задачах.

В [34] представлены экспериментальные результаты испытаний на ползу-
честь в течение 0.5 часа при постоянных осевом растяжении и чистом круче-
нии стальных образцов при температуре 520 ℃ (материал обладает явно вы-
раженной упрочняющейся стадией ползучести) и образцов из медного сплава
при температуре 350 ℃ (материал со слабовыраженным упрочнением). Также
приведены результаты испытаний на ползучесть этих же материалов в тече-
ние 1 часа с «перегрузкой» — через 0.5 часа от начала испытаний выполня-
лось одно из следующих действий:

1) чистое осевое напряжение 𝜎 увеличивалось на некоторую величину;
2) к осевому растяжению с сохранением или изменением величины 𝜎 до-

бавлялось кручение;
3) к кручению с сохранением или изменением величины 𝜏 добавлялось

осевое растяжение.
Результаты по ползучести обрабатывались по деформационной теории ста-
рения («изохронные диаграммы») и по теориям типа течения с деформаци-
онным и временным упрочнением. Утверждается, что для медного сплава
все три теории дают достаточно хорошее соответствие с экспериментом при
перегрузках, для стального сплава при перегрузках две первые теории дают
удовлетворительное соответствие, последняя — плохое соответствие.

В [35] описываются эксперименты над образцами в виде прутков из ото-
жженной меди (𝑇 = 427℃) и горячекатаной стали 1045 (𝑇 = 510℃). Осу-
ществлялась разнообразная программа нагружения, сочетающая в различ-
ных комбинациях растяжение и кручение. При теоретической обработке ре-
зультатов принималось, что полная деформация состоит из упругой, пла-
стической и вязкой составляющих. Упругопластические свойства материа-
ла описываются теорией Прандтля—Рейсса с условием пластичности Мизе-
са, свойства ползучести — степенным законом установившей ползучести. Для
нахождения деформаций ползучести при заданной программе нагружения
строится шаговая (по времени или нагрузке) процедура численного реше-
ния. Сравнение результатов экспериментов и вычислений свидетельствует об
эффективности выбранной модели поведения материала.

В работе [36] R. Mark и W. N. Findley представили результаты испыта-
ний на ползучесть образцов из нержавеющей стали при комбинированном
действии растяжения и кручения при температуре 593 ℃ (1100 F). Образцы
предварительно подвергались термообработке. Деформации ползучести на-
блюдались по меньшей мере 100 часов. Приведены результаты испытаний
при одноосном растяжении, чистом кручении и комбинации растяжения и
кручения при различных значениях нормальных и касательных напряжений.

В [37] приведены результаты испытаний на ползучесть при температуре
200 ℃ тонкостенных трубчатых образцов из алюминиевого сплава в условиях
совместного растяжения и кручения. Нормальное и касательное напряжения
изменялись ступенчато и моменты их изменения, как правило, не совпадали.
Наиболее существенному (вплоть до реверсирования) изменению подверга-
лось касательное напряжение. Полученные экспериментальные данные сопо-
ставлялись с предсказаниями модели нелинейной ползучести. Модель бази-
руется на разложении полной деформации на пять составляющих: упругую
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деформацию, не зависящую от времени пластическую деформацию, две за-
висящие от времени и не обладающие возвратом деформации и деформацию,
обладающую возвратом. Авторы пришли к заключению, что предложенная
модель ползучести в основном хорошо согласуется с наблюдаемыми опытны-
ми данными.

В [38] приведены результаты экспериментов по комбинированному нагру-
жению образцов из алюминиевого сплава 26I8-T6I. Тонкостенные трубчатые
образцы подвергались действию крутящей нагрузки и осевой силы. Приве-
дены экспериментальные программы ступенчатого нагружения. Программы
предусматривали как совместное действие кручения и растяжения на неко-
торых интервалах времени, так и их чередование. Представлены эксперимен-
тальные кривые зависимости сдвиговой и осевой деформаций ползучести от
времени. Анализируется взаимосвязь между траекторией напряжений и тра-
екторией деформаций. На основе проведенного анализа предложено опреде-
ляющее соотношение вязкопластичности, содержащее внутренние скалярные
и тензорные переменные параметры. Обсуждается роль внутренних перемен-
ных параметров в определяющем соотношении. Отмечено, что предложенное
соотношение целесообразно использовать для описания переходных процес-
сов деформирования, например, на стадии неустановившейся ползучести.

В [39] предложено развитие теории Ю. Г. Коротких, описывающей про-
цессы нестационарной ползучести металлов при сложном напряженном со-
стоянии. Разработана экспериментально-теоретическая методика определе-
ния материальных параметров и скалярных функций определяющих соотно-
шений нестационарной ползучести. Приводятся результаты численного моде-
лирования процесса ползучести стали 304 при сложных режимах термоцик-
лического деформирования. Полученные численные результаты сравнивают-
ся с данными натурных экспериментов. Особое внимание уделяется вопросам
моделирования ползучести для сложных процессов деформирования, сопро-
вождающихся поворотом главных площадок тензоров напряжений и дефор-
маций ползучести.

В [40] сообщается об исследовании определяющих соотношений высоко-
температурной ползучести. Эксперименты выполнены при нестационарных
одноосном и двухосном (растяжение ҫ кручение) напряженных состояниях.
Обнаружено, что упрочнение имеет существенно кинематический характер
(так же, как анизотропия, вызванная ползучестью). При установившейся пол-
зучести компоненты этого упрочнения пропорциональны компонентам при-
ложенных напряжений. Для получения определяющих соотношений следует
найти три скалярные функции, описывающие упрочнение и возврат и связь
между эквивалентной скоростью деформации и эквивалентным напряжени-
ем. В проведенных экспериментах последняя связь была степенной.

А. М. Локощенко [41] провел теоретический анализ результатов выпол-
ненных ранее в НИИ механики МГУ испытаний трубчатых образцов из алю-
миниевых сплавов Д16Т и АД1 на ползучесть при растяжении и кручении. Из
полученных с участием автора экспериментальных данных следует, что при
определенных условиях наблюдается резкое возрастание скорости ползуче-
сти при добавлении к статическому напряжению вибрационного напряжения
малой относительной амплитуды. Этот эффект (эффект виброползучести)
проявляется только в тех случаях, когда вид напряженного состояния при
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совместном действии статического и динамического напряжений отличается
от вида предшествующего статического напряженного состояния. При этом
с увеличением продолжительности приложенного вибрационного напряже-
ния проявление эффекта виброползучести постепенно ослабевает. В указан-
ной статье предложена модель для описания полученных экспериментальных
данных, в которой фигурирует кинетический параметр; этот параметр отли-
чается от нуля только при изменении сложного напряженного состояния в
трубчатых образцах. В качестве количественной меры этого параметра ис-
пользуется величина угла поворота вектора максимального главного напря-
жения при добавлении малых вибраций к основному напряженному состо-
янию. Получено хорошее соответствие экспериментальных и теоретических
кривых ползучести при различных видах напряженных состояний.

А. М. Локощенко с соавторами провели моделирование результатов испы-
таний металлов в условиях ползучести при нестационарном сложном напря-
женном состоянии [42]. В качестве примера рассмотрены экспериментальные
данные, полученные группой японских ученых при испытаниях трубчатых
образцов из нержавеющей стали при температуре 650 ℃ [29]. В приведенной
статье представлены результаты испытаний при четырех различных програм-
мах нагружения. Эти программы нагружения представляют собой различные
комбинации кусочно-постоянных зависимостей касательного и нормального
напряжений от времени. Проведено моделирование представленных данных
с помощью теории упрочнения и теории течения, две используемые мате-
риальные константы определяются из условия минимального относительно-
го интегрального расхождения экспериментальных и теоретических соответ-
ствующих кривых ползучести. Сопоставлены результаты проведенного мо-
делирования с результатами моделирования этих тех же экспериментальных
данных, проведенного другими исследователями с использованием других
теорий. В этих теориях использовано большое количество характеристик ма-
териала: от трех до девяти констант и дополнительно одна материальная
функция в [42]. Показано преимущество рассмотренных авторами данной
статьи теории упрочнения и теории течения всего с двумя материальными
константами в каждой по сравнению с другими использованными теориями.

В [43] предложена модель расчета характеристик высокотемпературно-
го разрушения металлов при произвольном сложном нагружении. Основное
внимание уделяется циклическому знакопеременному нагружению при рас-
тяжении и сжатии. Приведены результаты ранее проведенных авторами уста-
лостных испытаний нержавеющей стали 316 при температуре 700 ℃ при раз-
личных скоростях деформации от 10−5 до 10−3 сек−1. Амплитуда 𝑎 в каждом
цикле сохраняла постоянное значение (в разных испытаниях от 0.2 до 0.5%),
количество циклов до разрушения — от 500 до 12000, в некоторых опытах
при достижении амплитуды деформирования заданное значение 𝑎 сохраня-
лось постоянным в течение некоторого времени (обычно 3 мин). В качестве
скалярной меры поврежденности 𝜔, накапливаемой в процессе испытаний,
принимались изменение модуля Юнга или уменьшение максимального напря-
жения от цикла к циклу. В указанной работе получены экспериментальные
зависимости 𝜔 от количества циклов.
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5. Релаксация напряжений. В [44] исследована ползучесть сплава Zir-
caloy-2 после холодной прокатки. Испытания проводились в интервале тем-
ператур от 325 до 400 ℃ и интервале абсолютных значений растягивающих
и сжимающих напряжений от 69 до 172 МПа при различных направлениях
вырезки образцов из пластины после холодной прокатки, снятия остаточных
напряжений и полной рекристаллизации материала. Испытания на релакса-
цию напряжений проводились при одноосном растяжении или сжатии при
температуре 400 ℃. Получены различные величины деформаций ползучести
для трех главных направлений растяжения ҫ сжатия. Деформации ползуче-
сти в продольном направлении больше, чем в нормальном, деформации пол-
зучести при растяжении в 3 раза больше, чем при сжатии. Сжатие приводит
также к большему эффекту деформационного упрочнения. Ползучесть при
сжатии значительно меньше зависит от текстуры. Наблюдаемая анизотропия
характеристик ползучести при растяжении связана с кристаллографической
системой скольжения.

6. Ползучесть металлов при различных температурах. В работе
[45] S. Murakami с соавторами представили результаты усталостных испыта-
ний нержавеющей стали типа 316 при постоянной скорости деформирования.
Проводились эксперименты на одноосное растяжение ҫ сжатие и эксперимен-
ты с круговой траекторией деформирования. Эксперименты с изменением
амплитуды деформации в диапазоне от 0.2 до 0.4 % проводились при тем-
пературах 400, 600 ℃ и при комнатной температуре. Влияние температуры
исследовалось в экспериментах с изменением температуры в диапазонах 200ҫ
600 ℃, 400ҫ600 ℃, 500ҫ600 ℃ при постоянной амплитуде деформации 0.3 %.
Отмечается, что большая амплитуда деформации или высокие температуры
в предшествующих циклах оказывают значительное влияние на последующие
циклы.

В [46] S. Murakami с соавторами провели экспериментальное исследова-
ние свойств нержавеющей стали при сложных циклических режимах нагру-
жения при температурах от 20 до 700 ℃. Испытания трубчатых образцов из
стали проведены в режиме «растяжение ҫ сжатие» при постоянной скорости
изменения деформаций около 0.003 сек−1, а также при изменении деформа-
ций в цикле по круговой траектории, реализующейся в опытах на растяже-
ние с кручением. Экспериментальные данные представлены циклическими
диаграммами «напряжение ҫ деформация» и траекториями изменения на-
пряжений в опытах при непропорциональном циклическом нагружении. По-
казано, что при одинаковой амплитуде напряжений величина накопленной
необратимой деформации в испытаниях при сложном напряженном состоя-
нии значительно превосходит достигаемую в опытах при растяжении-сжатии.
Циклическое упрочнение материала существенно зависит от температуры и
наиболее интенсивно при 400ҫ600 ℃.

7. Влияние пластичности на ползучесть. В работе [47] Y. Ohashi
и M. Tokuda моделируют результаты экспериментов по растяжению и кру-
чению тонкостенных трубчатых образцов из изначально изотропной мягкой
стали. Рассматриваются траектории деформации при совместном действии
растяжения и кручения. Эксперименты проводились при различных значе-
ниях предварительных осевой и сдвиговой деформаций и последующих раз-
личных значениях углов наклона траектории совместной деформации. В ука-
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занной работе представлены графики зависимостей эффективного напряже-
ния (модуля вектора напряжения) от эффективной деформации (длины дуги
траектории деформирования) для различных вышеуказанных условий про-
ведения эксперимента.

Y. Ohashi, M. Kawai и T. Momose обнаружили значительную зависимость
последующей ползучести от предварительной пластической деформации [48].
В условиях растяжения при температуре 650 ℃ в тонкостенных трубчатых
образцах предварительно создавалась мгновенная пластическая деформация
величиной 1, 2 или 3%, а затем в течение 100 часов образцы подвергались ис-
пытаниям на ползучесть при совместном растяжении и кручении. Обнаруже-
на значительная зависимость последующей ползучести от предварительной
пластической деформации. Во всех экспериментах интенсивность напряже-
ний принимала значение 140 МПа.

В [49] рассмотрено влияние предварительного пластического циклическо-
го деформирования на последующую ползучесть нержавеющей стали 316 при
температуре 600 ℃ в условиях сложного напряженного состояния. Из полу-
ченных экспериментальных результатов следует, что предварительное цикли-
ческое нагружение по схеме «растяжение ҫ сжатие» вызывает анизотропию
характеристик ползучести.

В [50] B. F. Dyson с соавторами привели результаты испытаний тонко-
стенных трубчатых образцов из нержавеющей стали на ползучесть при тем-
пературе 800 ℃ при различных видах напряженного состояния (растяжение
или кручение). В опытах определялась зависимость интенсивности скоростей
установившейся ползучести �̇�𝑢 от интенсивности напряжений 𝜎𝑢.

Использовались как образцы типа 𝐴 (прошедшие отжиг в вакууме при
температуре 1200 ℃ в течение 1 часа и закалку в среде холодного аргона),
так и образцы типа 𝐵 (прошедшие дополнительную термомеханическую об-
работку). В случае предварительного кручения последующие испытания на
ползучесть при кручении проводились как в одну, так и в другую сторону.
В результате получено, что для образцов типа 𝐴 зависимость �̇�𝑢(𝜎𝑢) при рас-
тяжении и кручении одна и та же. Для всех образцов типа 𝐵 при всех спосо-
бах создания предварительного наклепа зависимости �̇�𝑢(𝜎𝑢) при растяжении
проходят значительно выше, чем при кручении (отношение значений �̇�𝑢, соот-
ветствующих одному и тому же значению 𝜎𝑢, составляет в среднем 3.0). При
этом все образцы типа 𝐵 при одной и той же величине 𝜎𝑢 проявляют мень-
шую скорость �̇�𝑢, чем образцы типа 𝐴. Показано, что если образцы типа 𝐵
после пяти циклов термомеханической обработки вновь подвергнуть отжигу
при температуре 1200 ℃ в течение 1 часа, то влияние термомеханической об-
работки снимается, и ползучесть этих образцов не отличается от ползучести
образцов типа 𝐴. Механический анализ полученных результатов дополнен ис-
следованием структуры различных образцов. Рассматривается модель роста
межзеренных пустот, с помощью которой получено количественное описание
экспериментальных данных.

Приведены данные металлографического исследования, в результате ко-
торого получены величины 𝜔 (отношения площади межзеренных пустот к пло-
щади рассматриваемого поперечного сечения) при различных значениях ин-
тенсивности скоростей деформации ползучести �̇�𝑢. Для всех образцов типа 𝐵
показано, что в процессе ползучести зависимости 𝜔(�̇�𝑢) для растяжения про-
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ходят выше, чем для кручения. Рассматривается модель роста межзеренных
пустот, с помощью которой получено количественное описание эксперимен-
тальных данных.

В испытаниях на ползучесть [51] использовались трубчатые тонкостенные
образцы. Предложена вязко-вязкоупругая механическая модель для описа-
ния непропорционального изменения пластических характеристик и харак-
теристик ползучести при скачкообразном изменении напряжений, учитыва-
ющая эффект старения и предполагающая независимость свойств пластично-
сти и ползучести. Отмечено, что коэффициенты определяющих соотношений
находятся из серии испытаний на ползучесть в условиях кручения с растя-
жением при постоянных значениях 𝜎𝑢. Эта модель описывает эксперимен-
тальные результаты как при скачкообразном увеличении напряжений, так
и при их скачкообразном уменьшении. Определяющие уравнения учитывают
как ползучесть металлов, так и их последействие после разгрузки. Показа-
но, что результаты расчетов по предложенной модели хорошо согласуются
с полученными экспериментальными данными.

8. Длительная прочность. A. E. Johnson с соавторами в [52] определя-
ли влияние вибрационных напряжений на длительную прочность меди при
температуре 250 ℃ при сложном напряженном состоянии. С этой целью был
проведен ряд испытаний при ползучести до разрушения на медных образцах.

8.1. Скалярный параметр поврежденности. Следует отметить, что
использование скалярного параметра поврежденности позволяет моделиро-
вать поведение металлов наиболее простым способом, поэтому варианты ки-
нетической теории со скалярным параметром поврежденности и в наше время
не потеряли своей актуальности. В данном параграфе рассмотрены некото-
рые достижения различных ученых при использовании скалярного парамет-
ра поврежденности.

Ученые разных стран предлагают различные типы кинетических уравне-
ний при моделировании длительной прочности металлов в условиях сложного
напряженного состояния.

О. В. Соснин [53ҫ55] предложил энергетический подход для описания изу-
чаемых явлений: в качестве скалярного параметра поврежденности 𝜔 приня-
та величина рассеянной энергии 𝐴(𝑡), в качестве условия длительной проч-
ности рассматривается равенство 𝐴(𝑡*) = 𝐴* = const. Этот подход естествен-
ным образом позволяет формулировать постановку проблемы для стационар-
ного и нестационарного пространственных напряженных состояний. В рабо-
тах О. В. Соснина и его учеников (А. Ф. Никитенко, Б. В. Горева, И. В. Лю-
башевской и др.) показано хорошее соответствие экспериментальных и теоре-
тических кривых ползучести вплоть до разрушения. В монографии [6] изло-
жено обоснование системы определяющих уравнений, описывающей ползу-
честь металлических материалов с одновременным учетом накопления в них
поврежденностей. При описании длительной прочности используются ска-
лярный параметр поврежденности, характеризующий энергию деформаций
ползучести. А. А. Золочевский [56] при рассмотрении энергетического подхо-
да предложил форму кинетического уравнения для материалов, по-разному
сопротивляющихся растяжению и сжатию.

В статье [57] исследуемые явления рассматриваются на основе предло-
женной авторами вероятностной теории.
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В статьях [58,59,103] F. A. Leckie с соавторами установили связь феноме-
нологического понятия поврежденности с параметрами структуры.

В ряде статей моделирование особенностей рассматриваемых явлений обес-
печивается введением нескольких скалярных кинетических параметров [60ҫ
63 и др.]. Авторы этих исследований, как правило, рассматривают в качестве
кинетических параметров различные характеристики эволюции структуры
металлов в процессе ползучести.

А. Р. Ржаницын [64] вместо общепринятого скалярного параметра повре-
жденности 𝜔 ввел скалярный параметр объективной прочности 𝑟, величи-
на 𝑟 должна характеризовать мгновенную прочность материала в заданный
момент времени. J. Lemâıtre c соавторами [65, 66] рассмотрели накопление
повреждений в теле введением скалярных параметров состояния в рамках
термодинамики необратимых процессов, при этом основное внимание уделя-
ется взаимодействию процессов ползучести и усталости.

С. А. Шестериков с соавторами [67] при использовании дробно-степенной
модели ползучести получили условие длительного разрушения, при котором
предельное значение параметра поврежденности меньше 1.

M. Chrzanowski и J. Madej [68] при построении изохронных кривых дли-
тельной прочности в случае плоского напряженного состояния используют
предлагаемое ими кинетическое уравнение, с помощью которого можно оце-
нить прочность при кратковременном нагружении и остаточную кратковре-
менную прочность в произвольный момент времени.

S. Murakami и M. Mizuno [69] обобщили теорию Ю. Н. Работнова для уче-
та разрыхления металлов при нейтронном облучении и описали ползучесть
нержавеющей стали при различных условиях облучения и переменных на-
пряжениях.

В некоторых работах приведены не только результаты феноменологиче-
ского исследования ползучести и длительной прочности металлов, но и ана-
лиз изменения структуры металлов в процессе ползучести [70ҫ74].

В пяти статьях [74ҫ78] приведены результаты исследований трубчатых
образцов при постоянном растягивающем нормальном напряжении и знако-
переменном касательном напряжении в условиях ползучести вплоть до раз-
рушения. В таких испытаниях, как правило, изменение знака касательного
напряжения приводит к увеличению времени до разрушения.

В [74] приведены результаты испытаний на ползучесть двух технических
сплавов: INCO 718 (Inconel 718) и нержавеющей стали 17ҫ21 SPH (сталь 316).
Испытания проводились на трубчатых образцах в условиях одновременно-
го действия растяжения и кручения при постоянных напряжениях (т.е. при
этом учитывается уменьшение площади поперечного сечения в процессе опы-
та). В качестве эффективной скалярной характеристики плоского напряжен-
ного состояния принимаются интенсивность напряжений 𝜎𝑢 и максимальное
главное напряжение 𝜎1. В качестве характеристики деформированного состо-
яния принимается интенсивность деформаций ползучести 𝑝𝑢, показано, что
зависимость 𝑝*𝑢 (значение 𝑝𝑢 в момент разрушения) от времени разруше-
ния 𝑡* имеет возрастающий характер для сплава INCO 718 и немонотонный
характер (с внутренним минимумом) для стали 17ҫ21 SPH. Наряду с экспе-
риментами при не меняющихся во времени напряжениях авторы проводили
опыты, в которых через каждые 48 часов касательное напряжение меняло
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знак; в связи с этим время до разрушения стали 17ҫ21 SPH увеличивалось
в 2ҫ3 раза, время до разрушения сплава INCO 718 либо увеличивалось на
50 %, либо уменьшалось на 30 %.

В [75] проводится анализ влияния вида напряженного состояния на дли-
тельную прочность поликристаллических металлов, основанный на системе
определяющих уравнений, учитывающих зарождение и рост пор на грани-
цах зерен и влияние скольжения по границам зерен. При помощи предлагае-
мой модели и правила линейного суммирования поврежденностей Робинсона
исследуется влияние переменных нагрузок и температур на долговечность
материала в условиях одноосного растяжения, причем предполагается, что
материал в начальном состоянии уже содержал некоторое количество мик-
ропор. Дано сравнение с опубликованными экспериментальными данными.
Влияние непропорционального нагружения на длительную прочность мате-
риала рассмотрено на примере трубчатого образца при постоянном растяже-
нии и реверсированном кручении.

В [76] проведен теоретический анализ данных [74]. При этом параметр
поврежденности может быть представлен в скалярном или тензорном ви-
де. Проведен статистический анализ ориентации трещин в разрушенных об-
разцах. Аналитически описано влияние циклического изменения знака каса-
тельного напряжения на время до разрушения (причем как упрочнение, так
и разупрочнение). В экспериментах на одноосную ползучесть при постоян-
ном напряжении 𝜎0 получено, что предварительное кратковременное (в тече-
ние 2 минут) приложение к образцу напряжения 𝜎1, большего 𝜎0, приводит
к значительному упрочняющему эффекту; этот результат описывается пред-
ложенной моделью.

В [77] рассматривается феноменологическая модель ползучести при слож-
ном напряженном состоянии

�̇�𝑖𝑗
�̇�0

=
3

2

(︁𝜎𝑢
𝜎0

)︁𝑛−1 𝑠𝑖𝑗
𝜎0

1

(1− 𝜔)𝑛
, (1)

�̇�

�̇�0
= ∆

(︁𝜎𝑖𝑗
𝜎0

)︁ 1

(1− 𝜔)𝑛
, (2)

где 𝜎𝑢 — интенсивность напряжений, 𝜔— скалярный параметр поврежденно-
сти,

∆
(︁𝜎𝑖𝑗
𝜎0

)︁
=

1

3𝜎0

[︀
𝛼𝜎1 + 𝛽𝜎𝑢 + 𝛾(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3)

]︀
(3)

— однородная функция напряжений. Здесь 𝜎1 > 𝜎2 > 𝜎3 — главные напряже-
ния; 𝛼, 𝛽, 𝛾 — постоянные. Описаны ползучесть и длительная прочность тон-
костенных трубок из алюминиевого сплава, меди и сплава Nimonic 80A. Эти
трубки испытывались в условиях сложного напряженного состояния: растя-
гивающее напряжение во время каждого опыта оставалось постоянным, ка-
сательное напряжение в некоторый момент времени 𝑡 = 𝑡0 меняло знак. Для
описания кривых сдвиговой ползучести используются уравнения (1)ҫ(3). Ис-
пытания алюминиевого сплава хорошо описываются этими уравнениями. Для
описания опытов на меди уравнение (2) не подходит: следует рассматривать
накопление поврежденности 𝜔 в двух плоскостях, перпендикулярных направ-
лениям максимальных главных напряжений при 𝑡 < 𝑡0 и 𝑡 > 𝑡0. Для описания
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ползучести и длительной прочности сплава Nimonic 80A соотношения (1)ҫ(3)
следует усложнить.

В [78] рассматривается анизотропное распределение пор в деформируе-
мом элементе; эта анизотропия играет важную роль при описании непропор-
ционального нагружения. Обсуждаются результаты испытаний сплава Nimo-
nic 80A при температуре 750 ℃ в условиях одноосного растяжения и чистого
кручения при почти одинаковой величине интенсивности напряжений 𝜎𝑢, при
этом значения 𝜎max различаются в

√
3 раз. Показано, что интенсивность де-

формаций ползучести 𝑝𝑢 в случае одноосного растяжения (т.е. при большем
𝜎max) значительно быстрее приводит к разрушению. Рассматривается теоре-
тическая модель следующего типа:

�̇�𝑖𝑗 = 𝐹 𝑠𝑖𝑗 , 𝐹 = 𝐹 (𝑠𝑘𝑙, 𝜔), 𝑠𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 ,

параметр 𝜔 учитывает влияние межзеренных пустот. Влияние 𝜎max на 𝑡* учи-
тывается с помощью зависимости 𝐹 от 𝜔. Обсуждается испытание на чистое
кручение, в котором касательное напряжение в некоторый момент времени
меняет знак, при этом направление 𝜎max поворачивается на 90∘.

Л. Б. Гецов в [79] предложил кинетическое уравнение деформационного
типа, состоящее из четырех слагаемых, каждое из которых учитывает повре-
ждения и деформации разного типа, и позволяющее определять условия раз-
рушения при произвольной программе нагружения и нагрева. Показано, что
результаты опытов, проведенных разными авторами в условиях различных
программ нагружения, корректно описываются в рамках частных случаев
предложенного критерия длительной прочности.

П. А. Павлов и Н. Н. Курилович [80] представили результаты испыта-
ний на ползучесть конструкционных сталей ЭИ765 и ЭП182 при одноосном
и плоском напряженном состоянии. Для описания процесса накопления по-
вреждений в условиях ползучести использовано кинетическое уравнение си-
лового типа, отвечающее принципу линейного суммирования. Это уравнение
проверено экспериментально при различных режимах нестационарного сту-
пенчатого нагружения.

В [66] предлагается кинетическое уравнение для скалярного параметра по-
врежденности при пространственном напряженном состоянии. При этом ис-
пользован формализм термодинамики необратимых процессов. Скорость на-
копления поврежденности рассматривается как функция плотности освобож-
даемой энергии деформации и скорости накопленной пластической дефор-
мации. Отмечено, что предложенное соотношение может описывать хрупкое
и вязкое разрушение, малоцикловую и многоцикловую усталость и длитель-
ную прочность. Основное внимание уделяется изучению многоцикловой уста-
лости и взаимодействия процессов ползучести и усталости. При использова-
нии вязкопластического определяющего уравнения с кинематическим упроч-
нением предлагаемое кинетическое уравнение приводит к нелинейной связи
усталостных и вязких характеристик разрушения. Данный метод позволяет
описывать зависимость наступления усталостного разрушения от програм-
мы нагружения и, в частности, от величины среднего напряжения. Получе-
но хорошее соответствие экспериментальных и теоретических характеристик
разрушения для случаев одноосного и плоского напряженных состояний.

В работе [81] предложена система кинетических уравнений для описа-
ния постепенного разрушения при ползучести в условиях сложного напря-
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женного состояния. На основе этих уравнений предлагается усовершенство-
ванная методология применительно к деформациям ползучести ферритной
стали 0.5Cr0.5Mo0.25V при температуре 590 ℃. Предсказания этой системы
уравнений согласуются с экспериментальными наблюдениями.

В [82] испытания на ползучесть проведены при одноосном растяжении,
чистом кручении и комбинированном растяжении и кручении при темпе-
ратуре 250 ℃ для меди и 150 ℃ для алюминиевого сплава при различных
напряженных состояниях. Анализируется влияние напряженных состояний
на неустановившуюся ползучесть, установившуюся ползучесть и длительную
прочность. На основе анализа известных моделей ползучести была сформули-
рована новая система кинетических уравнений. Предложенные унифициро-
ванные кинетические уравнения определяются с использованием эксперимен-
тальных данных, полученных для обоих материалов при трех уровнях напря-
жений. Сравнение экспериментальных и рассчитанных кривых деформаций
ползучести проводится для всех видов напряженных состояний и уровней
напряжений для обоих материалов. Экспериментальные результаты показы-
вают, что напряженные состояния оказывают существенное влияние на весь
процесс деформации ползучести как для меди, так и для алюминиевого спла-
ва. Эффекты, наблюдаемые во время неустановившейся и установившейся
ползучести, являются более значительными, чем эффекты в разупрочняю-
щейся стадии ползучести для меди, но не для алюминиевого сплава. Отно-
шение времен до разрушения медных образцов при растяжении и кручении
может достигать величины, равной 10.

В [83] рассматривается возможность описания ползучести и длительной
прочности при непропорциональном нагружении с помощью теории с одним
параметром состояния 𝜔:

�̇�𝑖𝑗
�̇�0

=
1

𝑛+ 1

𝜕Φ𝑛+1(𝜎𝑘𝑙/𝜎0)

𝜕(𝜎𝑖𝑗/𝜎0)
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(1− 𝜔)𝑛
,

𝜔

�̇�0
= ∆𝜈(𝜎𝑖𝑗/𝜎0) ·

1

(1− 𝜔)𝜈
,

(4)

где ∆— однородная функция первой степени; 𝜎0, �̇�0, 𝑛, 𝜈, 𝜔0 — константы.
Медь и алюминиевый сплав были отобраны для испытаний из тех сообра-
жений, что для них функцию ∆ следует выбирать соответственно в виде
∆ = 𝜎1/𝜎0 или ∆ = 𝜎𝑢/𝜎0 (𝜎1 — максимальное главное напряжение, 𝜎𝑢 — ин-
тенсивность напряжений). Описаны испытания тонкостенных образцов при
совместном действии растяжения и кручения как при пропорциональном уве-
личении 𝜎 и 𝜏 , так и при непропорциональном нагружении; в последнем слу-
чае нагружение заключалось в однократном или многократном прохожде-
нии на плоскости 𝜎, 𝜏 двух выходящих из начала координат отрезков, сим-
метричных относительно оси 𝜎. Данные отрезки соответствуют уравнениям
𝜎 = ±3𝜏 , при этом из (4) следует 2�̇�𝑧𝜃/�̇�𝑧𝑧 = 1. О соответствии свойств пол-
зучести уравнениям (4) авторы судят по отличию отношения 2�̇�𝑧𝜃/�̇�𝑧𝑧 от 1.
Показано, что с помощью указанных теоретических соотношений можно хо-
рошо описать длительную прочность обоих материалов, а также деформации
ползучести алюминиевого сплава.
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8.2. Векторный параметр поврежденности. Моделирование длитель-
ной прочности металлов при нестационарном сложном напряженном состо-
янии связано со значительными трудностями. Наиболее перспективным пу-
тем решения этой задачи, по-видимому, является применение кинетической
теории длительной прочности. Очевидно, что наиболее простые соотноше-
ния имеют место при использовании скалярного параметра поврежденности.
Однако дефекты, определяющие накопление повреждений, такие как поло-
сти, микропоры, микротрещины, ориентированы нагрузками, под действием
которых эти дефекты возникают. Как известно, микротрещины обычно раз-
виваются приближенно перпендикулярно максимальному из главных напря-
жений. Увеличение этих микротрещин приводит к разрушению соединений
зерен в поликристалле, и в результате происходит разрушение. Для описа-
ния такого типа разрушений недостаточно использовать скалярный параметр
поврежденности, необходимо применять векторный или тензорный парамет-
ры поврежденности. В данном параграфе рассмотрены варианты кинетиче-
ской теории с векторным параметром поврежденности или с комбинацией
скалярного и векторного параметров. Использование скалярного параметра
поврежденности, как правило, не позволяет описать особенности длительно-
го разрушения при различных программах нагружения. При использовании
тензорного параметра поврежденности возникают трудности с определени-
ем входящих в кинетические уравнения функций и материальных констант.
В этом параграфе рассматривается описание рассматриваемых эксперимен-
тальных данных с помощью векторного параметра поврежденности. Приме-
нение этого подхода, как правило, приводит к хорошему соответствию экспе-
риментальных и теоретических значений времен до разрушения.

Среди ученых, принимавших участие в разработке этого направления,
следует отметить Л. М. Качанова [4, 84] и И. В. Наместникову c С. А. Ше-
стериковым [85]. Л. М. Качанов в своих работах предложил учитывать как
величину повреждения 𝜔, так и его направление. Скорость накопления по-
врежденности в каждой плоскости зависит от нормального напряжения, дей-
ствующего в этой плоскости; местное разрушение наступает, когда величи-
на 𝜔 в каком-либо направлении достигает предельного значения; полное раз-
рушение наступает после прохождения фронта разрушения через рассматри-
ваемый объем.

И. В. Наместникова и С. А. Шестериков [85] предложили другой под-
ход. В качестве параметра поврежденности ими принимается величина 𝜔 =
=

√︀
𝜔2
1 + 𝜔2

2 + 𝜔2
3, где величины 𝜔𝑖 связаны с главными напряжениями 𝜎𝑖,

𝑖 = 1, 2, 3. Эти зависимости описывают накопление проекций вектора по-
врежденности на направления главных напряжений в процессе ползучести.
Величина вектора поврежденности удовлетворяет естественным условиям:
𝜔(0) = 0, 𝜔(𝑡*) = 1.

В работах [86, 87] c помощью векторного подхода описано явление анизо-
тропной поврежденности.

В цикле работ А. М. Локощенко с В. В. Назаровым [88ҫ92] выполнено
обобщение модели, предложенной в статье [85]. С этой целью вводится ко-
эффициент прочностной анизотропии материала 𝛼0 и учитывается взаимная
зависимость компонент 𝜔𝑖. Впервые экспериментально получена [88] и впо-
следствии с помощью предложенной модели [92] определена зависимость вре-
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мени до разрушения при стационарном сложном напряженном состоянии от
программы кратковременного нагружения.

В некоторых работах рассматривается сочетание скалярного и векторного
параметров поврежденности. С. А. Шестериков с соавторами [93] отметили,
что в процессе ползучести при сложном напряженном состоянии фактически
появляется анизотропия свойств накопленной поврежденности, и предложи-
ли модель с комбинацией скалярного и векторного подходов. А. А. Чижик и
Ю. К. Петреня [94] считают, что в области микропор параметр поврежден-
ности является векторной величиной, а в области клиновидных трещин —
скаляром. О. К. Морачковский [95] использует скалярный параметр для опи-
сания установившейся и ускоряющейся стадий ползучести, а векторный па-
раметр — для описания процесса ползучести на неустановившейся стадии.
M. Chrzanovski, J. Madej [96] при описании изохронных кривых использу-
ют скалярный или векторный подход в зависимости от уровня времени до
разрушения. Г. М. Хажинский [97] различает внутризеренную поврежден-
ность (скалярный параметр) и межзеренную поврежденность (векторный па-
раметр). D. Hayhurst с соавторами при моделировании длительного разруше-
ния алюминиевого сплава при сложном напряженном состоянии используют
скалярный параметр 𝜔, а при описании поведения меди в тех же условиях
учитывают изменение направления максимального главного напряжения при
изломе траектории нагружения (векторный параметр) [77,99].

В статьях [86, 98ҫ102] рассматривается ползучесть до разрушения труб-
чатых образцов при касательных напряжениях, которые однократно или пе-
риодически меняют знак.

В [98] рассматривается влияние сложного нагружения на время до разру-
шения в условиях ползучести. Обсуждаются схемы вязкого (деформацион-
ного), хрупкого разрушения, а также разрушения смешанного типа.

В работе [99] квазиэмпирическая металловедческая теория B. Dyson’а
и D. McLean’а использовалась для предсказания поведения трубок из сплава
Nimonic 80A, испытанных на ползучесть при температуре 750 ℃ при прямом
и обратном кручении. Данная теория была модифицирована для описания
поведения предварительно напряженных трубок Nimonic 80A, испытанных
в условиях прямого и обратного закручивания. Во всех случаях поврежден-
ность, связанная с дефектами, является скалярной величиной, а поврежден-
ность при ползучести и объемная доля полостей имеют векторный характер.

В [100] моделируется длительная прочность трубчатых образцов при од-
новременном действии постоянного осевого напряжения и касательного на-
пряжения, однократно или циклически меняющего знак. Все варианты пред-
ложенных кинетических уравнений приводят к хорошему соответствию экс-
периментальных и теоретических значений времен до разрушения.

В [86] предлагаются определяющие соотношения для сред с изначально
изотропной ползучестью и анизотропной поврежденностью, обусловленной
зависимостью критериальной величины разрушения от вида напряженного
состояния при простом нагружении и неравномерностью накопления повре-
ждений в различных физических направлениях при сложном нагружении.
Каждому направлению в векторном пространстве напряжений ставится в со-
ответствие своя поврежденность. Ее приращение равно приращению скаляр-
ной поврежденности, умноженному на значение материальной функции от
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угла между указанным направлением и вектором действующих в данный мо-
мент напряжений. Совокупность одновременных значений поврежденностей
на всех направлениях пространства напряжений образует поверхность анизо-
тропной поврежденности. Значение поврежденности в направлении вектора
напряжений, действующих в текущий момент времени, принимается в каче-
стве меры поврежденности. Она определяет ускорение ползучести при при-
ближении к моменту разрушения и условие его наступления. Эффективность
модели иллюстрируется сравнением с имеющимися в литературе эксперимен-
тальными и теоретическими результатами по ползучести и длительной проч-
ности меди при температуре 250 ℃ [100] и нержавеющей стали при темпе-
ратуре 600 ℃ [74] в условиях совместного действия постоянного растяжения
и знакопеременного кручения.

А. М. Локощенко в [101] рассмотрел результаты известных испытаний
трубчатых образцов при постоянном осевом напряжении и постоянном или
знакопеременном касательном напряжении [74]. Циклическое изменение зна-
ка касательных напряжений приводит в экспериментах к значительному уве-
личению времени до разрушения. Моделирование полученных эксперимен-
тальных результатов проведено с помощью подхода Л. М. Качанова.

В [102] выполнено моделирование известных результатов испытаний на
длительную прочность в условиях нестационарного сложного напряженного
состояния. При описании экспериментальных данных [100] используется век-
торный параметр поврежденности с кусочно-постоянной скоростью накопле-
ния повреждений. Моделируется длительная прочность трубчатых образцов
при одновременном действии постоянного осевого напряжения и касатель-
ного напряжения, однократно или циклически меняющего знак. Моделиро-
вание длительной прочности при скачкообразном изменении интенсивности
напряжений проведено двумя способами — с помощью метода Л. М. Качанова
и метода И. В. Наместниковой и С. А. Шестерикова. Все варианты предло-
женных кинетических уравнений приводят к хорошему соответствию экспе-
риментальных и теоретических значений времен до разрушения.

В [87] на основе кинетической теории предложено вязкопластическое мо-
делирование анизотропной поврежденности. Модель учитывает влияние по-
ворота направлений главных поврежденностей на деформационное и повре-
ждающее поведение. С помощью вязкопластического потенциала поврежден-
ности устанавливаются уравнения эволюции повреждений. На основе пред-
ложенного критерия поврежденности для локализованной шейки модель ис-
пользуется для прогнозирования момента разрушения алюминиевого листа
из сплава 6111-T4. Прогнозируемые результаты хорошо согласуются с экспе-
риментальными данными.

8.3. Тензорный параметр поврежденности. При исследовании зави-
симости времени до разрушения от различных характеристик анизотропии
материала (как исходной, так и приобретенной) многие авторы используют
тензорный параметр поврежденности, при этом рассматриваются тензоры
второго, четвертого и восьмого рангов. Впервые тензорный параметр повре-
жденности предложен в классической монографии Ю. Н. Работнова [3], в ка-
честве характеристики напряженного состояния в [3,104] принимается линей-
ная комбинация 𝜎max и 𝜎𝑢.

В. П. Тамуж [105] рассмотрел возможности построения теории длитель-
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ной прочности при сложном напряженном состоянии с помощью скаляр-
ного, векторного и тензорного параметров поврежденности. H. Altenbach и
P. Schiesse [106] рассмотрели возможность описания связи условий нагруже-
ния с поврежденностью на уровне структуры материала.

В 1967 г. А. А. Ильюшин [107] ввел понятия тензоров и мер поврежде-
ний, которые определяются с помощью функционалов относительно задан-
ных процессов изменения во времени тензоров напряжений и моментов. В мо-
нографии Э. Б. Завойчинской и И. А. Кийко [108] рассматривается разви-
тие этого подхода: введен оператор повреждений, предложено обобщение ме-
ханических теорий прочности, исследованы предельные процессы нагруже-
ния в пространстве А. А. Ильюшина. Б. Е. Победря рассмотрел оператор-
ные определяющие соотношения среды, включающие меру поврежденности
А. А. Ильюшина [109]. Возможные несовершенства материала учтены путем
введения моментных напряжений, проведен термодинамический анализ про-
цесса эволюционного разрушения материала. В. П. Тамуж и А. Ж. Лагзды-
ньш применили тензорный подход при моделировании накопления поврежде-
ний в виде круглых мелких трещин различной ориентации в изотропных [110]
и анизотропных [111] средах. В. А. Копнов использовал предложенные в ста-
тье [107] интегральные операторы для получения феноменологических кри-
териев длительной прочности анизотропных материалов при сложном напря-
женном состоянии [112]. А. А. Лебедев и В. М. Михалевич сформулировали
критериальные соотношения для накопленных повреждений в виде уравне-
ния наследственного типа с разностным ядром [8,113ҫ115].

J. Betten [116, 117] выделил деформационную анизотропию и анизотро-
пию, вызываемую накоплением повреждений. C. Chow, J. Wang [118] предло-
жили тензорное уравнение накопления повреждений для анизотропной среды
при учете больших деформаций. S. Bodner [119] предложил использовать в
определяющем уравнении для анизотропной среды параметр поврежденно-
сти в виде тензора второго ранга.

S. Murakami с соавторами [120ҫ123] особое внимание уделили анизотроп-
ному характеру накопления тензорного параметра поврежденности, при этом
было использовано сочетание методов механики сплошной среды и материа-
ловедения. В. И. Астафьев [124] применил тензорную меру поврежденности
для описания развития пор, их слияния и превращения пор в микротрещи-
ны, расположенные на площадках, ортогональных направлению наибольшего
главного напряжения.

D. Krajcinovic с соавторами [125ҫ127] построили теорию длительной проч-
ности металлов на основе введения параметра поврежденности в виде анти-
симметричного тензора второго ранга. В статье [126] рассматривается связь
между микроструктурными параметрами поврежденности и макрохаракте-
ристиками поликристаллических материалов. На основе термодинамическо-
го анализа роста трещины Гриффитса получена связь между разбросом ха-
рактеристик диаграммы деформирования на микроуровне и процессом де-
формирования на макроуровне. В. А. Маньковский [128] при исследовании
изменения поврежденности во времени учитывает ее случайный характер.
В результате исключения фактора случайности и использования тензорно-
го подхода получен новый критерий длительного разрушения при сложном
напряженном состоянии.
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P. Delobelle с соавторами [76, 129], анализируя результаты испытаний,
проведенных при сложном нагружении, показали необходимость учета ме-
ханизмов как изотропного, так и кинематического упрочнения материала.
J. Lemâıtre [130] применил кинетическую теорию при решении задач обработ-
ки металлов, в частности, задачи о глубокой вытяжке полос. В статье [131]
опубликован краткий обзор результатов описания длительной прочности ме-
таллов при сложном напряженном состоянии с помощью кинетической тео-
рии. В этом обзоре показано, что основные усилия ученых направлены на
разработку новых теоретических моделей, в то время как получению экспе-
риментальных данных уделено недостаточное внимание. В связи с этим име-
ющиеся результаты известных испытаний не позволяют определять время до
разрушения при произвольных температурно-силовых программах нагруже-
ния.

В статье К. А. Агахи и Д. В. Георгиевского [132] предлагается обобщение
определяющих уравнений теории ползучести с поврежденностью на трех-
мерное напряженное состояние, в это обобщение входят две материальные
нелинейные тензор-функции двух тензорных аргументов.

Континуальная теория ползучести и длительной прочности поликристал-
лических металлов при сложном напряженном состоянии в [122] формулиру-
ется с помощью использования тензоров поврежденности и тензоров дефор-
маций ползучести. Накопление поврежденности описывается тензором второ-
го ранга, характеризующим уменьшение площади нетто, вызванное трехмер-
ным распределением микрополостей. Влияние поврежденности на деформа-
ции ползучести выражается через тензор четвертого ранга, сформированный
из упомянутого тензора поврежденности.

Обоснованность полученной теоретической модели с упором на тензор-
ную природу параметра поврежденности была показана путем проведения
модельных испытаний с перфорированными образцами. Было отмечено, что
постепенное разрушение может быть идентифицировано с помощью тензо-
ра поврежденности второго ранга, кроме того, влияние постепенного разру-
шения на увеличение деформаций ползучести может быть представлено с
помощью тензоров напряжений второго и четвертого ранга, полученных с
помощью тензора поврежденности.

Отмечено, что для того, чтобы разработать и проверить конкретные фор-
мы вводимых определяющих и кинетических уравнений, необходимо допол-
нительно выполнить различные испытания при нестационарных сложных на-
пряженных состояниях для реальных материалов.

Одна из наиболее важных задач теории ползучести металлов состоит
в определении времени до разрушения в заданных условиях температурно-
силового нагружения. В данной работе обсуждается влияние силового режи-
ма на длительную прочность. Обычно рассматриваются задачи определения
времени до разрушения при достаточно простом нагружении (например, рас-
тяжение стержня при постоянной нагрузке, труба под действием постоянного
давления и т. д.) и различаются две идеализированные схемы — «вязкое» (де-
формационное) и хрупкое (малодеформационное) разрушения, реже анализи-
руется промежуточный (смешанный) тип разрушения. Разрушение, однако,
существенно зависит от истории нагружения. Используя тензорные харак-
теристики состояния в данной точке среды или на поверхности малой сфе-
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ры, окружающей данную точку, или более общие переменные, учитывающие
«дальнодействие», можно ввести весьма общие функционалы, представляю-
щие зависимость разрушения от последовательности силовых воздействий.
Однако недостаток экспериментальных данных, большой их разброс и труд-
ности определения многих параметров и характерных функций побуждают
к развитию простых моделей. Ниже излагается простая феноменологическая
схема, опирающаяся на предельные картины чисто вязкого и идеально хруп-
кого разрушения.

В [123] в рассматриваемой модели повреждение материала является па-
раметром состояния, оно представляется в виде симметричного тензора II
ранга. При выводе определяющих уравнений используются предположения
об анизотропном накоплении повреждений, законе течения типа Прагера-
Друккера и деформационном упрочнении. Определяющие уравнения имеют
вид

𝐷𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗(𝜎𝑚𝑛,Ω𝑚𝑛, 𝑘, 𝑇 ), Ω̇𝑖𝑗 = 𝐻𝑖𝑗(𝜎𝑚𝑛,Ω𝑚𝑛, 𝑘, 𝑇 ),

где 𝜎𝑚𝑛, 𝐷𝑚𝑛, Ω𝑚𝑛 — тензоры напряжений, деформаций и повреждений соот-
ветственно; 𝑇 — температура, 𝑘— параметр упрочнения; 𝐺𝑖𝑗 и 𝐻𝑖𝑗 — изотроп-
ные тензорные функции. Предложенные уравнения используются для описа-
ния испытаний меди при 250 ℃ в условиях пропорционального (A. E. Johnson
и др., 1956 г.) и непропорционального (W. Tramczynski и др., 1979 г.) нагру-
жения. Эти испытания проводились при комбинации растягивающего 𝜎 и
касательного 𝜏 напряжений при 𝜎(𝑡) ≡ const, зависимость 𝜏(𝑡) в различных
опытах была постоянной или кусочно-постоянной. Описание этих экспери-
ментальных данных проводилось с помощью данных соотношений, а также
с помощью соотношений Работнова—Качанова, естественном образом обоб-
щенных на случай сложного напряженного состояния.

B рамках развиваемой теории анизотропной поврежденности при ползу-
чести, основанной на рассмотрении симметричного тензора поврежденности
второго ранга, сформулированы определяющие уравнения ползучести и дли-
тельной прочности для меди [133]. В одноосном случае рассматриваются два
типа определяющих уравнений ползучести с деформационным упрочнени-
ем и степенным законом накопления поврежденности. Для уточнения вида
определяющих уравнений и нахождения констант, входящих в эти уравне-
ния, были выполнены эксперименты на длительную прочность для одноос-
ного случая и для случая сложного напряженного состояния при совместном
кручении и растяжении. Эксперименты проводились на трубчатых медных
образцах длиной 25 мм, толщиной 1 мм с внешним радиусом 21 мм при тем-
пературе 250 ℃. Развиваемая модель используется для анализа переменного
сложного напряженного состояния при ползучести и исследования влияния
анизотропии повреждений на деформации ползучести и долговечность. Тео-
ретические результаты сравниваются с данными экспериментов при постоян-
ном растяжении и реверсированном кручении. Обсуждаются возможности,
ограничения и пути уточнения предлагаемой теории.
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9. Заключение. Предлагаемая статья представляет собой аналитиче-
ский обзор экспериментальных и теоретических исследований ползучести
и длительной прочности металлов при нестационарных сложных напряжен-
ных состояниях за последние 60 лет.

Первые систематические исследования ползучести металлов при слож-
ном напряженном состоянии были опубликованы в конце 50-х и начале 60-х
годов ХХ века в Советском Союзе (Ю. Н. Работнов [3]) и Великобритании
(A. Е. Johnson [26]). Пионерские работы по длительной прочности металлов
при одноосном растяжении впервые появились в СССР (Л. М. Качанов [1]
и Ю. Н. Работнов [2]). Впоследствии Ю. Н. Работнов разработал кинети-
ческую теорию ползучести и длительной прочности [3], с помощью которой
в настоящее время можно эффективно описывать особенности процесса пол-
зучести металлов вплоть до разрушения при различных программах нагру-
жения. Вслед за работами Л. М. Качанова и Ю. Н. Работнова механика кон-
тинуального разрушения стала развиваться в Европе, в Азии (в основном
в Японии) и затем в США.

В качестве основной связи компонент тензоров напряжений и деформа-
ций ползучести (скоростей деформаций ползучести), как правило, принима-
ется гипотеза пропорциональности девиаторов напряжений и девиаторов ско-
ростей деформаций ползучести. В работах A. E. Johnson’а [11] коэффици-
ент пропорциональности в этих соотношениях включает вторые инварианты
тензора напряжений и тензора скоростей деформаций ползучести. В насто-
ящее время существует недостаточное количество систематических экспери-
ментальных данных о деформациях ползучести при произвольных нестаци-
онарных сложных напряженных состояниях, при этом остается открытым
вопрос о виде коэффициента в гипотезе пропорциональности. Следует отме-
тить проведенные различными учеными из разных стран экспериментально-
теоретические исследования ползучести трубчатых образцов вплоть до раз-
рушения, в которых растягивающее напряжение в течение испытания оста-
валось постоянным, а касательное напряжение однократно или периодически
изменяло знак. Такие исследования показали, что изменение знака касатель-
ного напряжения приводит к значительному увеличению времени до разру-
шения. Этому явлению можно дать физическое обоснование. Деформации
ползучести происходят путем сдвига по плоскостям скольжения кристалли-
ческой решетки, при перемене знака касательного напряжения в материале
образца происходит скольжение по другим плоскостям. Следует отметить
также случайный характер накапливаемых повреждений при изменении ви-
да сложного напряженного состояния.

В качестве общего недостатка исследований по данной тематике следует
отметить следующее обстоятельство. Во всех исследованиях, проводимых за
последние 60 лет, учеными разных стран рассматриваются характеристики
ползучести и длительной прочности, зависящие только от двух параметров:
характеристик задаваемого механического нагружения (напряжений или де-
формации ползучести) и параметров переменного температурного поля. Од-
нако на практике механическое поведение элементов конструкций при высо-
ких температурах может зависеть также от других физических полей (на-
пример, от влияния агрессивной окружающей среды).

В [134ҫ136] приведен подробный анализ особенностей механического по-
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ведения металлов при длительном высокотемпературном напряженном со-
стоянии в агрессивных средах и основных феноменологических подходов, ис-
пользуемых при моделировании влияния окружающей среды на ползучесть
и длительную прочность этих металлов.

Сотрудники института механики МГУ имени М. В. Ломоносова и Мос-
ковского авиационного технологического института имени К. Э. Циолков-
ского в 2008 г. опубликовали результаты совместного экспериментально-тео-
ретического исследования ползучести и длительной прочности титанового
сплава с предварительно внедренным водородом при одноосном растяже-
нии [137, 138]. Исследования показали, что увеличение доли предварительно
внедренного водорода приводит к систематическому увеличению времени до
разрушения и, как правило, к значительному уменьшению предельной де-
формации ползучести.

При этом следует отметить, что экспериментальные исследования ползу-
чести и длительной прочности металлов при нестационарном сложном на-
пряженном состоянии в присутствии окружающей агрессивной среды, как
правило, отсутствует.

В данном обзоре приведены основные результаты исследований, проводи-
мых учеными разных стран. Существенный вклад в развитие рассматривае-
мого направления науки внесли, в частности, российские ученые Ю. Н. Ра-
ботнов, Л. М. Качанов, Н. Н. Малинин, А. А. Ильюшин, В. С. Наместников,
С. А. Шестериков, А. М. Локощенко, О. В. Соснин, Ю. П. Самарин, А. Ф. Ни-
китенко и др.
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Abstract

This article is an analytical review of experimental and theoretical studies
of creep and creep rupture strength of metals under unsteady complex stress
states published over the past 60 years.

The first systematic studies of the creep of metals under complex stress
conditions were published in the late 50s and early 60s of the 20th century
in the Soviet Union (L. M. Kachanov and Yu. N. Rabotnov) and Great
Britain (A. E. Johnson). Pioneering work on creep rupture strength first ap-
peared in the USSR (L. M. Kachanov and Yu. N. Rabotnov). Subsequently,
Yu. N. Rabotnov developed the kinetic theory of creep and creep rupture
strength, with the help of which it is possible to efficiently describe various
features of the creep process of metals up to fracture under various loading
programs. Different versions of the kinetic theory use either a scalar damage
parameter, or a vector parameter, or a tensor parameter, or a combination of
them. Following the work of M. Kachanov and Yu. N. Rabotnov mechanics
of continuum destruction began to develop in Europe, in Asia, and then in
the USA.

The hypothesis of proportionality of stress deviators and deviators of
creep strain rates is accepted as the main connection between the compo-
nents of stress tensors and creep strains. When modeling experimental data,
the proportionality coefficient in this dependence takes different forms. The
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main problem in the development of this direction is the difficulty in obtain-
ing experimental data with arbitrary loading programs.

This review provides the main results of studies conducted by scientists
from different countries. Except Yu. N. Rabotnov and L. M. Kachanov,
also a significant contribution to the development of the direction of science
made by Russian scientists N. N. Malinin, A. A. Ilyushin, V. S. Namest-
nikov, S. A. Shesterikov, A. M. Lokoshchenko, Yu. P. Samarin, O. V. Sosnin,
A. F. Nikitenko, et al.
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Introduction
Starting from the studies by Gromeka and Lamb [1, 2] proposing a new method

of writing the Euler equations, a method for integrating the fluid motion equa-
tions began to be developed. The essence of this method is the rearrangement
of the initial equations to the form convenient for integration. As applied to
the Navier–Stokes equations, this line of research is discussed in studies where
new forms of writing the equations make it possible to obtain previously un-
known invariants and hidden symmetries of the constitutive equations [3–10]. One
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of the methods for representing the motion equation (the Aristov–Pukhnachev
method [6, 8, 9]) has been introduced to computational fluid dynamics [8, 9]. The
numerical solutions of the Navier–Stokes axisymmetric equations were tested by
conventional procedures [8, 9], which took no account of the invariant Helmholtz
theorems and their extensions [10].

Few nontrivial exact solutions to the Navier–Stokes equations have been known
so far [11–25]. The very notion of exact solution is unsettled and expanding [11]. It
seems obvious that the exact solutions to the Navier–Stokes equations, which offer
new problem statements in terms of different areas of mathematics, mechanics,
and physics [11–25], are of the greatest interest.

The main difficulty in the analytical and numerical integration of the fluid
motion equations lies in the absence of a clear relation of pressure to the velocity
vector components. The evolutionary equation relating pressure to the velocity
components has yet to be known [26]. Let us now illustrate the ensuing difficul-
ties by plane flow. If an arbitrary function is given on a plane and viewed as a
stream function, the velocity components calculated via the partial derivatives of
this function will satisfy the continuity equation. We then can substitute these
components into the Navier–Stokes equation, thus arriving at an equation for de-
termining the gradient of pressure 𝑝. However, the rotor of this “gradient” may
prove to be nonzero, and it will be impossible to select 𝑝.

The above-mentioned difficulties hold true not only for nonstationary flows,
but also for stationary ones. Only two examples of formulas relating pressure to
velocities are an exception, namely the Bernoulli equation (for an ideal fluid)
and the Grad–Shafranov equation [26]. A method for integrating the stationary
Euler equations for a very wide class of flows was proposed in [26]. The proposed
integration method offered a constitutive equation relating pressure to velocity
components. Consequently, the hypothesis of the existence of a universal equation
establishing a relation between the hydrodynamic fields must not be rejected.

The attempt to relate velocity to pressure resulted in the development of
classes of exact solutions to the Navier–Stokes equations. In [11] there is a sum-
mary of known classes of exact solutions to equations of continuum mechanics,
which were obtained before the mid-1950s. The Couette [27], Poiseuille [28, 29],
Stokes [30], von Karman [31], Hiemenz [32] flows have proved to be so efficient
that they have been studied up to now [11, 33–35]. These flow motions have in
common that they fall within the class of solutions where velocities depend lin-
early on a part of coordinates [11]. Linearly increasing velocities described by a
complex profile depending, as a rule, on the transverse coordinate is successfully
used in various applications [11, 19, 25]. After publication of [11], a survey that
discussed and studied this class of solutions, the solubility of the overdetermined
nonlinear system of partial differential equations for laminar vertical vortex flows
was demonstrated [33–35]. Those studies discussed the extension of the Lin class
for magnetic fluid dynamics [12] to the case of convective [36–38] and thermal
diffusion [39, 40] flows of a viscous incompressible fluid. Potential flow motions,
the Beltrami–Trkal flows [41, 42] and their modifications remain significant in
theoretical and experimental fluid dynamics. Note that the Beltrami–Trkal flow
had been first studied eight years earlier by Gromeka [43].

Different requirements are imposed on exact solutions, depending on the pur-
pose of use. For example, when the correspondence between a real process and its
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mathematical model is verified, an exact solution with “real” boundary and ini-
tial conditions is required, i.e. with conditions observable in real circumstances or
with conditions technically implementable in a natural experiment. The require-
ment of “reality” of boundary and initial conditions can be cancelled if one deals
with the verification of a numerical algorithm, i.e. with testing its accuracy. In
doing so, one checks the difference of the numerical solution of a boundary value
problem from the exact one rather than the difference of the numerical solution
from the parameters of the real process, whereas it is not necessary for such prob-
lems to have the technical implementability of initial and boundary conditions
in a natural experiment. The majority of numerical algorithms work with any
initial and boundary conditions; therefore, the search for corresponding boundary
value problems with a known exact solution can start with a search for the flow
parameters satisfying the Navier–Stokes equations, without consideration of any
boundary and initial conditions. Then, having chosen a spatial region, we can
specify initial and boundary conditions in it and on its boundaries, which are
taken from the exact solution. The thus-obtained boundary value problem with a
known exact solution is well suited for the verification of numerical algorithms.

This paper proposes an elliptic partial differential equation, each solution of
which is the stream function of a vortex flow described by an exact solution of
the Navier–Stokes equations. Besides, a method for computing the pressure field
for each of such stream functions is proposed.

1. The basic notations and equations of motion

We will now consider the flow of a viscous incompressible fluid in a potential
field of mass forces. The notations are as follows (the wave sign above the symbol
denotes a dimensional quantity or a vector): ̃︀V – velocity, ̃︀Ω = rot̃︀V is vorticity,
̃︀𝑝 is pressure, ̃︀𝜌 = const is density, ̃︀Π is the potential of mass forces, ̃︀𝜇 is the
coefficient of dynamic viscosity. The fluid motion is described by the Navier–Stokes
equations [1, 44] as

𝜕

𝜕𝑡
̃︀V +

(︀ ̃︀V · ∇
)︀ ̃︀V =

̃︀𝜇
̃︀𝜌∆

̃︀V −∇
(︁ ̃︀𝑝
̃︀𝜌 + ̃︀Π

)︁
, (1)

div ̃︀V = 0. (2)

Since ̃︀𝜌 = const, it is the sum
(︀
̃︀𝑝/̃︀𝜌 + ̃︀Π

)︀
rather than the pressure ̃︀𝑝 and the

potential ̃︀Π taken separately that is of interest in the exact solution. This explains
the convenience of using the following dimensionless variables: 𝑥 = ̃︀𝑥/̃︀𝐿, 𝑦 = ̃︀𝑦/̃︀𝐿,
𝑡 = ̃︀𝑡̃︀𝑈/̃︀𝐿, V = ̃︀V/̃︀𝑈 , Ω = ̃︀Ω̃︀𝐿/̃︀𝑈 , Re = ̃︀𝜌̃︀𝑈 ̃︀𝐿/̃︀𝜇, 𝑝 =

(︀
̃︀𝑝/̃︀𝜌 + ̃︀Π

)︀
/̃︀𝑈2, where ̃︀𝐿

and ̃︀𝑈 are the characteristic length and velocity values in the flow under study.

2. Plane flows

We denote the velocity components in a rectangular Cartesian coordinate
system 𝑂𝑥𝑦 by 𝑢, 𝑣, i.e. V = (𝑢, 𝑣). Then, equations (1), (2) are written as

𝑢
𝜕

𝜕𝑥
𝑢+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
𝑢 = − 𝜕

𝜕𝑥
𝑝+

{︁ 1

Re
∆𝑢− 𝜕

𝜕𝑡
𝑢
}︁
, (3)
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𝑢
𝜕

𝜕𝑥
𝑣 + 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 = − 𝜕

𝜕𝑦
𝑝+

{︁ 1

Re
∆𝑣 − 𝜕

𝜕𝑡
𝑣
}︁
, (4)

𝜕

𝜕𝑥
𝑢+

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 = 0. (5)

We describe the method of obtaining a family of exact solutions to the system
(3)–(5). Consider the Beltrami elliptic differential equation [41] with respect to
the function 𝜓 = 𝜓 (𝑥, 𝑦):

∆𝜓 = 𝜆𝜓 (6)

where 𝜆 is an arbitrary constant, ∆ = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2
.

For any solution 𝜓 = 𝜓 (𝑥, 𝑦) of equation (6), we assume that

𝑢 =
(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁
exp

𝑡𝜆

Re
, 𝑣 = −

(︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
)︁
exp

𝑡𝜆

Re
. (7)

This representation of the velocity components ensures that the expressions be-
tween the curly brackets in the right-hand parts of (3) and (4) are equal to zero.
Indeed, according to (6), we have

{︁ 1

Re
∆𝑢− 𝜕

𝜕𝑡
𝑢
}︁
=

1

Re
∆
[︁(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁
exp

𝑡𝜆

Re

]︁
− 𝜕

𝜕𝑡

[︁(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁
exp

𝑡𝜆

Re

]︁
=

=
1

Re
exp

𝑡𝜆

Re

𝜕

𝜕𝑦
(∆𝜓 − 𝜆𝜓) =

1

Re
exp

𝑡𝜆

Re

𝜕

𝜕𝑦
0 = 0.

Similarly,
{︀

1
Re
∆𝑣 − 𝜕

𝜕𝑡𝑣
}︀
= 0. Next, we substitute the expressions from (7) into

the left-hand part of (3) and transform it in view of (6) as follows:

𝑢
𝜕

𝜕𝑥
𝑢+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
𝑢 =

[︁ 𝜕
𝜕𝑦
𝜓

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝜓 − 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
𝜕2

𝜕𝑦2
𝜓
]︁
exp

2𝑡𝜆

Re
=

=
[︁1
2

𝜕

𝜕𝑥

(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁2

− 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
(︁
− 𝜕2

𝜕𝑥2
𝜓 +

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜓 +

𝜕2

𝜕𝑦2
𝜓
)︁]︁

exp
2𝑡𝜆

Re
=

=
[︁1
2

𝜕

𝜕𝑥

(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁2

+
𝜕

𝜕𝑥
𝜓
𝜕2

𝜕𝑥2
𝜓 − 𝜆𝜓

𝜕

𝜕𝑥
𝜓
]︁
exp

2𝑡𝜆

Re
=

=
1

2

𝜕

𝜕𝑥

[︁(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁2

+
(︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
)︁2

− 𝜆𝜓2
]︁
exp

2𝑡𝜆

Re
. (8)

Similarly, for the left-hand part of (4) we obtain

𝑢
𝜕

𝜕𝑥
𝑣 + 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 =

1

2

𝜕

𝜕𝑦

[︁(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁2

+
(︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
)︁2

− 𝜆𝜓2
]︁
exp

2𝑡𝜆

Re
. (9)

Assume that

𝑝 = 𝑝0 +
1

2

{︁
𝜆𝜓2 −

(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁2

−
(︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
)︁2}︁

exp
2𝑡𝜆

Re
, (10)
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where 𝑝0 is an arbitrary constant. Then it follows from (8) and (9) that 𝑢, 𝑣 and
𝑝 satisfy equations (3) and (4). The continuity equation (5) will also be fulfilled,
this following directly from (7).

Thus, any solution of any (6) type equation gives birth to the exact solu-
tion (7), (10) of the Navier–Stokes equations. Note that 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦) is the stream
function of such solutions and that the equations 𝜓(𝑥, 𝑦) = const define the
streamlines. Also note that the solutions of equation (6) for the case 𝜆 = 0 corre-
spond to stationary vortex-free motion, which was studied in detail in the complex
variable function theory [45]; therefore, flows for 𝜆 ̸= 0 are presented in what fol-
lows.

The solutions of equations of the form (6) for 𝜆 ̸= 0 can be exemplified by the
following functions 𝜓 = 𝜓 (𝑥, 𝑦):

𝑥 cos𝛽𝑦, 𝐴 cos𝛼𝑥+𝐵 cos𝛼𝑦, cos𝛼𝑥 sin𝛽𝑦, cos𝛼𝑥 exp𝛽𝑦,

cosh𝛼𝑥 cosh𝛽𝑦, 𝐴 cosh𝛼𝑥+𝐵 cosh𝛼𝑦, sinh𝛼𝑥 cosh𝛽𝑦,

where 𝐴, 𝐵, 𝛼, 𝛽 are arbitrary constants.
This list can be easily continued. Various solutions are obtained, particularly,

by the variable separation method. All these solutions of equation (6) offer exact
solutions to the Navier–Stokes equations by formulas (7) and (10). The obtained
solutions will be nonstationary, but with fixed streamlines. These streamlines
coincide with the streamlines of another flow, namely the stationary flow of an
ideal incompressible fluid. Indeed, if the non-stationary multiplier exp(𝑡𝜆/Re) is
discarded, the velocity components 𝑢 =

(︀
𝜕
𝜕𝑦𝜓

)︀
, 𝑣 = −

(︀
𝜕
𝜕𝑥𝜓

)︀
and the pressure

𝑝 = 𝑝0 +
1

2

{︁
𝜆𝜓2 −

(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁2

−
(︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
)︁2}︁

will satisfy the stationary Euler equations [1, 44] for incompressible fluids

𝑢
𝜕

𝜕𝑥
𝑢+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
𝑢 = − 𝜕

𝜕𝑥
𝑝, 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
𝑣 + 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 = − 𝜕

𝜕𝑦
𝑝,

𝜕

𝜕𝑥
𝑢+

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 = 0.

Such (vortex) solutions for the stationary flows of an ideal fluid are a partial case
of the solutions obtained in [46]. In that paper, instead of equation (6), for finding
the stream function, an equation of a more general form was used, ∆𝜓 = 𝑓 (𝜓),
where 𝑓 is an arbitrary function.

3. Exact solution examples
Example 1. Consider the function 𝜓 = cos𝑥 sin 𝑦. It satisfies equation (6)

when 𝜆 = −2. The corresponding exact solution of the Navier–Stokes equations
is as follows:

V = (i cos𝑥 cos 𝑦 + j sin𝑥 sin 𝑦) · exp
(︁
− 2𝑡

Re

)︁
,

𝑝 = 𝑝0 −
1

2

(︀
cos𝑥2 + sin 𝑦2

)︀
· exp

(︁
− 4𝑡

Re

)︁
,

where i and j are the directional vectors of the coordinate axes. The fluid velocity
field and the streamlines in the square [0;𝜋] × [0;𝜋] are shown in Fig. 1. In this
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and all the other figures, the 𝑂𝑥 axis is positioned horizontally and the 𝑂𝑦 axis
is directed vertically. The velocity field V is shown in the left part of Fig. 1, the
length of the arrows being proportional to |V|.

Example 2. If we take a stream function with smaller periods along 𝑥 and 𝑦,
we will have a flow with a cellular structure. The smaller the stream function
periods, the finer the cells. The streamlines for the case 𝜓 = cos 4𝑥 sin 4𝑦 are
shown in Fig. 2.

Example 3. Consider the function 𝜓 = 𝐴 sin
√
8𝑦 + cos 2𝑥 sin 2𝑦. It satisfies

equation (6) when 𝜆 = −8 for any value of the constant 𝐴. The corresponding
exact solution of the Navier–Stokes equations is as follows:

V =
(︁
i
(︀
𝐴
√
8 cos

√
8𝑦 + 2 cos 2𝑥 cos 2𝑦

)︀
+ j 2 sin 2𝑥 sin 2𝑦

)︁
· exp

(︁
− 8𝑡

Re

)︁
, (11)

𝑝 = 𝑝0 −
1

2

{︁
8(𝐴 sin

√
8𝑦 + cos 2𝑥 sin 2𝑦)2+

Figure 1. The velocity őeld and the őxed streamlines of a decaying ŕow

Figure 2. Cellular structure

324



Exact solutions to generalized plane Beltrami–Trkal and Ballabh flows

+(𝐴
√
8 cos

√
8𝑦 + 2 cos 2𝑥 cos 2𝑦)2 + (2 cos 2𝑥 cos 2𝑦)2

}︁
· exp

(︁
−16𝑡

Re

)︁
.

The velocity field of this flow results from the addition of the flow fields corre-
sponding to the stream functions 𝜓1 = 𝐴 sin

√
8𝑦 and 𝜓2 = cos 2𝑥 sin 2𝑦, each of

which satisfies equation (6) when 𝜆 = −8. The function 𝜓1 defines the horizontal
(𝑣 = 0) flow; the function 𝜓2 defines the flow with square cells (𝐴 = 0 in Fig. 3).
The larger the constant 𝐴, the greater the contribution of the horizontal flow.
The streamlines of the total flow (11) for four values of 𝐴 (𝐴 = 0; 0.5; 1/

√
2; 1)

are shown in Fig. 3.
For three values 𝐴 = 0.5; 1/

√
2; 1 in Fig. 3, fluid streams with recirculation

zones in between are clearly visible. As the contribution of the horizontal flow
increases (i.e. with increasing 𝐴), the recirculation zones change their shape, with
some zones expanding and the other ones shrinking.

Note that all the discussed solutions of the form (7) are valid at any Reynolds

Figure 3. The streamlines of the total ŕow for four values of the constant A
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number, and this makes them advantageous over many previously known exact
solutions [11, 19, 25].

4. Summation of the solutions

By virtue of the linearity of equation (6), the velocity fields corresponding to
identical 𝜆 can be added up to yield a velocity field of another exact solution
of the Navier–Stokes equations. And although the pressure field in the obtained
“new” flow is not equal to the sum of the “initial” pressure fields, the fact of the
possibility of summing the velocities is somewhat unexpected since the nonlinear
terms of the Navier–Stokes equations are nonzero in all the flows under study.

The summation of the velocity fields was demonstrated in the previous section
(example 3), the streamline patterns were shown for different linear combinations
of the stream functions, each satisfying equation (6) when 𝜆 = −8.

If an exact solution is obtained by the here-proposed method, then there is a
flow with the same number 𝜆 for shear, rotation, and axial symmetry. This is a
“source” for obtaining various flow patterns.

Note that the above-mentioned property of the superposition of two flows of a
viscous incompressible fluid, which leads to the formation of a new velocity field,
was discussed by Ballabh in [47–49]. The condition enabling the superposition of
the here-obtained flows is determined by the linearity of equation (6) and the heat
conduction type equations

𝜕

𝜕𝑡
𝑢 =

1

Re
∆𝑢, and

𝜕

𝜕𝑡
𝑣 =

1

Re
∆𝑣.

The solution of these equations is given by (7). The presented condition for obtain-
ing solutions by the superposition method differs from the constraints reported
in [47–49].

Conclusion

Plane and nonstationary flows of a viscous incompressible fluid in potential
fields of external forces have been considered. These flows are described by the
Navier–Stokes equations. A method for constructing boundary value problems
with a known exact solution has been proposed and exemplified. The exact solu-
tion (7) is special in that the streamlines of the nonstationary flow coincide with
the trajectories of the fluid particles and that they also coincide with the stream-
lines of another flow – the stationary flow of an ideal incompressible fluid. In the
solutions proposed in the paper the sum of the nonstationary and viscous terms
in the Navier–Stokes vector equation is zero; consequently, the rotor of this sum
is zero. In this sense, the solution family (7) extends the Beltrami–Trkal flows to
the nonlinear Navier–Stokes equations since in the Beltrami–Trkal flows the rotor
of the above-mentioned sum is also zero; this has enabled us to simplify the study
of these flows.

The solution class (7) gives a new example of the Ballabh flow, for which the
addition of the velocity fields is possible.

The obtained method of integrating the nonstationary Navier–Stokes equa-
tions can be applied in computational fluid dynamics to verifying numerical algo-
rithms and computer programs.
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Аннотация

Рассмотрена система с повторными вызовами (RQ-система), на вход
которой поступает простейший поток с заданной интенсивностью. Если
в момент обращения заявки прибор занят, то происходит вытеснение за-
явки, стоящей на приборе. Заявка, не успевшая успешно обслужиться,
переходит на орбиту, чтобы после случайной экспоненциальной задерж-
ки вновь обратиться к прибору для обслуживания. Дообслуживание за-
явки подразумевает, что в момент обращения с орбиты к прибору заявка
встает на ту фазу обслуживания, с которой была прервана. Показано,
что асимптотическая характеристическая функция числа заявок на ор-
бите и состояний прибора сходится к трехмерному гауссовскому распре-
делению. Для данного распределения получен вектор средних значений
и матрица ковариаций. Найдено стационарное распределение вероятно-
стей состояний прибора.

Ключевые слова: система с повторными вызовами, вытеснение за-
явок, трехфазное обслуживание, дообслуживание заявок, гауссовская
аппроксимация, асимптотический анализ.
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Введение. В последние годы активно развивается изучение систем мас-
сового обслуживания с повторами (RQ-системы). Это связано с их широким
применением в различных областях: в системах телефонной коммутации, те-
лекоммуникационных и компьютерных сетях. Ярким примером является те-
лефонная связь. Телефонный абонент, требующий соединения и получивший
сигнал «занято», будет повторять попытки до тех пор, пока не получит со-
единения.

Системы с повторами характеризуются тем, что заявки, прибывшие в си-
стему и по каким-то причинам не получившие полного обслуживания, уходят
в зону ожидания, называемую орбитой, и через некоторое случайное время
повторяют попытку обслужиться. С целью изучения литературы по повтор-
ным очередям можно обратиться, например, к работам [1ҫ3].

В [4] изучена система с повторными попытками, при которых прибор мо-
жет предоставить дополнительную вторую фазу обслуживания. Эта модель
обобщает как классическую систему с повторами, так и очередь с класси-
ческой линией ожидания. K. Deka [5] изучил ненадежный сервер с двумя
фазами обслуживания и повторными попытками. J.C. Ke и G. Choudhury [6]
рассматривали систему с повторами, двумя фазами обслуживания, поломкой
и ремонтом прибора. Также RQ-системы, в которых обслуживание осуществ-
лялось в несколько фаз, изучены в работах [7, 8].

Для того чтобы предложить различное качество обслуживания для раз-
личных клиентов, мы часто устанавливаем приоритеты (то есть каким-то об-
разом вытесняем клиентов) в системе массового обслуживания. Это явление
распространено на практике. В работе [9] рассматривается система с повтор-
ной очередью, в которой приоритетом обладают только первичные заявки, то
есть вытеснять в момент прихода они могут только вторичные заявки, кото-
рые обращались к прибору с орбиты. Были найдены стационарное состояние
и основные показатели работоспособности системы. В [10] также рассмат-
ривают приоритетную систему, но приоритетом обладают вторичные заявки;
в системе присутствует выталкивающий механизм для приоритетных заявок.
Работы [11ҫ16] также посвящены приоритетным системам.

В указанных исследованиях не учитывается тот факт, что после прерыва-
ния обслуживания не запоминается момент, с которого было прервано обслу-
живание, и оно начинается заново. В работе [17] показано, что при некоторых
даже сколь угодно малых значениях интенсивности входящего потока стаци-
онарного режима не существует, в то время как при других параметрах этой
же RQ-системы стационарный режим существует всегда при конечных значе-
ниях интенсивности входящего потока. В данной работе рассмотрим систему
с повторами, где запоминается фаза, на которой прервали обслуживание,
и дообслуживание начинается именно с нее.

1. Математическая модель и постановка задачи. Рассмотрим си-
стему массового обслуживания с повторами (рис. 1). На вход поступает про-
стейший поток заявок с интенсивностью 𝜆. Пришедшая заявка начинает об-
служиваться на первой фазе обслуживания прибора. Время обслуживания
распределено экспоненциально с параметрами 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 для каждой из фаз
соответственно. После успешного окончания обслуживания на первой фазе
заявка мгновенно переходит для обслуживания на вторую, после второй —
на третью и затем покидает систему. Если в момент прихода заявка обнару-
живает прибор занятым, то она вытесняет заявку, стоящую на обслуживании,
и занимает его. Вытесненная заявка переходит на орбиту, разделенную на три
зоны. В первую зону переходят заявки с первой фазы обслуживания и воз-
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Рис. 1. Система с повторными вызова-
ми, вытеснением заявок и трехфазным

пофазовым дообслуживанием

[Figure 1. Retrial queueing system with
exclusion of customers and three-phase

phased by follow-up]

вращаются на дообслуживание на первую фазу, со второй зоны переходят
заявки со второй фазы обслуживания и возвращаются на дообслуживание
на вторую фазу, с третьей зоны — на третью. После экспоненциально рас-
пределенного времени задержки заявок на орбите с параметрами 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3
для соответствующих зон заявки вновь встают на прибор для обслуживания.
При обращении из орбиты происходит аналогичное вытеснение по тому же
закону, что и для вновь прибывших в систему заявок.

Обозначим состояния прибора в момент времени 𝑡 следующим образом:

𝑘(𝑡) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

0, если прибор пуст,
1, если прибор занят обслуживанием заявки на первой фазе,
2, если прибор занят обслуживанием заявки на второй фазе,
3, если прибор занят обслуживанием заявки на третьей фазе.

Пусть 𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) = 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖1(𝑡) = 𝑖1, 𝑖2(𝑡) = 𝑖2, 𝑖3(𝑡) = 𝑖3}, 𝑖𝑚 > 0,
𝑚 = 1, 3, 𝑘 = 0, 3— стационарное распределение вероятностей чисел заявок
на орбите, где 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡), 𝑖3(𝑡)— число заявок на орбите в первой, второй
и третьей зонах соответственно; 𝑅𝑘 = 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘}— стационарное распреде-
ление вероятностей состояний прибора.

Ставится задача исследования системы с повторами, вытеснением заявок
и пофазовым трехфазным дообслуживанием, а именно задача нахождения
стационарного распределения вероятностей состояний прибора и нахождения
асимптотической характеристической функции числа заявок на орбите.

2. Система уравнений Колмогорова. Для распределения вероятно-
стей 𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3), 𝑘 = 0, 3, чисел заявок на орбите составим однородную си-
стему с бесконечным числом линейных алгебраических уравнений Колмого-
рова:

−(𝜆+ 𝑖1𝜎1 + 𝑖2𝜎2 + 𝑖3𝜎3)𝑃0(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜇3𝑃3(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) = 0,

−(𝜆+ 𝜇1 + 𝑖2𝜎2 + 𝑖3𝜎3)𝑃1(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜆𝑃0(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜆𝑃1(𝑖1 − 1, 𝑖2, 𝑖3)+
+𝜆𝑃2(𝑖1, 𝑖2 − 1, 𝑖3) + 𝜆𝑃3(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 − 1) + (𝑖1 + 1)𝜎1𝑃0(𝑖1 + 1, 𝑖2, 𝑖3)+
+(𝑖1 + 1)𝜎1𝑃2(𝑖1 + 1, 𝑖2 − 1, 𝑖3) + (𝑖1 + 1)𝜎1𝑃3(𝑖1 + 1, 𝑖2, 𝑖3 − 1) = 0,

−(𝜆+ 𝜇2 + 𝑖1𝜎1 + 𝑖3𝜎3)𝑃2(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜇1𝑃1(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3)+
+(𝑖2 + 1)𝜎2𝑃0(𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑖3) + (𝑖2 + 1)𝜎2𝑃1(𝑖1 − 1, 𝑖2 + 1, 𝑖3)+

+(𝑖2 + 1)𝜎2𝑃3(𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑖3 − 1) = 0,

−(𝜆+ 𝜇3 + 𝑖1𝜎1 + 𝑖2𝜎2)𝑃3(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜇2𝑃2(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3)+
+(𝑖3 + 1)𝜎3𝑃0(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 + 1) + (𝑖3 + 1)𝜎3𝑃1(𝑖1 − 1, 𝑖2, 𝑖3 + 1)+

+(𝑖3 + 1)𝜎3𝑃2(𝑖1, 𝑖2 − 1, 𝑖3 + 1) = 0.

(1)

Домножим правую и левую части системы (1) на величину 𝑒𝑗𝑢1𝑖1+𝑗𝑢2𝑖2+𝑗𝑢3𝑖3

и просуммируем по всем 𝑖𝑚,𝑚 = 1, 3, где 𝑗 =
√
−1 ҫ мнимая единица.
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Введем функции следующего вида:

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) =
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁

𝑖2=0

∞∑︁

𝑖3=0

𝑒𝑗𝑢1𝑖1+𝑗𝑢2𝑖2+𝑗𝑢3𝑖3𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3), 𝑘 = 0, 3. (2)

Данная функция является частичной характеристической функцией.
Учитывая, что

𝜕𝐻𝑘

𝜕𝑢𝑚
=
𝜕𝐻𝑘(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)

𝜕𝑢𝑚
=

∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁

𝑖2=0

∞∑︁

𝑖3=0

𝑗𝑖𝑚𝑒
𝑗𝑢1𝑖1+𝑗𝑢2𝑖2+𝑗𝑢3𝑖3𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3),

𝑘 = 0, 3,𝑚 = 1, 3, из системы (1) следует, что для функций вида (2) уравнения
Колмогорова имеют вид

𝑗𝜎1
𝜕𝐻0

𝜕𝑢1
+ 𝑗𝜎2

𝜕𝐻0

𝜕𝑢2
+ 𝑗𝜎3

𝜕𝐻0

𝜕𝑢3
+ 𝜇3𝐻3 − 𝜆𝐻0 = 0,

−𝜆𝐻1 − 𝜇1𝐻1 + 𝜆𝐻0 + 𝜆𝑒𝑗𝑢1𝐻1 + 𝜆𝑒𝑗𝑢2𝐻2 + 𝜆𝑒𝑗𝑢3𝐻3 + 𝑗𝜎3
𝜕𝐻1

𝜕𝑢3
−

−𝑗𝜎1𝑒−𝑗𝑢1
𝜕𝐻0

𝜕𝑢1
+ 𝑗𝜎2

𝜕𝐻1

𝜕𝑢2
− 𝑗𝜎1𝑒

−𝑗𝑢1+𝑗𝑢2
𝜕𝐻2

𝜕𝑢1
− 𝑗𝜎1𝑒

−𝑗𝑢1+𝑗𝑢3
𝜕𝐻3

𝜕𝑢1
= 0,

−𝜆𝐻2 − 𝜇2𝐻2 + 𝜇1𝐻1 + 𝑗𝜎1
𝜕𝐻2

𝜕𝑢1
− 𝑗𝜎2𝑒

−𝑗𝑢2
𝜕𝐻0

𝜕𝑢2
+ 𝑗𝜎3

𝜕𝐻2

𝜕𝑢3
−

−𝑗𝜎2𝑒−𝑗𝑢2+𝑗𝑢1
𝜕𝐻1

𝜕𝑢2
− 𝑗𝜎2𝑒

−𝑗𝑢2+𝑗𝑢3
𝜕𝐻3

𝜕𝑢2
= 0,

−𝜆𝐻3 − 𝜇3𝐻3 + 𝜇2𝐻2 + 𝑗𝜎1
𝜕𝐻3

𝜕𝑢1
− 𝑗𝜎3𝑒

−𝑗𝑢3
𝜕𝐻0

𝜕𝑢3
+ 𝑗𝜎2

𝜕𝐻3

𝜕𝑢2
−

−𝑗𝜎3𝑒−𝑗𝑢3+𝑗𝑢1
𝜕𝐻1

𝜕𝑢3
− 𝑗𝜎3𝑒

−𝑗𝑢3+𝑗𝑢2
𝜕𝐻2

𝜕𝑢3
= 0.

(3)

Так как прямое решение системы (3) не представляется возможным, вос-
пользуемся методом асимптотического анализа в предельном условии боль-
шой задержки заявок на орбите, полагая, что 𝜎𝑚 = 𝜎𝛾𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, 𝜎 → 0.

3. Асимптотический анализ. Асимптотический анализ проводится в
два этапа. На первом этапе находятся стационарное распределение вероят-
ностей состояний прибора и асимптотические средние значения числа заявок
в зонах на орбите. На втором этапе находится вид предельной характеристи-
ческой функции, а также параметры полученного распределения вероятно-
стей числа заявок на орбите.

3.1. Асимптотика первого порядка. Введем следующие обозначения: 𝑥1,
𝑥2, 𝑥3 — асимптотические средние значения числа заявок на орбите в первой,
второй, третьей зонах орбиты соответственно.

Теорема 1. Пусть 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡), 𝑖3(𝑡)— число заявок в зонах орбиты систе-
мы массового обслуживания с повторами, вытеснением заявок и трехфаз-
ным пофазовым дообслуживанием. Тогда выполняется предельное равенство

lim
𝜎→0

𝑀 [exp{𝑗𝑢1𝜎𝑖1(𝑡) + 𝑗𝑢2𝜎𝑖2(𝑡) + 𝑗𝑢3𝜎𝑖3(𝑡)}] = exp{𝑗𝑢1𝑥1 + 𝑗𝑢2𝑥2 + 𝑗𝑢3𝑥3},
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где 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 имеют вид

𝑥1 =
𝜆𝑅1

𝛾1𝑅0
, 𝑥2 =

𝜆𝑅2

𝛾2𝑅0
, 𝑥3 =

𝜆𝑅3

𝛾3𝑅0
, (4)

а 𝑅𝑘, 𝑘 = 0, 3, определяются равенствами

𝑅1 =
𝜆

𝜇1
, 𝑅2 =

𝜆

𝜇2
, 𝑅3 =

𝜆

𝜇3
, 𝑅0 = 1− 𝜆

𝜇1
− 𝜆

𝜇2
− 𝜆

𝜇3
. (5)

До к а з ат е л ь ств о. В системе уравнений (3) выполним замены

𝜎𝑚 = 𝜎𝛾𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, 𝜎 = 𝜖, 𝑢𝑚 = 𝜖𝑤𝑚;

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝐹𝑘(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜖) = 𝐹𝑘(𝜖), 𝑘 = 0, 3.

Тогда получаем следующую систему:

𝑗𝛾1
𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾3

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤3
+ 𝜇3𝐹3(𝜖)− 𝜆𝐹0(𝜖) = 0,

𝜆𝐹0(𝜖) + (𝜆𝑒𝑗𝜖𝑤1 − 𝜆− 𝜇1)𝐹1(𝜖) + 𝜆𝑒𝑗𝜖𝑤2𝐹2(𝜖) + 𝜆𝑒𝑗𝜖𝑤3𝐹3(𝜖)−

−𝑗𝛾1𝑒−𝑗𝜖𝑤1
𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2

𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾3

𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤3
−

−𝑗𝛾1𝑒𝑗𝜖(𝑤2−𝑤1)𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤1
− 𝑗𝛾1𝑒

𝑗𝜖(𝑤3−𝑤1)𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤1
= 0,

𝜇1𝐹1(𝜖)− (𝜆+ 𝜇2)𝐹2(𝜖)− 𝑗𝛾2𝑒
−𝑗𝜖𝑤2

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤2
− 𝑗𝛾2𝑒

𝑗𝜖(𝑤1−𝑤2)𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤2
+

+𝑗𝛾1
𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾3

𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤3
− 𝑗𝛾2𝑒

𝑗𝜖(𝑤3−𝑤2)𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤2
= 0,

𝜇2𝐹2(𝜖)− (𝜆+ 𝜇3)𝐹3(𝜖)− 𝑗𝛾3𝑒
−𝑗𝜖𝑤3

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤3
− 𝑗𝛾3𝑒

𝑗𝜖(𝑤1−𝑤3)𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤3
+

+𝑗𝛾1
𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2

𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤2
− 𝑗𝛾3𝑒

𝑗𝜖(𝑤2−𝑤3)𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤3
= 0.

(6)

В системе (6) выполним предельный переход при 𝜖→ 0 и обозначим

lim
𝜖→0

𝐹𝑘(𝜖) = 𝐹𝑘(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = 𝐹𝑘. (7)

Функции 𝐹𝑘 будем искать в виде 𝐹𝑘 = 𝑅𝑘Φ(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = 𝑅𝑘Φ. После всех
замен и предельного перехода из системы (6) получаем

(−𝜆𝑅0 + 𝜇3𝑅3)Φ + 𝑗𝑅0

(︁
𝛾1
𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝛾2

𝜕Φ

𝜕𝑤2
+ 𝛾3

𝜕Φ

𝜕𝑤3

)︁
= 0,

(︀
𝜆(1−𝑅1)− 𝜇1𝑅1

)︀
Φ− 𝑗𝛾1(1−𝑅1)

𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2𝑅1

𝜕Φ

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾3𝑅1

𝜕Φ

𝜕𝑤3
= 0,

(︀
(−𝜆+ 𝜇2)𝑅2 + 𝜇1𝑅1

)︀
Φ− 𝑗𝛾2(1−𝑅2)

𝜕Φ

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾1𝑅2

𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾3𝑅2

𝜕Φ

𝜕𝑤3
= 0,

(︀
(−𝜆+ 𝜇3)𝑅3 + 𝜇2𝑅2

)︀
Φ− 𝑗𝛾3(1−𝑅3)

𝜕Φ

𝜕𝑤3
+ 𝑗𝛾1𝑅3

𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2𝑅3

𝜕Φ

𝜕𝑤2
= 0.
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Левые и правые части уравнений полученной системы разделим на Φ и эту
функцию будем искать в виде

Φ = exp(𝑗𝑤1𝑥1 + 𝑗𝑤2𝑥2 + 𝑗𝑤3𝑥3). (8)

Тогда получаем систему уравнений

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅0 + 𝜇3𝑅3 = 0,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑅0 − (𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅1 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)(𝑅2 +𝑅3) = 0,

𝛾2𝑥2𝑅0 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑅1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 + 𝛾2𝑥2𝑅3 = 0,
𝛾3𝑥3𝑅0 + 𝛾3𝑥3𝑅1 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑅3 = 0.

(9)

Просуммируем уравнения системы (6), выполним предельный переход при
𝜖→ 0 и, учитывая (7), (9), получим

(︀
−𝛾1𝑥1𝑅0 + (𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅1 − 𝛾1𝑥1(𝑅2 +𝑅3)

)︀
𝑤1+

+
(︀
−𝛾2𝑥2𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 − 𝛾2𝑥2(𝑅1 +𝑅3)

)︀
𝑤2+

+
(︀
−𝛾3𝑥3𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑅3 − 𝛾3𝑥3(𝑅1 +𝑅2)

)︀
𝑤3 = 0.

Приравнивая коэффициенты при 𝑤𝑚,𝑚 = 1, 3, к нулю, получим систему

−𝛾1𝑥1𝑅0 + (𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅1 − 𝛾1𝑥1(𝑅2 +𝑅3) = 0,
−𝛾2𝑥2𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 − 𝛾2𝑥2(𝑅1 +𝑅3) = 0,
−𝛾3𝑥3𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑅3 − 𝛾3𝑥3(𝑅1 +𝑅2) = 0,

объединяя которую с системой (9) и используя условие нормировки
3∑︀

𝑘=0

𝑅𝑘 = 1,

получаем формулы (4) и (5). �

Таким образом, при малых значениях 𝜎 среднее число заявок на орбите
приближенно равно (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)/𝜎.

3.2. Асимптотика второго порядка. Построим гауссовскую аппроксима-
цию числа заявок на орбите.

Пусть

K =

[︃
𝐾11 𝐾12 𝐾13
𝐾21 𝐾22 𝐾23
𝐾31 𝐾32 𝐾33

]︃

— матрица ковариаций.
С учетом того, что 𝐾12 = 𝐾21, 𝐾13 = 𝐾31, 𝐾23 = 𝐾32, запишем вектор k:

k = [ 𝐾11 𝐾12 𝐾13 𝐾22 𝐾23 𝐾33 ] .

Теорема 2. Пусть 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡), 𝑖3(𝑡)— число заявок в зонах орбиты систе-
мы массового обслуживания с повторами, вытеснением заявок и трехфаз-
ным пофазовым дообслуживанием. Тогда выполняется предельное равенство

lim
𝜎→0

𝑀

[︂
exp

{︂ 3∑︁

𝜈=1

𝑗𝑢𝜈
√
𝜎
{︁
𝑖𝜈(𝑡)−

𝑥𝜈
𝜎

}︁}︂]︂
= exp

{︂
1

2

3∑︁

𝜈=1

3∑︁

𝜅=1

𝑗𝑢𝜅𝑗𝑢𝜈𝐾𝜅𝜈

}︂
,
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где 𝑥𝜈 , 𝜈 = 1, 3, имеют вид (4), а элементы матрицы ковариаций 𝐾𝜅𝜈 , 𝜈 =
= 1, 3, 𝜅 = 1, 3, находятся из матричного уравнения

kA = C,

в котором элементы матрицы 𝐴𝜅𝜈 , 𝜈 = 1, 6, 𝜅 = 1, 6, имеют вид

𝐴11 = −𝛾1(𝑅0𝑧0 +𝑅2𝑧2 +𝑅3𝑧3) + 𝛾1(1−𝑅1)(1 + 𝑧1),
𝐴21 = 𝛾2𝑅1 + 𝛾2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅3𝑧3),
𝐴31 = 𝛾3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅2𝑧2)− 𝛾3𝑅1,
𝐴22 = 𝛾1𝑅2 + 𝛾1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑎0 +𝑅2𝑎2 +𝑅3𝑎3),
𝐴42 = −𝛾2(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅3𝑎3) + 𝛾2(1−𝑅2)(1 + 𝑎2),
𝐴52 = 𝛾3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅2𝑎2)− 𝛾3𝑅2,
𝐴33 = 𝛾1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑠0 +𝑅2𝑠2 +𝑅3𝑠3)− 𝛾1𝑅3,
𝐴53 = 𝛾2𝑅3 + 𝛾2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅3𝑠3),
𝐴63 = −𝛾3(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅2𝑠2) + 𝛾3(1−𝑅3)(1 + 𝑠3),
𝐴14 = 𝛾1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑎0 +𝑅2𝑎2 +𝑅3𝑎3)− 𝛾1𝑅2,
𝐴24 = −𝛾1(𝑅0𝑧0 +𝑅2𝑧2 +𝑅3𝑧3) + 𝛾1(1−𝑅1)(1 + 𝑧1)−

−𝛾2(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅3𝑎3) + 𝛾2(1−𝑅2)(1 + 𝑎2),
𝐴34 = 𝛾3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅2𝑎2)− 𝛾3𝑅2,
𝐴44 = 𝛾2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅3𝑧3)− 𝛾2𝑅1,
𝐴54 = 𝛾3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅2𝑧2)− 𝛾3𝑅1,
𝐴15 = 𝛾1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑠0 +𝑅2𝑠2 +𝑅3𝑠3)− 𝛾1𝑅3,
𝐴25 = 𝛾2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅3𝑠3)− 𝛾2𝑅3,
𝐴35 = −𝛾1(𝑅0𝑧0 +𝑅2𝑧2 +𝑅3𝑧3) + 𝛾1(1−𝑅1)(1 + 𝑧1)−

−𝛾3(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅2𝑠2) + 𝛾3(1−𝑅3)(1 + 𝑠3),
𝐴55 = 𝛾2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅3𝑧3)− 𝛾2𝑅1,
𝐴65 = 𝛾3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅2𝑧2)− 𝛾3𝑅1,
𝐴26 = 𝛾1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑠0 +𝑅2𝑠2 +𝑅3𝑠3)− 𝛾1𝑅3,
𝐴36 = 𝛾1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑎0 +𝑅2𝑎2 +𝑅3𝑎3)− 𝛾1𝑅2,
𝐴46 = 𝛾2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅3𝑠3)− 𝛾2𝑅3,
𝐴56 = −𝛾2(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅3𝑎3) + 𝛾2(1−𝑅2)(1 + 𝑎2)−

−𝛾3(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅2𝑠2) + 𝛾3(1−𝑅3)(1 + 𝑠3),
𝐴66 = 𝛾3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅2𝑎2)− 𝛾3𝑅2,

𝐴13 = 0, 𝐴12 = 0, 𝐴23 = 0, 𝐴43 = 0, 𝐴41 = 0, 𝐴51 = 0,
𝐴61 = 0, 𝐴32 = 0, 𝐴62 = 0, 𝐴64 = 0, 𝐴45 = 0, 𝐴16 = 0,

а элементы вектора C имеют следующий вид:

𝐶1 =
𝛾1𝑥1
2

(1−𝑅1) + (𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)
𝑅1

2
−

−𝜆𝑅1𝑧1 + 𝛾1𝑥1𝑧1(1−𝑅1)− 𝛾2𝑥2𝑧2𝑅1 − 𝛾3𝑥3𝑧3𝑅1,

𝐶2 =
𝛾2𝑥2
2

(1−𝑅2) + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)
𝑅2

2
−

−𝜆𝑅2𝑎1 + 𝛾2𝑥2𝑎2(1−𝑅2)− 𝛾1𝑥1𝑎1𝑅2 − 𝛾3𝑥3𝑎3𝑅2,

𝐶3 =
𝛾3𝑥3
2

(1−𝑅3) + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)
𝑅3

2
−

−𝜆𝑅3𝑠1 + 𝛾3𝑥3𝑠3(1−𝑅3)− 𝛾1𝑥1𝑠1𝑅3 − 𝛾2𝑥2𝑠2𝑅3,

𝐶4 = −𝛾1𝑥1𝑅2 − 𝛾2𝑥2𝑅1 − 𝜆𝑅1𝑎1 + 𝛾1𝑥1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾2𝑥2𝑅1𝑎2−
−𝛾3𝑥3𝑅1𝑎3 − 𝜆𝑅2𝑧1 − 𝛾1𝑥1𝑅2𝑧1 + 𝛾2𝑥2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾3𝑥3𝑅2𝑧3,
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𝐶5 = −𝛾1𝑥1𝑅3 − 𝛾3𝑥3𝑅1 − 𝜆𝑅1𝑠1 + 𝛾1𝑥1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾2𝑥2𝑅1𝑠2−
−𝛾3𝑥3𝑅1𝑠3 − 𝜆𝑅3𝑧1 − 𝛾1𝑥1𝑅3𝑧1 + 𝛾3𝑥3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾2𝑥2𝑅3𝑧2,

𝐶6 = −𝛾2𝑥2𝑅3 − 𝛾3𝑥3𝑅2 − 𝜆𝑅2𝑠1 + 𝛾2𝑥2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾1𝑥1𝑅2𝑠1−
−𝛾3𝑥3𝑅2𝑠3 − 𝜆𝑅3𝑎1 − 𝛾1𝑥1𝑅3𝑎1 + 𝛾3𝑥3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾2𝑥2𝑅3𝑎2.

Величины 𝑧𝑘, 𝑎𝑘, 𝑠𝑘, 𝑘 = 0, 3, находятся из следующих систем уравнений:
ҫ система для нахождения значений 𝑧𝑘:

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑧0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑧1 + 𝛾2𝑥2𝑧2 + 𝛾3𝑥3𝑧3 = −𝛾1𝑥1,
−(𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑧1 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑧2 + 𝛾3𝑥3𝑧3 = 𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑧1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑧2 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑧3 = −𝛾1𝑥1,
𝜇3𝑧0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑧1 + 𝛾2𝑥2𝑧2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑧3 = −𝛾1𝑥1;

ҫ система для нахождения значений 𝑎𝑘:

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑎0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑎1 + 𝛾2𝑥2𝑎2 + 𝛾3𝑥3𝑎3 = −𝛾2𝑥2,
−(𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑎1 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑎2 + 𝛾3𝑥3𝑎3 = −𝛾2𝑥2,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑎1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑎2 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑎3 = 𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3,
𝜇3𝑎0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑎1 + 𝛾2𝑥2𝑎2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑎3 = −𝛾2𝑥2;
ҫ система для нахождения значений 𝑠𝑘:

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑠0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑠1 + 𝛾2𝑥2𝑠2 + 𝛾3𝑥3𝑠3 = −𝛾3𝑥3,
−(𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑠1 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑠2 + 𝛾3𝑥3𝑠3 = −𝛾3𝑥3,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑠1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑠2 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑠3 = −𝛾3𝑥3,
𝜇3𝑠0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑠1 + 𝛾2𝑥2𝑠2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑠3 = 𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2.

До к а з ат е л ь ств о этой теоремы проводится аналогично доказатель-
ству теоремы 11 из [18].

Таким образом, асимптотическая характеристическая функция числа за-
явок на орбите в исследуемой RQ-системе является гауссовской:

ℎ(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = exp

{︂ 3∑︁

𝜈=1

𝑗𝑢𝜈𝑥𝜈 −
1

2

3∑︁

𝜈=1

3∑︁

𝜅=1

𝑢𝜅𝑢𝜈𝐾𝜅𝜈

}︂
.

4. Численная реализация. Используя формулы, полученные выше для
нахождения параметров гауссовского распределения, построим аппроксима-
цию распределения вероятности суммарного числа заявок на орбите.

Пусть 𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎3. Из полученных параметров для трехмерного рас-
пределения вероятностей числа заявок на орбите перейдем к одномерному
нормальному распределению с параметрами

𝑎 =
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

𝜎
, 𝑑 =

𝐾11 +𝐾22 +𝐾33 + 2𝐾12 + 2𝐾13 + 2𝐾23

𝜎
.

Положим значения параметров системы следующими:

𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾3 = 2, 𝜎 = 0.01, 𝜇1 = 2, 𝜇2 = 3, 𝜇3 = 4, 𝜆 = 0.5.

Отсюда

𝑅0 = 0.458, 𝑅1 = 0.25, 𝑅2 = 0.167, 𝑅3 = 0.125;
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𝑥1 = 0.136, 𝑥2 = 0.091, 𝑥3 = 0.068;

𝐾11 = 0.167, 𝐾12 = 0.035, 𝐾13 = 0.027,

𝐾22 = 0.1, 𝐾23 = 0.017, 𝐾33 = 0.077.

Тогда 𝑎 = 29.5— математическое ожидание, 𝑑 = 50.2— дисперсия.
На рис. 2 представлена аппроксимация распределения вероятностей 𝑃 (𝑖)

числа заявок на орбите, полученная из гауссовского распределения с пара-
метрами 𝑎,

√
𝑑.

Рис. 2. Гауссовская аппроксимация рас-
пределения вероятностей P (i) числа за-

явок на орбите

[Figure 2. Gaussian approximation of the
probability distribution P (i) of the number

of customers in the orbit]

Заключение. В работе исследована RQ-система с вытеснением заявок
и трехфазным пофазовым дообслуживанием. Для нее получено стационарное
распределение вероятностей состояний прибора. Показано, что характеристи-
ческую функцию числа заявок на орбите можно аппроксимировать нормаль-
ным распределением. Найдены параметры этого распределения.

Вызывает интерес задача более общего плана, то есть система с повторами
и дообслуживанием с произвольным распределением времени обслуживания.
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Аннотация

Предложены математические модели стохастической динамики раз-
вития однофакторных производственных предприятий за счет внутрен-
них и внешних инвестиций. Сформулированы уравнения баланса для
таких предприятий, описывающие случайные процессы непрерывного
увеличения выпуска продукции и роста факторов производства. Иссле-
довано взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрессив-
ных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвести-
циями. Получены уравнения для определения равновесного состояния
работы предприятия и вычислены предельные значения факторов про-
изводства. Рассмотрены случаи стабильного поступательного развития
предприятия, приостановки его работы во время переоснащения произ-
водства и временного кризисного сворачивания производства при замене
оборудования.

Алгоритм численного решения стохастических дифференциальных
уравнений развития предприятий построен в соответствии с методом
ЭйлераҫМаруямы. Для каждой реализации этого алгоритма строятся
соответствующие стохастические траектории для случайной функции
фактора производства. Разработан вариант метода расчета математиче-
ского ожидания случайной функции фактора производства и получено
для него соответствующее дифференциальное уравнение. Показано, что
численное решение этого уравнения и среднее значение функции факто-
ра производства вычисленное по двумстам реализациям стохастических
траекторий, дают практически одинаковые результаты. Численный ана-
лиз разработанных моделей показал хорошее соответствие известным
статистическим данным работы производственного предприятия.
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Введение. Развитие математических методов расчета и моделирование
показателей стохастической динамики экономического развития производ-
ственных предприятий является одной из актуальных проблем современ-
ной экономической теории, успешное решение которой позволяет адекватно
выполнять экономический анализ деятельности предприятий, вычислять их
предельные производительности ресурсов, прогнозировать выпуск продук-
ции, прибыль и затраты, оценивать эффекты замещения производственных
факторов и т.д.

Применение методов теории случайных функций для построения матема-
тических моделей динамики экономических показателей предприятия позво-
ляет учесть стохастический характер формирования производственных фак-
торов и волатильность выпуска продукции. Кроме того, подобное стохасти-
ческое моделирование помогает учесть особенности нестабильной работы ре-
альных предприятий и существенно обогатить и уточнить имеющиеся анало-
гичные детерминистские модели.

Для построения недетерминированных моделей экономического развития
предприятий широко применяются стохастические дифференциальные урав-
нения, содержащие члены, представляющие собой стандартные винеровские
процессы, отражающие случайные внешние воздействия.

Очевидно, что построение уравнений балансов для процессов роста фак-
торов производства и выпуска продукции производственных предприятий,
учитывающих внешние случайные возмущающие факторы, будет приводить
к существенным отклонениям от аналогичных детерминированных моделей
развития предприятия [1ҫ7].

Основные положения теории стохастических дифференциальных уравне-
ний и методы их исследования подробно изложены в работах [8ҫ12].

Следует отметить, что на практике для исследования стохастических мо-
делей помимо их качественного анализа применяются численные методы ре-
шения стохастических дифференциальных уравнений, с помощью которых
можно рассчитывать реализации случайных процессов, устанавливать диф-
ференциальные уравнения для математических ожиданий рассматриваемых
величин и в некоторых случаях получать точные решения [13ҫ21].

Целью публикуемой работы является разработка новых экономико-мате-
матических моделей стохастической динамики развития производственных
предприятий за счет внутренних и внешних инвестиций.

Особенность этих моделей и их научная новизна заключаются в том, что
они учитывают взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрес-
сивных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвестици-
ями и позволяют найти предельные значения факторов производства.

Рассмотрены случаи стабильного поступательного развития предприятия,
приостановки его работы во время переоснащения производства и временного
кризисного сворачивания производства при замене оборудования.
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1. Математическая модель развития предприятия за счет внут-
ренних инвестиций. Рассмотрим некоторое производственное предприя-
тие, выпуск готовой продукции которого обеспечивается одним ресурсом в ви-
де некоторого объема фактора производства 𝑄. Этот объем может составлять
основной капитал, производственные фонды, привлекаемые трудовые ресур-
сы, используемые материалы, применяемые технологии, различного рода ин-
новации и т.д.

Выпуск продукции предприятия описывается однофакторной производ-
ственной функцией Кобба—Дугласа

𝑉 = 𝑃𝑄𝑎. (1)

Здесь показатель степени 𝑎 представляет собой эластичность выпуска про-
дукции, 0 < 𝑎 < 1; 𝑃 — стоимость продукции, произведенной на единичный
объем ресурса.

Величина объема фактора производства 𝑄 = 𝑄(𝑡) предполагается непре-
рывной и непрерывно дифференцируемой на числовой полуоси (0 6 𝑡 < ∞)
функцией непрерывного аргумента времени 𝑡. Единицей измерения времени
служит соответствующий обстоятельствам рыночный период (месяц, квар-
тал, год).

Начальное значение фактора производства 𝑄0 = 𝑄(0) считается извест-
ным, его предельное значение 𝑄∞ = lim

𝑡→∞
𝑄(𝑡) подлежит вычислению.

Для наблюдения за динамикой развития предприятия следует составить
уравнение баланса для объема фактора производства 𝑄 = 𝑄(𝑡).

Приращение объема фактора производства ∆𝑄 = 𝑄(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑄(𝑡) за
некоторый промежуток времени ∆𝑡 может быть представлено в виде суммы
трех слагаемых:

∆𝑄 = ∆𝑄𝐴 +∆𝑄𝐼 +∆𝑄𝑊 . (2)

Здесь ∆𝑄𝐴 — приращение амортизации фактора производства, ∆𝑄𝐼 — прира-
щение частичного восстановления фактора производства за счет внутренних
инвестиций, ∆𝑄𝑊 — случайные колебания приращения объема фактора про-
изводства, обусловленные определенной волатильностью процесса выпуска
продукции.

Приращение амортизации ∆𝑄𝐴 за промежуток времени ∆𝑡 можно пред-
ставить в виде

∆𝑄𝐴(𝑡) = −𝐴𝜃(𝑡)𝑄𝑢(𝑡) ·∆𝑡. (3)

Здесь 𝐴— коэффициент амортизации, доля выбывшего за единицу времени
объема фактора производства, 𝑢— показатель интенсивности амортизации.
При 𝑢 = 1 имеет место обычная пропорциональная амортизация, при 𝑢 > 1
амортизационные отчисления увеличиваются и становятся прогрессивными,
при 𝑢 < 1, наоборот, амортизационные отчисления снижаются и становятся
дигрессивными.

Приращение восстановления фактора производства ∆𝑄𝐼 за счет внутрен-
них инвестиций за промежуток времени ∆𝑡 определяется формулой

∆𝑄𝐼(𝑡) = 𝜃(𝑡) 𝐼(𝑡) ·∆𝑡. (4)
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Здесь 𝐼(𝑡)— внутренние инвестиции, сделанные в момент времени 𝑡. Они свя-
заны с объемом выпуска продукции 𝑉 (𝑡):

𝐼(𝑡) = 𝐵 𝑉 (𝑡), (5)

где 𝐵 — норма накопления внутренних инвестиций.
Подстановка (1) и (5) в формулу (4) окончательно дает

∆𝑄𝐼(𝑡) = 𝐵 𝑃 𝜃(𝑡)𝑄𝑎(𝑡) ·∆𝑡. (6)

Случайные изменения приращения объема фактора производства ∆𝑄𝑊 (𝑡),
обусловленные волатильностью процесса выпуска продукции, могут быть пред-
ставлены в виде стохастического стандартного винеровского процесса:

∆𝑄𝑊 (𝑡) = 𝜌 𝜃(𝑡)
(︀
𝑄(𝑡)−𝑄0

)︀ (︁
1− 𝑄(𝑡)

𝑄∞

)︁
·∆𝑤. (7)

Здесь 𝑤— стандартный винеровский процесс, ∆𝑤 = 𝜀(𝑡)
√
∆𝑡, 𝜌— волатиль-

ность фактора производства 𝑄(𝑡), при каждом 𝑡 функция 𝜀(𝑡) ∼ N (0, 1)—
случайная величина с нормальным законом распределения, нулевым средним
значением ⟨𝜀⟩ = 0 и единичной дисперсией

⟨︀
𝜀2
⟩︀
= 1.

Структура формулы (7) показывает, что в начале процесса развития пред-
приятия в окрестности точки 𝑄0 и в его финале в окрестности точки 𝑄∞
случайный процесс становится почти детерминированным.

Подстановка (3), (6) и (7) в формулу (2) приводит к соотношению баланса

∆𝑄(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴𝑄𝑢(𝑡) +𝐵 𝑃 𝑄𝑎(𝑡)

)︀
·∆𝑡+

+ 𝜌 𝜃(𝑡)
(︀
𝑄−𝑄0

)︀ (︁
1− 𝑄(𝑡)

𝑄∞

)︁
·∆𝑤. (8)

Предельный переход в уравнении (8) при ∆𝑡 → 0 и ∆𝑤 → 0 приводит к сто-
хастическому дифференциальному уравнению диффузии Ито [22]:

𝑑𝑄 = 𝜃(𝑡)𝑆(𝑄, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜃(𝑡)𝑍(𝑄, 𝑡) 𝑑𝑤. (9)

Здесь

𝑆(𝑄) = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 (10)

— коэффициент сноса уравнения (9),

𝑍(𝑄) = 𝜌 (𝑄−𝑄0)
(︁
1− 𝑄

𝑄∞

)︁
(11)

— коэффициент волатильности уравнения (9).
Начальное условие для уравнения (9) с коэффициентами (10) и (11) имеет

вид

𝑄(0) = 𝑄0. (12)
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Структура уравнения баланса (9) показывает, что предприятие будет ус-
пешно развиваться до тех пор, пока объем внутренних инвестиций 𝐼𝑄 =
= 𝐵 𝑃 𝑄𝑎 будет превосходить амортизационные отчисления 𝐴𝑄 = 𝐴𝑄𝑢. По-
скольку вблизи точки 𝑄∞ случайный процесс становится практически детер-
минированным, предельное значение 𝑄∞ объема производственного фактора
𝑄(𝑡) находится из уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 = 0 (13)

и равно

𝑄∞ =
(︁ 𝐴

𝐵 𝑃

)︁1/(𝑎−𝑢)
. (14)

Здесь предполагается, что 𝑎 ̸= 𝑢, поскольку показатель интенсивности
амортизации 𝑢 незначительно отклоняется от единицы, соответствующей про-
порциональной амортизации, а эластичность 𝑎 всегда меньше единицы.

Функция 𝜃 = 𝜃(𝑡) описывает варианты развития рассматриваемого пред-
приятия. Для постоянной и единичной скорости 𝜃(𝑡) ≡ 1 развитие предпри-
ятия будет стабильным. Различные размеры отклонения значения функции
𝜃(𝑡) от единицы в сторону уменьшения будут соответствовать замедлению
процесса развития предприятия, его временной остановке во время смены
технологий производства, частичному сворачиванию производства.

Формы интегральных кривых уравнения (9) существенно зависят от ви-
да функции 𝜃(𝑡), определяющей центр временного интервала, его протяжен-
ность и величину отклонения от единичного значения, при котором предпри-
ятие работает стабильно. Если в некоторой временной окрестности с центром
𝑡 = 𝑡* на предприятии производится полная или частичная замена техноло-
гического оборудования, то функция 𝜃(𝑡) будет иметь вид [23]

𝜃(𝑡) = 1− 𝜔 exp
(︁
−(𝑡− 𝑡*)2

2𝜎2

)︁
. (15)

Здесь 𝜔— максимальный размер отклонения функции от единицы, 𝜎— ради-
ус временного интервала, на котором происходит основное замедление произ-
водственного процесса. Если 𝜔 = 0, то предприятие будет работать стабильно;
если 𝜔 = 1, то в момент времени 𝑡 = 𝑡* рост функции 𝑄(𝑡) прекращается и на
интервале времени (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) происходит переоснащение производства;
если 𝜔 > 1, то на интервале времени (𝑡*−𝜎, 𝑡*+𝜎) происходит переоснащение
производства, сопровождаемое его некоторым сворачиванием.

Численное решение уравнения (9) с начальным условием (12) представ-
ляется в виде алгоритма, построенного в соответствии с методом Эйлера—
Маруямы [24]:

𝑄𝑠+1 = 𝜃(𝑡𝑠)𝑆(𝑄𝑠)∆𝑡𝑠 + 𝜀𝑠 𝜃(𝑡𝑠)𝑍(𝑄𝑠)
√︀

∆𝑡𝑠. (16)

Для каждой реализации алгоритма (16) на малом временном шаге ∆𝑡𝑠> 0
начиная с начального значения 𝑄0 генерируется случайное число 𝜀𝑠 и вычис-
ляется последующее значение 𝑄𝑠+1. В результате применения этого алгорит-
ма образуются последовательности {𝑡𝑠} и {𝑄𝑠}, которые на координатной
плоскости образуют случайную систему точек {𝑡𝑠, 𝑄𝑠} и соответствующую
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ей случайную траекторию. Очевидно, что всякий раз при повторении алго-
ритма (16) образуется новая случайная траектория, поскольку каждый раз
случайная величина 𝜀 генерирует новые случайные значения.

При численной реализации алгоритма (16) временной промежуток
𝑡 ∈ [0, 40] был разбит на 𝑛 = 200 одинаковых частей с постоянной величи-
ной шага ∆𝑡𝑠 = ∆𝑡 = 0.2. Число реализаций случайного процесса динамики
предприятия было принято 𝑚 = 200.

Следует отметить, что в начальной точке {𝑡 = 0, 𝑄 = 𝑄0} и в точках
{𝑡 ≈ 40, 𝑄 ≈ 𝑄∞} стохастический процесс становится почти детерминиро-
ванным, что является вполне ожидаемым и определяется видом функции
коэффициента волатильности (11).

Вид этой функции 𝑍(𝑄) не позволяет найти точное решение для матема-
тического ожидания функции 𝑄(𝑡) с помощью формулы Ито.

Статистическое осреднение стохастического уравнения (9)

𝑑⟨𝑄⟩ = 𝜃(𝑡) ⟨𝑆(𝑄)⟩ · 𝑑𝑡 = 𝜃(𝑡) ⟨−𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎⟩ · 𝑑𝑡 (17)

приводит к уравнению, содержащему статистические моменты:

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴 ⟨𝑄𝑢⟩+𝐵 𝑃 ⟨𝑄𝑎⟩

)︀
. (18)

Процесс последовательного вычисления статистических моментов вида
⟨𝑄ℎ(𝑡)⟩ приводит к появлению моментов более высоких порядков, образу-
ющих бесконечную цепочку статистических уравнений, которую можно обо-
рвать, сделав определенные допущения.

В качестве такого допущения предположим здесь, что флуктуации вели-
чины 𝑄(𝑡) относительно ее среднего значения ⟨𝑄(𝑡)⟩ пропорциональны слу-
чайной величине 𝜀(𝑡):

𝑄− ⟨𝑄⟩ = 𝜉 · 𝜀. (19)

Здесь 𝜉 = 𝜌
(︀
⟨𝑄⟩ −𝑄0

)︀ (︀
1− ⟨𝑄⟩

𝑄∞

)︀
— коэффициент пропорциональности.

Тогда выражение для величины 𝑄ℎ, с учетом формулы (19) принимает
вид

𝑄ℎ =
(︀
⟨𝑄⟩+ 𝜉 · 𝜀

)︀ℎ
= ⟨𝑄⟩ℎ

(︁
1 +

𝜉

⟨𝑄⟩ · 𝜀
)︁ℎ
. (20)

Ограничиваясь в формуле (20) малыми флуктуациями
⃒⃒

𝜉
⟨𝑄⟩ · 𝜀

⃒⃒
< 1, рас-

смотрим три слагаемых сходящегося биномиального ряда:

𝑄ℎ = ⟨𝑄⟩ℎ
(︁
1 + ℎ

𝜉

⟨𝑄⟩ · 𝜀+
ℎ(ℎ− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2 · 𝜀2 + · · ·
)︁
. (21)

Вычисляя по формуле (21) средние величины

⟨𝑄𝑢⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
, ⟨𝑄𝑎⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑎

(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
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и подставляя их в уравнения (17), (18), находим дифференциальное уравне-
ние для математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производственного фак-
тора 𝑄(𝑡):

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= −𝐴𝜃 ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+𝐵 𝑃 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑎

(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
. (22)

Начальное условие для уравнения (22) записывается в виде

⟨𝑄(0)⟩ = 𝑄0. (23)

Сравнение результатов численного решения задачи Коши (22), (23) с чис-
ленными значениями статистического среднего, вычисленного по всем двум-
стам реализациям алгоритма (16), показывает их почти полное совпадение.

На рис. 1 представлены численные реализации решений алгоритма (16)
в виде семейства стохастических траекторий и кривая математического ожи-
дания, построенная в соответствии с численным решением задачи Коши (22),
(23), для случая стабильной работы предприятия, при котором функция (15)
тождественно равна единице (𝜃(𝑡) ≡ 1), а размер отклонения равен нулю
(𝜔 = 0). Для наглядности на рис. 1 показаны только пять стохастических
кривых из двухсот.

Значение величины 𝑄∞ = 34.551 вычислено по формуле (14) в соответ-
ствии с приведенными расчетными значениями параметров.

На рис. 2 представлены численные реализации решений алгоритма (16) в
виде семейства стохастических траекторий и кривая математического ожи-
дания, построенная в соответствии с численным решением задачи Коши (22),
(23), для случая переоснащения процесса производства на временном интер-
вале (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) с центром в точке 𝑡* = 15 и радиусом интервала 𝜎 = 5.
Размер отклонения функции (15) в этом случае принимается 𝜔 = 1.

На рис. 3 представлены численные реализации решений алгоритма (16) в
виде семейства стохастических траекторий и кривая математического ожи-
дания, построенная в соответствии с численным решением задачи Коши (22),
(23), для случая переоснащения процесса производства на временном интер-
вале (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) с центром в точке 𝑡* = 15 и радиусом интервала 𝜎 = 5,
сопровождаемого частичным сворачиванием производства. Размер отклоне-
ния функции (15) в этом случае принимается 𝜔 = 1.5.

В случае если волатильность 𝜌 обращается в нуль и процесс становит-
ся детерминированным, полученные результаты совпадают с результатами
работы [23].

Применим построенную стохастическую модель для расчета показателей
развития ПАО «Челябинский трубопрокатный завод». Статистические дан-
ные по выпуску продукции этим предприятием приведены в табл. 1 [25]. Здесь
переменная времени 𝑡 изменяется на отрезке [0, 10], а ее целые значения со-
ответствуют годам от 2008 до 2017.

Производственная функция (1), аппроксимирующая данные табл. 1, при-
нимает вид

𝑉 = 0.914 ·𝑄0.9843. (24)

На рис. 4 приведен график функции выпуска предприятия, построенный
по формуле (24).
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Рис. 1. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), и кри-
вая математического ожидания ⟨Q(t)⟩, по-
строенная по результатам численного реше-
ния задачи Коши (22), (23). Расчетные зна-
чения: n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10,
P = 10, a = 0.35, u = 1, A = 0.2. B = 0.2,

ρ = 0.25, ω = 0

[Figure 1. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16) and the
expectation curve ⟨Q(t)⟩ constructed from the
results of a numerical solution of the Cauchy
problem (22), (23). Parameters for calculating:
n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10,
P = 10, a = 0.35, u = 1, A = 0.2, B = 0.2,

ρ = 0.25, ω = 0]

Рис. 2. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), и кри-
вая математического ожидания ⟨Q(t)⟩, по-
строенная по результатам численного реше-
ния задачи Коши (22), (23). Расчетные зна-
чения: n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10,
P = 10, a = 0.35, u = 1, A = 0.2, B = 0.2,

ρ = 0.25, ω = 1, t* = 15, σ = 5

[Figure 2. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16) and the
expectation curve ⟨Q(t)⟩ constructed from the
results of a numerical solution of the Cauchy
problem (22), (23). Parameters for calculating:
n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10, P = 10,
a = 0.35, u = 1, A = 0.2, B = 0.2, ρ = 0.25,

ω = 1, t* = 15, σ = 5]

Рис. 3. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), и кри-
вая математического ожидания ⟨Q(t)⟩, по-
строенная по результатам численного реше-
ния задачи Коши (22), (23). Расчетные зна-
чения: n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10,
P = 10, a = 0.35, u = 1, A = 0.2, B = 0.2,

ρ = 0.25, ω = 1.5, t* = 15, σ = 5

[Figure 3. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16) and the
expectation curve ⟨Q(t)⟩ constructed from the
results of a numerical solution of the Cauchy
problem (22), (23). Parameters for calculating:
n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10, P = 10,
a = 0.35, u = 1, A = 0.2, B = 0.2, ρ = 0.25,

ω = 1.5, t* = 15, σ = 5]
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Таблица 1
Статистические данные по выпуску продукции ПАО «Челябинс-
кий трубопрокатный завод» [25] [Factors of Production and Total

Production for PJSC Chelyabinsk Tube Rolling Plant [25]]

Years Time, t
Factors of Production, Total Production,

Q (mln rubles) V (mln rubles)

2008 0 72.698296 63.721902
2009 1 77.103839 66.246199
2010 2 87.578960 72.564189
2011 3 92.435837 76.645429
2012 4 97.656699 84.048139
2013 5 100.399083 82.721179
2014 6 115.118761 97.184656
2015 7 123.270175 112.285286
2016 8 128.353653 109.806604
2017 9 142.265642 116.090570

На рис. 5 представлено сравнение графиков пяти стохастических кри-
вых численной реализации случайного процесса, описываемого алгоритмом
(16), и графика математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производствен-
ного фактора 𝑄(𝑡), построенного в результате численного решения задачи
Коши (22), (23) с расчетными коэффициентами, c соответствующими стати-
стическими данными для ПАО «Челябинский трубопрокатный завод».

2. Математическая модель развития предприятия за счет внут-
ренних и внешних инвестиций. Обобщим теперь рассмотренные выше
уравнения стохастической модели развития предприятия на тот случай, ко-
гда помимо внутренних инвестиций в структуру производства привлекаются
внешние инвестиции.

Cоставим уравнения баланса для объема фактора производства 𝑄(𝑡) та-
кого предприятия. Очевидно, что приращение объема фактора производства
∆𝑄(𝑡) за некоторый малый промежуток времени ∆𝑡 будет образовано суммой
четырех слагаемых:

∆𝑄 = ∆𝑄𝐴 +∆𝑄𝐼 +∆𝑄𝐺 +∆𝑄𝑊 . (25)

Здесь приращение амортизации фактора производства ∆𝑄𝐴, приращение ча-
стичного восстановления фактора производства за счет внутренних инве-
стиций ∆𝑄𝐼 , случайные колебания приращения объема фактора производ-
ства, обусловленные волатильностью процесса выпуска продукции ∆𝑄𝑊 , по-
прежнему задаются формулами (3), (6) и (7).

Приращение внешних инвестиций за промежуток времени определим со-
отношением

∆𝑄𝐺(𝑡) = 𝜃(𝑡)𝐺(𝑡) ·∆𝑡. (26)

Здесь 𝐺(𝑡)— объем внешних инвестиций.
Моделирование функции объема внешних инвестиций существенно зави-

сит от условий инвестирования. Если уровень объема внешних инвестиций
определяется уровнем объема производственного фактора, то функция 𝐺(𝑡)
и функция фактора производства 𝑄(𝑡) будут связаны между собой неко-
торым соотношением. Ограничимся здесь степенной зависимостью функций
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Рис. 4. График функции выпуска (24) и
статистические данные для ПАО «Челя-
бинский трубопрокатный завод». Расчет-
ные значения: P = 0.914, a = 0.9843; точки

соответствуют данным табл. 1

[Figure 4. The production function (24) and
statistical data for PJSC Chelyabinsk Tube
Rolling Plant. Calculated values: P = 0.914,
a = 0.9843; the points correspond to the data

in Table 1]

Рис. 5. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), стати-
стические данные (точки) и кривая мате-
матического ожидания ⟨Q(t)⟩, построенные
по результатам численного решения зада-
чи Коши (22), (23) для ПАО «Челябинский
трубопрокатный завод». Расчетные значе-
ния: n = 200, ∆t = 0.05, m = 200, Q0 =
72.698296, P = 0.914, a = 0.9843, A = 0.12,
u = 0.94, B = 0.2, ρ = 0.1, ω = 1, t* = 5, σ =
0.35; точки соответствуют данным табл. 1

[Figure 5. The family of stochastic trajectories constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16), statistical data, and the expectation curve ⟨Q(t)⟩
constructed from the results of a numerical solution of the Cauchy problem (22), (23) for PJSC
Chelyabinsk Tube Rolling Plant. Parameters for calculating: n = 200, ∆t = 0.05, m = 200,
Q0 = 72.698296, P = 0.914, a = 0.9843, A = 0.12, u = 0.94, B = 0.2, ρ = 0.1, ω = 1, t* = 5,

σ = 0.35; the points correspond to the data in Table 1]

𝐺(𝑡) и 𝑄(𝑡) [27]:

𝐺(𝑡) = 𝐶 𝑄𝑣(𝑡). (27)

Константа 𝐶 в формуле (27) представляет собой стоимость привлеченных
внешних инвестиций на единичный объем ресурса 𝑄(𝑡), а показатель степе-
ни 𝑣 описывает интенсивность внедрения внешних инвестиций в предприятие
(0 < 𝑣 6 1).

Таким образом, приращение объема внешних инвестиций (27) примет вид

∆𝑄𝐺(𝑡) = 𝐶 𝜃(𝑡)𝑄𝑣(𝑡) ·∆𝑡. (28)

С помощью соотношения (28) уравнение баланса (25) сводится к стохасти-
ческому дифференциальному уравнению (9), в котором коэффициент сноса
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определяется выражением

𝑆(𝑄) = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐶 𝑄𝑣, (29)

коэффициент волатильности по-прежнему определяется формулой (11), а на-
чальное условие задается соотношением (12).

Структура уравнения (9) с коэффициентами (29) и (11) показывает, что
предприятие будет стабильно развиваться до тех пор, пока объем внутренних
и внешних инвестиций 𝐼𝑄 = 𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐶 𝑄𝑣 будет превосходить амортизаци-
онные отчисления 𝐴𝑄 = 𝐴𝑄𝑢.

Случайный процесс вблизи значения 𝑄∞ становится почти детерминиро-
ванным, поэтому предельное значение 𝑄∞ объема производственного факто-
ра 𝑄(𝑡) является решением уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐶 𝑄𝑣 = 0. (30)

Очевидно, что уравнение (30) в отличие от уравнения (13) может быть
решено только численно. Численное решение уравнения (9) с коэффициентом
сноса (29), коэффициентом волатильности (11) и начальным условием (12)
выполняется методом ЭйлераҫМаруямы в соответствии с алгоритмом (16).

Статистическое осреднение стохастического уравнения (9) с коэффициен-
тами (29) и (11) приводит к уравнению, содержащему статистические момен-
ты ⟨𝑄𝑢(𝑡)⟩, ⟨𝑄𝑎(𝑡)⟩ и ⟨𝑄𝑣(𝑡)⟩:

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴 ⟨𝑄𝑢⟩+𝐵 𝑃 ⟨𝑄𝑎⟩+ 𝐶 ⟨𝑄𝑣⟩

)︀
. (31)

Вычисляя эти моменты по формуле (21), находим

⟨𝑄𝑢⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
,

⟨𝑄𝑎⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑎
(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
,

⟨𝑄𝑣⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑣
(︁
1 +

𝑣(𝑣 − 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
.

Подставляя эти статистические моменты в уравнение (31), находим диф-
ференциальное уравнение для математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции
производственного фактора 𝑄(𝑡):

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= −𝐴𝜃 ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+

+𝐵 𝑃 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑎
(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+

+ 𝐶 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑣
(︁
1 +

𝑣(𝑣 − 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
. (32)

Начальным условием для уравнения (32) по-прежнему является условие (23).
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Если уровень объема внешних инвестиций никак не связан с уровнем объ-
ема производственного фактора, то функция 𝐺(𝑡) задается непосредственно
исходя из наблюдаемых статистических данных.

В этом случае уравнение баланса (26) сводится к стохастическому диф-
ференциальному уравнению (9), в котором коэффициент сноса определяется
выражением

𝑆(𝑄(𝑡), 𝑡) = −𝐴𝑄𝑢(𝑡) +𝐵 𝑃 𝑄𝑎(𝑡) +𝐺(𝑡), (33)

коэффициент волатильности по-прежнему вычисляется по формуле (11), а на-
чальное условие задается соотношением (12).

Из уравнения (9) с коэффициентами (33) и (11) следует, что предприятие
будет развиваться до тех пор, пока объем внутренних и внешних инвестиций
𝐼𝑄 = 𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐺(𝑡) будет превосходить амортизационные отчисления 𝐴𝑄 =
= 𝐴𝑄𝑢.

Вблизи значения 𝑄∞ развитие предприятия становится почти детермини-
рованным, поэтому предельное значение 𝑄∞ объема производственного фак-
тора 𝑄(𝑡) является решением уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 +𝐺∞ = 0. (34)

В уравнении (34) величина 𝐺∞ = lim
𝑡→∞

𝐺(𝑡) представляет собой предельное

значение внешних инвестиций.
Численное решение уравнения (9) с коэффициентом сноса (33), коэффи-

циентом волатильности (11) и начальным условием (12) реализуется методом
ЭйлераҫМаруямы в соответствии с алгоритмом (16).

Статистическое осреднение стохастического уравнения (9) с коэффициен-
тами (33) и (11) приводит к уравнению

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴 ⟨𝑄𝑢⟩+𝐵 𝑃 ⟨𝑄𝑎⟩+𝐺

)︀
. (35)

Подстановка статистических моментов ⟨𝑄(𝑡)𝑢⟩ и ⟨𝑄(𝑡)𝑎⟩ в уравнение (35)
приводит к дифференциальному уравнению для математического ожидания
⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производственного фактора 𝑄(𝑡):

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= −𝐴𝜃 ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+

+𝐵 𝑃 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑎
(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+ 𝜃 𝐺. (36)

Начальным условием для уравнения (36) по-прежнему является условие (23).
Рассмотрим вариант развития предприятия, при котором наибольший

размер внешних инвестиций вкладывается в производство в начальный мо-
мент времени, а затем уровень этих внешних инвестиций постепенно снижа-
ется до определенного предела.

Пусть снижение объема внешних инвестиций ∆𝐺(𝑡) за время ∆𝑡 будет
пропорционально отклонению функции 𝐺(𝑡) от минимального значения этих
инвестиций 𝐺min:

∆𝐺(𝑡) = −𝜆
(︀
𝐺(𝑡)−𝐺min

)︀
·∆𝑡.
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Переход к пределу при условии ∆𝑡 → 0 приводит к дифференциальному
уравнению для функции 𝐺(𝑡):

𝑑𝐺(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜆

(︀
𝐺(𝑡)−𝐺min

)︀
,

решение которого с начальным условием 𝐺(0) = 𝐺max дает объемы внешних
вложений в предприятие в виде

𝐺(𝑡) = 𝐺min + (𝐺max −𝐺min) exp(−𝜆𝑡). (37)

Здесь константа 𝐺max представляет собой максимальную стоимость при-
влеченных внешних инвестиций, 𝜆— параметр, характеризующий скорость
снижения объемов внешних инвестиций.

Если для всех значений аргумента 𝑡 функция внешних инвестиций 𝐺(𝑡) =
= 𝐺max, то предельное значение объема производственного фактора 𝑄max

∞
находится из уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 +𝐺max = 0. (38)

Если для всех значений аргумента 𝑡 функция внешних инвестиций 𝐺(𝑡) =
= 𝐺min, то предельное значение объема производственного фактора 𝑄min

∞ на-
ходится из уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 +𝐺min = 0. (39)

В уравнениях (38) и (39) предполагается, что 𝐴 ̸= 𝐵 𝑃 . Такое предполо-
жение экономически вполне оправдано, поскольку норма накопления инве-
стиций и норма амортизации всегда близки друг другу и лежат в пределах
0.1÷ 0.2.

На рис. 6 представлены численные реализации решений алгоритма (16)
с коэффициентом сноса (33) в виде семейства стохастических траекторий и
трех кривых для математических ожиданий ⟨𝑄(𝑡)⟩, полученных в результате
численных решений задачи Коши (36), (23), для случая стабильной работы
рассматриваемого предприятия, при котором функция 𝜃(𝑡) ≡ 1, размер от-
клонения 𝜔 = 0.

Верхняя кривая соответствует максимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺max,
нижняя кривая соответствует минимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺min, сред-
няя кривая соответствует убывающим инвестициям 𝐺(𝑡), вычисленным по
формуле (37). Значения величин 𝑄∞

max = 69.0189 и 𝑄∞
min = 38.3290 являются

численными решениями уравнений (38) и (39) соответственно.
Рассмотрим еще один вариант развития предприятия, при котором внеш-

ние инвестиции вкладываются в производство на небольшом временном ин-
тервале. При этом эти инвестиции сначала увеличиваются до своего макси-
мального значения, а затем уменьшаются.

Пример таких объемов внешних вложений в предприятие можно описать
формулой

𝐺(𝑡) = 𝐺max exp
(︁
−(𝑡− 𝑡𝐺)

2

2𝜎2𝐺

)︁
. (40)
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Здесь 𝐺max — максимальная стоимость привлеченных внешних инвестиций;
𝑡𝐺 — момент времени, отвечающий максимальному значению внешних инве-
стиций; 𝜎𝐺 — радиус временного интервала значимого вложения внешних ин-
вестиций.

На рис. 7 представлены численные реализации решений алгоритма (16)
с коэффициентом сноса (33) в виде семейства пяти стохастических траек-
торий и трех кривых для математических ожиданий ⟨𝑄(𝑡)⟩, полученных в
результате численных решений задачи Коши (36), (23), для случая стабиль-
ной работы рассматриваемого предприятия, при котором функция 𝜃(𝑡) ≡ 1,
размер отклонения 𝜔 = 0.

Верхняя кривая соответствует максимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺max,
нижняя кривая соответствует минимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺min = 0,
средняя кривая соответствует убыающим инвестициям 𝐺(𝑡), вычисленным по
формуле (37). Значения величин 𝑄∞

max = 55.8837 и 𝑄∞
min = 34.5511 являются

численными решениями уравнений (38) и (39) соответственно.
Применим построенную модель для расчета показателей развития ООО

«ЛАДА Ижевский автомобильный завод». Статистические данные по выпус-
ку продукции этим предприятием приведены в табл. 2 [26].

Рис. 6. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ной реализацией алгоритма (16), и кривые
математических ожиданий ⟨Q(t)⟩, постро-
енные по результатам численного решения
задачи Коши (32), (23). Расчетные значе-
ния: n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10,
P = 10, a = 0.35, u = 1, A = 0.2, B = 0.2,

ρ = 0.25, ω = 0

[Figure 6. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementation of the (16) algorithm and
⟨Q(t)⟩ mathematical expectation curves
constructed from the results of a numerical
solution of the Cauchy problem (32), (23).
Parameters for calculating: n = 200, ∆t = 0.2,
m = 200, Q0 = 10, P = 10, a = 0.35, u = 1,

A = 0.2, B = 0.2, ρ = 0.25, ω = 0]

Рис. 7. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ной реализацией алгоритма (16), и кривые
математических ожиданий ⟨Q(t)⟩, постро-
енные по результатам численных решений
задачи Коши (32), (23). Расчетные значе-
ния: n = 200, ∆t = 0.2, m = 200, Q0 = 10,
P = 10, a = 0.35, u = 1, A = 0.2, B = 0.2,

ρ = 0.25, ω = 0

[Figure 7. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementation of the (16) algorithm and
⟨Q(t)⟩ mathematical expectation curves
constructed from the results of numerical
solutions of the Cauchy problem (32), (23).
Parameters for calculating: n = 200, ∆t = 0.2,
m = 200, Q0 = 10, P = 10, a = 0.35, u = 1,

A = 0.2, B = 0.2, ρ = 0.25, ω = 0]
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Таблица 2
Статистические данные по выпуску продукции ООО «ЛАДА
Ижевский автомобильный завод» [26] [Factors of Production and
Total Production for LADA Izhevsk Automobile Plant LLC [26]]

Years Time, t
Factors of Production, Total Production,

Q (mln rubles) V (mln rubles)

2008 0 13.217574 8.456392
2009 1 14.207309 8.931730
2010 2 14.955581 9.372198
2011 3 17.083839 10.683700
2012 4 17.801323 11.779749
2013 5 21.029907 13.996108
2014 6 40.349890 22.646566
2015 7 47.985065 29.901182
2016 8 59.579269 45.173967
2017 9 72.758050 52.328860

Переменная времени 𝑡 по-прежнему изменяется на отрезке [0, 10], а ее
целые значения соответствуют годам от 2008 до 2017.

Анализ статистических данных табл. 2 показывает, что до 2013 года пред-
приятие развивалось монотонно за счет внутренних инвестиций, а после 2013
года на развитие предприятия стали существенно влиять внешние инвести-
ции.

Данные табл. 2 до 2013 года могут быть хорошо аппроксимированы тео-
ретической кривой

𝑄(𝑡) = 13.217574 + 0.26 𝑡0.21. (41)

На рис. 8 представлено сравнение графиков функции объема фактора
производства 𝑄(𝑡), построенного по данным табл. 2 (сплошная ломаная ли-
ния), и функции (41) (штриховая линия).

Сравнение этих графиков показывает, что на развитие предприятия после
2013 года существенно влияют внешние инвестиции. Статистический график
функции этих инвестиций представляет собой ломаную линию, полученную
в результате разности графиков функций, изображенных на рис. 8. Такой
график функции объема внешних инвестиций может быть достаточно точно
аппроксимирован с помощью функции (40).

На рис. 9 показано сравнение графика функции объема внешних инвести-
ций, построенного по статистическим данным табл. 2, и графика функции,
построенного по формуле (40).

Построенная по данным табл. 2 производственная функция (1) записыва-
ется в виде

𝑉 = 0.75 ·𝑄0.951. (42)

На рис. 10 представлено сравнение графиков пяти стохастических кри-
вых численной реализации случайного процесса, описываемого алгоритмом
(16), и графика математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производствен-
ного фактора 𝑄(𝑡), построенного в результате численного решения задачи
Коши (36), (23) с производственной функцией (42) и расчетными коэффи-
циентами, соответствующими статистическим данным работы ООО «ЛАДА
Ижевский автомобильный завод».
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Рис. 8. Объем факторов производства Q(t)
для ООО «ЛАДА Ижевский автомобиль-
ный завод» по данным табл. 2 (сплошная
ломаная линия) и функция (41) (штриховая

линия)

[Figure 8. The volume of factors of production
Q(t) for LADA Izhevsk Automobile Plant
LLC by data of Table 2 (solid broken line) and

the function (41) (dashed line)]

Рис. 9. Объем внешних инвестиций G(t)
для ООО «ЛАДА Ижевский автомобиль-
ный завод» на основании данных табл. 2
(сплошная ломаная линия) и функция (40)
(штриховая линия). Расчетные значения:

Gmax = 33.25, tG = 9, σG = 1.85

[Figure 9. The volume of external investments
G(t) for LADA Izhevsk Automobile Plant
LLC based on data from Table 2 (solid broken
line) and the function (40) (dashed line).
Parameters for calculating: Gmax = 33.25,

tG = 9, σG = 1.85]

Рис. 10. Семейство стохастических тра-
екторий, построенных в соответствии с
численными реализациями алгоритма (16),
статистические данные (точки) и кривая
математического ожидания ⟨Q(t)⟩, постро-
енная по результатам численного решения
задачи Коши (36), (23) для ООО «ЛАДА
Ижевский автомобильный завод». Расчет-
ные значения: n = 200, ∆t = 0.05, m = 200,
Q0 = 13.217574, P = 0.75, a = 0.95, A =
0.12, u = 1.0, B = 0.2, ρ = 0.25, ω = 0;

точки соответствуют данным табл. 2

[Figure 10. The family of stochastic trajectories constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16), statistical data, and the expectation curve ⟨Q(t)⟩
constructed from the results of a numerical solution of the Cauchy problem (36), (23) for LADA
Izhevsk Automobile Plant LLC. Parameters for calculating: n = 200, ∆t = 0.05, m = 200,
Q0 = 13.217574, P = 0.75, a = 0.95, A = 0.12, u = 1.0, B = 0.2, ρ = 0.25, ω = 0; the points

correspond to the data in Table 2]
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Заключение. Разработаны новые стохастические модели динамического
развития однофакторных производственных предприятий за счет внутренних
и внешних инвестиций.

Построены стохастические дифференциальные уравнения баланса для та-
ких предприятий, описывающие случайные процессы увеличения выпуска
продукции и роста факторов производства.

Исследовано взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрес-
сивных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвестици-
ями.

Сформулированы условия равновесного состояния работы предприятия
и получены уравнения для определения предельных значений факторов про-
изводства, при достижении которых дальнейший рост выпуска продукции
предприятием прекращается.

Рассмотрены три варианта развития предприятий. В первом случае пред-
приятие развивается стабильно и поступательно. Во втором случае предпри-
ятие временно приостанавливает рост выпуска продукции, переоснащая про-
изводство и заменяя технологическое оборудование. В третьем случае пред-
приятие вынуждено временно сворачивать производство при смене техноло-
гического уклада.

Представлен алгоритм построения стохастических траекторий для слу-
чайной функции фактора производства на основе численного решения сто-
хастических дифференциальных уравнений развития предприятий.

Разработан вариант метода статистического осреднения стохастических
дифференциальных уравнений баланса предприятий, с помощью которого
установлены дифференциальные уравнения для определения математиче-
ских ожиданий случайных функций факторов производства.

Показано, что численные решения этих уравнений и статистическое сред-
нее значение функции фактора производства, вычисленное по двумстам ре-
ализациям стохастических траекторий, дают почти одинаковые результаты.

Численный анализ разработанных моделей показал хорошее соответствие
известным статистическим данным работы производственного предприятия.
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Abstract

The article proposes mathematical models of the stochastic dynamics
of the single-factor manufacturing enterprises development through inter-
nal and external investments. Balance equations for such enterprises are
formulated, describing random processes of continuous increase in output
and growth of production factors. The interaction of proportional, progres-
sive and digressive depreciation with internal and external investments is
investigated. Equations are obtained to determine the equilibrium state of
the enterprise and the limiting values of the factors of production are cal-
culated. The cases of the stable progressive development of the enterprise,
the suspension of its work during the re-equipment of production and the
temporary crisis of production shutdown during equipment replacement are
considered.

The algorithm for the numerical solution of stochastic differential equa-
tions of enterprise development is constructed in accordance with the Euler–
Maruyama method. For each implementation of this algorithm, the corre-
sponding stochastic trajectories are constructed for the random function of
the production factor. A variant of the method for calculating the expec-
tation of a random function of a factor of production is developed and the
corresponding differential equation is obtained for it. It is shown that the
numerical solution of this equation and the average value of the function of
the production factor calculated from two hundred realizations of stochastic
trajectories give almost identical results. Numerical analysis of the devel-
oped models showed good compliance with the known statistical data of the
production enterprise.
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Аннотация

Найдено новое точное решение уравнений движения вязкого газа для
плоского стационарного сдвигового течения горячего (800ҫ1500 K) газа
между движущимися с разными скоростями параллельными пластина-
ми (аналог несжимаемого течения Куэтта). Одна из пластин считалась
теплоизолированной. Для зависимости коэффициента вязкости от тем-
пературы принята формула Сазерленда. В отличие от других известных
точных решений, вместо аналогии Рейнольдса (предположение о линей-
ной связи между коэффициентами вязкости и теплопроводности) для
вычисления коэффициента теплопроводности использована более точ-
ная формула, имеющая в рассматриваемом диапазоне температур ту же
точность, что и формула Сазерленда (2 %). С использованием получен-
ного точного решения исследовано качественное влияние сжимаемости
на напряжение трения и на профили температуры и скорости. Пока-
зано, что (если одна из пластин теплоизолирована) сжимаемость газа
приводит к увеличению напряжения трения. Проведено сравнение но-
вого точного решения с известным точным решением (V. N. Golubkin,
G. B. Sizykh, 2018), полученным с использованием формулы Сазерленда
для коэффициента вязкости и аналогии Рейнольдса для коэффициента
теплопроводности. Обнаружено, что оба решения приводят к одинако-
вым выводам о качественном влиянии сжимаемости на напряжение тре-
ния и на профили температуры и скорости. Однако прирост напряжения
трения, вызванный сжимаемостью, при использовании аналогии Рей-
нольдса оказался недооцененным в два раза. Это показывает, что пред-
положение о линейной связи между коэффициентами вязкости и тепло-
проводности может приводить к заметным количественным ошибкам.

Ключевые слова: вязкий газ, горячий газ, точные решения, формула
Сазерленда, формула для теплопроводности, аналогия Рейнольдса.
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Введение. Одним из первых точных решений, описывающих течения
вязкой жидкости, было решение задачи о движении вязкой несжимаемой
жидкости между двумя параллельными пластинами, движущимися в своих
плоскостях с разными скоростями (течение Куэтта [1]). Уравнения движения
вязкого (сжимаемого) газа значительно сложней уравнений Навье—Стокса
для вязкой несжимаемой жидкости [2ҫ5]. Поэтому первое точное решение [6]
для течения Куэтта вязкого газа удалось получить только при двух упроща-
ющих предположениях. Во-первых, предполагалась линейная связь между
коэффициентами вязкости 𝜇 и теплопроводности 𝜆. Во-вторых, для коэффи-
циента вязкости была принята степенная зависимость от температуры:

𝜇 = 𝜇0(𝑇/𝑇0)
𝑛, (1)

где 𝑛 = 0.76. Позже было получено точное решение [7], в котором оба предпо-
ложения оставались в силе, но показатель степени 𝑛 мог быть равен любому
числу от 0.5 до 1. Однако более близкой к реальности является не степенная
зависимость (1), а формула Сазерленда [2ҫ4]:

𝜇 = 𝜇*
(︁ 𝑇
𝑇 *

)︁3/2𝑇 * + 𝑇𝑆
𝑇 + 𝑇𝑆

, (2)

где для воздуха 𝑇 * = 273 K, 𝑇𝑆 = 111 K, 𝜇* = 1.715 · 10−5 кг/(м · с). Срав-
нение с экспериментальными данными, приведенными в таблицах [8], пока-
зывает, что точность этой формулы не хуже 2 % для диапазона температур
170ҫ1900 K при давлении менее 10 атм (предполагалось, что воздух сухой
и в нем отсутствует диссоциация).

Недавно в статье [9] получено точное решение для течения Куэтта вяз-
кого газа с использованием для вычисления 𝜇 более точной (по сравнению
со степенной зависимостью) формулы Сазерленда (2). Однако в [9] осталось
в силе предположение о линейной связи между коэффициентами вязкости
и теплопроводности. Это предположение считается общепринятым [3,5] и ис-
пользуется до сих пор для различных течений вязкого газа (не только для те-
чения Куэтта) как в теоретических исследованиях [10,11], так и в численных
расчетах [12ҫ15]. Однако в недавней статье [16] на основе эксперименталь-
ных данных [8] было показано, что отношение 𝜆/𝜇 для воздуха не постоянно
и меняется на 3.5 % только в диапазоне 275 K 6 𝑇 6 375 K, а вне этого
диапазона отношение 𝜆/𝜇 меняется еще больше. Следовательно, использова-
ние линейной связи коэффициентов 𝜆 и 𝜇 приводит к ошибке вычисления 𝜆,
превосходящей ошибку вычисления 𝜇 по формуле Сазерленда (2 %). Таким
образом, в решении [9] точность вычисления 𝜆 была хуже точности вычисле-
ния 𝜇. В данной статье предпринята попытка улучшить результат [9] путем
использования для вычисления 𝜆 более точной формулы, ошибка которой не
превышает 2 %.

В настоящее время известны две такие формулы. Одна формула имеет
точность 2 % для температур 𝑇 < 1000 K. Она предложена в монографии [4]
и имеет вид

𝜆 = 𝜆*
(︁ 𝑇
𝑇 *

)︁3/2𝑇 * + 𝑇𝜆
𝑇 + 𝑇𝜆

, (3)

где для воздуха 𝑇 * = 273 K, 𝑇𝜆 = 194 K, 𝜆* = 2.412 · 10−2 Вт/(м · K). Другая
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формула

𝜆 = 𝛽
𝑇 − 𝑇𝑆√

𝑇
, (4)

где для сухого воздуха 𝛽 = 0.2415 · 10−2 Вт/(м · K3/2), предложена в [16]
и имеет точность 2 % для горячего (800 K 6 𝑇 6 1500 K) вязкого газа.

Использование (3) привело авторов данной статьи к дифференциальному
уравнению, точное решение которого получить не удалось. Точное решение,
которое приведено ниже, удалось получить с помощью формулы (4).

Таким образом, данная статья посвящена получению точного решения
для течения Куэтта вязкого газа с использованием формул (2) и (4), имеющих
точность 2 % для горячего (800 K 6 𝑇 6 1500 K) газа. Новизна исследования
состоит в использовании для вычисления 𝜆 более точной формулы (4) вместо
предположения о линейной связи 𝜆 и 𝜇.

1. Постановка задачи. Рассмотрим стационарное плоское сдвиговое те-
чение совершенного вязкого газа между двумя движущимися в своих плоско-
стях параллельными пластинами, расположенными горизонтально на рассто-
янии 𝐻 друг от друга (аналог несжимаемого течения Куэтта). Введем пря-
моугольную декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦, в которой ось 𝑂𝑥 направлена
вдоль нижней пластины, а ось 𝑂𝑦 перпендикулярна пластинам. Будем счи-
тать, что нижняя пластина неподвижна, а верхняя пластина перемещается со
скоростью 𝑢1 (рис. 1). Обозначим: 𝑢— скорость одномерного течения вдоль
оси 𝑥, 𝜌— плотность, 𝑇 — температура, 𝜇 = 𝜇(𝑇 ), 𝜆 = 𝜆(𝑇 )— коэффициенты
динамической вязкости и теплопроводности газа, определяемые формулами
(2) и (4) соответственно.

Рис. 1. Сдвиговое течение газа между неподвижной (нижней) и движущейся (верхней)
пластинами

[Figure 1. Shear gas ѕow between the stationary (bottom) and moving (top) plates]

Течение вязкого газа описывается уравнением неразрывности, уравне-
нием импульсов и уравнением баланса энергии [3, 4]. Давление, плотность
и температура совершенного газа связаны уравнением состояния Менделе-
ева—Клапейрона. Будем считать, что движение газа вызвано только сила-
ми вязкости за счет перемещения верхней пластины, а продольный гради-
ент давления отсутствует, т. е. давление постоянно 𝑝 = 𝑝0 = const. В рас-
сматриваемой одномерной задаче скорость, плотность, температура и дав-
ление зависят только от координаты 𝑦. Поэтому уравнение неразрывности
выполняется тождественно. Остальные уравнения движения газа приводят
к следующей системе:
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(𝜇𝑢′𝑦)
′
𝑦 = 0, (5)

(𝜆𝑇 ′
𝑦)

′
𝑦 + 𝜇(𝑢′𝑦)

2 = 0, (6)

𝑝 = 𝑅𝜌𝑇 = 𝑝0 > 0. (7)

Здесь и далее нижними индексами «0» и «1» обозначаются значения величин
на поверхности нижней (𝑦 = 0) и верхней (𝑦 = 𝐻) пластин соответственно.
𝑅— отношение универсальной газовой постоянной к молярной массе.

Задача состоит в нахождении решения 𝑢, 𝜌 и 𝑇 системы (2), (4)ҫ(7) при
заданных значениях 𝑢1, 𝜌0 и 𝑇0.

Как сказано во введении, эта задача отличается от задачи, решенной в [9],
формулой для коэффициента теплопроводности. В [9] использована линейная
зависимость: 𝜆(𝑇 ) = 𝜇(𝑇 )𝜆0/𝜇0, а в данной работе — формула (4).

2. Точное решение. Из (5) следует, что напряжение трения 𝜏 = 𝜇𝑢′𝑦
одинаково во всех точках течения, то есть 𝜇𝑢′𝑦 = 𝜏0. Возьмем в качестве ха-
рактерных значений плотности, вязкости, теплопроводности и температуры
их значения при 𝑦 = 0, в качестве характерного значения скорости — скорость
верхней пластины 𝑢1, а в качестве характерной длины — расстояние между
пластинами 𝐻. Перейдем к безразмерным переменным: 𝜌 = 𝜌/𝜌0, 𝜇 = 𝜇/𝜇0,
𝜆 = 𝜆/𝜆0, 𝑇 = 𝑇/𝑇0, 𝑇𝑆 = 𝑇𝑆/𝑇0, 𝑢 = 𝑢/𝑢1, 𝑦 = 𝑦/𝐻, где 𝜇0 и 𝜆0 вычислены
по формулам (2) и (4) для 𝑇 = 𝑇0. Тогда для безразмерных коэффициентов
вязкости и теплопроводности имеем

𝜇 = 𝑇 3/2 1 + 𝑇𝑆

𝑇 + 𝑇𝑆

и 𝜆 =
𝑇 − 𝑇𝑆

(1− 𝑇𝑆)
√
𝑇
. (8)

Введем вместо координаты 𝑦 новую безразмерную переменную 𝜂, выпол-
няя преобразование

𝜂 =

∫︁ 𝑦

0

𝑑𝜉

𝑇 (𝜉)
,

предложенное в [16]. В рассматриваемом случае (постоянное давление) это
преобразование совпадает с преобразованием Дородницына [5]. Тогда

𝑑

𝑑𝑦
=

1

𝑇

𝑑

𝑑𝜂
,

и уравнения (5), (6) примут вид (далее всюду штрих будет обозначать диф-
ференцирование по новой безразмерной координате 𝜂)

𝑢 ′ =
𝜏0𝐻

𝑢1𝜇0

𝑇

𝜇
, (9)

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁′
+
𝜇0𝑢

2
1

𝜆0𝑇0

𝜇

𝑇
(𝑢′)2 = 0.

С помощью (9) исключим 𝑢 ′ из последнего уравнения:

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁′
+

𝜏20𝐻
2

𝜇0𝜆0𝑇0

𝑇

𝜇
= 0. (10)
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Подстановка выражений (8) в формулу (10) дает

(︁𝑇 − 𝑇𝑆√
𝑇

1

𝑇
𝑇 ′

)︁′
+ 2

𝑇 + 𝑇𝑆√
𝑇

𝐵2 = 0, (11)

где 𝐵 = 𝜏0𝐻
⧸︁√︁

2(1 + 𝑇𝑆)𝜇0𝛽𝑇0
√
𝑇0. Уравнение (11) нелинейно относительно

𝑇 = 𝑇 (𝜂). Однако замена

𝑓(𝜂) =
𝑇 (𝜂) + 𝑇𝑆√︁

𝑇 (𝜂)
(12)

сводит его к уравнению колебаний

𝑓 ′′ +𝐵2𝑓 = 0.

Поэтому функция 𝑓(𝜂) представляется в виде 𝑓(𝜂) = 𝐴 cos(𝐵𝜂 + 𝜙), где
𝐴 > 0 и 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋]— некоторые константы, которые будут определены ниже.
Из условия 𝑇 (0) = 1 и из уравнения (12) вытекает связь констант 𝐴 и 𝜙:

𝐴 cos𝜙 = 1 + 𝑇𝑆 . (13)

Искомая зависимость 𝑇 (𝜂) выражается через функцию 𝑓(𝜂) из уравнения
(12), которое имеет два решения:

√︁
𝑇 (𝜂) = 0.5

(︁
𝑓(𝜂)±

√︁
𝑓2(𝜂)− 4𝑇𝑆

)︁
.

Однако условию 𝑇 (0) = 1 с учетом (13) удовлетворяет только одно из них
(при 𝑇0 > 𝑇𝑆 = 111 K):

√︁
𝑇 (𝜂) = 0.5

(︁
𝑓(𝜂) +

√︁
𝑓2(𝜂)− 4𝑇𝑆

)︁
=

= 0.5
(︁
𝐴 cos(𝐵𝜂 + 𝜙) +

√︁
𝐴2 cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 4𝑇𝑆

)︁
, (14)

т.е.

𝑇 (𝜂) = 0.25𝐴2
(︁
cos(𝐵𝜂 + 𝜙) +

√︁
cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 4𝑇𝑆/𝐴2

)︁2
. (15)

Из уравнения состояния (7) —

𝜌(𝜂) = 1/𝑇 (𝜂).

При заданном распределении температуры 𝑇 (𝜂) плотность определяется
по формуле (7), а координата 𝑦— как интеграл с переменным верхним пре-
делом:

𝑦(𝜂) =

∫︁ 𝜂

0
𝑇 (𝜉)𝑑𝜉 = 𝑌 (𝜂)− 𝑌 (0), (16)

где для точного решения существенно, что этот интеграл берется и первооб-
разная 𝑌 имеет явную форму:
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𝑌 (𝜂) = 0.25𝐴2𝐵−1
(︁
cos(𝐵𝜂 + 𝜙) +

√︀
cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 𝛼2

)︁
sin(𝐵𝜂 + 𝜙)+

+ 0.25𝐴2𝐵−1(1− 𝛼2)
(︁
(𝐵𝜂 + 𝜙) + arcsin

(︁sin(𝐵𝜂 + 𝜙)√
1− 𝛼2

)︁)︁
, 𝛼2 = 4𝑇𝑆/𝐴

2.

Поскольку рассматривается только такой диапазон изменения координа-
ты 𝜂, в котором температура 𝑇 > 0, формула (16) всегда задает взаимно
однозначное соответствие координат 𝜂 и 𝑦.

Из (9) следует, что скорость 𝑢 определяется как интеграл с переменным
верхним пределом:

𝑢(𝜂) =
𝜏0𝐻

𝑢1𝜇0

∫︁ 𝜂

0

𝑇 (𝜉)

𝜇(𝜉)
𝑑𝜉.

Подынтегральное выражение, согласно (10), имеет представление

𝑇

𝜇
= −𝜇0𝜆0𝑇0

𝜏20𝐻
2

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁′
.

Поэтому

𝑢(𝜂) = − 𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

∫︁ 𝜂

0

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁′
𝑑𝜉 = − 𝜆0𝑇0

𝑢1𝜏0𝐻

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁⃒⃒
⃒
𝜂

0
. (17)

Далее рассмотрим случай теплоизолированной верхней (подвижной) пла-
стины. Это значит, что 𝑇 ′(𝜂1) = 0, где 𝜂1 — значение координаты 𝜂 на верхней
пластине. Дифференцируя (15), получим

𝑇 ′(𝜂) = − 2𝐵𝑇 (𝜂)√︀
cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 𝛼2

sin(𝐵𝜂 + 𝜙). (18)

Поэтому равенство 𝑇 ′(𝜂1) = 0 означает, что

sin(𝐵𝜂1 + 𝜙) = 0. (19)

На верхней пластине 𝑢(𝜂1) = 1, и уравнение (17) для теплоизолированной
верхней пластины после применения (18) дает

1 = − 𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁⃒⃒
⃒
𝜂1

0
= 0 +

𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

𝜆(0)

𝑇 (0)
𝑇 ′(0) = − 𝜆0𝑇0

𝑢1𝜏0𝐻

2𝐵√︀
cos2 𝜙− 𝛼2

sin𝜙.

Поскольку из (13) следует

√︀
cos2 𝜙− 𝛼2 =

√︁
cos2 𝜙− 4𝑇𝑆/𝐴2 = cos𝜙

√︁
1− 4𝑇𝑆/(1 + 𝑇𝑆)2 =

= cos𝜙(1− 𝑇𝑆)/(1 + 𝑇𝑆),

имеем

1 = − 𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

2𝐵(1 + 𝑇𝑆) sin𝜙

(1− 𝑇𝑆) cos𝜙
,

что позволяет явно выразить 𝜙 через параметры задачи:
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tg𝜙 = − 𝑢1
2𝜆0𝑇0

(1− 𝑇𝑆)

(1 + 𝑇𝑆)

(︁𝜏0𝐻
𝐵

)︁
=

= − 𝑢1
2𝜆0𝑇0

(1− 𝑇𝑆)

(1 + 𝑇𝑆)

√︁
2(1 + 𝑇𝑆)𝜇0𝛽𝑇0

√︀
𝑇0 =

= −𝑢1(1− 𝑇𝑆)

𝜆0
4
√
𝑇0

√︃
𝜇0𝛽

2(1 + 𝑇𝑆)
.

После этого константы 𝐴 > 0 и 𝛼2 = 4𝑇𝑆/𝐴
2 определяются формулой (13).

Для окончательного решения задачи осталось определить константу 𝐵.

Поскольку
√︁
𝑇 (𝜂) > 0 и 𝐴 > 0, из (14) заключаем, что cos(𝐵𝜂 + 𝜙) > |𝛼| при

всех 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]. В частности, при 𝜂 = 0 имеем cos𝜙 > |𝛼|. Вместе с условием
𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋] это означает, что 𝜙 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2], и, следовательно, (𝐵𝜂 + 𝜙) ∈
(−𝜋/2, 𝜋/2] при всех 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]. Поэтому из (19) следует, что

𝐵𝜂1 + 𝜙 = 0. (20)

Учитывая (20) и (13), из (16) и из условия 𝑦(𝜂1) = 1 получим

1 = 𝑌 (𝜂1)− 𝑌 (0) = 0− 𝑌 (0) =

= −0.25𝐴2𝐵−1
(︀
cos𝜙+

√︀
cos2 𝜙− 𝛼2

)︀
sin𝜙−

− 0.25𝐴2𝐵−1(1− 𝛼2)
(︁
𝜙+ arcsin

(︁ sin𝜙√
1− 𝛼2

)︁)︁
=

= −0.5𝐴𝐵−1 sin𝜙− 0.25𝐴2𝐵−1(1− 𝛼2)
(︁
𝜙+ arcsin

(︁ sin𝜙√
1− 𝛼2

)︁)︁
.

Отсюда получается явное выражение для константы 𝐵 через другие констан-
ты, найденные ранее:

𝐵 = −0.5𝐴 sin𝜙− 0.25𝐴2(1− 𝛼2)
(︁
𝜙+ arcsin

(︁ sin𝜙√
1− 𝛼2

)︁)︁
.

Таким образом, приходим к следующему результату. Для любых положи-
тельных значений скорости верхней пластины 𝑢1, расстояния между пласти-
нами 𝐻, значений вязкости 𝜇0 и теплопроводности 𝜆0 на нижней пластине,
относительной температуры Сазерленда 𝑇𝑆 и значений температуры ниж-
ней пластины 𝑇0 из заданного диапазона 800 K 6 𝑇 6 1500 K формулы (15)
и (17) дают точное решение уравнений движения вязкого сжимаемого газа
в зависимости от переменной 𝜂. Переход к исходной переменной 𝑦 осуществ-
ляется по формуле (16). Это решение описывает вязкое сжимаемое течение
Куэтта между нижней неподвижной пластиной и параллельной ей верхней
пластиной, движущейся со скоростью 𝑢1, для общего случая, когда коэф-
фициент вязкости и температура связаны формулой Сазерленда (2), коэф-
фициент теплопроводности и температура связаны формулой (4), а верхняя
подвижная пластина теплоизолирована.

В связи со сложностью полученных формул для демонстрации свойств
решения в следующих разделах будут приведены профили безразмерных ско-
рости, температуры и напряжения трения 𝑢, 𝑇 и 𝜏 .
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3. Профили скорости и температуры. На рис. 2 представлена функ-
ция зависимости безразмерного значения температуры 𝑇 от безразмерного
значения поперечной координаты 𝑦 при различных значениях параметров 𝑇0
и 𝑢1. Как можно видеть из графика, при увеличении скорости верхней пла-
стины 𝑢1 температура верхней (теплоизолированной) пластины 𝑇 |𝑦=1 воз-
растает. Однако при постоянном значении 𝑢1 чем выше значение температу-
ры нижней пластины 𝑇0, тем незначительнее отличается от нее температура
верхней пластины 𝑇 |𝑦=1.

При различных значениях параметров 𝑇0 и 𝑢1 профиль скорости бли-
зок к прямолинейному отрезку, соединяющему начальную и конечную точки
профиля, так что визуально на графике это незаметно. При значительном
приближении к центральной части профиля (рис. 3) можно заметить, что
по мере увеличения скорости верхней стенки 𝑢1 и уменьшения температуры
нижней стенки 𝑇0 растет отличие профиля скорости от отрезка прямой.

4. О применимости аналогии Рейнольдса. Как было упомянуто вы-
ше, в статье [9] получено точное решение для течения Куэтта вязкого га-
за с использованием формулы Сазерленда (2). Однако в [9] осталось в силе
предположение о линейной связи между коэффициентами вязкости и теп-
лопроводности (аналогия Рейнольдса). Полученное в данной статье точное
решение вместе с решением [9] позволило оценить влияние упрощающего
предположения о линейной связи коэффициентов вязкости и теплопровод-
ности на результаты расчетов для течения Куэтта. Для этого расчеты про-
филей температур и зависимостей напряжения трения от числа Маха M1 при
теплоизолированной верхней пластине были проведены как по полученным
в данной статье формулам, так и по формулам [9].

Сравнение профилей температур проведено при 𝑢1 = 150 м/с. Как можно
видеть из рис. 4, все выводы, сделанные в предыдущем разделе относительно
профилей температуры, справедливы и в случае линейной зависимости. Од-
нако для одинаковых значений температуры нижней пластины 𝑇0 температу-
ра верхней пластины 𝑇 |𝑦=1 в предположении о линейной связи оказывается
больше.

5. Напряжение трения. Как показывает уравнение (5), напряжение
трения 𝜏 = 𝜇𝑢′𝑦 одинаково во всех точках течения и может быть вычисле-
но, например, на нижней пластине. Для исследования влияния сжимаемо-
сти введем безразмерный коэффициент напряжения трения 𝜏0 = 𝜏0/𝜏00, где
𝜏00 = (𝜇0𝑢1)/𝐻 — коэффициент напряжения трения для несжимаемого тече-
ния Куэтта с постоянным коэффициентом динамической вязкости 𝜇0. А так-
же введем безразмерный коэффициент — число Маха: M1 = 𝑢1/𝑎0, где 𝑢1 —
скорость верхней пластины, а 𝑎0 — скорость звука на нижней пластине, кото-
рая вычисляется по формуле 𝑎0 =

√
𝑘𝑅𝑇0, 𝑘 = 𝐶𝑝/𝐶𝑣 (для рассматриваемого

диапазона температур принималось значение 𝑘 = 1.365). На рис. 5 пред-
ставлены зависимости безразмерного коэффициента напряжения трения 𝜏0
от числа Маха M1, которые вычислены при разных значениях температуры
нижней пластины 𝑇0. Из графиков на рис. 5 следует, что при теплоизолиро-
ванной верхней пластине сжимаемость газа приводит только к увеличению
напряжения трения. Однако при линейной зависимости между коэффициен-
тами вязкости и теплопроводности прирост напряжения трения оказывается
недооцененным примерно в два раза.

Заключение. Найдено точное решение уравнений движения горячего
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Рис. 2. Профили температур для различных значений T0 и u1

[Figure 2. The temperature proҥles for various values of T0 and u1]

Рис. 3. Центральная часть профилей скорости при значительном приближении для раз-
личных значений T0 и u1

[Figure 3. Central part of velocity proҥles with a signiҥcant increase for various values
of T0 and u1]

373



Хо рин А. Н., К о ню х о в а А. А.

Рис. 4. Профили температур при теплоизолированной верхней пластине для различных
значений T0 и u1 = 150 м/c; сплошные линии — по теории авторов; штриховые линии — по

данным работы [9]

[Figure 4. The temperature proҥles in the presence of thermal insulation on the top plate for
various values of T0 and u1 = 150 m/s; solid lines are consistent with this study; dashed lines

correspond to data from [9]]

Рис. 5. Зависимость напряжения трения от числа Маха M1 при теплоизолированной верх-
ней пластине для различных значений T0; сплошные линии — по теории авторов; штрихо-

вые линии — по данным работы [9]

[Figure 5. The dependence of the friction stress on the Mach number M1 in the presence of
thermal insulation on the top plate for various values of T0; solid lines are consistent with this

study; dashed lines correspond to data from [9]]
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вязкого газа, в которых формулы для вязкости и теплопроводности имеют
точность не хуже 2 %. Вязкость зависит от температуры по формуле Сазер-
ленда (2), а теплопроводность — по формуле (4). Решение описывает плоское
стационарное сдвиговое течение горячего (800 K 6 𝑇 6 1500 K) газа меж-
ду двумя параллельными пластинами, вызванное движением одной из них
(сжимаемое течение Куэтта). Полученное точное решение позволило исследо-
вать качественное влияние сжимаемости на напряжение трения и на профили
температуры и скорости. Несмотря на то, что расчеты, проведенные с ис-
пользованием аналогии Рейнольдса, показывают аналогичные качественные
эффекты, в полной мере количественное влияние сжимаемости для течения
Куэтта исследовано именно в данной работе.
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Abstract

A new exact solution is found for the equations of motion of a viscous
gas for a stationary shear flow of hot (800–1500 K) gas between two parallel
plates moving at different speeds (an analog of the incompressible Couette
flow). One of the plates was considered thermally insulated. For the depen-
dence of the coefficient of viscosity on temperature, the Sutherland formula
is adopted. Unlike other known exact solutions, instead of a linear associ-
ation between the viscosity and thermal conductivity coefficients, a more
accurate formula was used to calculate the thermal conductivity coefficient,
having the same accuracy in the temperature range under consideration as
the Sutherland formula (2%). Using the obtained exact solution, the qual-
itative effect of compressibility on the friction stress and the temperature,
and velocity profiles were investigated. It is shown that the compressibility of
the gas leads to an increase in the friction stress, if one of the plates is ther-
mally insulated. The new exact solution was compared with the known exact
solution (Golubkin, V.N. & Sizykh, G.B., 2018) obtained using the Suther-
land formula for the viscosity coefficient and the Reynolds analogy for the
thermal conductivity coefficient. It was found that both solutions lead to
the same conclusions about the qualitative effect of compressibility on the
friction stress and on the temperature and velocity profiles. However, the
increase in friction stress caused by compressibility of the gas turned out to
be underestimated twice when using the Reynolds analogy. This shows that
the assumption of a linear relationship between the coefficients of viscosity
and thermal conductivity can lead to noticeable quantitative errors.

Keywords: viscous gas, hot gas, exact solutions, Sutherland formula, ther-
mal conductivity formula.
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Abstract

In this paper, the conformable fractional derivative of order 𝛼 is de-
fined in complex plane. Regarding to multi-valued function 𝑧1−α, we obtain
fractional Cauchy–Riemann equations which in case of 𝛼 = 1 give classical
Cauchy–Riemann equations. The properties relating to complex conformable
fractional derivative of certain functions in complex plane have been consid-
ered. Then, we discuss about two complex conformable differential equa-
tions and solutions with their Riemann surfaces. For some values of order of
derivative, 𝛼, we compare their plots.
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1. Introduction

The fractional calculus is an area of intensive research and development that
can be historically divided into old and new parts. In [1], the old part of fractional
calculus is referred to during the period 1695–1970. The books [2, 3] are valuable
resources for enthusiasts in detailed historical background. About the starting
point of fractional derivative, it should be said that L’Hopital asked the question
“what does derivative of order 1/2 mean?” namely 𝑑1/2

𝑑𝑥1/2 𝑓 in 1695. Two years
later, in a letter to J. Wallis, Leibniz discussed the infinite product of Wallis for
𝜋 and used the notation 𝑑1/2𝑦 to denote the derivative of order 1/2 [4, 5]. Many
researchers have been trying to generalize the concept of an ordinary derivative
and integral to a fractional derivative and integral. Discussing the inversion of
the integral equation by Grünwald in 1867, and proposing the sum of orders
in the product of fractional derivatives by Letnikov in 1868 opened new ways.
In 1872, Letnikov clarified the generalization of Cauchy’s integral formula and
utilized fractional derivatives to address differential equations. Relative to theory
and applications of fractional calculus these references should be suggested [6–8].

There are many different types of fractional derivatives which have been sug-
gested by famous researchers such as Riemann, Liouville, Riesz, Caputo, etc. The
fractional derivatives of non-integer orders are utilized in the applied sciences to
describe the processes and systems. Most of the fractional derivatives of non-
integer orders form integro-differential operators. We can name them as “integral
based ” fractional derivatives which have a set of non-standard properties [10–14].

On the other hand, in recent years a few types of operators have been proposed
that are attempted to be classified entitled “ limit based ” fractional derivatives. In
2014, Khalil et al. from one side and a few months later Katugampola from the
other side proposed two limit based fractional derivatives as conformable deriva-
tives [11,12]. However, the main idea in these definitions has been originated from
works of Tarasov within the framework of the model of continuous fractal media
in [15] (for instance see Eq. (1.1)) and also works of Li and Ostoja–Starzewski
in [16–19] which is called “fractal derivative”:

𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝛼
=

|𝑥|1−𝛼

𝛼

𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥
.

In this paper, we focus on just the limit based form of fractional derivative,
namely conformable fractional derivative, in complex plane.

Complex functions provide an almost inexhaustible supply of harmonic func-
tions which means that solutions to the two-dimensional Laplace equation. In
modern mathematics, the fractional derivatives of non-integer order have been
introduced by such famous mathematicians as Riemann, Liouville, Riesz, Erdelyi,
Kober and other. Many of definitions for the fractional derivatives are of type an
integral form such as Riemann–Liouville definition and Caputo definition. In gen-
eral, the fractional derivatives of non-integer orders include a set of non-standard
properties [11,13,20,21].

There exists inconsistencies in the existing fractional derivatives (integral
based) as follows [11].

1. All fractional derivatives do not satisfy the known formula of the derivative
of the product of two functions: 𝐷𝛼

𝑎 (𝑓𝑔) = 𝑓𝐷𝛼
𝑎 𝑔 + 𝑔𝐷𝛼

𝑎 𝑓.
2. All fractional derivatives do not satisfy the known formula of the derivative
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of the quotient of two functions:

𝐷𝛼
𝑎

(︁𝑓
𝑔

)︁
=
𝑔𝐷𝛼

𝑎 𝑓 − 𝑓𝐷𝛼
𝑎 𝑔

𝑔2
.

3. All fractional derivatives do not satisfy: 𝐷𝛼𝐷𝛽𝑓 = 𝐷𝛼+𝛽𝑓 in general.
4. Fractional derivatives do not have a corresponding Rolle’s Theorem.
5. Fractional derivatives do not have a corresponding Mean Value Theorem.
6. All fractional derivatives do not obey the Chain Rule:

𝐷𝛼
𝑎 (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 𝑓 (𝛼)

(︀
𝑔(𝑡)

)︀
𝑔(𝛼)(𝑡).

The conformable fractional derivative has been applied in a variety of meth-
ods introduced to solve fractional differential equations. These methods include
variational iteration method, sub-equation method, functional variable method,
differential transform method.

In [22] different types of fractional-order logistic models in the framework of
Caputo type fractional operators generated by conformable derivatives are dis-
cussed. In [23], R. W. Ibrahim et al. establish new analytic solution collections of
nonlinear conformable time-fractional water wave dynamical equation in a com-
plex domain. A new fractional model for the falling body problem has been sug-
gested in [24], and [25]. The conformable two dimensional wave equation is solved
by using differential transform method [26]. W. Chung [27], in his paper, uses the
conformable fractional derivative and integral to give the fractional Newtonian
mechanics. His model has been applied for fractional harmonic oscillator prob-
lem, the fractional damped oscillator problem, and the forced oscillator problem
in the one-dimensional fractional dynamics. Since the conformable derivative is
theoretically very more comfortable to handle, in [28], the mathematical modeling
method for the fractional Bergman’s model which involves fractional conformable
derivative in Liouville–Caputo sense, and the fractional operators of Attangana–
Baleanu–Caputo fractional derivative, is introduced. In many problems, analytic
and exact solutions of fractional differential equations are not available, and nu-
merical solutions are possible. Problems involving conformable derivative may be
solved via shifted Legendre polynomials [29]. Sometimes the problem is to solve
fractional conformable differential equation with integral boundary condition [30].

In the last few decades physicists, applied scientists and engineers realized that
fractional differential equations provide a natural framework for fractional model-
ing of different processes such as viscoelastic systems, signal processing, diffusion
processes, control processing, etc. [20,31–36]. Several authors have introduced the
fractional derivative of complex functions. M. D. Ortigueira defines a generalized
Caputo derivative for complex functions with respect to a given direction of the
complex plane [37]. Since the Caputo definition is very welcome in applied sci-
ence and engineering, C. Li et. al [38] generalize the Caputo derivative in real
line to that in complex plane and discuss its properties. In [39], S. Owa discusses
how to extend the fractional derivative to analytical functions on the unit circle
𝑈 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}.

In 2014, R. Khalil et al. introduces limit based for fractional derivative which is
called conformable fractional derivative [11] which is not really fractional. T. Ab-
deljawad [40] develops the definitions and the basic concepts in this new simple
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interesting fractional calculus. He proposes and discusses the conformable frac-
tional versions of chain rule, exponential functions, integration by parts, Taylor
power series expansions, Laplace transforms and linear differential systems.

2. Main Results
Many complex functions are not complex differentiable of integer order at a

point or some points. It is possible to define a new complex derivative which can
be 𝛼-complex differentiable, but not differentiable. Let, for instance, 𝛼 = 1/2,
𝑓(𝑧) = 𝑧𝛼|𝛼=1/2 =

√
𝑧 = 𝑧1/2 which is not differentiable at 𝑧 = 0 (𝑓 ′(𝑧)|𝑧=0 does

not exist). Can we define a new derivative which is differentiable at 𝑧 = 0?

Definition 2.1. A complex function 𝑓(𝑧) is conformable fractional differen-
tiable at a point 𝑧 ∈ C if and only if the following limiting difference quotient
exists:

𝑇𝛼(𝑓)(𝑧) = lim
𝜀→0

𝑓(𝑧 + 𝜀𝑧1−𝛼)− 𝑓(𝑧)

𝜀

for all 𝑧, and 𝛼 ∈ (0, 1). If 𝑓 is 𝛼-differentiable in an open set 𝑈, and lim
𝑧→0

𝑓 (𝛼)(𝑧)

exists, then define 𝑓 (𝛼)(0) = lim
𝑧→0

𝑓 (𝛼)(𝑧).

For 𝑥 > 0 and 0 < 𝛼 < 1 the function 𝑥1−𝛼 = 𝑒(1−𝛼) log 𝑥 is perfectly well
defined and ready to handle. However, in the above definition the complex power
function 𝑧1−𝛼 = 𝑒(1−𝛼) log 𝑧 in general is multiple valued. For a multiple valued
function we can not talk about its derivatives unless we restrict ourselves to a
single valued branch of logarithm, like principal value branch.

Theorem 2.1. If a function 𝑓(𝑧) is 𝛼-differentiable at 𝑧0 and 𝛼 ∈ (0, 1], then
𝑓 is continuous at 𝑧0.

Let 𝑧 ∈ C, 𝑟 = |𝑧|, and 𝜃 = arg 𝑧 then for all 𝑛 ∈ N De Moivre’s formula is

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛[cos(𝑛𝜃) + 𝑖 sin(𝑛𝜃)].

Let 𝑤 ∈ C, 𝑤 ̸= 0 with 𝑤 = 𝜌(cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙) then for 𝑛-th roots of 𝑤 = 𝑧𝑛 there
exist the number of 𝑛 by the following formula

n
√
𝑧 =

n
√
𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟1/𝑛(𝑒𝑖𝜃)1/𝑛 = 𝑟1/𝑛

[︁
cos

(︁2𝑘𝜋 + 𝜃

𝑛

)︁
+ 𝑖 sin

(︁2𝑘𝜋 + 𝜃

𝑛

)︁]︁
.

When one takes conformable fractional derivative of function 𝑓(𝑧) the follow-
ing things can happen.

Remark 1. Before derivation the function 𝑓(𝑧) = 𝑧1/𝑛 at 𝑧 = 𝑧0 has “𝑛” roots
while after derivation 𝑇𝛼𝑓(𝑧) at 𝑧 = 𝑧0 has “𝑚” roots.

Example 2.1. Let 𝑛 = 2, 𝛼 = 1/3, so 𝑚 = 6

𝑇𝛼𝑧
1/𝑛|𝑛=2,𝛼=1/3 = 𝑇1/3𝑧

1/2 = (1/2)𝑧1/2−1/3 = (1/2)𝑧1/6.

Remark 2. Before derivation the function 𝑓(𝑧) is holomorphic on C (entire
function) while after conformable fractional derivation, the function 𝑇𝛼𝑓(𝑧) is not
entire function (but holomorphic on C ∖ {𝑧0}).
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Example 2.2. Let 𝑓(𝑧) = 𝑧 (holomorphic on C), 𝛼 = 1/3, so

𝑇𝛼𝑓(𝑧)|𝛼=1/3 = 𝑇1/3𝑓(𝑧) = 𝑧2/3 (holomorphic on C ∖ {0}).

Remark 3. Before derivation the function 𝑓(𝑧) is holomorphic on C∖{𝑧0} while
after conformable fractional derivation, the function 𝑇𝛼𝑓(𝑧) is entire function
(holomorphic on C).

Example 2.3. Let 𝑓(𝑧) = 𝑧1/2, 𝛼 = 1/2, so

𝑇𝛼𝑓(𝑧)|𝛼=1/2 = 𝑇1/2𝑓(𝑧) = 1/2.

Theorem 2.2. Let 𝛼 ∈ (0, 1], and 𝑓(𝑧), 𝑔(𝑧) be 𝛼-differentiable at a point 𝑧0.
Then

1. 𝑇𝛼
(︀
𝑐1𝑓(𝑧) + 𝑐2𝑔(𝑧)

)︀
= 𝑐1𝑇𝛼𝑓(𝑧) + 𝑐2𝑇𝛼𝑔(𝑧) for all 𝑐1, 𝑐2 ∈ C.

2. 𝑇𝛼(𝑧𝑐) = 𝑐𝑧𝑐−𝛼 for all 𝑐 ∈ C.
3. 𝑇𝛼(𝜇) = 0 for all constant functions 𝑓(𝑧) = 𝜇.
4. 𝑇𝛼

(︀
𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)

)︀
= 𝑓(𝑧)𝑇𝛼𝑔(𝑧) + 𝑔(𝑧)𝑇𝛼𝑓(𝑧).

5. 𝑇𝛼
(︁𝑓(𝑧)
𝑔(𝑧)

)︁
=
𝑔(𝑧)𝑇𝛼𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑧)𝑇𝛼𝑔(𝑧)

𝑔2(𝑧)
.

6. If, in addition, 𝑓 is analytic, then 𝑇𝛼𝑓(𝑧)
⃒⃒
𝑧=𝑧0

= 𝑧1−𝛼
0

𝑑
𝑑𝑧𝑓(𝑧0).

Complex conformable fractional derivative of certain complex functions are as
follows:

– 𝑇𝛼(𝑧
𝑐) = 𝑐𝑧𝑐−𝛼 for all 𝑐 ∈ C;

– 𝑇𝛼(1) = 0;
– 𝑇𝛼(𝑒

𝑐𝑧) = 𝑐𝑧1−𝛼𝑒𝑐𝑧, 𝑐 ∈ C;
– 𝑇𝛼(sin 𝑐𝑧) = 𝑐𝑧1−𝛼 cos 𝑐𝑧, 𝑐 ∈ C;
– 𝑇𝛼(cos 𝑐𝑧) = 𝑐𝑧1−𝛼 sin 𝑐𝑧, 𝑐 ∈ C;
– 𝑇𝛼(𝛼

−1𝑧𝛼) = 1.
Unlike the real line where there are only two directions to access a limiting

point, in complex plane, there are an infinite variety of directions to access the
point 𝑧. 𝜀 = 𝜆+ 𝑖𝜔 accesses 0 through points in the plane not along the real axis
or any line. The definition 2.1 requires that all of these “directional derivatives”
must agree such that this requirement imposes severe restrictions on complex
conformable fractional derivatives.

If the function 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) is analytic, then its first derivative is
𝑓 ′(𝑧) or 𝑑

𝑑𝑧𝑓(𝑧), and we have Cauchy–Riemann equations for 𝑢(𝑥, 𝑦) and 𝑣(𝑥, 𝑦).
However, if instead of 𝑓 ′(𝑧) we have conformable fractional derivative of the func-
tion 𝑓(𝑧), namely 𝑇𝛼𝑓(𝑧) = 𝑧1−𝛼 𝑑𝑓

𝑑𝑧 (𝑧), then we can verify its real and imaginary
parts for the generalized Cauchy–Rieman equations. So we give the following the-
orem as the necessary condition.

Theorem 2.3. A complex function 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) depending on
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 has 𝛼-conformable fractional derivative of 𝑓(𝑧) of order 𝛼 if and
only if its real and imaginary parts are continuously differentiable and satisfy the
following “conformable Cauchy–Riemann” equations:

Re(𝑧1−𝛼)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− Im(𝑧1−𝛼)

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= Re(𝑧1−𝛼)

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ Im(𝑧1−𝛼)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
;
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Im(𝑧1−𝛼)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+Re(𝑧1−𝛼)

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= Im(𝑧1−𝛼)

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− Re(𝑧1−𝛼)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
.

P r o o f. As in classical approach, we first choose 𝜀 = 𝜆 (namely 𝜔 = 0) for
which we have

𝑇𝛼𝑓(𝑧)
⃒⃒
𝜀=𝜆

=
[︀
Re(𝑧1−𝛼) + 𝑖 Im(𝑧1−𝛼)

]︀𝑑𝑓(𝑧)
𝑑𝑧

⃒⃒
⃒
𝜀=𝜆

=

=
[︀
Re(𝑧1−𝛼) + 𝑖 Im(𝑧1−𝛼)

]︀[︁𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑥

]︁
.

Now, choosing 𝜀 = 𝑖𝜔 (namely 𝜆 = 0) gives us

𝑇𝛼𝑓(𝑧)
⃒⃒
𝜀=𝑖𝜔

=
[︀
Re(𝑧1−𝛼) + 𝑖 Im(𝑧1−𝛼)

]︀𝑑𝑓(𝑧)
𝑑𝑧

⃒⃒
⃒
𝜀=𝑖𝜔

=

=
[︀
Re(𝑧1−𝛼) + 𝑖 Im(𝑧1−𝛼)

]︀[︁𝜕𝑢
𝜕𝑦

+ 𝑖
𝜕𝑣

𝜕𝑦

]︁
. �

Remark 4. For the value of 𝛼 = 1, it gives

Re(𝑧1−𝛼) =
[︀
(𝑥2 + 𝑦2)(1−𝛼)/2 cos[(1− 𝛼) arg(𝑥+ 𝑖𝑦)]

]︀
, lim

𝛼→1
Re(𝑧1−𝛼) = 1;

Im(𝑧1−𝛼) =
[︀
(𝑥2 + 𝑦2)(1−𝛼)/2 sin[(1− 𝛼) arg(𝑥+ 𝑖𝑦)]

]︀
, lim

𝛼→1
Im(𝑧1−𝛼) = 0.

So we obtain classical Cauchy–Riemann equations from their fractional coun-
terpart.

3. Complex Conformable Differential Equations

Let 𝑇𝛼(𝑧𝑐) = 𝑐𝑧𝑐−𝛼 for all 𝑐 ∈ C. Multiplying both sides by the coefficient 𝑐−1

gives
𝑇𝛼(𝑐

−1𝑧𝑐) = 𝑧𝑐−𝛼 for all 𝑐 ∈ C.

Example 3.1. If 𝑐 = 𝛼 we obtain the simplest complex conformable differential
equation:

𝑇𝛼𝑓(𝑧)− 1 = 0,

where its solution is 𝑓(𝑧) = 𝛼−1𝑧𝛼.

In Fig. 1 vertical axis shows the real part of 𝑓(𝑧) = 2
√
𝑧 while he imaginary

part of 𝑓(𝑧) = 2
√
𝑧 has been represented by the coloration of the points.

Example 3.2. Now let is calculate 𝑇𝛼(𝑒
𝛼−1𝑧α) which gives us 𝑒𝛼

−1𝑧α . So we
deduce another complex conformable differential equation :

𝑇𝛼𝑔(𝑧)− 𝑔(𝑧) = 0,

where its solution is 𝑔(𝑧) = 𝑒𝛼
−1𝑧α .
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Figure 1. Riemann surface for the function
f(z) = 2

√
z for which α = 1/2

Figure 2. Riemann surface for the function
g(z) = e2

√
z for which α = 1/2

Figure 3. Mapping of lines by z1/2, z1/3, z1/4, z1/5 for x ∈ [−1, 1]

Figure 4. Real and imaginary parts of functions z1/2, z1/3, z1/4, z1/5
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Similarly, in Fig. 2 vertical axis shows the real part of 𝑔(𝑧) = 𝑒2
√
𝑧 while he

imaginary part of 𝑔(𝑧) = 𝑒2
√
𝑧 has been represented by the coloration of the points.

To solve boundary value problems for the Laplace equation, the study of ana-
lytic maps is very important. Comparing the plots with different values of 𝛼 has
been shown in Fig. 3 and Fig. 4.
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Аннотация

В комплексной плоскости вводится взвешенная дробная производная
порядка 𝛼. Относительно многозначной функции 𝑧1−α получены дроб-
ные уравнения КошиҫРимана, которые при 𝛼 = 1 совпадают с класси-
ческими уравнениями КошиҫРимана. Для некоторых функций в ком-
плексной плоскости рассмотрены свойства, относящиеся к комплексной
взвешенной дробной производной. Обсуждаются два комплексных диф-
ференциальных уравнения специальной формы. Для некоторых значе-
ний 𝛼 приводятся римановы поверхности их решений и сравниваются
их графики.

Ключевые слова: взвешенная дробная производная, уравнения Кошиҫ
Римана, предельная дробная производная.
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Abstract

In order to further elucidate the dynamic theory of droplet oscillating
on solid surface, a new handling method of contact angle of the droplet
during the process of the oscillation was founded, which is based on the
spherical model. The influence of gravity on the contact angle and spreading
radius was discussed. Thus, an equation between the spreading radius of the
droplet and time flow was founded. The results of theoretical calculation
were compared with smoothed numerical results.
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1. Introduction

As a common phenomenon in nature, droplets impacting on solid surfaces ex-
ists in many fields, such as engineering, chemical industry, agriculture, aerospace
and energy. For examples, the liquid fuel injection in the internal combustion
engine [1], the ink jet of the printer [2], the process of seawater evaporation in
desalination system [3], the spraying of the refrigerant in the evaporator in the
refrigeration system [4], etc. The study of relationships among the dynamic pa-
rameters, initial parameters of droplets and initial can be beneficial to predict the
processes of droplets impacting on solid flats.

For a droplet impacting on solid surfaces, according to the initial parame-
ters, there may be oscillations, bounces, splashes, etc. Compared with other cir-
cumstances, the oscillations have more value and possibility to be studied. Since
T. Young [5] presented that the contact angle between liquid and solid surface
was constant, and P.S. Laplace [6] inferred the relationship between additional
pressure and radius of curvature, many studies have been done by experiments,
numerical simulations and theoretical analysis.

In the aspect of experimental studies, M. Marengo et al. [7] studied the effects
of the impact parameters on the droplet impingement, and found that the surface
wettability had a strong influence on the spreading of droplet in the later stages of
the process. I.S. Bayer [8] studied the dynamic characters of contact angle between
smooth surface and droplets with different wettability. M. Remer et al. [9] studied
the variation of droplet dynamical contact angle after impacting on three kinds
of coating surfaces.

In the aspect of numerical simulation, S.F. Lunkad et al. [10] simulated the
drop impact and spreading process on horizontal and inclined surfaces using the
volume of fluid (VOF) method, and investigated the effects of surface inclina-
tion, surface wetting characteristics, liquid properties and impact velocity on the
droplet oscillation by using static contact angle (SCA) and dynamic contact angle
(DCA) models. Y. Yao et al. [11] analyzed droplets oscillation with VOF method
and introduced a model of dynamical contact angle to improve the accuracy of
simulation. Š. Šikalo et al. [12] carried out the numerical simulations of a single
drop impacting onto a dry, partially wettable substratum.

In the aspect of theoretical analysis, S. Vafaei et al. [13, 14] explained the
dependence of contact angle on the size of liquid droplets on smooth solid sub-
strates, and demonstrated that for sessile droplets on smooth surfaces, the con-
tact angle can be uniquely determined for given droplet mass (or volume) and
liquid/solid/gas properties. I.V. Roisman et al. [15] studied the normal impact
of a liquid drop on a dry solid surface theoretically, and introduced a strictly
theoretical model to predict the evolution of the drop diameter.

The purpose of this paper is to establish an amended theoretical model of
undamped droplet oscillation.Compared with original model, in which droplet
contact angle keeps constant value, the droplet contact angle in new model varies
with spreading radius and droplet volume. The waveform of droplet spreading
radius obtained from new model, original model and numerical simulation were
compared.
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2. Theoretical Model

2.1. The Oscillating Equation of Spherical Segment Droplet
with Changing Contact Angle

For a droplet oscillating on a horizontal solid surface, when the size of droplet
is short enough that the influence of gravity on the droplet shape can be ignored.
The shape of the droplet can be considered as a sphere, shown in Fig. 1.

Figure 1. The geometrical model of droplet

At a certain moment of oscillation, spreading radius of droplet in horizontal
direction is 𝑟, the radius of the sphere is 𝑅, the height is 𝑧 and the contact
angle between the droplet and the solid surface is 𝜃. According to the geometrical
relationship, the equation between 𝑟, 𝑅, and 𝜃 can be written as:

3𝑉

𝜋𝑟3
= (1− cos 𝜃)2(2 + cos 𝜃), (1)

𝑅 =
𝑟

sin 𝜃
, (2)

𝑧 = 𝑟
1− cos 𝜃

sin 𝜃
, (3)

where 𝑉 is the droplet volume.
When a droplet impacts on a solid surface, the shape of droplet is strongly

irregular and hard to describe in beginning several oscillation periods after impact.
But the oscillation will be gradually stabilized with close periods and amplitudes.
Thus, it can be assumed that the droplet keeps the shape of spherical cap in the
hereafter oscillation.

In previous study [16], the oscillation of droplet could be seen as the result
of interaction of the surface tension, the internal pressure and the inertial force.
A differential element is selected in the segment droplet of the angle, shown in
Fig. 2.

And the oscillating equation of spherical segment droplet can be written
as [16]:

[︁
−𝜋𝜌𝑅

4𝜃

4𝑟
+
𝜋𝜌(𝑅− 𝑧)

12
(2𝑟2 + 3𝑅2)

]︁𝑑2𝑟
𝑑𝑡2

−

− 2𝜋𝜎(𝑙 − 𝑟 cos𝜙) +
4𝜋𝜎𝐴

𝑅
+ 2𝜋𝜌𝑔

(︁
𝑅𝐴− 𝑟3

3

)︁
= 0, (4)
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Figure 2. The force analysis of droplet differential. The surface tension and the internal pressure
equally and vertically act on each vertical section of the droplet. The surface tension points to
the inside of differential element and the internal pressure points to the outside of differential

element

where 𝜙 — the intrinsic contact angle of the droplet; 𝜃 — the dynamic contact
angle of the droplet;1 𝜎 — the surface tension coefficient;

𝑙 = 𝑅𝐴 (5)

— arc length of the great circle of droplet;

𝐴 =
1

2

[︀
𝑅𝑙 − 𝑟(𝑅− 𝑧)

]︀
(6)

— the sectional area of the droplet in the vertical plane.
Eq. (4) can be also written as:

𝑃
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
+𝑄+𝑊 = 0, (7)

𝑃 = −𝜋𝜌𝑅
4𝜃

4𝑟
+
𝜋𝜌(𝑅− 𝑧)

12
(2𝑟2 + 3𝑅2),

𝑄 = −2𝜋𝜎(𝑙 − 𝑟 cos𝜙) +
4𝜋𝜎𝐴

𝑅
,

𝑊 = 2𝜋𝜌𝑔
(︁
𝑅𝐴− 𝑟3

3

)︁
,

where 𝑃 — the factor of inertia, 𝑄 — the factor of surface tension and internal
pressure, 𝑊 — the factor of gravity.

When substituted equations of geometrical relationship (Eq. (1)–(3), and
Eq. (5), (6)), 𝑃 , 𝑄, and 𝑊 can be written as:

𝑃 = 𝜋𝜌𝑟3
(︁ cos 𝜃

6 sin 𝜃
+

cos 𝜃

4 sin3 𝜃

𝜃

4 sin4 𝜃

)︁
, (8)

1The angle ϕ is determined by the involved surface energies. When the gravity is absent and
the droplet is static on the horizontal solid surface, ϕ = θ. The angle θ can be inŕuenced by
inertial force and gravity of the droplet.
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𝑄 = 2𝜋𝜎𝑟(cos𝜙− cos 𝜃), (9)

𝑊 = 𝜋𝜌𝑔𝑟3
(︁ 𝜃

sin3 𝜃
− cos 𝜃

sin2 𝜃
− 2

3

)︁
. (10)

In this model, the intrinsic contact angle is a constant valve, which determines
direction of the contact force from the solid surface. And the dynamic contact
angle determines the shape of droplet. The geometrical relationship between them
is shown in Fig. 3.

Figure 3. The geometrical relationship between the intrinsic contact angle and the dynamic
contact angle

The deviation between the intrinsic contact angle and the dynamic contact
angle increases with the increase of acceleration of the droplet. And the expression
of the contact force from the solid surface in Fig. 2, “𝜎 cos 𝜃” can be replaced by
“𝜎 cos𝜙”.

2.2. The Influence of Gravity

When the spreading radius 𝑟 reaches the balance value (or the droplet keeps
static):

𝑃
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
+𝑄+𝑊 = 0.

Substituted Eq. (8)–(10) and multiplied:

cos𝜙 = cos 𝜃 − 𝜌𝑔𝑟2

2𝜎

(︁ 𝜃

sin3 𝜃
− cos 𝜃

sin2 𝜃
− 2

3

)︁
.

Obviously, in the absence of gravity, 𝜃 = 𝜙. In normal gravity condition that
the droplet can still keep the shape of spherical segment (called micro gravity
in followings), the dynamic contact angle 𝜃 can be calculated by iteration from
Eq. (1) and Eq. (5). The influence of gravity is shown in Fig. 4.

With the increase of droplet volume, the deviation between the micro grav-
ity solutions and the absence gravity solutions on dynamic contact angle and
spreading radius becomes larger, but that of spreading radius is quite small.
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Figure 4. (top) the inŕuence of droplet volume on contact angle θ (here, the gravity of droplet
depends on the droplet volume); (bottom) the inŕuence of gravity on balance radius

Figure 5. The frequency spectrum of numerical data
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3. Numerical Simulation

3.1. Original Case

For the numerical solution,the processes of drop oscillation are simulated by
using the VOF model of Fluent. The body force weighted model is used to cal-
culate of pressure and gravity balance. The PISO algorithm is used to couple
the droplet velocity and pressure in the momentum equation. The slip bound-
ary condition is used and the shear stress is 0 Pa. The viscosity of water is
1.003 · 10−5 Pa · s which is multiplied by 0.01 in order to simulate the undamped
oscillation of droplet. The time step is 4 · 10−6 s, and the residual error is 1 · 10−5.
Others keep the default algorithm.

3.2. Spectral Analysis

The data from original case contains much ingredient of noise. This is because
the oscillation is influenced by many minimal factors. After eliminating several
data points with extreme deviation, the data was resampled by FFT operation.
The spectral analysis of the original data is shown in Fig. 5.

In Fig. 5, the main frequency of the oscillation is concentrate upon [250 Hz,
550 Hz]. The corresponding frequency value of the peak value in figure is 426 Hz,
which means the periods of the oscillation is about 2.35 ms with the same initial
parameters shown in Tab. 1.

Table 1

The initial parameters of theoretical and numerical calculation
Initial Speed Droplet Volume Gravity Density Surface Tension

0.8 m/s 1.1310 · 10−10 m3 9.8 m/s 1003 kg/m3 0.073 N/m

3.3. Data Smoothing

To eliminate the noise, a Butterworth filter was applied. The response type
is bandpass with the pass band [400 Hz, 500 Hz], the fluctuate is less than 1 dB.
On the both side of pass band, the signal is decreased to 10 dB. The frequency
spectrum after smoothing is shown in Fig. 6.

After smoothing, the data can be regarded as a superposition of several sine
curves, with close frequency, amplitude and phase position.

4. Comparison

Eq. (7) is solved by using the fourth-order Runge–Kutta method in MATLAB
R2016a.

The relationship between spreading radius and time flow of theoretical and
numerical results (after smoothing) is shown in Fig. 7, with the same initial pa-
rameter shown in Tab. 1.

The period of theoretical results is 2.37 ms, which is almost equal to the aver-
age periods of numerical results. The amplitude of theoretical results is about 10 %
larger than the average value of the numerical results. Compared with constant
contact angle model [16], the average periods were more close to the numeri-
cal data (1.8 ms). The relationship between spreading radius and its accelerated
velocity is shown in Fig. 8.

When 𝜁 is approaching or higher than the balance value (0), the deviation
between theoretical and numerical results is relatively small, but when 𝜁 is far
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Figure 6. The frequency spectrum after smoothing

Figure 7. The relationship between spreading radius and time ŕow (ζ = (r − rb)/rb, rb is the
theoretical balance radius)

Figure 8. The relationship between spreading radius and its accelerated velocity
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below the balance value, the deviation is considerable. This is because an obvi-
ous distortion would happen on the shape of droplet and the above-mentioned
relationships (Eq. (8)–(10)) would lose efficacy. Besides, because the relationship
between spreading radius and its acceleration in present model is not linear, the
oscillation period is related to the initial velocity.

5. Discussion

The process of undamped oscillation for a droplet impacting on solid surface
was theoretically described by an equation based on spherical segment model.
Followings are several conclusions.

The contact of the droplet is changing in the oscillation and geometrically
calculated. The influence of gravity on contact angle and spreading radius was
analyzed quantitatively, the deviation was lower than the constant contact angle
model. However, the result was based on the geometrical model of spherical seg-
ment of droplet, which might be inaccurate under the influence of gravity. More
study was needed in this content.

After spectrum analyzing and smoothing by a filter, the numerical solutions
can be regarded as a superposition of several sine curves with close frequency,
amplitude and phase positions. The relationship between spreading radius and its
accelerated velocity was founded by polynomial fit, and the curve was symmetrical
about the balance point and strongly linear.

By comparing the results of theoretical and numerical calculation, when the
spreading radius of the droplet approaches the balance value, the deviation be-
tween two solutions are small, but when the spreading radius is far from the
balance value, the deviation can be considerable. And the deviation of far below
from the balance value is larger than that of far above from the balance value.
This is possibly because when the spreading radius is far from the balance value,
the shape of the droplet would also deviate from spherical segment. More work
about the amendment of the shape of the droplet in oscillation is needed in later
study.
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Модель незатухающего колебания для сферической
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углами контакта
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Аннотация

Предложен нелинейный подход описания колебания сферической кап-
ли на твердой поверхности. Интегрирование уравнений движений осу-
ществляется без использования линеаризации тригонометрических
функций, зависящих от угла контакта. Иными словами, угол контак-
та является произвольной конечной величиной. Проведено исследова-
ние влияние силы тяжести на угол контакта и радиус распространения
капли по твердой поверхности. Таким образом, было найдено нелиней-
ное уравнение, описывающее изменение радиуса распространения капли
в зависимости от времени. Данное уравнение было численно проинте-
грировано. Исследование численной сходимости осуществлялось посред-
ством сравнения с известными модельными точными решениями и из-
вестными экспериментальными данными. На основании исследования
методами численного интегрирования полученного в статье уравнения
можно сделать вывод о целесообразности использования математиче-
ской модели для описания и исследования новых физических эффектов
при колебании капель.

Ключевые слова: колебание капли, угол контакта, теоретический ана-
лиз, спектральный анализ.
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