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Аб ду л л а е в О. Х.

Введение. При интенсивных исследованиях проблем оптимального уп-
равления агроэкономической системой регулирования меток грунтовых вод
и влажности почвы возникла необходимость исследовать краевые задачи для
нагруженных уравнений в частных производных (см. [1, 2] и ссылки в них).
Сходные результаты по теории краевых задач для нагруженных уравнений
параболического, параболо-гиперболического и эллиптико-гиперболического
типов были опубликованы в [3ҫ5].

Наряду с теорией нагруженных уравнений теория краевых задач для
уравнения смешанного типа дробного порядка также является одним из ин-
тенсивно развивающихся направлений исследования уравнений в частных
производных. Следует отметить, что локальные и нелокальные задачи для
уравнений параболо-гиперболического типа, включающие различные инте-
гро-дифференциальные операторы дробного порядка, исследовались многи-
ми авторами (см. работы [6ҫ8] и ссылки в них).

В качестве продолжения этого направления в данной работе мы рассмот-
рим следующее уравнение параболо-гиперболического типа дробного поряд-
ка, включающее нелинейный нагруженный член:

f(x) =

{︃

uxx −C D
α
0yu+ a1(x)u

p1(x, 0), y > 0,

uxx − uyy + a2(x)u
p2(x, 0), y < 0,

(1)

где

CD
α
0yf(y) =

1

Γ(1− α)

∫︁ y

0
(y − t)−αf ′(t)dt, 0 < α < 1, (2)

ai(x)— заданные функции; pi > 0, 0 < α < 1— константы, i = 1, 2.
Имеются немногочисленные работы (см. [9, 10] и ссылки в них), в кото-

рых исследуются локальные и нелокальные задачи для уравнений параболо-
гиперболического типа с оператором Капуто (без нагруженной части). Кро-
ме того, аналогичные задачи рассматривались для нагруженных уравнений
параболического типа, след решения которых включается в интегро-диффе-
ренциальные операторы дробного порядка Римана—Лиувилля, Эрдейи—Ко-
бера и др. [11ҫ13]. Хотелось бы отметить, что уравнения в приведенных выше
работах имеют только линейные нагруженные члены.

Основная цель данной работы — доказать существование и единственность
решения нелокальной задачи с интегральным условием склеивания для урав-
нения (1).

1. Постановка задачи. Пусть Ω— область, ограниченная отрезками

A1A2 = {(x, y) : x = 1, 0 < y < h}, B1B2 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < h},

B2A2 = {(x, y) : y = h, 0 < x < 1}
при y > 0, и характеристиками

A1C : x− y = 1, B1C : x+ y = 0

уравнения (1) при y < 0, гдеA1(1, 0), A2(1, h), B1(0, 0), B2(0, h) и C(1/2,−1/2).
Введем следующие обозначения:

Ω+ = Ω ∩ (y > 0), Ω− = Ω ∩ (y < 0),

8
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I1 = {x : 0 < x < 1/2}, I2 = {x : 1/2 < x < 1}.

Задача NL. Требуется найти функцию f(x) и решение u(x, y) уравне-
ния (1) из класса функций

W = {u(x, y) : u(x, y) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω−); uxx ∈ C(Ω+);

CD
α
0yu ∈ C(Ω+); u(x, y) ∈ C1(Ω̄− ∖A1B1)},

удовлетворяющие краевым условиям

u(x, y)
⃒

⃒

A1A2
= ϕ1(y), u(x, y)

⃒

⃒

B1B2
= ϕ2(y), 0 6 y 6 h; (3)

d

dx
u(θ(x))=b1(x)uy(x, 0)+b2(x)ux(x, 0)+b3(x)u(x, 0)+b4(x), 0 < x < 1; (4)

un(x, y)
⃒

⃒

B1C
= ψ1(x), 0 6 x 6 1/2; un(x, y)

⃒

⃒

A1C
= ψ2(x), 1/2 6 x 6 1 (5)

и интегральному условию склеивания

lim
y→+0

y1−αuy(x, y) = λ1(x)uy(x,−0) + λ2(x)ux(x,−0) +

+ λ3(x)

∫︁ x

0
r(t)u(t, 0) dt+ λ4(x)u(x, 0) + λ5(x), 0 < x < 1, (6)

где θ(x) = θ(x/2,−x/2) и ϕi(y), ψi(x), bj(x), λk(x)— заданные функции (i =
= 1, 2; j = 1, 4; k = 1, 5), причем

ψ1(1/2) = ψ2(1/2),
3

∑︁

j=1

b2j (x) ̸= 0 и

4
∑︁

k=1

λ2k(x) ̸= 0.

2. Необходимые функциональные соотношения. Введем обозначе-
ния

f(x) =

{︃

f1(x), 0 6 x 6 1/2,

f2(x), 1/2 6 x 6 1,
(7)

u(x, 0) = τ(x), 0 6 x 6 1; uy(x,−0) = ν−(x), 0 < x < 1, (8)

причем f1(1/2) = f2(1/2).
Отметим, что общее решение уравнения (1) в области Ω− c учетом (7)

имеет вид
u(x, y) = F1(x+ y) + F2(x− y) + ω(x), (9)

где

ω(x) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

∫︁ x

0
(x− t)

(︀

f1(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt+ c1x, 0 6 x 6 1/2,
∫︁ 1

x
(t− x)

(︀

f2(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt+ c2(1− x), 1/2 6 x 6 1,

(10)

c1 и c2 — произвольные постоянные.
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Функция ω(x) должна быть дважды непрерывно дифференцируемой при
0 < x < 1. Это требование приводит к следующим значениям c1 и c2:

c1 =

∫︁ 1/2

0
(t− 1)

(︀

f1(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt+

∫︁ 1

1/2
(t− 1)

(︀

f2(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt,

c2 = −
∫︁ 1/2

0
t
(︀

f1(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt−
∫︁ 1

1/2
t
(︀

f2(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt.

Воспользуемся условием (5) и, учитывая обозначение (8), из (9) найдем

F1(x) = τ(x)− F2(x)− ω(x), (11)

F ′
1(x) = ν(x) + F ′

2(x), (12)

2F ′
1(0) +

∫︁ x

0

(︀

f1(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt =
√
2ψ1(x), (13)

−2F ′
2(1) +

∫︁ 1

x

(︀

f2(t)− a2(t)τ
p2(t)

)︀

dt =
√
2ψ2(x). (14)

Таким образом, учитывая (11) и (12), из (9) решение задачи NL в области
Ω− можем представить в виде

u(x, y) =
1

2

(︀

τ(x− y) + τ(x+ y)
)︀

− 1

2

(︀

ω(x− y) + ω(x+ y)
)︀

−

− 1

2

∫︁ x−y

x+y
ν(t) dt+ ω(x). (15)

Используя условие (4), из (15) дифференцированием (13) и (14) по x находим

(︀

2b1(x) + 1
)︀

ν−(x) =
(︀

1− 2b2(x)
)︀

τ ′(x)− 2b3(x)τ(x)−
− 2b4(x) + ω′(x/2)− ω′(x), 0 < x < 1, (16)

и
fj(x)− a2(x)τ

p2(x) = (−1)j−1
√
2ψ′

j(x) (j = 1, 2). (17)

Следовательно, из (10), учитывая (17), находим ω(x) в явном виде:

ω(x) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

√
2

∫︁ x

0
ψ1(t) dt−

√
2x

(︂

ψ1(1/2) +

+

∫︁ 1/2

0
ψ1(t) dt−

∫︁ 1

1/2
ψ2(t)dt

)︂

, 0 6 x 6 1/2,

√
2

∫︁ 1

x
ψ2(t)dt−

√
2(1− x)

(︂

ψ2(1/2)−

−
∫︁ 1/2

0
ψ1(t) dt+

∫︁ 1

1/2
ψ2(t) dt

)︂

, 1/2 6 x 6 1.

(18)

Учитывая обозначение (8), соотношение

lim
y→+0

y1−αuy(x, y) = ν+(x)

10
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и условие склеивания (6), находим

ν+(x) = λ1(x)ν
−(x) + λ2(x)τ

′(x) +

+ λ3(x)

∫︁ x

0
r(t)τ(t) dt+ λ4(x)τ(x) + λ5(x), 0 < x < 1. (19)

Далее из уравнения (1) при y → +0, учитывая (2), (19) и

lim
y→0

Dα−1
0y f(y) = Γ(α) lim

y→0
y1−αf(y),

находим

τ ′′(x)− Γ(α)λ1(x)ν
−(x)− Γ(α)λ2(x)τ

′(x)−

− Γ(α)λ3(x)

∫︁ x

0
r(t)τ(t) dt− Γ(α)λ4(x)τ(x)−

− Γ(α)λ5(x)− f(x) + a1(x)τ
p1(x) = 0, 0 < x < 1. (20)

3. Единственность задачи NL.
Теорема 1. Пусть pj = 2n − 1, n = 1, 2, . . . , j = 1, 2, и для заданных

функций имеют место условия

2b1(x) + 1 ̸= 0, A′(x) + 2B(x) + λ′2(x)− 2λ4(x) 6 0; (21)
(︁λ3(x)

r(x)

)︁′
6 0,

λ3(1)

r(1)
> 0, a1(x) 6 0, a2(x) > 0, (22)

где

A(x) =
λ1(x)(1− 2b2(x))

1 + 2b1(x)
, B(x) =

2λ1(x)b3(x)

1 + 2b1(x)
.

Тогда решение u(x, y) задачи NL единственно.

Д о к а з ат е л ь ств о. Пусть ψj(x) ≡ b4(x) ≡ 0 (j = 1, 2). Тогда из (18)
имеем ω(x) = 0. Следовательно, из (16) при 2b1(x) + 1 ̸= 0 находим

ν−(x) =
1− 2b2(x)

1 + 2b1(x)
τ ′(x)− 2b3(x)

2b1(x) + 1
τ(x). (23)

Далее, полагая λ5(x) ≡ 0 и умножая уравнение (20) на τ(x), интегрируя его
от 0 до 1, с учетом (17) получим

∫︁ 1

0
τ ′′(x)τ(x) dx− Γ(α)

∫︁ 1

0
λ1(x)τ(x)ν

−(x) dx− Γ(α)

∫︁ 1

0
λ2(x)τ(x)τ

′(x) dx−

− Γ(α)

∫︁ 1

0
λ3(x)τ(x) dx

∫︁ x

0
r(t)τ(t) dt− Γ(α)

∫︁ 1

0
τ2(x)λ4(x) dx+

+

∫︁ 1

0
(a1(x)τ

p1(x)− a2(x)τ
p2(x))τ(x) dx = 0. (24)

11



Аб ду л л а е в О. Х.

Подставляя (23) в уравнение (24) и учитывая

τ(0) = ϕ2(0) = 0, τ(1) = ϕ1(0) = 0,

имеем

−
∫︁ 1

0
τ ′2(x) dx+

Γ(α)

2

∫︁ 1

0
A′(x)τ2(x) dx+ Γ(α)

∫︁ 1

0
B(x)τ2(x) dx+

+
Γ(α)

2

∫︁ 1

0
λ2

′(x)τ2(x) dx− Γ(α)

∫︁ 1

0
λ4(x)τ

2(x) dx−

− Γ(α)λ3(1)

2r(1)

(︂∫︁ 1

0
r(x)τ(x) dx

)︂2

+
Γ(α)

2

∫︁ 1

0

(︁λ3(x)

r(x)

)︁′
(︂∫︁ x

0
r(t)τ(t) dt

)︂2

dx+

+

∫︁ 1

0
a1(x)τ

p1+1(x) dx−
∫︁ 1

0
a2(x)τ

p2+1(x) dx. (25)

В силу условий теоремы 1 из (25), учитывая τ(0) = τ(1) = 0, заключаем, что
τ(x) = 0. Таким образом, при нулевых данных (т.е. при ψj(x) = b4(x) = 0,
j = 1, 2) получим, что ω(x) = 0 и u(x, 0) = τ(x) = 0, т.е. нелинейные нагру-
женные части уравнения (1) обнуляются. Далее из (23) получим ν−(x) = 0.
Следовательно, в силу решения первой краевой задачи для уравнения (1)
в области Ω+ (cм. [14]) и из решения задачи Коши в области Ω− получим
u(x, y) ≡ 0 в замкнутых областях Ω̄+ и Ω̄−. �

Замечание 1. Если 2b1(x) + 1 = 0, 2b2(x) − 1 ̸= 0, x ∈ [0, 1], то, учи-
тывая (18), из (16) получим линейное дифференциальное уравнение первого
порядка относительно τ(x).

Заметим, что получаемое дифференциальное уравнение имеет единствен-
ное решение с учетом условий τ(0) = ϕ2(0) (или τ(1) = ϕ1(0)). Следователь-
но, однозначное решение исследуемой задачи определяется в области Ω+ как
решение первой краевой задачи для уравнения (1) [8, 12]. Далее из решения
первой краевой задачи с учетом

lim
y→+0

y1−αuy(x, y) = ν+(x)

и условия склеивания (6) находим ν−(x) при λ1(x) ̸= 0. Решение задачи NL
в области Ω− построим как решение задачи Коши.

Замечание 2. Если 2b1(x) + 1 = 2b2(x) − 1 = 0, b3(x) ̸= 0, x ∈ [0, 1],
то однозначная разрешимость исследуемой задачи следует из однозначного
определения τ(x) из (16).

Итак, пусть 2b1(x) + 1 = 0, 2b2(x)− 1 = 0 (или 2b2(x)− 1 ̸= 0) и b3(x) ̸= 0.
Тогда исследуемая задача однозначно разрешима при λ1(x) ̸= 0.

4. Существование решения задачи NL.
Теорема 2. Если выполнены условия (21), (22) и

ϕi(y) ∈ C[0, h] ∩ C1(0, h), ψi(x) ∈ C(Ii) ∩ C1(Ii)ai(x) ∈ C[0, 1] (i=1, 2), (26)

bj(x), λk(x) ∈ C[0, 1] ∩ C1(0, 1) (j = 1, 4, k = 1, 5), (27)

то решение задачи NL существует.
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До к а з ат е л ь ств о. Решение уравнения (см. уравнение (20))

τ ′′(x) = F (x), 0 < x < 1,

удовлетворяющее условиям τ(1) = ϕ1(0), τ(0) = ϕ2(0), имеет вид

τ(x) =

∫︁ x

0
(x− t)F (t) dt− x

∫︁ 1

0
(1− t)F (t) dt+

+ (1− x)ϕ2(0) + xϕ1(0), 0 6 x 6 1, (28)

где

F (x) = Γ(α)(λ4(x)−B(x))τ(x) + Γ(α)(A(x) + λ2(x))τ
′(x) +

+ Γ(α)λ3(x)

∫︁ x

0
r(t)τ(t) dt+ f(x)− a1(x)τ

p1(x) +

+ Γ(α)C(x)
(︀

ω′(x/2)− ω′(x)− 2b4(x)
)︀

+ Γ(α)λ5(x), (29)

C(x) =
λ1(x)

1 + 2b1(x)
.

Подставляя (29) в уравнение (28), после несложных упрощений получим ин-
тегральное уравнение Фредгольма второго рода:

τ(x) =

∫︁ 1

0
K(x, t)τ(t) dt+Φ(x, τ(x)), 0 6 x 6 1, (30)

где

K(x, t) =

{︃

K1(x, t), 0 6 t 6 x,

K2(x, t), x 6 t 6 1,
(31)

K1(x, t) = Γ(α)t(x− 1)
(︀

λ4(t)−B(t)
)︀

− Γ(α)(x− 1)
(︀

tλ2(t) + tA(t)
)︀′
+

+ Γ(α)r(t)

∫︁ x

t
(x− z)λ3(z) dz − Γ(α)r(t)

∫︁ 1

t
x(1− z)λ3(z) dz,

K2(x, t) = Γ(α)x
[︀

(1− t)
(︀

λ2(t) +A(t)
)︀]︀′ − Γ(α)x(1− t)

(︀

λ4(t)−B(t)
)︀

−

− Γ(α)r(t)

∫︁ 1

t
x(1− z)λ3(z) dz,

Φ(x, τ(x)) =

∫︁ x

0
(x− t)

(︀

a2(t)τ
p2(t)− a1(t)τ

p1(t)
)︀

dt−

− x

∫︁ 1

0
(1− t)

(︀

a2(t)τ
p2(t)− a1(t)τ

p1(t)
)︀

dt+ F1(x), (32)
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F1(x) = Γ(α)

∫︁ x

0
(x−t)C(t)

(︀

ω′(t/2)−ω′(t)−2b4(t)
)︀

dt+Γ(α)

∫︁ x

0
(x−t)λ5(t)dt−

− Γ(α)x

∫︁ 1

0
(1− t)C(t)

(︀

ω′(t/2)− ω′(t)− 2b4(t)
)︀

dt−

− Γ(α)x

∫︁ 1

0
(1− t)λ5(t) dt+ Γ(α)

∫︁ x

0
(x− t)ψ(t) dt−

− Γ(α)x

∫︁ 1

0
(1− t)ψ(t) dt+ (1− x)ϕ2(0) + xϕ1(0),

ψ(x) =

{︃ √
2ψ1(x), 0 6 x 6 1/2,

−
√
2ψ2(x), 1/2 6 x 6 1.

Из (31), (32) c учетом класса заданных функций можно убедиться, что
|K(x, y)| 6 const, |Φ(x, τ(x))| 6 const. Далее в силу теории интегральных
уравнений Фредгольма и единственности решения исследуемой задачи за-
ключаем, что интегральное уравнение (30) имеет единственное решение в
классе C[0, 1] ∩ C2(0, 1). Это решение записываем через резольвенту R(x, t)
ядра K(x, t):

τ(x) =

∫︁ 1

0
R(x, t)Φ(t, τ(t)) dt+Φ(x, τ(x)). (33)

Подставляя (32) в решение (33), получим нелинейное интегральное уравнение

τ(x) =

∫︁ 1

0

(︀

a2(t)τ
p2(t)− a1(t)τ

p1(t)
)︀

K*(x, t) dt+ F2(x), (34)

K*(x, t) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

∫︁ 1

t
R(x, z)(z − t) dz − (1− t)

∫︁ 1

0
tR(x, t) dt+ t(x− 1), 0 6 t 6 x,

∫︁ 1

t
R(x, z)(z − t) dz − (1− t)

∫︁ 1

0
tR(x, t) dt+ x(t− 1), x 6 t 6 1,

F2(x) =

∫︁ 1

0
R(x, t)F1(t) dt+ F1(x).

Разрешимость интегрального уравнения (34) доказываем методом после-
довательных приближений. Предполагая τ0(x) = F2(x), из рекуррентной фор-
мулы

τn(x) =

∫︁ 1

0

(︀

a2(t)τ
p2
n−1(t)− a1(t)τ

p1
n−1(t)

)︀

K*(x, t) dt+ F2(x)

составим функциональную последовательность {τn(x)}.
Пусть для произвольной функции

g(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1)

и
G(x, t) ∈ C([0, 1]× [0, 1]) ∩ C2,0((0, 1)× (0, 1))
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рассматривается следующая норма:

‖g(x)‖C = max {|g(x)| : x ∈ [0, 1]} ,

‖G(x, t)‖C = max {|G(x, t)| : (x, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]} .
Тогда, учитывая

‖K*(x, t)‖C 6M, ‖aj(x)‖C 6 mj , j = 1, 2, ‖F2(x)‖C 6 m3

(cм. (26) и (27)), где M , m1, m2, m3 > 0, получим

‖τ1(x)− τ0(x)‖C 6 m*M |m1 +m2|, (35)

где m* = max{mp1
3 ;mp2

3 }.
Далее, учитывая неравенство

|gp2(x)− gp1(x)| 6 cp|g2(x)− g1(x)|,

где c = max
{︀

|gp−1
1 (x)|, |gp−1

2 (x)|
}︀

> 0— константа, для непрерывно-диффе-
ренцируемых функций получим

‖τ2(x)− τ1(x)‖C 6 cpM |m1 +m2| ‖τ1(x)− τ0(x)‖C ,

где p = max{p1; p2}. Окончательно имеем:

‖τn(x)− τn−1(x)‖C 6 cpM |m1 +m2| ‖τn−1(x)− τn−2(x)‖C . (36)

Пусть cpM |m1 +m2| < 1, тогда из оценки (36) следует, что оператор в пра-
вой части (34) является сжимающим. Из оценок (35) и (36) заключаем, что
для оператора (34) существует единственная неподвижная точка. Следова-
тельно, интегральное уравнение (34) имеет единственное решение в классе
C[0, 1] ∩ C2(0, 1).

Замечание 3. В силу теории интегральных уравнений Фредгольма с уче-
том единственности решения задачи NL следует заключить, что функцио-
нальная последовательность {τn(x)} имеет единственную предельную функ-
цию τ(x), т. е. lim

n→∞
τn(x) = τ(x).

После определения τ(x) из (16) находим ν(x). Далee, учитывая (18), ре-
шение исследуемой задачи в области Ω− определяем из (15), а в области —
Ω+ как решение первой краевой задачи для уравнения (1), которое имеет
вид [12,14]:

u(x, y) =

∫︁ y

0
Gξ(x, y, 0, η)ϕ2(η) dη −

∫︁ y

0
Gξ(x, y, 1, η)ϕ1(η) dη +

+

∫︁ 1

0
G0(x− ξ, y)τ(ξ) dξ +

∫︁ y

0

∫︁ 1

0
G(x, y, ξ, η)

(︀

f(ξ)− a1(ξ)τ
p1(ξ)

)︀

dξ dη,

где

G0(x− ξ, y) =
1

Γ(1− α)

∫︁ y

0
(y − η)−αG(x, η, ξ, 0) dη,

15



Аб ду л л а е в О. Х.

G(x, y, ξ, η) =
(y − η)α/2−1

2

∞
∑︁

n=−∞

[︁

e
1,α/2
1,α/2

(︁

−|x− ξ + 2n‖
(y − η)α/2

)︁

−

− e
1,α/2
1,α/2

(︁

−|x+ ξ + 2n|
(y − η)α/2

)︁]︁

— функция Грина первой краевой задачи для уравнения (1) в области Ω+ [6],

e1,δ1,δ(z) =
∞
∑︁

n=0

zn

n!Γ(δ − δn)

— функция типа Райта [14], f(x)— определяется из (17). �

Замечание 4. Пусть bj(x) ≡ 0, λk(x) ≡ 0 (j = 1, 3, k = 2, 5) и λ1(x) = 1.
Тогда задача NL является локальной задачей (т. е. аналогом задачи Трикоми)
с непрерывным условием склеивания. Отметим, что полученные результаты
остаются верными и в этом случае.
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Abstract

We study the existence and uniqueness of solution of the non-local prob-
lem for the parabolic-hyperbolic type equation with non linear loaded term
involving Caputo derivative

f(x) =

{︂

uxx −C D
α
0yu+ a1(x)u

p1(x, 0), y > 0,

uxx − uyy + a2(x)u
p2(x, 0), y < 0,

where

CD
α
0yf(y) =

1

Γ(1− α)

∫︁ y

0

(y − t)
−α
f ′(t) dt, 0 < α < 1,

ai(x) are given functions, pi, α = const, besides pi > 0 (i = 1, 2), 0 < α < 1
in the domain Ω bounded with segments:

A1A2 = {(x, y) : x = 1, 0 < y < h}, B1B2 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < h},

B2A2 = {(x, y) : y = h, 0 < x < 1}
at the y > 0, and characteristics:

A1C : x− y = 1, B1C : x+ y = 0

of the considered equation at y < 0, where A1(1, 0), A2(1, h), B1(0, 0),
B2(0, h), and C(1/2,−1/2).

Uniqueness of solution of the investigated problem was proved by an
integral of energy. The existence of solution of the problem was proved by the
method of integral equations. The theory of the second kind Fredholm type
integral equations and the successive approximations method were widely
used. We notice, that boundary value problems for the mixed type equations
of fractional order with non linear loaded term have not been investigated.
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Аннотация

Рассматривается вырождающееся гиперболическое уравнение перво-
го рода второго порядка, содержащее слагаемое с младшей производной,
для которого исследованы две краевые задачи со смещением, обобщаю-
щие известные первую и вторую задачи Дарбу. При определенных усло-
виях на заданные функции и параметры, входящие в постановку иссле-
дуемых задач, доказаны теоремы о существовании единственного регу-
лярного решения задач. Выявлены свойства всех регулярных решений
рассматриваемого уравнения, являющиеся аналогами теорем о среднем
значении для волнового уравнения.

Ключевые слова: вырождающиеся гиперболические уравнения, зада-
ча Гурса, задача Дарбу, задача со смещением, теорема о среднем значе-
нии.

Получение: 20 апреля 2020 г. / Исправление: 12 февраля 2021 г. /
Принятие: 10 марта 2021 г. / Публикация онлайн: 29 марта 2021 г.

Введение. Постановка задач. На евклидовой плоскости точек (x, y)
рассмотрим уравнение

(−y)muxx − uyy + λ(−y)m−2
2 ux = 0, y < 0, (1)

где λ и m— заданные действительные числа, причем m > 0, |λ| 6 m/2;
u = u(x, y)— искомая действительная функция действительных переменных
(x, y).

Уравнение (1) рассматривается в области Ω, ограниченной его характери-
стиками

AC : x− 2

m+ 2
(−y)m+2

2 = 0 и BC : x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2 = r,
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выходящими из точки C = (r/2, yc), yc = −
[︀ (m+2)r

4

]︀2/(m+2)
и проходящими

через точки A = (0, 0) и B = (r, 0) соответственно, а также отрезком AB
прямой y = 0.

Обозначим через θ0(x) =
(︀

x
2 , h(x)

)︀

, θr(x) =
(︀

r+x
2 , h(r − x)

)︀

, где h(x) =

= −
(︀

m+2
4

)︀2/(m+2)
x2/(m+2) — аффиксы точек пересечения характеристик урав-

нения (1), выходящих из точки (x, 0), с характеристиками AC и BC соот-
ветственно; Dγ

0xf(t) и Dγ
xrf(t)— обобщенные операторы дробного (в смысле

Римана—Лиувилля) интегро-дифференцирования порядка γ [1, 2];

I =
{︀

(x, y) : 0 < x < r, y = 0
}︀

; α =
m− 2λ

2(m+ 2)
, β =

m+ 2λ

2(m+ 2)
.

Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем всякую функ-
цию u = u(x, y) из класса C(Ω̄)∩C1(Ω∪ I)∩C2(Ω), при подстановке которой
уравнение (1) обращается в тождество.

Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение u = u(x, y) уравнения

(1) из класса x−αuy(x, 0), (r−x)−βuy(x, 0) ∈ L1(I), удовлетворяющее краевым
условиям

u(x, 0) = τ(x) ∀x ∈ Ī , (2)

a(x)D1−β
0x u[θ0(t)] + b(x)D1−α

xr u[θr(t)] = ψ(x) ∀x ∈ I, (3)

где a(x), b(x), τ(x), ψ(x)— заданные функции, причем a2(x)+b2(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī .

Задача 2. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1), удовле-
творяющее краевым условиям

uy(x, 0) = ν(x) ∀x ∈ I, (4)

a(x)Dα
0x

{︀

tα+β−1u[θ0(t)]
}︀

+ b(x)Dβ
xr

{︀

(r − t)α+β−1u[θr(t)]
}︀

= ψ(x) ∀x ∈ I,(5)

где a(x), b(x), ν(x), ψ(x)— заданные функции, причем a2(x)+b2(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī .

Уравнение (1) является уравнением гиперболического типа с параболи-
ческим вырождением вдоль прямой y = 0, причем прямая y = 0 сама не
является характеристикой уравнения (1). Поэтому уравнение (1) относится к
классу вырождающихся гиперболических уравнений первого рода [3, c. 6].

При a(x) ≡ 0, b(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī или b(x) ≡ 0, a(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī из за-
дачи 1 в силу обратимости операторов Dγ

0x и Dγ
xr приходим к соответству-

ющей первой задаче Дарбу с данными u(x, 0) = τ(x), u[θr(x)] = ψ1(x) или
u(x, 0) = τ(x), u[θ0(x)] = ψ1(x) для уравнения (1). А задача 2 при a(x) ≡ 0,
b(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī или b(x) ≡ 0, a(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī переходит во вторую задачу
Дарбу для уравнения (1), где заданы

uy(x, 0) = ν(x), u|BC = u[θr(x)] = ψ1(x), 0 < x < r (6)

или
uy(x, 0) = ν(x), u|AC = u[θ0(x)] = ψ1(x), 0 < x < r, (7)

соответственно.
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Приm = 2 уравнение (1) переходит в уравнение Бицадзе—Лыкова [4, c. 47;
5; 6, c. 234]. В работе [7] показано, что для уравнения Бицадзе—Лыкова, ко-
торое рассматривается в области D, ограниченной характеристиками AC :
2x − y2 = 0, BC : 2x + y2 = 2r и отрезком I, при λ = 1 корректно постав-
лена вторая задача Дарбу с данными (7), в то время как однородная вторая
задача Дарбу для уравнения Бицадзе—Лыкова, соответствующая задаче (6),
имеет ненулевые решения. Аналогично, для уравнения Бицадзе—Лыкова при
λ = −1 будет корректно поставлена вторая задача Дарбу с данными (6), в то
время как однородная вторая задача Дарбу, соответствующая задаче (7), бу-
дет обладать ненулевыми решениями. Это говорит о неравноправности ха-
рактеристик AC и BC как носителей второй задачи Дарбу для уравнения
Бицадзе—Лыкова при λ = ±1.

Частным случаем уравнения (1) также является уравнение Трикоми, яв-
ляющееся теоретической основой околозвуковой газовой динамики и матема-
тической биологии [8; 9, с. 38; 10 с. 280].

При λ = 0 из уравнения (1) приходим к уравнению Геллерстедта

(−y)muxx − uyy = 0, (8)

которое, как показано в монографии [2, с. 234], находит применение в задаче
определения формы прорези плотины.

Основным отличием уравнений (1) и (8) является тот факт, что для урав-
нения (1) при λ ̸= 0 нарушено условие Геллерстедта [11], гарантирующее од-
нозначную разрешимость задачи Коши для класса вырождающихся гипербо-
лических уравнений с начальными данными на линии вырождения. Но упо-
мянутое условие Геллерстедта, гарантирующее корректность задачи Коши,
не является необходимым для ее однозначной разрешимости. И в монографи-
ях [3,4,6] уравнение (1) приводится как пример уравнения, для которого при
|λ| 6 m/2 решение задачи Коши выписывается в замкнутом виде, несмотря
на то, что для него нарушено условие Геллерстедта при λ ̸= 0. Исследованию
первой и второй задач Дарбу для уравнения (1) посвящены работы [12, 13].
В работе [14] исследован критерий непрерывности решения задачи Гурса для
вырождающегося гиперболического уравнения вида (1). В [15] в явном виде
выписано регулярное решение задачи Гурса для вырождающегося внутри об-
ласти гиперболического уравнения, а в [16] найдено решение первой краевой
задачи для такого же уравнения. За последние годы многими авторами изу-
чены задачи для разного рода вырождающихся гиперболических уравнений
[17ҫ28]. Достаточно полная библиография по исследованию различных крае-
вых задач для вырождающихся гиперболических уравнений имеется в моно-
графиях [29ҫ34].

Исследуемые в рамках данной работы задачи 1 и 2 относятся к клас-
су нелокальных краевых задач, сформулированных в работе [35], где да-
на методика постановки нелокальных краевых задач со смещением для вы-
рождающегося гиперболического уравнения вида (8) с использованием по-
нятия оператора дробного интегро-дифференцирования (в смысле Римана—
Лиувилля). В [35] были найдены критерии однозначной разрешимости задачи
с условиями вида (2) и (3) для рассматриваемого уравнения, где θ0(x), θr(x),
как и выше, определяются как аффиксы точек пересечения характеристик
уравнения (8), причем здесь α = β = m/[2(m+ 2)] = ε. Также в [35] было по-
лучено свойство всех регулярных решений уравнения (8), удовлетворяющих
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начальному условию (2), являющееся аналогом теоремы о среднем значении
для волнового уравнения в характеристическом четырехугольнике.

Пользуясь методом, предложенным в работе [35], в данной работе най-
дены достаточные условия существования единственного регулярного реше-
ния исследуемых задач 1 и 2. Получены свойства регулярных решений урав-
нения (1), удовлетворяющих начальным условиям (2) или (4). Полученные
свойства обобщают известные теоремы о среднем значении для уравнения (8)
[35] и для волнового уравнения [8, c. 165] в характеристическом четырехуголь-
нике.

1. Исследование задачи 1. Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть заданные функции a(x), b(x), τ(x), ψ(x) таковы, что

D−α−β
0x τ(t), D−α−β

xr τ(t) ∈ C1(Ī) ∪ C3(I); (9)

a(x), b(x), ψ(x) ∈ C(Ī) ∩ C2(I); (10)

Γ(1− β)a(x)(r − x)β + Γ(1− α)b(x)xα ̸= 0 ∀x ∈ Ī . (11)

Тогда существует единственное регулярное в области Ω решение задачи 1.

До к а з ат е л ь ств о. Воспользуемся представлением решения задачи Ко-
ши для уравнения (1) с данными u(x, 0) = τ(x) и uy(x, 0) = ν(x) на линии
вырождения y = 0. Для различных значений числа λ данные представления
выписаны, например, в [3, с. 13] и они имеют вид

u(x, y) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫︁ 1

0
τ
[︁

x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2 (2t− 1)
]︁

tβ−1(1− t)α−1dt+

+
Γ(2− α− β)y

Γ(1− α)Γ(1− β)

∫︁ 1

0
ν
[︁

x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2 (2t− 1)
]︁

t−α(1− t)−βdt,

− m

2
< λ <

m

2
; (12)

u(x, y) = τ
(︁

x− 2

m+ 2
(−y)m+2

2

)︁

+

+
2y

m+ 2

∫︁ 1

0
ν
[︁

x− 2

m+ 2
(−y)m+2

2 (2t− 1)
]︁

(1− t)−
m

m+2dt, λ = −m
2
; (13)

u(x, y) = τ
(︁

x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2

)︁

+

+
2y

m+ 2

∫︁ 1

0
ν
[︁

x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2 (2t− 1)
]︁

(1− t)−
m

m+2dt, λ =
m

2
. (14)

Рассмотрим сначала случай, когда −m/2 < λ < m/2. Из представления
(12) в этом случае находим

u[θ0(x)] = u
(︁x

2
,−

(︁m+ 2

4

)︁ 2
m+2

x
2

m+2

)︁

=
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫︁ 1

0
τ(xt)tβ−1(1− t)α−1dt−

− Γ(2− α− β)

Γ(1− α)Γ(1− β)

(︁ 4

m+ 2

)︁− 2
m+2

x
2

m+2

∫︁ 1

0
ν(xt)t−α(1− t)βdt.
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После введения новой переменной интегрирования z = xt последнее равен-
ство перепишется в виде

u[θ0(x)] =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
x1−α−β

∫︁ x

0

τ(z)zβ−1

(x− z)1−α
dz−

− Γ(2− α− β)

Γ(1− α)Γ(1− β)
[2(1− α− β)]α+β−1

∫︁ x

0

z−αν(z)
(x− z)β

dz.

Воспользовавшись далее определением оператора интегрирования дроб-
ного порядка

∫︁ x

0

g(t)dt

(x− t)1−α
= Γ(α)D−α

0x g(t),

находим

u[θ0(x)] = γ1x
1−α−βD−α

0x [tβ−1τ(t)]− γ2D
β−1
0x [t−αν(t)], (15)

где

γ1 =
Γ(α+ β)

Γ(β)
, γ2 =

Γ(2− α− β)

Γ(1− α)
[2(1− α− β)]α+β−1.

С помощью аналогичных вычислений из формулы (12) получаем, что

u[θr(x)] = γ3(r − x)1−α−βD−β
xr [(r − t)α−1τ(t)]− γ4D

α−1
xr [(r − t)−βν(t)], (16)

где

γ3 =
Γ(α+ β)

Γ(α)
, γ4 =

Γ(2− α− β)

Γ(1− β)
[2(1− α− β)]α+β−1.

Воспользовавшись следующими законами композиции операторов дроб-
ного дифференцирования и интегрирования [1; 2, c. 18]:

Dα
0xt

α+βDβ
0tg(s) = xβDα+β

0x tαg(t),

Dα
xr(r − t)α+βDβ

trg(s) = (r − x)βDα+β
xr (r − t)αg(t),

из (15) и (16) находим

D1−β
0x u[θ0(t)] = x−α[γ1D

1−α−β
0x τ(t)− γ2ν(x)], (17)

D1−α
xr u[θr(t)] = (r − x)−β [γ3D

1−α−β
xr τ(t)− γ4ν(x)]. (18)

Подставляя значения D1−β
0x u[θ0(t)] и D1−α

xr u[θr(t)] из (17) и (18) в граничное
условие (3), будем иметь

a(x)x−α[γ1D
1−α−β
0x τ(t)− γ2ν(x)]+

+ b(x)(r − x)−β [γ3D
1−α−β
xr τ(t)− γ4ν(x)] = ψ(x),

откуда

[γ2a(x)(r − x)β + γ4b(x)x
α]ν(x) =

= γ1a(x)(r − x)βD1−α−β
0x τ(t) + γ3b(x)x

αD1−α−β
xr τ(t)− xα(r − x)βψ(x). (19)
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Если для всех x ∈ Ī выполнено условие (11) теоремы 1, то из (19) можно одно-
значно определить функцию uy(x, 0) = ν(x). Тогда единственное регулярное
решение задачи 1 будет выписываться по формуле (12). При λ = −m/2 подоб-
ные рассуждения с использованием формулы (13) вновь приводят к уравне-
нию вида (19) относительно функции uy(x, 0) = ν(x), но при α = m/(m+ 2):
β = 0, γ1 = 0, γ2 = 2α−1(1 − α)α, γ3 = 1, γ4 = 2α−1(1 − α)αΓ(1 − α), а при
λ = m/2: α = 0, β = m/(m+ 2), γ1 = 1, γ2 = Γ(1 − β)2β−1(1 − β)β , γ3 = 0,
γ4 = 2β−1(1 − β)β . И в том и в другом случае после нахождения функции
uy(x, 0) = ν(x) решение задачи 1 выписывается по соответствующей формуле
(13) или (14). Условия (9), (10) на заданные функции обеспечивают регуляр-
ность полученного решения. �

Пусть теперь для всех x ∈ Ī нарушено условие (11) теоремы 1, то есть
пусть

Γ(1− β)a(x)(r − x)β + Γ(1− α)b(x)xα ≡ 0 ∀x ∈ Ī .

В этом случае из (3) и (19) после простых вычислений приходим к равенству

sin(πβ)
[︀

Γ(β)xαD1−β
0x u[θ0(t)]− Γ(α+ β)D1−α−β

0x τ(t)
]︀

=

= sin(πα)
[︀

Γ(α)(r − x)βD1−α
xr u[θr(t)]− Γ(α+ β)D1−α−β

xr τ(t)
]︀

. (20)

Формула (20) выражает свойство всех регулярных решений уравнения (1),
удовлетворяющих условию (2), и является одним из аналогов теоремы о сред-
нем значении для волнового уравнения [8, c. 165]. В частном случае уравне-
ния (1), когда λ = 0, α = β = m/[2(m+ 2)], формула (20) получена в рабо-
те [35].

2. Исследование задачи 2. Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть заданные функции a(x), b(x), ν(x), ψ(x) таковы, что
они обладают свойствами

a(x), b(x), ψ(x) ∈ C(Ī) ∩ C2(I); (21)

ν(x) ∈ C2(I); x−αν(x), (r − x)−βν(x) ∈ L1(I) (22)

Γ(α)a(x)(r − x)1−α + Γ(β)b(x)x1−β ̸= 0 ∀x ∈ Ī (23)

при a(x)b(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī;

λ ̸= m

2
при a(x) ≡ 0 ∀x ∈ Ī; (24)

λ ̸= −m
2

при b(x) ≡ 0 ∀x ∈ Ī . (25)

Тогда существует единственное решение задачи 2.

До к а з ат е л ь ств о. Как и при доказательстве теоремы 1, из формул
(12), (15), (16) находим, что

Dα
0x

{︀

tα+β−1u[θ0(t)]
}︀

= xβ−1[γ1τ(x)− γ2D
α+β−1
0x ν(t)], (26)

Dβ
xr

{︀

(r − t)α+β−1u[θr(t)]
}︀

= (r − x)α−1[γ3τ(x)− γ4D
α+β−1
xr ν(t)]. (27)
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Подставляя значения Dα
0x

{︀

tα+β−1u[θ0(t)]
}︀

и Dβ
xr

{︀

(r − t)α+β−1u[θr(t)]
}︀

из
(26) и (27) в граничное условие (5), будем иметь

[γ1a(x)(r − x)1−α + γ3b(x)x
1−β ]τ(x) = ψ(x)(r − x)1−αx1−β+

+ γ2a(x)(r − x)1−αDα+β−1
0x ν(t) + γ4b(x)x

1−βDα+β−1
xr ν(t). (28)

При условиях (23), (24), (25) из (28) однозначно определяется искомая
функция u(x, 0) = τ(x). Тогда единственное регулярное решение задачи 2
в зависимости от значений |λ| < m/2, λ = −m/2 или λ = m/2 будет выписы-
ваться по одной из формул (12), (13) или (14) соответственно. Условия (21),
(22) обеспечивают регулярность полученного решения. �

Пусть далее для всех x ∈ Ī нарушено условие (23), то есть пусть

Γ(α)a(x)(r − x)1−α + Γ(β)b(x)x1−β ≡ 0 ∀x ∈ Ī

при a(x)b(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī.
Тогда из граничного условия (5) и соотношения (28) приходим к равенству

Γ(β)x1−βDα
0x

[︀

tα+β−1u[θ0(t)]
]︀

− Γ(α)(r − x)1−αDβ
rx

[︀

(r − t)α+β−1u[θr(t)]
]︀

=

= γ5
[︀

Γ(β)Γ(1− β)Dα+β−1
0x ν(t)− Γ(α)Γ(1− α)Dα+β−1

rx ν(t)
]︀

, (29)

где

γ5 = − [2(1− α− β)]α+β−1

B(1− α, 1− β)
,

B(p, q)— бета-функция.
Равенство (29), так же как и (20), выражает один из аналогов теоремы

о среднем значении для волнового уравнения, которым обладают все регу-
лярные решения уравнения (1), удовлетворяющие условию (4).

3. Неравноправие характеристик как носителей данных задачи 2.
Выше было отмечено, что задача 2 при a(x) ≡ 0, b(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī или b(x) ≡ 0,
a(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī переходит во вторую задачу Дарбу для уравнения (1). По-
кажем, что при λ = ±m/2 характеристики AC и BC, ограничивающие об-
ласть Ω, являются неравноправными как носители данных задачи 2 и из раз-
решимости задачи 2 с данными на одной из характеристик, вообще говоря,
не следует разрешимость этой задачи с данными на другой характеристике.

Пусть для всех x ∈ Ī нарушено условие (24), то есть

λ =
m

2
и a(x) ≡ 0, b(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī ,

и пусть D−β
xr

[︀ψ(t)(r−t)
b(t)

]︀

∈ C1(Ī) ∪ C3(I). В этом случае однородная задача,

соответствующая исследуемой задаче 2 (ν(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0), обладает нену-
левыми решениями вида

u(x, y) = g
(︁

x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2

)︁

,
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где g(x) ∈ C1(Ī)∩C2(I)— произвольная функция, а сама неоднородная зада-
ча 2 разрешима тогда и только тогда, когда относительно заданных функций
b(x), ν(x) и ψ(x) выполнено дополнительное условие согласования

ν(x) = − 1

γ4
D1−β
xr

[︁ψ(t)(r − t)

b(t)

]︁

= ψ*(x). (30)

Если условие (30) выполнено, то совокупность всех решений задачи 2 будет
выражаться по формуле

u(x, y) = g
(︁

x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2

)︁

+

+
2y

m+ 2

∫︁ 1

0
ψ*

[︁

x+
2

m+ 2
(−y)m+2

2 (2t− 1)
]︁

(1− t)−
m

m+2dt,

где, как и выше, g(x)— произвольная функция из класса C1(Ī)∩C2(I), а ψ*(x)
определяется из формулы (30).

В то же время отметим, что задача 2 в случае, когда

λ = m/2, b(x) ≡ 0, a(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī ,

имеет единственное решение, которое выписывается по формуле (14), где

τ(x) =
ψ(x)x1−β

a(x)
+ γ2D

β−1
0x ν(t).

Аналогично, если для всех x ∈ Ī нарушено условие (25), то есть если

λ = −m/2, b(x) ≡ 0, a(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī ,

и заданные функции a(t), ψ(t) обладают свойствами

D−α
0x

[︁ψ(t)t

a(t)

]︁

∈ C1(Ī) ∪ C3(I),

то в этом случае однородная задача, соответствующая исследуемой задаче 2,
будет иметь нетривиальные решения вида

u(x, y) = g
(︁

x− 2

m+ 2
(−y)m+2

2

)︁

,

где g(x) ∈ C1
(︀

Ī
)︀

∩C2(I)— произвольная функция, а задача 2 будет разреши-
ма тогда и только тогда, когда относительно заданных функций a(x), ν(x)
и ψ(x) выполнено условие согласования вида

ν(x) = − 1

γ2
D1−α

0x

[︁ψ(t)t

a(t)

]︁

= ψ*(x). (31)

Если условие (31) выполнено, то множество решений задачи 2 будет выра-
жаться по формуле
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u(x, y) = g
(︁

x− 2

m+ 2
(−y)m+2

2

)︁

+

+
2y

m+ 2

∫︁ 1

0
ψ*

[︁

x− 2

m+ 2
(−y)m+2

2 (2t− 1)
]︁

(1− t)−
m

m+2dt.

Если же
λ = −m/2, a(x) ≡ 0, b(x) ̸= 0 ∀x ∈ Ī ,

то задача 2 однозначно разрешима и его единственное решение выписывается
по формуле (13), где

τ(x) =
ψ(x)(r − x)1−α

b(x)
+ γ4D

α−1
xr ν(t).

Приведенные выше рассуждения еще раз подтверждают эффект неравно-
правия характеристик AC и BC как носителей данных второй задачи Дарбу
для уравнения (1), полученный А. М. Нахушевым в работе [7] в случае, когда
m = 2 и λ = ±1.

Заключение. В работе исследованы две нелокальные краевые задачи со
смещением для вырождающегося гиперболического уравнения первого рода
второго порядка вида (1), являющиеся обобщением обычных первой и второй
задач Дарбу для таких уравнений.

Найдены достаточные условия существования единственного регулярно-
го решения исследуемых задач. Получены равенства, выражающие свойства
всех регулярных решений рассматриваемого уравнения (1), удовлетворяющие
либо начальному условию u(x, 0) = τ(x), либо условию uy(x, 0) = ν(x).

Полученные свойства являются аналогами теорем о среднем значении для
волнового уравнения и найдут применение при дальнейших исследованиях
различных локальных и нелокальных краевых задач для вырождающихся
гиперболических уравнений и уравнений смешанного типа с вырождающимся
гиперболическим оператором вида (1) в главной части.
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Аннотация

Исследуется краевая задача Трикоми для дифференциально-разност-
ного опережающе-запаздывающего уравнения смешанного типа с некар-
лемановскими отклонениями по всем аргументам искомой функции. При-
менена редукция к уравнению смешанного типа без отклонений. Ис-
пользуются симметричные попарно коммутативные матрицы коэффи-
циентов уравнения. Доказаны теоремы единственности и существова-
ния. Задача однозначно разрешима.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, дифференциально-раз-
ностное уравнение, интегральное уравнение, сингулярное интегральное
уравнение, сосредоточенное запаздывание и опережение.

Получение: 5 ноября 2020 г. / Исправление: 13 февраля 2021 г. /
Принятие: 22 февраля 2021 г. / Публикация онлайн: 10 марта 2021 г.

Введение. Дифференциально-разностные уравнения (как обыкновенные,
так и с частными производными, с сосредоточенным карлемановским или
некарлемановским запаздыванием и опережением) служат математическими
моделями для многих прикладных задач таких как, вихреобразование, пере-
межаемость, формирование сложных когерентных пятен [1]; многослойные
оболочки и пластины [2]; плазма [3]; колебания кристаллической решетки [4];
проблема оптимизации лечения онкологических заболеваний [5].

Данная работа посвящена изучению краевой задачи Трикоми для нело-
кального уравнения смешанного типа Лаврентьева—Бицадзе с сосредоточен-
ным запаздыванием и опережением по всем аргументам искомой функции
вида
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1
∑︁

k=−1

1
∑︁

n=−1

H
(︀

(−1)(k−1)/2k(y + (k − 1)h/2)
)︀

×

×
[︀

(sgn y)bn+1,k+1Uyy(x+ nτ, y + kh) + an+1,k+1Uxx(x− nτ, y + kh)
]︀

= 0 (1)

в области D = D+ ∪D− ∪ I0, где

D+ =
{︀

(x, y) : 0 < x < 3τ, 0 < y < 2h
}︀

=
2
⋃︀

k=0

(︁ 1
⋃︀

j=0
D+
kj

)︁

,

и

D− =
2
⋃︀

k=0

D−
k0 =

2
⋃︀

k=0

(︁ 1
⋃︀

j=0
D
γj0
k0

)︁

— эллиптическая и гиперболическая части области D, причем

D+
kj =

{︀

(x, y) : kτ < x < (k + 1)τ, jh < y < (j + 1)h
}︀

, k = −1, 3, j = 0, 1, 2;

0 < τ , h, an+1,k+1, bn+1,k+1 ≡ const; H(ζ)— функция Хевисайда; D
γj0
k0 =

=
{︀

(x, y) : −yγj0 + kτ < x < yγj0 + (k + 1)τ ;−τ/2γj0 < y < 0
}︀

, k = −1, 3,

j = 0, 1; γ2jk — собственные значения матрицы коэффициентов уравнения (1).

Пусть Dk = D−
k0

1
⋃︀

j=0
D+
kj

1
⋃︀

l=0

I lk, k = −1, 3, где

I l =
2
⋃︀

k=0

I lk, I lk =
{︀

(x, y) : kτ < x < (k + 1)τ, y = lh
}︀

, l = 0, 1,

а

J =
1
⋃︀

k=0

Jk, Jk =
{︀

(x, y) : x = (k + 1)τ, 0 < y < 2h
}︀

.

Тогда D =
2
⋃︀

k=0

Dk

1
⋃︀

j=0
Jj .

1. Постановка задачи. Редукция. Дифференциально-разностное урав-
нение смешанного типа (1) запишем в виде

1
∑︁

k=−1

H
(︀

(−1)(k−1)/2k(y + (k − 1)h/2)
)︀

×

×
{︀

(sgn y)
[︀

b0(k+1)Uyy(x− τ, y + kh) + b1(k+1)Uyy(x, y + kh) +

+ b2(k+1)Uyy(x+ τ, y + kh)
]︀

+

+
[︀

a0(k+1)Uxx(x+ τ, y + kh) + a1(k+1)Uxx(x, y + kh) +

+ a2(k+1)Uxx(x− τ, y + kh)
]︀}︀

= 0, (x, y) ∈ D. (2)

Задача T. В области D =
2
⋃︀

k=0

Dk
⋃︀

J найти решение U(x, y) ∈ C(D)
⋂︀

⋂︀

C2
(︁

D∖
(︁

J
1
⋃︀

l=0

I l
)︁)︁

уравнения (2), удовлетворяющее следующим условиям:

U(x, y) = r(x, y), (x, y) ∈ D−1; (3)
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U(x, y) = ρ(x, y), (x, y) ∈ D3; (4)

U(x, y) = δ(x, y), (x, y) =
2
⋃︀

k=0

D+
k2; (5)

U(x, (kτ − x)/γj0) = ψkj(x), kτ 6 x 6 (2k + 1)τ/2, j = 0, 1, k = 0, 1, 2, (6)

и условиям сопряжения

U(x, 0−) = U(x, 0+) = ω(x), 0 6 x 6 3τ ;

Uy(x, 0−) = Uy(x, 0+) = ν(x), 0 < x < 3τ, x ̸= τ, 2τ.

Причем

ψ0j(0) = r(0, 0), r(0, 2h) = δ(0, 2h), ρ(3τ, 2h) = δ(3τ, 2h),

r(0, y) = ρ(3τ, y), 0 6 y 6 2h;

γ2jk — собственные значения матрицы коэффициентов уравнения (2), j = 0, 1,

k = 0, 1, 2; r(x, y), ρ(x, y), δ(x, y), ψkj(x)— заданные непрерывные достаточно
гладкие функции; ω(x), ν(x)— функции, подлежащие определению в процессе
решения задачи T.

Теорема 1. Если

r(x, y) ∈ C(D−1)
⋂︀

C4(D−1); ρ(x, y) ∈ C(D2)
⋂︀

C4(D2);

δ(x, y) ∈ C
(︁ 2
⋃︀

k=0

D+
k2

)︁

⋂︀

C4
(︁ 2
⋃︀

k=0

D+
k2

)︁

;

ψkj(x) ∈ C [kτ, (2k + 1)τ/2]
⋂︀

C2(kτ, (2k + 1)τ/2), k = 0, 1, 2, j = 0, 1;

r(0, y) = ρ(3τ, y), 0 6 y 6 2h; r(0, 0) = ψ0j(0); r(0, 2h) = δ(0, 2h); ρ(3τ, 2h) =
= δ(3τ, 2h), то существует единственное решение задачи T.

Для д о к а з ат е л ь ств а теоремы произведем редукцию опережающе-за-
паздывающего уравнения смешанного типа (2) сначала к системе трех урав-
нений смешанного типа без отклонений по переменной x, а затем к системе
шести уравнений смешанного типа без отклонений и по аргументу y.

В терминах функций

Uk(x, y) = U(x, y), (x, y) ∈ Dk, k = −1, 3, (7)

учитывая (3), (4), переводя Dk заменой x на x + kτ (k = 0, 1, 2) в D0 и ис-
пользуя вектор

U(x, y) =
(︀

U0(x, y), U1(x+ τ, y), U2(x+ 2τ, y)
)︀⊤
, (x, y) ∈ D0, (8)

запишем уравнение (2) в областях Dk (k = 0, 1, 2) в форме

1
∑︁

k=−1

H
(︀

(−1)(k−1)/2k(y + (k − 1)h/2)
)︀

×

×
{︀

(sgn y)BkUyy(x, y + kh) +AkUxx(x, y + kh)
}︀

=
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= −
1

∑︁

k=−1

H
(︀

(−1)(k−1)/2k(y + (k − 1)h/2)
)︀

×

×
{︀

(sgn y)B0
kmyy(x, y + kh) +A0

kmxx(x, y + kh)
}︀

, (x, y) ∈ D0, (9)

где

Bk =

⎛

⎝

b1(k+1) b2(k+1) 0
b0(k+1) b1(k+1) b2(k+1)

0 b0(k+1) b1(k+1)

⎞

⎠ , Ak =

⎛

⎝

a1(k+1) a0(k+1) 0
a2(k+1) a1(k+1) a0(k+1)

0 a2(k+1) a1(k+1)

⎞

⎠ ,

m(x, y + kh) =
(︀

r(x− τ, y + kh), 0, ρ(x+ 3τ, y + kh)
)︀⊤
,

причем

B0
k =

⎛

⎝

b0(k+1) 0 0
0 0 0
0 0 b2(k+1)

⎞

⎠ , A0
k =

⎛

⎝

a2(k+1) 0 0
0 0 0
0 0 a0(k+1)

⎞

⎠

.

Когда b2(k+1) = b0(k+1), b1(k+1) >
√
2b0(k+1) > 0, a2(k+1) = a0(k+1), a1(k+1) >

>
√
2a0(k+1) > 0, матрицы Bk, Ak симметричны и попарно коммутативны.

Поэтому [6] существует невырожденная матрица T такая, что

T−1BkT = ΛBk
=

⎛

⎜

⎝

α2
0(k+1) 0 0

0 α2
1(k+1) 0

0 0 α2
2(k+1)

⎞

⎟

⎠
,

где α2
j(k+1) = b1(k+1) − (−1)jj

√
2b0(k+1)2

1−j (j = 0, 2; k = −1, 1)— собственные

значения матрицы Bk;

T−1AkT = ΛAk
=

⎛

⎜

⎝

β20(k+1) 0 0

0 β21(k+1) 0

0 0 β22(k+1)

⎞

⎟

⎠
,

где β2j(k+1) = a1(k+1) − (−1)jj
√
2a0(k+1)2

1−j (j = 0, 2; k = −1, 1)— собственные

значения матрицы Ak. При этом

T =

⎛

⎝

1 1 1
0

√
2 −

√
2

−1 1 1

⎞

⎠ , T−1 =
1

4

⎛

⎝

2 0 −2
1

√
2 1

1 −
√
2 1

⎞

⎠ =
1

4

⎛

⎝

P 0

P 1

P 2

⎞

⎠ .

Умножая слева матричное уравнение (9) на T−1 и учитывая соотношения

T−1Bk = ΛBk
T−1, T−1Ak = ΛAk

T−1,

T−1B0
km = b0(k+1)T

−1m, T−1A0
km = a0(k+1)T

−1m,
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после преобразований получим три отдельных опережающе-запаздывающих
только по переменной y уравнения смешанного типа:

1
∑︁

k=−1

H
(︀

(−1)(k−1)/2k(y + (k − 1)h/2)
)︀

×

×
{︀

(sgn y)α2
j(k+1)⟨P j , U(x, y + kh)⟩yy + β2j(k+1)⟨P j , U(x, y + kh)⟩xx

}︀

=

= −
1

∑︁

k=−1

H
(︀

(−1)(k−1)/2k(y + (k − 1)h/2)
)︀

×

×
{︀

(sgn y)b0(k+1)⟨P j ,m(x, y + kh)⟩yy +
+ a0(k+1)⟨P j ,m(x, y + kh)⟩xx

}︀

, (x, y) ∈ D0, (10)

где ⟨P j , U⟩, ⟨P j ,m⟩— скалярное произведение векторов, j = 0, 1, 2; область
D0 = D−

00

⋃︀

D+
00

⋃︀

D+
01.

Уравнение (10) в области D−
00 является гиперболическим без отклонений

аргументов x и y:

− α2
j1⟨P j , U(x, y)⟩yy + β2j1⟨P j , U(x, y)⟩xx =

= b01⟨P j ,m(x, y)⟩yy − a01⟨P j ,m(x, y)⟩xx, (x, y) ∈ D−
00, j = 0, 1, 2, (11)

причем, так же как в (8), (7), будем считать

U(x, y) =
(︀

U00(x, y), U10(x+ τ, y), U20(x+ 2τ, y)
)︀⊤
,

U(x, y + h) =
(︀

U01(x, y + h), U11(x+ τ, y + h), U21(x+ 2τ, y + h)
)︀⊤ (12)

при (x, y) ∈ D00. Здесь

Ukj(x, y) = Uk(x, y) = U(x, y), (x, y) ∈ Dkj , k = 0, 1, 2, j = 0, 1. (13)

В терминах функций (13), (12), учитывая (5) и переводя D+
0k заменой y

на y + kh (k = 0, 1) в D+
00, запишем уравнение (10) в областях D+

0k (k = 0, 1)
в виде системы

M

(︂

⟨P j , U(x, y)⟩
⟨P j , U(x, y + h)⟩

)︂

yy

+N

(︂

⟨P j , U(x, y)⟩
⟨P j , U(x, y + h)⟩

)︂

xx

=

= −M0

(︂

⟨P j ,m(x, y)⟩
⟨P j ,m(x, y + h)⟩

)︂

yy

+N0

(︂

⟨P j ,m(x, y)⟩
⟨P j ,m(x, y + h)⟩

)︂

xx

−

−H(y)α2
j2

(︂

0

⟨P j , U δ(x, y + 2h)⟩

)︂

yy

−H(y)β2j2

(︂

0

⟨P j , U δ(x, y + 2h)⟩

)︂

xx

−

−H(y)b02

(︂

0
⟨P j ,m(x, y + 2h)⟩

)︂

yy

−H(y)a02

(︂

0
⟨P j ,m(x, y + 2h)⟩

)︂

xx

,

(x, y) ∈ D+
00, j = 0, 1, 2, (14)

где, согласно (12), (13), (5),
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U
δ
(x, y+2h) =

(︀

δ(x, y + 2h), δ(x+ τ, y + 2h), δ(x+ 2τ, y + 2h)
)︀⊤
, (x, y) ∈ D+

00,

причем

M =

(︂

α2
j1 H(y)α2

j2

H(y)α2
j0 α2

j1

)︂

, N =

(︂

β2j1 H(y)β2j2
H(y)β2j0 β2j1

)︂

,

а

M0 =

(︂

b01 H(y)b02
H(y)b00 b01

)︂

, N0 =

(︂

a01 H(y)a02
H(y)a00 a01

)︂

.

При α2
j2 = α2

j0, β
2
j2 = β2j1 (в этом случае b02 = b00, a02 = a00) матрицы M

и N (матрицы M0 и N0) симметричны и попарно коммутативны. Поэтому [6]
существует невырожденная матрица Q такая, что

Q−1MQ = ΛM =

(︂

α2
j1 +H(y)α2

j0 0

0 α2
j1 −H(y)α2

j0

)︂

,

где α2
j1 + (−1)kα2

j0 (k = 0, 1)— собственные значения матрицы M ;

Q−1NQ = ΛN =

(︂

β2j1 +H(y)β2j0 0

0 β2j1 −H(y)β2j0

)︂

,

где β2j1 + (−1)kβ2j0 (k = 0, 1)— собственные значения матрицы N ;

Q−1M0Q = ΛM0 =

(︂

b01 +H(y)b00 0
0 b01 −H(y)b00

)︂

,

где b01 + (−1)kb00 (k = 0, 1)— собственные значения матрицы M0;

Q−1N0Q = ΛN0 =

(︂

a01 +H(y)a00 0
0 a01 −H(y)a00

)︂

,

где a01 + (−1)ka00 (k = 0, 1)— собственные значения матрицы N0. При этом

Q =

(︂

1 1
1 −1

)︂

, Q−1 =
1

2
Q.

Умножая слева матричное уравнение (14) на Q−1 и учитывая соотноше-
ния

Q−1M = ΛMQ
−1, Q−1N = ΛNQ

−1,

Q−1M0 = ΛM0Q
−1, Q−1N0 = ΛN0Q

−1,

после преобразований получим шесть отдельных уравнений эллиптического
типа без отклонения аргументов:
(︀

α2
j1 + (−1)kH(y)α2

j0

)︀(︀

⟨P j , U(x, y) + (−1)kU(x, y + h)⟩
)︀

yy
+

+
(︀

β2j1 + (−1)kH(y)β2j0
)︀(︀

⟨P j , U(x, y) + (−1)kU(x, y + h)⟩
)︀

xx
=

= −
(︀

b01 + (−1)kH(y)b00
)︀(︀

⟨P j ,m(x, y) + (−1)km(x, y + h)⟩
)︀

yy
−

−
(︀

a01 + (−1)kH(y)a00⟩)
(︀

⟨P j ,m(x, y) + (−1)km(x, y + h)⟩
)︀

xx
−
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−H(y)α2
j2(−1)k

(︀

⟨P j , U δ(x, y+2h)⟩
)︀

yy
−H(y)β2j2(−1)k

(︀

⟨P j , U δ(x, y+2h)⟩
)︀

xx
−

−H(y)b02(−1)k
(︀

⟨P j ,m(x, y + 2h)⟩
)︀

yy
−H(y)a02(−1)k

(︀

⟨P j ,m(x, y + 2h)⟩
)︀

xx
,

(x, y) ∈ D+
00, j = 0, 1, 2, k = 0, 1. (15)

Таким образом, опережающе-запаздывающее уравнение смешанного ти-
па (2) в силу (11), (15) приведено к системе шести уравнений смешанного
типа без отклонений аргументов:

(sgn y)qjkyy(x, y) + γ2jkqjkxx(x, y) = njk(x, y), (x, y) ∈ D00, (16)

где

qjk(x, y) =
1

8
⟨P j , U(x, y) + (−1)kH(y)U(x, y + h)⟩, (17)

γ2jk =
β2j1 + (−1)kH(y)β2j0
α2
j1 + (−1)kH(y)α2

j0

,

njk(x, y) = − 1

8[α2
j1 + (−1)kH(y)α2

j0]

{︁⟨

P j ,
[︁

(sgn y)
(︀

b01 + (−1)kH(y)b00
)︀ ∂2

∂y2
+

+
(︀

a01 + (−1)kH(y)a00
)︀ ∂2

∂x2

]︁

(︀

m(x, y) + (−1)kH(y)m(x, y + h)
)︀

⟩

+

+H(y)(−1)k
⟨

P j ,
[︁

(sgn y)α2
j2

∂2

∂y2
+ β2j2

∂2

∂x2

]︁

U
δ
(x, y + 2h)

⟩

+

+H(y)(−1)k
⟨

P j ,
[︁

(sgn y)b02
∂2

∂y2
+ a02

∂2

∂x2

]︁

m(x, y + 2h)
⟩}︁

.

Множество решений qjk(x, y), (x, y) ∈ D00 (j = 0, 1, 2, k = 0, 1) шести неод-
нородных уравнений смешанного типа Лаврентьева—Бицадзе (16) содержит
все решения U(x, y) = Ujk(x, y), (x, y) ∈ Djk (j = 0, 1, 2, k = 0, 1) опережа-
юще-запаздывающего уравнения смешанного типа (2), которые в силу (12)
можно выделить из системы (17) в виде

⎛

⎝

U0l(x, y + lh)
U1l(x+ τ, y + lh)
U2l(x+ 2τ, y + lh)

⎞

⎠ = U(x, y + lh) =

= T

⎛

⎝

q00(x, y) + (−1)lq01(x, y)
q10(x, y) + (−1)lq11(x, y)
q20(x, y) + (−1)lq21(x, y)

⎞

⎠ , (x, y) ∈ D00, l = 0, 1. (18)

Таким образом, поставленная задача T для опережающе-запаздывающе-
го уравнения смешанного типа (2) в области D = D+

⋃︀

D−⋃︀

I относитель-
но искомой функции U(x, y) редуцирована к шести задачам Трикоми для
шести уравнений смешанного типа (16) без отклонений в области D00 =
= D+

00

⋃︀

D−
00

⋃︀

I0 относительно функций qjk(x, y) вида (17).
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Задача Tjk. В области D00 = D+
00

⋃︀

D−
00

⋃︀

I0 найти решение qjk(x, y) ∈
∈ C(D00)

⋂︀

C2(D00∖I0) уравнения (16), удовлетворяющее условиям

qjk(0, y)=qjk(τ, y)=rjk(y)≡
1

8
⟨P j , U(0, y) + (−1)kU(0, y+h)⟩, 0 6 y 6 h; (19)

qjk(x, h) = δjk(x) ≡
1

8
⟨P j , U(x, h) + (−1)kU(x, 2h)⟩, 0 6 x 6 τ ; (20)

qjk(x,−x/γjk) = ψjk(x) ≡
1

8
⟨P j , U(x,−x/γjk)⟩, 0 6 x 6 τ/2, (21)

условиям сопряжения

qjk(x, 0−) = qjk(x, 0+) = ωjk(x) ≡
1

8
⟨P j , U(x, 0)⟩, 0 6 x 6 τ ; (22)

qjky(x, 0−) = qjky(x, 0+) = νjk(x) ≡
1

8
⟨P j , Uy(x, 0)⟩, 0 < x < τ ; (23)

причем
rjk(0) = ψjk(0), rjk(h) = δjk(0), rjk(h) = δjk(τ),

где rjk(y), δjk(x), ψjk(x)— заданные непрерывные достаточно гладкие функ-

ции; ωjk(x), νjk(x)— функции, подлежащие определению в процессе решения
задачи Tjk. Здесь и далее j = 0, 1, 2, k = 0, 1.

2. Однозначная разрешимость задачи T . Единственность решения
задачи T для опережающе-запаздывающего уравнения смешанного типа (2)
в области D = D+

⋃︀

D−⋃︀

I следует из того, что однородная задача T имеет
тривиальное решение U(x, y) ≡ 0 в D в смысле ее эквивалентности, согласно

(1), (18), тривиальному решению qjk(x, y) ≡ 0 в D00 = D
+
00

⋃︀

D
−
00

⋃︀

I0 одно-
родной задаче Tjk для однородного уравнения (16) при однородных условиях
(19)ҫ(21).

До к а з ат е л ь ств о этого факта основано на установлении знакоопре-
деленности интеграла

βjk =

∫︁ τ

0
ωjk(x)νjk(x)dx.

Лемма 1. Если qjk(x, y)— решение однородного уравнения (16) в области

D
+
00 из класса C(D

+
00)

⋂︀

C2(D+
00), обращающееся в нуль при x = 0, x = τ

(0 6 y 6 h) и y = h (0 6 x 6 τ), то

βjk 6 0, (24)

βjk +
x

D+
00

[︀

q2jky(x, y) + γ2jkq
2
jkx(x, y)

]︀

dxdy = 0. (25)

Лемма 2. Если qjk(x, y) ∈ C(D
−
00)

⋂︀

C2(D−
00)— решение однородного уравне-

ния (16) в области D−
00, обращающееся в нуль на характеристике x = −γjky

(0 6 x 6 τ/2), то
βjk > 0. (26)
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До к а з ат е л ь ств о лемм 1, 2 можно провести аналогично [7, 8].

Из неравенств (24), (26) следует βjk = 0, поэтому из равенства (25) полу-
чим положительно определенную форму, равную нулю, и, значит, qjkx(x, y) ≡ 0,

qjky(x, y) ≡ 0, т. е. qjk(x, y) ≡ const в D+
00. Однородность граничных усло-

вий в D+
00 и qjk(x, y) ∈ C(D

+
00) позволяют утверждать, что qjk(x, y) ≡ 0

в D
+
00 и, в частности, qjk(x, 0) = 0, 0 6 x 6 τ . Последнее равенство в со-

вокупности с однородным условием (21) обеспечивает тривиальность реше-

ний qjk(x, y) ≡ 0 первой задачи Дарбу в D
−
00. Из полученной тривиальности

решений qjk(x, y) в D
+
00 и D

−
00 следует тривиальность qjk(x, y) ≡ 0 в D00.

Таким образом, единственность решения задачи Tjk для уравнения (16)

и граничных условий (19)ҫ(21) в области D00 доказана.
Тривиальность решения однородной задачи T для опережающе-запазды-

вающего уравнения смешанного типа (2) и однородных граничных условий
(3)ҫ(6) в области D следует из qjk(x, y) ≡ 0 в D00 и равенств (18), (12), (13):

U(x, y) = Ujk(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ Djk. Это означает единственность решения

задачи T для уравнения (2) при граничных условиях (3)ҫ(6) в области D.

До к а з ат е л ь ств о существования решения U(x, y) задачи T в области
D для опережающе-запаздывающего уравнения смешанного типа (2) основа-
но на решениях задач Tjk в области эллиптичности D+

00 и гиперболичности

D−
00 для уравнения (16).

Задача Неймана—Дирихле. В области D+
00 найти решение q+jk(x, y) ∈

∈ C(D
+
00)

⋂︀

C2(D+
00) уравнения (16):

q+jkyy(x, y) + γ2jkq
+
jkxx(x, y) = n+jk(x, y), (x, y) ∈ D+

00, (27)

где n+(x, y) = njk(x), удовлетворяющее условиям (19), (20), (23).

Задача Дарбу. В области D−
00 найти решение q−jk(x, y) ∈ C(D

−
00)

⋂︀

C2(D−
00)

уравнения (16):

q−jkyy − γ2jkq
−
jkxx(x, y) = n−jk(x, y) ≡

≡ 1

8α2
j1

⟨︀

P j , (b01∂
2/∂y2 − a01∂

2/∂x2)m(x, y)
⟩︀

, (x, y) ∈ D−
00, (28)

удовлетворяющее условиям (21), (23).

Вопрос существования решения qjk(x, y) задачи Tjk для уравнения (16)

в областиD00 = D+
00

⋃︀

D−
00

⋃︀

I0 связан с разрешимостью полного [9] сингуляр-
ного интегрального уравнения относительно νjk(x), 0 < x < τ, которое будет
получено из функциональных соотношений между ωjk(x) и νjk(x), привне-

сенных на y = 0, 0 < x < τ решениями задачи Неймана—Дирихле из D+
00

и задачи Дарбу из D−
00.

Лемма 3. Если имеют место включения

rjk(y) ∈ C[0, h]
⋂︁

C2(0, h), δjk(x) ∈ C[0, τ ]
⋂︁

C2(0, τ), νjk(x) ∈ C1(0, τ),
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то существует единственное решение задачи Неймана—Дирихле q+jk(x, y) ∈
∈ C(D

+
00)

⋂︀

C2(D+
00), которое имеет вид

q+jk(x, y) =

∫︁ τ

0
δjk(t)

∂

∂y
Gjk(x, t; 0, y)dt−

−
∫︁ τ

0
νjk(t)Gjk(x, t; 0, h− y)dt−

∫︁ h

0
dζ

∫︁ τ

0
n+jk(t, ζ)Γjk(x, t; ζ, y)dt+

+

∫︁ h

0
dζ

∫︁ τ

0
rjk(ζ)

∂2

∂y2
Γjk(x, t; ζ, y)dt, (29)

где

Γjk(x, y; ζ, y) =

{︃

Gjk(x, t; ζ, h− y), y > ζ,

Gjk(x, t; y, h− ζ), ζ > y;

причем

Gjk(x, t; r, z) =
2

τ

+∞
∑︁

m=1

sh(γjkλmz) ch(γjkλmr)

γjkλm ch(γjkλmh)
sin(λmx) sin(λmt).

До к а з ат е л ь ств о. Решение задачи Неймана—Дирихле для уравнения
(27) в области D+

00 будем искать в форме ряда

q+jk(x, y) = rjk(x, y) +

+∞
∑︁

m=1

Rmjk(y) sin(λmx), (x, y) ∈ D
+
00, λm = mπ/τ, (30)

в котором функция Rmjk(y), удовлетворяющая уравнению

R′′
mjk(y)− γ2jkλ

2
mRmjk(y) = fmjk(y) ≡

≡ 2

τ

∫︁ τ

0
[n+jk(ζ, y)− r′′jk(y)] sin(λmζ)dζ, 0 < y < h,

и, в силу (20), (23), условиям

Rmjk(h) =
2

τ

∫︁ τ

0
[δjk(ζ)− rjk(h)] sin(λmζ)dζ,

R′
mjk(0) =

2

τ

∫︁ τ

0
[νjk(ζ)− r′jk(0)] sin(λmζ)dζ,

имеет вид

Rmjk(y) =
ch(γjkλmy)

ch(γjkλmh)
Rmjk(h)−

sh(γjkλm(h− y))

γjkλm ch(γjkλmh)
R′
mjk(0)−

− ch(γjkλmy)

γjkλm ch(γjkλmh)

∫︁ h

0
fmjk(ζ) sh(γjkλm(h− ζ))dζ+

+
1

γjkλm

∫︁ y

0
fmjk(ζ) sh(γjkλm(y − ζ))dζ, 0 6 y 6 h.
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Подстановка последнего равенства в (30) и необходимые преобразования
приводят к искомому решению (29) задачи Неймана—Дирихле (27), (19),
(20), (23). �

Функциональное соотношение между ωjk(x) и νjk(x) привнесенное из D+
00

на y = 0, 0 6 x 6 τ , найдем из решения задачи Неймана—Дирихле (29),
полагая y = 0 и дифференцируя соответствующее выражение:

ω′
jk(x) =

1

2τγjk

∫︁ τ

0
νjk(ζ)[ctg(π(ζ − x)/2τ)− ctg(π(ζ + x)/2τ)]dζ−

− 1

τγjk

∫︁ τ

0
νjk(ζ)Mjk(x, ζ)dζ + µjk(x), 0 < x < τ, (31)

где

Mjk(x, ζ) =
+∞
∑︁

n=0

(−1)n
[︁ sin(π(ζ − x)/τ)

cos(π(ζ − x)/τ)− ch(2(n+ 1)γjkπh/τ)
+

+
sin(π(ζ + x)/τ)

cos(π(ζ + x)/τ)− ch(2(n+ 1)γjkπh/τ)

]︁

,

µjk(x) =

∫︁ τ

0
δjk(t)

∂

∂x

[︁ ∂

∂y
Gjk(x, t; 0, y)

]︁

y=0
dt−

−
∫︁ h

0
dζ

∫︁ τ

0
n+jk(t, ζ)

∂

∂x
Gjk(x, y; 0, h− ζ)dt+

+

∫︁ h

0
dζ

∫︁ τ

0
rjk(ζ)

∂

∂x

[︁ ∂2

∂y2
Gjk(x, t; y, h− ζ)

]︁

y=0
dt,

причем Mjk(x, ζ) ∈ C2(0 < x, ζ < τ), µjk(x) ∈ C1(0, τ).

Лемма 4. Если выполняются включения

νjk(x) ∈ C1(0, τ), ψjk(x) ∈ C[0, τ/2]
⋂︁

C2(0, τ/2)

и ψjk(0) = rjk(0), то существует единственное решение задачи Дарбу

q−jk(x, y) ∈ C(D
−
00)

⋂︀

C2(D−
00), которое имеет вид

q−jk(x, y) =
1

γjk

∫︁ x+yγjk

0
νjk(ζ)dζ + Pjk(x, y), (x, y) ∈ D

−
00, (32)

где

Pjk(x, y) = −ψjk(0) + ψjk
(︀

(x− yγjk)/2
)︀

+ ψjk
(︀

(x+ yγjk)/2
)︀

−Bjk(x, y)+

+Bjk
(︀

(x− yγjk)/2,−(x− yγjk)/2γjk
)︀

+

+Bjk
(︀

(x+ yγjk)/2,−(x+ yγjk)/2γjk
)︀

,
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Bjk(x, y) =
1

2γjk

∫︁ y

0
dt

∫︁ x+(y−t)γjk

x−(y−t)γjk
n−jk(ζ, t)dζ.

До к а з ат е л ь ств о формулы (32) следует из общего решения неодно-
родного уравнения (28) колебания струны

q−jk(x, y) = L1
jk(x− yγjk) + L2

jk(x+ yγjk)+

+Bjk(x, y), (x, y) ∈ D
−
00, L

s
jk(ζ) ∈ C2[0, τ ] (s = 1, 2)

и краевых условий (21), (23).

Функциональное соотношение между ωjk(x) и νjk(x), привнесенное из

D−
00 на y = 0, 0 6 x 6 τ, найдем из решения (32) Дарбу, полагая в нем y = 0

и дифференцируя соответствующее выражение:

ω′
jk(x) =

1

γjk
νjk(x) + P ′

jk(x, 0), 0 < x < τ, (33)

где

P ′
jk(x, 0) = ψjk(x/2) +

1

γjk

∫︁ −x/2γjk

0
n−jk(x+ tγjk, t)dt,

причем
P ′
jk(x, 0) ∈ C1(0, τ).

Вопрос существования решения задачи Tjk (16), (19)ҫ(21) в силу усло-
вий сопряжения (22)ҫ(23) и функциональных соотношений (31), (33) сведен
к разрешимости полного сингулярного интегрального уравнения нормально-
го типа [9]

νjk(x)−
1

2τ

∫︁ τ

0
νjk(ζ)[ctg(π(ζ − x)/2τ)− ctg(π(ζ + x)/2τ)]dζ = djk(x) ≡

≡ γjk[µjk(x)− P ′
jk(x, 0)]−

1

τ

∫︁ τ

0
νjk(ζ)Mjk(x, ζ)dζ, 0 < x < τ, (34)

djk(x) ∈ C1(0, τ), которое после преобразований и замены переменных и функ-
ций по формулам

νjk(x) = νjk(y), djk(x) = djk(y), y = cos(πx/τ), (35)

примет вид

νjk(y)−
1

π

∫︁ 1

−1
νjk(t)

dt

t− y
= djk(y), −1 < y < 1. (36)

Индекс [9] нормального сингулярного интегрального уравнения (36) равен
нулю. В силу единственности решения задачи Tjk (16), (19)ҫ(21) уравнение
(36) однозначно обратимо в классе функций νjk(y), удовлетворяющих усло-
вию Гельдера при −1 < y < 1, методом сингуляризации [10,11].
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Действительно, действуя на обе части уравнения (36) оператором

Kυ ≡ υ(s) +
1

π

∫︁ 1

−1
υ(P )

dP

P − s
,

используя формулу Пуанкаре—Бертрана [9] для перестановки порядка инте-
грирования в сингулярном повторном интеграле с ядром Коши и необходи-
мые при этом преобразования, придем к решению уравнения (36) вида

νjk(y) =
1

2
djk(y) +

1

2π

∫︁ 1

−1
djk(P )

dP

P − y
, −1 < y < 1.

Возврат к старым переменным и функциям по формулам (35) с подстановкой
правой части уравнения (34) приводит к уравнению Фредгольма [12]

νjk(x) +

∫︁ τ

0
νjk(t)Wjk(x, t)dt = Qjk(x), 0 < x < τ, (37)

где

Wjk(x, t) =
1

2τ
Mjk(x, t)+

+
1

4τ2

∫︁ τ

0
[ctg(π(ζ − x)/2τ)− ctg(π(ζ + x)/2τ)]Mjk(ζ, t)dζ,

Qjk(x) =
γjk
2

[µjk(x)− P ′
jk(x, 0)]+

+
γjk
4τ

∫︁ τ

0
[ctg(π(ζ − x)/2τ)− ctg(π(ζ + x)/2τ)][µjk(ζ)− P ′

jk(ζ, 0)]dζ,

причем
Qjk(x) ∈ C1(0, τ),Wjk(x, t) ∈ C1(0 < x, t < τ).

Разрешимость уравнения [12] Фредгольма (37) следует из единственности
решения задачи Tjk в области D00.

Определив νjk(x) из уравнения (37), найдем ωjk(x) из (31) или (33), а за-

тем по формулам (29) и (32) получим решения q+jk(x, y) и q−jk(x, y) зада-

чи Неймана—Дирихле и Дарбу соответственно в областях D+
00 и D−

00. Та-
ким образом, существование решения qjk(x, y) задачи Tjk в области D00 =

= D+
00

⋃︀

D−
00

⋃︀

I0 доказано.

Вернемся к задаче T для опережающе-запаздывающего уравнения сме-
шанного типа (2) в области D = D+

⋃︀

D−⋃︀

I. Ее решение в силу (18) и (29)

имеет в области D
+
=

2
⋃︀

j=0

(︁ 1
⋃︀

k=0

D
+
jk

)︁

следующий вид:

U(x, y) = U
+
(x, y + lh) = T

⎛

⎝

q+00(x, y) + (−1)lq+01(x, y)
q+10(x, y) + (−1)lq+11(x, y)
q+20(x, y) + (−1)lq+21(x, y)

⎞

⎠ ,

(x, y) ∈ Djk j = 0, 1, 2, k, l = 0, 1,
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а в области D
−
=

2
⋃︀

j=0
D

−
j0, согласно (18) и (32), имеем

U(x, y) = U
−
(x, y) = T

⎛

⎝

q−00(x, y) + q−01(x, y)
q−10(x, y) + q−11(x, y)
q−20(x, y) + q−21(x, y)

⎞

⎠ .

Таким образом, теорема доказана.
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Аннотация

Изучена начально-граничная задача для уравнения вынужденных
колебаний консольно закрепленной балки. Такое линейное дифферен-
циальное уравнение четвертого порядка описывает изгибные попереч-
ные колебания однородной балки при воздействии внешней силы при
отсутствии вращательного движения при изгибе.

Методом разделения переменных построена система собственных
функций одномерной спектральной задачи, которая является ортого-
нальной и полной в пространстве квадратично-суммируемых функций.
Единственность решения начально-граничной задачи доказана двумя
способами — с применением интеграла энергии и с использованием свой-
ства полноты системы собственных функций.

Решение задачи вначале найдено при отсутствии внешней силы и од-
нородных граничных условиях, а затем рассмотрен общий случай при
наличии внешней силы и неоднородных граничных условиях. В обоих
случаях решение задачи построено в виде суммы ряда Фурье.

Получены оценки коэффициентов этих рядов и системы собствен-
ных функций. На основании установленных оценок найдены достаточ-
ные условия на начальные функции, выполнение которых обеспечива-
ет равномерную сходимость построенных рядов в классе регулярных
решений уравнения колебаний балки, т.е. доказаны теоремы существо-
вания решения поставленной начально-граничной задачи. Установлена
устойчивость решений начально-граничной задачи в зависимости от на-
чальных данных и правой части рассматриваемого уравнения в классах
квадратично-суммируемых и непрерывных функций.
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Введение. Рассмотрим однородную консольно закрепленную балку дли-
ны l. Вынужденные изгибные поперечные колебания такой балки под дей-
ствием непрерывной внешней силы G(x, t) в случае отсутствия вращательно-
го движения описываются следующим уравнением [1, c. 143ҫ145; 2, c. 276ҫ277]:

ρSutt + EJuxxxx = G(x, t),

где ρ— линейная плотность балки, S — площадь поперечного сечения, E —
модуль упругости материала, J — момент инерции сечения относительно сво-
ей горизонтальной оси. Это уравнение можно записать в виде

utt + α2uxxxx = F (x, t), (1)

где α2 = EJ/(ρS), F (x, t) = G(x, t)/(ρS).
Отметим, что задачи о колебательных процессах балок, стержней и пла-

стин играют важную роль в строительной механике [3, c. 326].
В данной работе для уравнения (1) изучается начально-граничная задача

в области
D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T},

где l и T — заданные положительные действительные числа.

Начально-граничная задача. В области D найти решение u(x, t) урав-
нения (1), удовлетворяющее условиям

u(x, t) ∈ C4,2
x,t (D) ∩ C2,1

x,t (D), (2)

u(0, t) = ux(0, t) = uxx(l, t) = uxxx(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (4)

где F (x, t), ϕ(x), ψ(x)— заданные функции, обладающие достаточной глад-
костью.

Отметим, что в учебниках и монографиях [1, c. 145ҫ147; 2, c. 277; 3, c. 346ҫ
350; 4, c. 35ҫ38; 5, c. 149ҫ158; 6, c. 321ҫ330] найдены собственные частоты
и виды собственных колебаний для уравнения (1) с различными граничны-
ми условиями, но начально-граничные задачи не изучены. В последние го-
ды к исследованию линейных и нелинейных начально-граничных задач для
уравнения колебаний балки наблюдается повышенный интерес [7ҫ15].

В данной работе на основе [11,12] решение начально-граничной задачи для
уравнения (1) вначале построено при отсутствии внешней силы и однородных
граничных условиях, а затем рассмотрен общий случай при наличии внешней
силы и неоднородных граничных условиях.

1. Единственность решения начально-граничной задачи. Для до-
казательства единственности решения поставленной задачи воспользуемся
следующим утверждением из работы [12].

Теорема 1 [12]. Если существует решение начально-граничной задачи
(1)ҫ(4), то для любого t, 0 6 t 6 T, справедлива оценка

∫︁ l

0
(u2t + α2u2xx) dx 6 eT

[︂∫︁ l

0
(ψ2(x) + α2(ϕ′′(x))2) dx+

x

D

F 2(x, t) dx dt

]︂

. (5)
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Теорема 2. Если существует функция u(x, t), удовлетворяющая уравне-
нию (1) и условиям (2)ҫ(4), то она единственна.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что существуют две различные
функции u1(x, t) и u2(x, t), являющиеся решениями данной задачи. Тогда раз-
ность u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) удовлетворяет однородному уравнению

utt + α2uxxxx = 0

и нулевым начальным и граничным условиям. Для этой разности в силу
оценки (5) при любом t ∈ [0, T ] имеем

∫︁ l

0
(u2t + α2u2xx) dx = 0.

Это возможно только в случае, когда ut = uxx ≡ 0 в области D, т.е. u(x, t) =
= c1x+ c2, где c1, c2 — произвольные постоянные. Из выполнимости гранич-
ных условий (3) получаем c1 = c2 = 0, т.е. u(x, t) ≡ 0 в D, откуда и следует
утверждение теоремы. �

2. Существование решения начально-граничной задачи. Рассмот-
рим решение задачи для случая отсутствия внешней силы — F (x, t) ≡ 0. Раз-
деляя в уравнении (1) переменные u(x, t) = X(x)T (t), получим спектральную
задачу относительно функции X(x):

XIV + λX(x) = 0, 0 < x < l, (6)

X(0) = X ′(0) = X ′′(l) = X ′′′(l) = 0. (7)

Если λ > 0, то, полагая λ = 4d4, d > 0, найдем общее решение уравне-
ния (6):

X(x) = edx(a1 cos dx+ a2 sin dx) + e−dx(a3 cos dx+ a4 sin dx),

где ai — произвольные постоянные, i = 1, 4. Подчиняя функцию X(x) и ее
производные до третьего порядка граничным условиям (7), получим линей-
ную систему относительно неизвестных постоянных ai:

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

a1 + a3 = 0,
a1 + a2 − a3 + a4 = 0,
a1e

dl sin dl − a2e
dl cos dl − a3e

−dl sin dl + a4e
−dl cos dl = 0,

(a1e
dl − a4e

−dl)(cos dl + sin dl)− (a2e
dl + a3e

−dl)(cos dl − sin dl) = 0,

определитель которой равен

∆ = e2dl + e−2dl + 2(1 + cos2 dl).

Поскольку определитель отличен от нуля, система имеет только триви-
альное решение X(x) ≡ 0.

Если λ = 0, то спектральная задача (6), (7) также имеет только триви-
альное решение X(x) ≡ 0.
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Если λ < 0, то, полагая λ = −d4, d > 0, строим общее решение уравне-
ния (6) в виде

X(x) = a1e
dx + a2e

−dx + a3 cos dx+ a4 sin dx,

где ai — произвольные пока неизвестные постоянные, i = 1, 4. Удовлетворяя
функцию X(x) граничным условиям (7), получим следующую систему отно-
сительно неизвестных постоянных:

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

a1 + a2 + a3 = 0,
a1 − a2 + a4 = 0,
a1e

dl + a2e
−dl − a3 cos dl − a4 sin dl = 0,

(a1e
dl + a2e

−dl) + a3 sin dl − a4 cos dl = 0.

(8)

Определитель системы (8) равен

∆ = −4(ch dl cos dl + 1).

Чтобы система (8) имела ненулевые решения, потребуем, чтобы ее опре-
делитель был равен нулю:

ch dl cos dl = −1. (9)

Уравнение (9) имеет счетное множество корней dn [1, с. 146; 9]:

dn =
π

l

(︁

n− 1

2
+ (−1)nΘn

)︁

, Θn = O
(︁ 1

n2

)︁

. (10)

Итак, получили собственные значения спектральной задачи (6), (7):

λn = −d4n,

где dn — корень уравнения (9).
Находя общее решение системы (8) и учитывая равенство (9) при d = dn

получаем систему собственных функций:

Xn(x) =
sh dnl + sin dnl

ch dnl + cos dnl
(ch dnx− cos dnx) + sin dnx− sh dnx.

Отсюда, учитывая

sh dnl =

√︁

ch2 dnl − 1 = | tg dnl| = −| sin dnl|
cos dnl

,

получаем две подсистемы:

Xn(x) =

{︃

an ch dn(x− l/2) + bn sin dn(x− l/2), n = 2k − 1,

cn sh dn(x− l/2) + fn cos dn(x− l/2), n = 2k,
(11)

где an = sh−1(dnl/2), bn = cos−1(dnl/2), cn = − ch−1(dnl/2), fn = sin−1(dnl/2).
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Таким образом, построена система собственных функций задачи (6), (7)
по формуле (11). Эта система ортогональна и полна в пространстве L2[0, l] [16,
с. 99]. Для удобства дальнейших исследований нормируем систему функций
(11). Для нахождения норм собственных функций вычислим интеграл

Inn =

∫︁ l

0
X2
n(x) dx.

Для n = 2k − 1 имеем

Inn =

∫︁ l

0

[︀

an ch dn(x− l/2) + bn sin dn(x− l/2)
]︀2

dx =

=
a2n + b2n

2
l +

a2n
2dn

sh dnl −
b2n
2dn

sin dnl.

Тогда, с учетом равенства (9), находим

Inn = ‖Xn(x)‖2 =
∫︁ l

0
X2
n(x) dx = l

ch dnl + 1

ch dnl − 1
= l cth2(dnl/2). (12)

Аналогично для n = 2k получаем

Inn = ‖Xn(x)‖2 =
∫︁ l

0
X2
n(x) dx = l

ch dnl − 1

ch dnl + 1
= l th2(dnl/2). (13)

На основании равенств (12) и (13) нормируем систему функций (11):

Yn(x) =
Xn(x)

‖Xn(x)‖
, ‖Xn(x)‖ =

{︃
√
l cth(dnl/2), n = 2k − 1,

√
l th(dnl/2), n = 2k.

(14)

Пусть u(x, t)— решение задачи (1)ҫ(4). Следуя [11, 12], рассмотрим вспо-
могательные функции

un(t) =

∫︁ l

0
u(x, t)Yn(x) dx. (15)

Дифференцируя (15) дважды и учитывая (1), при условии F (x, t) ≡ 0
получим

u′′n(t) = −α2

∫︁ l

0
uxxxx(x, t)Yn(x) dx.

Интегрируя последнее равенство четыре раза по частям и принимая во вни-
мание условия (3) и (7), получим уравнение

u′′n(t) + α2d4nun(t) = 0,

общее решение которого имеет вид

un(t) = αn cosαd
2
nt+ βn sinαd

2
nt, (16)

где αn, βn — произвольные постоянные.
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Для нахождения постоянных αn, βn, подчинив функции (15) условиям
(4), получим начальные условия:

un(0) =

∫︁ l

0
u(x, 0)Yn(x) dx =

∫︁ l

0
ϕ(x)Yn(x) dx = ϕn, (17)

u′n(0) =
∫︁ l

0
ut(x, 0)Yn(x) dx =

∫︁ l

0
ψ(x)Yn(x) dx = ψn. (18)

Удовлетворяя функции (16) полученным начальным условиям (17) и (18),
находим αn = ϕn, βn = ψn/(αd

2
n) и явный вид функций

un(t) = ϕn cosαd
2
nt+

ψn
αd2n

sinαd2nt. (19)

Поскольку для функций (15) получен явный вид (19), на основании пол-
ноты системы Yn(x) в пространстве L2[0, l] можно доказать единственность
решения задачи (1)ҫ(4). Действительно, пусть существуют различные функ-
ции u1(x, t) и u2(x, t)— решения данной задачи. Тогда их разность u(x, t) =
= u1(x, t) − u2(x, t) есть решение однородной задачи (1)ҫ(4), где ϕ(x) =
= ψ(x) = 0. Тогда из (17)ҫ(19) следует, что un(t) = 0 при любом t ∈ [0, T ],
что, с учетом (15), влечет выполнимость равенства

∫︁ l

0
u(x, t)Yn(x) dx = 0

при любом t ∈ [0, T ] и для любого n ∈ N. Отсюда в силу полноты системы
Yn(x) в пространстве L2[0, l] получаем, что u(x, t) = 0 почти всюду на [0, l]
при любом t ∈ [0, T ]. Так как u(x, t) в силу условия (2) непрерывна на D, то
u(x, t) ≡ 0 на D.

Решение поставленной задачи (1)ҫ(4) будем искать в виде суммы ряда

u(x, t) =

∞
∑︁

n=1

un(t)Yn(x), (20)

где un(t) и Yn(x) определяются формулами (19) и (14).

Лемма 1. Для любых t ∈ [0, T ] и больших n ∈ N справедливы оценки

|un(t)| 6 C1

(︁

|ϕn|+
|ψn|
n2

)︁

, |u′′n(t)| 6 C2n
4
(︁

|ϕn|+
|ψn|
n2

)︁

,

где Ci — здесь и далее положительные постоянные.

Справедливость этих оценок вытекает непосредственно из формулы (19).

Лемма 2. Для любых x ∈ [0, l] и больших n ∈ N справедливы оценки

|Y (i)
n (x)| 6 Ci+3n

i, i = 0, 4. (21)
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До к а з ат е л ь ств о. Для случая n = 2k− 1 на основании формулы (11)
имеем

Xn(x) = an ch dn(x− l/2) + bn sin dn(x− l/2) =

=
2 sh(dnl/2)

ch dnl − 1
ch dn(x− l/2) +

2 ch dnl cos(dnl/2)

ch dnl − 1
sin dn(x− l/2).

Из данного представления при всех x ∈ [0, l] и n ∈ N оценим Xn(x):

|Xn(x)| 6
sh dnl

ch dnl − 1
+

2 ch dnl

ch dnl − 1
6

4

(1− e−d1l)2
= C3.

Теперь из формулы (12) следует, что

‖Xn(x)‖ >
√
l, lim

n→∞
‖Xn(x)‖ =

√
l.

Отсюда вытекает, что существует номер n1 такой, что при всех n > n1:
√
l 6

‖Xn(x)‖ 6 2
√
l. Тогда при больших n и любых x ∈ [0, l]

|Yn(x)| 6
|Xn(x)|
‖Xn(x)‖

<
C3√
l
.

При n = 2k на основании формулы (14) имеем

Xn(x) = cn sh dn(x− l/2) + fn cos dn(x− l/2) =

=
sh dn(x− l/2)

ch(dnl/2)
− 2 ch dnl sin(dnl/2)

ch dnl + 1
cos dn(x− l/2),

откуда при всех x ∈ [0, l] и n ∈ N имеем

|Xn(x)| 6
sh(dnl/2)

ch(dnl/2)
+

2 ch dnl

1 + ch dnl
6 3.

Из (13) имеем

‖Xn(x)‖ 6
√
l, lim

n→∞
‖Xn(x)‖ =

√
l.

Отсюда следует, что существует номер n2 такой, что при всех n > n2 вы-
полняется неравенство

√
l/2 6 ‖Xn(x)‖ 6

√
l. Тогда при больших n и любых

x ∈ [0, l] справедлива оценка

|Yn(x)| 6
|Xn(x)|
‖Xn(x)‖

6
6√
l
.

Вычисляя производные функций Yn(x) до четвертого порядка включи-
тельно, с учетом асимптотической формулы (10) для dn убеждаемся в спра-
ведливости оценок (21) для больших n ∈ N и любых x ∈ [0, l]. �

57



С а б и т о в К. Б., Ф а д е е в а О. В.

Далее, дифференцируя почленно ряд (20), составим ряды из производных:

utt(x, t) =

∞
∑︁

n=1

u′′n(t)Yn(x), (22)

uxxxx(x, t) =
∞
∑︁

n=1

un(t)Y
(4)
n (x) =

∞
∑︁

n=1

d4nun(t)Yn(x). (23)

Полученные ряды (22) и (23), как и ряд (20), на основании лемм 1 и 2 при
любых (x, t) ∈ D мажорируются рядом

C8

∞
∑︁

n=1

n4
(︁

|ϕn|+
|ψn|
n2

)︁

.

Лемма 3. Если функции ϕ(x), ψ(x) удовлетворяют условиям

ϕ(x) ∈ C6[0, l], ϕ(0) = ϕ′(0) = ϕ′′(l) = ϕ′′′(l) = ϕIV (0) = ϕV (0) = 0,

ψ(x) ∈ C4[0, l], ψ(0) = ψ′(0) = ψ′′(l) = ψ′′′(l) = 0,

то имеют место следующие представления:

ϕn =
ϕ
(6)
n

d6n
, ψn =

ψ
(4)
n

d4n
,

где

ϕ(6)
n =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

1

‖Xn‖

∫︁ l

0
ϕ(6)
n (x)

(︀

an ch dn(x− l/2) + bn sin dn(x− l/2)
)︀

dx, n = 2k − 1,

1

‖Xn‖

∫︁ l

0
ϕ(6)
n (x)

(︀

cn sh dn(x− l/2)− fn cos dn(x− l/2)
)︀

dx, n = 2k,

ψ(4)
n =

∫︁ l

0
ψ(4)(x)Yn(x) dx.

До к а з ат е л ь ств о. Заметим, что непосредственным дифференцирова-
нием можно убедиться в том, что

Y (4)
n (x) = d4nYn(x).

Тогда на основании (17) имеем

ϕn =

∫︁ l

0
ϕ(x)Yn(x) dx =

1

d4n

∫︁ l

0
ϕ(x)Y (4)

n (x) dx.

Интегрируя последнее равенство четыре раза по частям и учитывая гранич-
ные условия (3), получаем

ϕn =
1

d4n

∫︁ l

0
ϕ(4)(x)Yn(x) dx =

1

d8n

∫︁ l

0
ϕ(4)(x)Y (4)

n (x) dx.
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Интегрируя в последнем интеграле дважды по частям, приходим к справед-
ливости первого представления леммы 3.

Аналогично, на основании (18) получим

ψn =

∫︁ l

0
ψ(x)Yn(x) dx =

1

d4n

∫︁ l

0
ψ(x)Y (4)

n (x) dx =
1

d4n
ψ(4)
n .

�

На основании леммы 3 ряды (20), (22), (23) мажорируются сходящимся
числовым рядом

C9

∞
∑︁

n=1

1

n2
(︀

|ϕ(6)
n |+ |ψ(4)

n |
)︀

,

т.е. они сходятся равномерно на D. Таким образом, сумма ряда (20) удовле-
творяет условиям задачи (1)ҫ(4).

Итак, приходим к справедливости следующего утверждения.

Теорема 3. Если функции ϕ(x), ψ(x) удовлетворяют условиям леммы 3,
то существует единственное решение задачи (1)ҫ(4) (где F (x, t) ≡ 0) и оно
определяется суммой ряда (20).

3. Устойчивость решения начально-граничной задачи. Для обосно-
вания устойчивости решения задачи (1)ҫ(4) рассмотрим пространство квад-
ратично-суммируемых функций L2[0, l].

Теорема 4. Для решения (20) начально-граничной задачи (1)ҫ(4) справед-
ливы оценки

‖u(x, t)‖L2[0,l] 6 C10

(︀

‖ϕ(x)‖L2[0,l] + ‖ψ(x)‖L2[0,l]

)︀

,

‖u(x, t)‖C(D) 6 C11

(︀

‖ϕ(4)(x)‖C[0,l]
+ ‖ψ(x)‖C[0,l]

)︀

.

До к а з ат е л ь ств о. Так как система функций Yn(x) ортонормирована,
из представления (20) в силу леммы 1 получим

‖u(x, t)‖2L2[0,l]
=

∞
∑︁

n=1

u2n(t) 6 2C2
1

∞
∑︁

n=1

(ϕ2
n + ψ2

n) =

= C10

(︀

‖ϕ(x)‖2L2[0,l]
+ ‖ψ(x)‖2L2[0,l]

)︀

.

Из полученного неравенства следует справедливость первой оценки.
Из (20) на основании лемм 1 и 2 при любых (x, t) ∈ D имеем

|u(x, t)| 6 C12

∞
∑︁

n=1

(︁

|ϕn|+
|ψn|
n2

)︁

6 C13

∞
∑︁

n=1

(︁ |ϕ(4)
n |
n4

+
|ψn|
n2

)︁

6

6 C13

∞
∑︁

n=1

1

n

(︀

|ϕ(4)
n |+ |ψn|

)︀

.

Отсюда, используя неравенство Коши—Буняковского, получим
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|u(x, t)| 6 C13

(︂ ∞
∑︁

n=1

1

n2

)︂1/2[︂(︂ ∞
∑︁

n=1

|ϕ(4)
n |2

)︂1/2

+

(︂ ∞
∑︁

n=1

|ψn|2
)︂1/2]︂

=

= C14

(︀

‖ϕ(4)(x)‖L2[0,l] + ‖ψ(x)‖L2[0,l]

)︀

.

Из полученной оценки непосредственно следует вторая оценка теоремы 4. �

4. Вынужденные колебания балки с неоднородными граничны-
ми условиями. Рассмотрим начально-граничную задачу с неоднородными
граничными условиями для случая, когда внешняя сила отлична от нуля:
найти в области D решение u(x, t) уравнения (1), обладающее свойствами
(2), (4) и

u(0, t) = h1(t), ux(0, t) = h2(t),

uxx(l, t) = g1(t), uxxx(l, t) = g2(t), 0 6 t 6 T,
(24)

где h1(t), h2(t), g1(t), g2(t)— заданные достаточно гладкие функции, подчи-
ненные условиям согласования с начальными функциями (4):

h1(0) = ϕ(0), h′1(0) = ψ(0), h2(0) = ϕ′(0), h′2(0) = ψ′(0),

g1(0) = ϕ′′(l), g′1(0) = ψ′′(l), g2(0) = ϕ′′′(l), g′2(0) = ψ′′′(l).
(25)

Поставленную неоднородную задачу можно свести к решению начально-
граничной задачи для неоднородного уравнения колебаний балки с однород-
ными начальными и граничными условиями и новой правой частью.

Введем в рассмотрение функцию

v(x, t) = u(x, t)− z(x, t)− w(x, t), (26)

где

z(x, t) = h1(t) + xh2(t) +
x2

2
g1(t) +

(︁ x4

24l
− lx2

4

)︁

g2(t), (27)

w(x, t) = ϕ(x)− ϕ(0)− xϕ′(0)− x2

2
ϕ′′(l)−

(︁ x4

24l
− lx2

4

)︁

ϕ′′′(l)+

+ t
(︁

ψ(x)− ψ(0)− xψ′(0)− x2

2
ψ′′(l)−

(︁ x4

24l
− lx2

4

)︁

ψ′′′(l)
)︁

. (28)

Отметим, что функция z(x, t) удовлетворяет граничным условиям (24),
а функция w(x, t)— нулевым граничным условиям. В силу условий согласо-
вания (25) функция (26) удовлетворяет уравнению

vtt + α2vxxxx = F̃ (x, t), (29)

где

F̃ (x, t) = F (x, t) + h′′1(t) + xh′′2(t) +
x2

2
g′′1(t) +

(︁ x4

24l
− lx2

4

)︁

g′′2(t)+

+
α2

l

(︀

g2(t) + lϕIV (x) + tψIV (x)− g2(0)− tg′2(0)
)︀
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и нулевым начальным и граничным условиям:

v(0, t) = vx(0, t) = vxx(l, t) = vxxx(l, t) = 0, v(x, 0) = vt(x, 0) = 0.

Поэтому ниже будем изучать задачу для уравнения (29) с нулевыми на-
чальными и граничными условиями в классе функций (2). Решение этой за-
дачи будем искать в виде

v(x, t) =

∞
∑︁

n=1

Tn(t)Yn(x), (30)

где Yn(x)— собственные функции задачи (1)ҫ(4), определяемые по форму-
лам (14).

Пусть функция F̃ (x, t) такова, что она на отрезке [0, l] разлагается в ряд
Фурье по системе функций Yn(x):

F̃ (x, t) =

∞
∑︁

n=1

F̃n(t)Yn(x),

где

F̃n(t) =

∫︁ l

0
F̃ (x, t)Yn(x) dx.

Подставляя функции v(x, t) и F̃ (x, t) в уравнение (29), найдем

Tn(t) =
1

αd2n

∫︁ l

0
F̃n(s) sinαd

2
n(t− s) ds. (31)

Лемма 4. Для любых t ∈ [0, T ] справедливы оценки

|Tn(t)| 6 C15
‖F̃n(t)‖
n2

, |T ′′
n (t)| 6 C16n

2‖F̃n(t)‖,

где

‖F̃n(t)‖ = max
06t6T

|F̃n(t)|.

Справедливость этих оценок следует непосредственно из формулы (31).
Формально продифференцируем ряд (30):

vtt(x, t) =

∞
∑︁

n=1

T ′′
n (t)Yn(x), vxxxx(x, t) =

∞
∑︁

n=1

d4nTn(t)Yn(x).

Эти ряды, как и ряд (30), для любых (x, t) ∈ D мажорируются рядом

C17

∞
∑︁

n=1

n2‖F̃n(t)‖.
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Лемма 5. Если функция F̃ (x, t) ∈ C(D) ∩ C4
x(D) и при любых t ∈ [0, T ]

F̃ (0, t) = F̃x(0, t) = F̃xx(l, t) = F̃xxx(l, t) = 0,

то справедливо следующее представление:

F̃n(t) =
1

d4n
F (4)
n (t), F (4)

n (t) =

∫︁ l

0
F̃ (4)
x (x, t)Yn(x) dx.

До к а з ат е л ь ств о проводится аналогично доказательству леммы 3.

При условии выполнения леммы 5 функции v(x, t), vtt(x, t), vxxxx(x, t) ма-
жорируются сходящимся рядом

C18

∞
∑︁

n=1

‖F̃ (4)
n (t)‖
n2

,

а значит, сходятся равномерно на D. Таким образом, приходим к справедли-
вости следующего утверждения.

Теорема 5. Если функция F̃ (x, t) удовлетворяет условиям леммы 5, то
существует единственное решение задачи для уравнения (29) с нулевыми
начальными и граничными условиями, определяемое суммой ряда (30).

Теорема 6. Для функции v(x, t), определяемой формулой (30), справедли-
вы оценки

‖v(x, t)‖L2[0,l] 6 C19‖F̃ (x, t)‖L2(D),

‖v(x, t)‖C(D) 6 C20‖F̃ (x, t)‖C(D).

До к а з ат е л ь ств о. Поскольку система (14) ортонормирована в L2(D),
то из формулы (30) на основании леммы 4 получим

‖v(x, t)‖2L2[0,l]
=

∞
∑︁

n=1

T 2
n(t) 6

∞
∑︁

n=1

1

α2d4n

(︂∫︁ t

0
F̃n(s) sinαd

2
n(t− s) ds

)︂2

6

6

∞
∑︁

n=1

1

α2d4n

∫︁ t

0
F̃ 2
n(s) ds 6 C21

∫︁ t

0

∞
∑︁

n=1

F̃ 2
n(s) ds = C21

∫︁ t

0

∫︁ l

0
F̃ 2(x, s) dx ds =

= C21

∫︁ t

0
‖F̃ (x, t)‖2L2[0,l]

ds 6 C2
19‖F̃ (x, t)‖2L2(D).

В силу лемм 4 и 5 для любой точки (x, t) ∈ D имеем

|v(x, t)| 6
∞
∑︁

n=1

|Tn(t)| 6 C15

∞
∑︁

n=1

‖F̃n(t)‖
n2

6 C20‖F̃ (x, t)‖C(D).

Из полученных оценок следует справедливость теоремы. �
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Теорема 7. Если выполняются условия

F (x, t) ∈ C(D) ∩ C4
x(D),

h1(t), h2(t), g1(t), g2(t) ∈ C2[0, T ],

ϕ(x), ψ(x) ∈ C7[0, l]

и при любом t ∈ [0, T ]

F (0, t) + h′′1(t) +
α2

l

(︀

g2(t) + lϕIV (0) + tψIV (0)− g2(0)− tg′2(0)
)︀

=

= Fx(0, t) + h′′2(t) +
α2

l

(︀

lϕV (0) + tψV (0)
)︀

=

= Fxx(l, t) + g′′1(t) +
α2

l

(︀

lϕV I(l) + tψV I(l)
)︀

=

= Fxxx(l, t) + g′′2(t) +
α2

l

(︀

lϕV II(l) + tψV II(l)
)︀

= 0,

то существует единственное устойчивое решение начально-граничной за-
дачи (1), (2), (4), (24), определяемое по формуле

u(x, t) = v(x, t) + z(x, t) + w(x, t),

где функция v(x, t) определяется рядом (30), а функции z(x, t) и w(x, t)—
формулами (27) и (28) соответственно.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract

In this paper, an initial-boundary value problem for the equation of forced
vibrations of a cantilever beam is studied. Such a linear differential equation
of the fourth order describes bending transverse vibrations of a homogeneous
beam under the action of an external force in the absence of rotational
motion during bending.

The system of eigenfunctions of the one-dimensional spectral problem,
which is orthogonal and complete in the space of square-summable functions,
is constructed by the method of separation of variables. The uniqueness of
the solution to the initial-boundary value problem is proved in two ways:
(i) using the energy integral; (ii) relying on the completeness property of the
system of eigenfunctions.

The solution to the problem was first found in the absence of an external
force and homogeneous boundary conditions, and then the general case was
considered in the presence of an external force and inhomogeneous boundary
conditions. In both cases, the solution of the problem is constructed as the
sum of the Fourier series.

Estimates of the coefficients of these series and the system of eigenfunc-
tions are obtained. On the basis of the established estimates, sufficient con-
ditions were found for the initial functions, the fulfillment of which ensures
the uniform convergence of the constructed series in the class of regular solu-
tions of the beam vibration equation, i.e. existence theorems for the solution
of the stated initial-boundary value problem are proved. Based on the so-
lutions obtained, the stability of the solutions of the initial-boundary value
problem is established depending on the initial data and the right-hand side
of the equation under consideration in the classes of square-summable and
continuous functions.
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Аннотация

Рассмотрено плоско-деформированное состояние равномерно кусоч-
но-однородной плоскости, полученной при помощи поочередного соеди-
нения двух разнородных полос, которая по линиям стыков разнородных
полос расслаблена периодической системой двух полубесконечных меж-
фазных трещин и деформируется под воздействием нормальных нагру-
зок, приложенных к берегам трещин. Выделена базовая ячейка задачи
в виде двухкомпонентной полосы и при помощи обобщенного преобразо-
вания Фурье получена определяющая система уравнений задачи в виде
одного сингулярного интегрального уравнения второго рода относитель-
но комплексной комбинации контактных напряжений в зоне стыка по-
лос.

В частном случае путем устремления ширины полос к бесконечно-
сти получено определяющее уравнение задачи для двухкомпонентной
плоскости из двух разнородных полуплоскостей с двумя полубесконеч-
ными межфазными трещинами и построено его точное решение. Полу-
чено также определяющее уравнение поставленной задачи в виде одного
сингулярного интегрального уравнения первого рода относительно нор-
мальных контактных напряжений еще в одном частном случае, когда
все полосы изготовлены из одного и того же материала, т.е. в случае
однородной плоскости, расслабленной периодической системой парал-
лельных полубесконечных трещин.
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Ако п я н В. Н., Г р и г о р я н А. А.

В общем же случае определено поведение искомой функции в кон-
цевых точках интервала интегрирования и решение задачи численно-
аналитическим методом механических квадратур сведено к решению
системы алгебраических уравнений. Получены простые формулы для
определения коэффициентов интенсивности напряжений, J-интеграла
ЧерепановаҫРайса и раскрытия трещин. Проведен численный расчет.
Выявлены закономерности изменения контактных напряжений и инте-
грала ЧерепановаҫРайса в концевых точках трещин в зависимости от
упругих характеристик разнородных полос и геометрических парамет-
ров задачи.

Ключевые слова: периодическая задача, смешанная задача, кусочно-
однородная плоскость, межфазные трещины.
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Введение. Определение локальных полей напряжений вокруг одинарно
расположенных или периодически повторяющихся дефектов в однородных
и составных массивных телах всегда было и остается одним из приоритет-
ных направлений развития механики разрушения и смешанных задач тео-
рии упругости. Изучению этой проблемы и решению различных задач для
упругих однородных и составных массивных тел с различными конечными
и полубесконечными концентраторами напряжений типа трещин, штампов и
включений посвящено много работ. Полученные в них многие основопола-
гающие результаты приведены в монографиях [1ҫ7] и в избранных трудах
Г.Я. Попова [8]. Для кусочно-однородных равномерно слоистых тел с пери-
одическими и двоякопериодическими внутренними или межфазными дефек-
тами аналогичные исследования начали проводиться совсем недавно.

В работах [9ҫ11] поставлены и методами разрывных решений и сингуляр-
ных интегральных уравнений построены замкнутые или эффективные ре-
шения ряда периодических и двоякопериодических антиплоских и плоских
задач для кусочно-однородного, равномерно слоистого пространства с меж-
фазными дефектами различного типа. Особо отметим работу [9], которая
более тесно связана с рассматриваемой здесь задачей. Здесь построены раз-
рывные решения уравнений теории упругости для кусочно-однородной рав-
номерно слоистой плоскости с межфазными двоякопериодическими конеч-
ными дефектами и получены решения двух конкретных задач, когда дефек-
ты представляют собой трещину и абсолютно жесткое включение. Укажем
также на работу [11], где построены замкнутые решения двух антиплоских
задач для кусочно-однородного равномерно слоистого пространства с перио-
дической системой межфазных туннельных полубесконечных трещин.

1. Постановка задачи и вывод определяющих уравнений. Пусть
кусочно-однородная плоскость, изготовленная при помощи поочередного со-
единения двух разнородных полос равной толщины 2h с коэффициентами
Ламэ µ1, λ1 и µ2, λ2 и находящаяся в плоско-деформированном состоянии,
на линиях соединения полос y = 2nh, n ∈ Z, по бесконечным отрезкам
L = (−∞,−a) ∪ (a,∞) расслаблена периодической системой параллельных
полубесконечных трещин (рис. 1).
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Кусочно-однородная плоскость с полубесконечными трещинами

Рис. 1. Кусочно-однородная плоскость

[Figure 1. The piecewise-homogeneous plane with a periodic
system of parallel semi-inҥnite cracks]

Будем полагать, что плоскость деформируется под воздействием одина-
ковых, самоуравновешенных распределенных нагрузок p(x), действующих на
берегах трещин и имеющих конечную результирующую P .

Необходимо построить решение поставленной задачи и изучить законо-
мерности изменения контактных напряжений и коэффициентов интенсивно-
сти напряжений в концевых точках трещин в зависимости от соотношения
упругих постоянных и геометрических характеристик разнородных полос.

При такой постановке задачи линии y = (2n + 1)h, n ∈ Z, являются ли-
ниями симметрии, вследствие чего напряженное состояние в составных поло-
сах, находящихся между линиями симметрии y = (2n − 1)h и y = (2n + 1)h,
будет одинаковым. Это означает, что для определения напряженно-деформи-
рованного состояния кусочно-однородной плоскости достаточно рассмотреть
напряженно-деформированное состояние только двухкомпонентной полосы
(базовой ячейки) между линиями симметрии y = ±h (рис. 2).

Поставленная задача математически эквивалентна следующей граничной
задаче для базовой ячейки:

Рис. 2. Базовая ячейка [Figure 2. The basic calculation cell]
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{︃

vj
(︀

x, (−1)j+1h
)︀

= 0, −∞ < x <∞; j = 1, 2;

τ (j)yz

(︀

x, (−1)j+1h
)︀

= 0, −∞ < x <∞; j = 1, 2;
⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

σ(j)y (x, 0) = −p(x), |x| > a; j = 1, 2;

τ (j)xy (x, 0) = 0, |x| > a; j = 1, 2;

τ (1)xy (x, 0) = τ (2)xy (x, 0), |x| < a;

σ(1)y (x, 0) = σ(2)y (x, 0), |x| < a;

v1(x, 0) = v2(x, 0), |x| < a;

u1(x, 0) = u2(x, 0), |x| < a.

(1)

Здесь uj(x, y) и vj(x, y), j = 1, 2— соответственно горизонтальные и верти-
кальные составляющие смещений точек разнородных полос, удовлетворяю-
щие, каждая в своей области определения, уравнениям Ламэ и связанные

с компонентами нормальных σ
(j)
y (x, y) и касательных τ

(j)
xy (x, y) напряжений

известными соотношениями [2].
Для решения поставленной задачи мысленно разделим базовую ячейку

на две однородные полосы и введем в рассмотрение неизвестные нормальные
и касательные контактные напряжения q(x) и τ(x), действующие в зонах
контакта разнородных полос:

{︃

τ (j)xy (x, 0) = τ(x), |x| < a; j = 1, 2;

σ(j)y (x, 0) = q(x), |x| < a; j = 1, 2.
(2)

Далее решим вспомогательные задачи для каждой из разнородных по-
лос, занимающих соответственно области {−∞ < x < ∞; 0 6 y 6 h} и
{−∞ < x <∞;−h 6 y 6 0}, когда на лицевой линии первой полосы y = h
и на лицевой линии второй полосы y = −h заданы условия симметрии, а на
линии y = 0 заданы напряжения, и определим смещения точек зоны контак-
та обеих полос через введенные неизвестные контактные напряжения q(x)
и τ(x), т. е. решим граничную задачу (1), заменив последние четыре условия
условиями (2) при каждом из значений j = 1, 2.

С этой целью, следуя [7], решения уравнений Ламэ представим в виде
интегралов Фурье:

uj(x, y) =
1

2π

∫︁ ∞

−∞

[︀

(Aj + iyB*
j ) ch(sy) + (Bj + iyA*

j ) sh(sy)
]︀

e−isxds,

vj(x, y) =
1

2π

∫︁ ∞

−∞

[︀

(Cj − yA*
j ) ch(sy) + (Dj − yB*

j ) sh(sy)
]︀

e−isxds,
(3)

где Aj , Bj , Cj и Dj — неизвестные постоянные, подлежащие определению,
а коэффициенты A*

j и B*
j определяются формулами

A*
j =

s

κj
(Dj − iAj), B*

j =
s

κj
(Cj − iBj); κj =

λj + 3µj
λj + µj

, j = 1, 2.

При этом напряжения записываются следующим образом:
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σ(j)y (x, y) =
1

π

∫︁ ∞

−∞

{︁

[︀

ϑ
(j)
2 sDj + ϑ

(j)
1 isAj − µjsyB

*
j

]︀

ch(sy) +

+
[︀

ϑ
(j)
2 sCj + ϑ

(j)
1 isBj − µjsyA

*
j

]︀

sh(sy)
}︁

e−isxds,

τ (j)xy (x, y) =
1

π

∫︁ ∞

−∞

{︁

[︀

ϑ
(j)
2 sBj − ϑ

(j)
1 isCj + µjisyA

*
j

]︀

ch(sy) +

+
[︀

ϑ
(j)
2 sAj − ϑ

(j)
1 isDj + µjisyB

*
j

]︀

sh(sy)
}︁

e−isxds; (4)

ϑ
(j)
1 =

µ2j
λj + 3µj

, ϑ
(j)
2 =

(λj + 2µj)µj
λj + 3µj

, j = 1, 2.

Используя представления (3) и (4), удовлетворим условиям указанных
вспомогательных граничных задач и выразим неизвестные коэффициенты,
входящие в эти представления, через трансформанты Фурье функций Q(x)
и T (x). Для постоянных Aj и Cj получим следующие выражения:

A1 = −κ1ϑ
(1)
1

2isµ21

[︁chβ shβ − µ1β/κ1ϑ
(1)
1

chβ shβ + β

]︁

Q̄(s)− κ1ϑ
(1)
2 ch2 β

2sµ21(chβ shβ + β)
T̄ (s),

C1 = − κ1ϑ
(1)
2 sh2 β

2sµ21(chβ shβ + β)
Q̄(s) +

κ1ϑ
(1)
1

2isµ21

[︁chβ shβ − µ1β/κ1ϑ
(1)
1

chβ shβ + β

]︁

T̄ (s),

A2 = −κ2ϑ
(2)
1

2isµ22

[︁chβ shβ − µ2β/κ2ϑ
(2)
1

chβ shβ + β

]︁

Q̄(s) +
κ2ϑ

(2)
2 ch2 β

2sµ22(chβ shβ + β)
T̄ (s),

C2 =
κ2ϑ

(2)
2 sh2 β

2sµ22(chβ shβ + β)
Q̄(s) +

κ2ϑ
(2)
1

2isµ22

[︁chβ shβ − µ2β/κ2ϑ
(2)
1

chβ shβ + β

]︁

T̄ (s).

Остальные же постоянные даются формулами

Bj =
iϑ

(j)
1

ϑ
(j)
2

Cj +
1

2sϑ
(j)
2

T̄ (s), A*
j = − is

κj

(︁

1 +
ϑ
(j)
1

ϑ
(j)
2

)︁

Aj +
1

2κjϑ
(j)
2

Q̄(s),

Dj = − iϑ
(j)
1

ϑ
(j)
2

Aj +
1

2sϑ
(j)
2

Q̄(s), B*
j =

s

κj

(︁

1 +
ϑ
(j)
1

ϑ
(j)
2

)︁

Cj +
i

2κjϑ
(j)
2

Q̄(s),

где

Q(x) =

{︃

q(x), |x| < a,

−p(x), |x| > a,
T (x) =

{︃

τ(x), |x| < a,

0, |x| > a,
(5)

Q̄(s) =
1

2π

∫︁ ∞

−∞
Q(x)eisxdx, T̄ (s) =

1

2π

∫︁ ∞

−∞
T (x)eisxdx, β = hs.

Используя полученные выражения для коэффициентов Aj и Cj , j = 1, 2,
и значениe интегралa [12]

∫︁ ∞

−∞
sign(s)eisxds =

2i

x
,
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определим производные от смещений точек зоны контакта разнородных по-
лос (−∞ < x <∞, j = 1, 2):

u′j(x, 0) =
κjϑ

(j)
1

2µ2j
Q(x) + (−1)j

κjϑ
(j)
2

2πµ2j

∫︁ ∞

−∞

T (s)ds

s− x
−

−
∫︁ ∞

−∞
K

(j)
11 (s− x)Q(s)ds+

∫︁ ∞

−∞
K

(j)
12 (s− x)T (s)ds,

v′j(x, 0) = −κjϑ
(j)
1

2µ2j
T (x) + (−1)j

κjϑ
(j)
2

2πµ2j

∫︁ ∞

−∞

Q(s)ds

s− x
−

−
∫︁ ∞

−∞
K

(j)
21 (s− x)Q(s)ds+

∫︁ ∞

−∞
K

(j)
22 (s− x)T (s)ds.

(6)

Здесь

K
(j)
11 (x) = K

(j)
22 (x) =

1− νj
2πµj

∫︁ ∞

−∞

β

chβ shβ + β
eisxds,

K
(j)
12 (x) = i(−1)j+1 1− νj

2πµj

∫︁ ∞

−∞

e−|β| chβ − |β|
chβ shβ + β

eisxds,

K
(j)
21 (x) = i(−1)j+1 1− νj

2πµj

∫︁ ∞

−∞

e−|β| sh |β|+ |β|
chβ shβ + β

eisxds.

Теперь, используя соотношения (6), удовлетворим последним двум соот-
ношениям (1). В итоге, учитывая (5), после некоторых несложных выкладок
для определения контактных напряжений q(x) и τ(x) получим следующую
систему определяющих сингулярных интегральных уравнений (−a < x < a):

Aq(x)− B

π

∫︁ a

−a

τ(s)ds

s− x
−
∫︁ a

−a
R11(s− x)q(s)ds+

+

∫︁ a

−a
R12 (s− x) τ(s)ds = F1(x),

−Aτ(x)− B

π

∫︁ a

−a

q(s)ds

s− x
−
∫︁ a

−a
R21(s− x)q(s)ds+

+

∫︁ a

−a
R22(s− x)τ(s)ds = F2(x),

(7)

где

R11(x) = R22(x) =
C

2π

∫︁ ∞

−∞

β

chβ shβ + β
eisxds,

R12(x) =
iB

2π

∫︁ ∞

−∞

e−|β| ch |β| − |β|
chβ shβ + β

eisxds,

R21(x) =
iB

2π

∫︁ ∞

−∞

e−|β| sh |β|+ |β|
chβ shβ + β

eisxds;
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F1(x) = f
(2)
1 (x)− f

(1)
1 (x), F2(x) = f

(2)
2 (x)− f

(1)
2 (x);

A =
κ1ϑ

(1)
1

2µ21
− κ2ϑ

(2)
1

2µ22
, B =

κ1ϑ
(1)
2

2µ21
+

κ2ϑ
(2)
2

2µ22
, C = A+

1

2

(︁ 1

µ1
− 1

µ2

)︁

;

f
(j)
2 (x) = −(−1)jκjϑ

(j)
2

2πµ2j

(︂∫︁ −a

−∞
+

∫︁ ∞

a

)︂

p(s)ds

s− x
+

+

(︂∫︁ −a

−∞
+

∫︁ ∞

a

)︂

K
(j)
21 (s− x)p(s)ds,

f
(j)
1 (x) =

(︂∫︁ −a

−∞
+

∫︁ ∞

a

)︂

K
(j)
11 (s− x)p(s)ds, j = 1, 2.

Систему определяющих уравнений (7) нужно рассматривать вместе с усло-
вием равновесия верхней или нижней полуплоскости, которое при самоурав-
новешенных нагрузках можно представить в виде

∫︁ a

−a
q(s)ds =

(︂∫︁ −a

−∞
+

∫︁ ∞

a

)︂

p(s)ds = P,

∫︁ a

−a
τ(s)ds = 0. (8)

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению определя-
ющей системы (7) при условиях (8). Отметим, что когда все полосы изготов-
лены из одного и того же материала, т. е. в случае однородной плоскости
с периодической системой параллельных полубесконечных трещин A = C =
= F1(x) = 0 и из первого уравнения (7) для определения касательных кон-
тактных напряжений приходим к однородному сингулярному интегральному
уравнению первого рода при втором однородном условии (8). Откуда следует,
что τ(x) = 0. Для определения же нормальных контактных напряжений из
второго уравнения (7) получим следующее сингулярное интегральное урав-
нение первого рода

B

π

∫︁ a

−a

q(s)ds

s− x
+

∫︁ a

−a
R21(s− x)q(s)ds = −F2(x), −a < x < a,

которое нужно рассматривать при первом условии (8). Отметим, что при
помощи несложных математических выкладок из полученного уравнения не-
трудно получить определяющее интегральное уравнение этой же задачи, при-
веденной в [1]. В общем случае, чтобы построить решение определяющей
системы интегральных уравнений, из первого уравнения (7) вычтем второе
уравнение, первоначально умножив его на мнимую единицу. В результате,
введя комплексную комбинацию контактных напряжений χ(x) = q(x)−iτ(x),
приходим к следующему сингулярному интегральному уравнению второго
рода:

Aχ(x) +
B

πi

∫︁ a

−a

χ(s)ds

s− x
+

∫︁ a

−a
Q11(s− x)χ(s)ds+

+

∫︁ a

−a
Q12(s− x)χ̄(s)ds = F (x), −a < x < a. (9)
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При этом условия (7) примут вид
∫︁ a

−a
χ(s)ds = P. (10)

Здесь

Q11(x) = −R11(x) +
1

2i

[︀

R21(x)−R12(x)
]︀

,

Q12(x) =
1

2i

[︀

R21(x) +R12(x)
]︀

, F (x) = F1(x) + iF2(x),

а черточка над знаком функций здесь и в дальнейшем будет обозначать ком-
плексно-сопряженную величину этих функций.

2. Составная плоскость с двумя полубесконечными межфазны-
ми трещинами. Прежде чем перейти к решению определяющей системы (9)
в общем случае, рассмотрим еще один частный случай поставленной зада-
чи, когда ширина полос стремится к бесконечности, т. е. рассмотрим задачу
о плоско-деформированном состоянии составной упругой плоскости из двух
разнородных полуплоскостей, содержащей симметрично расположенные две
межфазные полубесконечные трещины. Заметим, что указанная задача рас-
сматривается впервые и представляет самостоятельный интерес. В этом слу-
чае регулярные части в уравнении (9) исчезают и мы приходим к следующему
определяющему сингулярному интегральному уравнению:

Aχ(x) +
B

πi

∫︁ a

−a

χ(s)ds

s− x
= F (x), −a < x < a, (11)

которое нужно решать при условиях (10).
Решение уравнения (11) при условиях (10) будет даваться формулой [11]

χ(x) =
1

A(1− α2)

{︂

F (x)− αω(x)

πi

∫︁ a

−a

F (s)ds

ω(s)(s− x)

}︂

+

+
P sin(πγj)

π
ω(x), −a < x < a,

где

ω(x) = (x+ a)−(1/2)−iγ(a− x)−(1/2)+iγ , α =
B

A
, γ =

1

2π
ln
µ1 + κ1µ2
µ2 + κ2µ1

.

Вычислим коэффициенты интенсивности разрушающих напряжений и ин-
теграл Черепанова—Райса в концевых точках трещины x = ±a:

K[(−a)j ] = KI [(−a)j ]− iKII [(−a)j ] =
√
2π lim

x→(−1)j(a+0)
ω−1(x)χ(x) =

= −
√
2π

(1− α2)

{︂

α

Aπi

∫︁ a

−a

F (s)ds

ω(s)(s− (−a)j) −
sinπγ

π
P

}︂

, j = 1, 2.

Тогда интеграл Черепанова—Райса в концевых точках трещины будет да-
ваться формулой [13]

J(±a) = µ̃K(±a)K̄(±a),
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где

µ̃ =
1

2

(︁1− ν21
E1

+
1− ν22
E2

)︁

=
B

4
.

3. Решение определяющего уравнения в общем случае. Решение
определяющего сингулярного интегрального уравнения (9) в общем случае
будем строить методом механических квадратур. Для этого при помощи заме-
ны переменных {x, s} = {aη, aξ} запишем уравнение (9) на интервале (−1, 1):

ϕ(η) +
α

πi

∫︁ 1

−1

ϕ(ξ)dξ

ξ − η
+

∫︁ 1

−1
Q*

11(ξ − η)ϕ(ξ)dξ+

+

∫︁ 1

−1
Q*

12(ξ − η)ϕ̄(ξ)dξ = F*(η), (12)

где

ϕ(η) =
a

P
χ(aη), F*(η) =

a

PA
F (aη),

Q*
11(η) =

a

A
Q11(aη) =

1

4πlA

∫︁ ∞

−∞

Be−2|β| + 2Cβ − 2B|β|
chβ shβ + β

eiβη/ldβ,

Q*
12(η) =

a

A
Q12(aη) =

B

4πlA

∫︁ ∞

−∞

eiβη/ldβ

chβ shβ + β
, l = h/a.

Условие (10) при этом принимает вид
∫︁ 1

−1
ϕ (ξ) dξ = 1. (13)

Учитывая регулярность функции Q*
ij(η), несложно установить, что ис-

комая функция ϕ(η) в концевых точках интервала интегрирования имеет
показательную особенность и ее можно представить в виде

ϕ(η) = ϕ*(η)(1 + η)−(1/2)−iγ(1− η)−(1/2)+iγ ,

где ϕ*(η)— непрерывная функция, ограниченная вплоть до концов отрезка
[−1, 1]. Подставляя значение функции ϕ*(η) в (12) и (13) и используя соот-
ношения, приведенные в [14], по стандартной процедуре, придем к системе
алгебраических уравнений относительно значений ϕ*(ξi), где ξi — корни мно-

гочлена Якоби P
(−(1/2)+iγ,−(1/2)−iγ)
n (ξi) = 0.

После определения функции ϕ*(ξi) нетрудно восстановить функцию ϕ(η),
−1 < η < 1, тем самым определив комплексную комбинацию безразмерных
контактных напряжений, действующих в зоне стыка разнородных полос. По-
сле чего довольно просто определить комплексные коэффициенты интенсив-
ности разрушающих напряжений и, следовательно, известные J-интегралы
Черепанова—Райса по формулам

K(±1) = KI(±1)− iKII(±1) =

=
√
2π lim

x→±1∓0
(1∓ η)(1/2)∓iγ

[︀

σ(j)y (aη)− iτ (j)xy (aη)
]︀

=

75



Ако п я н В. Н., Г р и г о р я н А. А.

=
P
√
2π

a
lim

x→±1∓0
(1∓ η)(1/2)∓iγϕ(η) =

P
√
2π

a
2−(1/2)∓iγϕ*(±1),

J(±1) = µ̃K(±1)K̄(±1) =
πµ̃P 2

a2
⃒

⃒ϕ*(±1)
⃒

⃒

2
.

Выпишем также формулу для определения раскрытия трещины. С этой
целью, используя второе из соотношений (6), составим нормальную состав-
ляющую дислокаций смещений точек берегов полубесконечных трещин и,
перейдя на интервал (−1, 1), представим их при помощи функции ϕ(η) в сле-
дующем виде:

v′(aη) = v′1(aη)− v′2(aη) = −PB
a

{︂

1

π

∫︁ 1

−1

Reϕ(ξ)dξ

ξ − η
+

+

∫︁ 1

−1
Q1(ξ − η)Reϕ(ξ)dξ +

1

π

∫︁ 1

−1
Q2(ξ − η) Imϕ(ξ)dξ

}︂

− F2(aη),

где

Q1(η) =
πa

B
R21(aη) =

i

2l

∫︁ ∞

−∞

e−|β| sh |β|+ |β|
chβ shβ + β

eiηβ/ldβ,

Q2(η) =
πa

B
R22(aη) =

C

2Bl

∫︁ ∞

−∞

βeiβη/ldβ

chβ shβ + β
.

Тогда безразмерное раскрытие трещин, находящихся соответственно на ин-
тервалах (a,∞) и (−∞,−a), можно определить по формулам:

v*(η) =
v(aη)

a
=

∫︁ η

1
v′(aξ)dξ, 1 < η <∞,

v*(η) =
v(aη)

a
=

∫︁ η

−1
v′(aξ)dξ, −∞ < η < −1.

4. Численные расчеты. Проведен численный расчет и изучены зако-
номерности изменения контактных напряжений, действующих в зонах кон-
тактов разнородных полос, и безразмерных интегралов Черепанова—Райса
J*(±a) = 102 · (a/P ) ·J(±1) в концевых точках трещин в зависимости от соот-
ношения µ = µ1/µ2 в случае фиксированных значений коэффициентов Пуас-
сона νj , j = 1, 2, а также от изменения параметра l = h/a. При этом считается,
что кусочно-однородная плоскость деформируется под воздействием симмет-
рично расположенных относительно оси Oy сосредоточенных нагрузок вели-
чины P/2, т. е. принято (a/P ) ·p(aη) = [δ(η−b)+δ(η+b)]/2, b = η0/a, где η0 —
расстояние сосредоточенных нагрузок от начала координат и (P/a) ·µ2 = 0.1.

Результаты численных расчетов приведены на рис. 3ҫ6.
На рис. 3 приведены графики безразмерных контактных напряжений в за-

висимости от параметра µ в случае, когда ν1 = 0.3, ν2 = 0.25, b = 2 и l = 1.
Они показывают, что нормальные контактные напряжения мало зависят от
параметра µ (графики при µ = 1 и µ = 0.5 практически совпадают), в то вре-
мя как касательные контактные напряжения при приближении параметра µ
к единице стремятся к нулю.
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Рис. 3. Безразмерные контактные напряжения (при различных значениях параметра µ):
слева — нормальные контактные напряжения, справа — тангенциальные контактные на-

пряжения

[Figure 3. Dimensionless contact stresses when ν1 = 0.3, ν2 = 0.25, b = 2, and l = 1 for
different values of the parameter µ: on the left — normal contact stresses; on the right —

tangential contact stresses]

Рис. 4. Изменение интеграла J∗(a)

[Figure 4. Variation of J-integral
depending on the parameter b

when ν1 = 0.3, ν2 = 0.25, l = 1]

На рис. 4 приведены графики изме-
нения значения интеграла Черепанова—
Райса J*(a) = J*(−a) в концевых точ-
ках трещин в зависимости от парамет-
ра b, описывающего степень удаленности
точек приложения внешней нагрузки от
вершин трещин, в случае, когда ν1 = 0.3,
ν2 = 0.25 и l = 1 при некоторых значе-
ниях µ. Из них видно, что при удалении
точек приложения внешних нагрузок от
концевых точек трещин интеграл Чере-
панова—Райса, монотонно убывая, стре-
мится к определенному пределу. Причем
чем модуль сдвига первой из полос боль-
ше, тем меньше значение интеграла Черепанова—Райса, т. е. меньше вероят-
ность распространения трещины.

На рис. 5 приведены графики безразмерных контактных напряжений в за-
висимости от параметра l в случае, когда µ = 2, b = 2, ν1 = 0.3 и ν2 = 0.25.
Они показывают, что при возрастании l, т. е. при увеличении ширины полосы,
когда длина контактной зоны остается неизменной, нормальные контактные
напряжения в средней части контактной зоны уменьшаются, а у концевых то-
чек зоны контакта увеличиваются. Касательные же контактные напряжения
при этом по абсолютной величине уменьшаются.

На рис. 6 приведены графики интеграла Черепанова—Райса J*(a) = J*(−a)
в вершинах трещин в случае, когда ν1 = 0.3 ν2 = 0.25, b = 2: слева — в зави-
симости от параметра l при значениях параметра µ = 0.5, 1 и 5 и справа —
в зависимости от параметра µ при значениях параметра l = 0.5, 1 и 5.

Из рис. 6 слева следует, что при увеличении ширины полос интеграл
J*(±a) возрастает, стремясь к определенному пределу, соответствующему
значению интеграла Черепанова—Райса в случае двухкомпонентной плоско-
сти с двумя симметричными полубесконечными трещинами. При этом, как и
выше, чем жестче первая из полос, тем меньше значение интеграла Черепа-
нова—Райса.
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Рис. 5. Безразмерные контактные напряжения (при различных значениях параметра l):
слева — нормальные контактные напряжения, справа — тангенциальные контактные на-

пряжения

[Figure 5. Dimensionless contact stresses when µ = 2, b = 2, ν1 = 0.3, and ν2 = 0.25 for
different values of the parameter l: on the left — normal contact stresses; on the right —

tangential contact stresses]

Рис. 6. Изменение интеграла J∗(a) [Figure 6. Variation of J-integral when ν1 = 0.3 ν2 = 0.25,
b = 2: on the left — depending on the parameter l; on the right — depending on the parameter µ]

Из рис. 6 справа следует, что при возрастании параметра µ значение J-
интеграла, монотонно убывая, стремится к постоянному значению, которое
представляет из себя значение интеграла Черепанова—Райса в случае, когда
первая из полос абсолютно жесткая.

5. Заключение. Таким образом, выведено определяющее уравнение плос-
кой задачи теории упругости для равномерно кусочно-однородного простран-
ства с периодической системой двух полубесконечных параллельных меж-
фазных трещин в виде сингулярного интегрального уравнения второго рода
относительно комплексной комбинации контактных напряжений, действую-
щих в зонах стыка разнородных полос.

Выяснено поведение искомой функции в концевых точках интервалов ин-
тегрирования и построено решение определяющего уравнения численно-ана-
литическим методом механических квадратур. Получены простые формулы
для определения комплексного коэффициента интенсивности разрушающих
напряжений и J-интеграла Черепанова—Райса в концевых точках трещин.

При помощи численных расчетов изучено поведение контактных напря-
жений и J-интеграла в зависимости от физико-механических и геометриче-
ских характеристик задачи. Показано, что при выбранных параметрах уве-
личение жесткости одной из полос, когда жесткость второй полосы остается
неизменной, значение J-интеграла стремится к определенной постоянной, со-

78



Кусочно-однородная плоскость с полубесконечными трещинами

ответствующей значению интеграла Черепанова—Райса в случае, когда пер-
вая из полос абсолютно жесткая.
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Abstract

The plane stress state of a uniformly piecewise-homogeneous plane ob-
tained by alternately joining two dissimilar strips is considered, which along
the lines of joints of dissimilar strips is weakened by a periodic system of two
semi-infinite interfacial cracks and is deformed using normal loads applied
to the crack banks. The basic cell of the problem in the form of a two-
component strip is considered and, using the generalized Fourier transform,
a governing system of equations for the problem is obtained in the form of
one singular integral equation of the second kind for a complex combination
of contact stresses in the junction zone of the strips.

As a special case, tending the height of the strips to infinity, the governing
equation of the problem for a two-component plane of two dissimilar half-
planes with two semi-infinite interfacial cracks is obtained and its exact
solution is constructed. The governing equation for the stated problem is
also obtained in the form of one singular integral equation of the first kind
with respect to normal contact stresses in another particular case, when all
strips are made of the same material, i.e. in the case of a homogeneous plane,
a weakened periodic system of parallel, two semi-infinite cracks.

In the general case, the behavior of the unknown function at the end
points of the integration interval is determined and the solution of the prob-
lem by the numerical-analytical method of mechanical quadratures is re-
duced to solving a system of algebraic equations. Simple formulas are ob-
tained to determine the intensity factors, the Cherepanov–Rice integral and
crack opening. A numerical calculation has been performed. Regularities of
changes in contact stresses and the Cherepanov–Rice integral at the end-
points of cracks are revealed, depending on the elastic characteristics of
heterogeneous strips and the geometric parameters of the problem.
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Аннотация

Получено точное аналитическое решение задачи Ламе о равновесии
составного тела, состоящего из двух посаженных с натягом трансвер-
сально-изотропных сфер с общим центром. Тело находится под действи-
ем равномерных внешнего и внутреннего давлений. Определено давле-
ние натяга на поверхности контакта в предположении, что оно является
следствием различия в параметрах геометрии частей составной сферы.
Проанализированы закономерности влияния анизотропии материалов
(материальные постоянные удовлетворяют ограничениям в виде нера-
венств, обеспечивающих положительность собственных значений опе-
ратора упругости) и величины давления натяга на распределение на-
пряжений в поперечных сечениях составных центрально-симметричных
сосудов давления. Проведенная оценка влияния анизотропии материа-
лов показала возможность «управления» величинами и характером рас-
пределения напряжений в составных конструкциях, оптимально соот-
ветствующих заданным режимам эксплуатации. Полученные результа-
ты свидетельствуют, что изменение показателя анизотропии — увеличе-
ние его значений во внутренних или внешних частях сфер приводит
к возрастанию или снижению абсолютных величин напряжений соот-
ветственно. Это увеличение или уменьшение показателей анизотропии
материалов создаваемых конструкций может быть реализовано на эта-
пе их проектирования благодаря изменению схемы армирования при
сохранении свойств отдельных элементов структуры. На основе мно-
гокритериального подхода проведена оценка начальной прочности со-
ставных центрально-симметричных сосудов по механизмам растяжения
или сжатия в радиальном и окружном направлениях. Установлено, что
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увеличение давления натяга может привести к появлению областей ма-
териала, потерявших способность сопротивляться сжатию в окружном
направлении. Эти области располагаются вблизи внутренней поверхно-
сти сосуда, на которой действует равномерно распределенное давление,
меньшее по абсолютной величине по сравнению с внешним давлением.
Обнаружено, что точки составного сосуда, находящиеся на поверхности
контакта, становятся наиболее опасными с точки зрения возможности
начала разрушения по механизму сжатия в радиальном направлении.

Ключевые слова: аналитическое решение, задача Ламе, составная
трансверсально-изотропная сфера, анизотропия, многокритериальная
оценка начальной прочности, составные сферические сосуды, контакт-
ное давление.
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1. Введение. Вопросы безопасной транспортировки и хранения жидких
и газообразных сред не теряют своей актуальности на протяжении десятиле-
тий. Одним из способов повышения эффективности, в т.ч. и экономической,
используемых для этих целей сосудов является повышение рабочего давле-
ния. Это, в свою очередь, предопределяет повышенные требования к «живу-
чести» и безопасной эксплуатации элементов конструкций, работающих при
многократно изменяющихся внутренних давлениях в течение длительного
времени. Увеличение толщины стенки конструкции, за счет чего оказывает-
ся возможным рост рабочего давления, не всегда оправдано. Это достига-
ется применением многослойных композиционных материалов, обладающих
естественной, ярко выраженной анизотропией свойств. Поэтому при проек-
тировании современных сосудов давления используются решения, в которых
конструкция и материал изготавливаются одновременно. Если конструкции
будут еще и составными, то появится возможность управления величинами,
характером и знаком напряжений за счет изменения схемы армирования.
А это позволит создавать конструкции, оптимально соответствующие режи-
мам эксплуатации. Таким образом, изучение влияния характера анизотропии
свойств материалов на напряженно-деформированное состояние эксплуати-
руемых и вновь создаваемых конструкций составных сферических резервуа-
ров (газгольдеры или шаровые хранилища) является актуальным.

Кроме того, аналитические решения позволяют установить и проиллю-
стрировать качественные эффекты, вызванные предельными переходами
(геометрия, соотношение деформационных свойств и т.п.). В отличие от чис-
ленных или численно-аналитических методов, применение которых не мо-
жет гарантировать полноту проводимых исследований для выявления экстре-
мальных и предельных случаев, аналитические решения не требуют больших
объемов вычислений и при этом позволяют выявить характерные закономер-
ности поведения полей напряжений и деформаций в элементах конструкций,
закономерности их деформирования, а также пределы применимости исполь-
зуемых гипотез.

Несмотря на то, что многие современные конструкционные и функцио-
нальные композиционные материалы имеют ярко выраженную анизотропию
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деформационных и прочностных свойств, большинство авторов ограничива-
ется лишь частным случаем, когда справедливо предположение об их изотро-
пии, а количество работ, где учитываются другие типы упругой симметрии
материалов, весьма ограничено. Так, например, решение задачи о равновесии
упругой анизотропной полой сферы, приведенное в монографии С. Г. Лех-
ницкого [1], было получено впервые в 1865 г. B. SaintҫVenant [2]. Равновесие
анизотропных сфер рассматривается также в работе [3], а в статье [4] полу-
чено решение задачи о центрально-симметричной деформации полого шара
из упругого радиально неоднородного трансверсально-изотропного материа-
ла, с помощью которого установлено наличие эффектов, вызванных неодно-
родностью, и проведено их качественное исследование. В работах [5ҫ7] по-
лучены решения задач о равновесии упругих центрально-симметричных тел
с закреплением на внешней или внутренней поверхности, находящихся в поле
гравитационных сил под действием равномерных внутреннего или внешнего
давлений соответственно. В настоящей работе для изучения влияния ани-
зотропии материалов на характер распределения напряжений в поперечных
сечениях составных сфер рассмотрен более простой случай, когда при реше-
нии краевой задачи отсутствует необходимость учета массовых сил.

2. Аналитическое решение задачи Ламе для составной транс-
версально-изотропной сферы. Рассмотрим составное толстостенное цен-
трально-симметричное тело, на которое действует равномерно распределен-
ное внутреннее p1 и внешнее p2 давление. Будем считать, что тело состоит
из двух полых толстостенных сфер с общим центром, в который поместим
начало сферической ортогональной системы координат ρ, θ и ϕ. Материал
каждой из сфер однородный, трансверсально-изотропный относительно лю-
бого радиус-вектора, проведенного из общего центра в данную точку. Будем
предполагать, что составное тело ограничено сферическими поверхностями
с радиусами ρ1 и ρ2 (ρ1 < ρ2). Кроме того, в результате проведения техноло-
гических операций по изготовлению составные толстостенные сферические
части тела образуют неразъемное соединение (достигается посадкой с на-
тягом), объединены в единую механическую систему с известной поверхно-
стью контакта между ними, находящейся на расстоянии ρc от общего цен-
тра. Примем еще одну гипотезу: в процессе создания конструкции (в силу
ее центральной симметрии) внешний радиус внутренней сферы уменьшился

на величину радиального перемещения u(1) (имеет отрицательный по отно-
шению к направлению радиальной координаты знак), а внутренний радиус

внешней сферы увеличился на величину u(2). Обратим внимание на то, что
алгебраическая сумма u(1) и u(2) равна величине натяга δ. В дальнейшем все
константы и функции, относящиеся к внутренней сфере, будем обозначать
стоящими в круглых скобках верхним индексом (1), а к внешней — индек-
сом (2) соответственно.

Поскольку составное сферическое тело обладает центральной симметрией
и нагрузка, действующая на него, также центрально-симметрична, то отсут-
ствуют сдвиги. Поэтому все точки будут перемещаться при нагружении толь-
ко в радиальном направлении. Как следствие — напряжения, деформации и
перемещения зависят только от одной переменной ρ. Тогда геометрические
соотношения и уравнения равновесия для внутренней (α = 1) и внешней
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(α = 2) частей составной сферы записываются следующим образом:

ε(α)ρρ = du(α)/dρ, ε(α)ϕϕ = ε
(α)
θθ = u(α)/ρ, (1)

dσ(α)ρρ /dρ+ 2(σ(α)ρρ − σ(α)ϕϕ )/ρ = 0, (2)

а определяющие соотношения для трансверсально-изотропного тела в сфе-
рической системе координат

σ
(α)
ρρ = A

(α)
11 ε

(α)
ρρ +A

(α)
12 (ε

(α)
ϕϕ + ε

(α)
θθ ),

σ
(α)
ϕϕ = A

(α)
12 ε

(α)
ρρ +A

(α)
22 ε

(α)
ϕϕ +A

(α)
23 ε

(α)
θθ ,

σ
(α)
θθ = A

(α)
12 ε

(α)
ρρ +A

(α)
23 ε

(α)
ϕϕ +A

(α)
22 ε

(α)
θθ

(3)

содержат коэффициенты

A
(α)
11 = Ẽ(α)(1− ν(α))/m(α), A

(α)
12 = E(α)ν̃(α)/m(α),

A
(α)
23 = E(α)(ν(α) + s(α))/(m(α) + ν(α)m(α)), s(α) = ν̃(α)2E(α)/Ẽ(α),

A
(α)
22 = E(α)(1− s(α))/(m(α) + ν(α)m(α)), m(α) = 1− ν(α) − 2s(α),

вычисляемые при помощи упругих постоянных. Здесь Ẽ(α) и E(α) — модули
Юнга для растяжения вдоль радиус-вектора ρ и в перпендикулярном к нему
направлении; ν̃(α) — коэффициент Пуассона, характеризующий поперечную
деформацию при растяжении в направлении ρ; ν(α) — коэффициент Пуассона,
характеризующий сокращение в плоскости, нормальной к радиус-вектору ρ
при растяжении в той же плоскости.

Последовательная подстановка геометрических соотношений (1) в опреде-
ляющие (3), а полученного результата — в уравнения равновесия (2) позволя-
ет записать обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка:

2(A
(α)
12 −A

(α)
22 −A

(α)
23 )u(α) + 2ρA

(α)
11 du

(α)/dρ+ ρ2A
(α)
11 d

2u(α)/dρ2 = 0,

общие решения которых выглядят следующим образом [1]:

u(α) = ρ−1/2−k(α)
(C

(α)
1 + ρ2k

(α)
C

(α)
2 ). (4)

Здесь k(α) =

√︁

1/4 + 2(A
(α)
22 +A

(α)
23 −A

(α)
12 )/A

(α)
11 — показатель анизотропии для

центрально-симметричного тела, находящегося под действием центрально-
симметричной нагрузки (введенный С. Г. Лехницким [1]), который для изо-
тропной среды принимает значение 3/2.

Определение перемещений и напряжений в составном центрально-симмет-
ричном теле (в силу линейной упругости его составных частей) осуществля-
ется в результате суперпозиции решений следующих задач: составная сфера
находится в равновесии под действием равномерно распределенных внутрен-
него и внешнего давлений (первая задача) и две отдельно рассматриваемые
части составной сферы, находящиеся под действием технологических напря-
жений (на внутренней или внешней поверхности радиуса ρc) при отсутствии
других внешних силовых воздействий (вторая задача).
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В процессе создания составных конструкций возникают собственные тех-
нологические напряжения, определение закона распределения которых в по-
перечных сечениях представляет самостоятельную задачу, выходящую за рам-
ки настоящего исследования. Будем предполагать, что эти напряжения из-
вестны, имеют единственную, отличную от нуля, радиальную составляющую
и равномерно распределены только на поверхности контакта радиуса ρc. Бу-
дем также считать, что остальные поверхности составных частей анизотроп-
ной сферы свободны от собственных напряжений. Сделаем еще одно пред-
положение: радиальное напряжение (давление) натяга на известной поверх-
ности контакта, вызванное технологическими операциями процесса изготов-
ления конструкции, обусловлено только разницей в параметрах геометрии
внутренней и внешней частей.

Итак, сумма перемещений на поверхности контакта равна величине натяга:

u(2)
⃒

⃒

ρ=c
− u(1)

⃒

⃒

ρ=c
= δ. (5)

Рассмотрим решение второй задачи для внутренней и внешней части со-
ставного центрально-симметричного тела. Для этой задачи граничные усло-
вия
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позволяют найти константы интегрирования, подстановка которых в уравне-
ния (4) и условие (5) позволяет определить контактное давление натяга:

pδ =
δ

2ρc
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2, α = 1.

Перемещения, возникающие в составной сфере, находящейся в равнове-
сии под действием равномерных внутреннего и внешнего давлений (первая

задача), определяются уравнениями (4), а константы интегрирования C
(α)
1

и C
(α)
2 , входящие в него, находятся из граничных условий

σ
(1)
ρρ

⃒

⃒

ρ=ρ1
= −p1, σ

(2)
ρρ

⃒

⃒

ρ=ρ2
= −p2,

σ
(1)
ρρ

⃒

⃒

ρ=ρc
= σ

(2)
ρρ

⃒

⃒

ρ=ρc
, u(1)

⃒

⃒

ρ=ρc
= u(2)

⃒

⃒

ρ=ρc

и записываются следующим образом:
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ZαC
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2 = 2

[︀

4pβA
(β)
11 b

(α)
+ k(β)ρk

(α)+k(β)

c ρ
3/2+k(β)

β − pαρ
3/2+k(α)

α (qβ − gβb
(α)
+ )

]︀

.

По известным после определения постоянных C
(α)
1 и C

(α)
2 перемещениям

из уравнений (1) могут быть определены деформации:

2ε
(α)
ρρ = −ρ−3/2−k(α)[︀

C
(α)
1 (1 + 2k(α)) + C

(α)
2 (1− 2k(α))ρ2k

(α)]︀

,

ε
(α)
θθ = ε

(α)
ϕϕ = ρ−3/2−k(α)

(C
(α)
1 + C

(α)
2 ρ2k

(α)
),

(6)

а из уравнений (3) — напряжения:

2σ
(α)
ρρ = ρ−3/2−k(α)

(C
(α)
1 b

(α)
+ + C

(α)
2 b

(α)
− ρ2k

(α)
),

2σ
(α)
θθ = 2σ

(α)
ϕϕ = ρ−3/2−k(α)

(C
(α)
1 B

(α)
+ + C

(α)
2 B

(α)
− ρ2k

(α)
),

(7)

где

B
(α)
+ = 2Q(α) −A

(α)
12 (1 + 2k(α)), B

(α)
− = 2Q(α) −A

(α)
12 (1− 2k(α)),

Q(α) = A
(α)
22 +A

(α)
23 .

В частном случае для изотропной составной сферы проведем замену

Ẽ(α) = E(α), ν̃(α) = ν(α), (8)

значительно упростим коэффициент A
(α)
11 :

A
(α)
11 = E(α)(1− ν(α))/

[︀

(1 + ν(α))(1− 2ν(α))
]︀

и запишем выражения для перемещений, деформаций и напряжений:

ρ2u(α) = C
(α)
1 + C

(α)
2 ρ3,

ε(α)ρρ = C
(α)
2 − 2C

(α)
1 /ρ3, ε

(α)
θθ = ε(α)ϕϕ = C

(α)
1 /ρ3 + C

(α)
2 ,

σ
(α)
ρρ = (C

(α)
1 b

(α)
+ + C

(α)
2 b

(α)
− ρ3)/(2ρ3),

σ
(α)
θθ = σ

(α)
ϕϕ = C

(α)
2 b

(α)
− /2− C

(α)
1 b

(α)
+ /(4ρ3),

ZαC
(α)
1 = 2

[︀

pα(cβb
(β)
+ b

(β)
− − gβb

(α)
− )− 6pβA

(β)
11 b

(α)
− ρ3β

]︀

ρ3cρ
3
α,

ZαC
(α)
2 = 2

[︀

6pβA
(β)
11 b

(α)
+ ρ3cρ

3
β − pαρ

3
α(cβb

(β)
+ b

(β)
− − b

(α)
+ gβ)

]︀

,

cα = ρ3c − ρ3α, gα = b
(α)
+ ρ3c − b

(α)
− ρ3α,

b
(α)
+ = −4E(α)/(1 + ν(α)), b

(α)
− = 2E(α)/(1− 2ν(α)).

Если замену упругих постоянных (8) провести в (4), (6) и (7) только в вы-
ражениях, записанных для одной из частей составной сферы, то получим
соотношения еще для двух частных случаев: решение задачи о равновесии
составной центрально-симметричной конструкции, состоящей из изотропной
внутренней или внешней и трансверсально-изотропной внешней или внутрен-
ней частей соответственно.
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3. Влияние анизотропии и технологического давления на напря-
женное состояние составных сферических сосудов. Полученные выра-
жения позволяют найти распределение напряжений в поперечных сечениях
составных сферических сосудов и определить закономерности взаимного вли-
яния внутренней и внешней частей, обусловленные анизотропией материалов
и величин давления на поверхности контакта, а также провести многокрите-
риальную оценку начальной прочности.

На основе введенных в работе [8] величин

2J I
σ = σϕϕ + σθθ, J II

σ = σρρ,

J III
σ =

√︁

(σϕϕ − σθθ)2 + 4σ2ϕθ, J IV
σ =

√︁

σ2ϕρ + σ2θρ,

инвариантных относительно ортогональных преобразований, допустимых над
трансверсально-изотропным телом, авторами [9] были сконструированы кри-
териальные условия, позволяющие описать различные механизмы исчерпа-
ния несущей способности.

Поскольку составные сферические сосуды давления и характер нагруз-
ки, действующей на них, центрально-симметричны, то отсуствуют сдвиговые
деформации и касательные напряжения. Поэтому J III

σ = J IV
σ = 0.

На рис. 1 и рис. 2 представлены распределения ненулевых инвариантов

тензора напряжений J
(∙)
σ в поперечных сечениях составных сферических со-

судов давления, находящихся под действием внутреннего p1 = 1 МПа и внеш-
него p2 = 5 МПа равномерных давлений, вдоль обезразмеренной радиальной
координаты ρ̃ = (ρ− ρ1)/(ρ2 − ρ1) в зависимости от показателя анизотро-
пии материала внутренней и внешней части соответственно. Эти распределе-
ния получены на основе решения первой задачи. В расчетах полагалось, что
ρ1 = 3 м, ρc = 4.7 м, ρ2 = 6.0 м. А деформационные характеристики, соответ-
ствующие различным значениям показателя k(α) (см. таблицу), выбирались
с учетом положительности собственных значений оператора упругости для
трансверсально-изотропного тела [10]:

A
(α)
22 −A

(α)
23 > 0,

A
(α)
11 +A

(α)
22 +A

(α)
23 ±

√︁

8A
(α) 2
12 + (A

(α)
22 +A

(α)
23 −A

(α)
11 )2 > 0.

Представленные на рис. 1 и рис. 2 результаты отражают влияние ани-
зотропии материалов внешней и внутренней частей составного сосуда соот-
ветственно. При увеличении показателя анизотропии k(1) происходит увели-
чение абсолютной величины первого J I

σ и второго J II
σ инвариантов тензора

Деформационные характеристики материалов [Materials constants]

k(α) E(α), GPa Ẽ(α), GPa ν(α) ν̃(α)

2.198 55.0 23.0 0.29 0.32
2.349 55.0 20.0 0.29 0.32
1.500 45.0 45.0 0.30 0.30
1.060 23.0 55.0 0.32 0.29
1.005 20.0 55.0 0.32 0.29
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Рис. 1. Распределение инвариантов тензора напряжений в поперечных сечениях состав-
ных сферических сосудов в зависимости от показателя анизотропии материала внутренней

части
[Figure 1. Distribution of stress tensor invariants in cross sections of combined pressure vessels

depending on the anisotropy index of the material of the inner part]

напряжений и во внутренней, и во внешней части составной конструкции.
Вместе с тем увеличение показателя анизотропии k(2), напротив, приводит
к уменьшению по абсолютной величине J I

σ и J II
σ . Изотропному материалу

соответствует k(α) = 1.5.
Оценка начальной прочности позволяет сделать вывод, что разрушение от

растяжения или сжатия в радиальном направлении может начаться в точках
внешней поверхности, на которую действует большее давление, а, соответ-
ственно, второй инвариант тензора напряжений J II

σ имеет большее (по абсо-
лютной величине) значение, либо на поверхности контакта, если показатель
анизотропии материала внутренней части составной сферы будет больше, чем
у внешней. С точки зрения возможности начала разрушения от растяжения
или сжатия в окружном направлении наиболее опасными являются точки
внешней, или контактной, поверхности при условии, что k(1) > k(2), а при
k(1) < k(2) — точки внутренней поверхности составной центрально-симмет-
ричной конструкции.

Обнаруженные закономерности влияния анизотропии материалов внут-
ренней и внешней частей сферических сосудов давления свидетельствуют о
возможности «управления» величинами и характером распределения напря-
жений при проектировании составных элементов конструкций, оптимально
соответствующих заданным режимам эксплуатации. Это «управление», на-
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Рис. 2. Распределение инвариантов тензора напряжений в поперечных сечениях составных
сферических сосудов в зависимости от показателя анизотропии материала внешней части

[Figure 2. Distribution of stress tensor invariants in cross sections of combined pressure vessels
depending on the anisotropy index of the material of the outer part]

пример, может быть реализовано только изменением схемы армирования ани-
зотропного материала при сохранении свойств отдельных элементов струк-
туры.

Обратим внимание на то, что в частном случае, когда составные части
сосуда давления изготовлены из одного и того же материала, составную кон-
струкцию можно рассматривать как однородную толстостенную сферу. То-
гда на поверхности контакта, определяемой ρc, будут выполняться условия
непрерывности для всех компонент тензора напряжений, а, следовательно,
полученные соотношения будут соответствовать решению задачи Ламе для
однородной толстостенной трансверсально-изотропной сферы, находящейся
под действием распределенных внешнего и внутреннего давлений [1].

На рис. 3 показано влияние контактного давления натяга pδ, равномерно
распределенного на поверхности контакта, на зависимости ненулевых инва-
риантов тензора напряжений от координаты ρ̃ в поперечных сечениях состав-
ных сосудов давления, изготовленных из трансверсально-изотропных мате-
риалов и находящихся под действием внутреннего p1 = 1 МПа и внешнего
p2 = 5 МПа равномерных давлений. Это оказалось возможным благодаря ис-
пользованию суперпозиции решений первой и второй задач. Геометрические
параметры и упругие постоянные материалов частей центрально-симметрич-
ной конструкции полагались следующими: ρ1 = 3 м, ρc = 4.7 м и ρ2 = 6.0 м;
E(α) = 55 ГПа, Ẽ(α) = 23 ГПа, ν(α) = 0.29 и ν̃(α) = 0.32.
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Рис. 3. Распределение инвариантов тензора напряжений в поперечных сечениях составных
сферических сосудов в зависимости от величин технологического давления

[Figure 3. Distribution of stress tensor invariants in cross sections of combined pressure vessels
depending on the contact process pressure values]

С увеличением технологического давления натяга pδ возрастает J II
σ и уве-

личивается скачок J I
σ на поверхности контакта, при этом характер распре-

деления напряжений в поперечных сечениях составных сферических сосудов
давления становится более нелинейным. Это приводит к тому, что наиболее
опасными с точки зрения возможности начала разрушения становятся (по
сравнению с pδ = 0.0 МПа) другие точки в конструкции. Так, например, при
pδ > 0.9 МПа разрушение по механизму сжатия в окружном направлении мо-
жет быть инициировано в точках, принадлежащих внутренней поверхности
составной конструкции. Последнее имеет место, несмотря но то, что внешнее
давление по абсолютной величине выше внутреннего и превосходит давление
натяга. Точки составного сосуда давления, находящиеся на поверхности кон-
такта, становятся наиболее опасными с точки зрения возможности начала
разрушения по механизму сжатия в радиальном направлении.

4. Заключение. Полученное точное аналитическое решение задачи Ла-
ме для составных трансверсально-изотропных сфер с общим центром могут
быть использованы как для определения полей перемещений, деформаций
и напряжений в сферических резервуарах (газгольдеры или шаровые храни-
лища для находящихся под избыточным давлением сжиженных газов, вы-
сокоагрессивных сред и легковоспламеняющихся жидкостей) [11], так и для
«управления» напряженным состоянием составных сферических конструк-
ций при их проектировании с целью увеличения эффективности. Кроме того,
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полученные результаты будут полезны для тестирования алгоритмов числен-
ного решения задач для сферических конструкций, изготовленных из анизо-
тропных материалов, и при отработке методик экспериментов для централь-
но-симметричных тел.
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Abstract

The paper deals with obtaining an exact analytical solution to the Lamé
problem on the equilibrium state of a combined body consisting of two tightly
fitted transversely isotropic spheres with a common center. The body is influ-
enced by uniformly distributed external and internal pressures. The process
pressure on the contact surface is determined assuming that it is a con-
sequence of the difference in the geometry of the individual parts of the
combined sphere only. We analyzed the laws of the influence of the mate-
rials’ anisotropy (the material constants satisfy the relations in the form
of inequalities that ensure the positivity of the eigenvalues of the elasticity
operator) and the values of the contact process pressure on the stress dis-
tribution in the cross sections of pressure vessels. The influence assessment
of the materials’ anisotropy shows an opportunity to control the values and
nature of the stress distribution in the combined structures that are optimal
for the specified operating conditions. The obtained results indicate that a
change in the anisotropy index, i.e. an increase in its values in the inner or
outer parts of the spheres leads to an increase or decrease in the absolute
values of stresses, respectively. This increase or decrease in the anisotropy
indices can be realized at the stage of structures’ design due to a change in
the reinforcement scheme while maintaining the properties of the individual
structural elements. Based on a multicriteria approach, the initial strength
of combined pressure vessels was estimated using the mechanisms of ten-
sion or compression in the radial and hoop directions. It was found that an
increase in the pressure on the contact surface can lead to the material do-
mains that do not resist compression in the hoop direction. These domains
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are located in the vicinity of the internal surface of the vessel, on which a
uniformly distributed pressure acts, which is less in the absolute value than
the external pressure. It was found that the points of the combined vessel
located on the contact surface become most dangerous from the point of
beginning the damage by the compression in the radial direction.
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Аннотация

Рассматривается ряд теоретических моделей для описания продоль-
ных колебаний стержня. Наиболее простая и распространенная основа-
на на волновом уравнении. Далее идет модель, учитывающая попереч-
ное смещение (поправка Рэлея). Более совершенной считается модель
Бишопа, учитывающая как поперечное смещение, так и деформацию
сдвига. Казалось бы, чем совершеннее теоретическая модель, тем она
лучше должна согласовываться с экспериментальными данными. Тем
не менее, при сравнении с реально определенным экспериментальным
спектром продольных колебаний стержня на большой базе собственных
частот оказывается, что это не совсем так. Причем, в относительном
проигрыше оказывается наиболее сложная модель Бишопа. Сопостав-
ления проведены для стержня с малыми кольцевыми проточками, мо-
делирующими поверхностные дефекты, который рассматривается как
ступенчатый стержень. Затронуты также вопросы уточнения с помо-
щью экспериментально найденных частот скорости продольных волн и
коэффициента Пуассона материала стержня.

Ключевые слова: ступенчатый стержень, продольные колебания, вол-
новое уравнение, поправка Рэлея, поправка Бишопа, экспериментальные
данные.
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Введение. Продольные колебания стержня рассматривались многими
авторами. Достаточно упомянуть классические монографии [1ҫ3]. Наиболее
распространенной и простой моделью их описания является волновое уравне-
ние. При его использовании предполагается, что поперечные размеры стерж-
ня малы по сравнению с длиной. Это позволяет при определении продольных
смещений пренебречь влиянием поперечных деформаций, сопровождающих
деформации расширения-сжатия в процессе продольных колебаний стерж-
ня. Вывод уточненного уравнения, учитывающего поперечную деформацию
при продольных колебаниях стержня, приведен в [2]. Получающаяся из него
поправка для частот колебаний совпадает с поправкой Рэлея, выведенной
из энергетических соображений [1]. Обобщением модели Рэлея является мо-
дель, предложенная Бишопом [4] для безграничного стержня, в которой, на-
ряду с поперечными деформациями, учитываются и деформации сдвига. Эта
модель описывается дифференциальным уравнением более высокого — 4-го
порядка по продольной координате. Формулировка граничных условий для
уравнения продольных колебаний с поправкой Бишопа приведена в [5]. Счи-
тается, что модель Бишопа лучше описывает колебания толстых коротких
стержней, чем две предыдущие [6, 7].

При рассмотрении стержня с малыми кольцевыми проточками, модели-
рующими поверхностные дефекты, как ступенчатого стержня, участки под
проточками могут быть отнесены к толстым коротким стержням. На пер-
вый взгляд это не согласуется с классическим определением стержня как
тела, поперечные размеры которого малы по сравнению с длиной. В динами-
ке это определение наиболее важно при описании поперечных колебаний, где
направление колебаний не совпадает с направлением распространения волн.
Однако при продольных колебаниях подобной поляризации не возникает, так
как направление продольных колебаний совпадает с направлением их рас-
пространения. Вследствие этого поперечные размеры тела малосущественны
при продольных колебаниях. Характерным примером является прохождение
плоских звуковых волн через жидкий слой, разделяющий два акустических
полупространства с параметрами, отличными от слоя. При нормальном па-
дении звука волны сдвига в слое не возбуждаются вне зависимости от того,
является ли он жидким или упругим, что в полной мере относится и к слою в
виде упругой пластины. При этом в ней возникают колебания, симметричные
относительно средней плоскости [8]. Именно такое возбуждение и подобные
колебания происходят в коротком участке стержня под кольцевой проточкой
между двумя длинными участками стержня при продольных колебаниях.

Предложенный подход к моделированию дефектов является альтернати-
вой их учету с помощью пружин, работающих при продольных колебаниях
на растяжение-сжатие; жесткости таких пружин увязываются с размерами
трещин [9].

Экспериментальные исследования продольных колебаний стержней берут
начало с экспериментов Кундта, выполненных с помощью изобретенной им
трубы [10]. В дальнейшем и по настоящее время используются два спосо-
ба возбуждения колебаний: кратковременным ударным воздействием, вызы-
вающим свободно затухающие колебания стержня (метод свободных коле-
баний), либо непрерывным воздействием с плавно изменяющейся частотой
(резонансный метод) [11]. С появлением современных спектроанализаторов
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первый способ, позволяющий определять сразу множество собственных ча-
стот, становится более предпочтительным. Ниже с помощью этого способа на
большом числе прецизионно измеряемых собственных частот колебаний сту-
пенчатого металлического стержня рассмотрено соответствие теоретических
моделей продольных колебаний стержня экспериментальным данным. Рас-
смотрение проводится на трех моделях в порядке возрастания их сложности.

1. Базовая теоретическая модель на основе волнового уравнения.
Рассмотрим сначала свободные продольные колебания ступенчатого стержня
с описанием колебаний каждого из участков с помощью волнового уравне-
ния [12]:

∂2uj
∂t2

− c2
∂2uj
∂x2

, c =
√︀

E/ρ, (1)

где uj = uj(x, t), 0 6 x 6 lj — функции продольных перемещений по участкам

длиной lj , j = 1, 2, . . . , N ;
∑︀N

j=1 lj = l, E — модуль упругости, ρ— плотность
стержня, N — число участков.

В случае гармонических колебаний стержня с круговой частотой ω реше-
ния этих уравнений могут быть представлены в виде

uj(x, t) = (C1j cosλx+ C2j sinλx) exp(iωt), λ = ω/c, i =
√
−1, (2)

где C1j , C2j — постоянные, определяемые из граничных условий на концах
участков стержня, j = 1, 2, . . . , N .

Естественными граничными условиями для системы (1) являются следу-
ющие условия на концах стержня:

∂uk
∂x

⃒

⃒

⃒

x=0
=
∂uk
∂x

⃒

⃒

⃒

x=l
= 0, k = 1, N. (3)

Физический смысл этих условий состоит в отсутствии усилий на концах стерж-
ня; поэтому их называют условиями свободных концов.

В случае закрепления одного или двух концов стержня в качестве гранич-
ных условий вместо условий (3) может быть задано отсутствие перемещений
на этом конце, например, uN |x=l = 0.

Для определения всех констант к граничным условиям необходимо доба-
вить условия сопряжения по участкам [12,13]:

uj
⃒

⃒

x=lj
= uj+1

⃒

⃒

x=lj
,
[︁

Fj
∂uj
∂x

]︁

x=lj
=

[︁

Fj+1
∂uj+1

∂x

]︁

x=lj
, j = 1, 2, . . . , N − 1, (4)

где Fj — площадь поперечного сечения j-того участка ступенчатого стержня.
При подстановке решения (2) в граничные условия и условия сопряжения

выводятся частотные уравнения для собственных частот продольных коле-
баний стержня. В общем случае для N участков они имеют громоздкий вид.
Компактная запись для двух участков приведена в [13]. Ниже рассмотрен
экспериментальный стержень (рис. 1, a) с двумя одинаковыми кольцевыми
проточками, симметричными относительно середины его длины. Несмотря на
то, что общее число участков такого стержня равно пяти, а частотное урав-
нение имеет сложный ненаглядный вид, получающийся спектр частот при
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Рис. 1. Схема экспериментального стержня с малыми кольцевыми проточками: стержень
полной длины (a); стержни половинной длины со свободными (b) и закрепленно-свобод-

ными концами (c)

[Figure 1. Design diagram of an experimental rod with small annular cut grooves: a full-length
rod (a), a half-length rod with free ends (b), a half-length rod with ҥxed-free ends (c)]

однотипных граничных условиях по его концам будет состоять, как указывал
еще Рэлей [1], из чередующихся частот колебаний стержня половинной дли-
ны с закрепленно-свободным и свободно-свободным концами, т.e. из частот
колебаний трехступенчатых стержней. На рис. 1, b, c показана трансформа-
ция пятиступенчатого стержня в 2 трехступенчатых с F2 = F1. Выпишем
соответствующие частотные уравнения:

ҫ для свободно-свободного стержня половинной длины:

tg λl1 + tg λl3 + tg λl2

(︁F2

F1
− F1

F2
tg λl1 tg λl3

)︁

= 0, (5)

ҫ для закрепленно-свободного стержня половинной длины:

1− tg λl1 tg λl3 − tg λl2

(︁F1

F2
tg λl3 +

F2

F1
tg λl1

)︁

= 0. (6)

Здесь l1 — расстояние от центра стержня до проточки, l2 — ширина проточки,
l3 — расстояние от проточки до конца стержня.

В частном случае (при l3 = 0) из (5), (6) получаются частотные уравнения
для двухступенчатых стержней со свободными и закрепленно-свободными
концами.

2. Экспериментальное измерение спектра продольных колебаний
стержня. В эксперименте наиболее просто реализуются продольные колеба-
ния стержня с условиями свободных концов, например, при горизонтальной
подвеске стержня на двух нитях (рис. 2). Для возбуждения свободно затуха-
ющих продольных колебаний стержня и регистрации их спектра использова-
лась экспериментальная установка, схема которой показана на рис. 2.

Колебания стержня создавались однократным ударом шарика из закален-
ной стали по одному из торцов стержня. Регистрация колебаний осуществ-
лялась с помощью лабораторного микрофона, установленного вблизи друго-
го торца. Сигнал от микрофона передавался на анализатор спектра A19-U2
и далее на компьютер, где обрабатывался с помощью программного комплек-
са ZETLab (https://zetlab.com/).

В качестве образца для исследования был выбран прямолинейный цилин-
дрический стержень из алюминиевого сплава длиной L = 2006 мм диаметром
24.8 мм с двумя одинаковыми кольцевыми проточками шириной 0.6 мм и глу-
биной 1 мм на расстояниях 500 мм от торцов (рис. 1). На рис. 3 сверху пока-
зан фрагмент микрофонной записи многочастотного сигнала звукоизлучения
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Рис. 2. Схема установки [Figure 2. The measurement setup block diagram]

Рис. 3. Запись многочастотного сигнала звукоизлучения стержня после ударного воздей-
ствия по его торцу (сверху) и спектр этого сигнала (снизу)

[Figure 3. The multi-frequency signal recording of sound emission of a rod after impact on its
end (top), and the spectrum of this signal (bottom)]
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стержня продолжительностью 0.2 с после ударного воздействия в момент вре-
мени t = 0, а снизу — графическое отображение спектра этого сигнала в ГГц
(амплитуды по осям ординат отложены в единицах электрического сигнала
(дБ), передаваемого с микрофона).

В таблице приведены значения первых 30 экспериментально измеренных
собственных частот продольных колебаний стержня с проточками.

Собственные частоты колебаний стержня с двумя проточками (в Гц)

[Natural vibration frequencies of a rod with two cut grooves (in Hz)]

f1−6 1297.78 2594.90 3893.03 5192.81 6488.18 7781.71

f7−12 9080.34 10380.51 11671.76 12959.86 14259.11 15556.23

f13−18 16842.64 18125.61 19421.21 20717.67 21996.85 23272.82

f19−24 24565.13 25857.51 27131.27 28396.33 29682.21 30969.38

f25−30 32232.40 33488.83 34766.42 36046.22 37279.97 38524.60

Для сопоставления экспериментальных и теоретических частот колебаний
стержня в частотных уравнениях (5), (6) должна быть известна скорость волн
сжатия-расширения c, которая определяется из (1) через модуль упругости
E и плотность ρ материала стержня. Справочные значения этих параметров
для стержня из алюминиевого сплава имеют некоторый разброс [14]: E =
= (69 ÷ 72.5) ГПа, ρ = (2650 ÷ 2850) кг/м3, что приводит к интервальным
расчетным значениям для скорости продольных волн c = (4980÷ 5230) м/с.

Для уточнения скорости звука в стержне применен подход к ее вычисле-
нию через найденную в эксперименте собственную частоту колебаний и дли-
ну стержня, реализованный впервые в трубке Кундта [10]. Используя най-
денную по спектроанализатору первую экспериментальную частоту продоль-
ных колебаний стержня f1 exp = 1297.78 Гц, считая ее практически совпа-
дающей с первой частотой свободных колебаний стержня без повреждений
(f10 = 1297.81 Гц) и применяя явное выражение частоты для стержня со
свободными концами [13], находим c = 2Lf1 exp = 5206.8 м/с.

3. Поправка Рэлея. В уточненной теории продольных колебаний стерж-
ня дополнительно учитывается инерция поперечных смещений, посредством
которой сечения растягиваются или сжимаются в своих плоскостях при про-
дольных колебаниях стержня. В соответствии с эффектом Пуассона переме-
щения будут иметь вид [5]

u = u(x, t), v = −νy∂u
∂x
, w = −νz ∂u

∂x
,

где через ν обозначен коэффициент Пуассона; y, z — расстояния от нейтраль-
ной оси до выбранной точки поперечного сечения.

Уравнения уточненной теории продольных колебаний участков ступенча-
того стержня имеют вид [2]

∂2uj
∂t2

− c2
∂2uj
∂x2

− gj
∂4uj
∂x2∂t2

= 0, gj = ν2
Ij
Fj
, (7)
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где Ij =

∫︁

Fj

(y2 + z2) dFj — полярные моменты инерции поперечных сечений

участков стержня, j = 1, 2, . . . , N .
Граничные условия для уравнений на крайних участках стержня сводятся

к тем же, что и в случае волнового уравнения [12].
Для решения уравнений (7) могут быть использованы представления, по-

добные (2):

uj(x, t) = (C1j cosλjx+ C2j sinλjx) exp(iωt), λj = λ(1− gjλ
2)−1/2.

Подстановка их в условия (4) приводит к несколько более сложным, чем
(5), (6), частотным уравнениям:

ҫ для свободно-свободного стержня половинной длины:

tg λ1l1
cosλ2l2 cosλ1l3

+ tg λ1l3 +
F2

F1

λ2
λ1

tg λ2l2 −
F1

F2

λ1
λ2

tg λ1l1 tg λ2l2 tg λ1l3 = 0;

ҫ для закрепленно-свободного стержня половинной длины:

1− tg λ1l1 tg λ3l3 − tg λ2l2

(︁F1

F2

λ1
λ2

tg λ3l3 +
F2

F1

λ2
λ1

tg λ1l1

)︁

= 0.

4. Поправка Бишопа для стержня ступенчатого поперечного се-
чения. Главной особенностью модели Бишопа является учет не только по-
перечных, но и сдвиговых деформаций [4,5]:

εxx =
∂u

∂x
, εyy =

∂v

∂y
= −ν ∂u

∂x
, εzz =

∂w

∂z
= −ν ∂u

∂x
,

εxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
= −νy∂

2u

∂x2
, εxz =

∂u

∂z
+
∂w

∂x
= −νz ∂

2u

∂x2
, εyz =

∂v

∂z
+
∂w

∂y
= 0.

Система уравнений продольных колебаний ступенчатого стержня по этой
модели может быть представлена в виде

∂2uj
∂t2

− c2
∂2uj
∂x2

− gj
∂4uj
∂x2∂t2

+ gjηc
2∂

4uj
∂x4

= 0, η =
1

2(1 + ν)
, j = 1, 2, . . . , N. (8)

С учетом того, что система (8) состоит из уравнений 4-го порядка по ко-
ординате, решения по участкам выражаются через тригонометрические и ги-
перболические функции:

uj(x, t) = (C1,j chβ1,jx+ C2,j shβ1,jx+ C3,j cosβ2,jx+ C4,j sinβ2,jx) exp(iωt),

β21,2,j =
(︁

a2j +
λ2

ηgj

)︁−1/2
± aj , aj =

1

2η

(︁ 1

gj
− λ2

)︁

, j = 1, 2, . . . , N.
(9)
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На свободных концах стержня и границах между участками ставятся сле-
дующие условия [7]:

uj
⃒

⃒

x=lj
= uj+1

⃒

⃒

x=lj
,

∂uj
∂x

⃒

⃒

⃒

x=lj
=
∂uj+1

∂x

⃒

⃒

⃒

x=lj
,

[︁

Ij
∂2uj
∂x2

]︁

x=lj
=

[︁

Ij+1
∂2uj+1

∂x2

]︁

x=lj
,

[︀

Γjuj
]︀

x=lj
=

[︀

Γj+1uj+1

]︀

x=lj
,

j = 1, 2, . . . , N − 1;

[︀

Γjuj
]︀

x=0
= 0,

∂2uj
∂x2

⃒

⃒

⃒

x=0
= 0,

[︀

Γjuj
]︀

x=l
= 0,

∂2uj
∂x2

⃒

⃒

⃒

x=l
= 0,

j = 1, N ;

Γjuj =
(︁

−EFj
∂

∂x
− ρν2Ij

∂3

∂x∂t2
+ ν2ηIj

∂3

∂x3

)︁

uj , j = 1, 2, . . . , N.

(10)

Подстановка выражений (9) в граничные и переходные условия (10) с по-
следующим приравниванием нулю определителя получающейся системы ал-
гебраических уравнений относительно постоянных Ck,j (k = 1, . . . , 4, j =
= 1, . . . , N) приводит к частотному уравнению для ступенчатого стержня
(ввиду громоздкости оно не выписывается).

Заметим, что при рассмотрении ступенчатого стержня по модели волно-
вого уравнения и с поправкой Рэлея в решении сохраняются только осцилли-
рующие компоненты, а в условиях перехода — соотношения для перемещений
и продольных сил, что кардинально упрощает проведение расчетных опера-
ций по определению собственных частот.

Для сравнения расчетных значений частот по моделям Рэлея и Бишо-
па с экспериментально измеренными частотами необходимо, кроме скоро-
сти продольных волн, знание и коэффициента Пуассона материала стержня.
Здесь так же как и в случае с другими упругими параметрами, справоч-
ные данные по алюминиевым сплавам имеют достаточно большой разброс в
пределах 0.31÷ 0.33 [14], 0.32÷ 0.36 [15]. Для уточнения этого значения при-
менительно к материалу испытываемого стержня используем подход к опре-
делению коэффициента Пуассона, предложенный в [16].

Суть подхода в следующем. Задавая коэффициент Пуассона в возможном
интервале значений (0.31 ÷ 0.36) и вычисляя значения собственных частот
колебаний стержня, получаем набор расчетных частот, соответствующий из-
меренным экспериментальным частотам. Далее, составляя модули разностей
экспериментальных и расчетных частот с одинаковыми номерами и сумми-
руя эти разности с делением на число частот, получаем критерий отклонения
расчетных значений частот от экспериментальных при выбранном значении
коэффициента Пуассона:

∆(ν) =
1

N

N
∑︁

n=1

⃒

⃒∆fn(ν)
⃒

⃒, ∆fn(ν) = f calc
n (ν)− f exp

n (ν). (11)

На рис. 4 приведен график зависимости ∆(ν), из которого видно, что
минимальное отклонение между экспериментальным и расчетным наборами
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Рис. 4. Определение коэффициента
Пуассона из условия минимума разни-
цы между наборами экспериментальных

и расчетных частот (см. (11))

[Figure 4. Determination of Poisson’s ratio
from the minimum difference condition
between the sets of experimental and

calculated frequencies (11)]

частот имеет место при ν = 0.337. Данный результат был проверен экспе-
риментально при статических испытаниях образца из материала стержня.
С точностью до 2-х значащих цифр коэффициент Пуассона был определен
равным 0.34.

При выбранном таким образом значении коэффициента Пуассона были
рассчитаны 30 собственных частот продольных колебаний стержня и их от-
личия от экспериментальных частот. На рис. 5 представлены сравнительные
диаграммы распределений отличий расчетных частот стержня с двумя про-
точками от соответствующих экспериментальных частот в зависимости от
номера частоты.

Из приведенных диаграмм видно, что, как и в случае гладкого стержня,
более простая модель Рэлея намного точнее описывает спектр частот про-
дольных колебаний стержня с малыми дефектами, чем более сложная мо-
дель, предложенная Бишопом.

Из рис. 5 также видно, что изменение отличий расчетных частот от экспе-
риментальных в зависимости от номера частот при наличии дефектов носит
неравномерный, похожий на волновой характер, что может указывать на раз-
ную чувствительность к одним тем же дефектам частот колебаний стержня
при разном сочетании граничных условий. Имея в виду, что как расчетный,
так и измеренный экспериментально, спектры частот продольных колебаний
стержня со свободными концами могут быть сведены к двум подспектрам
чередующихся частот колебаний стержня половинной длины с закрепленно-
свободными и свободно-свободными концами и симметричное расположение
кольцевых проточек относительно середины длины стержня не нарушает эту
закономерность, для этих подспектров можно составить следующие крите-
рии:

δn = f1(2n− 1)− f2n−1, ηn = f2n− f2n, n = 1, 2, . . . , N/2,

первый из которых показывает отличие от равномерного распределения ча-
стот подспектра колебаний стержня половинной длины с закрепленно-сво-
бодными концами (f2n−1), а второй — со свободно-свободными концами (f2n);
N — четное число учитываемых частот стержня полной длины.
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Рис. 5. Отличия расчетных частот, вычисленных по волновому уравнению и с поправками
Рэлея и Бишопа от экспериментальных частот при ν = 0.34: голубой — волновое уравнение,

розовый — поправка Рэлея, серый — поправка Бишопа (онлайн в цвете)

[Figure 5. (color online) Differences between the calculated frequencies calculated by the wave
equation (blue) with Rayleigh (pink) and Bishop (grey) corrections from the experimental

frequencies]

a b

Рис. 6. Отличия от равномерного распределения частот продольных колебаний стержня
без дефектов (a) и с малой кольцевой проточкой (б); красные линии — консольный стер-

жень, черные линии — стержень со свободными концами

[Figure 6. Differences from the uniform distribution of the frequencies of longitudinal vibra-
tions of the rod without defects (a) and with a small annular cut groove (b); red lines — the

cantilever rod, black lines — the rod with free ends]
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На рис. 6 показаны графики зависимостей значений δn и ηn от номе-
ров частот продольных колебаний стержня половинной длины в отсутствии
(рис. 6, a) и при наличии (рис. 6, b) малой кольцевой проточки указанного
выше вида.

Из рис. 6 видна значительная чувствительность частот продольных ко-
лебаний консольно закрепленного стержня к наличию малого кольцевого
дефекта при почти полном отсутствии чувствительности частот колебаний
стержня со свободными концами к такому же дефекту. Это может быть ис-
пользовано в развитии экспериментальной методики диагностики наличия
дефектов в стержне.

Заключение. Широко распространено положение о том, что чем больше
теоретически возможных факторов учитывается в математической модели,
тем она совершеннее и должна лучше согласовываться с экспериментальны-
ми данными. В работе на примере продольных колебаний стержня ступен-
чатого поперечного сечения были рассмотрены три уровня таких моделей:
волновое уравнение, уточненное уравнение, учитывающее влияние попереч-
ной деформации стержня, и уравнение четвертого порядка по координате,
учитывающее, наряду с предыдущим, также и сдвиговые деформации. Спек-
тры частот колебаний стержня, полученные по этим моделям, сравнивались
с экспериментальным набором частот, определенным с помощью высокоточ-
ной спектроанализирующей аппаратуры. Результат этого сравнения оказался
неочевидным.

Сравнение экспериментальных частот с частотами, полученными по моде-
ли волнового уравнения, показало их быстро увеличивающееся расхождение
с ростом номера частоты. Наилучшее согласование с экспериментальными ча-
стотами показали расчетные значения, вычисленные с поправкой Рэлея, т.е.
в модели, учитывающей влияние поперечной деформации. Частоты, опре-
деленные из более сложной модели, разработанной Бишопом, учитывающей
как поперечные, так и сдвиговые деформации, несколько улучшают резуль-
таты, полученные из волнового уравнения, но несравненно хуже аппрокси-
мируют их значения при сравнении с экспериментом, чем частоты, вычис-
ленные только с учетом поперечной деформации. Это может быть объяснено
принципиальным свойством симметричности деформации поперечного сече-
ния стержня при продольных колебаниях.

Возможно, конечно, рассмотрение вариантов продольных колебаний
стержней несимметричного поперечного сечения, которые, скорее всего, бу-
дут сопровождаться и колебаниями других типов. В этих случаях, вероятно,
сдвиговые деформации будут играть какую-то роль в уточнении расчетных
частот продольных колебаний стержня. Однако для длинных стержней с сим-
метричным поперечным сечением при расчете частот продольных колебаний
не требуется перехода к более сложной модели, чем уравнение колебаний
с учетом поперечной деформации.
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Abstract

The paper considers a number of theoretical models for describing lon-
gitudinal vibrations of a rod. The most simple and common is based on
the wave equation. Next comes the model that takes into account the lat-
eral displacement (Rayleigh correction). Bishop’s model is considered to be
more perfect, taking into account both transverse displacement and shear
deformation. It would seem that the more perfect the theoretical model, the
better it should agree with the experimental data. Nevertheless, when com-
pared with the actually determined experimental spectrum of longitudinal
vibrations of the rod on a large base of natural frequencies, it turns out
that this is not entirely true. Moreover, the most complex Bishop’s model
turns out to be a relative loser. The comparisons were made for a bar with
small annular grooves that simulate surface defects, which is considered as
a stepped bar. The questions of refinement with the help of experimentally
found frequencies of the velocity of longitudinal waves and Poisson’s ratio of
the rod material are also touched upon.
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Аннотация

Работа посвящена исследованию нестационарных колебаний тонкой
анизотропной неограниченной пластины Кирхгофа при воздействии на
нее произвольных нестационарных нагрузок.

Подход к решению основан на принципе суперпозиции и методе функ-
ций влияния (функций Грина), суть которого заключается в связи ис-
комого решения с нагрузкой при помощи интегрального оператора типа
свертки по пространственным переменным и по времени. Ядром этого
оператора является функция Грина для анизотропной пластины, кото-
рая представляет собой нормальные перемещения в ответ на воздей-
ствие единичной сосредоточенной нагрузки по координатам и време-
ни, математически описываемой дельта-функциями Дирака. Для по-
строения функции Грина использованы прямые и обратные интеграль-
ные преобразования Лапласа и Фурье. Обратное интегральное преоб-
разование Лапласа найдено аналитически. Обратное двумерное инте-
гральное преобразование Фурье найдено численно методом интегриро-
вания быстро осциллирующих функций. Полученное фундаментальное
решение позволило представить искомый нестационарный прогиб в ви-
де тройной свертки по пространственным координатам и по времени
функции Грина с функцией нестационарной нагрузки. Для вычисления
интеграла свертки и построения искомого решения использован метод
прямоугольников.
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Найденная функция прогиба позволяет исследовать пространственно-
временное поведение изгибных нестационарных колебаний в неограни-
ченной пластине Кирхгофа для различных вариантов симметрии упру-
гой среды: анизотропная, ортотропная, трансверсально-изотропная и
изотропная. Представлены примеры расчетов.

Ключевые слова: нестационарная динамика, анизотропный матери-
ал, функция Грина, нестационарный прогиб, пластина Кирхгофа, инте-
гральные преобразования, квадратурные формулы, метод прямоуголь-
ников, быстро осциллирующие функции.

Получение: 28 июня 2020 г. / Исправление: 3 февраля 2021 г. /
Принятие: 8 февраля 2021 г. / Публикация онлайн: 12 февраля 2021 г.

Введение. Пластины представляют широкий класс конструктивных эле-
ментов в авиации, космонавтике, а также в общем машиностроении и строи-
тельстве в целом. Исследование их поведения в ответ на статические и дина-
мические воздействия является неотъемлемым этапом проектирования. Наи-
более трудоемким является исследование поведения конструкций при неста-
ционарных динамических воздействиях, поскольку в этом случае присутству-
ет существенная неоднородность по координатам и времени.

В [1] представлено аналитическое решение задачи об изгибных нестацио-
нарных колебаниях в изотропной неограниченной пластине Кирхгофа. Полу-
чено фундаментальное решение. Представлены пространственно-временные
зависимости функции влияния для перемещения. В работе [2] рассматривает-
ся нестационарная динамическая задача для изотропной кольцевой пластины
Тимошенко кусочно-переменной толщины. В работе [3] получены точные ана-
литические решения нестационарных задач для изотропных прямоугольных
и круглых пластин типа Тимошенко при наиболее общих граничных условиях
для широкого класса динамических нагрузок.

В работе [4] рассматривается задача о воздействии на тонкую неограни-
ченную ортотропную пластину локальной динамической нагрузки, распреде-
ленной по круговой области. Построено фундаментальное решение, приведе-
ны численные результаты прогиба точки пластины, соответствующей центру
площадки нагружения.

В работах [5ҫ16] эффективно использован метод функций влияния при-
менительно к решению различных нестационарных задач теории упругости
и теории оболочек. Исследуются нестационарные контактные задачи для тон-
ких цилиндрических, сферических оболочек и упругого полупространства.
Исследуется нестационарная динамика анизотропных оболочек. Рассматри-
вается случай нестационарного воздействия жесткого индентора на упругую
полуплоскость.

Вопросы, связанные с изгибными нестационарными колебаниями пластин,
обладающих анизотропией, на данный момент являются наименее изученны-
ми. Данная работа посвящена построению нестационарной функции прогиба
для анизотропной неограниченной пластины Кирхгофа, разработке и реали-
зации метода решения задач о колебаниях анизотропных пластин при воз-
действии на них различных нестационарных нагрузок. В качестве примеров
решены задачи о воздействии на пластину сосредоточенной и распределенной
по прямоугольной области нестационарной нагрузки.
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1. Постановка задачи. Объектом исследования является неограничен-
ная тонкая пластина постоянной толщины h (см. рис. 1). Материал пластины
принят упругим и анизотропным. Далее будем полагать, что тензор упругих
постоянных среды обладает симметрией относительно срединной плоскости
пластины.

В начальный момент времени принимаем, что пластина находится в невоз-
мущенном состоянии. Затем к пластине прикладывается нестационарное дав-
ление p(x1, x2, t), распределенное произвольно по пространственным коорди-
натам и произвольно зависящее от времени. Движение пластины рассмат-
ривается относительно декартовой системы координат Ox1x2x3. Плоскость
Ox1x2 совпадает со срединной плоскостью пластины.

Рис. 1. Неограниченная пластина под воз-
действием нестационарного давления

[Figure 1. An unlimited plate under
unsteady pressure]

Постановка задачи включает в себя уравнения движения упругой пласти-
ны Кирхгофа, соответствующие геометрические и физические соотношения
с учетом симметрии свойств материала исследуемой пластины [1,17].

Материал анизотропной пластины Кирхгофа с учетом симметрии относи-
тельно срединной плоскости характеризуется шестью независимыми упруги-
ми постоянными C1111, C1112, C1122, C1212, C1222, C2222 [19].

Уравнение движения анизотропной пластины Кирхгофа в перемещениях
имеет вид [19,20]

ρh
∂2w

∂t2
= −ID(w) + p, (1)

где

D(w) = C11
∂4w

∂x41
+ C22

∂4w

∂x42
+ 2(C12 + 2C66)

∂4w

∂x21∂x
2
2

+

+ 4C16
∂4w

∂x31∂x2
+ 4C26

∂4w

∂x1∂x32
,

C11 = C1111, C12 = C1122, C16 = C1112, C22 = C2222, C26 = C2212, C66 = C1212,
I = h3/12.

Запишем уравнение движения в перемещениях (1) в безразмерной форме.
Для этого введем систему безразмерных величин, которые обозначим штри-
хом:

w′ =
w

L
, x′1 =

x1
L
, x′2 =

x2
L
, τ =

C*t
L
, C* =

√︃

C11

ρ
, p′ =

pL

ρhC2*
, L =

h

2
√
3
. (2)

В соотношениях (1), (2) τ — безразмерное время, L— характерный раз-
мер, C* — характерная скорость, h— толщина, ρ— плотность, p— давление;
x1, x2 — координаты.
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Уравнение движения (1) в безразмерной форме записи примет вид (штри-
хи в безразмерных величинах опущены)

∂2w

∂τ2
= −R(w) + p(x1, x2, τ), (3)

где

R(w) =
∂4w

∂x41
+ C1

∂4w

∂x42
+ C2

∂4w

∂x21∂x
2
2

+ C3
∂4w

∂x31∂x2
+ C4

∂4w

∂x1∂x32
,

C1 =
C22

C11
, C2 =

2(C12 + 2C66)

C11
, C3 =

4C16

C11
, C4 =

4C26

C11
.

Уравнение (3) совместно с начальными условиями

w
⃒

⃒

τ=0
= 0,

∂w

∂τ

⃒

⃒

⃒

τ=0
= 0 (4)

образуют начальную задачу.
Цель исследования заключается в определении распределения нормаль-

ных перемещений w(x1, x2, τ) в ответ на воздействие нестационарной нагруз-
ки p(x1, x2, τ).

2. Построение нестационарной функции прогиба. Решение началь-
ной задачи (3), (4) может быть построено с помощью функции влияния (функ-
ции Грина) G(x1, x2, τ) [1, 19,20]:

w(x1, x2, τ) = G(x1, x2, τ) *** p(x1, x2, τ). (5)

В (5) через * обозначены свертки по пространственным координатам x1, x2
и безразмерному времени τ .

Определим функцию влияния для прогиба пластины G(x1, x2, τ) как ре-
шение следующей задачи [19,20]:

∂2G(x1, x2, τ)

∂τ2
= −R(G) + δ(x1, x2)δ(τ), (6)

G(x1, x2, τ)
⃒

⃒

τ=0
= 0,

∂G(x1, x2, τ)

∂τ

⃒

⃒

⃒

τ=0
= 0.

В (6) δ( · )— дельта-функция Дирака.
Для решения задачи (6) используем интегральные преобразования Ла-

пласа по времени τ и двумерное преобразование Фурье по пространственным
координатам x1 и x2:

fLF =

∫︁ ∞

0
dτ

∫︁ ∞

−∞
dx1

∫︁ ∞

−∞
f(x1, x2, τ)e

−i(q1x1+q2x2)+sτdx2.

Здесь и далее верхний индекс L у функции означает ее преобразование по
Лапласу, а F — ее преобразование по Фурье; s— параметр преобразования
Лапласа; q1, q2 — параметры преобразования Фурье.
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Применяя к (6) интегральное преобразование Лапласа по времени и Фу-
рье по пространственным координатам с учетом свойств интегральных пре-
образований дельта-функции [1], получим алгебраическое уравнение относи-
тельно изображения GLF функции влияния в пространстве преобразований
Фурье и Лапласа. Решив алгебраическое уравнение, получим изображение
функции влияния:

GLF (q1, q2, s) =
1

s2 + P (q1, q2)
, (7)

где
P (q1, q2) = q31(q1 + C3q2) + q32(C1q2 + C4q1) + C2q

2
1q

2
2.

Найдем оригинал функции влияния (7). Выполним обратное интегральное
преобразование Лапласа с помощью таблиц [21]. В зависимости от сочетания
упругих констант исследуемой анизотропной пластины оригинал по Лапласу
может принимать следующий вид:

GF (q1, q2, τ) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

sin(
√
P (q1,q2)τ)√
P (q1,q2)

, P (q1, q2) > 0;

τ, P (q1, q2) = 0;
sh(

√
P (q1,q2)τ)√
P (q1,q2)

, P (q1, q2) < 0.

(8)

Оригинал по Фурье функции влияния (8) в общем случае определяется
по известной формуле обращения [1]

G(x1, x2, τ) =
1

4π2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
GF (q1, q2, τ)e

i(q1x1+q2x2)dq1dq2. (9)

Для построения оригинала по Фурье (9) будем использовать численный
алгоритм интегрирования быстро осциллирующих функций [22], в результате
чего оригинал функции влияния примет вид [19,20]

G(x1, x2, τ) =
1

4π2

∫︁ Q

−Q
S(q1, x2, τ)e

iq1x1dq1 =

=
∆

2

(︁

ei(q1k+1
x1+q1kx1)/2

(︀

D1S(q1k , x2, τ) +D2S(q1k+1
, x2, τ)

)︀

)︁

, (10)

S(q1, x2, τ) =

∫︁ Q

−Q
GF (q1, q2, τ)e

iq2x2dq2 =

=
∆

2

(︁

ei(q2k+1
x2+q2kx2)/2

(︀

D1G
F (q1, q2k , τ) +D2G

F
(︀

q1, q2k+1
, τ)

)︀

)︁

,

где

∆ =
2Q

N
, m =

∆

2
, D1,2 =

sinm

m
± m cosm− sinm

m2
i,

q2k = Q+ k∆, q2k+1
= Q+ (k + 1)∆, k = 0, . . . , N − 1,

q1k = Q+ k∆, q1k+1
= Q+ (k + 1)∆, k = 0, . . . , N − 1.
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В случае воздействия на пластину сосредоточенной нагрузки по закону
от времени P (τ)H(τ) выражение для нагрузки p(x1, x2, τ) из (5) запишется
так:

p(x1, x2, τ) = P (τ)H(τ)δ(x1)δ(x2), (11)

где H(τ)— функция Хэвисайда.
Тогда соотношение (5) с учетом (11) и свойств дельта-функции Дирака

преобразуется к виду

w(x1, x2, τ) = G(x1, x2, τ) *** p(x1, x2, τ) =
∫︁ τ

0
G(x1, x2, τ − t)P (t)dt. (12)

Для вычисления интеграла в (12) используем метод прямоугольников [22].
Тогда приближенное выражение для искомой функции нестационарного про-
гиба примет вид

w(x1, x2, τ) ≈
n
∑︁

i=1

τ

n
G
(︁

x1, x2, τ −
τi

n

)︁

P
(︁τi

n

)︁

. (13)

Также рассмотрим случай воздействия на пластину распределенной на-
грузки

p(x1, x2, τ) = P (τ)H(τ)
[︁

H
(︁

x1 +
a

2

)︁

−H
(︁

x1 −
a

2

)︁]︁

×

×
[︁

H
(︁

x2 +
b

2

)︁

−H
(︁

x2 −
b

2

)︁]︁

, (14)

что соответствует приложению к пластине давления, распределенного по об-
ласти D = {(x1, x2) : −a/2 6 x1 6 a/2,−b/2 6 x2 6 b/2} и изменяющегося
во времени по закону P (τ)H(τ).

Безразмерные нормальные перемещения пластины определяются по фор-
муле (4) с учетом (14), в которой интеграл с учетом геометрии области D
заменяется повторным интегралом:

w(x1, x2τ) = G(x1, x2, τ) *** p(x1, x2, τ) =

=

∫︁ τ

0
dt

∫︁ a/2

−a/2
dξ

∫︁ b/2

−b/2
G(x1 − ξ, x2 − ζ, τ − t)p(ξ, ζ, t)dζ. (15)

Для вычисления интеграла в (15) используем квадратурную формулу ме-
тода прямоугольников:

w(x1, x2, τ) ≈
p

∑︁

i=0

m
∑︁

j=0

n
∑︁

k=1

a

p

b

m

τ

n
Gijk(x1, x2, τ)P

(︁ τ

n
k
)︁

, (16)

Gijk(x1, x2, τ) = G
(︁

x1 −
a

p
i+

a

2
, x2 −

b

m
j +

b

2
, τ − τ

n
k
)︁

.

В соотношениях (10), (13) и (16) Q = 10, N = 125, p = 2, m = 2, n = 10
приняты на основании оценки сходимости по норме Чебышева.
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Соотношения (13) и (16) позволяют исследовать пространственно-времен-
ное поведение изгибных нестационарных колебаний в неограниченной пла-
стине Кирхгофа. При этом найденная нестационарная функция прогиба (13)
и (16) является универсальной по отношению к свойствам материала пла-
стины, который может быть изотропным, трансверсально-изотропным, орто-
тропным или анизотропным.

3. Примеры расчетов. Оценим характер поведения изгибных нестаци-
онарных колебаний в неограниченной пластине для нескольких вариантов
симметрии упругой среды: изотропной, ортотропной, анизотропной.

Для вычисления необходимых упругих постоянных Cijkl, входящих в функ-
ции (13) и (16) через технические константы, воспользуемся связью матрицы
упругих постоянных C с матрицей податливости D:

C = D−1 (17)

где [23]

D =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1

E1

−µ21
E2

−µ31
E3

0 0
κ12.1
G12−µ12

E1

1

E2

−µ32
E3

0 0
κ12.2
G12−µ13

E1

−µ23
E2

1

E3
0 0

κ12.3
G12

0 0 0
1

G23

η31.23
G31

0

0 0 0
η23.31
G23

1

G31
0

κ1.12
E1

κ2.12
E2

κ3.12
E3

0 0 1
G12

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, (18)

µlk
El

=
µkl
Ek

,
κi.kl
Ei

=
κkl.i
Gkl

,
ηik.lm
Gik

=
ηlm.ik
Glm

.

Здесь Ei — модули упругости первого рода; Gik — модули упругости второго
рода; µlk — коэффициенты Пуассона; κi.kl, κkl.i — коэффициенты взаимного
влияния; ηik.lm — коэффициенты Ченцова.

В качестве примера нестационарного воздействия рассмотрим два типа
нагрузок — единичную сосредоточенную нагрузку вида (11) и равномерно
распределенную по прямоугольной площадке с соотношением сторон b/a = 5
нагрузку вида (14), где P (τ) = 2 sin(τ)e−2τ .

На рис. 2 для справки представлены характер изменения нагрузки во
времени τ (слева) и ориентация площадки распределенной нагрузки относи-
тельно координат x1 и x2 соответственно в момент времени τ = 0.35 (справа).
Сосредоточенная нагрузка действует в центре координат.

3.1. Изотропная среда. Исследуем нестационарную динамику металли-
ческой пластины с модулем Юнга E = 200 ГПа и коэффициентом Пуассона
µ = 0.3. Коэффициенты взаимного влияния и коэффициенты Ченцова нуле-
вые.

Компоненты тензора упругих постоянных согласно (17) , (18) примут сле-
дующие значения (в Па):

C11 = 2.692 · 1011, C12 = 1.154 · 1011, C16 = 0,

C22 = 2.692 · 1011, C66 = 7.692 · 1010, C26 = 0.
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Рис. 2. Характер нагрузки [Figure 2. The nature of the load: the change in load over time τ
(left); the orientation of the distributed load relative to the coordinates x1 and x2 at the time

τ = 0.35 (right)]

Рис. 3. Пространственные зависимости нестационарного прогиба изотропной пластины
при воздействии сосредоточенной нагрузки в моменты времени τ = 2 и τ = 4

[Figure 3. Spatial dependences of unsteady deѕection of an isotropic plate under the inѕuence
of a concentrated load at the times τ = 2 and τ = 4]

Рис. 4. Пространственные зависимости нестационарного прогиба изотропной пластины
при воздействии распределенной нагрузки в моменты времени τ = 2 и τ = 4

[Figure 4. Spatial dependences of non-stationary deѕection of an isotropic plate under the
inѕuence of distributed load at the times τ = 2 and τ = 4]
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Соответствующие безразмерные упругие константы в (3) таковы:

C1 = 1, C2 = 2, C3 = 0, C4 = 0. (19)

На рис. 3 и 4 представлены пространственные зависимости нестационар-
ного прогиба изотропной пластины при воздействии сосредоточенной и рас-
пределенной нагрузки соответственно.

3.2. Ортотропная среда. Исследуем нестационарную динамику поли-
мерной композитной пластины с симметричной относительно срединной плос-
кости схемой армирования. Приведенные характеристики пакета примем сле-
дующими (модули упругости в Па):

E1 = 1.21 · 1011, E2 = 8.6 · 109, E3 = 8.6 · 109,
G12 = 4.7 · 109, G23 = 3.1 · 109, G31 = 4.7 · 109,

µ12 = 0.27, µ23 = 0.4, µ13 = 0.27.

Коэффициенты взаимного влияния и коэффициенты Ченцова нулевые.
Компоненты тензора упругих постоянных согласно (17) , (18) примут сле-

дующие значения (в Па):

C11 = 1.231 · 1011, C12 = 3.938 · 109, C16 = 0,

C22 = 1.036 · 1010, C66 = 4.700 · 109, C26 = 0.

Соответствующие безразмерные упругие константы в (3) таковы:

C1 = 0.084, C2 = 0.218, C3 = 0, C4 = 0. (20)

На рис. 5 и 6 представлены пространственные зависимости нестационарного
прогиба ортотропной пластины при воздействии сосредоточенной и распре-
деленной нагрузки соответственно.

Рис. 5. Пространственные зависимости нестационарного прогиба ортотропной пластины
при воздействии сосредоточенной нагрузки в моменты времени τ = 2 и τ = 4

[Figure 5. Spatial dependences of unsteady deѕection of an orthotropic plate under the
inѕuence of a concentrated load at the times τ = 2 and τ = 4]
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Рис. 6. Пространственные зависимости нестационарного прогиба ортотропной пластины
при воздействии распределенной нагрузки в моменты времени τ = 2 и τ = 4

[Figure 6. Spatial dependences of unsteady deѕection of an orthotropic plate under the
inѕuence of distributed load at the times τ = 2 and τ = 4]

3.3. Анизотропная среда. Исследуем нестационарный прогиб анизо-
тропной пластины со следующими значениями упругих констант:

C11 = 9.699 · 1010, C12 = 2.539 · 1010, C16 = −2.299 · 1010,
C22 = 7.130 · 1010, C66 = 3.799 · 1010, C26 = −3.660 · 1010.

Соответствующие безразмерные упругие константы в (3) таковы:

C1 = 0.735, C2 = 2.090, C3 = −0.948, C4 = −1.509. (21)

На рис. 7 и 8 представлены пространственные зависимости нестационар-
ного прогиба анизотропной пластины при воздействии сосредоточенной и рас-
пределенной нагрузки соответственно.

На рис. 3, 5 и 7 представлен класс решений (толщина и плотность матери-
ала безразмерны) для изотропных, ортотропных и анизотропных пластин при
отношениях упругих постоянных согласно (19)ҫ(21) в виде пространственных
зависимостей прогиба пластин при воздействии сосредоточенной нагрузки,
а на рис. 4, 6 и 8 — распределенной нагрузки в безразмерные моменты време-
ни τ = 2 и τ = 4 соответственно.

Из рис. 3 видно, что в случае изотропного материала пластины прогиб об-
ладает осевой симметрией. Изгибные колебания в полимерной композитной
пластине на рис. 5 согласуются с особенностями ортотропной среды, а имен-
но присутствуют две плоскости симметрии. Решение, полученное для анизо-
тропного материала (см. рис. 7), демонстрирует асимметричную динамику
колебаний.

Из результатов, представленных на рис. 4, 6 и 8, видно, что в случае
воздействия на пластину распределенной по прямоугольной области нагрузки
характер изгибных колебаний соответствует особенностям рассматриваемых
вариантов симметрии упругих сред.
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Рис. 7. Пространственные зависимости нестационарного прогиба анизотропной пластины
при воздействии сосредоточенной нагрузки в моменты времени τ = 2 и τ = 4

[Figure 7. Spatial dependences of unsteady deѕection of an anisotropic plate under the
inѕuence of a concentrated load at the times τ = 2 and τ = 4]

Рис. 8. Пространственные зависимости нестационарного прогиба анизотропной пластины
при воздействии распределенной нагрузки в моменты времени τ = 2 и τ = 4

[Figure 8. Spatial dependences of non-stationary deѕection of an anisotropic plate under the
inѕuence of distributed load at the times τ = 2 and τ = 4]

Представленные на рис. 3ҫ8 результаты демонстрируют универсальность
построенных нестационарных функций прогибов (13) и (16) для анизотроп-
ной неограниченной пластины Кирхгофа в вопросе исследования нестацио-
нарной динамики и в частных случаях анизотропии материала пластины.

Реализация алгоритмов для соотношений (10), (13), (16) и построение при-
веденных изображений выполнено при помощи программного пакета системы
компьютерной алгебры Maple.

Выводы. В работе представлен подход к построению фундаментально-
го решения (функции Грина) применительно к анизотропной тонкой беско-
нечной пластине Кирхгофа. Полученное фундаментальное решение позво-
лило выразить искомую функцию нестационарного прогиба в виде тройной
свертки функции Грина с функцией нестационарной нагрузки. Найденная
функция прогиба позволила исследовать пространственно-временное поведе-
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ние нестационарных колебаний в неограниченной пластине Кирхгофа с уче-
том анизотропии материала. В качестве примера рассмотрено воздействие на
пластину нестационарной сосредоточенной и распределенной по прямоуголь-
ной области нагрузки для нескольких вариантов симметрии упругой среды
(анизотропной, ортотропной и изотропной), чем продемонстрирована универ-
сальность построенного решения. Для рассмотренных вариантов симметрии
проведено исследование характера нестационарных колебаний, позволившее
дать оценку адекватности решения.

Стоит отметить, что найденную функцию Грина возможно применить для
исследования вынужденных нестационарных колебаний анизотропных пла-
стин не только для равномерно распределенной по заданной области нагруз-
ки, но и для произвольных случаев распределения нагрузки. Кроме того,
и сама область воздействия в общем случае может быть произвольной.

Построенная нестационарная функция прогиба при переходе в размерные
величины открывает возможности для выработки инженерных рекомендаций
при решении прикладных задач, связанных с исследованием нестационарных
перемещений, а также для анализа напряженного состояния при высокоско-
ростном нелинейном нагружении с учетом всевозможных вариантов анизо-
тропии материала.
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Abstract

This work is devoted to the study of non-stationary vibrations of a thin
anisotropic unbounded Kirchhoff plate under the influence of random non-
stationary loads.

The approach to the solution is based on the principle of superposition
and the method of influence functions (the so-called Green functions), the
essence of which is to link the desired solution to the load using an inte-
gral operator of the type of convolution over spatial variables and over time.
The convolution core is the Green function for the anisotropic plate, which
represents normal displacements in response to the impact of a single con-
centrated load in coordinates and time, mathematically described by the
Dirac delta functions. Direct and inverse integral transformations of Laplace
and Fourier are used to construct the Green function. The inverse integral
Laplace transform is found analytically. The inverse two-dimensional inte-
gral Fourier transform is found numerically by integrating rapidly oscillating
functions. The obtained fundamental solution allowed us to present the de-
sired non-stationary deflection in the form of a triple convolution in spatial
coordinates and time of the Green function with the non-stationary load
function. The rectangle method is used to calculate the convolution integral
and construct the desired solution.

The found deflection function makes it possible to study the space-time
propagation of non-stationary waves in an unbounded Kirchhoff plate for
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various versions of the symmetry of the elastic medium: anisotropic, or-
thotropic, transversally isotropic, and isotropic. Examples of calculations
are presented.
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Аннотация
Рассматривается построение на основе натурных экспериментов и

численно-аналитических исследований математической модели импуль-
са подводной ударной волны, наблюдаемого на выходе датчика дав-
ления. Представлены разработка и сравнительный анализ различных
численных методов нелинейного оценивания параметров этой модели.
Предлагается численный метод оценки энергии импульса ударной вол-
ны на основе результатов эксперимента в форме осциллограммы избы-
точного давления, полученной при натурных испытаниях как на беско-
нечном промежутке времени, так и при заданной длительности импуль-
са. Приведены результаты апробации разработанных численных мето-
дов математического моделирования импульса подводной ударной вол-
ны при обработке результатов эксперимента при взрыве эталонного за-
ряда взрывчатого вещества. Достоверность и эффективность представ-
ленных в работе алгоритмов вычислений и методов нелинейного оцени-
вания подтверждаются результатами численно-аналитических исследо-
ваний и построенными на основе экспериментальных данных математи-
ческими моделями импульсов избыточного давления ударной волны.

Ключевые слова: импульс подводной ударной волны, математическая
модель, нелинейный регрессионный анализ, система разностных уравне-
ний, обобщенная регрессионная модель, среднеквадратическое оценива-
ние, статистическая обработка результатов эксперимента.
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Введение. При проведении подводных испытаний боеприпасов и зарядов
взрывчатых веществ основной задачей является получение таких величин,
как максимальное избыточное давление ударной волны и энергия импульса
фазы сжатия. Эти параметры являются основными поражающими фактора-
ми взрыва [1ҫ3]. Кроме того, на их основе определяют тротиловый эквивалент
взрыва и работоспособность изделия. Как правило, ударную волну представ-
ляют в виде разрывного скачка давления, за которым следует экспоненциаль-
ное затухание в течение некоторого промежутка времени [4ҫ8]. Предсказание
поведения давления на ниспадающей части экспериментальной кривой дают
теоретические положения [4, 9]. Отрезок кривой давления (до 30 % от мак-
симального значения) описывается экспонентой, а оставшаяся часть кривой

давления — по степенному закону t−4/5. Таким образом, аппроксимация опи-
сывается суммой двух функций на двух различных временных интервалах.
В большинстве практических случаев используют более грубое приближение,
соответствующее экспоненциальному закону

P (t) = Pmax exp(−t/θ), (1)

где Pmax — начальное пиковое давление, θ— постоянная времени экспоненци-
ального затухания.

В этих же работах [4, 9] указывается на то, что повышение точности
описания экспериментальной кривой давления нецелесообразно и сопряжено
со значительными затратами при постановке экспериментов. Однако, с дру-
гой стороны, в [4] отмечается существенное отклонение формы подводной
ударной волны от экспоненциальной модели. Эти отклонения определяются
формой заряда, типом взрывчатого вещества, гидродинамическими процесса-
ми отражения волн давления от границ раздела, движущихся в газообразных
продуктах детонации.

При оценке эффективности новых перспективных взрывчатых веществ
и конструкций боевых частей при подводном взрыве применение математиче-
ской модели (1) может привести к значительным ошибкам в оценках парамет-
ров ударной волны. В частности, можно отметить результаты, приводимые
в работах, посвященных исследованию подводного взрыва металлизирован-
ных взрывчатых веществ [5,10ҫ13]. В этих работах указано на существенное
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изменение формы кривой давления на спаде вследствие догорания металли-
ческих компонентов взрывчатых веществ или заряда.

При проведении акваторных испытаний полезный сигнал давления испы-
тывает сильные аддитивные и мультипликативные возмущения, возникаю-
щие при действии импульса давления на элементы измерительной системы —
разъемы и кабели, длина которых составляет десятки и сотни метров. При
этом проявляется колебательный характер измерительной системы, собствен-
ные колебания которой имеют значительную амплитуду.

Кроме того, давление, действующее на элементы измерительной систе-
мы, приводит к помехам замирания сигнала и его исчезновению (выпадают
участки полезного сигнала, несущего информацию) или появлению резких
скачков сигнала. Использование известных методов фильтрации приводит
к искажению сигнала и потере информации. Кроме того, большой объем из-
мерительной информации приводит к необходимости автоматизации обработ-
ки результатов наблюдений в ходе эксперимента или натурных испытаний.
При этом одной из важнейших задач является выделение полезного сигнала
подводной ударной волны на фоне помех.

Таким образом, решение проблемы построения адекватной математиче-
ской модели, описывающей форму подводной ударной волны, и помехоустой-
чивая оценка её параметров является актуальной задачей. Эта задача может
быть решена только на основе методов статистической обработки результатов
эксперимента, методов нелинейной регрессии с использованием современных
средств вычислений и обработки информации.

1. Организация и техническое обеспечение натурных экспери-
ментов. Исследования на основе натурных экспериментов проводились с при-
менением современного оборудования и широко используемых в настоящее
время методик [5, 13, 14]. Статистическому анализу подвергались большие
массивы экспериментальных данных, полученных при проведении взрывов
малых зарядов взрывчатых веществ (до 2 кг) в искусственном бассейне и боль-
ших зарядов (до 300 кг) в открытом водоеме с выполнением условий подвод-
ного взрыва, при которых расстояния от заряда до поверхности, дна и бе-
регов водоема настолько велики, что отраженная волна появляется через
промежуток времени не менее 6θ. При проведении экспериментальных иссле-
дований использовались датчики подводной ударной волны PCB Piezotronic
138А05 [10, 15]. Схема проведения натурных испытаний по измерению избы-
точного давления импульса подводной ударной волны приведена на рис. 1.

Эксперименты проводились как со сферическими, так и с цилиндрически-
ми зарядами металлизированных и индивидуальных взрывчатых веществ.
При обработке экспериментальных данных тротиловый эквивалент опреде-
лялся на основании измеренных давлений подводной ударной волны и вы-
числения энергии импульса в предположении, что спад давления подчиняет-
ся экспоненциальному закону. Однако использование современных металли-
зированных взрывчатых веществ приводит к дополнительному искажению
формы сигнала за счет растягивания фронта при догорании компонентов
взрывчатого вещества [10, 17]. В связи с этим необходимы поиск наилучшей
формы математической модели, аппроксимирующей результаты эксперимен-
та, и помехоустойчивая оценка ее параметров.
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Рис. 1. Схема проведения исследований по измерению избыточного давления импульса
подводной ударной волны: 1 — заряд взрывчатого вещества; 2ҫ5 — датчики давления; 6 —

поплавок; 7 — груз

[Figure 1. Research design on measuring the overpressure of an underwater shockwave pulse:
1 — the explosive charge; 2ҫ5 — the pressure sensors; 6 — the ѕoat; 7 — the weight]

2. Постановка задачи исследования и методы ее решения. Ос-
новной задачей научных исследований, результаты которых представлены
в данной работе, является построение на основе натурных экспериментов
и численно-аналитических исследований математической модели импульса
подводной ударной волны, наблюдаемого на выходе датчика давления, а так-
же разработка и сравнительный анализ различных численных методов оцен-
ки параметров этой модели. Кроме того, в данной работе рассматриваются
задачи, связанные с построением и параметрической идентификацией мате-
матической модели датчика давления — важнейшего элемента системы фор-
мирования результатов натурного эксперимента — в форме линейного диф-
ференциального оператора второго порядка. Предлагается численный метод
оценки энергии импульса ударной волны на основе результатов эксперимен-
та в форме осциллограммы избыточного давления, полученной при натурных
испытаниях. При решении поставленных задач используются как известные
статистические методы обработки результатов эксперимента [19] и линейной
и нелинейной регрессии [20ҫ25], так и новые методы параметрической иден-
тификации нелинейных систем на основе разностных уравнений [26ҫ28].

3. Анализ результатов эксперимента в виде осциллограмм из-
быточного давления и выбор на его основе формы математической
модели. Ударная волна при подводных взрывах представляет собой разрыв-
ной скачок давления P (t) с последующим монотонным спадом на длитель-
ном промежутке времени. Анализ форм осциллограмм избыточного давле-
ния, полученных при натурных испытаниях (рис. 2, 3), позволяет сделать
вывод о некоторых свойствах непрерывной функции y(t), лежащей в основе
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Рис. 2. Осциллограмма избыточного давления, полученная при натурных испытаниях ма-
лых зарядов взрывчатых веществ (500 грамм пластита)

[Figure 2. The overpressure trace curve from ҥeld tests of small explosive charges (500 grams
of plastic explosives)]

Рис. 3. Выделение области влияния инерционности датчика давления на выходной сигнал

[Figure 3. Highlighting an area of the inѕuence of the inertia of the pressure sensor to the
output signal]

математической модели подводной ударной волны:

y(0) = ymax,
dy

dt
< 0,

d2y

dt2
> 0, lim

t→∞
y(t) = 0.

В качестве такой функции с учетом некоторых допущений были рассмот-
рены различные зависимости:

y(t) = Ae−αt, y(t) = A(e−α1t − e−α2t), y(t) = Atne−αt,

y(t) =
c0 + c1t

1 + c2t
, y(t) =

c0
1 + c1t+ c2t2

и некоторые другие.
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Проведенные на основе компьютерного моделирования численно-аналити-
ческие исследования для различных математических моделей, описывающих
монотонный спад давления на промежутке времени, в котором отсутствует
влияние инерционности датчика давления на выходной сигнал, показали, что
наиболее адекватной результатам эксперимента является дробно-рациональ-
ная трехпараметрическая нелинейная зависимость вида

y(t) =
c0

1 + c1t+ c2t2
.

Очевидно, что для того, чтобы эта функция удовлетворяла указанным выше
свойствам, достаточно выполнения условий

c1 > 0, 0 < c2 < c21/4.

При анализе начальных участков осциллограмм избыточного давления
P (t) можно выделить две основные области (рис. 3): область I — промежуток
времени t ∈ [0, t1], в котором проявляется инерционность датчика давления,
и область II — промежуток времени t ∈ [t1,∞), в котором отсутствует влия-
ние инерционности датчика давления на выходной сигнал. Сравнение формы
сигналов на входе P (t) и выходе u(t) датчика давления позволяет сделать
вывод о заметном влиянии инерционности датчика в области I на выходной
сигнал.

Такой подход к построению математической модели динамического про-
цесса, наблюдаемого на выходе датчика давления — в виде суммы двух адди-
тивных составляющих, одна из которых z(t) описывает реакцию датчика на
скачок давления, а другая y(t) аппроксимирует медленный спад избыточного
давления, — позволяет предложить модель датчика давления в виде линей-
ного дифференциального оператора второго порядка

Lu = m(t)u′′(t) + b(t)u′(t) + u(t) (2)

с переменными (в общем случае) коэффициентами m(t) и b(t).
На рис. 4 представлена блок-схема математической модели датчика давле-

ния, в которой P (t)— избыточное давление на входе датчика (в атм.); u(t)—
наблюдаемый на выходе датчика давления сигнал (в вольтах); kd — коэффи-
циент преобразования давления в выходной сигнал датчика давления.

Линейный характер дифференциального оператора второго порядка (2)
позволяет представить сигнал с выхода датчика давления в виде суммы

u(t) = z(t) + y(t),

Рис. 4. Блок-схема математической модели датчика давления

[Fig. 4. The block diagram of the mathematical model of the pressure sensor]
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где функция z(t) аппроксимирует реакцию датчика на разрывной скачок дав-
ления в начальный момент времени и является решением однородного диф-
ференциального уравнения Lu = 0; функция y(t) описывает медленный спад
избыточного давления P (t) в импульсе ударной волны, наблюдаемом на вы-
ходе датчика.

Выбор вида модели z(t) осуществляется на основе анализа осциллограмм
избыточного давления, полученных в ходе эксперимента. По результатам ана-
лиза многочисленных осциллограмм избыточного давления, вид которых ока-
зался идентичным кривым, представленным на рис. 2 и 3, можно отметить,
что реакция датчика на скачок давления представляет собой быстро затуха-
ющие колебания, период которых нестационарен (область I на рис. 3). При
этом был сделан вывод о целесообразности использования в качестве аппрок-
симации z(t) реакции датчика на разрывной скачок давления модели вида

z(t) = e−αt[A0 cos(β1t+ β2t
2) +B0 sin(β1t+ β2t

2)], (3)

где с учетом быстрого затухания амплитуды колебаний параметр α > 0 имеет
достаточно большую величину; параметры β1 и β2 характеризуют изменение
частоты свободных колебаний датчика давления; A0 и B0 — некоторые про-
извольные постоянные.

С учетом выбранной формы математической модели (3) были получены
соотношения, связывающие коэффициентыm(t) и b(t) в линейном дифферен-
циальном операторе второго порядка (2) с динамическими характеристиками
α, β1 и β2 затухающих свободных колебаний (3):

m(t) =
β1 + 2β2t

α2(β1 + 2β2t)− 2αβ2 + (β1 + 2β2t)3
,

b(t) =
2α(β1 + 2β2t)− 2β2

α2(β1 + 2β2t)− 2αβ2 + (β1 + 2β2t)3
.

(4)

Очевидно, что при больших значениях времени t функцииm(t) и b(t) стре-
мятся к нулю, а математическая модель датчика давления для области II
(монотонного спада давления) сводится к коэффициенту kd. Можно также
отметить, что при значениях параметра β2, близких к нулю, когда реакция
на выходе датчика представляет собой затухающие гармонические колебания
с постоянной частотой β1, математическая модель (2) вырождается в извест-
ный линейный дифференциальный оператор второго порядка с постоянными
коэффициентами m = (α2 + β21)

−1 и b = 2α(α2 + β21)
−1 [18].

Таким образом, общее решение обыкновенного дифференциального урав-
нения второго порядка

m(t)u′′(t) + b(t)u′(t) + u(t) = f(t),

описывающее математическую модель сигнала на выходе датчика давления,
можно представить в виде

u(t) = e−αt[A0 cos(β1t+ β2t
2) +B0 sin(β1t+ β2t

2)] +
c0

1 + c1t+ c2t2
.
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В качестве начальных условий для этой аппроксимирующей функции
принимаем значения, соответствующие результатам эксперимента:

u(0) = u0 иu′(0) = u′0.

Здесь величина u′0 может быть найдена по одной из известных формул чис-
ленного дифференцирования, например,

u′0 =
−3u0 + 4u1 − u2

2τ
,

где u0, u1, u2 — результаты эксперимента. При таких начальных условиях
имеем

A0 = u0 − c0 и B0 =
(u0 − c0)α+ c0c1 + u′0

β1
.

Введем обозначения

a0 = c0 − u0, b0 =
c0c1 + u′0
c0 − u0

. (5)

Тогда математическая модель сигнала с датчика давления с учетом началь-
ных условий принимает вид

u(t) =
c0

1 + c1t+ c2t2
− a0e

−αt
[︁

cos(β1t+ β2t
2) +

α− b0
β1

sin(β1t+ β2t
2)
]︁

. (6)

Функция

z(t) = −a0e−αt
[︁

cos(β1t+ β2t
2) +

α− b0
β1

sin(β1t+ β2t
2)
]︁

представляет собой решение однородного дифференциального уравнения

m(t)z′′(t) + b(t)z′(t) + z(t) = 0

с переменными коэффициентами (4). С учетом этого дифференциальное урав-
нение

m(t)u′′(t) + b(t)u′(t) + u(t) = f(t),

где u(t) = z(t) + y(t), принимает вид

m(t)y′′(t) + b(t)y′(t) + y(t) = f(t).

Таким образом, восстановить математическую модель импульса взрывной
волны f(t) можно по формуле

f(t) = y(t) + b(t)y′(t) +m(t)y′′(t). (7)

С учетом выбранной формы аппроксимации

y(t) =
c0

1 + c1t+ c2t2
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формула (7) принимает вид

f(t) =
c0

1 + c1t+ c2t2

[︁

1− b(t)
2c2t+ c1

1 + c1t+ c2t2
+ 2m(t)

(c21 − c2) + 3c1c2t+ 3c22t
2

(1 + c1t+ c2t2)2

]︁

.

При малых значениях функций m(t) и b(t) на участке II (см. рис. 3) мо-
нотонного спада давления можно положить

f(t) ≈ y(t) =
c0

1 + c1t+ c2t2
.

4. Разработка и сравнительный анализ численных методов оцен-
ки параметров математической модели, аппроксимирующей спад
избыточного давления в подводной ударной волне. При оценке пара-
метров математической модели, аппроксимирующей спад избыточного давле-
ния, следует использовать только те результаты наблюдений uk, для которых
аддитивной составляющей

z(t) = −a0e−αt
[︁

cos(β1t+ β2t
2) +

α− b0
β1

sin(β1t+ β2t
2)
]︁

можно пренебречь: z(t) ≈ 0.
Анализ многочисленных осциллограмм избыточного давления, получен-

ных в ходе натурных испытаний, показал, что колебания на начальном участ-
ке практически полностью затухают за промежуток времени [0, t1], равный
3tmax, где tmax — момент времени, соответствующий максимальному значе-
нию в выборке результатов наблюдения (рис. 3).

Отсюда следует, что N1 — номер отсчета, начиная с которого аддитивной
составляющей z(t) можно пренебречь: zk ≈ 0, — может быть найден по фор-
муле

N1 =
3tmax

τ
+ 1 = 3kmax + 1, (8)

где kmax — номер отсчета, соответствующий максимуму импульса ударной
волны.

Однако численно-аналитические исследования на основе компьютерно-
го моделирования показали, что игнорирование отброшенных на основании
формулы (8) результатов наблюдений: u0, u1, . . . , uN1−1, существенно влияет
на точность математического моделирования спада избыточного давления.
Экспериментально было установлено, что наиболее эффективной является
трехшаговая процедура построения модели, аппроксимирующей спад избы-
точного давления в подводной ударной волне.

На первом шаге эта модель — ŷ1(t)— строится по выборке результатов на-
блюдений uk, k = N1, N − 1, N — объем выборки результатов эксперимента.
На втором шаге формируется выборка результатов вычислений zk = uk− ŷ1k,
k = 0, 1, 2, . . . , N1−1, на основе которой строится математическая модель ẑ(t),
аппроксимирующая свободные колебания датчика давления. На третьем, за-
ключительном шаге находятся уточненные среднеквадратичные оценки па-
раметров модели (6), описывающей сигнал на выходе датчика давления, в том
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числе и параметры модели ŷ(t), аппроксимирующей спад избыточного дав-
ления в подводной ударной волне.

В основе параметрической идентификации математической модели

ŷ(t) =
c0

1 + c1t+ c2t2
(9)

лежит минимизация остаточной суммы квадратов Qres на множестве коэф-
фициентов дробно-рациональной (гиперболической) функции (9):

Qres = ‖y − ŷ‖2 =
N−1
∑︁

k=0

(yk − ŷk)
2 =

N−1
∑︁

k=0

ε2k → min,

где yk — данные, полученные в ходе эксперимента; ŷk — результаты вычисле-
ний на основе построенной модели, k = 0, 1, 2, . . . , N−1 [19]. Эта задача может
быть решена известными методами нелинейной регрессии [20ҫ23]. Основны-
ми проблемами при этом являются выбор начального приближения вектора
оценок параметров модели (9), а также сходимость итерационных процедур,
используемых в методах нелинейного оценивания.

Рассмотрим три алгоритма среднеквадратичного оценивания парамет-
ров нелинейной модели (9), в основе которых лежат линейные регрессионные
модели, коэффициенты которых известным образом связаны с параметрами
нелинейной модели (9). Такой подход позволяет свести задачу нелинейного
оценивания к задаче линейного прикладного регрессионного анализа [24,25],
решение которой сводится к простому решению системы линейных алгебра-
ических уравнений.

Первый алгоритм. Рассмотрим первый алгоритм среднеквадратичной
оценки параметров нелинейной математической модели (9). Характерной чер-
той этого алгоритма является линеаризация регрессионной модели, постро-
енной на основе нелинейной функциональной зависимости (9). Этот подход
позволил избежать применения итерационных процедур уточнения оценок
коэффициентов регрессионной модели, тем самым существенно упростив ал-
горитм вычислений.

На основе непрерывной зависимости (9) можно получить модель в форме
дискретной функции вида

ŷk =
c0

1 + c1τk + c2τ2k2
, (10)

где τ — период дискретизации; k = 0, 1, 2, . . . , N − 1; N — объем выборки ре-
зультатов эксперимента.

Результаты наблюдений yk, используемые при решении задачи парамет-
рической идентификации, отличаются от результатов вычислений ŷk по фор-
муле (10) на случайную величину εk разброса данных эксперимента относи-
тельно построенной модели: yk = ŷk+εk, k = 0, 1, 2, . . . , N−1. Отсюда следует,
что

yk = ŷk

(︁

1 +
εk
ŷk

)︁

= ŷk

(︁

1 +
εk

yk − εk

)︁

= ŷk

(︁

1− εk
yk

)︁−1
.
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При малых значениях случайной величины εk имеем |εk/yk| ≪ 1:

(︁

1− εk
yk

)︁−1
= 1 +

εk
yk

+
ε2k
y2k

+
ε3k
y3k

+ . . . ≈ 1 +
εk
yk
. (11)

Отсюда с точностью до O(ε2k) имеем равенство

yk = ŷk

(︁

1 +
εk
yk

)︁

или
y2k
ŷk

= yk + εk

и из формулы (10) получаем

(︁ 1

c0
+
c1
c0
τk +

c2
c0
τ2k2

)︁

y2k = yk + εk,

или
yk = λ1y

2
k + λ2ky

2
k + λ3k

2y2k − εk, (12)

где

λ1 =
1

c0
, λ2 =

c1τ

c0
= c1τλ1, λ3 =

c2τ
2

c0
= c2τ

2λ1. (13)

Среднеквадратичные оценки линейной регрессионной модели (12) λ̂1, λ̂2
и λ̂3 находятся из условия минимизации

N−1
∑︁

k=0

(yk − ŷk)
2 =

N−1
∑︁

k=0

(yk − λ1y
2
k − λ2ky

2
k − λ3k

2y2k)
2 → min

на основе решения нормальной системы линейных алгебраических уравнений
⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

λ1
N−1
∑︀

k=0

y4k + λ2
N−1
∑︀

k=0

ky4k + λ3
N−1
∑︀

k=0

k2y4k =
N−1
∑︀

k=0

y3k;

λ1
N−1
∑︀

k=0

ky4k + λ2
N−1
∑︀

k=0

k2y4k + λ3
N−1
∑︀

k=0

k3y4k =
N−1
∑︀

k=0

ky3k;

λ1
N−1
∑︀

k=0

k2y4k + λ2
N−1
∑︀

k=0

k3y4k + λ3
N−1
∑︀

k=0

k4y4k =
N−1
∑︀

k=0

k2y3k.

(14)

С учетом среднеквадратичных оценок коэффициентов модели (12) и со-
отношений (13) оценки параметров математической модели (9), аппроксими-
рующей спад избыточного давления, могут быть найдены по формулам

ĉ0 =
1

λ̂1
, ĉ1 =

λ̂2

τ λ̂1
, ĉ2 =

λ̂3

τ2λ̂1
. (15)

Основным достоинством данного алгоритма среднеквадратичного оцени-
вания параметров модели (9) является его простота — вычисление оценок сво-
дится к решению системы линейных уравнений (14) — и отсутствие в алго-
ритме итерационных процедур уточнения среднеквадратичных оценок пара-
метров. Однако применение аппроксимации (11) при построении линейной
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регрессионной модели (12), лежащей в основе вычисления оценок парамет-
ров нелинейной зависимости (20), не позволяет достигнуть точного минимума
остаточной суммы квадратов

Qres =

N−1
∑︁

k=0

ε2k =

N−1
∑︁

k=0

(yk − ŷk)
2.

Проведенные на основе компьютерного моделирования численно-аналитиче-
ские исследования показали, что при малых значениях величины случай-
ной помехи εk в данных эксперимента yk (до 3 %) относительное отклонение
остаточной суммы квадратов Qres от ее минимально возможного значения
minQres не превышает 5%. Однако при случайной помехе величиной 10 %
относительное отклонение от minQres составляет порядка 20%.

Второй алгоритм. Во втором алгоритме среднеквадратичного оцени-
вания параметров модели (9) математическая модель, описывающая резуль-
таты эксперимента

yk =
c0

1 + c1τk + c2τ2k2
+ εk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

приводится к виду

yk + c1τkyk + c2τ
2k2yk = c0 + (1 + c1τk + c2τ

2k2)εk,

или в форме обобщенной регрессионной модели:
{︂

yk = λ1 + λ2kyk + λ3k
2yk + ηk+1;

ηk+1 = (1− λ2k − λ3k
2)εk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

(16)

где
λ1 = c0, λ2 = −c1τ, λ3 = −c2τ2. (17)

В матричной форме уравнения (16) можно представить в виде

{︂

b = Fλ+ η;
η = Pλε,

(18)

где b = (y0, y1, y2, . . . , yN−1)
⊤ — вектор результатов эксперимента;

λ = (λ1, λ2, λ3)
⊤ — вектор неизвестных коэффициентов, известным образом —

по формулам (17) — связанный с параметрами модели (18);

F =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 0 0
1 y1 y1
1 2y2 4y2
...

...
...

1 (N − 1)yN−1 (N − 1)2yN−1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

— матрица размера [N×3];

η = (η1, η2, η3, . . . , ηN )
⊤ — вектор эквивалентного случайного возмущения (не-

вязка); Pλ — диагональная матрица линейного преобразования вектора слу-
чайной помехи в результатах эксперимента:

Pλ = diag[1, 1− λ2 − λ3, 1− 2λ2 − 4λ3, . . . , 1− (N − 1)λ2 − (N − 1)2λ3]; (19)
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ε = (ε0, ε1, ε2, ε3, . . . , εN−1)
⊤ — вектор случайной помехи в результатах экспе-

римента.
При условии detPλ ̸= 0 из (18) получаем регрессионную модель в форме

P−1
λ b = P−1

λ Fλ+ ε, (20)

где P−1
λ — диагональная матрица вида

P−1
λ = diag

[︁

1,
1

1− λ2 − λ3
,

1

1− 2λ2 − 4λ3
, . . . ,

1

1− (N − 1)λ2 − (N − 1)2λ3

]︁

.

Очевидно, что регрессионная модель (20) нелинейна по параметрам λ2
и λ3, и среднеквадратичная оценка ее параметров относится к задаче нели-
нейной регрессии [20ҫ23]. Однако если в диагональной матрице P−1

λ исполь-

зовать некоторые известные оценки λ̂
(i)
2 и λ̂

(i)
3 , то мы получим линейную ре-

грессионную модель
P−1

λ̂(i)
b = P−1

λ̂(i)
Fλ+ ε, (21)

аппроксимирующую нелинейную регрессию (20).
При этом среднеквадратичные оценки коэффициентов линейной регрес-

сионной модели (21), удовлетворяющие условию

‖ε‖2 =
⃦

⃦P−1

λ̂(i)
b− P−1

λ̂(i)
Fλ

⃦

⃦

2
= (b− Fλ)⊤Ω−1

λ̂(i)
(b− Fλ) → min,

находятся из решения нормальной системы линейных алгебраических урав-
нений

F⊤Ω−1

λ̂(i)
Fλ = F⊤Ω−1

λ̂(i)
b (22)

по формуле

λ =
(︀

F⊤Ω−1

λ̂(i)
F
)︀−1

F⊤Ω−1

λ̂(i)
b, (23)

где Ω−1

λ̂(i)
= (P−1

λ̂(i)
)⊤P−1

λ̂(i)
= (P−1

λ̂(i)
)2 — диагональная матрица с элементами

ω−1
kk =

1

[1− (k − 1)λ̂
(i)
2 − (k − 1)2λ̂

(i)
3 ]2

, k = 1, 2, . . . , N.

Формула (23) лежит в основе итерационной процедуры уточнения средне-
квадратичных оценок коэффициентов обобщенной регрессионной модели (18):

λ̂(i+1) = (F⊤Ω−1

λ̂(i)
F )−1F⊤Ω−1

λ̂(i)
b, (24)

где i = 0, 1, 2, . . . — номер итерации.
За начальное приближение вектора среднеквадратичных оценок λ̂(0) мож-

но принять решение системы уравнений

F⊤Fλ = F⊤b

по формуле
λ̂(0) = (F⊤F )−1F⊤b,
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которая может быть получена из условия минимизации невязки:

‖η‖2 = ‖b− Fλ‖ → min.

Очевидно, что начальное приближение λ̂(0) может быть получено из формулы
(24) при условии

Pλ̂(i) = P−1

λ̂(i)
= Ω−1

λ̂(i)
= E,

где E — единичная матрица, которое выполняется при λ̂
(i)
2 = λ̂

(i)
3 = 0.

С учетом среднеквадратичных оценок коэффициентов модели (16) и со-
отношений (17) оценки параметров математической модели (9), аппроксими-
рующей спад избыточного давления, могут быть найдены по формулам

ĉ0 = λ̂1, ĉ1 = − λ̂2
τ
, ĉ2 = − λ̂3

τ2
. (25)

Отметим, что и в этом алгоритме также не гарантируется точный ми-
нимум остаточной суммы квадратов из-за аппроксимации нелинейной моде-
ли (20) линейной регрессионной моделью (21), что позволило существенно
упростить построение нормальной системы линейных алгебраических урав-
нений (22) в методе наименьших квадратов.

При этом численно-аналитические исследования показали, что при зна-
чениях величины случайной помехи εk в данных эксперимента yk до 4 % от-
носительное отклонение остаточной суммы квадратов Qres от ее минимально
возможного значения minQres не превышает 1 %, а при случайной помехе ве-
личиной 10 % относительное отклонение от minQres составляет порядка 5%.
Очевидно, что этот алгоритм среднеквадратичного оценивания параметров
модели (9), хотя и не обеспечивает минимум остаточной суммы квадратов,
существенно (в четыре раза) точнее первого алгоритма.

Третий алгоритм. Для устранения основного недостатка первых двух
алгоритмов среднеквадратичного оценивания параметров модели (20) пред-
лагается третий алгоритм, в основе которого лежит построение нормальной
системы уравнений в методе наименьших квадратов, решение которой обес-
печивает достижение точного минимума остаточной суммы квадратов.

Среднеквадратичные оценки коэффициентов нелинейной регрессионной
модели (20), удовлетворяющие условию

Qres = ε⊤ε = ‖ε‖2 = ‖P−1
λ b− P−1

λ Fλ‖2 = (b− Fλ)⊤Ω−1
λ (b− Fλ) → min,

находятся в соответствии с методикой, описанной в [26ҫ28]. Используя аппа-
рат матричной алгебры и формулы дифференцирования вектора, матрицы,
обратной матрицы и произведения матриц по вектору аргументов, можно
получить следующее соотношение [28]:

∂Qres

∂λ
=

[︁∂(ε⊤ε)
∂λ

]︁⊤
= −2

(︁

F +
∂Pλ
∂λ

Bε

)︁⊤
Ω−1
λ (b− Fλ) = 0̄, (26)

где Ω−1
λ = (P−1

λ )⊤P−1
λ = (P−1

λ )2 — диагональная матрица с элементами

ω−1
kk =

1

[1− (k − 1)λ2 − (k − 1)2λ3]2
, k = 1, 2, . . . , N ;
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Bε(λ) =

⎡

⎣

P−1
λ (b− Fλ) 0̄ 0̄

0̄ P−1
λ (b− Fλ) 0̄

0̄ 0̄ P−1
λ (b− Fλ)

⎤

⎦— блочно-диагональная

матрица размера [3N×3]; 0̄— нулевой вектор размера [N×1];
∂Pλ
∂λ

=

[︂

∂Pλ
∂λ1

∂Pλ
∂λ2

∂Pλ
∂λ3

]︂

— блочная матрица-строка размера [N×3N ], бло-

ки которой с учетом формулы (19) описываются следующим образом:
∂Pλ
∂λ1

— нулевая квадратная матрица размера [N×N ],
∂Pλ
∂λ2

и
∂Pλ
∂λ3

— диагональ-

ные матрицы размера [N×N ] вида

∂Pλ
∂λ2

= diag[0, −1, −2, . . . , −(N−1)],
∂Pλ
∂λ3

= diag[0, −1, −4, . . . , −(N−1)2].

Из формулы (26) получаем нормальную систему уравнений, решение ко-

торой — вектор λ̂ = (λ̂1, λ̂2, λ̂3)
⊤ — обеспечивает точный минимум остаточной

суммы квадратов:

(︁

F +
∂Pλ
∂λ

Bε

)︁⊤
Ω−1
λ Fλ =

(︁

F +
∂Pλ
∂λ

Bε

)︁⊤
Ω−1
λ b. (27)

Система алгебраических уравнений в матричной форме (27) нелинейна
относительно коэффициентов обобщенной регрессионной модели (16). Одна-
ко ее решение достаточно просто можно найти итерационными методами [29].
Из (27) получаем

λ =
[︁(︁

F +
∂Pλ
∂λ

Bε

)︁⊤
Ω−1
λ F

]︁−1(︁

F +
∂Pλ
∂λ

Bε

)︁⊤
Ω−1
λ b.

Отсюда итерационная формула уточнения среднеквадратичных оценок
параметров модели (9) принимает вид

λ̂(i+1) =
[︁(︁

F +
∂Pλ
∂λ

B(i)
ε

)︁⊤
Ω−1

λ̂(i)
F
]︁−1(︁

F +
∂Pλ
∂λ

B(i)
ε

)︁⊤
Ω−1

λ̂(i)
b,

где i = 0, 1, 2, . . . — номер итерации.
По сравнению с классическими методами нелинейного оценивания в дан-

ном алгоритме не требуется предварительной оценки начального приближе-
ния параметров модели. Начальные оценки коэффициентов обобщенной ре-
грессионной модели формируются в самом алгоритме вычислений. За началь-
ное приближение вектора среднеквадратичных оценок λ̂(0), как и во втором
алгоритме, может быть принято либо решение λ̂(0) = (F⊤F )−1F⊤b систе-
мы уравнений F⊤Fλ = F⊤b, которая формируется из условия минимизации
невязки:

‖η‖2 = ‖b− Fλ‖ → min,

либо нулевой вектор оценок коэффициентов:

λ̂
(0)
1 = λ̂

(0)
2 = λ̂

(0)
3 = 0.
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Оценки параметров математической модели (9), аппроксимирующей спад
избыточного давления, могут быть найдены по формулам (25), как и во вто-
ром алгоритме.

На основе численно-аналитических исследований с использованием ими-
тационного моделирования проведен сравнительный анализ трех рассмотрен-
ных выше алгоритмов среднеквадратичного оценивания параметров матема-
тической модели (9), аппроксимирующей спад избыточного давления в под-
водной ударной волне.

Условия проведения численных экспериментов с использованием имита-
ционного моделирования и учетом реальных осциллограмм избыточного дав-
ления, полученных при натурных испытаниях, были следующими. На ос-
нове формулы (10) при заданных значениях параметров c0 = 1, c1 = 20
и c2 = 12 с шагом дискретизации τ = 0.002 сек была сформирована выбор-
ка ŷk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, объемом N = 400.

К результатам имитационного моделирования ŷk добавлялась случайная
помеха εk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, мощность которой

ε =
‖ε‖
‖ŷ‖ · 100% =

⎯

⎸

⎸

⎷

N−1
∑︁

k=0

ε2k

⧸︂N−1
∑︁

k=0

ŷ2k · 100%

изменялась от 0% до 10 % с шагом 1%.
По сформированным данным yk = ŷk + εk, моделирующим результаты

натурного эксперимента, с использованием каждого из трех описанных ал-
горитмов вычислялись среднеквадратичные оценки параметров модели (9),
их относительные погрешности, а также остаточная сумма квадратов и сред-
неквадратические отклонения в относительных единицах, характеризующие
адекватность модели данным эксперимента. Кроме этого, фиксировалось вре-
мя вычислений для каждого алгоритма. Вычисления при каждом значении ε
(в %) случайной помехи повторялись M = 20 раз, и результаты этих вычис-
лений усреднялись.

Результаты усредненных вычислений для каждого из трех алгоритмов
приведены в табл. 1ҫ3, где

δci =
|ci − ĉi|
|ci|

· 100%, i = 0, 1, 2

— относительная погрешность среднеквадратичной оценки ĉi параметра мо-
дели (9);

Qres = ‖y − ŷ‖2 =
N−1
∑︁

k=0

(yk − ŷk)
2

— остаточная сумма квадратов;

s =
‖y − ŷ‖
‖y‖ · 100%

— оценка среднеквадратичного отклонения модели от результатов экспери-
мента в относительных единицах; tcalc — время требуемых расчетов на основе
соответствующего алгоритма вычислений (в сек).
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Таблица 1
Результаты вычислений при использовании первого алгоритма

[The calculation results using ҥrst algorithm]

ε, % δc0, % δc1, % δc2, % Qres s, % tcalc, sec

0 0.0 0.0 0.0 0.000 0.0 0.31
1 0.1 0.3 1.8 0.002 1.0 0.31
2 0.2 0.8 8.1 0.009 2.0 0.31
3 0.4 1.5 18.1 0.021 3.1 0.31
4 0.7 2.7 29.9 0.039 4.2 0.31
5 0.8 3.5 43.3 0.065 5.4 0.31
6 0.6 3.5 55.7 0.098 6.6 0.31
7 1.4 5.5 73.9 0.142 8.0 0.31
8 1.1 6.2 92.8 0.196 9.4 0.31
9 1.1 6.0 104.4 0.258 10.7 0.31

10 1.5 7.0 117.2 0.329 12.1 0.31

Таблица 2
Результаты вычислений при использовании второго алгоритма

[The calculation results using second algorithm]

ε, % δc0, % δc1, % δc2, % Qres s, % tcalc, sec

0 0.0 0.0 0.0 0.000 0.0 0.63
1 0.1 0.2 0.9 0.002 1.0 0.94
2 0.2 0.4 2.5 0.009 2.0 1.05
3 0.3 0.7 5.0 0.020 3.0 1.25
4 0.5 1.0 8.7 0.036 4.0 1.24
5 0.8 1.6 12.3 0.057 5.0 1.37
6 1.5 2.6 14.5 0.083 6.1 1.56
7 1.6 2.7 19.9 0.115 7.2 1.55
8 2.7 3.8 28.6 0.153 8.3 1.68
9 3.6 5.6 31.4 0.196 9.3 1.86

10 3.9 6.5 35.9 0.244 10.4 1.87

Таблица 3
Результаты вычислений при использовании третьего алгоритма

[The calculation results using third algorithm]

ε, % δc0, % δc1, % δc2, % Qres s, % tcalc, sec

0 0.0 0.0 0.0 0.000 0.0 3.00
1 0.1 0.2 0.9 0.002 1.0 5.56
2 0.2 0.5 1.6 0.009 2.0 6.73
3 0.2 0.7 2.6 0.020 3.0 7.75
4 0.4 1.1 3.5 0.035 4.0 8.01
5 0.4 1.3 5.5 0.055 5.0 8.13
6 0.4 1.2 6.1 0.080 6.0 8.27
7 0.7 1.6 4.3 0.109 7.0 8.27
8 0.8 1.8 4.2 0.142 8.0 8.91
9 0.9 2.0 8.4 0.179 8.9 9.17

10 0.8 2.5 8.2 0.219 9.8 9.94
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Результаты вычислений на основе третьего алгоритма, представленные
в табл. 3, обеспечивают точный минимум остаточной суммы квадратов. Вид-
но, что при использовании этого алгоритма оценки параметров модели (9)
имеют наименьшую погрешность. Однако время вычисления этих оценок из-
за итерационной процедуры их уточнения по сравнению с двумя другими
алгоритмами относительно велико. Из-за отсутствия итерационных проце-
дур наибольшим быстродействием обладает первый из представленных алго-
ритмов вычислений. Однако в силу того, что он не обеспечивает минимума
остаточной суммы квадратов, среднеквадратичные оценки параметров мо-
дели, вычисленные на его основе, имеют достаточно высокую погрешность
при величине случайной помехи в результатах наблюдений более 3%. Опти-
мальным можно считать второй алгоритм вычислений, результаты которых
представлены в табл. 2. Этот алгоритм обладает как быстродействием, так
и достаточной для практических расчетов точностью вычисления оценок.

5. Построение и параметрическая идентификация математиче-
ской модели датчика давления. Преобразование сигнала в виде избы-
точного давления P (t) на входе датчика давления в напряжение на его выхо-
де описывается линейным дифференциальным оператором второго порядка
с переменными коэффициентами (2). С учетом начальных условий u(0) = u0
и u′(0) = u′0 аддитивная составляющая z(t) в равенстве u(t) = z(t) + y(t),
описывающем сигнал на выходе датчика давления, имеет вид

z(t) = −â0e−αt
[︁

cos(β1t+ β2t
2) +

α− b̂0
β1

sin(β1t+ β2t
2)
]︁

, (28)

где â0 и b̂0 — известные (найденные по формулам (5) с учетом результатов
вычислений ĉ0 и ĉ1) оценки параметров модели (9).

Исходными данными для параметрической идентификации динамической
модели датчика давления в виде (28), описывающей его реакцию на разрыв-
ной скачок давления, служат результаты вычислений zk = uk − ŷk, где uk,
k = 0, 1, 2, . . . , N−1, — данные натурного эксперимента, ŷk, k = 0, 1, 2, . . . ,
N−1, — результаты расчета по построенной модели (9), аппроксимирующей
спад избыточного давления в подводной ударной волне.

Так как время затухания колебаний, описываемых формулой (28), доста-
точно мало по сравнению с временем наблюдения и анализа импульса под-
водной ударной волны, при оценке параметров модели (28) целесообразно
использовать только начальный участок осциллограммы избыточного давле-
ния, полученной при натурных испытаниях. Анализ результатов натурных
испытаний показал, что при t > 3tmax, где tmax — момент времени, соответ-
ствующий максимуму импульса ударной волны, имеем ẑk ≈ 0, k = N1, N − 1,
где N1 — номер отсчета, который находится по формуле (8). Поэтому объем
выборки результатов вычислений zk = uk − ŷk, k = 0, 1, 2, . . . , N1 − 1, равен
N1 = 3kmax + 1.

В основе параметрической идентификации математической модели (28)
лежит минимизация остаточной суммы квадратов Qres на множестве трех
параметров α, β1 и β2:

Qres = ‖z − ẑ‖2 =
N1−1
∑︁

k=0

(zk − ẑk)
2 =

N1−1
∑︁

k=0

ε2k → min,
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где zk = uk−ŷk — результаты расчетов с использованием среднеквадратичных
оценок параметров модели (9), полученных на основе одного из алгоритмов,
описанных выше; ẑk — результаты вычислений на основе построенной моде-
ли (28):

ẑk = −â0e−ατk
[︁

cos(β1τk + β2τ
2k2) +

α− b̂0
β1

sin(β1τk + β2τ
2k2)

]︁

. (29)

Задача среднеквадратичного оценивания параметров α, β1 и β2 модели
(28) по результатам расчетов zk, k = 0, 1, 2, . . . , N1 − 1, относится к задаче
нелинейного прикладного регрессионного анализа [20ҫ23]. Для данной задачи
применим метод среднеквадратичного оценивания параметров нелинейной
модели (28), в основе которого лежит параметрическая линеаризация этой

модели в окрестности точки (α̂(i), β̂
(i)
1 , β̂

(i)
2 ) [21]:

ẑk(α, β1, β2) ≈ ẑ
(i)
k +

∂ẑ
(i)
k

∂α
(α− α̂(i)) +

∂ẑ
(i)
k

∂β1
(β2 − β̂

(i)
1 ) +

∂ẑ
(i)
k

∂β2
(β2 − β̂

(i)
2 ), (30)

где ẑ
(i)
k = ẑk(α̂

(i), β̂
(i)
1 , β̂

(i)
2 ), а частные производные в точке (α̂(i), β̂

(i)
1 , β̂

(i)
2 ) вы-

числяются по формулам

∂ẑ
(i)
k

∂α
= â0e

−α̂(i)tk
[︁

tk cos(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)+

+
tk(α̂

(i) − b̂0)− 1

β̂
(i)
1

sin(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)

]︁

, (31)

∂ẑ
(i)
k

∂β1
= −â0e−α̂

(i)tk
[︁

tk
α̂(i) − ĉ1

β̂
(i)
1

cos(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)−

−
(︁

tk +
α̂(i) − b̂01

(β̂
(i)
1 )2

)︁

sin(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)

]︁

, (32)

∂ẑ
(i)
k

∂β2
= −â0t2ke−α̂

(i)tk
[︁ α̂(i) − b̂0

β̂
(i)
1

cos(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)−

− sin(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)

]︁

, k = 0, 1, . . . , N1 − 1. (33)

Сформированная на основе формулы (30) линейная обобщенная регрес-
сионная модель имеет вид

∆z(i) = F (i)∆a(i) + ε, (34)
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где

F (i) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

∂ẑ
(i)
0
∂α

∂ẑ
(i)
0

∂β1

∂ẑ
(i)
0

∂β2

∂ẑ
(i)
1
∂α

∂ẑ
(i)
1

∂β1

∂ẑ
(i)
1

∂β2

...
...

...

∂ẑ
(i)
N1−1

∂α

∂ẑ
(i)
N1−1

∂β1

∂ẑ
(i)
N1−1

∂β2

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, ∆z(i) = z − ẑ(i) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

z0 − ẑ
(i)
0

z1 − ẑ
(i)
1

...

zN1−1 − ẑ
(i)
N1−1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(35)

— матрица регрессоров размера [N1×3] и вектор размера [N1×1] соответ-

ственно; â(i) = (α̂(i), β̂
(i)
1 , β̂

(i)
2 )⊤ — вектор промежуточных оценок размера [3×1];

∆a(i) = a− â(i) = (∆α̂(i),∆β̂
(i)
1 ,∆β̂

(i)
2 )⊤ = (α− α̂(i), β1 − β̂

(i)
1 , β2 − β̂

(i)
2 )⊤ — век-

тор коэффициентов, подлежащих нахождению, размера [3× 1];
ε = (ε0, ε1, ε2, . . . , εN1−1)

⊤ — вектор случайной помехи в результатах расчета.

С учетом среднеквадратичного критерия вычисления оценки вектора ∆â(i)

коэффициентов модели (34):

‖ε‖2 = ‖∆z(i) − F (i)∆a(i)‖2 → min

алгоритм вычислений — уточнения оценок параметров — принимает вид

∆â(i) = [F (i)⊤F (i)]−1F (i)⊤∆z(i), â(i+1) = â(i) +∆â(i), i = 0, 1, 2, 3, . . . (36)

Начальные оценки элементов α̂(0), β̂
(0)
1 , β̂

(0)
2 вектора ∆â(0) можно найти

по формулам

α̂(0) =
1

tmin − tmax
ln

⃒

⃒

⃒

⃒

zmax

zmin

⃒

⃒

⃒

⃒

, β̂
(0)
1 =

π

tmin − tmax
, β̂

(0)
2 =

π

t22 − t21
− β̂

(0)
1

t1 + t2
, (37)

где tmax и tmin — моменты времени, соответствующие первому максимальному
zmax и следующему за ним первому минимальному zmin значениям в после-
довательности результатов расчета zk, k = 0, 1, 2, . . . , N1 − 1; t1 и t2 — два
первых последовательных момента времени, в которых функция z(t) прини-
мает нулевое значение.

Условием завершения итерационной процедуры уточнения среднеквадра-
тичных оценок параметров модели (28) может служить выполнение неравен-

ства ‖∆â(i)‖ < 0.01‖â(i)‖.
6. Численный метод оценки энергии импульса ударной волны

на основе результатов эксперимента в форме осциллограммы избы-
точного давления, полученной при натурных испытаниях. Одной из
основных задач при проведении подводных испытаний боеприпасов являет-
ся достоверная оценка информативных параметров импульса ударной волны,
таких как максимальное избыточное давление Pmax и энергия импульса удар-
ной волны на промежутке времени t ∈ [0, t0.95]:

∫︁ t0.95

0
P 2(t)dt = 0.95

∫︁ ∞

0
P 2(t)dt.
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Рассмотрим решение этой задачи на основе математической модели

f(t) = kdP (t) =
c0

1 + c1t+ c2t2
,

описывающей монотонный спад избыточного давления, параметры которой
идентифицируются представленными выше алгоритмами по результатам экс-
перимента в форме осциллограммы избыточного давления.

С учетом монотонного характера спада избыточного давления, наблюдае-
мого при натурных испытаниях, к аппроксимирующей функции f(t) предъяв-
ляются следующие требования: f(t) > 0, f ′(t) < 0 и f ′′(t) > 0 при t ∈ [0;∞).
По результатам проведенных аналитических исследований сделан вывод о
том, что для выполнения этих требований достаточно, чтобы параметры этой
функции удовлетворяли условию: c0 > 0, c1 > 0 и 0 < c2 6 c21.

Очевидно, что максимальное значение функция

f(t) =
c0

1 + c1t+ c2t2
,

аппроксимирующая монотонный спад избыточного давления на промежутке
времени t > 0, принимает в начальный момент времени t = 0: fmax = f(0) = c0.

Для вычисления интеграла

∫︁ t0.95

0
P 2(t)dt =

1

k2d

∫︁ t0.95

0
f2(t)dt,

описывающего энергию импульса ударной волны, найдена первообразная

F (t) =

∫︁

f2(t)dt =

∫︁

c20
(1 + c1t+ c2t2)2

dt =

=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

− c20(2c2t+c1)
D(1+c1t+c2t2)

+
4c20c2
D

(︀

1
c1

− 1√
−D arctg

√
−D t
c1t+2

)︀

, D < 0;

− 16c20
3c1(c1t+2)3

, D = 0;

− c20(2c2t+c1)
D(1+c1t+c2t2)

− 2c20c2

D
√
D
ln 2c2t+c1−

√
D

2c2t+c1+
√
D
, D > 0,

(38)

где D = c21 − 4c2 — дискриминант квадратного трехчлена 1 + c1t+ c2t
2.

Отсюда получаем

F (0) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

− c20
c1
, D < 0;

−2c20
3c1
, D = 0;

− c20
D

(︀

c1 +
2c2√
D
ln c1−

√
D

c1+
√
D

)︀

, D > 0

(39)

и

F (∞) =

{︃

4c20c2
D

(︀

1
c1

− 1√
−D arctg

√
−D
c1

)︀

, D < 0;

0, D > 0.
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Энергия импульса ударной волны на бесконечном промежутке t ∈ [0,∞)
может быть найдена по формуле

J∞=

∫︁ ∞

0
f2(t)dt=F (∞)− F (0)=

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

c20
D

(︀

c1 − 4c2√
−D arctg

√
−D
c1

)︀

, D < 0;

2c20
3c1
, D = 0;

c20
D

(︀

c1 +
2c2√
D
ln c1−

√
D

c1+
√
D

)︀

, D > 0.

(40)

Одним из основных информативных параметров импульса ударной волны
в натурных экспериментах является энергия импульса

Jα =

∫︁ tα

0
f2(t)dt (41)

за некоторый промежуток времени tα, величина которого задается с помо-
щью коэффициента α. Этот коэффициент характеризует отношение энергии
импульса ударной волны Jα за промежуток времени [0, tα] к энергии импульса

J∞ =

∫︁ ∞

0
f2(t)dt

на бесконечном промежутке времени: α = Jα/J∞. Обычно величина α зада-
ется равной α = 0.95.

При вычислении интеграла (41), характеризующего энергию импульса
ударной волны за промежуток времени [0, tα], воспользуемся формулами (38)
и (39):

Jα(tα) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

− c20(2c2tα+c1)
D(1+c1tα+c2t2α)

+
c20
D

(︀

c1 − 4c2√
−D arctg

√
−D·tα
c1tα+2

)︀

, D < 0;

2c20
3c1

[︀

1− 8
(c1tα+2)3

]︀

, D = 0;

− c20(2c2tα+c1)
D(1+c1tα+c2t2α)

+
c20
D

[︀

c1 +
2c2√
D
ln (c1−

√
D)tα+2

(c1+
√
D)tα+2

]︀

, D > 0.

(42)

Полученная формула (42) позволяет оценить энергию Jα импульса удар-
ной волны, длительность которого равна tα. На бесконечном промежутке вре-
мени [0,∞] полная энергия J∞ импульса ударной волны находится по фор-
муле (40).

Рассмотрим обратную задачу определения длительности tα исследуемого
импульса ударной волны при заданной величине его энергии Jα в относитель-
ных к J∞ единицах.

Алгоритм решения этой задачи включает следующие шаги:
ҫ по представленным выше методикам находятся оценки параметров c0,
c1 и c2 математической модели (9) импульса ударной волны;

ҫ проверяется выполнение условий 0 < c2 6 c21 и вычисляется дискрими-
нант D = c21 − 4c2;

ҫ задается величина отношения α = Jα/J∞, например, α = 0.95;
ҫ в зависимости от величиныD по формуле (40) вычисляется значение J∞;
ҫ решается нелинейное уравнение Jα(t) = αJ∞, в котором функция Jα(t)

описывается соотношением (42) в зависимости от величины дискрими-
нанта D. Корень этого уравнения tα соответствует длительности им-
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пульса ударной волны, энергия которого составляет α,% от полной
энергии импульса на бесконечном промежутке времени.

При решении нелинейного трансцендентного уравнения Jα(t) = αJ∞ мож-
но воспользоваться разработанным численным методом, алгоритм которого
включает итерационную процедуру уточнения корня уравнения:

t(i+1)
α = t(i)α

[︁

1− 0.01[Jα(t
(i)
α )− αJ∞]

Jα(1.01t
(i)
α )− Jα(t

(i)
α )

]︁

, i = 0, 1, 2, 3, . . . ,

где величина Jα(t
(i)
α ) вычисляется по формуле (42), а J∞ — по формуле (40).

В качестве начального приближения переменной t
(0)
α можно выбрать зна-

чение t
(0)
α = 0.1tN−1, где tN−1 — момент времени последнего наблюдения в вы-

борке результатов эксперимента.

7. Апробация численных методов математического моделирова-
ния ударной волны при обработке результатов натурного экспери-
мента. Разработанный численный метод математического моделирования
импульса ударной волны был апробирован при обработке результатов экс-
перимента при взрыве 500 грамм пластита.

Непосредственно с датчика давления была получена выборка результа-
тов эксперимента uk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, объемом N = 1723 с периодом
дискретизации τ = 0.0004 мсек. Графики наблюдаемого на выходе датчика
давления импульса ударной волны, построенные по результатам эксперимен-
та, приведены на рис. 2 и 3.

Построение математической модели (6), описывающей сигнал на выходе
датчика давления, по результатам эксперимента осуществлялось в три этапа.

На первом шаге алгоритма идентификации импульса ударной волны ре-
шалась задача предварительной оценки параметров математической моде-
ли (9), аппроксимирующей спад избыточного давления. После предваритель-
ной обработки экспериментальных данных, снятых с датчика давления, была
сформирована выборка результатов наблюдений uk, k = 0, 1, 2, . . . , N−1, объ-
емом N = 200 с периодом дискретизации τ = 0.0032 мсек.

Найденный по выборке результатов эксперимента номер отсчета, соот-
ветствующий максимальному значению в этой выборке umax = 0.824, равен
kmax = 3. По формуле (8) находим N1 = 3 · 3 + 1 = 10. Используя с 10-го
по 199-й члены выборки результатов наблюдения yk, k = 10, 11, 12, . . . , 199,
в соответствии с первым (наиболее простым) алгоритмом среднеквадратич-
ной оценки параметров нелинейной математической модели (9) сформирова-
на нормальная система линейных алгебраических уравнений (14):

⎧

⎨

⎩

0.738λ1 + 14.58λ2 + 418.91λ3 = 1.919;

14.58λ1 + 418.91λ2 + 21223.2λ3 = 49.311;

418.91λ1 + 21223.2λ2 + 1863557λ3 = 2244.1.

Из решения этой системы уравнений найдены следующие предваритель-
ные оценки коэффициентов регрессионной модели (12):

λ̂1 = 0.983, λ̂2 = 0.0796, λ̂3 = 0.0000762.
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По формулам (15) вычислены оценки параметров математической модели (8),
аппроксимирующей спад избыточного давления:

ĉ0 = 1.017, ĉ1 = 25.32, ĉ2 = 7.566.

График построенной зависимости, аппроксимирующей спад избыточного
давления

ŷ(t) =
1.017

1 + 25.32t+ 7.566t2
, (43)

представлен на рис. 5.
Остаточная сумма квадратов и остаточная дисперсия, характеризующие

среднеквадратическое отклонение построенной модели (43) от результатов
наблюдения, следующие:

Qres1 = ‖u− ŷ‖2 =
N1−1
∑︁

k=0

(uk − ŷk)
2 = 0.0172, s2res1 = 0.000091,

что в относительных единицах составляет

‖u− ŷ‖
‖u‖ · 100% = 5.4%.

При найденных параметрах построенной модели (43) вычислим энергию
импульса ударной волны:

J0.95 = 0.95J∞.

Интеграл J∞ на бесконечном промежутке t ∈ [0,∞) вычисляется по форму-
ле (40):

J∞ = 0.0383.

Отсюда
J0.95 = 0.95 · 0.0373 = 0.0364.

Рис. 5. График функции ŷ(t), аппроксимирующей спад избыточного давления

[Fig. 5. The graph of the function ŷ(t) which approximates the overpressure decrease]
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С использованием описанного выше алгоритма и формулы (42) найдена
длительность импульса t0.95 = 0.428 мсек ударной волны с энергией J0.95 =
= 0.0364.

На втором этапе алгоритма построения математической модели наблюда-
емого сигнала решалась задача параметрической идентификации модели ẑ(t),
описывающей реакцию датчика на разрывной скачок давления.

График зависимости z(t) = u(t) − ŷ(t), где u(t)— наблюдаемый сигнал,
ŷ(t)— построенная на предыдущем шаге модель (43), представлен точками zk
на рис. 6.

При оценке параметров модели (29):

ẑk = −â0e−ατk
[︁

cos(β1τk + β2τ
2k2) +

α− b̂0
β1

sin(β1τk + β2τ
2k2)

]︁

по результатам расчета zk = uk−ŷk, k = 0, 1, 2, . . . , N2−1, при τ = 0.0004 мсек
и известных â0 = 1.009 и b̂0 = 29.06 воспользуемся одним из методов нели-
нейного оценивания, в основе которого лежит параметрическая линеаризация
нелинейной зависимости (28) по параметрам α, β1 и β2. Объем выборки N2

результатов расчета с периодом дискретизации τ = 0.0004 мсек вычислялся
по формуле (8): N2 = 3kmax + 1 = 3 · 20 + 1 = 61, где kmax = 20.

Результаты расчетов zk = uk−ŷk, k = 0, 1, 2, . . . , N2−1, можно представить
в виде суммы zk = ẑk(α, β1, β2) + εk, где случайная величина εk описывает
естественный разброс результатов расчета относительно модели (29) в точ-
ках tk, k = 0, 1, 2, . . . , N2−1. Оценки параметров модели находятся из условия
минимизации суммы квадратов отклонений

‖ε‖2 = ‖z − ẑ‖2 =
N2−1
∑︁

k=0

[︀

zk − ẑk(α, β1, β2)
]︀2 → min.

Рис. 6. Данные зависимости z(t) (маркеры), описывающей реакцию датчика на разрывной
скачок давления, и их аппроксимация (44) (сплошная линия)

[Fig. 6. Data of the dependence z(t) (markers) which describes the sensor response
to a pressure surge, and their approximation (44) (solid line)]
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В соответствии с описанным выше алгоритмом среднеквадратичного оце-
нивания и формулами (31)ҫ(33) для нахождения частных производных в точ-

ке (α̂(i), β̂
(i)
1 , β̂

(i)
2 ) на каждой итерации вычисления оценок ∆â(i) и â(i+1) по

формулам (35) формировались матрица регрессоров F (i) и вектор ∆z(i).

Начальные оценки параметров α̂(0), β̂
(0)
1 и β̂

(0)
2 вычислялись по форму-

лам (37) при tmax = 0.0080, zmax = 0.1868, tmin = 0.0116, zmin = −0.0794,
t1 = 0.0070 и t2 = 0.0098:

α̂(0) =
1

0.0036
ln

⃒

⃒

⃒

⃒

0.1868

−0.0794

⃒

⃒

⃒

⃒

= 237.6, β̂
(0)
1 =

π

0.0080
= 392.7,

β2 =
π

0.000047
− 392.7

0.0168
= 43410.6.

Уточнение среднеквадратичных оценок параметров модели (29) по фор-
муле (36) завершается при выполнении условия

max
{︁⃒

⃒

⃒

∆α(i)

α̂(i)

⃒

⃒

⃒
,
⃒

⃒

⃒

∆β
(i)
1

β̂
(i)
1

⃒

⃒

⃒
,
⃒

⃒

⃒

∆β
(i)
2

β̂
(i)
2

⃒

⃒

⃒

}︁

< 0.001 (0.1%).

В табл. 4 представлены результаты вычислений среднеквадратичных оценок
параметров модели (29) для каждой итерации.

Таким образом, оценки параметров, обеспечивающие минимум суммы квад-
ратов отклонения модели (29) от результатов расчета zk, принимают следу-
ющие значения:

α̂ = 333.2, β̂1 = 146.0, β̂2 = 37273.5.

Таблица 4

Оценка параметров модели (29) для каждой итерации
[Estimates of model parameters (29) for each iteration]

Iteration Estimates of model parameters

number α̂(i) β̂
(i)
1 β̂

(i)
2

0 237.56 392.70 43410.61
1 407.63 294.34 55790.40
2 695.81 155.03 67142.47
3 751.13 75.77 30353.65
4 302.43 207.68 50559.76
5 403.52 173.17 49174.47
6 395.61 158.65 38597.13
7 340.38 159.95 34848.08
8 343.26 150.89 36484.60
9 339.33 148.24 36853.76

10 336.78 147.04 37043.28
11 335.23 146.46 37148.29
12 334.30 146.19 37207.88
13 333.74 146.05 37242.12
14 333.41 145.99 37261.95
15 333.21 145.96 37273.47
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А сама математическая модель, описывающая реакцию датчика на разрыв-
ной скачок давления, имеет вид

ẑ(t) = −1.009e−333.2t
[︀

cos(146.0t+ 37273.5t2)+

+ 29.06 sin(146.0t+ 37273.5t2)
]︀

. (44)

При оценке ее адекватности исходным данным zk, k = 0, 1, 2, . . . , N2 − 1,
можно воспользоваться величиной остаточной суммы квадратов

Qres2 = ‖z − ẑ‖2 =
N2−1
∑︁

k=0

(zk − ẑk)
2 = 0.094, s2res2 = 0.0016,

что в относительных единицах составляет ‖z−ẑ‖
‖z‖ · 100% = 10.2%.

График зависимости (44) представлен на рис. 6.
На последнем шаге алгоритма параметрической идентификации импуль-

са ударной волны по результатам эксперимента uk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1,
с τ = 0.0004 мсек и N = 1723 оценки всех параметров математической мо-
дели (6) уточняются непосредственно из условия минимизации остаточной
суммы квадратов

‖ε‖2 = ‖u− û‖2 =
N−1
∑︁

k=0

[︀

uk − ûk(c0, c1, c2, α, β1, β2)
]︀2 → min,

где

ûk =
c0

1 + c1tk + c2t2k
− a0(c0)e

−αtk
[︁

cos(β1tk + β2t
2
k)+

+
α− b0(c0, c1)

β1
sin(β1tk + β2t

2
k)
]︁

. (45)

Эта задача решается аналогично на основе линеаризации нелинейной за-
висимости (45) по параметрам c0, c1, c2, α, β1 и β2:

∆uk ≈
∂ẑ

(i)
k

∂c0
∆c

(i)
0 +

∂ẑ
(i)
k

∂c1
∆c

(i)
1 +

∂ẑ
(i)
k

∂c2
∆c

(i)
2 +

∂ẑ
(i)
k

∂α
∆α(i)+

∂ẑ
(i)
k

∂β1
∆β

(i)
1 +

∂ẑ
(i)
k

∂β2
∆β

(i)
2 ,

где

∆u
(i)
k = uk − û

(i)
k , û

(i)
k = ûk(ĉ

(i)
0 , ĉ

(i)
1 , ĉ

(i)
2 , α̂(i), β̂

(i)
1 , β̂

(i)
2 ),

∆c
(i)
0 = c0 − ĉ

(i)
0 , ∆c

(i)
1 = c1 − ĉ

(i)
1 , ∆c

(i)
2 = c2 − ĉ

(i)
2 ,

∆α(i) = α− α̂(i), ∆β
(i)
1 = β1 − β̂

(i)
1 , ∆β

(i)
2 = β2 − β̂

(i)
2 ;

∂û
(i)
k

∂c0
=
û
(i)
k

ĉ
(i)
0

− e−α̂
(i)tk

[︁

cos(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k) +

α̂(i) − ĉ
(i)
1

β̂
(i)
1

sin(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)

]︁

,
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∂û
(i)
k

∂c1
= − ĉ

(i)
0 tk

(1 + ĉ
(i)
1 tk + ĉ

(i)
2 t2k)

+
ĉ
(i)
0

β̂
(i)
1

e−α̂
(i)tk sin(β̂

(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k),

∂û
(i)
k

∂c2
= − ĉ

(i)
0 t2k

(1 + ĉ
(i)
1 tk + ĉ

(i)
2 t2k)

,

∂û
(i)
k

∂α
= â

(i)
0 e−α̂

(i)tk
[︁

tk cos(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)+

+
tk(α̂

(i) − b̂
(i)
0 )− 1

β̂
(i)
1

sin(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)

]︁

,

∂û
(i)
k

∂β1
= −â(i)0 e−α̂

(i)tk
[︁

tk
α̂(i) − b̂

(i)
0

β̂
(i)
1

cos(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)−

−
(︁

tk +
α̂(i) − b̂

(i)
0

(β̂
(i)
1 )2

)︁

sin(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)

]︁

,

∂û
(i)
k

∂β2
= −â(i)0 t2ke

−α̂(i)tk
[︁ α̂(i) − b̂

(i)
0

β̂
(i)
1

cos(β̂
(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)− sin(β̂

(i)
1 tk + β̂

(i)
2 t2k)

]︁

при

â
(i)
0 = ĉ

(i)
0 − u0 и b̂

(i)
0 =

ĉ
(i)
0 ĉ

(i)
1 + u′0

ĉ
(i)
0 − u0

.

В качестве начального приближения принимаются оценки, полученные на
предыдущих этапах:

ĉ
(0)
0 = 1.017, ĉ

(0)
1 = 25.32, ĉ

(0)
2 = 7.566,

α̂(i) = 333.2, β̂
(0)
1 = 146.0, β̂

(0)
2 = 37273.5

и, соответственно, â
(0)
0 = 1.009 и b̂

(0)
0 = 29.06.

В табл. 5 представлены результаты вычислений среднеквадратичных оце-
нок параметров модели (45) для каждой итерации.

Таблица 5

Оценка параметров модели (45) для каждой итерации
[Estimates of model parameters (45) for each iteration]

Iteration Estimates of model parameters

number ĉ
(i)
0 ĉ

(i)
1 ĉ

(i)
2 α̂(i) β̂

(i)
1 β̂

(i)
2

0 1.017 25.32 7.566 333.2 146.0 37273.5
1 0.982 24.17 8.718 301.4 154.9 36223.5
2 0.985 24.27 8.672 312.2 151.4 37238.6
3 0.983 24.20 8.746 306.5 152.9 36763.4
4 0.984 24.23 8.716 309.5 152.1 37019.9
5 0.984 24.22 8.733 307.9 152.5 36888.9
6 0.984 24.22 8.724 308.7 152.3 36957.5
7 0.984 24.22 8.729 308.3 152.4 36922.0
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Таким образом, оценки параметров, минимизирующие среднеквадратич-
ное отклонение модели (45) от результатов эксперимента uk, принимают сле-
дующие значения:

ĉ0 = 0.984, ĉ1 = 24.22, ĉ2 = 8.729, α̂ = 308.3, β̂1 = 152.4, β̂2 = 36922.0,

а сама математическая модель, описывающая импульс подводной ударной
волны, наблюдаемый на выходе датчика давления, имеет вид

û(t) =
0.984

1 + 24.22t+ 8.729t2
− 0.976e−308.3t

[︀

cos(152.4t+ 36922.0t2)+

+ 28.08 sin(152.4t+ 36922.0t2)
]︀

. (46)

При оценке адекватности модели (46) результатам эксперимента uk,
k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, можно воспользоваться величиной остаточной суммы
квадратов

Qres = ‖u− û‖2 =
N−1
∑︁

k=0

(uk − ûk)
2 = 0.231, s2res = 0.00013,

что в относительных единицах составляет ‖u−û‖
‖u‖ · 100% = 5.3%.

График зависимости (46) представлен на рис. 7.
Выделяя из формулы (46) составляющую, описывающую монотонный спад

давления на выходе датчика, получаем математическую модель вида

ŷ(t) =
0.984

1 + 24.22t+ 8.729t2
. (47)

Рис. 7. Экспериментальные данные и кривая зависимости, построенная на основе матема-
тической модели (46), аппроксимирующей импульс подводной ударной волны

[Fig. 7. Experimental data dependence curve which approximates the impulse underwater
shock wave built on the basis of the mathematical model (46)]
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С учетом параметров построенной модели (47) вычислим энергию импуль-
са ударной волны:

J0.95 = 0.95J∞.

Интеграл J∞ на бесконечном промежутке t ∈ [0,∞) вычисляется по форму-
ле (40):

J∞ = 0.0370.

Отсюда
J0.95 = 0.95 · 0.0370 = 0.0352.

Длительность импульса t0.95 ударной волны с энергией J0.95 = 0.0352,
найденная в соответствии с формулой (42) и описанным выше алгоритмом,
составляет величину t0.95 = 0.420 мсек.

Проведен сравнительный анализ математических моделей (43) и (47), ап-
проксимирующих спад избыточного давления, где модель (43) была построе-
на на первом шаге алгоритма идентификации импульса ударной волны, когда
решалась задача предварительной оценки параметров. Результаты сравнения
систематизированы в табл. 6.

Таблица 6

Сравнительный анализ математических моделей (43) и (47) [Comparative
analysis of mathematical models (43) and (47)]

Mathematical models which approximate the overpressure
decrease at the outlet of the pressure sensor

The model (43) The model (47)

The model equation ŷ(t) =
1.017

1 + 25.32t+ 7.566t2
ŷ(t) =

0.984

1 + 24.22t+ 8.729t2

The residual sum of
squares for a model
deviation from test re-
sults t ∈ [0.032; 0.637]

Qres = 0.0172, 5.4% Qres = 0.0169, 5.3%

Energy and duration J∞ = 0.0383, J∞ = 0.0370,
of a shock wave J0.95 = 0.0364, J0.95 = 0.0352,

t0.95 = 0.428 msec t0.95 = 0.420 msec

По результатам сравнения можно сделать вывод о статистической эквива-
лентности обеих моделей. Различие в результатах вычисления основных па-
раметров модели импульса подводной ударной волны не превышает 5%, что
соизмеримо с естественным разбросом данных эксперимента относительно
построенных моделей. Поэтому при оценке основных информативных харак-
теристик импульса ударной волны — максимального избыточного давления
и энергии импульса в первом приближении можно использовать достаточно
простой алгоритм построения математической модели, описывающий моно-
тонный спад избыточного давления на выходе датчика.

Заключение. В данной работе разработаны и описаны алгоритмы по-
строения математических моделей импульса подводной ударной волны, а так-
же алгоритмы методов нелинейного оценивания параметров этих моделей на
основе результатов натурных испытаний.
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Приведены результаты численно-аналитических исследований и сравни-
тельный анализ помехозащищенности и быстродействия различных алгорит-
мов нелинейного оценивания параметров математических моделей подводной
ударной волны.

На основе анализа данных натурного эксперимента построена матема-
тическая модель датчика давления в форме линейного дифференциального
оператора второго порядка с переменными коэффициентами, а также модель
в виде импульсной характеристики. Описана область применения этих моде-
лей.

Разработан и описан алгоритм численного метода построения математи-
ческой модели импульса подводной ударной волны, наблюдаемого на выходе
датчика давления, учитывающей инерционные свойства датчика давления.

Разработан и реализован численный метод оценки энергии импульса удар-
ной волны на основе результатов эксперимента в форме осциллограммы из-
быточного давления, полученной при натурных испытаниях, как на беско-
нечном промежутке времени, так и при заданной длительности импульса.

Приведены результаты апробации разработанных численных методов ма-
тематического моделирования импульса подводной ударной волны при об-
работке результатов эксперимента при взрыве 500 грамм пластита, которые
вместе с результатами численно-аналитических исследований подтверждают
достоверность и эффективность представленных в работе алгоритмов вычис-
лений и методов нелинейного оценивания.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
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Abstract

The article deals with the construction of a mathematical model of the
underwater shock wave pulse based on the results of the experiment and
numerical and analytical scientific research. The results of the development
and comparative analysis of various numerical methods for nonlinear esti-
mation of the parameters of this model are presented. A numerical method
is proposed for estimating the pulse energy of a shock wave based on the
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the developed numerical methods for mathematical modeling of the under-
water shock wave pulse when processing the results of the experiment at
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and analytical studies and mathematical models constructed on the basis of
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Аннотация

Дается обзор различных способов получения критериев подобия, при-
водится их классификация, которая включает пять способов их вывода
из дифференциальных уравнений и семь способов — из анализа раз-
мерностей. Все способы сравниваются на одной задаче механики о вы-
нужденных колебаниях груза, приводящей к четырем числам подобия.
Такой подход помогает сравнить трудозатраты, необходимые для выво-
да чисел подобия различными способами. По каждому способу дается
перечень литературы, где он упоминается, и краткое описание задач,
которые там решаются. В конце приводится сводная таблица, показыва-
ющая, какие способы рассмотрены в упоминаемых работах. Из таблицы
видна сравнительная популярность способов.

Ключевые слова: теория подобия, методы подобия, критерии подобия,
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Введение

О преподавании. Теория подобия преподается во многих вузах. О же-
лательности преподавания теории подобия для студентов технических специ-
альностей говорится уже давно. Например, в 1979 году на Всесоюзном сове-
щании-семинаре заведующих кафедрами механики вузов страны Л. Г. Лой-
цянский в своем докладе [26] отмечал «важность введения в преподаваемые
курсы теоретической механики хотя бы элементарных сведений о подобии
и размерности». В 1998 году такую же мысль высказывал И. Ш. Коган [17]:
«Основы теории подобия следует излагать перед началом изучения техниче-
ских дисциплин, с тем чтобы применять полученные знания при изучении
каждой из них».
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О терминах. В литературе используются термины «методы подобия»
и «теория подобия». Какой более правильный? С общефизической точки
зрения теорией можно называть такой раздел физики, где изучаются те или
иные реальные физические процессы, происходящие с веществом или полем.
Поэтому с этих позиций правильнее говорить «методы подобия» в той или
иной физической теории, по аналогии с названиями других методов, напри-
мер, численные методы, вариационные методы, методы оптимизации. С мате-
матической точки зрения все методы решения физических задач имеют свою
теорию, и с этих позиций естественно говорить «теория подобия». В данной
работе будем употреблять оба термина.

Кроме того, в литературе используется термин «теория подобия и анализ
размерностей», т. е. теория подобия противопоставляется анализу размерно-
стей. Такое противопоставление может сформировать неправильное понима-
ние предмета. Для целостного восприятия методов подобия будем вместо тер-
мина «теория подобия» использовать термин «анализ уравнений». Таким об-
разом, теория подобия делится на два направления: анализ уравнений и ана-
лиз размерностей. Такая терминология не нова, она встречается, например,
в работах М. В. Кирпичева [14, с. 90], С. С. Кутателадзе [23, введение]. До-
бавим, что в [23] термины «теория» и «методы» подобия заменены единым
термином «анализ» подобия.

Еще одна неоднозначность возникает при употреблении терминов крите-
рий подобия и число подобия. Согласно сборнику рекомендуемых терминов
по теории подобия [32], эти термины равнозначны, и на английском языке
они обозначаются единым выражением similarity criterion. Для того чтобы
отличать входные параметры задачи от выходных, в [32] вводятся понятия
определяющего и определяемого критериев подобия. Под определяющим (ан-
гл. independent similarity criterion) понимается критерий подобия, содержа-
щий независимую переменную, под определяемым (англ. dependent similarity
criterion) — критерий подобия, содержащий зависимую переменную (искомую
величину). Для того чтобы выделить эти различия, например, Л. А. Шапо-
валов [44] вводит подчеркивание в критериальном уравнении:

π1 = f(π2, π3, . . .).

Здесь подчеркнуты определяющие критерии, слева ҫ определяемый критерий
подобия. В противоположность сборнику [32] Л. Г. Лойцянский [24ҫ26] для
разграничения понятий называет критериями только определяющие крите-
рии подобия, а под числами подобия понимает все критерии — и определяю-
щие, и определяемые: «критериев подобия меньше, чем чисел подобия». В ка-
честве обоснования такой позиции Л. Г. Лойцянский приводит рассуждение о
том, что если равны критерии, то подобие двух сравниваемых явлений («мо-
дели» и «натуры») будет обеспечено независимо от остальных чисел подобия.

Об обозначениях. Традиционно безразмерные числа и критерии подо-
бия обозначаются прописной или строчной греческой буквой «пи». Такое обо-
значение возникло, вероятно, от первой буквы греческого слова παραμετρο
(параметр, аргумент)1.

О получении критериев подобия. В классическом представлении чис-
ла подобия, или инварианты, можно получить двумя путями: либо из диффе-

1По материалам сайта Wikipedia.
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ренциальных уравнений, описывающих процесс или явление, либо из анализа
размерностей параметров задачи.

1. Способы вывода критериев подобия
из дифференциальных уравнений

Рассмотрим следующие пять способов вывода чисел подобия из диффе-
ренциальных уравнений, которые для краткости обозначим через Д1ҫД5:

Д1. Способ нормализации уравнения, или приведения уравнения к безраз-
мерному виду;

Д2. Способ упрощенной нормализации уравнения;
Д3. Способ деления уравнения на одно из слагаемых;
Д4. Способ сравнения двух уравнений через индикаторы подобия;
Д5. Способ сравнения двух сил через индикаторы подобия.

Общие положения по выводу чисел подобия будем иллюстрировать при-
мерами для задачи о вынужденных колебаниях груза, которые описываются
уравнением

m
d2x

dt2
+ k

dx

dt
+ cx = P sinωt, (1)

где m— масса груза (материальной точки); k— коэффициент демпфирова-
ния; c— жесткость пружины; P , ω— амплитуда и круговая частота возмуща-
ющей силы. В этом уравнении четыре слагаемых, и каждое слагаемое есть
сила: первое — сила инерции Fm, второе — сила сопротивления Fk, третье —
сила упругости Fc, справа стоит внешняя возмущающая сила Fω, например,
от вращающегося дебаланса:

Fm = m
d2x

dt2
, Fk = k

dx

dt
, Fc = cx, Fω = P sinωt. (2)

Д1. Способ нормализации уравнения, или приведения уравнения
к безразмерному виду. Выберем характерные значения для аргумента t,
функции x и параметров

t*, x*, m*, k*, c*, P*, ω*. (3)

На первом этапе рассуждений эти величины остаются произвольными. Опре-
делим соответствующие безразмерные величины:

t =
t

t*
, x =

x

x*
, m =

m

m*
, k =

k

k*
, c =

c

c*
, P =

P

P*
, ω =

ω

ω*
.

Тогда размерные величины и размерные производные примут следующий
вид:

t = tt*, x = xx*, m = mm*, k = kk*, c = cc*, P = PP*, ω = ωω*;

dx

dt
=

(︁x*
t*

)︁dx

dt
,

d2x

dt2
=

d

dt

(︁dx

dt

)︁

=
(︁x*
t2*

)︁d2x

dt
2 .
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Подставим их в уравнение (1):

(︁

m*
x*
t2*

)︁

m
d2x

dt
2 +

(︁

k*
x*
t*

)︁

k
dx

dt
+ (c*x*)cx = P*P sin(ω*t*ωt).

Поделим все слагаемые на первую скобку:

m
d2x

dt
2 +

(︁k*t*
m*

)︁

k
dx

dt
+
(︁c*t2*
m*

)︁

cx =
(︁ P*t2*
m*x*

)︁

P sin
(︀

(ω*t*)ωt
)︀

.

Далее проведем следующие логические рассуждения:

1) здесь первое слагаемое есть величина безразмерная, следовательно, все
остальные слагаемые тоже должны быть безразмерными по правилу
одинаковых размерностей Фурье;

2) в каждом слагаемом скобка умножается на безразмерную величину,
следовательно, каждая скобка тоже должна быть величиной безраз-
мерной.

Обозначим выражения в скобках через безразмерные параметры π и по-
лучим безразмерное уравнение

m
d2x

dt
2 + π1k

dx

dt
+ π2cx = π3P sin (π4ωt). (4)

Здесь первые три безразмерных параметра π имеют физический смысл от-
ношения соответствующих сил, а четвертый — угла поворота дебаланса:

π1 =
Fk
Fm

=
k*t*
m*

, π2 =
Fc
Fm

=
c*t2*
m*

, π3 =
Fω
Fm

=
P*t2*
m*x*

, π4 = ω*t*. (5)

На втором этапе рассуждений характерным размерным величинам (3)
следует задать конкретные значения. Если эти значения будут близки к мак-
симально возможным для этой задачи, то безразмерное уравнение (4) норма-
лизуется, т. е. каждое слагаемое уравнения будет по модулю меньше единицы
или равно ей. Зададим следующие значения:

t* = tp, x* = xs = P/c, m* = m,

k* = k, c* = c, P* = P, ω* = ω0 =
√︀

c/m.
(6)

Здесь tp — время периода колебаний; xs — статическое отклонение груза под
действием постоянной силы P ; m, k, c, P — соответствующие параметры за-
дачи; ω0 — частота собственных колебаний без демпфирования. Тогда безраз-
мерное отклонение x и безразмерное время t будут измеряться в долях от
статического отклонения xs и от периода колебаний tp соответственно:

x =
x

x*
=

x

xs
, t =

t

t*
=

t

tp
,

а безразмерные масса, коэффициент демпфирования, жесткость пружины
и внешняя сила будут равны единице:

m =
m

m*
=
m

m
= 1, k =

k

k*
=
k

k
= 1, c =

c

c*
=
c

c
= 1, P =

P

P*
=
P

P
= 1.
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В результате уравнение (4) и коэффициенты π (5) примут вид

d2x

dt
2 + π1

dx

dt
+ π2x = π3 sin (π4ωt); (7)

π1 =
ktp
m
, π2 =

ct2p
m
, π3 =

Pt2p
mxs

, π4 = ω0tp.

В теории подобия безразмерные коэффициенты π получили название чи-
сел (критериев) подобия. Число π4 называется числом гомохронности, число
π3 называется числом подобия Ньютона (отношение внешней силы к силе
инерции). В дальнейшем у времени tp, смещения xs и частоты ω0 индексы
для краткости не будем писать, но подразумеваем, что это конкретные ха-
рактерные значения (6).

Уравнение в безразмерном виде имеет три преимущества по сравнению
с размерным уравнением:

1) из условия безразмерности чисел подобия π можно без решения диф-
ференциального уравнения (7) провести сравнительный анализ пара-
метров задачи, т. е. определить, во сколько раз изменится какой-либо
параметр, если изменятся другие параметры;

2) приведение уравнения к безразмерному виду позволяет в общем случае
сократить количество параметров, от которых зависит искомая функ-
ция, а это облегчает как проведение экспериментов, так и дальнейший
анализ задачи;

3) безразмерная форма уравнений позволяет проводить аналоговое мо-
делирование процесса в другой физической среде, например, изучать
колебания сложной механической системы на электрической схеме. Та-
кие исследования проводились на аналоговых ЭВМ до появления циф-
ровых компьютеров с развитыми численными методами.

В результате получили, что натура и модель описываются одинаковыми
безразмерными уравнениями (7), отличия только в характерных параметрах
(6) и безразмерных комплексах π1, π2, π3, π4. Для подобия натуры и модели
требуется, чтобы их π-коэффициенты совпадали:

π1 =
kt

m
= idem, π2 =

ct2

m
= idem, π3 =

Pt2

mx
= idem, π4 = ωt = idem, (8)

где idem в буквальном переводе с латинского означает «одно и то же».
Способ Д1 описан под разными названиями у многих авторов и приме-

нялся для различных задач.
К. С. Басниев и другие [6] рассматривают задачу о приведении уравнений

к безразмерному виду на примере системы уравнений движения однородной
вязкой несжимаемой жидкости. Из уравнения движения и граничных усло-
вий получают числа подобия Фруда, Рейнольдса, Эйлера, Струхаля. Для вы-
яснения физического смысла чисел подобия авторы рассматривают в жид-
кости параллелепипед, на который действуют сила тяжести, сила локальной
инерции, сила конвективной инерции и сила трения. Далее показывают, что
числа подобия есть отношения этих сил.

167



Кра ма р е н к о Н. В.

Г. Биркгоф [7] со ссылкой на Руарка [54] называет этот способ инспек-
ционным анализом и отмечает, что он основан на старой идее, которая бы-
ла предложена Эренфест—Афанасьевой [51,52]. Инспекционный анализ — это
нормализация дифференциальных уравнений и оценка малости отдельных
слагаемых. Г. Биркгоф показывает применение этого способа на уравнениях
Навье—Стокса для несжимаемой вязкой жидкости и получает числа Рей-
нольдса, Фруда, кавитации. На основе сравнения их величин делает следую-
щие выводы о необходимых условиях приближенного моделирования:

ҫ если влияние силы тяжести, сжимаемости и кавитации незначительно,
то модель должна иметь то же самое число Рейнольдса;

ҫ если не имеют значения сжимаемость, кавитация и вязкость, то моде-
лировать надо по числу Фруда;

ҫ если можно пренебречь сжимаемостью и вязкостью, но надо учитывать
гравитационные и кавитационные эффекты, то следует сохранять неиз-
менными число Фруда и число кавитации.

В. А. Винников и Г. Г. Каркашадзе [10] числа подобия Фруда, Рейнольдса,
Эйлера, а также число Струхаля для вязких несжимаемых жидкостей полу-
чают из уравнения Навье—Стокса в векторной форме, которое приводят к
безразмерному виду. Такую запись называют уравнением движения Навье—
Стокса в критериальной форме.

А. А. Гухман [11] безразмерные уравнения называет уравнениями в отно-
сительной форме и получает числа подобия в трех задачах:

1) в задаче о температурном поле в твердом теле из уравнения теплопро-
водности выводит число Фурье, из уравнения для граничных условий
выводит число Био;

2) в задаче о движении сплошной среды из уравнений сплошности и дви-
жения выводит числа Рейнольдса, Фруда, Эйлера;

3) в задаче о переносе тепла в движущейся среде выводит числа Пекле,
Прандтля, Нуссельта, Маха.

В работах [20,21] способом Д1 решаются две прикладные задачи. В рабо-
те [20] рассматривается задача о моделировании с помощью теории подобия
свободных движений твердого тела в гравитационном поле, в работе [21] ре-
шается задача о моделировании жесткости балки.

А. А. Кудинов [22] на примере одномерного движения несжимаемой жид-
кости показывает приведение к безразмерному виду дифференциального урав-
нения Навье—Стокса и уравнения неразрывности с граничными условиями.
Отмечает, что если исходная система уравнений содержала 11 переменных,
то система уравнений в безразмерном виде содержит всего 8 обобщенных
переменных. Сокращение числа переменных упрощает исследование.

С. С. Кутателадзе [23] рассматривает сложные задачи гидромеханики
с учетом влияния температуры и массопереноса и при этом использует прием
сведения дифференциальных уравнений к безразмерному виду.

Л. Г. Лойцянский [24, 25] при рассмотрении различных задач гидромеха-
ники также использует этот прием.

В. С. Швыдкий и другие [28] получают условия, при которых достигает-
ся динамическое подобие двух течений, путем записи уравнений движения
жидкости в безразмерной форме и приравнивания числовых коэффициентов
в обеих системах.
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Б. Т. Породнов [34] рассматривает изотермическое уравнение движения
для невязких одноатомных газов и уравнение непрерывности. После приве-
дения этих уравнений к безразмерному виду получает числа динамического
подобия потоков Струхаля, Майевского, Рейнольдса, Фруда.

О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35] кратко описывают этот способ, но
примеров не приводят.

Дж. Серрин [39] кратко обсуждает вопросы динамического подобия. За-
мечает, что понятие динамического подобия принадлежит Стоксу (G. Stokes).
В его работе [55] 1850 года о движении маятника в тормозящей жидкой сре-
де не только впервые было сформулировано понятие динамического подобия,
но и впервые фигурировала комбинация параметров течения, носящая сейчас
название числа Рейнольдса.

С. С. Силин [40] использует способ безразмерных уравнений для задач
резания материалов. Приводит формулу для безразмерной величины — чис-
ла пластичности B, характеризующего степень пластических деформаций ме-
талла снимаемого припуска и поверхностного слоя обрабатываемой детали.
В эту формулу входят три безразмерных комплекса (числа подобия):

ҫ число Пекле Pe, характеризующее степень влияния режимных условий
процесса по сравнению с влиянием теплофизических свойств обрабаты-
ваемого материала;

ҫ число F, отражающее влияние геометрии инструмента и отношения теп-
лопроводностей инструментального и обрабатываемого материалов;

ҫ число D, характеризующее геометрию сечения среза.

Этот способ также описывает В. А. Соколов [41].
Л. А. Шаповалов [44] со ссылкой на работу С. Дж. Клайна [16] отмечает,

что под нормализацией физических уравнений и соответствующих им на-
чальных и краевых условий подразумевается процедура, состоящая из двух
операций:

1) уравнения приводятся к безразмерному виду;
2) все безразмерные параметры ограничиваются единицей.

Для успешной нормализации исходных размерных уравнений необходимо
в качестве характерных размерных параметров выбрать их максимальные
значения. Тогда соответствующие им безразмерные величины будут прини-
мать значения в диапазоне от нуля до единицы. Нормализация помогает от-
бросить малые члены уравнений и затем проводить приближенное модели-
рование без соблюдения некоторых исходных критериев подобия.

Дальнейшим развитием способа нормализации уравнений является пе-
реход к естественным координатам, т. е. такое преобразование безразмер-
ных аргументов, функций и параметров, чтобы в безразмерном уравнении не
осталось параметров, и тогда безразмерная функция будет зависеть только
от безразмерных аргументов без параметров. Такой способ преобразования
переменных в [44] рассматривается на примере моделирования собственных
поперечных колебаний балки постоянного поперечного сечения.

Л. А. Эпштейн [46] использует способ приведения уравнений к безразмер-
ному виду в различных задачах гидромеханики.

Д2. Способ упрощенной нормализации уравнения. Суть способа
состоит в том, что уравнение приводится к безразмерному виду путем умно-
жения на алгебраический комплекс с обратной размерностью и затем у каж-
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дого одночлена отбрасываются знаки дифференциалов. В нашей задаче о вы-
нужденных колебаниях груза в исходном уравнении (1) каждое слагаемое
имеет размерность силы. Умножив его на величину с обратной размерностью

m
d2x

dt2
+ k

dx

dt
+ cx = P sin (ωt)

⃒

⃒

⃒
× t2

mx
,

получим
t2

x

d2x

dt2
+
t2k

mx

dx

dt
+
t2c

m
=
Pt2

mx
sin (ωt).

Отбросив знаки дифференциалов, в результате получаем в скобках те же
числа подобия (8):

t2

x

x

t2
+
t2k

mx

x

t
+
t2c

m
=
Pt2

mx
sin (ωt);

1 +
(︁kt

m

)︁

+
(︁ct2

m

)︁

=
(︁Pt2

mx

)︁

sin (ωt).

М. В. Кирпичев [14] этот способ называет методом относительных еди-
ниц. Для определения подобия он использует два термина: константы по-
добия (индикаторы) и инварианты (критерии) в зависимости от того, ка-
кое определение оказывается более удобным в смысле простоты изложения.
Применяя способ упрощенной нормализации, из уравнения динамики точки
М. В. Кирпичев выводит число Ньютона, из уравнения Навье—Стокса нахо-
дит числа Фруда, Эйлера, Рейнольдса, а из них — числа Лагранжа, Галилея,
Кирхгофа.

Р. Х. Санников [36] отмечает, что при получении чисел подобия по извест-
ным уравнениям исследуемых процессов возможны два случая.

Случай 1. Все члены уравнения — однородные функции параметров и их
производных. При этом все члены уравнения имеют общий множитель, ко-
торый может быть вынесен за скобки. В этом случае все члены уравнения
делятся на какой-либо из них, и посредством элементарных преобразований
получают числа подобия. В нашей задаче о колебаниях груза такой случай
возникает в случае собственных колебаний, когда в правой части стоит ноль.

Случай 2. Часть членов уравнения — неоднородные функции парамет-
ров, не допускающие выноса за знак функции общего множителя. В этом
случае числа подобия могут быть получены методом «интегральных анало-
гов». При этом используется то свойство подобных процессов, должны быть
равны аргументы неоднородных функций. Далее в [36] описывается порядок
действий из 8 пунктов. Такой алгоритм соответствует нашему способу Д2 —
упрощенной нормализации уравнения.

Д3. Способ деления уравнения на одно из слагаемых. Суть способа
состоит в том, что исходное дифференциальное уравнение записывается через
размерности, а затем оно делится на одно из слагаемых. Рассмотрим нашу
задачу о вынужденных колебаниях груза. Представим уравнение движения
(1) через размерности, входящие в него:

[︁

m
d2x

dt2

]︁

+
[︁

k
dx

dt

]︁

+ [cx] = [P sin (ωt)],
[︁

m
x

t2

]︁

+
[︁

k
x

t

]︁

+ [cx] = [P sin (ωt)].
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Разделим все члены уравнения на первое слагаемое:

1 +
[︁kt

m

]︁

+
[︁ct2

m

]︁

=
[︁Pt2

mx

]︁

[sin (ωt)].

В скобках последнего равенства находим те же числа подобия (8).
П. М. Алабужев и др. [1] показывают применение этого способа на при-

мере вынужденных колебаний груза.
В. А. Веников [9] называет этот способ методом интегральных аналогов

и показывает его применение на том же примере вынужденных колебаний
груза.

М. В. Кирпичев [14] также описывает этот способ, но примеров не приво-
дит.

Д4. Способ сравнения двух уравнений через индикаторы подо-
бия. В нашей задаче о вынужденных колебаниях груза натурный объект
оставим без номера, а модельный обозначим номером 1. Запишем для них
уравнения процесса — для натуры это будет уравнение (1), для модели — по-
хожее уравнение:

m1
d2x1
dt21

+ k1
dx1
dt1

+ c1x1 = P1 sin (ω1t1). (9)

Введем коэффициенты подобия:

tc =
t1
t
, xc =

x1
x
, mc =

m1

m
, kc =

k1
k
, cc =

c1
c
, Pc =

P1

P
, ωc =

ω1

ω
.

Определим параметры модели и ее производные через параметры натуры:

t1 = tct, x1 = xcx, m1 = mcm,

k1 = kck, c1 = ccc, P1 = PcP, ω1 = ωcω; (10)

dx1
dt1

=
xc
tc

dx

dt
,

d2x1
dt21

=
xc
t2c

d2x

dt2
.

Подставим эти значения в уравнение модели (9) и сгруппируем коэффи-
циенты подобия:

(︁mcxc
t2c

)︁

m
d2x

dt2
+

(︁kcxc
tc

)︁

k
dx

dt
+ (ccxc)cx = (Pc)P sin

(︀

(ωctc)ωt
)︀

. (11)

Для того чтобы модель была подобна натуре, необходимо, чтобы уравне-
ние модели (11) совпадало с уравнением натуры (1). Это означает, что четыре
комплексных коэффициента должны равняться между собой, а коэффициент
под синусом должен равняться единице:

mcxc
t2c

=
kcxc
tc

= ccxc = Pc, ωctc = 1.
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Первые три равенства поделим на один из членов, например, на первый:

1 =
kctc
mc

=
cct

2
c

mc
=

Pct
2
c

mcxc
.

В результате получим четыре уравнения для индикаторов подобия:

λ1 =
kctc
mc

= 1, λ2 =
cct

2
c

mc
= 1, λ3 =

Pct
2
c

mcxc
= 1, λ4 = ωctc = 1. (12)

Таким образом, если уравнение модели (11) совпадает с уравнением на-
туры (1), то все индикаторы подобия (12) равны единице, и модель будет
подобна натуре. Подставим значения коэффициентов подобия в индикаторы
подобия:

λ1 =
kctc
mc

= 1,
k1
k

t1
t

m

m1
= 1,

k1t1
m1

=
kt

m
;

λ2 =
cct

2
c

mc
= 1,

c1
c

t21
t2
m

m1
= 1,

c1t
2
1

m1
=
ct2

m
;

λ3 =
Pct

2
c

mcxc
= 1,

P1

P

t21
t2
m

m1

x

x1
= 1,

P1t
2
1

m1x1
=
Pt2

mx
;

λ4 = ωctc = 1,
ω1

ω

t1
t
= 1, ω1t1 = ωt.

(13)

Отсюда следуют те же числа подобия (8).
Таким образом, видим, что числа подобия π получаются из индикаторов

подобия λ формальной заменой коэффициентов подобия на соответствующие
параметры, т.е. путем отбрасывания индексов c.

В. Л. Кирпичев [13] для иллюстрации способа сравнения двух уравнений
рассматривает подобие механических движений двух точек и через коэффи-
циенты подобия находит число подобия Ньютона.

М. В. Кирпичев [14] способ Д4 называет методом констант подобия и ил-
люстрирует его на двух примерах. В первом примере рассматривает самый
простой случай безвихревого течения вязкой жидкости между двумя беско-
нечными параллельными стенками. Уравнение Навье—Стокса и уравнение
сплошности в этом случае принимают очень простой вид. Во втором при-
мере рассматривает общий случай ламинарного течения жидкости в канале,
имеющем переменные сечения и направления. Уравнениями связи для этого
случая будут уравнение сплошности и уравнение движения потока Навье—
Стокса. Здесь получается число гомохронности, числа Фруда, Эйлера, Рей-
нольдса, Лагранжа, числа Галилея, Кирхгофа. Через индикаторы подобия из
уравнения динамики точки также получено число Ньютона.

С. Д. Корнеев [18] способом Д4 из уравнения динамики точки выводит
динамический закон подобия Ньютона.

А. А. Кудинов [22] при выводе чисел подобия использует способ двух урав-
нений — для натуры и модели, получает индикатор, а затем число подобия
Ньютона.

В. С. Швыдкий и др. [28] рассматривают уравнения для двух подобных
потоков, из которых устанавливают коэффициенты подобия, а затем инди-
каторы и числа подобия Ньютона, Фруда, Рейнольдса, Эйлера.
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О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35], а также Р. Х. Санников [36] кратко
описывают этот способ, но примеров не приводят.

О. С. Сергель [38] получает безразмерные числа подобия из уравнений
Навье—Стокса одномерного течения для натуры и модели. Уравнение дви-
жения, описывающее модельное течение, записывает в параметрах натурного
и, сравнивая их, получает индикаторы подобия, а из них — число Струхаля
или временной однородности (гомохронности), число Фруда, число Эйлера,
число Рейнольдса.

Л. А. Шаповалов [44] называет способ сравнения двух уравнений через
индикаторы подобия методом масштабных преобразований. Применяя этот
способ к задаче изгиба консольной балки сосредоточенной силой и моментом,
показывает, что условия механического подобия не зависят от операторов
дифференцирования в физических уравнениях. Для этого он сначала рас-
сматривает выражения для нормального и касательного напряжений, осевой
деформации и поперечного перемещения в алгебраической форме, а затем
дифференциальные уравнения изгиба. Сравнивая результаты, показывает,
что масштабные преобразования краевой задачи как для дифференциаль-
ных уравнений, так и для интеграла этих уравнений в алгебраической форме
дают одинаковый результат.

Д5. Способ сравнения двух сил через индикаторы подобия. Суть
способа состоит в том, что вместо всего уравнения рассматриваются отдель-
ные его слагаемые. Такой подход используется при рассмотрении задач, ко-
торые описываются несколькими уравнениями, и применение для них преды-
дущего способа Д4 приводит к громоздким выкладкам. Кроме того, этот спо-
соб выявляет физический смысл чисел подобия. При таком подходе базовым
критерием подобия выступает число Ньютона, в котором произвольная сила
сравнивается с силой инерции.

Рассмотрим нашу задачу о вынужденных колебаниях груза, которая опи-
сывается уравнением (1). В этом уравнении четыре слагаемых, и каждое сла-
гаемое есть сила (2). Сравним силы сопротивления и инерции. Для подобия
колебаний модели (с индексом 1) и натуры (без индекса) отношения этих сил
должны быть одинаковыми:

Fk1
Fk

=
Fm1

Fm
,

k1ẋ1
kẋ

=
m1ẍ1
mẍ

,
k1
k

ẋ1
ẋ

=
m1

m

ẍ1
ẍ
.

С учетом значений параметров модели (10) получаем первый индикатор по-
добия, а из него по (13) — число подобия π1:

kc
xc
tc

= mc
xc
t2c
,

kcxc
tc

t2c
mcxc

= 1, λ1 =
kctc
mc

= 1, π1 =
kt

m
.

Проводя аналогичные сравнения силы упругости и силы инерции, а также
внешней силы и силы инерции, найдем остальные числа подобия:

Fc1
Fc

=
Fm1

Fm
,

c1
c

x1
x

=
m1

m

ẍ1
ẍ
, λ2 =

cct
2
c

mc
= 1, π2 =

ct2

m
;

Fω1
Fω

=
Fm1

Fm
,

P1

P

sin(ω1t1)

sin(ωt)
=
m1

m

ẍ1
ẍ
, ω1t1 = ωt, π4 = ωt;
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λ3 =
Pct

2
c

mcxc
= 1, π3 =

Pt2

mx
.

Таким образом, видим, что этот способ приводит к тем же числам подобия (8).
К. С. Басниев и др. [6] для выяснения физического смысла чисел подобия

рассматривают в жидкости параллелепипед. На него действуют сила тяже-
сти, сила локальной инерции, сила конвективной инерции, сила трения. Далее
показывают, что числа подобия есть отношения соответствующих сил к силе
инерции.

Аналогично действуют П. М. Алабужев и др. [2].
В. А. Винников и Г. Г. Каркашадзе [10], а также В. П. Корпачев [19]

выводят основные числа подобия в жидкости из соотношения сил:

ҫ составляя отношение силы тяжести к силе инерции, получает число
подобия Фруда;

ҫ в случае, когда на жидкость действуют только силы вязкого трения
и влиянием сил тяжести можно пренебречь, из отношения сил инерции
к силам трения получается число подобия Рейнольдса;

ҫ из отношения параметра давления к удвоенной величине динамического
(скоростного) напора получается число подобия Эйлера.

А. А. Кудинов [22] при выводе чисел подобия использует способ двух урав-
нений — для натуры и модели, получает индикатор, а затем число подобия
Ньютона как отношение внешней силы к силе инерции. Затем рассматривает
действие отдельных сил:

ҫ если внешняя сила является силой тяжести, то из числа Ньютона полу-
чается число Фруда;

ҫ если внешняя сила является силой давления, то получается число Эй-
лера;

ҫ если внешняя сила является силой внутреннего трения, то получается
число Рейнольдса.

А. К. Мартынов [27], а также А. М. Мхитарян [30] выводят используемые
в аэродинамике числа подобия Эйлера, Рейнольдса, Фруда, Маха, Струхаля
как отношения соответствующих сил к силе инерции.

При использовании способа Д5 нужно быть осторожным и не забывать,
что этот способ является следствием более общего способа Д4, в против-
ном случае можно сделать неверное заключение. В частности, в учебнике
Б. М. Яворского и А. А. Пинского [47, с. 107] при рассмотрении задачи о дви-
жении тела в жидкости сначала через анализ размерностей выводятся выра-
жения для двух сил — для силы сопротивления R, возникающей вследствие
разности давлений на передней и задней кромках обтекаемого тела, и для си-
лы вязкого трения T . Затем составляется отношение R/T и получается выра-
жение, совпадающее с числом Рейнольдса. Отсюда авторы делают вывод, что
число Рейнольдса есть отношение сопротивления давления R к сопротивле-
нию трения T . Такое толкование физического смысла числа Рейнольдса про-
тиворечит общепринятому, которое следует из безразмерного уравнения —
это отношение сил инерции к силам сопротивления трения за счет вязкости.
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2. Способы вывода критериев подобия
из анализа размерностей

Решения задач методом анализа размерностей основано на второй, или
Пи-теореме. Такое название, происходящее от традиционного обозначения
безразмерных комбинаций с помощью прописной или строчной греческой
буквы «пи», используется в русскоязычной литературе. В англоязычной ли-
тературе теорему обычно связывают с именем Букингема (E. Buckingham),
а во франкоязычной — с именем Ваши (A. Vaschy)2.

Здесь рассмотрим следующие семь способов вывода чисел подобия из ана-
лиза размерностей, которые для краткости обозначим через P1ҫP7:

P1. Способ комбинации переменных, или способ непосредственных рассуж-
дений, или способ Бертрана;

P2. Ранние способы Аппелля, Федермана, Толмэна, Ипсена;
P3. Способ преобразования формул размерностей в степенные комплексы;
P4. Способ частичных комплексов, или способ предварительной группиров-

ки, или способ нулевых размерностей, или способ Букингема;
P5. Способ полного двустороннего комплекса, или способ Рэлея;
P6. Способ полного одностороннего комплекса, или способ глобального кри-

терия;
P7. Способ качественного физико-математического анализа, или способ Мо-

розова.

Отметим, что приведенная терминология в названиях способов не усто-
ялась и в разных источниках названия методов могут отличаться. Общие
положения по выводу чисел подобия будем иллюстрировать примерами для
задачи о вынужденных колебаниях груза, которые описываются уравнением
(1). В безразмерном виде задача сводится к уравнению (7) и четырем крите-
риям подобия (8). Покажем, что те же числа подобия можно вывести через
анализ размерностей, не обращаясь к уравнению колебаний.

Р1. Способ комбинации переменных, или способ непосредствен-
ных рассуждений, или способ Бертрана. В уравнение колебаний (1)
входит семь (n = 7) размерных параметров

m, x, t, P, ω, c, k, (14)

размерности которых в классе LMT известны:

[m] =M, [x] = L, [t] = T, [P ] =MLT−2,

[ω] = T−1, [c] =MT−2, [k] =MT−1.
(15)

Здесь три (k = 3) независимые размерности —L, M , T . В соответствии с Пи-
теоремой задачу можно описать с помощью трех размерных и четырех (p =
= n− k = 7− 3 = 4) безразмерных параметров.

Величины m, x, t имеют простейшие размерности — килограмм, метр и се-
кунда, которые невозможно свести к безразмерному виду. Остались величины

k, c, P, ω.

2По материалам сайта Wikipedia.
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Рассмотрим коэффициент демпфирования k. Поскольку его размерность
есть M/T , то для создания безразмерного комплекса его нужно умножить на
время и поделить на массу:

[k] =
M

T
, π1 = k

t

m
, [π1] =

M

T

T

M
= 1.

Рассмотрим коэффициент упругости пружины c. Поскольку его размер-
ность есть M/T 2, для создания безразмерного комплекса его нужно умно-
жить на время в квадрате и поделить на массу:

[c] =
M

T 2
, π2 = c

t2

m
, [π2] =

M

T 2

T 2

M
= 1.

Точно так же составляем безразмерные комбинации для амплитуды P
и круговой частоты ω возмущающей силы:

[P ] =
LM

T 2
, π3 = P

t2

mx
, [π3] =

LM

T 2

T 2

ML
= 1;

[ω] =
1

T
, π4 = ωt, [π4] =

1

T
T = 1.

В результате приходим к тем же критериям подобия (8).
Способ P1 описан под разными названиями у многих авторов и приме-

нялся для различных задач.
П. М. Алабужев и др. [1, 2] называют этот способ методом анализа раз-

мерностей.
П. В. Бриджмен [8] этим способом решает задачу о периоде колебаний ма-

ятника (с. 12), задачу Рэлея 1915 года о колебаниях капли жидкости в неве-
сомости под влиянием сил поверхностного натяжения (с. 14), задачу о жест-
кости прогибающейся балки (с. 78).

Г. И. Баренблатт [4, 5] рассматривает свою работу как продолжение кни-
ги П. Бриджмена [8] и способ P1 применяет в задачах для периода колеба-
ний математического маятника, для поступательного движения шара в газе
с большой скоростью, для доказательства теоремы Пифагора (с. 55). Этим
способом Г. И. Баренблатт выводит критерии Рейнольдса (с. 62) и Фруда
(с. 64), из задачи о конвективном теплообмене в горизонтальном слое жид-
кости (с. 71) выводит критерии Грасгофа, Рэлея и Прандтля.

В. А. Веников [9] называет этот способ методом непосредственных рас-
суждений (с. 92) и, применяя его к задаче о теплоотдаче от круглой трубы
к поперечно омывающему ее потоку жидкости, получает критерии Нуссельта
и Рейнольдса.

М. В. Кирпичев [14] способ P1 называет способом Бертрана (с. 75) и отме-
чает, что суть его состоит в попытках комбинировать между собою размерные
величины так, чтобы получились безразмерные произведения. Как отмечает
М. В. Кирпичев, «руководящей нитью в таком рассуждении являются чутье
и догадка».

С. С. Кутателадзе [23] при рассмотрении сложных задач гидромеханики
с учетом влияния температуры и массопереноса формирует безразмерные
комплексы путем подбора размерных величин.
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Л. Г. Лойцянский [24ҫ26] применяет способ рассуждений при рассмот-
рении различных задач гидромеханики. Разделяя полученные безразмерные
комплексы на критерии подобия и числа подобия (функции от критериев),
Л. Г. Лойцянский показывает, что можно в некоторых задачах предсказать
вид решения и перейти от уравнений в частных производных к обыкновен-
ным дифференциальным уравнениям, что позволяет найти решение задачи
в замкнутом виде.

Л. И. Седов [37] применяет этот способ к решению следующих задач:
ҫ о периоде колебаний математического маятника (с. 36);
ҫ об истечении весомой жидкости (с. 39);
ҫ о движении жидкости в трубах (с. 40);
ҫ о движении тела в жидкости (с. 46);
ҫ о теплоотдаче тела в потоке жидкости с упоминанием решения Рэлея

и парадокса Рябушинского (с. 53);
ҫ о равновесии упругих конструкций с моделированием на центрифуге

и выводом соотношений между внешней нагрузкой и собственным весом
(с. 60);

ҫ об установившемся (с. 67) и неустановившемся (с. 71) движении твер-
дого тела в сжимаемой жидкости;

ҫ о движении корабля с обоснованием удешевления перевозок для боль-
ших судов и самолетов (с. 76);

ҫ о глиссировании по поверхности воды (с. 84);
ҫ об ударе о воду, о рикошете, о посадке гидросамолета (с. 91);
ҫ о вертикальном ударе о воду (с. 96);
ҫ о погружении клина в воду (с. 99).
В. А. Соколов [41] показывает применение этого способа на примерах для

задач, возникающих в нефтегазодобыче.

Р2. Ранние способы Аппелля, Федермана, Толмэна, Ипсена.
К этой группе способов вывода критериев подобия из анализа размерностей
отнесем такие способы, которые упоминаются в литературе, но широкого при-
менения не получили. В силу громоздкости и сложности действий по этим
способам, а также их непопулярности, мы их применять к задаче о колеба-
ниях груза не будем.

М. В. Кирпичев [14] описывает три ранних способа: Аппелля [48,49] 1893 г.,
Федермана [42] 1911 г., Толмэна [56ҫ58] 1914 г. Применение способа Аппелля
показано на примере отыскания периода колебаний математического маят-
ника. Способ Федермана описан на примере отыскания скорости истечения
жидкости через отверстие, сделанное в сосуде на известной глубине. Способ
Толмэна описан на примере вывода закона состояния для идеального газа.

Х. Шенк [45] описывает способ последовательного исключения размерно-
стей, или поэтапный способ Ипсена, и его модификацию — способ линейных
пропорциональностей Барра. При этом Х. Шенк отмечает, что этот способ
«не так прост, особенно при большом числе переменных и при наличии 4ҫ5
основных размерностей».

Ю. А. Дьячков и М. А. Черемшанов [12] показывают применение способов
Ипсена и Барра к задаче движения автомобильного амортизатора.
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Р3. Способ преобразования формул размерностей в степенные
комплексы. Рассмотрим нашу задачу о колебаниях груза. Для каждой ве-
личины заменим ее размерность (15) соответствующими параметрами и раз-
делим каждое равенство на его правую часть:

m

m
= 1,

x

x
= 1,

t

t
= 1,

k

mt−1
=
kt

m
= π1,

c

mt−2
=
ct2

m
= π2,

P

xmt−2
=
Pt2

mx
= π3,

ω

t−1
= ωt = π4.

Опять получаем те же критерии подобия (8).
Этот способ описывает А. А. Гухман [11]. Он показывает его примене-

ние в задаче о гидродинамическом сопротивлении при стационарном течении
несжимаемой жидкости по каналу-трубе (с. 280). В этой задаче получает кри-
терии Эйлера и Рейнольдса.

Р4. Способ частичных комплексов, или способ предварительной
группировки, или способ нулевых размерностей, или способ Букин-
гема. В задачу о вынужденных колебаниях груза входят 7 размерных вели-
чин (14), которые имеют размерности (15). По способу Букингема «из 7 раз-
мерных величин выделяются 3 первичных и ищут 4 критерия, содержащих
каждый по одной вторичной величине, подбирая для них комбинацию пер-
вичных, образующих безразмерный комплекс» [15].

Выберем в качестве первичных, или основных, параметры m, x, t, которые
образуют базовую тройку, т. к. содержат все три независимые размерности
задачи — килограмм, метр и секунду (M , L, T ). Будем добавлять по одно-
му размерному параметру к базовой тройке и формировать безразмерный
комплекс.

1. Параметры (m,x, t) + c. Формируем безразмерный комплекс в виде

π41 =
c

maxbtd
.

Эта же формула в размерностях:

M0L0T 0 = [π41] =
MT−2

MaLbT d
=M1−aL−bT−2−d.

Уравнивая показатели степеней в левой и правой частях уравнения, получаем
систему линейных алгебраических уравнений относительно показателей:

M : 1− a = 0, L : −b = 0, T : −2− d = 0.

Разрешаем эту систему уравнений:

a = 1, b = 0, d = −2

и получаем уже знакомый критерий подобия π2:

π41 =
c

m1x0t−2
=
ct2

m
= π2.
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2. Параметры (m,x, t) + P . Формируем безразмерный комплекс в виде

π42 =
P

maxbtd
.

Записываем эту формулу в размерностях, уравниваем показатели степеней
слева и справа, находим показатели степеней:

a = 1, b = 1, d = −2.

Подставляя найденные значения в исходное выражение, получаем уже зна-
комый критерий подобия π3:

π42 =
P

m1x1t−2
=
Pt2

mx
= π3.

3. Параметры (m,x, t) + ω. Формируем безразмерный комплекс в виде

π43 =
ω

maxbtd
.

Действуя точно так же, как и в предыдущих случаях, находим

a = 0, b = 0, d = −1;

π43 =
ω

m0x0t−1
= ωt = π4.

4. Параметры (m,x, t) + k . Формируем безразмерный комплекс в виде

π44 =
k

maxbtd
.

Аналогичные действия дают следующий результат:

a = 1, b = 0, d = −1;

π44 =
k

m1x0t−1
=
kt

m
= π1.

В результате получили те же четыре критерия (8).
Этот способ основан на выводе теоремы Федермана—Букингема (Пи-тео-

ремы, 1914 г.) и предложен Букингемом [50].
П. М. Алабужев и др. [1] называют этот способ методом нулевых размер-

ностей и показывают его применение на примере вынужденных колебаний
груза. В [2] приводится применение этого способа для многочисленных задач
из различных отраслей техники.

Г. И. Баренблатт [4,5] представляет способ P4 как следствие доказатель-
ства Пи-теоремы (с. 15, 44). Этим способом решает задачу о распределении
скорости в пристеночной области сдвигового турбулентного потока (с. 115),
задачу для расплывания грунтовых вод (с. 126).
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П. В. Бриджмен [8] решает этим способом задачу о периоде колебаний
ящика с жидкостью (с. 69), задачу Стокса о скорости падающей сферы в жид-
кости (с. 75), задачу о давлении идеального газа (с. 80).

В. А. Веников [9] отмечает, что этот способ вытекает из Пи-теоремы Бу-
кингема, показывает его применение на примере вынужденных колебаний
груза (с. 73), а также на задаче о падении давления при движении вязкой
жидкости в трубе, из которой получает критерии Рейнольдса и Эйлера (с. 90).

Ю. А. Дьячков и М. А. Черемшанов [12] называют этот способ способом
Букингема и показывают его применение на примере движения автомобиль-
ного амортизатора.

М. В. Кирпичев [14] также называет этот способ способом Букингема,
т. к. он вытекает из Пи-теоремы Букингема, и показывает его применение на
примере теплопередачи между стенкой трубки и потоком жидкости.

С. Д. Корнеев [18] и С. И. Пинчук [33] упоминают этот способ, но примеров
не приводят.

О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35] способ P4 называют способом предва-
рительной группировки и показывают его применение на задаче о движении
капли жидкости в потоке вязкого газа при изотермических условиях, в кото-
рой получаются два независимых критерия — Вебера и Рейнольдса.

Р. Х. Санников [36] при описании способов получения критериев подо-
бия на основе Пи-теоремы выделяет классический способ (в нашем случае
способ P6) и видоизмененный классический способ (в нашем случае способ
P4). Применение этих способов показывает на примере для вынужденных
колебаний груза.

Р5. Способ полного двустороннего комплекса, или способ Рэлея.
В задачу о вынужденных колебаниях груза входит 7 величин (14). Допустим,
необходимо найти коэффициент силы сопротивления k, который может зави-
сеть от всех остальных параметров задачи. Составим полный двусторонний
комплекс в виде

k = C0m
uxvtwcqP rωs, (16)

где C0 — безразмерный коэффициент. Перепишем уравнение (16) в размерно-
стях (15):

MT−1 =MuLvTw(MT−2)q(LMT−2)r(T−1)s,

MT−1 =Mu+q+rLv+rTw−2q−2r−s.

Поскольку размерности левой и правой частей этого уравнения должны быть
одинаковыми, получим следующую систему линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ):

M : 1 = u+ q + r, L : 0 = v + r, T : −1 = w − 2q − 2r − s. (17)

Из трех уравнений (17) можно определить только три неизвестных. Будем
искать u, v, w. Тогда показатели степеней q, r, s будут считаться независи-
мыми:

u = 1− q − r, v = −r, w = −1 + 2q + 2r + s.

Подставляя полученные значения в исходное уравнение (16), получим

k = C0m
1−q−rx−rt−1+2q+2r+scqP rωs.
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Группируем сомножители по степеням

k = C0(m
1t−1)(m−1ct2)q(m−1x−1t2P )r(tω)s,

и в окончательном виде получаем

(︁kt

m

)︁

= C0

(︁ct2

m

)︁q(︁Pt2

mx

)︁r
(︀

ωt
)︀s
.

Безразмерные комплексы в скобках дают те же четыре критерия подобия (8).
Классическая форма записи искомой функции по способу Рэлея имеет

вид (16). Однако некоторые авторы используют модифицированную запись,
в которой слева стоит не искомая величина, а константа

C0 = kmu1xv1tw1cq1P r1ωs1.

Отличие последней записи от (16) только в знаках показателей степеней. По-
этому делать различия в классической и модифицированной записях способа
Рэлея мы не будем.

Сам Рэлей разрабатывал свой способ вывода критериев подобия в 1900-х
годах и применял его к различным задачам, которые до сих пор упоминаются
как задачи Рэлея [53].

В. А. Архипов и А. П. Березиков [3] показывают применение этого способа
на задаче о теплообмене при стационарном турбулентном течении теплоно-
сителя (газа или жидкости) в трубе.

Г. Биркгоф [7] использует способ P5 при определении силы сопротивле-
ния жидкости в зависимости от ее плотности, а также скорости и диаметра
движущегося тела (с. 125).

П. В. Бриджмен [8] решает этим способом задачу о периоде вращения
двух масс (с. 16), две задачи Рэлея — о скорости переноса тепла в жидкости
(с. 19) и о скорости волны в жидкости (с. 66).

М. В. Кирпичев [14] определяет этот способ как метод Рэлея (с. 81) и по-
казывает его использование на примере теплоотдачи.

А. А. Кудинов [22] рассматривает анализ размерностей по способам P5
и P6. Способом P5, который называет методом Рэлея, получает критерии
подобия Фруда, Эйлера, Рейнольдса, Струхаля и делает вывод, что анализ
уравнений и анализ размерностей являются, по существу, разными методами
одной и той же системы исследования, основанной на использовании обоб-
щенных безразмерных переменных.

С. И. Пинчук [33] упоминает этот способ, но примеров не приводит.
Л. И. Седов [37] способом P5 решает задачу о малых волнах на поверхно-

сти жидкости (с. 101).
Г. Хантли [43] приводит решение этим способом 45 задач из области ме-

ханики твердых тел, гидромеханики, теплопередачи, электричества.
Х. Шенк [45] описывает способ P5 как рэлеевский метод решения на ос-

новании теоремы Букингема.
Л. А. Эпштейн [46] использует способ Рэлея в модифицированном виде

в различных задачах гидромеханики.
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Р6. Способ полного одностороннего комплекса, или способ гло-
бального критерия. Рассмотрим нашу задачу о вынужденных колебаниях
груза. Составим глобальный критерий подобия, включающий все параметры
задачи (14):

π = muxvtwcqP rωskh. (18)

Перепишем уравнение (18) в размерностях:

1 =MuLvTw(MT−2)q(LMT−2)r(T−1)s(MT−1)h,

1 =Mu+q+r+hLv+rTw−2q−2r−s−h.

Уравнивая размерности слева и справа, получим следующую СЛАУ:

u+ q + r + h = 0, v + r = 0, w − 2q − 2r − s− h = 0. (19)

Из трех уравнений можем определить три неизвестных, остальные 4 мо-
жем задать произвольно. Выберем в качестве базовых три параметра m, x,
t, размерности которых содержат все три независимые размерности задачи
M , L, T . Тогда соответствующие показатели степеней u, v, w находятся из
СЛАУ (19), а остальные четыре показателя q, r, s, h для параметров c, P ,
ω, k задаются произвольно. Перепишем СЛАУ (19) так, чтобы показатели
степеней u, v, w находились в левой части:

u = −q − r − h, v = −r, w = 2q + 2r + s+ h. (20)

В СЛАУ (20) справа стоят 4 независимых показателя q, r, s, h. Поочередно
будем задавать одному из них значение 1, а остальным — значение 0. Всего
наберется 4 комбинации.

Комбинация 1. Примем q = 1, r = s = h = 0. В соответствии с (18)
это равносильно тому, что к базовой тройке параметров m, x, t добавляется
четвертый параметр c. Если сравнить эту комбинацию со способом P4, то
она эквивалентна формированию безразмерного комплекса π41. Тогда из (20)
получим

u = −1, v = 0, w = 2.

Подставляем эти значения в (18) и находим, что такому набору показателей
соответствует знакомый критерий подобия π2:

π = m−1x0t2c1P 0ω0k0 =
ct2

m
= π2.

Комбинация 2. Примем q = 0, r = 1, s = h = 0. В соответствии с (18)
это равносильно тому, что к базовой тройке параметров m, x, t добавляет-
ся четвертый параметр P . Такая комбинация эквивалентна формированию
безразмерного комплекса π42 в способе P4. Решая СЛАУ (20), получим

u = −1, v = −1, w = 2.

Подставляя эти значения в (18), находим критерий подобия π3:

π = m−1x−1t2c0P 1ω0k0 =
Pt2

mx
= π3.
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Комбинация 3. Примем q = r = 0, s = 1, h = 0. Действуя, как и в
предыдущих случаях, находим

u = 0, v = 0, w = 1,

π = m0x0t1c0P 0ω1k0 = ωt = π4.

Комбинация 4. Примем q = r = s = 0, h = 1. Аналогичные действия
дают

u = −1, v = 0, w = 1,

π = m−1x0t1c0P 0ω0k1 =
kt

m
= π1.

В результате получили те же четыре критерия подобия (8). Сопоставляя
процедуры действия данного способа со способом P4, видим, что способ гло-
бального критерия является обобщением способа Букингема.

П. М. Алабужев и др. [1] показывают применение этого способа на при-
мере вынужденных колебаний груза.

А. А. Кудинов [22] получает этим способом критерии подобия Фруда, Эй-
лера, Рейнольдса, Струхаля.

С. И. Пинчук [33] упоминает этот способ, но примеров не приводит.
О. Я. Романов и В. В. Ходосов [35] называют этот способ способом гло-

бального критерия и показывают его применение в задаче по определению
силы сопротивления движению твердого тела в несжимаемой жидкости, в ко-
торой из 7 размерных параметров, имеющих 3 независимых размерности,
следуют 4 критерия подобия — коэффициент силы сопротивления, угол ата-
ки в радианах, число Рейнольдса и число Фруда.

Р. Х. Санников [36] называет этот способ классическим способом анализа
размерностей и показывает его применение на примере для вынужденных
колебаний груза.

Л. А. Шаповалов [44] применяет этот способ для составления проекта
проведения работ по моделированию прочности и жесткости элементов кон-
струкций в различных задачах.

Р7. Способ качественного физико-математического анализа, или
способ Морозова. Все ранее описанные способы опирались на Пи-теорему.
Обязательным условием их применения было наличие полного списка всех
размерных и безразмерных величин, участвующих в задаче. В отличие от них
способ Морозова не требует знания всех величин задачи. Подход Морозова
похож на способ Рэлея — также ищется одна неизвестная величина в виде
алгебраического степенного комплекса, составленного из остальных величин.
Но в отличие от способа Рэлея у Морозова в исходной формуле участвуют
не все параметры задачи. Так же, как и в способе подбора, здесь необходимо
правильно угадать исходную зависимость искомой функции от параметров
задачи.

Н. А. Морозов разрабатывал свой способ в 1890ҫ1906 годах, опубликовал
его в 1908 году [29], задолго до появления Пи-теоремы Федермана—Букин-
гема (1914 г.). Поэтому в его изложении отсутствует понятие безразмерно-
го критерия подобия. Морозов не различает размерную величину и ее раз-
мерность, и то и другое обозначает одной буквой. Из-за этого трудно по-
нять, о чем конкретно идет речь. По способу Морозова невозможно получить
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Номер Авторы Способы Д Способы Р

1 П. М. Алабужев и др. — — Д3 — — Р1 — — Р4 — Р6 —
2 П. М. Алабужев и др. — — — — Д5 Р1 — — Р4 — — —
3 В. А. Архипов, А. П. Березиков — — — — — — — — — Р5 — —

4, 5 Г. И. Баренблатт — — — — — Р1 — — Р4 — — —
6 К. С. Басниев Д1 — — — Д5 — — — — — — —
7 G. Birkhoff Д1 — — — — — — — — Р5 — —
8 P. W. Bridgman — — — — — Р1 — — Р4 Р5 — —
9 В. А. Веников — — Д3 — — Р1 — — Р4 — — —
10 В. А. Винников, Г. Г. Каркашадзе Д1 — — — Д5 — — — — — — —
11 А. А. Гухман Д1 — — — — — — Р3 — — — —
12 Ю. А. Дьячков, М. А. Черемшанов — — — — — — Р2 — Р4 Р5 — —
13 В. Л. Кирпичев — — — Д4 — — — — — — — —
14 М. В. Кирпичев — Д2 Д3 Д4 — Р1 Р2 — — Р5 — —
15 М. В. Кирпичев, П. К. Конаков — — — — — — — — — Р5 — —
16 S. J. Kline Д1 — — — — — — — — — — —
18 С. Д. Корнеев — — — Д4 — — — — Р4 — — —
19 В. П. Корпачев — — — — Д5 — — — — — — —

20, 21 Н. В. Крамаренко и др. Д1 — — — — — — — — — — —
22 А. А. Кудинов Д1 — — Д4 Д5 — — — — Р5 Р6 —
23 С. С. Кутателадзе Д1 — — — — Р1 — — — — — —

24, 25, 26 Л. Г. Лойцянский Д1 — — — — Р1 — — — — — —
27 А. К. Мартынов — — — — Д5 — — — — — — —
28 В. С. Швыдкий и др. Д1 — — Д4 — — — — — — — —
29 Н. А. Морозов — — — — — — — — — — — Р7
30 А. М. Мхитарян — — — — Д5 — — — — — — —
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Номер Авторы Способы Д Способы Р

33 С. И. Пинчук — — — — — — — — Р4 Р5 Р6 —
34 Б. Т. Породнов Д1 — — — — — — — — — — —
35 О. Я. Романов, В. В. Ходосов Д1 — — Д4 — — — — Р4 — Р6 —
36 Р. Х. Санников — Д2 — Д4 — — — — Р4 — Р6 —
37 Л. И. Седов — — — — — Р1 — — — Р5 — —
38 О. С. Сергель — — — Д4 — — — — — — — —
39 J. Serrin Д1 — — — — — — — — — — —
40 С. С. Силин Д1 — — — — — — — — — — —
41 В. А. Соколов Д1 — — — — Р1 — — — — — —
42 А. Федерман — — — — — — Р2 — — — — —
43 H. E. Huntley — — — — — — — — — Р5 — —
44 Л. А. Шаповалов Д1 — — Д4 — — — — — — Р6 —
45 H. Schenck — — — — — — Р2 — — Р5 — —
46 Л. А. Эпштейн Д1 — — — — — — — — Р5 — —

48, 49 P. Appell — — — — — — Р2 — — — — —
50 E. Buckingham — — — — — — — — Р4 — — —

51, 52 T. A. EhrenfestҫAfanassjewa Д1 — — — — — — — — — — —
53 L. Reyleigh — — — — — — — — — Р5 — —
54 A. E. Ruark Д1 — — — — — — — — — — —
55 G. Stokes Д1 — — — — — — — — — — —

56, 57, 58 R. С. Tolman — — — — — — Р2 — — — — —
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несколько критериев подобия, как это имеет место в нашей задаче о вынуж-
денных колебаниях груза.

В наше время такой подход не используется. С. С. Кутателадзе [23] на-
зывает его «несколько наивным». Здесь этот способ упоминается для под-
черкивания исторического приоритета российского ученого Н. А. Морозова
в разработке анализа размерностей. Для знакомства с этим способом можно
рекомендовать обратиться к первоисточнику [29], в котором автор показыва-
ет применение своего способа к задаче о собственных колебаниях струны.

Заключение

На основании рассмотрения одной задачи о колебаниях груза видим, что
одни и те же числа подобия можно получить как из анализа уравнений, так и
из анализа размерностей. Приведем сводную таблицу использования автора-
ми цитируемых работ перечисленных способов вывода критериев подобия. Из
этой таблицы видно, что наиболее употребительными являются следующие
способы:

Д1. Способ нормализации уравнения, или приведения уравнения к безраз-
мерному виду;

Д4. Способ сравнения двух уравнений через индикаторы подобия;
P4. Способ частичных комплексов, или способ предварительной группиров-

ки, или способ нулевых размерностей, или способ Букингема;
P5. Способ полного двустороннего комплекса, или способ Рэлея;
P6. Способ полного одностороннего комплекса, или способ глобального кри-

терия.

В дополнение к перечисленным общепризнанным способам хочется от-
метить изящный способ А. А. Гухмана P3, который в силу своей простоты
и скорости достижения результата можно назвать «экспресс-способом».

В заключение добавим, что получить доступ ко многим классическим ис-
точникам по теории подобия, а также прочитать ценные комментарии к ним
можно на веб-странице [31].

Конкурирующие интересы. Я заявляю об отсутствии явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.

Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
ставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи
мною одобрена
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Abstract

Similarity theory is the theoretical basis for modeling and drafting ex-
periments. In addition, it can be used to conduct a comparative analysis of
changes in the desired parameters of the problem without solving equations
and without conducting experiments. All arguments in similarity theory are
based on dimensionless power complexes, which are called similarity crite-
ria (numbers), or invariants. In the literature of different years of release,
various methods of obtaining similarity criteria are described, but the au-
thor was not able to find a unified classification of these methods and their
comparison.

The article provides a review of various methods for obtaining similar-
ity criteria, their classification, which includes five methods from differential
equations and seven methods from dimension analysis. All methods are com-
pared on a single problem of mechanics about forced vibrations of the load,
which leads to four similarity numbers. This approach helps you compare
the labor required to output similarity numbers in different ways. For each
method, a list of references is given where it is mentioned, and a brief de-
scription of the tasks that are solved there. At the end is a summary table
showing which methods are considered in the mentioned works. The table
shows the relative popularity of methods.
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Abstract

The problem of a pulsed high-energy electromagnetic field action on an
edge crack in a thin plate, reproducing the pioneering experiment of So-
viet scientists on the destruction of the crack tip by a strong electromag-
netic field, is considered. The numerical simulation is based on the proposed
electrothermomechanical model of a short-pulse high-energy electromagnetic
field (HEMF) action on a material with a crack. The model takes the phase
transformations (melting and evaporation) of the material occurring in the
vicinity of defects and the corresponding changes in the rheology of the
material in the areas of these transformations into account, as well as the
possibility of electric current flowing between the free surfaces of the crack
(breakdown due to electron emission). All physical and mechanical proper-
ties of the material are considered temperature-dependent. The model equa-
tions are coupled and solved together on a moving finite element grid using
the arbitrary Euler–Lagrangian method. The processes of localization of the
current density and temperature fields, phase transformations (melting and
evaporation) at the crack tip, autoelectronic and thermoelectronic emissions
between free crack surfaces, and the effect of these processes on crack heal-
ing are investigated. The simulation results are compared with the available
experimental data on the pulse field action on the edge crack in the plate.
The average metal heating rate, temperature gradients and time forming of
the crater obtained in the vicinity of the crack tip are in good quantitative
agreement with the experimental data. Away from the crack, as well as on
the crack sides away from the tip, the temperature rises slightly. The pro-
cess of modeling the electromagnetic field action, similar to the experiment,
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was accompanied by melting at the crack tip, as well as metal evaporation.
Thus, under the considered current action, a crater is formed at the crack
tip, which prevents the further spread of the crack, leading to its healing.
It was not possible to obtain similar results using the previously proposed
models.

Keywords: pulsed electromagnetic action, defect healing, crack arrest, high-
energy field.
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Introduction. An external electromagnetic field is applied to the conduc-
tive sample, which induces a current in the material with a current density of
108 to 1011 A/m2 during short time interval. A pulsed electromagnetic field is
called a high-energy electromagnetic field (HEMF) if electromagnetic action du-
ring 10−4 − 10−3 s leads to amount of the scattering specific electromagnetic en-
ergy in the material within the range 108 6 q 6 1010 J/m3.

The presence of defects in the conductive solid leads to the localization (con-
centration) of the electric field in their vicinity. This causes a locally inhomoge-
neous temperature distribution in the material, due to the increased dissipation of
electromagnetic energy in the area of defects, or rather in their sharp tips. The use
of this circumstance to explain the healing by short pulses of high-density current
of cracks propagating in siliceous iron under the influence of pulsed HEMF was
carried out for the first time in [1].

Experiments [1, 2] show that HEMF action leads to a sharp temperature in-
crease at the microcracks tips. As a result, melting, evaporation, microexplosion,
and crater formation occur at the macrocracks tips.

Thus, the resulting crater prevents the further crack propagation and leads to
crack healing.

In particular, these experiments showed that when short pulses of high-density
current induced by the HEMF were applied to the edge crack in a thin plate in
the vicinity of its tip, a sharp temperature increase was observed: the measured
heating rate was 107 ℃/s, the temperature gradients were 106–107 ℃/m, and the
temperature away from the crack did not exceed 10℃. Such rates and localities
of heat release led to melting and evaporation of the material at the tip of the
crack, accompanied by a microexplosion, which ejected the explosion products
from the crack tip in a direction perpendicular to the plate plane. At the same
time, a crater formed at the crack tip [1].

A number of researchers have attempted to model the electrical, thermal, and
mechanical processes that occur during the above-described pulsed action of the
HEMF on a crack in a plate.

These processes were considered both in quasistatics [3–9] and in dynam-
ics [11]. The plate material was assumed to be thermoelastic [7, 9], thermo-rigid-
plastic [10], thermoelastoplastic [11], and the deformations were small. The pro-
cess of thermal conductivity is described by Fourier’s law. In the works [3–5],
the magnetic effects arising under the HEMF pulse action were also taken into
account.
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The simulation showed that an inhomogeneous temperature field occurs near
the macrocrack and temperature localization reaches the melting point in the
vicinity of the macrocrack tip. Compressive stresses occurring in the vicinity of
the crack tip led not only to the crack arrest, but also to the convergence of its
sides (partial closure of the defect). However, these models allowed to describe
the process of heating and deformation only qualitatively: the heating rate, tem-
perature gradients, and the time of the beginning of melting in the vicinity of the
crack tip, obtained as a result of modeling, were significantly different from those
observed in experiments [1,2]. Within the considered above models the tempera-
ture at the crack tip could not reach the evaporation temperature, therefore these
models failed to describe the processes of explosion and the formation of a crater
in the tip.

Due to mathematical difficulties in the analytical solution of electrothermoe-
lastic (rigid-plastic) and numerical solution of electro-thermoelastic problems,
none of the models [3–10] allowed (in the context of the assumption of small
deformations) to trace the effects of the stress-strain state in the vicinity of the
defect tip on the electric and temperature fields consistently. In addition, none
of these models took into account the phase transformations in the metal and
the resulting changes in rheology, including the dependence of the physical and
mechanical properties of the metal on temperature after changes in the aggregate
state of the substance during deformation. Therefore, the models under consider-
ation did not allow coupling study of the determining processes occurring at the
crack tip under the current pulse action.

Meanwhile, as shown in [1], the absolute temperature values (and its gradients)
obtained in experiments are very large, they obviously exceed the melting point
and reach the evaporation temperature of the metal. Under such conditions, it is
necessary to take into account the changes in the aggregate state of the substance,
the dependence of the properties of the metal on temperature and their influence
on the stress-strain state.

To eliminate these lacks, we propose a quasi-stationary model of pulsed HEMF
action on cracks in metal and a numerical method for solving the resulting system
of equations.

On the basis of the developed model, the problem of the short-term HEMF
action on the edge crack (with a rounded tip) in the plate is solved, which numeri-
cally reproduces the experiment performed in [1]. Changes in the electromagnetic
and temperature fields, as well as in the aggregate states in the vicinity of the
crack, are studied.

The study of these processes will allow us to understand the mechanism of
healing of microcracks in plates under the HEMF action better and get closer
to explaining the experimentally observed processes of healing fatigue cracks by
welding their sides.

1. Electrothermomechanical model. Consider the dynamic response of a
conducting plate to a HEMF pulse that induces a high-density electric current
in the plate material for 10−4 s. There is an edge crack in the plate, as shown in
Fig. 1. Our purpose is to reproduce the experiment carried out in the work [1]
and to quantify the observed effects.

We formulate the assumptions and equations of the analytical model for de-
scribing the electrical, thermal and mechanical processes occurring in the plate
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Figure 1. The sketch of the specimen
15×50×0.3 mm with the edge crack (the
crack length is 7.5 mm, including the
rounding at the tip with a radius of 10 µm,
the crack has parallel sides and thickness
is 20 µm); only the upper half of the sam-
ple is simulated in FEM due to the sym-
metry; j0(t) are electrical current density

vector applied to plate sides

material. The characteristic time of each of these processes is approximately in-
versely proportional to the propagation velocity of the corresponding perturba-
tions. If we neglect the electromagnetic induction and viscosity during the propa-
gation of mechanical disturbances, then the time required to establish the electro-
magnetic and mechanical processes considered in this model is 10−13–10−12 s and
10−8–10−7 s, respectively. This is significantly less than the time of the external
action of the HEMF source (10−4 s).

Therefore, to obtain the electric potential ϕ in a conducting material, we use
the law of conservation of charge (assuming that the current in the sample is
steady). Since we search for a numerical solution by the finite element method,
we use it in the variational formulation (1) [12]. At the same time, the laws of
Ohm and Joule–Lenz are considered valid for the material.

The displacement field u is determined from the equilibrium equations written
in the form of the virtual work principle (2) [12]. The deformations are assumed
to be finite. In this case, the additivity of the rates of elastic, plastic, and tem-
perature deformations is assumed (2). For the velocities of elastic and plastic
deformations, Hooke’s law for an isotropic body (3) and the associated flow law
with the Mises plasticity (4) condition are assumed to be valid, respectively. The
rates of temperature deformations are assumed to be linearly related to the tem-
perature derivative (5).

The analytical estimates show that during pulsed electromagnetic field action,
the current density at the crack tip is such that the relative temperature change
at the distances of the order of the free path of phonons (and electrons) is greater
than one. It is also evidenced by the measured temperature gradients in the vicin-
ity of the crack vertices, which turn out to be very large [1] It is not correct to
apply the Fourier law of thermal conductivity in this case. In addition, the time
of electromagnetic impact on the material is small, 10−4 s. Therefore, thermal
conductivity should be neglected and the process of HEMF exposure should be
considered adiabatic (6).

The temperature field T is determined from the law of conservation of energy.
In this case, we take into account the heat released in the unit volume in the
current configuration of the body per unit time (6) due to the flow of electric
current in accordance with the Joule–Lenz law (7), the heat released during plastic
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deformation (8), as well as the latent heat absorbed in the processes of melting
and evaporation. Therefore, the resulting evolutionary equation for temperature
should be extended with equations (9) and (10), which represent the conditions
for the absorption of latent heat during the transition of a substance from one
aggregate state to another: from solid to molten during melting and from liquid
to gaseous during evaporation.

As noted above, during the current action on the crack in the plate, the metal
temperature changed from room temperature to the evaporation temperature [1].
Therefore, all the physical and mechanical characteristics of the model (density,
specific heat, electrical conductivity, coefficient of thermal expansion, elastic mod-
ulus, yield strength, etc.) are assumed to depend on the temperature over the
entire range until the evaporation temperature is reached.

At the points where condition (9) is realized, the material is considered molten.
In this case, there is a sharp change in all the physical properties of the material:
electrical conductivity, heat capacity, density, coefficient of linear expansion and
all other mechanical characteristics of the material. Such a change in the properties
of the material corresponds to the available experimental data given in [14–16],
which shows the dependence of the properties of various metals on temperature.
In this case, there is a decrease in some (elastic modulus, yield strength, linear
expansion coefficient, etc.) and an increase in others (density, etc.) of the physical
characteristics of the material [15, 16].

Thus, in the model under consideration, when the melting temperature was
reached the material does not lose the ability to conduct an electric current [15,16]
and after the metal completely passes into the molten state, the melt is heated
further. As the result, elastic modulus decreases and the yield limit falls to zero
which allows us to describe the behavior of the molten material by the same con-
stitutive equations (3)–(5), which degenerate for the melt into thermoviscoelastic
with nonlinear viscosity.

At the points where condition (10) is realized the material is considered to have
completely evaporated. At all subsequent times, the current density j = 0, the
stress tensor σσσ = 0 and the temperature are assumed to be constant T = Tevap.
Therefore, in the model under consideration, from the time when the material
completely evaporates, the metal loses its ability to conduct an electric current,
its further heating does not occur, it loses the properties of a viscous liquid and
is considered as a rarefied gas.

The complete system of equations of the considered electrothermomechanical
model has the form [12,13]:

∫︁

V
∇ δϕσE(T )∇ϕdV =

∫︁

S
δϕ j dS, j = σE(T )E = −σE(T )

∂ϕ

∂x
, (1)

∫︁

V
σσσ :εεε dV =

∫︁

S
t·δu dS +

∫︁

V
f ·δu dV, ε̇εε = ε̇εεel + ε̇εεpl + ε̇εεth, (2)

σ̇σσ = λ(T ) ε̇εεel :I+ 2µ(T ) ε̇εεel (3)

ε̇εεpl = Λ̇
∂Φ

∂σσσ
= Λ̇ s, σ̄ = σY(T ), σ̄ =

√︁

3
2s :s (4)

dεεεth = α(T ) I dT, (5)

ρ(T ) c(T ) Ṫ = rE + rpl + rmelt + reval (6)
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rE = ηE j·E = ηE ∇ϕ·σE ·∇ϕ, (7)

rpl = ηplσσσ :ε̇εεpl, (8)

T = Tmelt, tsol 6 t 6 tliq,

∫︁ tliq

tsol

(︀

rE + rpl
)︀

dt = ρΛmelt, (9)

T = Tevap, teliq 6 t 6 tevap,

∫︁ tevap

teliq

(︀

rE + rpl
)︀

dt = ρΛevap. (10)

The notation in this equations is given in [12,13].
The boundary and contact conditions for the electrical potential ϕ, displace-

ments u and stresses σσσ at the boundaries of the integration domain used in this
model, as well as the initial conditions, coincide with those considered in [12,13].

2. Results of numerical simulation. Equations (1)–(10) of the electrother-
momechanical problem coupled with boundary, contact, and initial conditions
were solved by the finite element method for a plate with an edge crack in a
3D formulation. The calculations were done using 20-node quadratic brick finite
elements.

Simulation was done for zinc samples, the physical and mechanical proper-
ties of which and their dependence on temperature were taken in accordance
with [15,16].

The electric potential difference and its change from t used in the calculations
were selected so that the induced current density coincided with the one measured
in the experiment [1]. The pulse duration was 160 µs.

Fig. 2 a shows the stress field σ33 in the vicinity of the crack tip at t = 29.5 µs.
Fig. 2 a shows that compressive stresses occur at the crack tip, which prevent
further crack propagation. This result corresponds to the results obtained using
models [3–6,10], which also predicted the appearance of stresses compressing the
crack sides at the crack tip. At the same time, calculations show that the residual
plastic deformations in the vicinity of the crack tip reach tens of percent. This
gives reason to believe that the restoration of the distance between the banks
of the crack to the original size will not occur and after the relaxation of the
temperature the sides will remain close together.

A sharp increase in temperature in the vicinity of the crack tip under HEMF
pulse action was observed in the experiments presented in [1]. The measured

a b

Figure 2. a) normal stress field σ33 along vertical axis in the vicinity of the crack tip at
t = 29.5 µs; b) temperature field in the vicinity of the crack tip at time t = 38 µs immediately

after the forming of the crater (the gray area is the crater zone)
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heating rate in the vicinity of the crack tip was on the order of 107 ℃/s, the
local temperature gradients were 6.0 · 106 – 5.0 · 107 ℃/m, and the temperature
change did not exceed 10℃ away from the crack. At the same time, melting and
evaporation of the material was observed at the tip of the crack, accompanied by
a microexplosion with the release of products from the crack tip in the direction
perpendicular to the plate plane and the formation of a crater.

The results obtained by the proposed model are in good quantitative agree-
ment with the experiment: the calculated average heating rate (in the vicinity of
the crack tip with a radius of 10 µm) was 6.3 · 107 ℃/s, and the local temperature
gradients were 107–108 ℃/m. Away from the crack, the temperature did not rise
more than 10℃ (at times exceeding 100 µs), nor did heating occur on the sides
of the crack away from the tip.

The process was accompanied by melting at the crack tip, as well as evapora-
tion of the metal. Melting begins at the crack tip at time t = 6.5 µs, and the melt
moves in a direction perpendicular to the plate plane. Evaporation begins at the
time t = 31 µs. The time of crater formation can be associated with an interval
of 31–38 µs. In the experiment, the crater was formed at 38–45 µs.

Thus, under the considered current action, a crater is formed at the crack tip,
which prevents the further spread of the crack, leading to its healing.

Fig. 2 b shows the temperature field in the vicinity of the crack tip at time
t = 38 µs (immediately after the forming of the crater).

Calculations based on the proposed model showed that the autoelectronic
(tunnel) emission between the free surfaces (sides) of the crack does not occur
due to the insufficient potential difference for this under the considered HEMF
action. While the thermoelectronic emission current between the crack banks can
be neglected, since its density is significantly less than the current density induced
by the HEMF in the vicinity of the crack tip.

3. Conclusions. Thus, there is reason to believe that the model reproduces
the main features of electrothermomechanical processes in the vicinity of microde-
fect correctly, describing the process of healing a crack and forming a crater.
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Аннотация

Рассматривается задача о воздействии импульсным высокоэнергети-
ческим электромагнитным полем на краевую трещину в тонкой пла-
стине, воспроизводящая пионерский эксперимент советских ученых по
разрушению вершины трещины сильным электромагнитным полем. Чис-
ленное моделирование осуществляется на основе предложенной электро-
механической модели воздействия короткоимпульсным высокоэнергети-
ческим электромагнитным полем на материал с трещиной. Модель учи-
тывает фазовые превращения (плавление и испарение) материала, про-
исходящие в окрестности дефектов, и соответствующие изменения рео-
логии материала в областях этих трансформаций, а также возможность
протекания электрического тока между свободными поверхностями тре-
щины (пробоя за счет эмиссии электронов). Все физико-механические
характеристики материала считаются зависящими от температуры.
Уравнения модели связаны и решаются совместно на подвижной конеч-
но-элементной сетке с применением смешанного метода ЭйлераҫЛагран-
жа. Исследуются процессы локализации полей плотности тока и тем-
пературы, фазовых превращений (плавления и испарения) в вершине
трещины, автоэлектронной и термоэлектронной эмиссии между свобод-
ными поверхностями трещины и влияние этих процессов на залечивание
трещины. Проводится сравнение результатов моделирования с имеющи-
мися экспериментальными данными по воздействию импульсного поля
на краевую трещину в пластине. Полученные в окрестности вершины
трещины средняя скорость нагрева металла и градиенты температуры
неплохо количественно согласуются с экспериментальными данными.
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Вдали от трещины, а также на берегах трещины вдали от вершины тем-
пература поднималась незначительно. Процесс моделирования воздей-
ствия электромагнитным полем, аналогично эксперименту, сопровож-
дается плавлением в вершине трещины, а также испарением металла.
Таким образом, при рассматриваемом воздействии током в вершине тре-
щины формируется кратер, который препятствует дальнейшему распро-
странению трещины, приводя к ее залечиванию. Получить аналогичные
результаты с помощью ранее предложенных моделей не удавалось.

Ключевые слова: импульсное электромагнитное воздействие, залечи-
вание дефектов, торможение трещины, высокоэнергетическое поле.
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