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Аннотация

Работа посвящена исследованию разрешимости нелокальных задач
с интегральным по переменной 𝑡 условием для уравнений

𝑢tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

(𝛼, 𝛽 — действительные постоянные, ∆— оператор Лапласа по простран-
ственным переменным). Для изучаемых задач доказываются теоремы
существования и единственности регулярных решений (имеющих все
обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в уравнение).

Ключевые слова: дифференциальные уравнения третьего порядка,
нелокальные задачи, интегральные условия, регулярные решения, един-
ственность, существование.
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Кожан о в А. И., Дю же в а А. В.

Введение. Пусть Ω есть ограниченная область из пространства R
n пере-

менных 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥n с гладкой (для простоты — бесконечно-дифференцируе-
мой) границей Γ; 𝑄— цилиндр Ω× (0, 𝑇 ) конечной высоты 𝑇 ; 𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )—
его боковая граница.

Хорошо известно [1ҫ8], что для дифференциальных уравнений

𝑢tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (*)

(𝛼, 𝛽 — действительные постоянные, ∆— оператор Лапласа по переменным
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n; 𝑓(𝑥, 𝑡)— заданная функция) в цилиндре 𝑄 корректными мо-
гут быть как гиперболическая смешанная задача с данными Коши на одном
из оснований (при 𝑡 = 0, если 𝛼 < 0, и при 𝑡 = 𝑇 , если 𝛼 > 0), так и эллипти-
ческие задачи с данными на всей границе 𝑄.

В настоящей работе будет исследована разрешимость нелокальных задач
для уравнения (*) с заданием одного локального условия по переменной 𝑡
и одного нелокального условия интегрального вида. Подобные задачи для
уравнения (*) ранее не изучались.

Целью настоящей работы является доказательство существования и един-
ственности регулярных1 решений изучаемых задач.

При исследовании разрешимости тех или иных нелокальных задач часто
используется прием, основанный на применении к уравнению оператора, за-
дающего нелокальное условие. Этот прием в случае нелокальных условий ин-
тегрального вида позволяет после использования интегрирования по частям
свести исходную задачу к задаче с «полуинтегральными» условиями («полу-
интегральными» условиями мы называем условия, связывающие граничные
значения с некоторыми интегралами от решения, в отличие от чисто инте-
гральных условий, в которых изначально граничные значения не участвуют;
как правило, задачи с «полуиньегральными» условиями легче поддаются ис-
следованию, чем задачи с чисто интегральными условиями). В настоящей
работе этот прием применяться не будет, техника исследований будет соот-
ветствовать технике работы [9].

Все построения и рассуждения в настоящей работе ведутся с использова-
нием пространств Лебега 𝐿p, Соболева 𝑊 l

p, а также пространств 𝐿p(0, 𝑇 ;𝑋).
Необходимые сведения об этих пространствах можно найти в [10ҫ12].

1. Разрешимость нелокальных задач I и II. В настоящем пункте вы-
полняется исследование разрешимости нелокальных задач для уравнений (*)
при задании одного нелокального условия интегрального вида.

Итак, пусть 𝛼 и 𝛽 есть заданные действительные числа, причем 𝛼 ̸= 0,
𝑓(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑡) есть заданные действительнозначные функции, определенные
при 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Нелокальная задача I. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилинд-
ре 𝑄 решением уравнения

𝑢tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

1Регулярными решениями называем решения, имеющие все обобщенные по С. Л. Собо-
леву производные, входящие в уравнение.
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и такую, что для нее выполняются условия

𝑢(𝑥, 𝑡)|S = 0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (3)
∫︁ T

0
𝑁(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω. (4)

Нелокальная задача II. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилинд-
ре 𝑄 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2)
и (4), а также условие

𝑢t(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω. (5)

В нелокальных задачах I и II условия (3) и (5) представляют собой обыч-
ные локальные (точечные) условия по переменной 𝑡, условие же (4) пред-
ставляет собой интегральное условие. Как уже отмечалось выше, подобные
задачи для уравнений (1) ранее не изучались.

Пусть {𝑤k}∞k=1 и {𝜆k}∞k=1 есть соответственно ортонормированная в 𝐿2(Ω)
система собственных функций и система собственных чисел задачи

∆𝑤 = 𝜆𝑤 в Ω, 𝑤|Γ = 0,

причем собственные числа 𝜆k представлены в виде монотонно убывающей по-
следовательности. Существование указанных систем собственных функций и
собственных чисел известно — см. [12, с. 492], [13, с. 287]; более того, известно,
что функции 𝑤k(𝑥), 𝑘 = 1, 2 . . ., образуют базис в пространстве 𝐿2(Ω), а все
собственные числа 𝜆k отрицательны, последовательность {𝜆k}∞k=1 не имеет
конечных предельных точек.

Определим необходимое ниже пространство 𝐻:

𝐻 = {𝑣(𝑥, 𝑡) : 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1
2(Ω)),

∆𝑣t(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑣tt(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄)}.

Будем считать, что 𝐻 есть нормированное пространство с нормой

‖𝑣‖H =
(︀
‖𝑣‖2W 2

2
(Q) + ‖∆𝑣t‖2L2(Q)

)︀1/2
.

Уточним, что регулярным решением нелокальных задач I и II будем на-
зывать решение, принадлежащее этому пространству.

Обсудим вопрос о единственности решений нелокальных задач I и II.
Положим для 𝑗 = 1, 2, . . .

j,1 =
−𝛼𝜆j +

√︁
𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j

2
, 𝑧j,2 =

−𝛼𝜆j −
√︁
𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j

2
,

𝐴
(1)
j =

∫︁ T

0
𝑁(𝑡)

(︀
𝑒zj,1t − 𝑒zj,2t

)︀
𝑑𝑡,

𝐴
(2)
j =

∫︁ T

0
𝑁(𝑡)

(︀
𝑧j,2𝑒

zj,1t − 𝑧j,1𝑒
zj,2t

)︀
𝑑𝑡,
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𝐵
(1)
j =

∫︁ T

0
𝑡𝑁(𝑡)𝑒−

αλjt

2 𝑑𝑡, 𝐵
(2)
j =

∫︁ T

0
𝑁(𝑡)

(︁
1 +

𝛼𝜆j𝑡

2

)︁
𝑒−

αλjt

2 𝑑𝑡.

Теорема 1. Пусть выполняется условие

𝑁(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]) (6)

и одно из условий

𝛽 ̸= 𝛼2𝜆j
4

, 𝐴
(1)
j ̸= 0 при 𝑗 ∈ N; (7)

∃𝑗0 ∈ N : 𝛽 =
𝛼2𝜆j0
4

; 𝐴
(1)
j ̸= 0 при 𝑗 ∈ N ∖ {𝑗0}, 𝐵

(1)
j0

̸= 0. (8)

Тогда нелокальная задача I не может иметь в пространстве 𝐻 более одного
решения.

Теорема 2. Пусть выполняются условие (6) и одно из условий

𝛽 ̸= 𝛼2𝜆j
4

, 𝐴
(2)
j ̸= 0 при 𝑗 ∈ N; (9)

𝛽 =
𝛼2𝜆j0
4

, 𝐴
(2)
j ̸= 0 при 𝑗 ∈ N ∖ {𝑗0}, 𝐵

(2)
j0

̸= 0. (10)

Тогда нелокальная задача II не может иметь в пространстве 𝐻 более од-
ного решения.

До к а з ат е л ь ств о этих теорем основано на представлении решения
𝑢(𝑥, 𝑡) нелокальных задач I и II в виде ряда Фурье

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁

j=1

𝑐j(𝑡)𝑤j(𝑥)

и на том факте, что функции 𝑐j(𝑡) в случае 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0 являются решениями
обыкновенного дифференциального уравнения

𝑐′′j (𝑡) + 𝛼𝜆j𝑐
′
j(𝑡) + 𝛽𝑐j(𝑡) = 0.

Учитывая вид решений этого уравнения (определяющегося корнями 𝑧j,1 и 𝑧j,2
характеристического многочлена), используя далее порожденные соответст-
вующей задачей I или II нелокальные условия, получим, что при выполнении
соотношений (7) или (8), (9) или (10) функции 𝑐j(𝑡) будут тождественно ну-
левыми на отрезке [0, 𝑇 ] функциями. А это и означает, что каждая из задач I
и II не может иметь в пространстве 𝐻 более одного решения.

Сделаем два замечания к установленным теоремам единственности.
Прежде всего заметим, что если в условиях (7) или (8), (9) или (10) 𝑚 чи-

сел 𝐴
(1)
j , 𝐵

(1)
j0

, или 𝐴
(2)
j , 𝐵

(2)
j0

равны нулю, то нетрудно показать, что соответ-
ствующие однородные нелокальные задачи I или II будут иметь семейство
решений, определяющееся 𝑚 произвольными постоянными.
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И второе замечание. Нетрудно привести простые достаточные критерии
для выполнения условий теорем 1 и 2. Например, условия теоремы 1 выпол-
няются, если непрерывная на отрезке [0, 𝑇 ] функция 𝑁(𝑡) отлична от тожде-
ственно нулевой функции и неотрицательна.

Перейдем к обсуждению разрешимости нелокальных задач I и II.
Нам понадобятся некоторые вспомогательные утверждения о корректно-

сти локальных краевых задач для уравнения (1).

Утверждение 1. Пусть выполняется условие

𝛼 > 0, 𝛼+
𝛽𝑇

2
> 0. (11)

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2(𝑄) краевая задача

𝑣tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (12)

𝑣(𝑥, 𝑡)|S = 0, (13)

𝑣(𝑥, 0) = 0, 𝑣t(𝑥, 𝑇 ) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (14)

имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим семейство задач с параметром 𝜇 из
отрезка [0, 1]: найти функцию 𝑣(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре 𝑄 решением
уравнения

𝑣tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜇𝛽

)︁
∆𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (12µ)

и такую, что для нее выполняются условия (13) и (14). Имеет место следу-
ющее:

1) краевая задача (120), (13), (14) разрешима в пространстве 𝐻;
2) для всевозможных решений 𝑣(𝑥, 𝑡) краевых задач (12µ), (13), (14) вы-

полняется равномерная по 𝜇 оценка

‖𝑣‖H 6 𝑅0.

Выполнение пункта 1) очевидно, выполнение же пункта 2) показывается
стандартным образом с применением неравенства

n∑︁

i=1

∫︁

Ω
𝑤2
xi
(𝑥, 𝑇 ) 𝑑𝑥 6 𝑇

n∑︁

i=1

∫︁

Q
𝑤2
xit(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡,

справедливого для любой функции 𝑤(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐻, удовлетворя-
ющей условию 𝑤(𝑥, 0) = 0 при 𝑥 ∈ Ω).

Из этих фактов и из теоремы о методе продолжения по параметру
[14, гл. III, љ 14, с. 146] следует, что краевая задача (12µ), (13), (14) раз-
решима в пространстве 𝐻 для любого числа 𝜇 из отрезка [0, 1]. А это и дает
(при 𝜇 = 1) требуемое. �

Утверждение 2. Пусть выполняется условие

𝛼 < 0. (15)
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Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2(𝑄) краевая задача

𝑣tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (16)

𝑣(𝑥, 𝑡)|S = 0, 𝑣(𝑥, 0) = 0, 𝑣t(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (17)

имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о этого утверждения имеется в работе [5, c. 29].

Утверждение 3. Пусть выполняется условие

𝛼 < 0, 𝛼+
𝛽𝑇

2
< 0. (18)

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2(𝑄) краевая задача

𝑣tt +

(︂
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︂
∆𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (19)

𝑣(𝑥, 𝑡)|S = 0, 𝑣t(𝑥, 0) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑇 ) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (20)

имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.
Доказательство утверждения 3 проводится полностью аналогично дока-

зательству утверждения 1.
Заметим, что решения задач (12)ҫ(14); (16), (17); (19), (20) нетрудно по-

строить с помощью классического метода Фурье [16, с. 59].
Перейдем непосредственно к исследованию разрешимости нелокальных

задач I и II.
Будем считать, что выполняется одно из условий (11), (15) или (18).

Обозначим через 𝑣k(𝑥, 𝑡), 𝑘 = 1, 2, 3, решение соответствующих краевых за-
дач (12)ҫ(14); (16), (17) или (19), (20). Как уже отмечалось выше, функции
𝑣k(𝑥, 𝑡) можно представить в виде ряда Фурье:

𝑣k(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁

j=1

𝑣k,j(𝑡)𝑤j(𝑥), 𝑣k,j(𝑡) =

∫︁

Ω
𝑣k(𝑥, 𝑡)𝑤j(𝑥) 𝑑𝑥.

Далее определим числа 𝑎k,j соотношениями

𝑎k,j =

∫︁ T

0
𝑁(𝑡)𝑣k,j(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑗 = 1, 2, . . . .

Теорема 3. Пусть выполняются условия

𝑁(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]), 𝑁(𝑡) > 𝑁0 > 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (6′)

𝛼 > 0, 𝛽 > 0. (11′)

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2p

2 (Ω)∩
∘
𝑊

2p−1
2 (Ω)

)︀

при 𝑝 ∈ N, 𝑝 > (𝑛+ 6)/4 (где 𝑛— размерность области Ω) нелокальная зада-
ча I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.
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До к а з ат е л ь ств о. Прежде всего заметим, что вследствие условий (6′)
и (11′) функция 𝑣1(𝑥, 𝑡) и числа 𝑎1,j будут корректно определены, числа
𝑧j,1 и 𝑧j,2 будут действительными и для них будут выполняться неравенства

𝑧j,2 < 0 < 𝑧j,1, все числа 𝐴
(1)
j будут отличны от нуля. Положим

𝜙j(𝑡) =
𝑒zj,1t − 𝑒zj,2t

𝐴
(1)
j

, 𝐷j = 𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j , 𝑢1(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁

j=1

𝑎1,j𝜙j(𝑡)𝑤j(𝑥).

Имеет место очевидное неравенство
∫︁ T

0
𝜙2
j (𝑡) 𝑑𝑡 6

𝑒2zj,1T

𝑧j,1[𝐴
(1)
j ]2

. (21)

Далее

𝐴
(1)
j =

∫︁ T

0
𝑁(𝑡)

(︀
𝑒zj,1t − 𝑒zj,2t

)︀
𝑑𝑡 > 𝑁0

∫︁ T

0

(︀
𝑒zj,1t − 𝑒zj,2t

)︀
𝑑𝑡 =

= 𝑁0

(︁𝑒zj,1T
𝑧j,1

− 𝑒zj,2T

𝑧j,2
+

√︀
𝐷j

𝑧j,1𝑧j,2

)︁
>
𝑁0

𝑧j,1

(︁
𝑒zj,1T +

√︀
𝐷j

𝑧j,2

)︁
.

Поскольку числа 𝜆j отрицательны и в совокупности образуют монотон-
но убывающую последовательность, существует положительное число 𝛾, для
которого выполняется неравенство

√︀
𝐷j

|𝑧j,2|
6 𝛾𝑧j,1.

Для таких чисел2 𝛾 выполняется неравенство

𝐴
(1)
j >

𝑁0

𝑧j,1

(︀
𝑒zj,1T − 𝛾𝑧j,1

)︀
,

и поскольку экспоненциальная функция растет быстрее любой степенной
функции, найдется натуральное число 𝑗0 такое, что при 𝑗 > 𝑗0 будет вы-
полняться

𝐴
(1)
j >

𝑁0𝑒
zj,1T

2𝑧j,1
. (22)

Очевидно, что из оценок (21) и (22) вытекает неравенство
∫︁ T

0
𝜙2
j (𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁1|𝜆j |,

в котором 𝑗 > 𝑗0, число 𝑁1 не зависит от 𝑗.
Действуя в целом аналогично, нетрудно показать, что существует нату-

ральное число 𝑗1 такое, что при 𝑗 > 𝑗1 имеет место оценка
∫︁ T

0
𝜙′
j
2
(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁2|𝜆j |3

с постоянной 𝑁2, не зависящей от 𝑗.

2В качестве искомого числа γ можно взять любое число такое, что γβ >
(︁ 4β

|λ1|
+ α2

)︁ 1

2

.
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Вследствие неравенства Бесселя [14, c. 57], [15, c. 68] для функции 𝑢1(𝑥, 𝑡)
выполняются оценки

∫︁

Q
(∆𝑢1)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6
∞∑︁

j=1

𝜆2j𝑎
2
1,j

∫︁ T

0
𝜙2
j (𝑡) 𝑑𝑡, (23)

∫︁

Q
(∆𝑢1t)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6

∞∑︁

j=1

𝜆2j𝑎
2
1,j

∫︁ T

0
𝜙′
j
2
(𝑡) 𝑑𝑡. (24)

Если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2p

2 (Ω) ∩
∘
𝑊

2p−1
2 (Ω)

)︀
, то для функции 𝑣1(𝑥, 𝑡) бу-

дет выполняться включение ∆p+1𝑣1(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄). Этот факт нетрудно дока-
зать с помощью последовательного применения к уравнению (12) операторов
∆,∆2, . . . ,∆p, умножения полученных равенств на функции ∆2𝑣1, . . . ,∆

p+1𝑣1
соответственно и интегрирования по частям. Следовательно, справедливо ра-
венство

𝑣1,j(𝑡) =
1

𝜆p+1
j

∫︁

Ω
∆p+1𝑣1(𝑥, 𝑡)𝑤j(𝑥) 𝑑𝑥,

из которого вытекают следующие оценки:

∫︁ T

0
𝑣21,j(𝑡) 𝑑𝑡 6

𝐶1

|𝜆j |2(p+1)
, 𝑎21,j 6

𝐶2

|𝜆j |2(p+1)
.

В свою очередь, из этих оценок и неравенств (23) и (24) вытекают неравенства

∫︁

Q
(∆𝑢1)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝐶3

∞∑︁

j=1

1

|𝜆j |2p−1
, (25)

∫︁

Q
(∆𝑢1t)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝐶4

∞∑︁

j=1

1

|𝜆j |2p−3
. (26)

Для чисел 𝜆j имеет место свойство |𝜆j | ∼ 𝑗
2

n (см., например, [12, c. 493]). Из
этого свойства и из условия (4𝑝− 6)/𝑛 > 1 (вытекающего из условия теоремы
на число 𝑝) следует, что ряды в правых частях неравенств (25) и (26) сходятся.

Из доказанного следует, что функции ∆𝑢1(𝑥, 𝑡) и ∆𝑢1t(𝑥, 𝑡) принадлежат
пространству 𝐿2(𝑄). Далее, имеет место равенство

𝑢1tt(𝑥, 𝑡) = −
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑢1(𝑥, 𝑡).

Поскольку правая часть в этом равенстве принадлежит пространству 𝐿2(𝑄),
то и левая часть будет элементом этого же пространства. Но тогда в целом
функция 𝑢1(𝑥, 𝑡) будет принадлежать пространству 𝐻.

Определим функцию 𝑢(𝑥, 𝑡):

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣1(𝑥, 𝑡)− 𝑢1(𝑥, 𝑡).
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Эта функция будет принадлежать пространству 𝐻, для нее будут выпол-
няться уравнение (1), краевые условия (2) и (3), а также интегральное усло-
вие (4). Следовательно, эта функция будет представлять собой искомое ре-
шение нелокальной задачи I. �

Теорема 4. Пусть выполняются условия (6′) и (15). Тогда для любой

функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2p

2 (Ω) ∩
∘
𝑊

2p−1
2 (Ω)

)︀
при 𝑝 ∈ N,

𝑝 > (𝑛+ 2)/4, нелокальная задача I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее
пространству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о. При выполнении условия (15) числа 𝑧j,1 и 𝑧j,2 мо-
гут совпадать, могут быть комплексными и могут быть действительными.
Определим функции 𝜙j(𝑡) следующим образом:

𝜙j(𝑡) =
1

𝐴
(1)
j

𝑒−αλjt sin
(︁√︁

4𝛽𝜆j − 𝛼2𝜆2j 𝑡
)︁
, если 𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j < 0,

𝜙j(𝑡) =
1

𝐵
(1)
j

𝑡𝑒−αλjt, если 𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j = 0,

𝜙j(𝑡) =
1

𝐴
(1)
j

(︀
𝑒zj,1t − 𝑒zj,2t

)︀
, если 𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j > 0.

Далее введем функцию

𝑢2(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁

j=1

𝑎2,j𝜙j(𝑡)𝑤j(𝑥).

Рассмотрим сначала случай, когда число 𝛽 неположительно. Тогда существу-
ют натуральное число 𝑗*1 и положительные числа 𝛾1 и 𝛾2 такие, что при 𝑗 > 𝑗*1
числа 𝑧j,1 и 𝑧j,2 будут действительными и различными и для них будут вы-
полняться неравенства:

𝑧j,2 + 𝛾1 6 𝑧j,1 6 0, 𝑧j,1 > −𝛾1. (27)

Из данных свойств чисел 𝑧j,1 и 𝑧j,2 следует, что при 𝑗 > 𝑗*1 будут выполняться
неравенства

∫︁ T

0

(︀
𝑒zj,1t − 𝑒zj,2t

)︀2
𝑑𝑡 6 4𝑇,

𝐴
(1)
j > 𝑁0

∫︁ T

0

(︀
𝑒zj,1t − 𝑒zj,2t

)︀
𝑑𝑡 >

> 𝑁0

∫︁ T

0
𝑒zj,1t

(︀
1− 𝑒−γ1t

)︀
𝑑𝑡 > 𝑁0

∫︁ T

0
𝑒−γ2t

(︀
1− 𝑒−γ1t

)︀
𝑑𝑡 = 𝑁*

0 .

В свою очередь, эти неравенства означают, что при 𝑗 > 𝑗*1 выполняется оцен-
ка ∫︁ T

0
𝜙2
j (𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁3 (28)
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с постоянной 𝑁3, не зависящей от 𝑗. Далее, вновь используя неравенство (27)

и учитывая, что отношение
|z2,j |
|λj | ограничено, нетрудно показать, что выпол-

няется вторая оценка ∫︁ T

0
𝜙′
j
2
(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁4|𝜆j |, (29)

в которой 𝑗 > 𝑗*1 , 𝑁4 не зависит от 𝑗.
Пусть теперь 𝛽 > 0. В этом случае будут выполняться неравенства

𝑧j,2 < 0 < 𝑧j,1, последовательность {𝑧j,1}∞j=1 будет ограниченной отделен-
ной от нуля последовательностью. Из этих свойств чисел 𝑧j,1 и 𝑧j,2 следует,
что для функций 𝜙j(𝑡) будут выполняться как неравенства (28), так и нера-
венства (29).

Оценки (28) и (29), равенство

𝑢2tt(𝑥, 𝑡) = −
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑢2,

а также условие 𝑝 > (𝑛+ 2)/4 означают, что функция 𝑢2(𝑥, 𝑡) принадлежит
пространству 𝐻 (см. окончание доказательства теоремы 3). Положим

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣2(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡).

Эта функция и есть искомое решение нелокальной задачи I. �

Теорема 5. Пусть выполняются условие (6′) и (15). Тогда для любой

функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2p

2 (Ω) ∩
∘
𝑊

2p−1
2 (Ω)

)︀
при 𝑝 ∈ N,

𝑝 > 𝑛/4, нелокальная задача II имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее про-
странству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝛽 > 0. Положим

𝜙j(𝑡) =
𝑧j,1𝑒

zj,2t − 𝑧j,2𝑒
zj,1t

𝐴
(2)
j

, 𝑢2(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁

j=1

𝑎2,j𝜙j(𝑡)𝑤j(𝑥).

Используя свойства чисел 𝑧j,1 и 𝑧j,2 (см. доказательство теоремы 4), нетрудно
показать, что при достаточно больших 𝑗 выполняется неравенство

∫︁ T

0
𝜙2
j (𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ T

0
𝜙′
j
2
(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁5 (30)

с постоянной 𝑁5, не зависящей от 𝑗.
Неравенства (30) и условие 𝑝 > 𝑛/4 означают, что функция 𝑢2(𝑥, 𝑡) будет

принадлежать пространству 𝐻. Определим функцию

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣2(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡). (31)

Эта функция и будет искомым решением нелокальной задачи II из простран-
ства 𝐻.

Если 𝛽 6 0, то функции 𝜙j(𝑡) в случае 𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j > 0 определим так

же, как при 𝛽 > 0, если же 𝛼2𝜆2j − 4𝛽𝜆j 6 0, то функции 𝜙j(𝑡) необходи-
мо определить с учетом кратных или комплексных корней соответствующего
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характеристического уравнения. Используя свойства чисел 𝑧j,1 и 𝑧j,2, вновь
нетрудно будет установить что при больших 𝑗 для функций 𝜙j(𝑡) выпол-
няются неравенства (30). Определим функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) равенством (31). Эта
функция вновь даст искомое решение нелокальной задачи II. �

Комментарии и дополнения.

1. Утверждение 3 при доказательстве существования решений нелокаль-
ных задач I и II не использовалось. Из теорем 4 и 5 следует, что при
использовании утверждения 1 о разрешимости эллиптической задачи
для дифференциального уравнения (1) третьего порядка требуются бо-
лее сильные условия на функцию 𝑓(𝑥, 𝑡), нежели при использовании
утверждения 2 о разрешимости гиперболической задачи. Именно по-
этому авторы не обсуждали использование утверждения 3 для изучения
разрешимости нелокальной задачи II.

2. Теоремы 1 и 2 фактически дают условия, при выполнении которых чис-
ло 0 будет собственным числом для задач

𝑢tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑢 = 𝜆𝑢,

𝑢(𝑥, 𝑡)|S = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

∫︁ T

0
𝑁(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 = 0,

и

𝑢tt +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
∆𝑢 = 𝜆𝑢,

𝑢(𝑥, 𝑡)|S = 0, 𝑢t(𝑥, 0) = 0,

∫︁ T

0
𝑁(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Нетрудно привести условия, при выполнении которых действительное
ненулевое число 𝜆 будет собственным числом нелокальных задач I или II
(уточним лишь, что случай 𝜆 ̸= 0 приводит к более громоздким усло-
виям и выкладкам).

3. Граничное условие (2) можно заменить граничным условием второй или
третьей краевых задач. Оператор Лапласа в уравнении (1) можно заме-
нить общим эллиптическим оператором порядка 2𝑚 в самосопряженной
форме (с естественным добавлением краевых условий, порождающих
полную систему собственных функций).

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
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Аннотация

Рассматривается вопрос существования решений задачи Дирихле для
нелинейных эллиптических уравнений второго порядка в неограничен-
ных областях. Ограничения на структуру квазилинейных уравнений
формулируются в терминах специального класса выпуклых функций —
обобщенных 𝑁 -функций. А именно, нелинейности определяются функ-
циями МузилакаҫОрлича такими, что дополнительные к ним функции
подчиняются ∆2-условию. Соответствующее пространство Музилакаҫ
ОрличаҫСоболева не обязано быть рефлексивным. Именно этот факт
является существенной проблемой, поскольку теорема для псевдомоно-
тонных операторов здесь не применима.

Для рассматриваемого класса уравнений доказательство теоремы су-
ществования проводится на основе абстрактной теоремы для дополни-
тельных систем. Важным инструментом, который позволил обобщить
имеющиеся результаты существования решений рассматриваемых урав-
нений для ограниченных областей на неограниченные области, являет-
ся теорема вложения пространств МузилакаҫОрличаҫСоболева. Таким
образом, в работе найдены условия на структуру квазилинейных урав-
нений в терминах функций МузилакаҫОрлича, достаточные для раз-
решимости задачи Дирихле в неограниченных областях. Кроме того,
приведены примеры уравнений, показывающие, что класс нелинейно-
стей, рассматриваемый в работе, шире, чем нестепенные и степенные
нелинейности.
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Введение. Пусть Ω — произвольная неограниченная область простран-
ства R

n = {x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n)}, 𝑛 > 2, Ω ̸= R
n. В работе рассматривается

задача Дирихле для квазилинейного эллиптического уравнения второго по-
рядка вида

− div a(x, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝐹 (x), x ∈ Ω, (1)

с однородным краевым условием

𝑢
⃒⃒
∂Ω

= 0. (2)

Ограничения на функции a(x, 𝑠0, s), 𝑎0(x, 𝑠0, s), входящие в уравнение (1),
формулируются в терминах специального класса выпуклых функций, назы-
ваемых обобщенными 𝑁 -функциями, они будут приведены ниже.

Общая краевая задача вариационного типа для квазилинейного эллипти-
ческого уравнения высокого порядка в дивергентной форме с нелинейностя-
ми полиномиального вида была рассмотрена Ф. Браудером [1] в произвольной
области без условий ограниченности или гладкости границы области. Cоот-
ветствующий оператор из рефлексивного банахова пространства в его двой-
ственное является псевдомонотонным, и из этого факта следует результат
существования решения рассматриваемой задачи.

Следуя работе [1] Л. М. Кожевниковой, А. Ш. Камалетдиновым [2] уста-
новлено существование слабого решения задачи Дирихле в произвольной об-
ласти Ω для анизотропного уравнения (1) с переменными показателями нели-
нейностей. Ранее Л. М. Кожевниковой, А. А. Хаджи в работе [3] доказано
существование слабого решения задачи Дирихле в произвольной неограни-
ченной области Ω для анизотропного эллиптического уравнения (1) с нели-
нейностями, определяемыми 𝑁 -функциями.

Для квазилинейных эллиптических уравнений в пространствах Музила-
ка—Орлича—Соболева известны следующие результаты существования сла-
бых решений. В работах [4, 5] доказано существование решений при неко-
торых предположениях, таких как ∆2-условие, а также равномерная вы-
пуклость обобщенной 𝑁ҫфункции 𝑀 , которые гарантируют, что простран-
ство Музилака—Орлича—Соболева является рефлексивным. Исследованию
вопросов существования решений вариационных краевых задач для квази-
линейных эллиптических уравнений в нерефлексивных пространствах (при
условии, что дополнительная функция 𝑀 подчиняется ∆2-условию) посвя-
щены работы [6,7]. Существование слабых решений для дифференциальных
уравнений второго порядка с граничным условием Дирихле или Неймана ме-
тодом построения супер- и субрешений в рефлексивном и нерефлексивном
сепарабельных пространствах установлено в работах [8] и [9] соответственно.
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Содержательный обзор проблем, возникающих в вопросах существования ре-
шений нелинейных эллиптических и параболических уравнений в простран-
ствах Музилака—Орлича—Соболева, приведен в работе [10].

Следует отметить, что авторам неизвестны результаты исследований су-
ществования решений нелинейных уравнений в пространствах Музилака—
Орлича—Соболева для неограниченных областей. В настоящей работе до-
казана теорема существования решения задачи (1), (2) для произвольной
неограниченной области Ω в пространстве Музилака—Орлича—Соболева, ко-
торое может быть нерефлексивным.

1. Пространства Музилака—Орлича—Соболева. В этом параграфе
будут приведены необходимые сведения из теории обобщенных 𝑁 -функций
и пространств Музилака—Орлича [11ҫ13].

Пусть функция𝑀(x, 𝑧) : Ω×R → R+ удовлетворяет следующим условиям:
1) 𝑀(x, · )—𝑁 -функция по 𝑧 ∈ R, то есть она является выпуклой вниз,

неубывающей, четной, непрерывной, 𝑀(x, 0) = 0 для п.в. x ∈ Ω и

inf
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧) > 0 для всех 𝑧 ̸= 0,

lim
z→0

sup
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
= 0,

lim
z→∞

inf
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
= ∞;

2) 𝑀( · , 𝑧)— измеримая функция по x ∈ Ω для любых 𝑧 ∈ R.
Такая функция 𝑀(x, 𝑧) называется функцией Музилака—Орлича или обоб-
щенной 𝑁 -функцией.

Дополнительная функция 𝑀(x, · ) к функции Музилака—Орлича 𝑀(x, · )
в смысле Юнга для п.в. x ∈ Ω и любых 𝑧 > 0 определяется равенством

𝑀(x, 𝑧) = sup
y>0

(︀
𝑦𝑧 −𝑀(x, 𝑦)

)︀
.

Отсюда следует неравенство Юнга:

|𝑧𝑦| 6𝑀(x, 𝑧) +𝑀(x, 𝑦), 𝑧, 𝑦 ∈ R, x ∈ Ω. (3)

Пусть 𝑃 (x, 𝑧) и 𝑀(x, 𝑧)— функции Музилака—Орлича. Если для каждой
положительной константы 𝑙 имеем

lim
z→∞

sup
x∈Ω

𝑃 (x, 𝑙𝑧)

𝑀(x, 𝑧)
= 0, (4)

то это обозначается 𝑃 ≺≺𝑀 и говорят, что 𝑃 растет медленнее, чем 𝑀 на ∞.
Функция Музилака—Орлича 𝑀 удовлетворяет ∆2-условию, если суще-

ствуют константы 𝑐 > 0, 𝑧0 > 0 и функция 𝐻 ∈ 𝐿1(Ω) такие, что для п.в.
x ∈ Ω и любых |𝑧| > 𝑧0 справедливо неравенство

𝑀(x, 2𝑧) 6 𝑐𝑀(x, 𝑧) +𝐻(x).

623



Коже в н и к о в а Л. М., К аш н ик о в а А. П.

∆2-условие эквивалентно выполнению для п.в. x ∈ Ω и любых |𝑧| > 𝑧0 нера-
венства

𝑀(x, 𝑙𝑧) 6 𝑐(𝑙)𝑀(x, 𝑧) +𝐻l(x), 𝐻l ∈ 𝐿1(Ω),

где 𝑙— любое число, большее единицы, 𝑐(𝑙) > 0.
В настоящей работе предполагается, что дополнительная 𝑁 -функция

𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет ∆2-условию при всех значениях 𝑧 ∈ R (т.е. 𝑧0 = 0).
Таким образом, для любого 𝑙 > 0 имеет место неравенство

𝑀(x, 𝑙𝑧) 6 𝑐(𝑙)𝑀(x, 𝑧) +𝐻l(x), 𝐻l ∈ 𝐿1(Ω), x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R. (5)

Существуют три класса Музилака—Орлича:
— LM (Ω) — обобщенный Музилака—Орлича класс измеримых функций
𝑣 : Ω → R таких, что

𝜚M,Ω(𝑣) =

∫︁

Ω
𝑀(x, 𝑣(x))𝑑x <∞;

— 𝐿M (Ω) — обобщенное Музилака—Орлича пространство, являющееся наи-
меньшим линейным пространством, которое содержит класс LM (Ω),
с нормой Люксембурга

‖𝑣‖M,Ω = inf
{︁
𝜆 > 0

⃒⃒
⃒ 𝜚M,Ω

(︁𝑣
𝜆

)︁
6 1

}︁
;

— 𝐸M (Ω)— замыкание по норме ‖ · ‖M,Ω ограниченных измеримых функ-

ций с компактным носителем в Ω.
Справедливы вложения 𝐸M (Ω) ⊂ LM (Ω) ⊂ 𝐿M (Ω). Ниже в обозначениях
‖ · ‖M,Q, 𝜚M,Q( · ) будем опускать индекс 𝑄 = Ω.

Функция Музилака—Орлича 𝑀(x, 𝑧) называется локально интегрируе-
мой, если

𝜚M,Q(𝑧) =

∫︁

Q
𝑀(x, 𝑧)𝑑x <∞

для любого 𝑧 ∈ R и любого измеримого множества 𝑄 ⊂ Ω такого, что
meas𝑄 <∞. Если 𝑄 может совпадать c Ω, то 𝑀(x, 𝑧) называется интегриру-
емой в Ω.

Пусть 𝑀 и 𝑀 — локально интегрируемые дополнительные обобщенные
𝑁 -функции. Пространство 𝐸M (Ω) сепарабельное и (𝐸M (Ω))* = 𝐿M (Ω). Если
𝑀 удовлетворяет ∆2-условию, то 𝐸M (Ω) = LM (Ω) = 𝐿M (Ω) и 𝐿M (Ω) сепа-
рабельное. Пространство 𝐿M (Ω) рефлексивное тогда и только тогда, когда
функции Музилака—Орлича 𝑀 и 𝑀 удовлетворяет ∆2-условию.

Для 𝑣 ∈ 𝐿M (Ω) справедливы неравенства:

‖𝑣‖M 6 𝜚M (𝑣) + 1, (6)

если ‖𝑣‖M 6 1, то
𝜚M (𝑣) 6 ‖𝑣‖M , (7)

если ‖𝑣‖M > 1, то
‖𝑣‖M 6 𝜚M (𝑣).
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Последовательность функций {𝑣j}j∈N ∈ 𝐿M (Ω) модулярно сходится к
функции 𝑣 ∈ 𝐿M (Ω), если существует положительная константа 𝑘 > 0 такая,
что

lim
j→∞

𝜚M

(︁𝑣j − 𝑣

𝑘

)︁
= 0.

Если 𝑀 удовлетворяет ∆2-условию, то модулярная топология и топология
по норме совпадают.

Также для двух сопряженных функций Музилака—Орлича 𝑀 и 𝑀 , если
𝑢 ∈ 𝐿M (Ω) и 𝑣 ∈ 𝐿M (Ω), выполняется неравенство Гельдера:

⃒⃒
⃒⃒
∫︁

Ω
𝑢(x)𝑣(x)𝑑x

⃒⃒
⃒⃒ 6 2‖𝑢‖M‖𝑣‖M . (8)

Определим пространства Музилака—Орлича—Соболева:

𝑊 1𝐿M (Ω) =
{︀
𝑣 ∈ 𝐿M (Ω) | |∇𝑣| ∈ 𝐿M (Ω)

}︀
,

𝑊 1𝐸M (Ω) =
{︀
𝑣 ∈ 𝐸M (Ω) | |∇𝑣| ∈ 𝐸M (Ω)

}︀

с нормой
‖𝑣‖1M = ‖𝑣‖M + ‖|∇𝑣|‖M .

Пространство 𝑊 1𝐿M (Ω) отождествляется с подпространством произведения
(𝐿M (Ω))n+1 и является замкнутым по топологии 𝜎

(︀
(𝐿M )n+1, (𝐸M )n+1

)︀
.

Пространство �̊� 1𝐿M (Ω) определим как замыкание 𝐶∞
0 (Ω) по топологии

𝜎
(︀
(𝐿M )n+1, (𝐸M )n+1

)︀
в 𝑊 1𝐿M (Ω). Наконец, пространство �̊� 1𝐸M (Ω) опреде-

лим как замыкание 𝐶∞
0 (Ω) по норме ‖ · ‖1M в 𝑊 1𝐿M (Ω).

Пространства �̊� 1𝐿M (Ω), �̊� 1𝐸M (Ω) банаховы (см. [12, Theorem 10.2]).
Определим также следующие банаховы пространства:

𝑊−1𝐿M (Ω) =
{︀
𝐹 = 𝑓0 − div f | 𝑓0 ∈ 𝐿M (Ω), f = (𝑓1, . . . , 𝑓n) ∈ (𝐿M (Ω))n

}︀
,

𝑊−1𝐸M (Ω) =
{︀
𝐹 = 𝑓0 − div f | 𝑓0 ∈ 𝐸M (Ω), f = (𝑓1, . . . , 𝑓n) ∈ (𝐸M (Ω))n

}︀
.

Справедлива следующая теорема вложения (см. [6, Theorem 4]).

Лемма 1. Пусть функция Музилака—Орлича 𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет сле-
дующим условиям:

∫︁ ∞

1

𝑀−1(x, 𝑧)

𝑧
n+1

n

𝑑𝑧 = ∞,

∫︁ 1

0

𝑀−1(x, 𝑧)

𝑧
n+1

n

𝑑𝑧 <∞ (9)

и

𝑀−1
* (x, 𝑧) =

∫︁ z

0

𝑀−1(x, 𝜏)

𝜏
n+1

n

𝑑𝜏, x ∈ Ω, 𝑧 > 0.

Тогда функция 𝑀*(x, 𝑧) является обобщенной 𝑁 -функцией и �̊� 1𝐿M (Ω) →˓
→˓ 𝐿M∗

(Ω). Более того, для любой ограниченной подобласти 𝑄 ⊂ Ω вло-

жение �̊� 1𝐿M (𝑄) →˓ 𝐿P (𝑄) существует и компактно для любой функции
Музилака—Орлича 𝑃 ≺≺𝑀* такой, что 𝑃 ( · , 𝑧) интегрируема на 𝑄.
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2. Формулировка результата. Предположим, что функции a(x, 𝑠0, s) =
= (𝑎1(x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎n(x, 𝑠0, s)), 𝑎0(x, 𝑠0, s) измеримы по x ∈ Ω для s = (𝑠0, s) =
= (𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠n) ∈ R

n+1, непрерывны по s ∈ R
n+1 для почти всех x ∈ Ω.

Условия M. Пусть для любого w = (𝑤0,w) ∈ R
n+1 существуют неот-

рицательные функции Ψ, Ψ0, 𝜑 ∈ 𝐿1(Ω) и положительные константы ̂︀𝐴,
̂︀𝐴0, 𝑎, 𝑑, ̂︀𝑑 такие, что для п.в. x ∈ Ω и для любых 𝑠0 ∈ R, s, t ∈ R

n, s ̸= t
справедливы следующие неравенства:

a(x, 𝑠0, s) · (s− w) + 𝑎0(x, 𝑠0, s)(𝑠0 − 𝑤0) >

> 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑠0) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|s|)− 𝜑(x); (10)

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Ψ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|s|) + ̂︀𝐴𝑃 (x, ̂︀𝑑𝑠0); (11)

𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠0, s)|) 6 Ψ0(x) + ̂︀𝐴0𝑃 (x, ̂︀𝑑|s|) + ̂︀𝐴0𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠0); (12)

(a(x, 𝑠0, s)− a(x, 𝑠0, t)) · (s− t) > 0. (13)

Здесь 𝑀(x, 𝑧)— функция Музилака—Орлича, интегрируемая в Ω, дополни-

тельная к ней функция 𝑀 удовлетворяет ∆2-условию; 𝑃 (x, 𝑧)— функция
Музилака—Орлича, интегрируемая в Ω такая, что 𝑃 ≺≺𝑀, s·t = ∑︀n

i=1 𝑠i𝑡i,

|s| =
(︀∑︀n

i=1 𝑠
2
i

)︀1/2
.

Условиям M удовлетворяют, например, функции

𝑎0(x, 𝑠0, s) =𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0(x), 𝑓0 ∈ 𝐿M (Ω),

𝑎i(x, s) =𝑀 ′(x, |s|) 𝑠i|s| + 𝑓i(x), 𝑓i ∈ 𝐿M (Ω), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

c непрерывно дифференцируемыми по 𝑧 функциями Музилака—Орлича
𝑃 (x, 𝑧), 𝑀(x, 𝑧) (см. Приложение A).

Определим дифференциальный оператор A : �̊� 1𝐿M (Ω) → 𝑊−1𝐿M (Ω)
c областью определения

𝐷(A) =
{︀
𝑢 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω) | 𝑎i(x, 𝑢,∇𝑢) ∈ 𝐿M (Ω), 𝑖 = 0, 𝑛

}︀

равенством

⟨A(𝑢), 𝑣⟩ =
∫︁

Ω

(︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑣 + 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑣

)︀
𝑑x, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω). (14)

Используя неравенство Гельдера (8), для функций 𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω) выводим
неравенства

|⟨A(𝑢), 𝑣⟩| 6 2‖𝑎0‖M‖𝑣‖M + 2‖|a|‖M‖∇𝑣‖M 6 2
(︀
‖𝑎0‖M + ‖|a|‖M

)︀
‖𝑣‖1M ,

следовательно, интегралы в равенстве (14) конечны.
Будем считать, что 𝐹 = 𝑓0 − div f ∈𝑊−1𝐿M (Ω), тогда можно определить

функционал F:

⟨F, 𝑣⟩ =
∫︁

Ω
(f · ∇𝑣 + 𝑓0𝑣) 𝑑x, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω).
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Определение. Обобщенным решением задачи (1), (2) c 𝐹 = 𝑓0 − div f ∈
∈𝑊−1𝐿M (Ω) назовем функцию 𝑢 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω), удовлетворяющую интеграль-
ному тождеству

⟨A(𝑢), 𝑣⟩ = ⟨F, 𝑣⟩

для любой функции 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω).

В работе доказана следующая

Теорема. Пусть выполнены условия M и условия (9). Тогда для любого
𝐹 ∈𝑊−1𝐿M (Ω) существует хотя бы одно решение задачи (1), (2).

Замечание 1. Условие (9) накладывает ограничение на рост функции
𝑀(x, 𝑧) при 𝑧 → ∞. В качестве примера можно взять функцию 𝑀(x, 𝑧) =
= 𝑎(x)|𝑧| ln(1 + |𝑧|) + 𝑏(x)|𝑧|p, 𝑝 ∈ [2, 𝑛], c интегрируемыми ограниченными
функциями 𝑎, 𝑏 : Ω → (0,∞).

Замечание 2. Следует отметить, что при условии

̂︀𝑑 6 𝑑 (*)

или
функция 𝑀 удовлетворяет ∆2-условию (**)

выполнение неравенства (10) для фиксированного w и неравенств (11), (12)
влечет справедливость (10) для любого w ∈ R

n+1 (см. [16, Remark 8]).

3. Основные леммы и утверждения.

Лемма 2. Пусть {𝑣j}j∈N, 𝑣— такие функции из 𝐿M (Ω), что

‖𝑣j‖M 6 𝐶, 𝑗 ∈ N,

𝑣j → 𝑣 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞.

Тогда 𝑣j ⇀ 𝑣 в топологии 𝜎(𝐿M , 𝐸M ) пространства 𝐿M (Ω).

Лемма 3. Пусть 0 < 𝜀 < 1 и 𝑀0 — функция Музилака—Орлича такая,
что ∫︁ 1

0

𝑀−1
0 (x, 𝑧)

𝑧1+ε
𝑑𝑧 <∞,

∫︁ ∞

1

𝑀−1
0 (x, 𝑧)

𝑧1+ε
𝑑𝑧 = ∞.

Тогда обобщенная 𝑁 -функция 𝑀ε, определяющаяся как

𝑀−1
ε (x, 𝑧) =

∫︁ z

0

𝑀−1
0 (x, 𝜏)

𝜏1+ε
𝑑𝜏 <∞, x ∈ Ω,

такова, что 𝑀0 ≺≺𝑀ε.

До к а з ат е л ь ств о леммы 3 для 𝑁 -функции приведено в [14, Lem-
ma 4.14]. Для функции Музилака—Орлича оно проводится аналогично.

Ниже будет использоваться теорема Витали в следующей форме (см. [15,
гл. III, љ6, теорема 15]).

Лемма 4. Пусть {𝑣j}j∈N, 𝑣— измеримые функции в ограниченной обла-
сти 𝑄 такие, что

𝑣j → 𝑣 п.в. в 𝑄, 𝑗 → ∞,
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и интегралы ∫︁

Q
|𝑣j(x)|𝑑x, 𝑗 ∈ N,

равномерно абсолютно непрерывны. Тогда

𝑣j → 𝑣 сильно в 𝐿1(𝑄), 𝑗 → ∞.

Если 𝑃 ≺≺ 𝑀 и 𝑃 интегрируема в Ω, то по определению (4) найдется
ℎP ∈ 𝐿1(Ω) такая, что для любых 𝑙M > 0, 𝜖 > 0 имеем

𝑃 (x, 𝑧) 6 ℎP (x) + 𝜖𝑀(x, 𝑙M𝑧), x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R. (15)

Применяя (15), перепишем (11), (12) в виде

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|s|) + 𝜖 ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑙M𝑠0), ( ̂︀11)

𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ0(x) + 𝜖 ̂︀𝐴0𝑀(x, ̂︀𝑑𝑙M |s|) + ̂︀𝐴0𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠0), ( ̂︀12)
где Φ, Φ0 ∈ 𝐿1(Ω).

Утверждение. Пусть выполнены условия M, {𝑢j}j∈N, 𝑢 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω) и

𝑢j → 𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞. (16)

Предположим, что

𝑞j(x) =
(︀
a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)− a(x, 𝑢j ,∇𝑢)

)︀
· ∇(𝑢j − 𝑢) → 0 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞. (17)

Тогда по некоторой подпоследовательности

∇𝑢j → ∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞. (18)

До к а з ат е л ь ств о. Пользуясь неравенствами (3), (5) и (10), для 𝜀∈(0, 1)
получаем

𝑞j(x) =
(︀
a(x, 𝑠j0, s

j)− a(x, 𝑠j0, s)
)︀
· (sj − s) >

> a(x, 𝑠j0, s
j) · (sj − s) + 𝑎0(x, 𝑠

j
0, s

j)(sj0 − s0)− 𝜀𝑀(x, 𝑑|sj |)−𝑀(x, |s|)−
−𝑀(x, (𝜀𝑑)−1|a(x, 𝑠j0, s)|)−𝑀(x, |a(x, 𝑠j0, s)|)−

− 2𝜀𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠j0, sj)|)−𝑀(x, 𝜀−1𝑠j0)−𝑀(x, 𝜀−1𝑠0) >

> 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑠j0) + (𝑎− 𝜀)𝑀(x, 𝑑|sj |)−𝑀(x, 𝜀−1𝑠j0)−
− 𝐶1(𝜀)𝑀(x, |a(x, 𝑠j0, s)|)− 2𝜀𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠j0, sj)|)− 𝐶2(𝜀, x).

Применяя ( ̂︀11), ( ̂︀12) c 𝜖 = 1, 𝑙M < 𝑑/̂︀𝑑, выводим

𝑞j(x) > (𝑎− 𝜀𝐶3)𝑀(x, 𝑑|sj |)− 𝐶4(𝜀)𝑀(x, 𝐶5(𝜀)𝑠
j
0)− 𝐶6(𝜀, x).
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Выбирая 𝜀 < 𝑎/𝐶3, устанавливаем оценку

𝑞j(x) > 𝐶7𝑀(x, 𝑑|sj |)− 𝐶4𝑀(x, 𝐶5|𝑠j0|)− 𝐶6(x).

Обозначим через Ω′ ⊂ Ω подмножество точек полной меры, для кото-
рых имеют место сходимости (16), (17) и выполнено последнее неравенство.
Установим сходимость

∇𝑢j → ∇𝑢 всюду в Ω′, 𝑗 → ∞.

От противного, пусть в некоторой точке x* ∈ Ω′ нет сходимости. Положим

𝑠j0 = 𝑢j(x*), 𝑠0 = 𝑢(x*), sj = ∇𝑢j(x*), s = ∇𝑢(x*). Тогда имеем

𝑞j(x*) > 𝐶7𝑀(x*, 𝑑|sj |)− 𝐶4𝑀(x*, 𝐶5|𝑠j0|)− 𝐶6.

Предположим, что последовательность {𝑀(x*, 𝑑|sj |)}j∈N не ограничена.
Ввиду предположения из последнего неравенства получаем, что {𝑞j(x*)}j∈N
не ограничена, что противоречит (17). Следовательно, последовательность
{sj}j∈N ограничена.

Пусть s* = (𝑠*1, 𝑠
*
2, . . . , 𝑠

*
n)— один из частичных пределов sj = (𝑠j1, . . . , 𝑠

j
n)

при 𝑗 → ∞, тогда, с учетом (16), имеем

𝑠j0 → 𝑠0, sj → s*, 𝑗 → ∞. (19)

Поэтому из (17), (19) и непрерывности a(x*, 𝑠0, s) по s = (𝑠0, s) вытекает, что
(︀
a(x*, 𝑠0, s

*)− a(x*, 𝑠0, s)
)︀
· (s* − s) = 0,

следовательно, согласно (13), s = s*. Это противоречит тому, что в точке x*

нет сходимости. Таким образом, сходимость (18) установлена. �

Замечание 3. Заметим, что только в утверждении неравенство (10) при-
меняется для любого w ∈ R

n+1. В доказательстве теоремы неравенство (10)
используется для фиксированного w ∈ R

n+1. Для простоты полагаем w = 0:

a(x, 𝑠0, s) · s + 𝑎0(x, 𝑠0, s)𝑠0 > 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑠0) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|s|)− 𝜑(x). (100)

4. Абстрактный результат. Доказательство теоремы основано на утвер-
ждениях для дополнительных систем.

Система (𝑌, 𝑌0, 𝑍, 𝑍0) называется дополнительной, если выполняется сле-
дующее:

ҫ 𝑌 , 𝑍 банаховы и находятся в двойственности относительно непрерыв-
ного спаривания ⟨ · , · ⟩;

ҫ 𝑌0 ⊆ 𝑌 — подпространство в 𝑌 и 𝑍 можно отождествить с помощью
спаривания ⟨ · , · ⟩ с сопряженным пространством 𝑌 *

0 ;
ҫ 𝑍0 ⊆ 𝑍 — подпространство в 𝑍 и 𝑌 можно отождествить с помощью

спаривания ⟨ · , · ⟩ с сопряженным пространством 𝑍*
0 .

Пусть (𝑌, 𝑌0, 𝑍, 𝑍0)— дополнительная система и 𝐴 : 𝑌 → 𝑍 — отображе-
ние с областью определения 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑌 , которые удовлетворяют следующим
условиям относительно некоторых элементов 𝑦0 ∈ 𝑌0 и 𝑧0 ∈ 𝑍0:

(i) (конечная непрерывность) 𝑌0 ⊂ 𝐷(𝐴) и 𝐴 непрерывно для всех конеч-
номерных подпространств в 𝑌0 по топологии 𝜎(𝑍, 𝑌0) в 𝑍;
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(ii) (последовательная псевдомонотонность) для любой последовательности
{𝑦i} ⊂ 𝑌, 𝑦i ⇀ 𝑦 ∈ 𝑌 в топологии 𝜎(𝑌, 𝑍0), 𝐴(𝑦i) ⇀ 𝑧 ∈ 𝑍 в то-
пологии 𝜎(𝑍, 𝑌0) и lim

i→∞
sup ⟨𝐴(𝑦i), 𝑦i⟩ 6 ⟨𝑧, 𝑦⟩ следует, что 𝐴(𝑦) = 𝑧 и

⟨𝐴(𝑦i), 𝑦i⟩ → ⟨𝑧, 𝑦⟩;
(iii) 𝐴(𝑦) остается ограниченным в 𝑍 всегда, когда 𝑦 ∈ 𝐷(𝐴) остается огра-

ниченным в 𝑌 и ⟨𝑦 − 𝑦0, 𝐴(𝑦)⟩ остается ограниченным сверху;
(iv) ⟨𝑦 − 𝑦0, 𝐴(𝑦)− 𝑧0⟩ > 0, когда 𝑦 ∈ 𝐷(𝐴) имеет достаточно большую нор-

му в 𝑌 .

Важно отметить, что условие (iii) слабее, чем условие того, что 𝐴 пере-
водит каждое ограниченное множество в 𝑌 в ограниченное множество в 𝑍,
а также условие (iv) слабее, чем предположение о коэрцитивности, потому
что отображение 𝐴, как правило, не преобразует ограниченное множество в
ограниченное множество.

Предложение. Пусть (𝑌, 𝑌0, 𝑍, 𝑍0) — дополнительная система, 𝑌0, 𝑍0

сепарабельные и отображение 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑌 → 𝑍 удовлетворяет условиям
(i)ҫ(iv). Тогда 𝑍0 содержится в 𝑅(𝐴) [16, Proposition 1].

5. Доказательство существования решения.
Лемма 5. Пусть выполнены условия (11), (12), тогда отображение

A : s = (𝑠0, s) → a(x, s) =
(︀
𝑎0(x, 𝑠0, s), a(x, 𝑠0, s)

)︀

переводит (𝐸M (Ω))n+1 в (𝐿M (Ω))n+1 и является конечнонепрерывным на

(𝐸M (Ω))n+1 по топологии 𝜎((𝐿M )n+1, (𝐸M )n+1) в (𝐿M (Ω))n+1.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть s = (𝑠0, s) ∈ (𝐸M (Ω))n+1, запишем ( ̂︀11) с 𝜖 =
= 𝑙M = 1, получим

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|s|) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠0). (20)

Отсюда следует, что
a(x, 𝑠0, s) ∈ (𝐿M (Ω))n.

Аналогично устанавливается, что 𝑎0(x, 𝑠0, s) ∈ 𝐿M (Ω).
Пусть

∑︀
= {s1, s2, . . . , sr} симплекс в (𝐸M (Ω))n+1, тогда

s =
r∑︁

j=1

𝜆jsj ∈
∑︀
,

где 𝜆j > 0,
∑︀r

j=1 𝜆
j = 1. Покажем, что отображение A непрерывно для каж-

дого симплекса
∑︀

. Применяя (20), для (𝑠0, s) ∈
∑︀

выводим

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀
(︂
x, ̂︀𝑑

⃒⃒
⃒

r∑︁

j=1

𝜆jsj
⃒⃒
⃒
)︂
+ ̂︀𝐴𝑀

(︂
x, ̂︀𝑑

r∑︁

j=1

𝜆jsj0

)︂
6

6 Φ(x) +
r∑︁

j=1

𝜆j𝑀(x, ̂︀𝑑|sj |) +
r∑︁

j=1

𝜆j𝑀(x, ̂︀𝑑|𝑠j0|).
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Поскольку 𝑀(x, ̂︀𝑑|sj |),𝑀(x, ̂︀𝑑|𝑠j0|), 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, принадлежат пространству

𝐿1(Ω), функция 𝑀(x, |a(x, s)|) ограничена в 𝐿1(Ω) для s ∈
∑︀

. Отсюда бла-
годаря неравенству (6) a(x, s) ограничена в (𝐿M (Ω))n для s ∈ ∑︀

. Аналогич-
но устанавливается, что 𝑎0(x, s) ограничена в 𝐿M (Ω) для s ∈

∑︀
. Применяя

лемму 2, устанавливаем непрерывность отображения A на симплексе
∑︀

по
топологии 𝜎

(︀
(𝐿M )n+1, (𝐸M )n+1

)︀
. �

Доказательство теоремы. Благодаря ∆2-свойству на функцию 𝑀 сис-
тема (︀

�̊� 1𝐿M (Ω), �̊� 1𝐸M (Ω), 𝑊−1𝐿M (Ω), 𝑊−1𝐸M (Ω)
)︀

(21)

является дополнительной [14, Lemma 1.2]. Спаривание между 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω)
и 𝐹 ∈𝑊−1𝐿M (Ω) задается формулой

⟨𝐹, 𝑣⟩ =
∫︁

Ω
(f · ∇𝑣 + 𝑓0𝑣)𝑑x.

Для системы (21) проверим условия (i)ҫ(iv) предложения (𝑦0 = 0). Из
леммы 5 следует условие (i).

Далее проверим условия (ii). Пусть {𝑢j} ⊂ �̊� 1𝐿M (Ω) и выполнено следу-
ющее:

1) 𝑢j ⇀ 𝑢 в топологии 𝜎
(︀
(𝐿M )n+1, (𝐸M )n+1

)︀
;

2) A(𝑢j)⇀ G ∈𝑊−1𝐿M (Ω) в топологии 𝜎
(︀
(𝐿M )n+1, (𝐸M )n+1

)︀
;

3) lim
j→∞

sup⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ 6 ⟨G, 𝑢⟩.
Докажем, что lim

j→∞
⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ = ⟨G, 𝑢⟩, G = A(𝑢), 𝑢 ∈ 𝐷(A).

Разобьем доказательство условия (ii) на несколько этапов.

1. Докажем ограниченность {a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N в (𝐿M (Ω))n+1. Из 1) по тео-

реме Банаха—Штейнгауза следует, что {𝑢j}j∈N ограничена:

‖𝑢j‖1M = ‖𝑢j‖M + ‖|∇𝑢j |‖M 6 𝐶1, 𝑗 ∈ N. (22)

Отсюда следует ‖ 1
C1
𝑢j‖M + ‖ 1

C1
|∇𝑢j‖|M 6 1, а значит, согласно (7), имеем

𝜚M

(︁ 1

𝐶1
𝑢j
)︁
+ 𝜚M

(︁ 1

𝐶1
|∇𝑢j |

)︁
6 1, 𝑗 ∈ N. (23)

Кроме этого, применяя лемму 1, устанавливаем ‖𝑢j‖M∗
6 𝐶2‖𝑢j‖1M 6 𝐶2𝐶1 =

= 𝐶3. Отсюда благодаря (7) получим

𝜚M∗

(︁ 1

𝐶3
𝑢j
)︁
6 1, 𝑗 ∈ N. (24)

Поскольку 𝑀 ≺≺𝑀*, для любого 𝑙*M > 0 имеем неравенство (см. (15))

𝑀(x, 𝑧) 6 ℎ*M (x) +𝑀*(x, 𝑙
*
M𝑧), 𝑧 ∈ R, x ∈ Ω, ℎ*M ∈ 𝐿1(Ω). (25)

Применяя ( ̂︀12) c 𝜖 = 1 и (25), выводим неравенство

𝜚M (|𝑎0(x, 𝑢j ,∇𝑢j)|) 6 ‖Φ0 + ̂︀𝐴0ℎ
*
M‖1 + ̂︀𝐴0𝜚M (̂︀𝑑𝑙M |∇𝑢j |) + ̂︀𝐴0𝜚M∗

(̂︀𝑑𝑙*M |𝑢j |).

631



Коже в н и к о в а Л. М., К аш н ик о в а А. П.

Отсюда ввиду (6) получаем

‖𝑎0(x, 𝑢j ,∇𝑢j)‖M 6 𝐶4 + ̂︀𝐴0𝜚M (̂︀𝑑𝑙M |∇𝑢j |) + ̂︀𝐴0𝜚M∗
(̂︀𝑑𝑙*M |𝑢j |).

Выбирая 𝑙M и 𝑙*M так, чтобы выполнялись неравенства ̂︀𝑑𝑙M < 𝐶−1
1 и ̂︀𝑑𝑙*M < 𝐶−1

3 ,
и применяя (23), (24), выводим

‖𝑎0(x, 𝑢j ,∇𝑢j)‖M 6 𝐶4 + ̂︀𝐴0𝜚M

(︁ |∇𝑢j |
𝐶1

)︁
+ ̂︀𝐴0𝜚M∗

(︁ 𝑢j
𝐶3

)︁
6 𝐶5. (26)

Ограниченность {𝑎0(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N в 𝐿M (Ω) установлена. Докажем ограни-

ченность {a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N в (𝐿M (Ω))n.

По свойству (13) для 𝑤 ∈ �̊� 1𝐸M (Ω) имеем

(︀
a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)− a(x, 𝑢j ,∇𝑤)

)︀
· ∇(𝑢j − 𝑤) > 0.

Отсюда выводим

∫︁

Ω
a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑤𝑑x 6

∫︁

Ω
a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢j𝑑x +

∫︁

Ω
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j𝑑x−

−
∫︁

Ω
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j𝑑x−
∫︁

Ω
a(x, 𝑢j ,∇𝑤) · ∇(𝑢j − 𝑤)𝑑x =

= ⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ −
∫︁

Ω
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j𝑑x−
∫︁

Ω
a(x, 𝑢j ,∇𝑤) · ∇(𝑢j − 𝑤)𝑑x. (27)

Оценим второе и третье слагаемые правой части (27). Применяя неравен-
ство Гельдера и учитывая (22), (26), выводим

⃒⃒
⃒⃒
∫︁

Ω
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j𝑑x
⃒⃒
⃒⃒ 6 2‖𝑎0(x, 𝑢j ,∇𝑢j)‖M‖𝑢j‖M 6 𝐶6, (28)

⃒⃒
⃒⃒
∫︁

Ω
a(x, 𝑢j ,∇𝑤) · ∇(𝑢j − 𝑤)𝑑x

⃒⃒
⃒⃒ 6 2‖a(x, 𝑢j ,∇𝑤)‖M‖∇𝑢j −∇𝑤‖M 6

6 2‖a(x, 𝑢j ,∇𝑤)‖M𝐶7. (29)

Используя ( ̂︀11) (𝜖 = 1, 𝑙M < (̂︀𝑑𝐶1)
−1), (6) и (23), имеем

‖a(x, 𝑢j ,∇𝑤)‖M 6 ‖Φ‖1 + 1 + ̂︀𝐴𝜚M (̂︀𝑑|∇𝑤|) + ̂︀𝐴𝜚M (𝐶−1
1 𝑢j) 6 𝐶8. (30)

Соединяя (27), (28), (29), (30) и учитывая 3), устанавливаем, что после-
довательность {a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N ограничена по топологии 𝜎

(︀
(𝐿M )n, (𝐸M )n

)︀

в (𝐿M (Ω))n. Отсюда из принципа равномерной ограниченности следует, что

{a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N ограничена по норме пространства (𝐿M (Ω))n.

2. Поскольку {𝑎i(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N, 𝑖 = 0, 𝑛, ограничены в 𝐿M (Ω), то

𝑎i(x, 𝑢
j ,∇𝑢j)⇀ 𝑔i в топологии 𝜎(𝐿M , 𝐸M ), 𝑔i ∈ 𝐿M (Ω), 𝑖 = 0, 𝑛. (31)
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Следовательно, линейный функционал G ∈𝑊−1𝐿M (Ω) можно отождествить
с g = (𝑔0, g) ∈ (𝐿M (Ω))n+1 = (𝐸M (Ω))n+1, то есть

⟨G, 𝑣⟩ =
∫︁

Ω
(g · ∇𝑣 + 𝑔0𝑣)𝑑x, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿M (Ω). (32)

3. Покажем, что 𝑢j → 𝑢, ∇𝑢j → ∇𝑢 п.в в Ω. Зафиксируем произволь-
ное 𝑘 > 0, обозначим Ω(𝑘) = {x ∈ Ω | |x| < 𝑘}. Согласно лемме 1, про-

странство �̊� 1𝐿M (Ω(𝑘 + 1)) компактно вложено в 𝐿P (Ω(𝑘 + 1)) для любой
функции Музилака—Орлича 𝑃 (x, 𝑧) такой, что 𝑃 ≺≺𝑀*. Согласно лемме 3,

𝑀 ≺≺ 𝑀* и пространство �̊� 1𝐿M (Ω(𝑘 + 1)) компактно вложено в простран-
ство 𝐿M (Ω(𝑘 + 1)).

Пусть 𝜂k(𝑟) = min
(︀
1,max(0, 𝑘+1− 𝑟)

)︀
. Пользуясь (22), выводим неравен-

ства

‖𝑢j𝜂k‖1M 6 ‖𝑢j∇𝜂k‖M + ‖∇𝑢j𝜂k‖M + ‖𝑢j𝜂k‖M 6

6 2‖𝑢j‖M + ‖∇𝑢j‖M 6 𝐶9, 𝑗 = 1, 2, . . . .

Следовательно, последовательность функций {𝑢j𝜂k}∞j=1 ограничена в про-

странстве �̊� 1𝐿M (Ω(𝑘 + 1)). Ввиду компактности вложения

�̊� 1𝐿M (Ω(𝑘 + 1)) ⊂ 𝐿M (Ω(𝑘 + 1))

имеют место выборочные сильные сходимости

𝑢j𝜂k → 𝑢𝜂k в 𝐿M (Ω(𝑘 + 1)), 𝑗 → ∞,

из которых следуют сильные сходимости

𝑢j → 𝑢 в 𝐿M (Ω(𝑘)), 𝑗 → ∞, (33)

а также выборочная сходимость 𝑢j → 𝑢 почти всюду в Ω(𝑘). Диагональным
процессом устанавливается сходимость (16):

𝑢j → 𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞.

Далее докажем справедливость (18):

∇𝑢j → ∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞.

Для этого установим (17). Тогда, применяя утверждение, выводим (18). Вви-
ду условия (13) 𝑞j(x) > 0, ∀x ∈ Ω, поэтому достаточно показать

lim
j→∞

sup

∫︁

Ωk

𝑞j(x)𝑑x 6 𝜀k, 𝜀k → 0, 𝑘 → ∞, (34)

Ωk =
{︀
x ∈ Ω(𝑘) | |𝑢| 6 𝑘, |∇𝑢| 6 𝑘

}︀
.

Представим 𝑞j(x) = 𝑝j(x) + 𝑟j(x) + 𝑠j(x), где

𝑝j(x) = 𝑎0(x, 𝑢
j ,∇𝑢j)(𝑢j − 𝑢) + a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)∇(𝑢j − 𝑢);
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𝑟j(x) = a(x, 𝑢j ,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢j); 𝑠j(x) = 𝑎0(x, 𝑢
j ,∇𝑢j)(𝑢− 𝑢j).

Утверждение (34) будет доказано, если установим следующее:

lim
j→∞

sup

∫︁

Ωk

𝑝j(x)𝑑x 6 𝜀k; (35)

lim
j→∞

∫︁

Ωk

𝑟j(x)𝑑x = 0; (36)

lim
j→∞

∫︁

Ωk

𝑠j(x)𝑑x = 0. (37)

4. Докажем (35), для этого запишем

∫︁

Ωk

𝑝j(x)𝑑x =

∫︁

Ω

(︀
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j + a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢j
)︀
𝑑x−

−
∫︁

Ω∖Ωk

(︀
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j + a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢j
)︀
𝑑x−

−
∫︁

Ωk

(︀
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢+ a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢
)︀
𝑑x =

= 𝐻1(𝑗) +𝐻2(𝑗, 𝑘) +𝐻3(𝑗, 𝑘). (38)

По предположению 3) и (32) имеем

lim sup
j
𝐻1(𝑗) 6 ⟨G, 𝑢⟩ =

∫︁

Ω
(𝑔0𝑢+ g · ∇𝑢)𝑑x. (39)

По условию (100) имеем

𝐻2(𝑗, 𝑘) 6 −𝑎
∫︁

Ω∖Ωk

(︀
𝑀(x, 𝑑𝑢j) +𝑀(x, 𝑑|∇𝑢j |)

)︀
𝑑x +

+

∫︁

Ω∖Ωk

𝜑(x)𝑑x 6

∫︁

Ω∖Ωk

𝜑(x)𝑑x. (40)

Кроме этого, можно записать

𝐻3(𝑗, 𝑘) = −
∫︁

Ω
𝜒k

(︀
𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢+ a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢
)︀
𝑑x,

где 𝜒k — характеристическая функция множества Ωk.
Поскольку функция 𝑀(x, 𝑧) интегрируема по x ∈ Ω, ∀𝑧 ∈ R, то ∀𝜆 > 0

∫︁

Ω
𝑀(x, 𝜆𝜒k𝑢)𝑑x 6

∫︁

Ω
𝑀(x, 𝜆𝑘)𝑑x <∞,

следовательно, 𝜒k𝑢 ∈ 𝐸M (Ω).
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Аналогично устанавливается, что 𝜒k∇𝑢 ∈ (𝐸M (Ω))n. Тогда ввиду слабой
сходимости (31) имеем

lim
j→∞

𝐻3(𝑗, 𝑘) = −
∫︁

Ωk

(𝑔0𝑢+ g · ∇𝑢)𝑑x. (41)

Соединяя (38), (39), (40), (41), выводим

lim
j

sup

∫︁

Ωk

𝑝j(x)𝑑x 6

∫︁

Ω∖Ωk

(𝑔0𝑢+ g · ∇𝑢)𝑑x +
∫︁

Ω∖Ωk

𝜑(x)𝑑x,

где 𝑔0𝑢+g ·∇𝑢 ∈ 𝐿1(Ω). Ввиду абсолютной непрерывности интегралов в пра-
вой части последнего неравенства имеем (35).

5. Докажем (36), для этого достаточно показать, что

𝜒ka(x, 𝑢
j ,∇𝑢) → 𝜒ka(x, 𝑢,∇𝑢) в 𝐸M (Ω), 𝑗 → ∞. (42)

Воспользуемся (20):

𝑀(x, |a(x, 𝑢,∇𝑢)|𝜒k) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|∇𝑢|𝜒k) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑢𝜒k) 6

6 Φ(x) + 2 ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑘).

Отсюда следует, что a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒k ∈ (𝐿M (Ω))n, но 𝑀 удовлетворяет ∆2-усло-
вию, значит

a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒k ∈ (𝐸M (Ω))n. (43)

Далее, применяя ( ̂︀11), получим

𝑀(x, a(x, 𝑢j ,∇𝑢)𝜒k) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|∇𝑢)|𝜒k) + 𝜖 ̂︀𝐴𝑀(x, 𝑙M ̂︀𝑑|𝑢j |).

Учитывая (23) и выбирая 𝑙M ̂︀𝑑 < 𝐶−1
1 , для любого измеримого подмножества

𝐸 ⊂ Ω получим

∫︁

E
𝑀(x, a(x, 𝑢j ,∇𝑢)𝜒k)𝑑x 6

∫︁

E∩{Ω:|x|<k}

(︀
Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑘)

)︀
𝑑x +

+ 𝜖 ̂︀𝐴
∫︁

E
𝑀

(︁
x,
𝑢j

𝐶1

)︁
𝑑x 6

∫︁

E∩{Ω:|x|<k}
ℎ1(x)𝑑x + 𝜖𝐶10,

где ℎ1 ∈ 𝐿1(Ω). Отсюда следует, что a(x, 𝑢j ,∇𝑢)𝜒k ∈ (𝐸M (Ω))n и равномерная

абсолютная непрерывность интегралов
∫︀
Ω𝑀(x, a(x, 𝑢j ,∇𝑢)𝜒k)𝑑x. Кроме того,

ввиду непрерывности a(x, 𝑠0, s) по 𝑠0 и сходимости (16) имеем a(x, 𝑢j ,∇𝑢) →
→ a(x, 𝑢,∇𝑢), 𝑗 → ∞, п.в. в Ω.

Применяя теорему Витали (лемма 4) для ограниченной области Ωk, уста-
навливаем модулярную сходимость, из которой следует сходимость (42).
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Далее имеем

∫︁

Ωk

𝑟j(x)𝑑x =

∫︁

Ωk

𝑎(x, 𝑢j ,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢j)𝑑x =

=

∫︁

Ω
𝜒k

(︀
a(x, 𝑢j ,∇𝑢)− a(x, 𝑢,∇𝑢)

)︀
· ∇(𝑢− 𝑢j)𝑑x+

+

∫︁

Ω
𝜒ka(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢j)𝑑x 6

6 2‖a(x, 𝑢j ,∇𝑢)𝜒k − a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒k‖M‖∇(𝑢− 𝑢j)‖M+

+

⃒⃒
⃒⃒
∫︁

Ω
𝜒ka(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢j)𝑑x

⃒⃒
⃒⃒.

Первое слагаемое стремится к 0 при 𝑗 → ∞ благодаря (42) и (22). Второе
слагаемое стремится к 0 при 𝑗 → ∞ ввиду (43) и слабой сходимости 1). Таким
образом, (36) доказано.

6. Докажем (37). Ввиду сходимости (33) имеем

𝑢j𝜒k → 𝑢𝜒k в 𝐿M (Ω), 𝑗 → ∞. (44)

Применяя неравенство Гельдера, (26), выводим

∫︁

Ωk

𝑠j(x)𝑑x 6 2‖𝜒k𝑢− 𝑢j𝜒k‖M‖𝑎0(x, 𝑢j ,∇𝑢j)‖M 6 𝐶11‖𝜒k𝑢− 𝑢j𝜒k‖M .

Отсюда, применяя (44), устанавливаем (37).

7. Благодаря сходимостям (16), (18) ввиду непрерывности 𝑎i(x, 𝑠0, s),
𝑖 = 0, 𝑛, по (𝑠0, s), имеем

𝑎i(x, 𝑢
j ,∇𝑢j) → 𝑎i(x, 𝑢,∇𝑢) п.в. в Ω, 𝑗 → ∞, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛.

Поскольку {𝑎i(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N, 𝑖 = 0, 𝑛, ограничены в 𝐿M (Ω), по лемме 2 име-
ем

𝑎i(x, 𝑢
j ,∇𝑢j)⇀𝑎i(x, 𝑢,∇𝑢) в топологии 𝜎(𝐿M , 𝐸M ), 𝑗→∞, 𝑖=0, . . . , 𝑛. (45)

Сравнивая (45) с (31), устанавливаем

𝑎i(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝑔i ∈ 𝐿M (Ω), 𝑖 = 0, . . . , 𝑛.

Отсюда заключаем, что 𝑢 ∈ 𝐷(A) и A(𝑢) = G (см. (32)).

8. Докажем, что ⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ → ⟨G, 𝑢⟩ = ⟨A(𝑢), 𝑢⟩. Ввиду условия 3) имеем

lim
j→∞

sup⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ 6 ⟨A(𝑢), 𝑢⟩,

потому достаточно показать, что

lim
j→∞

inf⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ > ⟨A(𝑢), 𝑢⟩. (46)
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Тогда

⟨A(𝑢), 𝑢⟩ 6 lim
j→∞

inf⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ 6 lim
j→∞

sup⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ 6 ⟨A(𝑢), 𝑢⟩.

Из условия (13) имеем

a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢j > a(x, 𝑢j ,∇𝑢) · ∇(𝑢j − 𝑢) + a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢. (47)

Далее выводим

⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ =
∫︁

Ω
(a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢j + 𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j)𝑑x =

=

∫︁

Ωk

a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢j𝑑x +
∫︁

Ωk

𝑎0(x, 𝑢
j ,∇𝑢j)𝑢j𝑑x +

+

∫︁

Ω∖Ωk

(︀
a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢j + 𝑎0(x, 𝑢

j ,∇𝑢j)𝑢j
)︀
𝑑x.

Применяя (47), (100), получаем

⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ >
∫︁

Ωk

a(x, 𝑢j ,∇𝑢) · ∇(𝑢j − 𝑢)𝑑x +

+

∫︁

Ωk

a(x, 𝑢j ,∇𝑢j) · ∇𝑢𝑑x +
∫︁

Ωk

𝑎0(x, 𝑢
j ,∇𝑢j)𝑢j𝑑x−

∫︁

Ω∖Ωk

𝜑(x)𝑑x =

= 𝐼1(𝑗) + 𝐼2(𝑗) + 𝐼3(𝑗)−
∫︁

Ω∖Ωk

𝜑(x)𝑑x.

Ввиду сильной сходимости (42) и слабой сходимости 1) имеем

lim
j→∞

𝐼1(𝑗) = 0.

Благодаря слабой сходимости (45) и принадлежности 𝜒k∇𝑢 ∈ (𝐸M (Ω))n на-
ходим

lim
j→∞

𝐼2(𝑗) =

∫︁

Ωk

a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢𝑑x.

Применяя слабую сходимость (45) и сильную сходимость (33), устанавливаем

lim
j→∞

𝐼3(𝑗) =

∫︁

Ωk

𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢𝑑x.

Таким образом, имеем

lim
j→∞

inf⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ >
∫︁

Ωk

(︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢+ 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢

)︀
𝑑x−

∫︁

Ω∖Ωk

𝜑(x)𝑑x >

> ⟨A(𝑢), 𝑢⟩ −
∫︁

Ω∖Ωk

(︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢+ 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢+ 𝜑(x)

)︀
𝑑x.
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Ввиду того, что a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢 + 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢 + 𝜑(x) ∈ 𝐿1(Ω) и интеграл
абсолютно непрерывен, устремляя 𝑘 → ∞, устанавливаем (46).

(iii) Покажем, что если 𝑢j ∈ 𝐷(A), ‖𝑢j‖1M 6 𝐶1, ⟨A(𝑢j), 𝑢j⟩ 6 𝐶12, то
A(𝑢j) ограничено в 𝑊−1𝐿M (Ω).

Методом, аналогичным шагу 1 в (ii), заключаем, что последовательность
{𝑎0(x, 𝑢j ,∇𝑢j), a(x, 𝑢j ,∇𝑢j)}j∈N ограничена в (𝐿M (Ω))n+1. Отсюда следует,

что A(𝑢j) ограничена в 𝑊−1𝐿M (Ω).

(iv) Осталось показать, что ⟨A(𝑣) − F, 𝑣⟩ > 0 для любого 𝑣 ∈ 𝐷(A) с до-
статочно большой нормой ‖𝑣‖1M и любого F ∈𝑊−1𝐸M (Ω).

Рассмотрим множество

𝑉 =
{︀
𝑣 ∈ 𝐷(A)

⃒⃒
⟨A(𝑣)− F, 𝑣⟩ 6 0

}︀
.

Покажем, что 𝑉 ограничено в �̊� 1𝐿M (Ω), тогда, если ‖𝑣‖1M достаточно боль-
шая, то 𝑣 /∈ 𝑉 , то есть ⟨A(𝑣)− F, 𝑣⟩ > 0.

Для 𝑣 ∈ 𝑉 имеем
∫︁

Ω
((a(x, 𝑣,∇𝑣)− f) · ∇𝑣 + (𝑎0(x, 𝑣,∇𝑣)− 𝑓0)𝑣) 𝑑x 6 0. (48)

Применяя (100), выводим

a(x, 𝑣,∇𝑣) · ∇𝑣 + 𝑎0(x, 𝑣,∇𝑣)𝑣 > 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑣) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑣|)− 𝜑(x).

Отсюда, учитывая (48) и применяя неравенство Юнга, находим

∫︁

Ω

(︀
𝑎𝑀(x, 𝑑𝑣) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑣|)

)︀
𝑑x 6

6

∫︁

Ω

(︀
a(x, 𝑣,∇𝑣) · ∇𝑣 + 𝑎0(x, 𝑣,∇𝑣)𝑣 + 𝜑(x)

)︀
𝑑x 6

6

∫︁

Ω
(f · ∇𝑣 + 𝑓0𝑣 + 𝜑(x))𝑑x 6 𝜀

∫︁

Ω

(︂
𝑀

(︁
x,

|f|
𝜀2

)︁
+𝑀

(︁
x,
𝑓0
𝜀2

)︁)︂
𝑑x +

+ 𝜀

∫︁

Ω

(︀
𝑀(x, 𝜀|∇𝑣|) +𝑀(x, 𝜀𝑣)

)︀
𝑑x +

∫︁

Ω
𝜑(x)𝑑x.

Выберем 𝜀 < min(𝑑, 𝑎), получим
∫︁

Ω
𝑀

(︀
(x, 𝑑𝑣) +𝑀(x, 𝑑|∇𝑣|)

)︀
𝑑x 6 𝐶16.

Отсюда следует, что ‖𝑣‖1M 6 𝐶17. Ограниченность множества 𝑉 установлена.
Таким образом, для дополнительной системы (21) выполнены все условия

предложения, теорема доказана. �

Приложение A. Здесь покажем, что функции

𝑎0(x, 𝑠0, s) =𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0(x), 𝑓0 ∈ 𝐿M (Ω),

𝑎i(x, s) =𝑀 ′(x, |s|) 𝑠i|s| + 𝑓i(x), 𝑓i ∈ 𝐿M (Ω), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
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c непрерывно дифференцируемыми по 𝑧 функциями Музилака—Орлича
𝑃 (x, 𝑧), 𝑀(x, 𝑧)1 подчиняются условиям M.

Для функции Музилака—Орлича 𝑀(x, 𝑧) имеет место интегральное пред-
ставление

𝑀(x, 𝑧) =

∫︁ |z|

0
𝑀 ′(x, 𝜃)𝑑𝜃, (49)

где 𝑀 ′(x, 𝜃) : Ω × R+ → R+, причем 𝑀 ′(x, · ) неубывающая, непрерывная,
𝑀 ′(x, 0) = 0 для п.в. x ∈ Ω и

inf
x∈Ω

𝑀 ′(x, 𝜃) > 0 для всех 𝜃 > 0,

lim
θ→∞

inf
x∈Ω

𝑀 ′(x, 𝜃) = ∞.

Из (49) для x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R следуют простейшие неравенства:

𝑀(x, 𝑧) 6𝑀 ′(x, 𝑧)𝑧, (50)

𝑀 ′(x, 𝑧)𝑧 6𝑀(x, 2𝑧), (51)

𝑀(x,𝑀 ′(x, 𝑧)) 6𝑀 ′(x, 𝑧)𝑧. (52)

Кроме этого, из условия 𝑃 ≺≺𝑀 следует 𝑀 ≺≺ 𝑃 , поэтому найдется функ-
ция ℎM ∈ 𝐿1(Ω) такая, что

𝑀(x, 𝑧) 6 ℎM (x) + 𝑃 (x, 𝑧), x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R. (53)

Соединяя (53), (52), (51), выводим

𝑀(x, 𝑃 ′(x, 𝑧)) 6 𝑃 (x, 2𝑧) + ℎM (x). (54)

Применяя (15) и выбирая 𝑙M < 1/2, для любых 𝜖 > 0, x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R получаем
неравенство

𝑀(x, 𝑃 ′(x, 𝑧)) 6 𝜖𝑀(x, 2𝑙M𝑧) + ℎM (x) + ℎP (x) 6 𝜖𝑀(x, 𝑧) + ℎ(x) (55)

с функцией ℎ ∈ 𝐿1(Ω).
Благодаря (5), (54), (52), (51) выводим неравенства

𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠0, s)|) 6
6 𝐶1(𝑀(x,𝑀 ′(x, 𝑠0)) +𝑀(x, 𝑃 ′(x, |s|)) +𝑀(x, 𝑓0)) +𝐻3(x) 6

6 𝐶1𝑀(x, 2𝑠0) + 𝐶1𝑃 (x, 2|s|) + Ψ0(x),

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 𝐶2𝑀(x,𝑀 ′(x, |s|)) + 𝐶2𝑀(x, |f|) +𝐻2(x) 6

6 𝐶2𝑀(x, 2|s|) + Ψ(x),

Ψ0,Ψ ∈ 𝐿1(Ω). Таким образом, оценки (11), (12) установлены.
Далее проверим справедливость неравенства (10). Применяя неравенство

Юнга и (5), выводим

1Функции M , M , P интегрируемы в Ω; M удовлетворяет ∆2-условию; P ≺≺ M .
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𝑎0(x, 𝑠0, s)(𝑠0 − 𝑤0) + a(x, 𝑠0, s) · (s− w) >

>
(︀
𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0(x)

)︀
(𝑠0 − 𝑤0) +

(︁
𝑀 ′(x, |s|) s

|s| + f(x)
)︁
· (s− w) >

>𝑀 ′(x, 𝑠0)𝑠0 + (𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0)𝑠0 −
(︀
𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0

)︀
𝑤0 +

+𝑀 ′(x, |s|)|s| − |f||s| −𝑀 ′(x, |s|)|w| − |f||w| >
>𝑀 ′(x, 𝑠0)𝑠0 − 2𝜀𝑀(x, 𝑠0)− 𝐶1(𝜀)𝑀(x, 𝑃 ′(x, |s|))− 𝜀𝑀(x,𝑀 ′(x, 𝑠0)) +

+𝑀 ′(x, |s|)|s| − 𝜀𝑀(x, |s|)− 𝜀𝑀(x,𝑀 ′(x, |s|))−
− 𝐶2

(︀
𝜀)(𝑀(x, 𝑓0) +𝑀(x, |f|)

)︀
− 𝐶3

(︀
𝑀(x, 𝐶4(𝜀)𝑤0) +𝑀(x, 𝐶4(𝜀)|w|)

)︀
− 𝜑(x).

Используя неравенства (52), (55), (50), получаем

𝑎0(x, 𝑠0, s)(𝑠0 − 𝑤0) + a(x, 𝑠0, s) · (s− w) >

> (1− 3𝜀)𝑀(x, 𝑠0) + (1− 2𝜀− 𝜖𝐶1(𝜀))𝑀(x, |s|)−𝐻ε(x).

Выбирая 𝜀 < 1/3, 𝜖 < 1/(3𝐶1), устанавливаем неравенство (10) для любого
w ∈ R

n+1.
Кроме того, если 𝑀 ′(x, 𝑧) строго возрастающая, то условие (13) также

выполнено. Действительно, применяя неравенство Коши—Буняковского, вы-
водим

(︀
a(x, 𝑠0, s)− a(x, 𝑠0, t)

)︀
· (s− t) =

(︁
𝑀 ′(x, |s|) s

|s| −𝑀 ′(x, |t|) t

|t|
)︁
· (s− t) >

>
(︀
𝑀 ′(x, |s|)−𝑀 ′(x, |t|)

)︀
(|s| − |t|).

Отметим, что последнее неравенство строгое для неколлинеарных векторов
s, t и ввиду монотонности 𝑀 ′(x, 𝑧) условие (13) выполнено. Для коллинеар-
ных векторов s ̸= t условие (13) также справедливо.
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Abstract

The paper considers the existence of solutions of the Dirichlet problem for
nonlinear elliptic equations of the second order in unbounded domains. Re-
strictions on the structure of quasilinear equations are formulated in terms
of a special class of convex functions (generalized 𝑁 -functions). Namely,
nonlinearities are determined by the Musilak–Orlicz functions such that
the complementaries functions obeys the condition ∆2. The corresponding
Musielak–Orlicz–Sobolev space does not have to be reflexive. This fact is a
significant problem, since the theorem for pseudomonotone operators is not
applicable here.

For the class of equations under consideration, the proof of the existence
theorem is based on an abstract theorem for additional systems. An impor-
tant tool which allowed to generalize available results on the existence of
solutions of the considered equations for bounded domains to the case of
unbounded domains is an embedding theorem for Musielak–Orlicz–Sobolev
spaces. Thus, in this paper, we find conditions on the structure of quasi-
linear equations in terms of the Musielak–Orlicz functions sufficient for the
solvability of the Dirichlet problem in unbounded domains. In addition, we
provide examples of equations which demonstrate that the class of nonlin-
earities considered in the paper is wider than non-power nonlinearities and
variable exponent nonlinearities.
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О знакопеременных и ограниченных решениях одного класса интегральных уравнений. . .

1. Введение и постановка задачи
Рассмотрим следующий класс интегральных уравнений на всей прямой

𝑄(𝑓(𝑥)) =

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, −∞ < 𝑥 < +∞, (1)

с монотонной нелинейностью относительно искомой функции 𝑓(𝑥). В урав-
нении (1) ядро 𝐾 допускает следующее представление:

𝐾(𝑥, 𝑡) =

∫︁ b

a
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)|x−t|𝑑𝜎(𝑠) (𝑥, 𝑡) ∈ R× R, (2)

где 𝜎(𝑠)— монотонно неубывающая функция на [𝑎, 𝑏), 0 < 𝑎 < 𝑏 6 +∞ и удо-
влетворяет условию: ∫︁ b

a
𝑑𝜎(𝑠) =

1

2
. (3)

Функция 𝛼(𝑥, 𝑠) определена на множестве R× [𝑎, 𝑏) и обладает следующими
свойствами:
𝛼1) 𝛼 ∈ 𝐶(R× [𝑎, 𝑏));
𝛼2) существует число 𝜀 > 0 такое, что 𝛼(𝑥, 𝑠) > 𝜀 > 0, (𝑥, 𝑠) ∈ R× [𝑎, 𝑏);
𝛼3) 𝛼(𝑥, 𝑠) симметрична по первому аргументу:

𝛼(−𝑥, 𝑠) = 𝛼(𝑥, 𝑠), 𝑥 > 0, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏);

𝛼4) имеет место неравенство:

𝛿 := sup
(x,s)∈R+×[a,b)

(︁
1− 𝜀

𝛼(𝑥, 𝑠)

)︁
< 1.

Нелинейность 𝑄 определена на множестве R и удовлетворяет следующим
условиям (см. рис. 1):
𝑞1) существует число 𝜂 > 0 такое, что на отрезке [−𝜂, 𝜂] функция 𝑄 явля-

ется непрерывной и нечетной;
𝑞2) 𝑄(𝜂) = 𝜂 и функция 𝑄 выпукла вниз на отрезке [0, 𝜂], причем число

𝜂 > 0 является первым положительным корнем уравнения 𝑄(𝑢) = 𝑢;
𝑞3) 𝑄 монотонно возрастает на отрезке [−𝜂, 𝜂];
𝑞4) уравнение 𝑄(𝑢) =

𝑢

2
имеет положительное решение 𝜉 < 𝜂.

Уравнение (1) имеет непосредственное применение в физической кине-
тике, а именно в кинетической теории газов (см. [1, 2]). Следует отметить,
что в линейном случае, когда 𝑄(𝑢) = 𝑢 и 𝐾(𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑡 < 0, уравнение
(1) достаточно подробно изучалось в работе [3]. В том частном случае, ко-
гда 𝑄(𝑢) = 𝑢p, 𝑝 > 2— нечетное число, а функция 𝛼 кроме условий 𝛼1)ҫ𝛼4)
удовлетворяет также дополнительному условию sup

(x,s)∈R×[a,b)
𝛼(𝑥, 𝑠) < 2𝜀, в ра-

боте [4] были обсуждены вопросы существования ограниченных знакопере-
менных и нетривиальных решений для уравнения (1).

Небезынтересно также отметить, что соответствующее нелинейное урав-
нение на полуоси, при существенно иных ограничениях на нелинейность, ис-
следовалось в работе [5].
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В настоящей работе при более слабых и общих ограничениях на функ-
ции 𝑄 и 𝛼 мы докажем конструктивные теоремы существования ограничен-
ных нетривиальных непрерывных и знакопеременных решений, а также ис-
следуем некоторые качественные свойства построенных решений. В конце ра-
боты приведем несколько частных и прикладных примеров функций 𝑄 и 𝛼
для иллюстрации полученных результатов.

Решение уравнения (1) будем искать в следующем классе непрерывных
на R функций:

Π :=
{︀
𝜙 : 𝜙(−𝑥) = −𝜙(𝑥), 𝑥 > 0, 𝜙 ∈ 𝐶(R) ∩𝑀(R)

}︀
,

где 𝑀(R)— пространство ограниченных функций на множестве R.

2. Обозначения и вспомогательные факты
2.1. Сведение уравнения (1) к нелинейному

интегральному уравнению на полуоси

Проводя рассуждения, такие же, как в работе [4], решение уравнения (1)
можем свести к решению следующего нелинейного интегрального уравнения
на положительной полупрямой:

𝑄(𝐹 (𝑥)) =

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))𝐹 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0, (4)

относительно искомой неотрицательной функции 𝐹 ∈ 𝐶(R+) ∩𝑀(R+), где
ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) задается согласно формулы (2), а 𝐾0(𝑥, 𝑡) имеет следующий вид:

𝐾0(𝑥, 𝑡) =

∫︁ b

a
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)(x+t)𝑑𝜎(𝑠), (𝑥, 𝑡) ∈ R

+ × R
+.

При этом, если функция 𝐹 является неотрицательным нетривиальным непре-
рывным и ограниченным на R

+ решением уравнения (4), то

𝑓(𝑥) =

{︂
𝐹 (𝑥), 𝑥 > 0,
−𝐹 (−𝑥), 𝑥 < 0,

будет решением уравнения (1), причем 𝑓 ∈ Π.

Рис. 1. [Figure 1]
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Более того, если 𝑓 ∈ Π является нетривиальным решением уравнения (1),
то 𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 > 0, будет решением уравнения (4).

Ниже займемся решением уравнения (4). С этой целью мы сначала про-
ведем исследование для специальных вспомогательных линейных уравнений
типа Вольтерра.

2.2. Неоднородное уравнение типа Вольтерра
с монотонно убывающим свободным членом

Рассмотрим следующее неоднородное интегральное уравнение с перемен-
ным нижним пределом

𝜓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∫︁ ∞

x
𝑣(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+, (5)

относительно искомой неотрицательной функции 𝜓(𝑥), где

𝑔(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R
+, 𝑔(𝑥) ̸≡ 0, 𝑔 ∈ 𝐿1(R

+) ∩𝑀(R+), (6)

𝑔(𝑥)монотонно убывает по 𝑥 на R
+. (7)

Ядро 𝑣(𝑥, 𝑡) допускает следующее представление через функцию 𝛼(𝑥, 𝑠):

𝑣(𝑥, 𝑡) = 2𝐾(𝑥, 𝑡)𝜃(𝑡− 𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ R
+ × R

+, (8)

где 𝜃— известная функция Хевисайда.
Уравнение (5) перепишем в операторной форме:

(𝐼 − 𝑉 )𝜓 = 𝑔,

где 𝐼 — единичный оператор, а 𝑉 — интегральный оператор Вольтерра следу-
ющего вида:

(𝑉 𝑓)(𝑥) =

∫︁ ∞

x
𝑣(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+.

Легко заметить, что оператор 𝑉 действует в пространстве 𝑀(R+). Это сразу
следует из свойств функций 𝛼 и 𝜎 (см. условия (3) и 𝛼1)ҫ𝛼4) ). Рассмотрим
следующую задачу факторизации: для интегрального оператора 𝑉 найти та-
кой оператор Вольтерра 𝑊 , действующий из 𝑀(R+) в 𝑀(R+):

(𝑊𝑓)(𝑥) =

∫︁ ∞

x
𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑓 ∈𝑀(R+),

чтобы имела место факторизация

𝐼 − 𝑉 = (𝐼 −𝑊 )(𝐼 − 𝑈), (9)

где

(𝑈𝑓)(𝑥) = 𝜀

∫︁ ∞

x
𝑒−ε(t−x)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+, 𝑓 ∈𝑀(R+).
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Факторизация (9) понимается как равенство операторов, действующих в про-
странстве 𝑀(R+). Из результатов работы [6] следует, что ядро оператора 𝑊
имеет следующий вид:

𝑊 (𝑥, 𝑡) = 2

∫︁ b

a
(𝛼(𝑥, 𝑠)− 𝜀)𝑒−α(x,s)(t−x)𝑑𝜎(𝑠)𝜃(𝑡− 𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ R

+ × R
+.

Из свойств 𝛼1)ҫ𝛼4) легко следует, что

𝑊 ∈ 𝐶(R+ × R
+), 𝑊 (𝑥, 𝑡) > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ R

+ × R
+, (10)

𝜌 := sup
x∈R+

∫︁ ∞

0
𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 2𝛿

∫︁ b

a
𝑑𝜎(𝑠) = 𝛿 < 1. (11)

Из (10) и (11) имеем, что оператор 𝑊 является сжимающим в пространстве
𝑀(R+). Используя факторизацию (9), уравнение (5) перепишем в следующем
виде:

(𝐼 −𝑊 )(𝐼 − 𝑈)𝜓 = 𝑔.

Обозначим через
Φ = (𝐼 − 𝑈)𝜓.

Тогда функция Φ будет удовлетворять следующему неоднородному уравне-
нию типа Вольтерра:

(𝐼 −𝑊 )Φ = 𝑔. (12)

Запишем уравнение (12) в развернутом виде:

Φ(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∫︁ ∞

x
𝑊 (𝑥, 𝑡)Φ(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0. (13)

Так как свободный член 𝑔 удовлетворяет условиям (6), (7), в силу того,
что оператор 𝑊 является сжимающим в пространстве 𝑀(R+), можем утвер-
ждать, что уравнение (13) обладает неотрицательным единственным реше-
нием в 𝑀(R+).

Рассмотрим следующие последовательные приближения:

Φn+1(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∫︁ ∞

x
𝑊 (𝑥, 𝑡)Φn(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0,

Φ0(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
(14)

Применяя метод математической индукции, можно убедиться, что

Φn(𝑥) ↑ по 𝑛, Φn ∈𝑀(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (15)

Ниже докажем, что имеет место следующая оценка:

Φn(𝑥) 6
𝑔(𝑥)

1− 𝜌
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R

+. (16)

При 𝑛 = 0 данное неравенство сразу следует из определения нулевого прибли-
жения в итерациях (14). Предположим, что (16) имеет место для некоторого
𝑛 ∈ N. Тогда в силу (7), (10) и (11) из (14) будем иметь
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Φn+1(𝑥) 6 𝑔(𝑥) +

∫︁ ∞

x
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑔(𝑡)

1− 𝜌
𝑑𝑡 6

6 𝑔(𝑥) +
𝑔(𝑥)

1− 𝜌

∫︁ ∞

x
𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 𝑔(𝑥) +

𝑔(𝑥)𝜌

1− 𝜌
=

𝑔(𝑥)

1− 𝜌
.

Из (15) и (16) немедленно следует, что последовательность ограниченных
функций {Φn(𝑥)}∞n=0 имеет поточечный предел, когда 𝑛→ ∞:

lim
n→∞

Φn(𝑥) = Φ(𝑥).

Согласно теореме Б. Леви [7], предельная функция Φ удовлетворяет уравне-
нию (13). Из (15), (16) в силу (6) и (7) заключаем, что

𝑔(𝑥) 6 Φ(𝑥) 6
𝑔(𝑥)

1− 𝜌
, 𝑥 ∈ R

+,

Φ ∈ 𝐿1(R
+) ∩𝑀(R+).

Таким образом, в силу единственности решения уравнения (13) в 𝑀(R+)
можем утверждать, что построенное при помощи итераций (14) решение яв-
ляется единственным. Решая уравнение (𝐼 − 𝑈)𝜓 = Φ, находим

𝜓(𝑥) = Φ(𝑥) + 𝜀

∫︁ ∞

x
Φ(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+.

2.3. Построение нетривиального решения
для однородного уравнения типа Вольтерра

Рассмотрим следующее однородное линейное интегральное уравнение ти-
па Вольтерра относительно искомой функции L (𝑥):

L (𝑥) =

∫︁ ∞

x
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))L (𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+, (17)

где

𝑣(𝑥, 𝑡) = 2

∫︁ b

a
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)(x+t)𝑑𝜎(𝑠), (𝑥, 𝑡) ∈ R

+ × R
+, (18)

а ядро 𝑣(𝑥, 𝑡) задается согласно (8).
Из следующего простого неравенства

|𝑥− 𝑡| 6 𝑥+ 𝑡, (𝑥, 𝑡) ∈ R
+ × R

+

с учетом условия 𝛼1) получаем

𝐾(𝑥, 𝑡) > 𝐾0(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R
+ × R

+, (19)

откуда, в частности, следует

𝑣(𝑥, 𝑡) > 𝑣(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R
+ × R

+. (20)

Имеет место следующая основная лемма.

649



Х ач а т р я н Х. А., П е т р о с я н А. С.

Лемма 1. При условиях (3), 𝛼1)ҫ𝛼4) уравнение (17) обладает неотрица-
тельным, нетривиальным, непрерывным и ограниченным на R

+ решением
L (𝑥), причем lim

x→+∞
L (𝑥) = 1 и 1− L ∈ 𝐿1(R

+), L (𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R
+.

До к а з ат е л ь ств о. Наряду с уравнением (17) рассмотрим следующие
неоднородные интегральные уравнения типа Вольтерра относительно иско-
мых функций 𝜓 и �̃�:

𝜓0(𝑥) = 𝑔0(𝑥) +

∫︁ ∞

x
𝑣(𝑥, 𝑡)𝜓0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+, (21)

�̃�(𝑥) = 𝑔1(𝑥) +

∫︁ ∞

x
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))�̃�(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+, (22)

где

𝑔0(𝑥) := 𝑒−2εx, 𝑥 ∈ R
+,

𝑔1(𝑥) := 2

∫︁ b

a
𝑒−2α(x,s)x𝑑𝜎(𝑠), 𝑥 ∈ R

+.

Очевидно, что функция 𝑔0 удовлетворяет условиям (6) и (7). Следователь-
но, в силу полученных в п. 2.1 результатов можно утверждать, что уравнение
(21) обладает неотрицательным и ограниченным решением вида

𝜓0(𝑥) = Φ0(𝑥) + 𝜀

∫︁ ∞

x
Φ0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+, (23)

где Φ0(𝑥) является решением уравнения (13) со свободным членом 𝑔(𝑥) = 𝑔0(𝑥)
и удовлетворяет следующему двойному неравенству:

𝑒−2εx
6 Φ0(𝑥) 6

𝑒−2εx

1− 𝜌
, 𝑥 ∈ R

+. (24)

Так как 𝑔0 ∈ 𝐶(R+), 𝑣 ∈ 𝐶(R+ × R
+), то из (23), (24) и (21) следует

𝜓0(𝑥) ∈ 𝐿1(R
+) ∩ 𝐶(R+).

Таким образом, уравнение (21) обладает неотрицательным непрерывным
суммируемым и ограниченным решением 𝜓0(𝑥). Более того, из (23) и (24)
следует также, что функция 𝜓0(𝑥)𝑒

2εx является ограниченной на R
+.

Рассмотрим теперь следующие последовательные приближения для урав-
нения (22):

�̃�n+1(𝑥) = 𝑔1(𝑥) +

∫︁ ∞

x
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))�̃�n(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+,

�̃�0(𝑥) = 𝑔1(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
(25)

Учитывая неравенство (20), индукцией по 𝑛 нетрудно убедиться, что

�̃�n(𝑥) ↑ по 𝑛, 𝑥 ∈ R
+. (26)
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В силу того, что 𝑔1 ∈ 𝐶(R+), 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐶(R+ × R
+), индукцией также можно

проверить, что
�̃�n ∈ 𝐶(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (27)

Ниже докажем справедливость неравенства

�̃�n(𝑥) 6 𝜓0(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R
+, (28)

где 𝜓0 ∈ 𝐿1(R
+) ∩ 𝐶(R+)— решение уравнения (21), обладающее свойства-

ми (23), (24). При 𝑛 = 0 неравенство (28) сразу вытекается из следующей
цепочки простых неравенств:

�̃�0(𝑥) = 𝑔1(𝑥) 6 2

∫︁ b

a
𝑒−2εx𝑑𝜎(𝑠) = 𝑒−2εx = 𝑔0(𝑥) 6 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R

+, (29)

ибо 𝛼(𝑥, 𝑠) > 𝜀 > 0, (𝑥, 𝑠) ∈ R
+ × [𝑎, 𝑏) и

∫︁ b

a
𝑑𝜎(𝑠) =

1

2
.

Предположим, что неравенство (28) выполняется при некоторых 𝑛 ∈ N.
Тогда, учитывая (20), (29), из (25) будем иметь

�̃�n+1(𝑥) 6 𝑔0(𝑥) +

∫︁ ∞

x
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))𝜓0(𝑡)𝑑𝑡 6

6 𝑔0(𝑥) +

∫︁ ∞

x
𝑣(𝑥, 𝑡)𝜓0(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R

+.

Таким образом, в силу (26), (27) и (28) можем утверждать, что после-

довательность непрерывных функций {�̃�n(𝑥)}∞n=0 имеет поточечный предел,

когда 𝑛→ ∞: lim
n→∞

�̃�n(𝑥) = �̃�(𝑥), причем согласно теореме Б. Леви предель-

ная функция �̃�(𝑥) удовлетворяет уравнению (22). Из (26) и (28) следует

2

∫︁ b

a
𝑒−2α(x,s)x𝑑𝜎(𝑠) 6 �̃�(𝑥) 6 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R

+. (30)

Так как 𝑔1 ∈ 𝐶(R+), 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐶(R+ × R
+), с учетом (30) можно утверждать,

что �̃� ∈ 𝐶(R+).
Итак, согласно теореме Дини получаем, что сходимость последовательно-

сти функций {�̃�n(𝑥)}∞n=0 к �̃�(𝑥) в каждом компакте из R
+ равномерна. Из

(30), (23) и (24) также следует

�̃� ∈ 𝐿1(R
+) ∩𝑀(R+) (31)

и более того —
�̃�(𝑥)𝑒2εx ∈𝑀(R+). (32)

Таким образом, уравнение (22) обладает неотрицательным, непрерывным,
ограниченным и суммируемым на R

+ решением, более того, имеет место
включение (32).
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Теперь прямой проверкой убедимся, что �̃�тр(𝑥) ≡ 1 является решением
уравнения (22). Действительно, учитывая (3), (8), (18) и теорему Фубини [7],
имеем

𝑔1(𝑥) +

∫︁ ∞

x
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))𝑑𝑡 = 2

∫︁ b

a
𝑒−2α(x,s)x𝑑𝜎(𝑠)+

+ 2

∫︁ ∞

x

∫︁ b

a
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)(t−x)𝑑𝜎(𝑠)𝑑𝑡− 2

∫︁ ∞

x

∫︁ b

a
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)(x+t)𝑑𝜎(𝑠)𝑑𝑡 =

= 2

∫︁ b

a
𝑒−2α(x,s)x𝑑𝜎(𝑠) + 2

b∫︁

a

𝑑𝜎(𝑠)− 2

∫︁ b

a
𝛼(𝑥, 𝑠)

∫︁ ∞

x
𝑒−α(x,s)(x+t)𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) =

= 2

∫︁ b

a
𝑒−2α(x,s)x𝑑𝜎(𝑠) + 1− 2

∫︁ b

a
𝑒−2α(x,s)x𝑑𝜎(𝑠) = 1.

Индукцией по 𝑛 легко можно проверить справедливость неравенства

�̃�n(𝑥) 6 1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R
+.

Следовательно, �̃�(𝑥) 6 �̃�тр(𝑥), 𝑥 ∈ R
+. Из свойств (31) и (32) следует

�̃�(𝑥) ̸≡ �̃�тр(𝑥).

В силу линейности уравнения (22) функция

L (𝑥) = �̃�тр(𝑥)− �̃�(𝑥) = 1− �̃�(𝑥) > 0

будет удовлетворять однородному уравнению (17). Из свойств функции �̃�
(см. (31), (32)) приходим к завершению доказательства. �

3. Разрешимость уравнения (4)

Рассмотрим следующие последовательные приближения:

𝑄(𝐹n+1(𝑥)) =

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))𝐹n(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0,

𝐹0(𝑥) = 𝜂, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

(33)

Индукцией по 𝑛 докажем, что

𝐹n(𝑥) ↓ по 𝑛, (34)

𝐹n(𝑥) > 𝜉L (𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R
+, (35)

𝐹n ∈ 𝐶(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (36)

где L (𝑥)— решение уравнения (17) (см. лемму 1).
Сперва убедимся, что 0 6 𝐹1(𝑥) 6 𝐹0(𝑥), 𝑥 ∈ R

+. Учитывая (19), (3), из
(33) будем иметь

652



О знакопеременных и ограниченных решениях одного класса интегральных уравнений. . .

𝑄(𝐹1(𝑥)) 6 𝜂

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜂

∫︁ b

a

∫︁ ∞

0
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)|x−t|𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) 6

6 𝜂

∫︁ b

a
𝛼(𝑥, 𝑠)

∫︁ ∞

−∞
𝑒−α(x,s)|y|𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) = 2𝜂

∫︁ b

a
𝑑𝜎(𝑠) = 𝜂 = 𝑄(𝜂), (37)

𝑄(𝐹1(𝑥)) > 0 = 𝑄(0), 𝑥 ∈ R
+. (38)

Из (37) и (38) в силу монотонности функции 𝑄 следует справедливость нера-
венств

0 6 𝐹1(𝑥) 6 𝐹0(𝑥), 𝑥 ∈ R
+.

Неравенство (35) для 𝑛 = 0 сразу следует из оценки

𝐹0(𝑥) = 𝜂 > 𝜉 > 𝜉L (𝑥), 𝑥 ∈ R
+.

Непрерывность нулевого приближения в итерациях (33) очевидна. Предпо-
ложим, что для некоторого натурального 𝑛 имеет место неравенство

0 6 𝐹n(𝑥) 6 𝐹n−1(𝑥), 𝑥 ∈ R
+.

Тогда, вновь используя (19), из (33) получим

𝑄(𝐹n+1(𝑥)) 6

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))𝐹n−1(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑄(𝐹n(𝑥)), 𝑥 ∈ R

+, (39)

𝑄(𝐹n+1(𝑥)) > 0 = 𝑄(0), 𝑥 ∈ R
+. (40)

Снова используя монотонность функции 𝑄, из (39) и (40) будем иметь

0 6 𝐹n+1(𝑥) 6 𝐹n(𝑥), 𝑥 ∈ R
+.

Предположим теперь, что 𝐹n(𝑥) > 𝜉L (𝑥), 𝑥 ∈ R
+, для некоторого 𝑛 ∈ N.

Тогда, учитывая (19) и условия 𝑞1)ҫ𝑞4), из (33) получаем

𝑄(𝐹n+1(𝑥)) > 𝜉

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))L (𝑡)𝑑𝑡 >

> 𝜉

∫︁ ∞

x
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))L (𝑡)𝑑𝑡 =

=
𝜉

2

∫︁ ∞

x
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))L (𝑡)𝑑𝑡 =

𝜉L (𝑥)

2
> 𝑄(𝜉L (𝑥)), 𝑥 ∈ R

+,

ибо 𝑄(𝑢) 6
𝑢

2
, 𝑢 ∈ [0, 𝜉] и 0 6 L (𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R

+.

Наконец, предположим, что 𝐹n ∈ 𝐶(R+) при некотором 𝑛 ∈ N. Тогда в си-
лу того, что 𝐾, 𝐾0 ∈ 𝐶(R+ ×R

+), получаем, что 𝑄(𝐹n+1(𝑥)) является непре-
рывной функцией на R

+. Так как 0 6 𝐹n+1(𝑥) 6 𝜂, 𝑥 ∈ R
+ и 𝑄 ∈ 𝐶[−𝜂, 𝜂],

𝑄 ↑ на [−𝜂, 𝜂], из непрерывности функции 𝑄(𝐹n+1(𝑥)) следует непрерывность
функции 𝐹n+1(𝑥) на R

+.
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Таким образом, утверждения (34)ҫ(36) полностью доказаны. Следова-
тельно, последовательность непрерывных функций {𝐹n(𝑥)}∞n=0 имеет пото-
чечный предел, когда 𝑛 → ∞: lim

n→∞
𝐹n(𝑥) = 𝐹 (𝑥), причем предельная функ-

ция 𝐹 удовлетворяет уравнению (4) и имеет место следующая двойная оценка:

𝜉L (𝑥) 6 𝐹 (𝑥) 6 𝜂, 𝑥 ∈ R
+, (41)

и в силу непрерывности ядер 𝐾,𝐾0 и нелинейности 𝑄 функция 𝐹 ∈ 𝐶(R+).

Итак, на основе вышеизложенного приходим к следующему результату.

Лемма 2. При условиях (3), 𝛼1)ҫ𝛼4) и 𝑞1)ҫ𝑞4) уравнение (4) обладает не-
отрицательным, нетривиальным, непрерывным и ограниченным на R

+ ре-
шением. Более того, имеет место двойная оценка (41).

4. Асимптотическое поведение решения
при дополнительных ограничениях на α(x, s) и Q(u)

4.1. Ключевая лемма

Ниже при дополнительных ограничениях на функции 𝛼(𝑥, 𝑠) и 𝑄(𝑢) мы
докажем справедливость следующих соотношений:

1) lim
x→+∞

𝐹 (𝑥) = 𝜂,

2) 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(R
+).

Кроме условий 𝛼1)ҫ𝛼4) и 𝑞1)ҫ𝑞4), здесь мы предполагаем, что

𝛼0 := sup
(x,s)∈R×[a,b)

𝛼(𝑥, 𝑠) 6 2𝜀, (42)

𝜂 <
3

2
𝜉. (43)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 3. При условиях (3), 𝛼1)ҫ𝛼4), 𝑞1)ҫ𝑞4) и (42), (43) любое реше-
ние уравнения (4), удовлетворяющее неравенством (41), обладает свойства-
ми 1) и 2).

До к а з ат е л ь ств о. Сперва заметим, что уравнение (4) можно пред-
ставить в следующем виде:

𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) = 𝜂

∫︁ ∞

0
𝐾0(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁ ∞

0
𝐾0(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 > 0, (44)

поскольку, согласно теореме Фубини,

𝜂

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡+𝐾0(𝑥, 𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝜂

∫︁ b

a

∫︁ ∞

0
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)|x−t|𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) + 𝜂

∫︁ b

a

∫︁ ∞

0
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)(x+t)𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) =
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= 𝜂

∫︁ b

a

∫︁ x

−∞
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)|y|𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) + 𝜂

∫︁ b

a

∫︁ ∞

x
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)|y|𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) =

= 2𝜂

∫︁ b

a
𝑑𝜎(𝑠) = 𝜂.

Так как 𝜀 6 𝛼(𝑥, 𝑠) 6 2𝜀 (см. условия 𝛼2) и (42)), то с учетом 𝑞1)ҫ𝑞3), (41),
(3) и (44) имеем

0 6 𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) 6 2𝜂
𝛼0

𝜀

∫︁ b

a

∫︁ ∞

x
𝑒−εy𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) +

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝜂
𝛼0

𝜀
𝑒−εx +

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 > 0. (45)

Рассмотрим теперь функцию

𝜒(𝑢) :=
𝜂 −𝑄(𝑢)

𝜂 − 𝑢
, 𝑢 ∈ [0, 𝜂).

Из свойств 𝑞1)ҫ𝑞4), (43) сразу следует

𝜒 ∈ 𝐶[0, 𝜂),

𝜒(0) = 1, 𝜒(𝜉) =
𝜂 − ξ

2

𝜂 − 𝜉
> 2.

В силу выпуклости и монотонности функции 𝑄 на интервале [0, 𝜂) функция
𝜒(𝑢) будет монотонно возрастающей на [0, 𝜂) (см. рис. 2).

Следовательно, существует 𝜉0 ∈ (0, 𝜉) такое, что

𝜒(𝜉0) > 2. (46)

Рис. 2. [Figure 2]
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Зафиксируем число 𝜉0. Так как lim
x→+∞

L (𝑥) = 1 и L (𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R
+,

существует число 𝑟 > 0 такое, что при 𝑥 > 𝑟 имеет место неравенство

1− L (𝑥) = |1− L (𝑥)| 6 𝜉 − 𝜉0
𝜉

,

из которого следует

L (𝑥) >
𝜉0
𝜉

при 𝑥 > 𝑟. (47)

Таким образом, учитывая (41) и (47), можем утверждать, что

𝐹 (𝑥) > 𝜉0 при 𝑥 > 𝑟.

Проведем теперь прямую, проходящую через точки (𝜉0, 𝑄(𝜉0)) и (𝜂, 𝜂). Урав-
нение этой прямой имеет вид (см. рис. 3)

𝑦 =
𝜂 −𝑄(𝜉0)

𝜂 − 𝜉0
𝑢+ 𝜂

𝑄(𝜉0)− 𝜉0
𝜂 − 𝜉0

.

В силу выпуклости функции 𝑄 на отрезке [0, 𝜂] можем утверждать, что при
𝑥 > 𝑟

𝑄(𝐹 (𝑥)) 6
𝜂 −𝑄(𝜉0)

𝜂 − 𝜉0
𝐹 (𝑥) + 𝜂

𝑄(𝜉0)− 𝜉0
𝜂 − 𝜉0

,

из чего следует справедливость неравенства

𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) > 𝜒(𝜉0)(𝜂 − 𝐹 (𝑥)) при 𝑥 > 𝑟. (48)

Так как 𝐾, 𝐾0 ∈ 𝐶(R+ × R
+), 𝑄 ∈ 𝐶[0, 𝜂], из (4) в силу (41) и 𝑞3) получаем

𝐹 ∈ 𝐶(R+). Поскольку 𝐹 ∈ 𝐶(R+), очевидно, что 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(0, 𝑟).
Докажем теперь, что 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(𝑟,+∞). Пусть 𝑅 > 𝑟— произвольное

конечное число. Проинтегрируем обе части (45) по 𝑥 в пределах от 𝑟 до 𝑅:

∫︁ R

r
(𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)))𝑑𝑥 6

𝜂𝛼0

𝜀

∫︁ R

r
𝑒−εx𝑑𝑥+

∫︁ R

r

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥 6

Рис. 3. [Figure 3]
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6
𝜂𝛼0

𝜀2
+

∫︁ R

r

∫︁ r

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥+

∫︁ R

r

∫︁ R

r
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ R

r

∫︁ ∞

R
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥. (49)

Заметим, что в силу теоремы Фубини

∫︁ R

r

∫︁ r

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6 𝛼0

∫︁ R

r

∫︁ b

a

∫︁ r

0
𝑒−ε|x−t|𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠)𝑑𝑥 =

=
𝛼0

2

∫︁ R

r

∫︁ x

x−r
𝑒−ε|y|𝑑𝑦𝑑𝑥 =

𝛼0

2

∫︁ R

r

(︂∫︁ ∞

x−r
𝑒−εy𝑑𝑦 −

∫︁ ∞

x
𝑒−εy𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥 6

6
𝛼0

2𝜀

∫︁ R

r
𝑒−ε(x−r)𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀

∫︁ ∞

r
𝑒−εt𝑑𝑡 =

𝛼0

2𝜀2
𝑒−εr

6
𝛼0

2𝜀2
< +∞,

∫︁ R

r

∫︁ ∞

R
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6

𝛼0

2

∫︁ R

r

∫︁ ∞

R
𝑒−ε|x−t|𝑑𝑡𝑑𝑥 =

𝛼0

2

∫︁ R

r

∫︁ x−R

−∞
𝑒−ε|y|𝑑𝑦𝑑𝑥 6

6
𝛼0

2

∫︁ R

0

∫︁ x−R

−∞
𝑒εy𝑑𝑦𝑑𝑥 =

𝛼0

2𝜀

∫︁ R

0
𝑒ε(x−R)𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀2
< +∞.

В конечном итоге имеем

∫︁ R

r

∫︁ r

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀2
,

∫︁ R

r

∫︁ ∞

R
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀2
. (50)

Учитывая (50) и (41), из (49) получим

∫︁ R

r
(𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)))𝑑𝑥 6

6
𝜂𝛼0

𝜀2
+
𝜂𝛼0

2𝜀2
+
𝜂𝛼0

2𝜀2
+

∫︁ R

r

∫︁ R

r
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=
2𝜂𝛼0

𝜀2
+

∫︁ R

r

∫︁ R

r
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥. (51)

Теперь, используя неравенство (48) с учетом (3), (42), 𝛼1) и теорему Фубини,
из (51) будем иметь

0 6 𝜒(𝜉0)

∫︁ R

r
(𝜂 − 𝐹 (𝑥))𝑑𝑥 6

6
2𝜂𝛼0

𝜀2
+

∫︁ R

r
(𝜂 − 𝐹 (𝑡))

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6
2𝜂𝛼0

𝜀2
+ 2

∫︁ R

r
(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡
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или в силу (46) —

0 6

∫︁ R

r
(𝜂 − 𝐹 (𝑥))𝑑𝑥 6

2𝜂𝛼0

(𝜒(𝜉0)− 2)𝜀2
. (52)

Устремляя число 𝑅 к бесконечности в (52), получим 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(𝑟,+∞) и

0 6

∫︁ ∞

r
(𝜂 − 𝐹 (𝑥))𝑑𝑥 6

2𝜂𝛼0

(𝜒(𝜉0)− 2)𝜀2
. (53)

Окончательно в силу (41) и (53) имеем

𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(R
+) ∩𝑀(R+).

Из (45) с учетом (3), 𝛼1) и (42) следует

0 6 𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) 6
𝜂𝛼0

𝜀
𝑒−εx + 𝜀

∫︁ ∞

0
𝑒−ε|x−t|(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R

+. (54)

Так как 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(R
+) ∩𝑀(R+), 𝑒−ε|x| ∈ 𝐿1(R) ∩𝑀(R), в силу известного

предельного соотношения в операции свертки [8] имеем

lim
x→+∞

∫︁ ∞

0
𝑒−ε|x−t|(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡 = 0. (55)

Из (54) и (55) сразу получаем

lim
x→+∞

𝑄(𝐹 (𝑥)) = 𝜂. (56)

Учитывая 𝑞1)ҫ𝑞3), из (56) окончательно получим

lim
x→+∞

𝐹 (𝑥) = 𝜂. �

4.2. Формулировка основных результатов

Вернемся теперь к уравнению (1). Учитывая формулу

𝑓(𝑥) =

{︂
𝐹 (𝑥), 𝑥 > 0,

−𝐹 (−𝑥), 𝑥 < 0

и утверждения леммы 2 и леммы 3, приходим к следующим теоремам.

Теорема 1. При условиях леммы 2 уравнение (1) обладает нетривиаль-
ным знакопеременным непрерывным нечетным и ограниченным решением
𝑓(𝑥). Более того, данное решение удовлетворяет следующим неравенствам:

𝜉L (𝑥) 6 𝑓(𝑥) 6 𝜂, при 𝑥 > 0, (57)

−𝜂 6 𝑓(𝑥) 6 −𝜉L (−𝑥), при 𝑥 < 0.

Теорема 2. При условиях леммы 3 любое решение 𝑓(𝑥) ∈ Π уравнения (1),
удовлетворяющее неравенству (57), обладает следующими предельными и
асимптотическими свойствами:

lim
x→±∞

𝑓(𝑥) = ±𝜂, 𝜂 ± 𝑓 ∈ 𝐿1(R
∓),

где R
+ := [0,+∞), R− := (−∞, 0].

658



О знакопеременных и ограниченных решениях одного класса интегральных уравнений. . .

5. Вопрос единственности решения. Примеры
5.1. О единственности решения

Возникает естественный вопрос: будет ли построенное нами решение един-
ственным? Ответ на этот вопрос в общем случае отрицательный. Ниже убе-
димся, что, например, когда функция 𝛼(𝑥, 𝑠) является периодической по пе-
ременной 𝑥 с основным периодом 𝑇 > 0 (т. е. 𝛼(𝑥 + 𝑇, 𝑠) = 𝛼(𝑥, 𝑠), 𝑥 ∈ R,
𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏)), то единственность нарушается. Заметим, что тогда уравнение (1),
кроме решения 𝑓(𝑥), обладает также однопараметрическим семейством ре-
шений вида {𝑓(𝑥+𝑚𝑇 )}m∈Z. Действительно, учитывая (2) и периодичность
функции 𝛼, из (1) будем иметь

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡+𝑚𝑇 )𝑑𝑡 =

∫︁ b

a

∫︁ ∞

−∞
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)|x−t|𝑓(𝑡+𝑚𝑇 )𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) =

=

∫︁ b

a

∫︁ ∞

−∞
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−α(x,s)|x+mT−y|𝑓(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) =

=

∫︁ b

a

∫︁ ∞

−∞
𝛼(𝑥+𝑚𝑇, 𝑠)𝑒−α(x+mT,s)|x+mT−y|𝑓(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) =

= 𝑄(𝑓(𝑥+𝑚𝑇 )).

5.2. Примеры функций Q и α
Приведем несколько примеров функций 𝑄 и 𝛼, удовлетворяющих услови-

ям доказанных теорем.

Примеры функции 𝑄:

𝑄a) 𝑄(𝑢) = 𝑢p, 𝑢 ∈ R, 𝑝 > 2— произвольное нечетное число.
𝑄b) 𝑄(𝑢) = 𝑎𝑢p + (1− 𝑎)𝑢, 𝑎 ∈

(︀
1
2 , 1

]︀
, 𝑝 > 2— нечетное число.

Подробно остановимся на примере 𝑄b. Проверим условия 𝑞1)ҫ𝑞4).
Действительно, легко заметить, что для этой функции положительной

неподвижной точкой служит число 𝜂 = 1, а 𝜉 =

√︁
a−1/2

a < 1. Очевидно, что

𝑄 ↑ на R, 𝑄 ∈ 𝐶(R) и 𝑄(−𝑢) = −𝑄(𝑢), 𝑢 > 0, причем 𝑄 выпукла вниз на
отрезке [0, 1].

Заметим, что при 𝑎 ∈
(︀

9
10 , 1

]︀
имеет место также условие 𝜂 < 3

2𝜉. В спра-
ведливости последнего неравенства можно убедиться прямой проверкой.

Примеры функции 𝛼:

𝛼a) 𝛼(𝑥, 𝑠) = 𝜀 + 𝐺0(𝑠)𝑒
−|x|, 𝑥 ∈ R, где 𝐺0 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏) и 0 6 𝐺0(𝑠) 6 𝜀,

𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏), 𝜀 > 0.
𝛼b) 𝛼(𝑥, 𝑠) = 𝜀+𝐺0(𝑠) sin

2 𝑥, 𝑥 ∈ R, где 𝐺0 — удовлетворяет условиям
примера 𝛼a.

Следует отметить, что в случае примера 𝛼b (период 𝑇 = 𝜋) уравнение (1)
обладает однопараметрическим семейством решений вида {𝑓(𝑥+ 𝜋𝑚)}m∈Z.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Аннотация

Исследуется влияние размеров области поверхностного пластическо-
го упрочнения на напряженно-деформированное состояние балки с над-
резом полукруглого профиля. Задача сведена к краевой задаче фиктив-
ной термоупругости, при этом начальные (пластические) деформации
моделируются температурными анизотропными деформациями в неод-
нородном температурном поле. Решение реализовано на основе метода
конечных элементов.

Для модельных расчетов в качестве исходной информации использо-
вались экспериментальные данные о распределении остаточных напря-
жений в гладкой балке из сплава ЭП742 после ультразвукового механи-
ческого упрочнения. Выполнен вариативный численный анализ влияния
радиуса надреза и величины зоны упрочнения грани балки на распре-
деление компонент тензора остаточных напряжений в наименьшем се-
чении от дна концентратора.

Показано, что при величине зоны упрочнения более 16ҫ20 % от пло-
щади всей грани напряженно-деформированное состояние в наимень-
шем сечении практически стабилизируется. Установлено, что если ради-
ус полукруглого надреза меньше толщины упрочненного слоя (области
сжатия материала), то происходит увеличение (по модулю) нормальной
продольной компоненты тензора остаточных напряжений, а если радиус
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надреза больше толщины упрочненного слоя, то наблюдается уменьше-
ние (по модулю) этой величины по сравнению с аналогичной компонен-
той для гладкой упрочненной балки для всех величин зоны упрочнения
более 16ҫ20 % от площади всей грани балки.

Выполнена экспериментальная проверка разработанного численного
метода на основе метода конечных элементов для балки с полностью
упрочненной гранью.

Ключевые слова: опережающее поверхностное пластическое упроч-
нение, область упрочнения, полукруглый надрез, балка, сплав ЭП742,
остаточные напряжения.

Получение: 25 сентября 2020 г. / Исправление: 11 ноября 2020 г. /
Принятие: 16 ноября 2020 г. / Публикация онлайн: 25 декабря 2020 г.

Введение. В процессе эксплуатации любое изделие в той или иной ме-
ре подвергается влиянию термических, химико-термических, механических
воздействий, что приводит к его износу, накоплению поврежденности в мате-
риале и провоцирует другие деградационные процессы в деталях и узлах
элементов конструкций. Одним из эффективных способов повышения ре-
сурса металлоконструкций является поверхностное пластическое упрочнение
(ППД), широко распространенное в штатных технологиях в авиадвигателе-
строении, энергетическом машиностроении и других отраслях промышленно-
сти. Положительное влияние ППД на характеристики надежности связыва-
ют с образованием полей остаточных напряжений (ОН) в приповерхностном
слое изделий после применения технологии упрочнения [1ҫ12]. Наибольшая
эффективность применения ППД наблюдается для деталей с концентрато-
рами напряжений в виде вырезов, вмятин, царапин и иных трещиноподоб-
ных несплошностей [7, 9, 12ҫ18]. Такое явление однозначно обуславливается
наличием сжимающих напряжений вблизи концентратора, которые локаль-
но снижают интенсивность эксплуатационных растягивающих напряжений,
предотвращают растрескивание металла и раскрытие берегов трещин нор-
мального отрыва. Уменьшение дислокаций в слоях материала посредством
наружного уплотнения способствует также изменению траектории процесса
разрушения. В подтверждение этого в работах [16, 17] на примере развития
поверхностных трещин в образцах, изготовленных из никелевого суперсплава
и ослабленных царапинами и вмятинами, представлены результаты положи-
тельного влияния ОН на усталостную долговечность. Результаты работы [15],
полученные на основе линейной механики разрушения при исследовании ци-
линдрического стального образца с надрезом, также показали, что остановка
роста трещины усталости наблюдается в поверхностном упрочненном слое по
причине резкого падения значений расчетного коэффициента интенсивности
напряжений.

В прикладных технологических задачах выбор методов и режимов по-
верхностного упрочнения проводится, как правило, без учета формы, раз-
меров концентратора и вариантов упрочнения поверхностного слоя детали.
При наличии в детали мелких надрезов, обусловленных конструктивными
особенностями, например, для подачи смазывающих жидкостей, сопряжения
деталей и т. д., подавляющее число технологий для упрочнения поверхности
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концентратора напряжений неприменимо вследствие недоступности упроч-
няющего инструмента к поверхности концентратора из-за более крупных га-
баритов по сравнению с геометрией соответствующих впадин. Поэтому в этом
случае используют технологии опережающего поверхностного пластического
деформирования (ОППД), когда первоначально упрочняется гладкая деталь,
а затем наносится соответствующий концентратор напряжений. В результате
удаления части упрочненного материала приповерхностного слоя происходит
перераспределение напряжений и в области концентратора формируется ло-
кальное поле остаточных напряжений, с которым связывают, например, су-
щественное увеличение предела выносливости в условиях многоциклового на-
гружения упрочненных деталей по сравнению с неупрочненными [12, 19ҫ21],
обусловленное торможением нераспространяющейся трещины усталости в об-
ласти сжатия упрочненного материала [12,19,22]. При ОППД при нанесении
единичного концентратора возникает вопрос об оптимальной величине обла-
сти упрочнения гладкой детали для создания максимальных значений сжима-
ющих ОН, поскольку упрочнение всей поверхности гладкой детали нецелесо-
образно в силу трудоемкости некоторых технологий упрочнения (обработка
роликом, алмазное выглаживание и другие). Разрешение этого вопроса на
примере упрочненной балки с полукруглым сквозным надрезом различного
радиуса и является целью данной работы.

1. Постановка задачи. Рассматривается балка 100×10×10 мм, часть
одной из граней упрочнена одним из методов ППД, а затем в соответствии
с технологией ОППД в середине упрочненной части поверхности наносится
полукруглый надрез радиуса 𝜌 (см. рис. 1), вследствие чего происходит пе-
рераспределение остаточных напряжений, образованных после упрочнения
части гладкой поверхности (залита цветом на рис. 1). Задача состоит в ис-
следовании напряженно-деформированного состояния по глубине слоя от дна
концентратора в зависимости от радиуса 𝜌 и величины зоны упрочнения 2𝑘,
при этом основной проблемой является определение оптимального значения
величины 𝑘, увеличение которой практически уже не влияет на напряженно-
деформированное состояние в области концентратора. Отметим, что распре-
деление ОН в этом сечении играет ключевую роль в критериальных зави-
симостях для оценки предела выносливости при многоцикловом нагруже-
нии [12,18ҫ20].

Рис. 1. Схематическое изображение упрочненной балки с концентратором напряжений

[Figure 1. Schematic representation of a reinforced beam with a stress concentrator]
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2. Реконструкция напряженно-деформированного состояния в
гладкой балке с полностью упрочненной гранью. Рассмотрим сначала
случай, когда упрочнена вся верхняя грань гладкой балки без надреза, изоб-
раженной на рис. 1. Введем декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, в которой
плоскость 𝑥𝑂𝑧 совмещена с упрочненной гранью, а ось 𝑂𝑦 направлена по глу-
бине слоя (рис. 1). В дальнейшем в модельных расчетах в качестве исходной
информации используются экспериментальные данные для гладкой балки из
сплава ЭП742 указанных на рис. 1 размеров после ультразвукового (механи-
ческого) упрочнения одной из граней [23]. Для этой технологии упрочнения
все компоненты тензоров ОН и пластических деформаций (ПД) зависят лишь
от компоненты 𝑦, при этом недиагональные компоненты этих тензоров равны
нулю [23,24]. Обозначим через 𝜎i = 𝜎i(𝑦), 𝑞i = 𝑞i(𝑦) (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) диагональные
компоненты тензоров ОН и ПД соответственно, при этом для гладкой балки
𝜎x(𝑦) = 𝜎z(𝑦), а 𝜎y(𝑦) = 0 [23, 24]. Задача реконструкции полей ОН и ПД в
этом случае решена (см. [23, 24]) и основные расчетные зависимости имеют
вид

𝜎x = 𝜎z, 𝑞x = 𝑞z = −1− 𝜈

𝐸
𝜎x, 𝑞y =

2(1− 𝜈)

𝐸
𝜎x, (1)

где 𝐸 и 𝜈 — модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно. Из со-
отношений (1) следует, что достаточно знать лишь экспериментальную за-
висимость для компоненты 𝜎x = 𝜎x(𝑦), а остальные компоненты тензоров
ОН и ПД определяются из (1). Экспериментальные данные для 𝜎x = 𝜎x(𝑦)
в [23] приведены лишь для тонкого приповерхностного слоя глубиной около
200 мкм и представлены маркерами на рис. 2. Поэтому для использования (1)
необходимо построить аналитическую аппроксимацию для этой компоненты
и экстраполировать ее на все значения 0 6 𝑦 6 𝐻 (𝐻 = 10 мм — толщина
балки) при выполнении условия самоуравновешенности

∫︁ H

0
𝜎x(𝑦)𝑑𝑦 = 0.

Для этого использовалась аппроксимация вида

𝜎x(𝑦) = 𝜎0 − 𝜎1 exp
[︁
−
(︁𝑦 − 𝑦*

𝑏

)︁2]︁
, (2)

Рис. 2. Данные для компоненты σx = σx(y)
после упрочнения УЗУ поверхности балки
из сплава ЭП742: экспериментальные (мар-
керы), расчетные (сплошная линия) по ап-
проксимации (2) и расчетные (штриховая

линия) для термоупругой задачи

[Figure. 2. Data for the component σx = σx(y)
after ultrasonic hardening of the surface of a
beam made of EP742 alloy: experimental (mar-
kers), calculated (solid line) by approximation
(2) and designed (dashed line) for the thermo-

elastic problem]
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где 𝜎0, 𝜎1, 𝑏— параметры, методика идентификации которых приведена в [23],
а 𝑦* = 0.034 мм — координата локального минимума экспериментальной эпю-
ры (см. рис. 2). Значения параметров аппроксимации (2) следующие: 𝜎0 =
= 13.38 МПа, 𝜎1 = 1100.98 МПа, 𝑏 = 0.0928 мм. Расчетные значения для
зависимости (2) представлены на рис. 2 сплошной линией.

3. Методика реконструкции остаточных напряжений в балке с по-
лукруглым надрезом после ОППД. Методика реконструкции ОН в об-
ласти надреза после ОППД базируется на методе расчета по первоначаль-
ным деформациям, основы которого заложены в работе [1], где на качествен-
ном уровне при априорно заданных законах распределения пластических де-
формаций в приповерхностных слоях решены задачи распределения оста-
точных напряжений для простейших поверхностно упрочненных элементов
конструкций.

Этот подход широко используется и в современных исследованиях в связи
с возросшим спектром возможностей вычислительной техники и программ-
ного обеспечения [13, 14, 20, 24ҫ27]. В основном используют изотропный ха-
рактер задания первоначальных деформаций с фиксированным уровнем их
величины по глубине упрочненного слоя. Так, в [20] с применением численно-
го метода на основе МКЭ детально исследовано распределение напряжений
в поверхностно упрочненном слое для цилиндрических и плоских деталей
(гладких и с концентраторами напряжений) при моделировании равномер-
ного упрочнения всей поверхности детали с учетом концентратора, равно-
мерного упрочнения всей поверхности детали без упрочнения концентрато-
ра (впадины), равномерного упрочнения криволинейной части впадины кон-
центратора без упрочнения поверхности детали. Получены на качественном
уровне зависимости распределения остаточных напряжений по глубине слоя
в зависимости от технологии упрочнения, геометрических параметров детали
и концентратора, глубины залегания первоначальных пластических дефор-
маций, что позволило провести сравнительный анализ эффективности схем
упрочнения. В работах [13,14,24,26,27] использовались уже реальные экспери-
ментальные эпюры распределения некоторых компонент тензора остаточных
напряжений и на основе этой информации разработаны методы реконструк-
ции напряженно-деформированного состояния после процедуры упрочнения,
при этом краевая задача сводилась к решению фиктивной задачи термоупру-
гости в неоднородном (по глубине слоя) температурном поле с учетом анало-
гии между температурными и остаточными пластическими деформациями.

Рассмотрим схему решения задачи для балки из сплава ЭП742.

1. На первом этапе определяются поля ОН и ПД в гладкой балке по ме-
тодике, изложенной в п. 2, с использованием соотношений (1) и (2).

2. На втором этапе определенные по (1), (2) компоненты тензора остаточ-
ных ПД 𝑞i = 𝑞i(𝑦) (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) моделировались температурными дефор-
мациями с использованием соотношений

𝑞i(𝑦) = 𝛽i(𝑇 (𝑦))[𝑇 (𝑦)− 𝑇0] (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧; 0 6 𝑦 6 𝐻), (3)

где 𝑇0 — некоторое фиксированное значение температуры на грани бал-
ки, противоположной упрочненной грани (см. рис. 1), 𝛽i(𝑇 (𝑦))— коэф-
фициенты температурного расширения, 𝑇 = 𝑇 (𝑦)— заданное темпера-
турное поле по координате 𝑦, при этом закон изменения температуры
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может быть любым [24, 27]. Суть метода состоит в том, что известные
остаточные пластические деформации (формулы (1)) приравниваются
к температурным деформациям (правая часть (3)). Для этого при за-
данных 𝑞i(𝑦) и 𝑇 = 𝑇 (𝑦) по формуле (3) рассчитываются коэффици-
енты температурного расширения 𝛽i = 𝛽i(𝑇 (𝑦)), которые и являются
исходными данными для решения задачи термоупругости (например,
в пакете ANSYS).

3. На третьем этапе на упрочненный гладкий образец наносится полукруг-
лый надрез (см. рис. 1), т. е. удаляется часть материала с наведенными
ОН и ПД. В результате в объеме балки с концентратором образуется
неуравновешенное поле полных деформаций, которое трансформирует-
ся за счет перераспределения упругих деформаций, и балка с надрезом
приходит в равновесное состояние. На этом этапе строится геометри-
ческая конечно-элементная модель балки с надрезом с заданными по
формуле (3) псевдотемпературными начальными деформациями (точ-
нее, задаются 𝑇 = 𝑇 (𝑦) и 𝛽i = 𝛽i(𝑇 (𝑦)) по оставшемуся после нанесения
надреза объему из решения для гладкой балки).

4. На четвертом этапе стандартными методами на основе МКЭ решает-
ся фиктивная задача термоупругости относительно напряжений — на-
чальные (псевдотемпературные) деформации фактически задаются че-
рез (3).

4. Результаты расчетов и их анализ. Численное исследование вы-
полнено для значений радиуса надреза 𝜌 = {0.1; 0.3; 0.5} мм и различных
значений величины зоны упрочнения 𝑘 = {1; 2; 4; 6; 8; 10} мм (см. рис. 1).
Рассматривался также случай упрочнения всей грани при всех трех значени-
ях 𝜌, что соответствует 𝑘 = {49.9; 49.7; 49.5} мм. Распределение температуры
𝑇 = 𝑇 (𝑦) в гладкой балке задавалось в соответствии с решением стационар-
ной задачи теплопроводности, в которой на упрочненной поверхности зада-
валась температура 𝑇1 = 400℃, на противоположной ей грани — 𝑇0 = 20℃,
а боковые грани теплоизолированы, т. е. рассматривалось решение задачи
теплопроводности с граничными условиями первого рода. В расчетах исполь-
зовались справочные значения коэффициента температуропроводности для
сплава ЭП742 в зависимости от температуры (приведены в [27]). В случае
упрочнения части поверхности балки (заштрихована на рис. 1) температура
𝑇 = 𝑇1 задавалась лишь на ней, 𝑇 = 𝑇0 — на противоположной грани и рас-
пределение температуры 𝑇 = 𝑇 (𝑦) в соответствии с (3) задавалось лишь
в области под упрочненной частью балки, а в оставшейся части (вне области
под упрочненной гранью) в начальный момент времени 𝑇 = 𝑇0.

Одной из особенностей решения этой задачи является учет условия пла-
стической несжимаемости материала 𝑞x + 𝑞y + 𝑞z = 0, используемого при
реконструкции полей ОН. Для этого в краевой задаче термоупругости в ка-
честве коэффициента Пуассона использована величина 𝜈 = 0.499.

Геометрическое конечно-элементное моделирование с последующим чис-
ленным решением реализовано в программном пакете ANSYS. Детали этой
части работы аналогичны описанным в публикации [24].

Для сравнительного анализа результатов численного расчета на основе
МКЭ с экспериментальными данными и данными по модели (1) рассмотрена
бездефектная геометрическая модель (гладкая упрочненная балка). В каче-
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стве иллюстрации на рис. 2 штриховой линией показаны результаты расчетов
для остаточного напряжения 𝜎x = 𝜎x(𝑦) в упрочненном слое на основе МКЭ,
из анализа которых следует их хорошая коррелированность как с экспери-
ментальными данными, так и с результатами расчетов по аппроксимации (2).
Наблюдается также практически полное совпадение графиков для остаточ-
ных ПД по модели (1) с соответствующими графиками, полученными реше-
нием задачи термоупругости на основе МКЭ. При численном решении задач
для гладкой балки и балки с концентратором использовались следующие гра-
ничные условия: ребро 𝐴𝐵 закреплялось жестко, а на ребре 𝐷𝐶 реализовано
шарнирное опирание с возможностью перемещений лишь вдоль оси 𝑂𝑥 (см.
рис. 1). Центр полукруглого надреза находится на расстоянии 𝑥 = 50 мм.

Приведем и проанализируем результаты расчетов для ОН в балках с кон-
центраторами при различных величинах зон упрочнения, полученных в ре-
зультате численного решения задач на основе метода конечных элементов.

Наибольший интерес представляет распределение напряжений по глубине
слоя в сечении от дна концентратора, т. е. в наименьшем сечении детали, по-
скольку интегральная величина 𝜎x = 𝜎x(ℎ) (ℎ— глубина слоя от дна концен-
тратора) входит в критериальные зависимости для оценки повышения пре-
дела выносливости упрочненных деталей по отношению к неупрочненным
в условиях многоциклового нагружения [12, 18ҫ20]. В дальнейшем все гра-
фики распределения компонент тензора остаточных напряжений приведены
именно для этого сечения.

Для бездефектной балки величина ℎ соответствует глубине упрочненного
слоя от верхней грани. На рис. 3, a приведены графики зависимости для
напряжения 𝜎x = 𝜎x(ℎ) для бездефектной балки в сечении при 𝑥 = 50 мм
в зависимости от величины зоны упрочнения при 𝑘 = 2 мм, 𝑘 = 6 мм и
𝑘 = 50 мм (здесь упрочнена вся грань).

Из анализа результатов расчетов и представленных графиков следует, что
в бездефектной балке распределение ОН в среднем сечении (𝑥 = 50 мм) при
𝑘 > 8 мм практически не изменяется и близко к НДС гладкой балки с пол-
ностью упрочненной гранью. На рис. 3 (b, c, d) приведены графики распре-
деления нормальных компонент тензора ОН при радиусе надреза 𝜌 = 0.1 мм.
Здесь надрез находится в зоне упрочнения материала (в области его сжатия).

Отметим некоторые особенности полученных результатов.
Первая особенность состоит в появлении компоненты 𝜎y = 𝜎y(ℎ), которая

в гладкой балке была нулевой.
Вторая особенность заключается в том, что при упрочнении всей грани

компонента 𝜎x = 𝜎x(𝑦) в концентраторе выше, чем у гладкой балки.
Третья особенность связана с тем, что компоненты 𝜎x = 𝜎x(𝑦) и 𝜎z = 𝜎z(𝑦)

различаются, в гладкой балке они совпадают.
Из анализа данных расчетов и графиков вновь можно констатировать,

что распределение ОН при 𝑘 > 8 мм практически стабилизируется и близко
к случаю упрочнения всей грани. Этот же результат следует и для надрезов
𝜌 = 0.3 мм и 𝜌 = 0.5 мм (см. рис. 4), но в этом случае величина сжимающих
напряжений 𝜎x = 𝜎x(ℎ) (и остальных компонент тензора ОН) существенно
меньше, чем при упрочнении всей грани балки. Это связано с тем, что глубина
надреза велика по сравнению с упрочненным слоем (см. рис. 2).
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a b

c d

Рис. 3. Распределение остаточных напряжений в гладкой бездефектной балке (а) и в наи-
меньшем сечении балки с концентратором ρ = 0.1 мм (b, c, d) при различных величинах
области упрочнения. Цифры: 1 — k = 2 мм; 2 — k = 6 мм; 3 — k = 50 мм (a), k = 49.9 мм

(b, c, d)

[Figure 3. Distribution of residual stresses in a smooth defect-free beam (а) and in the smallest
section of a beam with a concentrator of ρ = 0.1 mm (b, c, d) at various values of the hardening

region. Labels: 1 — k = 2 mm; 2 — k = 6 mm; 3 — k = 50 mm (a), k = 49.9 mm (b, c, d)]

a b

Рис. 4. Распределение остаточных напряжений σx = σx(h) в наименьшем сечении балки
с концентратором ρ = 0.3 мм (a) и ρ = 0.5 мм (b) при различных величинах области

упрочнения. Цифры: 1 — k = 2 мм; 2 — k = 6 мм; 3 — k = 49.7 мм (a), k = 49.5 мм (b)

[Figure 4. Distribution of residual stresses σx = σx(h) in the smallest section of a beam with a
concentrator of ρ = 0.3 mm (a) and ρ = 0.5 mm (b) at various values of the hardening region.

Labels: 1 — k = 2 mm; 2 — k = 6 mm; 3 — k = 49.7 mm (a), k = 49.5 mm (b)]
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Выполненные исследования показывают, что при применении технологии
ОППД под изготовление концентратора напряжений существует оптималь-
ная зона упрочнения, увеличение которой не приводит к изменения НДС
в минимальном сечении балки с надрезом. Этот результат можно применять
для назначения оптимальных режимов упрочнения поверхности призматиче-
ских тел при использовании ОППД.

Выводы.
1. Разработана методика численного исследования влияния величины об-

ласти упрочнения грани балки с надрезом на напряженно-деформиро-
ванное состояние в наименьшем сечении балки.

2. Выполнено детальное исследование полей остаточных напряжений
в наименьшем сечении балки с надрезом в широком диапазоне величи-
ны зоны упрочнения и радиусов надреза 𝜌 = {0.1; 0.3; 0.5} мм. Показа-
но, что при величине зоны упрочнения 𝑘 > 8 мм (примерно 16ҫ20% от
площади всей грани) напряженно-деформированное состояние в наи-
меньшем сечении практически стабилизируется.

3. Показано, что если радиус полукруглого надреза меньше толщины
упрочненного слоя (области сжатия материала), происходит увеличе-
ние (по модулю) компоненты 𝜎x = 𝜎x(ℎ) в наименьшем сечении бал-
ки по сравнению с этой величиной в бездефектной балке при всех
𝑘 > 8 мм, а если радиус надреза больше толщины упрочненного слоя,
то наблюдается уменьшение (по модулю) этой компоненты остаточных
напряжений.
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Abstract

The influence of a size of the surface-plastic hardening region on the
stress-strain state of a beam with a notch of a semicircular profile is inves-
tigated. The problem is reduced to a boundary value problem of fictitious
thermoelasticity with the initial (plastic) deformations modeled by tempera-
ture anisrotropic deformations in an inhomogeneous temperature field. The
solution is based on the finite element method.

For model calculations, experimental data on the distribution of residual
stresses in a smooth beam made of EP742 alloy after ultrasonic mechanical
hardening were used as initial information. A variative numerical analysis of
the effect of the notch radius and the size of the hardening zone of the beam
face on the distribution of the components of the residual stress tensor in
the smallest section from the bottom of the concentrator is carried out.

It is shown that when the hardening zone is more than 16–20 % of the
entire face area, the stress-strain state in the smallest section is practically
stabilized. It was established that if the radius of the semicircular notch
is less than the thickness of the hardened layer (the material compression
area), an increase (in modulus) of the normal longitudinal component of
the residual stress tensor occurs, and if the radius of the notch is greater
than the thickness of the hardened layer, then a decrease (in modulus) of
this value is observed in comparison with a similar component for a smooth
reinforced beam for all values of the hardening zone more than 16–20% of
the entire face area of the beam.

An experimental verification of the developed numerical method based on
the finite element method for a beam with a fully hardened face is performed.

Keywords: advanced surface plastic hardening, area of hardening, semicir-
cular notch, beam, EP742 alloy, residual stresses.
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Аннотация

Построено новое замкнутое решение связанной нестационарной зада-
чи термоэлектроупругости для длинного пьезокерамического радиаль-
но поляризованного цилиндра при удовлетворении на его лицевых по-
верхностях граничных условий теплопроводности 1-го и 3-го рода. Рас-
сматривается случай, когда скорость изменения температурного поля
не оказывает влияние на инерционные характеристики упругой систе-
мы, что позволяет включить в исходные расчетные соотношения рас-
сматриваемой задачи линейные уравнения равновесия, электростатики
и теплопроводности относительно радиальной компоненты вектора пе-
ремещений, электрического потенциала, а также функции изменения
температурного поля. В расчетах применяется классический закон теп-
лопроводности Фурье.

Для решения задачи используется математический аппарат неполно-
го разделения переменных в виде обобщенного биортогонального конеч-
ного интегрального преобразования, основанного на многокомпонент-
ном соотношении собственных вектор-функций двух однородных кра-
евых задач. Важным моментом в процедуре структурного алгоритма
данного метода является выделение сопряженного оператора, без кото-
рого невозможно осуществить решение несамосопряженных линейных
задач математической физики.

Построенные расчетные соотношения дают возможность определить
напряженно-деформированное состояние, температурное и электриче-
ское поля, индуцируемые в пьезокерамическом элементе при произволь-
ном температурном внешнем воздействии. Анализ численных результа-
тов позволяет определить толщину стенки цилиндра, при которой элек-
трическое поле приводит к перераспределению температурного поля.
Установлено, что скорость изменения объема пьезокерамического тела
при внешнем температурном воздействии не оказывает существенного
влияния на температурное поле.
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Разработанный алгоритм расчета находит свое применение при проек-
тировании нерезонансных пьезоэлектрических датчиков температуры.
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Введение. В настоящее время в измерительных приборах широко ис-
пользуются пьезоэлектрические датчики температуры резонансного и нере-
зонансного классов. Их работа основана на зависимости электрического поля,
индуцируемого в пьезокерамическом элементе, от величины внешнего темпе-
ратурного воздействия [1ҫ4]. Для расширения функциональных возможно-
стей датчиков данного типа возникает необходимость углубленного анали-
за нестационарных процессов, позволяющего понять эффект взаимодействия
механических, температурных и электрических полей.

Математическая формулировка начально-краевых задач, описывающих
связанность термоэлектроупругих полей, включает систему несамосопряжен-
ных дифференциальных уравнений, исследование которых в последнее вре-
мя, как правило, проводится при использовании численных методов [5, 6].
Однако достаточно слабые эффекты взаимодействия полей различной фи-
зической природы удается проанализировать только с помощью замкнутых
аналитических решений. При этом проблема интегрирования исходных рас-
четных соотношений и построения общего решения приводит к проведению
расчетов в упрощенной постановке, а именно исследуются несвязанные зада-
чи [4, 7] или анализируются бесконечно длинные тела [8, 9].

Замкнутые решения динамических задач термоэлектроупругости пред-
ставлены в немногих работах [4,7ҫ9]. В работе [4] на основании известных ха-
рактеристик вынужденных стационарных электроупругих колебаний иссле-
довалась плотность распределения температуры по длине конструкции. Ста-
тья [7] посвящена анализу напряженно-деформированного состояния длин-
ного полого цилиндра в случае теплового удара без учета влияния электри-
ческого потенциала на термоупругие поля.

В [8,9] рассматриваются связанные задачи для однородного и неоднород-
ного пьезокерамических неограниченных слоев. Статья [8] посвящена анали-
зу дисперсионных свойств тепловых и электроупругих волн, а в [9] рассмат-
ривалась нестационарная задача при действии тепловой и электрической на-
грузок. Использование преобразования Лапласа позволило сформулировать
в пространстве изображений интегральное уравнение Фредгольма, которое
реализовывалось численным методом.

Целью настоящей работы является решение связанной нестационарной
задачи термоэлектроупругости для длинного полого пьезокерамического ци-
линдра при действии на его поверхностях температурной нагрузки (гранич-
ные условия 1 рода) и учете конвекционного теплообмена с окружающей сре-
дой (граничные условия 3 рода) [10]. Рассматривается случай, когда скорость
изменения нагрузки существенно меньше скорости распространения упругих
волн, что позволяет не принимать во внимание инерционные свойства кон-
струкции и использовать в расчетах уравнения равновесия [11,12].
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1. Постановка задачи. Пусть полый длинный незакрепленный пьезоке-
рамический цилиндр занимает в цилиндрической системе координат (𝑟*, 𝜃, 𝑧)
область Ω:

{︀
𝑎 6 𝑟* 6 𝑏, 0 6 𝜃 6 2𝜋,−∞ < 𝑧 < ∞

}︀
. Рассмотрим случай дей-

ствия на его цилиндрических поверхностях нестационарной нагрузки в ви-
де функций изменения температуры от времени 𝑡* — 𝜔*

1(𝑡*) (𝑟* = 𝑎), 𝜔*
2(𝑡*)

(𝑟* = 𝑏) (граничные условия 1 рода). Лицевые электродированные поверхно-
сти элемента короткозамкнуты.

В общем случае дифференциальные уравнения равновесия, электростати-
ки и теплового баланса на основании классического закона теплопроводности
Фурье имеют вид [13ҫ15]:

𝜕𝜎rr
𝜕𝑟*

+
𝜎rr − 𝜎θθ

𝑟*
= 0, (1)

∇̃𝐷r = 0, 𝑇0
𝜕𝑠

𝜕𝑡*
= Λ∇̃𝜕Θ*

𝜕𝑟*
. (2)

Уравнения осесимметричного состояния электроупругой анизотропной
среды при радиальной поляризации пьезокерамического материала с гекса-
гональной кристаллической решеткой класса 6 мм записываются следующим
образом [8]:

𝜎rr = 𝐶33
𝜕𝑈*

𝜕𝑟*
+ 𝐶13

𝑈*

𝑟*
+ 𝑒33

𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
− 𝛾33Θ

*, (3)

𝜎θθ = 𝐶13
𝜕𝑈*

𝜕𝑟*
+ 𝐶11

𝑈*

𝑟*
+ 𝑒31

𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
− 𝛾11Θ

*, (4)

𝐷r = −𝜀33
𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
+ 𝑒33

𝜕𝑈*

𝜕𝑟*
+ 𝑒31

𝑈*

𝑟*
+ 𝑔3Θ

*, (5)

а объемная плотность энтропии 𝑠(𝑟*, 𝑡*) при разложении в ряд Тейлора с уче-
том условия Θ*/𝑇 ≪ 1 (Θ* = 𝑇 −𝑇0; Θ*, 𝑇 , 𝑇0 — соответственно приращение,
текущая температура и температура первоначального состояния тела, при ко-
тором отсутствуют механические напряжения), определяется равенством [9]:

𝑠 = 𝛾33∇̃𝑈* + 𝑘
Θ*

𝑇0
− 𝑔3

𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
. (6)

В равенствах (1)ҫ(6) 𝜎rr(𝑟*, 𝑡*), 𝜎θθ(𝑟*, 𝑡*)— компоненты тензора механи-
ческих напряжений; 𝑈*(𝑟*, 𝑡*), 𝐷r(𝑟*, 𝑡*)— радиальные составляющие векто-
ров перемещений и индукции электрического поля; 𝜑*(𝑟*, 𝑡*)— потенциал
электрического поля; 𝐶ms, 𝐸ms, 𝜀33 — модули упругости, пьезомодули и коэф-
фициент диэлектрической проницаемости электроупругого материала,
𝑚, 𝑠 = 1, 2, 3; Λ, 𝑘— коэффициенты теплопроводности и объемной теплоем-
кости материала; 𝛾11, 𝛾33 — компоненты тензора температурных напряжений;

𝑔3 — компонента тензора пирокоэффициентов; ∇̃ =
𝜕

𝜕𝑟*
+

1

𝑟*
.

В результате подстановки (3), (6) в (1) получаем систему дифференциаль-
ных уравнений термоэлектроупругости и краевые условия рассматриваемой
задачи в безразмерной форме:

∇𝜕𝑈

𝜕𝑟
− 𝑎1

𝑈

𝑟2
+∇𝜕𝜑

𝜕𝑟
− 𝑎2

1

𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝑟
−∇Θ+ 𝑎3

Θ

𝑟
= 0, (7)
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−∇𝜕𝜑

𝜕𝑟
+ 𝑎4∇

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑎5

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑎6∇Θ = 0, (8)

∇𝜕Θ

𝜕𝑟
− 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎7∇𝑈 +Θ− 𝑎8

𝜕𝜑

𝜕𝑟

)︁
= 0; (9)

𝑟=𝑅, 𝑟=1 :
𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑎9

𝑈

𝑟
+
𝜕𝜑

𝜕𝑟
−Θ=0, 𝜑=0, Θ

⃒⃒
r=R

=𝜔1, Θ
⃒⃒
r=1

=𝜔2; (10)

𝑡 = 0 : 𝑈 = 𝜑 = Θ = 0; (11)

где

{Θ, 𝜔1, 𝜔2} =
𝛾33
𝐶33

{︀
Θ*, (𝜔*

1 − 𝑇0), (𝜔
*
2 − 𝑇0)

}︀
, {𝑈, 𝑟,𝑅} =

1

𝑏

{︀
𝑈*, 𝑟*, 𝑎

}︀
,

𝜑 =
𝑒33
𝐶33𝑏

𝜑*, 𝑡 =
Λ

𝑘𝑏2
𝑡*, 𝑎1 =

𝐶11

𝐶33
, 𝑎2 =

𝑒31
𝑒33
, 𝑎3 =

𝛾11
𝛾33

,

𝑎4 =
𝑒233

𝐶33𝜀33
, 𝑎5 =

𝑒31𝑒33
𝐶33𝜀33

, 𝑎6 =
𝑔3𝑒33
𝛾33𝜀33

, 𝑎7 =
𝛾233
𝐶33𝑘

𝑇0,

𝑎8 =
𝛾33𝑔3
𝑒33𝑘

𝑇0, 𝑎9 =
𝐶13

𝐶33
, ∇ =

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟
.

2. Построение общего решения. На первом этапе решения выполня-
ется процедура приведения неоднородных граничных условий (10) к одно-
родным, что позволяет в дальнейшем для решения рассматриваемой задачи
использовать биортогональный метод конечных интегральных преобразова-
ний [16]. Для этого вводятся новые функции 𝑢(𝑟, 𝑡), 𝜒(𝑟, 𝑡), связанные с 𝑈(𝑟, 𝑡),
Θ(𝑟, 𝑡) следующим образом:

𝑈(𝑟, 𝑡) = 𝐻1(𝑟, 𝑡) + 𝑢(𝑟, 𝑡), Θ(𝑟, 𝑡) = 𝐻2(𝑟, 𝑡) + 𝜒(𝑟, 𝑡), (12)

где 𝐻1(𝑟, 𝑡) = 𝑓1(𝑟)𝜔1 + 𝑓2(𝑟)𝜔2, 𝐻2(𝑟, 𝑡) = 𝑓3(𝑟)𝜔1 + 𝑓4(𝑟)𝜔2.
Подстановка (12) в (7), (10), (11), при удовлетворении условий

𝑑𝑓1(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒
⃒
r=R

+ 𝑎9
𝑓1(𝑅)

𝑅
= 1,

𝑑𝑓1(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

+ 𝑎9𝑓1(1) = 0,

𝑑𝑓2(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

+ 𝑎9
f2(R)
R = 0,

𝑑𝑓2(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

+ 𝑎9𝑓2(1) = 1,

𝑓3(𝑅) = 𝑓4(1) = 1, 𝑓3(1) = 𝑓4(𝑅) = 0,

(13)

позволяет получить новую начально-краевую задачу относительно функций
𝑢(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), 𝜒(𝑟, 𝑡) с однородными граничными условиями:

∇𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑎1

𝑢

𝑟2
+∇𝜕𝜑

𝜕𝑟
− 𝑎2

1

𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝑟
−∇𝜒+ 𝑎3

𝜒

𝑟
= 𝑅1,

−∇𝜕𝜑

𝜕𝑟
+ 𝑎4∇

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑎5

1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑎6∇𝜒 = 𝑅2,

∇𝜕𝜒

𝜕𝑟
− 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎7∇𝑢+ 𝜒− 𝑎8

𝜕𝜑

𝜕𝑟

)︁
= 𝑅3;

(14)

𝑟 = 𝑅, 𝑟 = 1 :
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑎9

𝑢

𝑟
+
𝜕𝜑

𝜕𝑟
= 0, 𝜑 = 𝜒 = 0; (15)
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𝑡 = 0 : 𝑢 = −𝐻1

⃒⃒
t=0

, 𝜑 = 0, 𝜒 = −𝐻2

⃒⃒
t=0

; (16)

где

𝑅1 = −∇𝜕𝐻1

𝜕𝑟
+ 𝑎1

𝐻1

𝑟2
+∇𝐻2 − 𝑎3

𝐻2

𝑟
, 𝑅2 = −𝑎4∇

𝜕𝐻1

𝜕𝑟
− 𝑎5

1

𝑟

𝜕𝐻1

𝜕𝑟
− 𝑎6∇𝐻2,

𝑅3 = 𝑎7∇
𝜕𝐻1

𝜕𝑡
−∇𝜕𝐻2

𝜕𝑟
+
𝜕𝐻2

𝜕𝑡
.

Начально-краевую задачу (14)ҫ(16) решаем, используя структурный алго-
ритм биортогонального конечного интегрального преобразования (КИП) [16].
Для этого вводим на сегменте [𝑅, 1] КИП с неизвестными компонентами соб-
ственных вектор-функций ядер преобразований 𝐾1(𝜆i, 𝑟), 𝐾2(𝜆i, 𝑟), 𝐾3(𝜆i, 𝑟),
𝑁1(𝜇i, 𝑟), 𝑁2(𝜇i, 𝑟), 𝑁3(𝜇i, 𝑟):

𝐺(𝜆i, 𝑡) =

∫︁ 1

R

(︁
𝑎7∇𝑢(𝑟, 𝑡) + 𝜒(𝑟, 𝑡)− 𝑎8

𝜕𝜑(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟

)︁
𝑟𝐾3(𝜆i, 𝑟)𝑑𝑟, (17)

{𝑢(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), 𝜒(𝑟, 𝑡)} =

∞∑︁

i=1

𝐺(𝜆i, 𝑡)
{︀
𝑁1(𝜇i, 𝑟), 𝑁2(𝜇i, 𝑟), 𝑁3(𝜇i, 𝑟)

}︀
‖𝐾i‖2,

‖𝐾i‖2 =
∫︁ 1

R
𝐾3(𝜆i, 𝑟)𝑁3(𝜆i, 𝑟)𝑟 𝑑𝑟,

где 𝜆i, 𝜇i — собственные значения соответствующих однородных линейных
краевых задач относительно сопряженных𝐾k(𝜆i, 𝑟) и инвариантных𝑁k(𝜇ir, 𝑟)
компонент вектор-функций ядер КИП (𝑘 = 1, 2, 3).

В результате использования алгоритма КИП [16] получаем счетное мно-
жество задач Коши для трансформанты 𝐺(𝜆i, 𝑡):

𝜕𝐺i

𝜕𝑡
+ 𝜆i𝐺i = −𝐹H , 𝑖 = 1, 2, . . . , (18)

𝑡 = 0 : 𝐺0 = −
∫︁ 1

R

[︀
𝐻1(𝑟, 0)𝐾1(𝜆i, 𝑟) +𝐻2(𝑟, 0)𝐾3(𝜆i, 𝑟)

]︀
𝑟 𝑑𝑟, (19)

решения которых имеют вид

𝐺i = 𝐺0 exp(−𝜆i𝑡)−
∫︁ t

0
𝐹H(𝜏) exp𝜆i(𝜏 − 𝑡)𝑑𝜏,

𝐹H =

∫︁ 1

R
(𝑅1𝐾1 +𝑅2𝐾2 +𝑅3𝐾3)𝑟 𝑑𝑟,

(20)

а также две системы дифференциальных уравнений и граничные условия от-
носительно неизвестных компонент преобразований 𝐾j = 𝐾j(𝜆i, 𝑟), 𝑗 = 1, 2, 3,
𝑖 = 1, 2, . . . :

∇𝑑𝐾1

𝑑𝑟
− 𝑎1

𝐾1

𝑟2
− 𝑎4∇

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
+
𝑎5
𝑟

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
− 𝜆i𝑎7

𝑑𝐾3

𝑑𝑟
= 0,

∇𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+ 𝑎2

1

𝑟

𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+∇𝑑𝐾2

𝑑𝑟
+ 𝜆i𝑎8∇𝐾3 = 0,

𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+ 𝑎3

𝐾1

𝑟
+ 𝑎6

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
+∇𝑑𝐾3

𝑑𝑟
+ 𝜆i𝐾3 = 0;

(21)
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𝑟 = 𝑅, 𝑟 = 1 :
𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+ 𝑎9

𝐾1

𝑟
− 𝑎4

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
= 0, 𝐾2 = 𝐾3 = 0; (22)

и 𝑁j = 𝑁j(𝜇i, 𝑟), 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 2, . . . :

∇𝑑𝑁1

𝑑𝑟
− 𝑎1

𝑁1

𝑟2
+∇𝑑𝑁2

𝑑𝑟
− 𝑎2

𝑟

𝑑𝑁2

𝑑𝑟
−∇𝑁3 + 𝑎3

𝑁1

𝑟
= 0,

∇𝑑𝑁2

𝑑𝑟
− 𝑎4∇

𝑑𝑁1

𝑑𝑟
− 𝑎5

𝑟

𝑑𝑁1

𝑑𝑟
− 𝑎6∇𝑁3 = 0,

∇𝑑𝑁3

𝑑𝑟
+ 𝜇i

[︁
𝑎7∇𝑁1 +𝑁3 − 𝑎8

𝑑𝑁2

𝑑𝑟

]︁
= 0;

(23)

𝑟 = 𝑅, 𝑟 = 1 :
𝑑𝑁1

𝑑𝑟
+ 𝑎9

𝑁1

𝑟
+
𝑑𝑁2

𝑑𝑟
= 0, 𝑁2 = 𝑁3 = 0. (24)

Задачи для трансформанты (18), (19) 𝐺i и сопряженная однородная за-
дача (21), (22) относительно компонент ядра 𝐾1(𝜆i, 𝑟), 𝐾2(𝜆i, 𝑟), 𝐾3(𝜆i, 𝑟) по-
лучены в результате применения вырожденного преобразования (17), а соот-
ношения (23), (24) построены путем использования к полученной (сопряжен-
ной) задаче (21), (22) аналогичного (17) КИП с компонентами ядра 𝑁1(𝜇i, 𝑟),
𝑁2(𝜇i, 𝑟), 𝑁3(𝜇i, 𝑟).

Системы (21), (23) при использовании условий

𝑎1 + 𝑎2𝑎5
1 + 𝑎4

≈ 1, {𝑎7, 𝑎8} ≪ {𝑎1, . . . , 𝑎6},

справедливых для пьезокерамических материалов, а также введении новых
функций

{𝐾4, 𝑁4} = 𝑟
𝑑{𝐾2, 𝑁2}

𝑑𝑟
, {𝐾5, 𝑁5} = 𝑟{𝐾3, 𝑁3},

приводятся к следующим разрешающим уравнениям:

(︁ 𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 1

𝑟2

)︁[︁ 𝑑2
𝑑𝑟2

− 1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+
(︁ 1

𝑟2
+ 𝜆i

)︁]︁
𝐾5 = 𝐷1i

𝑝1
𝑟2
, (25)

(︁ 𝑑

𝑑𝑟
+

2

𝑟

)︁(︁ 𝑑2

𝑑𝑟2
− 1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 𝜇i

)︁(︁ 𝑑

𝑑𝑟
− 1

𝑟

)︁
𝑁5 = 𝐸1i

𝑝2
𝑟2
, (26)

где

𝑝1 = 𝑎6 +
𝑎5(𝑎3 − 𝑎2𝑎6)

1 + 𝑎4
, 𝑝2 =

𝜇i𝑎8(𝑏
2
1 − 𝑏22)𝑏1 + 𝑏2(𝑎2𝑏

2
1 − 𝑎8𝑏2)

𝑏31
,

𝑏1 = (𝑎4𝑎8 − 𝑎7), 𝑏2 = (𝑎5𝑎8 − 𝑎7).

Общие решения дифференциальных уравнений (25), (26) имеют вид

𝐾5 =
5∑︁

n=1

𝐷ni𝐹n(𝜆i, 𝑟), 𝑁5 =
5∑︁

n=1

𝐸ni𝑃n(𝜇i, 𝑟), 𝑖 = 1, 2, . . . , (27)

где

𝐹1(𝜆i, 𝑟) = −𝑝1
𝜋𝑟

2

[︂
𝑌0(𝐵i𝑟)

∫︁
𝐽0(𝐵i𝑟)𝑑𝑟 − 𝐽0(𝐵i𝑟)

∫︁
𝑌0(𝐵i𝑟)𝑑𝑟

]︂
,
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{𝐹2(𝜆i, 𝑟), 𝐹3(𝜆i, 𝑟)} = 𝑟{𝐽0(𝐵i𝑟), 𝑌0(𝐵i𝑟)},

𝐹4(𝜆i, 𝑟) =
𝜋𝐵

2

[︂
𝑟𝑌0(𝐵i𝑟)

∫︁
𝐽0(𝐵i𝑟)𝑟

−1𝑑𝑟 − 𝑟𝐽0(𝐵i𝑟)

∫︁
𝑌0(𝐵i𝑟)𝑟

−1𝑑𝑟

]︂
,

𝐹5(𝜆i, 𝑟) =
𝑟

𝜆i
, 𝐵i =

√︀
𝜆i,

𝑃1(𝜇i, 𝑟) = 𝑝2𝑟

[︂∫︁
𝑉1(𝜇i, 𝑟)𝐼1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟 −

∫︁
𝑉2(𝜇i, 𝑟)�̃�1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟

]︂
,

𝑃2(𝜇i, 𝑟) = 𝑟

[︂∫︁
𝑉3(𝜇i, 𝑟)𝐼1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟 −

∫︁
𝑉4(𝜇i, 𝑟)�̃�1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟

]︂
,

{𝑃3(𝜇i, 𝑟), 𝑃4(𝜇i, 𝑟)} = 𝑟{𝐼0(𝐴i𝑟), �̃�0(𝐴i𝑟)}, 𝑃5 = 𝑟,

𝑉1(𝜇i, 𝑟) =

∫︁
𝑟−1�̃�1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟, 𝑉2(𝜇i, 𝑟) =

∫︁
𝑟−1𝐼1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟,

𝑉3(𝜇i, 𝑟) =

∫︁
𝑟−2�̃�1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟, 𝑉4(𝜇i, 𝑟) =

∫︁
𝑟−2𝐼1(𝐴i𝑟)𝑑𝑟, 𝐴i =

√
𝜇i.

В равенствах (25)ҫ(27) 𝐷1i, . . . , 𝐷5i, 𝐸1i, . . . , 𝐸5i — постоянные интегри-

рования; 𝐽v( · ), 𝑌v( · ), 𝐼v( · ), �̃�v( · )— обыкновенные и модифицированные
функции Бесселя 1-го и 2-го рода порядка 𝑣.

Использование дифференциальных зависимостей, полученных в процессе
приведения (21), (23) к (25), (26), позволяет найти выражения для функций
𝐾1(𝜆i, 𝑟), 𝐾2(𝜆i, 𝑟), 𝑁1(𝜇i, 𝑟), 𝑁2(𝜇i, 𝑟).

Подстановка 𝐾1(𝜆i, 𝑟), 𝐾2(𝜆i, 𝑟), 𝐾3(𝜆i, 𝑟), 𝑁1(𝜇i, 𝑟), 𝑁2(𝜇i, 𝑟), 𝑁3(𝜇i, 𝑟)
в соответствующие граничные условия (22), (24) позволяет сформировать
две системы алгебраических уравнений, решение которых дает возможность
определить постоянные интегрирования 𝐷1i, . . ., 𝐷6i, 𝐸1i, . . ., 𝐸6i и собствен-
ные значения 𝜆i, 𝜇i.

Окончательные выражения функций 𝑈(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), Θ(𝑟, 𝑡) получим, при-
меняя к трансформанте (20) формулы обращения (17). В результате с учетом
(12) имеем

{𝑈(𝑟, 𝑡),Θ(𝑟, 𝑡)} = {𝐻1(𝑟, 𝑡), 𝐻2(𝑟, 𝑡)}+

+
∞∑︁

i=1

𝐺(𝜆i, 𝑡){𝑁1(𝜇i, 𝑟), 𝑁3(𝜇i, 𝑟)}‖𝐾i‖−2,

𝜑(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁

i=1

𝐺(𝜆i, 𝑡)𝑁2(𝜇i, 𝑟)‖𝐾i‖−2.

Функции 𝐻1(𝑟, 𝑡), 𝐻2(𝑟, 𝑡) определяются при решении следующих диффе-
ренциальных уравнений:

∇𝜕𝐻m

𝜕𝑟
= 0, 𝑚 = 1, 2, (28)

что позволяет существенно упростить правые части системы (14). В резуль-
тате решения (28) при удовлетворении условий (13) получаем выражения для
𝑓1(𝑟)− 𝑓4(𝑟):

𝑓1(𝑟) =
𝑅

𝑎9

[︁
𝑓3(𝑟)−

1

𝑎9 ln𝑅

]︁
, 𝑓2(𝑟) =

1

𝑎9

[︁
𝑓4(𝑟) +

1

𝑎9 ln𝑅

]︁
,
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𝑓3(𝑟) =
ln 𝑟

ln𝑅
, 𝑓4(𝑟) =

ln𝑅− ln 𝑟

ln𝑅
.

Построенный алгоритм расчета позволяет также исследовать начально-
краевые задачи термоэлектроупругости при учете конвекционного теплооб-
мена лицевых поверхностей с окружающей средой (граничные условия 3-го
рода).

Рассмотрим случай действия на внутренней (𝑟* = 𝑎) цилиндрической по-
верхности нестационарной нагрузки в виде функции изменения температуры
𝜔*
1(𝑡*), а на внешней (𝑟* = 𝑏) лицевой поверхности пусть задан закон конвек-

ционного теплообмена с окружающей средой

−Λ
𝜕Θ*(𝑟*, 𝑡*)

𝜕𝑟*

⃒⃒
⃒
r=b

= 𝛼[Θ*(𝑟*, 𝑡*)− 𝜗*(𝑡*)],

и известна температура окружающей среды 𝜗*(𝑡*).
Для решения поставленной задачи необходимо в расчетных соотношениях

(7)ҫ(11) функцию 𝜔2(𝑡), входящую в краевые условия (10), представить в виде

𝜔2(𝑡) = 𝜂(𝑡)− Λ

𝛼𝑏

𝜕Θ(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

, (29)

где 𝜂 =
𝛾33
𝐶33

𝜂*; 𝜂* = 𝜗* − 𝑇0, 𝜂
* — относительная температура внешней среды;

𝛼— коэффициент теплоотдачи.
На первом этапе исследования выполняется расчет при 𝜔2(𝑡) = 𝜂(𝑡) с по-

следующим определением функции
𝜕Θ(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

и уточнением 𝜔2(𝑡).

3. Численный анализ результатов. В качестве примера рассматрива-
ется радиально поляризованный пьезокерамический цилиндр (𝑅 = 0.8) сос-
тава PZT-4, имеющего следующие физические характеристики:

{𝐶11, 𝐶33, 𝐶13} = {13.9, 11.5, 7.43} × 1010 H/м2, 𝜀33 = 5.62 · 10−9 Ф/м,

{𝑒31, 𝑒33} = {−5.2, 15.1} Кл/м2, 𝜌 = 7500 кг/м3,

{𝛾11, 𝛾33} = {4.6, 3.9} × 105 H/(м2К), 𝑔3 = 2 · 10−4 Kл/(м2К),

𝑘 = 3 · 106 Дж/(м3К), Λ = 1.6 Вт/(мK), 𝛼 = 5.6 Вт/(м2K).

Исследуется задача, когда на внутренней поверхности (𝑟* = 𝑎) цилиндра
температурная нагрузка изменяется по следующей зависимости:

𝜔*
1(𝑡*) = 𝑇max

[︁
sin

(︁ 𝜋

2𝑡*max

𝑡*
)︁
𝐻(𝑡*max − 𝑡*) +𝐻(𝑡* − 𝑡*max)

]︁
, 𝜔*

2(𝑡*) = 0, (30)

где 𝐻( · )— функция Хэвисайда; 𝑇max = 𝑇 *
max−𝑇0; 𝑇 *

max, 𝑡
*
max — максимальное

значение внешнего температурного воздействия и соответствующее ему вре-
мя в размерной форме (𝑇 *

max = 373 K (100 ℃), 𝑇0 = 293 K (20 ℃), 𝑡*max = 2 с).
На рис. 1 представлены графики изменения функций Θ*(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), 𝑈(𝑟, 𝑡)

по радиальной координате 𝑟 в различные моменты времени 𝑡 (𝑏 = 0.02 м).
Цифрами 1ҫ3 соответственно обозначены результаты для 𝑡 = 𝑡max, 3𝑡max,

15𝑡max, где 𝑡max =
Λ

𝑘𝑏2
𝑡*max.
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Анализ представленных графиков позволяет сделать следующие выводы.

1. При достижении температурной нагрузкой максимальных значений
𝑡 = 𝑡max (рис. 1, a, кривая 1) температурное поле изменяется в области,
близкой к лицевой нагреваемой поверхности (𝑟 = 𝑅). В дальнейшем
температурное поле цилиндра растет (рис. 1, a, кривая 2) и полный
прогрев пьезокерамической конструкции наблюдается при 𝑡 = 15𝑡max
(рис. 1, a, кривая 3).

2. При действии температурной нагрузки (30) наблюдается сжатие пьезо-
керамического цилиндра в радиальной плоскости (рис. 1, c), что при-
водит к образованию электрического поля. При этом электрический
потенциал 𝜑(𝑟, 𝑡) и перемещения 𝑈(𝑟, 𝑡) имеют максимальное значение
при 𝑡 = 𝑡max (рис. 1, b, кривая 1; рис. 1, c, кривая 1). В дальнейшем
численные значения 𝜑(𝑟, 𝑡) и 𝑈(𝑟, 𝑡) уменьшаются (рис. 1, b, кривая 2;

Рис. 1. Графики функций Θ∗(r, t) (a), φ(r, t) (b), U(r, t) (c) по ради-
альной координате r в различные моменты времени t: 1 — t = tmax,

2 — t = 3tmax, 3 — t = 15tmax

[Figure 1. Graphs of the functions Θ∗(r, t) (a), φ(r, t) (b), and U(r, t) (c)
along the radial coordinate r at different times t: 1 — t = tmax,

2 — t = 3tmax, 3 — t = 15tmax]
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рис. 1, c, кривые 2, 3) и электрическое поле исчезает при установив-
шемся температурном режиме 𝑡 = 15𝑡max.

На рис. 2 приведены графики изменения радиальной компоненты напря-
женности электрического поля 𝐸r = 𝜕𝜑/𝜕𝑟 по координате 𝑟. Цифрами 1ҫ3
соответственно обозначены результаты для цилиндра радиусом 𝑏 = 0.01, 0.02,
0.03 м. Результаты расчета позволяют сделать вывод, что увеличение толщи-
ны стенки цилиндра, то есть уменьшение жесткости конструкции, приводит
к росту напряженности электрического поля 𝐸r.

На рис. 3 представлены графики изменения температурного поля Θ*(𝑟, 𝑡)
по радиальной координате 𝑟 в различные моменты времени 𝑡 (𝑏 = 0.02 м)
в случае действия температурной нагрузки 𝜔*

1(𝑡*) (30) и при учете теплооб-
мена (29). Цифрами 1ҫ3 соответственно обозначены результаты для 𝑡 = 𝑡max,
8𝑡max, 15𝑡max (𝜗* = 𝑇0 = 293 K (20℃)). Расчеты показывают, что при задан-
ном внешнем воздействии температурный режим устанавливается при време-
ни 𝑡 = 15𝑡max и относительная температура на внешней лицевой поверхности
цилиндра равна Θ*(1, 15𝑡max) = 78℃.

На рис. 4 представлены графики изменения температуры Θ(𝑡) средин-
ной поверхности цилиндра (𝑅 = 0.1, 𝑏 = 0.04 м) по времени 𝑡. Сплошной
и пунктирной линиями соответственно обозначены результаты, полученные
с учетом и без учета электрического поля. Численные результаты расчета по-
казывает, что только в толстостенном цилиндре индуцируемое электрическое

Рис. 2. Графики напряженности электрического поля Er(r, tmax) по
радиальной координате r для цилиндров с различными радиусами b:

1 — b = 0.01 м, 2 — b = 0.02 м, 3 — b = 0.03 м

[Figure 2. Graphs of the electric ҥeld strength Er(r, tmax) along the
radial coordinate r for cylinders with different radii b: 1 — b = 0.01 m,

2 — b = 0.02 m, 3 — b = 0.03 m)]

Рис. 3. Графики температурного поля Θ∗(r, t) по радиальной коор-
динате r в различные моменты времени t: 1 — t = tmax, 2 — t = 3tmax,

3 — t = 15tmax

[Figure 3. Graphs of the temperature ҥeld Θ∗(r, t) along the radial coor-
dinate r at different times t: 1 — t = tmax, 2 — t = 3tmax, 3 — t = 15tmax]
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Рис. 4. Изменение температуры Θ(t) срединной поверхности тол-
стостенного цилиндра: сплошная линия — c учетом электрического

поля, пунктирная линия — без учета электрического поля

[Figure 4. The change in temperature Θ(t) of the middle surface of a
thick-walled cylinder: the solid line corresponds to the calculation ta-
king into account the electric ҥeld; the dotted line corresponds to the

calculation without taking into account the electric ҥeld]

поле оказывает влияние на температурное поле.

Заключение. При исследовании начально-краевых задач термоэлектро-
упругости для длинного полого пьезокерамического радиально поляризован-
ного цилиндра в случае действия нестационарной температурной нагрузки
связанность электрических и температурных полей необходимо учитывать
в толстостенных элементах (𝑅 6 0.1).

В свою очередь, учет скорости изменения объема электроупругого тела(︁ 𝜕
𝜕𝑡
∇𝑈

)︁
не приводит к перераспределению в нем температуры. Данная за-

висимость наблюдается в конструкциях, изготовленных из материала, имею-
щего существенно больший коэффициент линейного теплового расширения,
в частности в поливиниловых составах [17].
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Abstract

A new closed solution of the coupled non-stationary thermo-electro-elas-
ticity problem for a long piezoelectric ceramic radially polarized cylinder is
constructed while satisfying the boundary conditions of thermal conductiv-
ity of the 1st and 3rd kind on its front surfaces. The case when the rate
of change of the temperature field does not affect the inertia characteristics
of the elastic system is considered. This makes it possible to include linear
equations of equilibrium, electrostatics, and thermal conductivity with re-
spect to the radial component of the displacement vector, electric potential,
and also the function of changing the temperature field in the initial calcu-
lated relations of the problem under consideration. In the calculations, the
classical Fourier law of thermal conductivity is used.

To solve the problem, the mathematical apparatus of incomplete sepa-
ration of variables is used in the form of a generalized biorthogonal finite
integral transformation based on the multicomponent relation of the eigen-
vector functions of two homogeneous boundary value problems. An impor-
tant point in the procedure of the structural algorithm of this method is
the selection of the adjoint operator, without which it is impossible to solve
non-self-adjoint linear problems of mathematical physics.

The constructed calculated relationships make it possible to determine
the stress-strain state, temperature and electric fields induced in a piezoelec-
tric ceramic element under an arbitrary temperature external influence. An
analysis of the numerical results makes it possible to determine the cylin-
der wall thickness at which the electric field leads to a redistribution of the
temperature field. It is established that the rate of change in the volume of
a piezoceramic body under external temperature influence does not signifi-
cantly affect the temperature field.

The developed calculation algorithm finds its application in the design
of non-resonant piezoelectric temperature sensors.
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Аннотация

Проведена оценка точности решений дифференциальных уравнений
движения с учетом релятивистских эффектов, полученных на основе
нового принципа взаимодействия, на примере исследований эволюции
орбит пяти астероидов. Проведено численное интегрирование уравне-
ний движения астероидов с начальными данными, отнесенными к раз-
личным моментам времени. На основании сопоставления полученных
результатов исследования выявлены определенные закономерности. На
интервалах времени при отсутствии сближений астероида с Землей ме-
нее 0.1 а.е. можно с одинаковой эффективностью применять приведен-
ные в работе дифференциальные уравнения. Потеря точности численно-
го интегрирования находится в прямой зависимости от величины сбли-
жения астероида с Землей. Вследствие того, что в правых частях уравне-
ний движения присутствуют разности координат астероида и планеты,
при достаточной их близости относительная точность координат астеро-
ида и планеты во много раз превосходит относительную точность их раз-
ности. Для исследуемых астероидов при сближении их с Землей относи-
тельная погрешность разности координат астероида и Земли примерно
от 227 до 44900 раз превышает предельную относительную погрешность

Научная статья
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)

Образец для цитирования
З а у с а е в А. Ф., Р о м а н ю к М. А., З а у с а е в А. А. Математическое моделирова-
ние движения астероидов, принадлежащих к группам Аполлона и Атона // Вестн.
Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2020. Т. 24, № 4. С. 692ҫ717.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1779.

Сведения об авторах

Анатолий Федорович Заусаев https://orcid.org/0000-0002-5035-9615
доктор физико-математических наук; профессор; каф. прикладной математики и инфор-
матики; e-mail: zausaev_af@mail.ru

Мария Анатольевна Романюк https://orcid.org/0000-0003-0796-2061
кандидат технических наук; доцент; каф. прикладной математики и информатики;
e-mail: zausmasha@mail.ru

Артем Анатольевич Заусаев https://orcid.org/0000-0002-5184-3943
кандидат физико-математических наук; доцент; каф. прикладной математики и информа-
тики; e-mail: zausaevaa@mail.ru

692 © Самарский государственный технический университет



Математическое моделирование движения астероидов. . .

самих координат астероида. Прогнозирование движение Апофиса после
его тесного сближения с Землей на основе решения уравнений движения
современными методами приводит к большим ошибкам, уменьшение ко-
торых возможно только путем улучшения начальных данных элементов
орбит астероида. О возможности тесного сближения Апофиса с Землей
на интервале времени с 14 апреля 2029 г. по 1 января 2100 г. мож-
но утверждать лишь с определенной степенью вероятности. Результа-
ты проведенных исследований можно обобщить на все астероиды групп
Аполлона и Атона.

Ключевые слова: численное интегрирование, дифференциальные урав-
нения движения, астероиды, (99942) Апофис, (367943) Дуэнде, 2012 UE34,
1999 AN10, 2001 WN5.
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Принятие: 16 ноября 2020 г. / Публикация онлайн: 18 декабря 2020 г.

Основные положения и расчетные формулы. В настоящее время
определены элементы орбит более чем у 20 тысяч астероидов, входящих
в группы Аполлона, Амура и Атона. Большинство астероидов групп Апол-
лона, Амура и Атона в процессе эволюции могут сближаться с внутренними
планетами, при этом не исключена вероятность столкновения с ними. Ис-
следование эволюции орбит астероидов, сближающихся с Землей, важно для
решения проблемы, связанной с астероидной опасностью [1ҫ3].

Движение небесных тел в Солнечной системе описывается различными
дифференциальными уравнениями [4ҫ6]. От выбора конкретных дифферен-
циальных уравнений существенно зависит точность прогнозирования движе-
ния исследуемого объекта. На примере движения больших планет и Луны по-
казано, что решения уравнений в форме Ньютона не обладают достаточной
точностью для прогнозирования движения Меркурия и Луны [7]. Решение
дифференциальных уравнений движения с учетом релятивистских эффектов
без использования дополнительных уравнений, учитывающих форму Земли
и Луны, недостаточно точны для прогнозирования движения Луны [8].

В отличие от ньютоновых и релятивистских уравнений, решение уравне-
ний, основанных на взаимодействии движущихся материальных тел с окру-
жающим пространством, полностью согласуются с данными координат боль-
ших планет и Луны, полученных с использованием банка данных DE405 [9].

Уравнения движения, основанные на взаимодействии движущихся мате-
риальных тел с окружающим пространством, имеют следующий вид [10,11]:

⎧
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где ∆2
i = (𝑋i −𝑋)2 + (𝑌i − 𝑌 )2 + (𝑍i − 𝑍)2, 𝑟0i — эффективный радиус 𝑖-того

тела; 𝑎0i — соответствующее ускорение для 𝑖-того тела на расстоянии 𝑟0i от
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центра массы; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентрические координаты возмущаемого тела;
𝑋i, 𝑌i, 𝑍i — барицентрические координаты возмущающих тел.

Следует отметить, что произведение 𝑎0i𝑟
2
0i по размерности и значениям

полностью совпадает с 𝑘2𝑚i, где 𝑘— постоянная Гаусса, а 𝑚i — масса 𝑖-той
планеты. Данное совпадение значительно упрощает решение уравнений (1),
которые по своей форме близки к уравнениям движения задачи 𝑛 тел, однако
по сравнению с задачей 𝑛 тел, в уравнениях (1) отсутствует наличие масс
и силовых взаимодействий.

Уравнения движения небесных тел с учетом релятивистских поправок
более сложны по сравнению с уравнениями (1). В барицентрической системе
координат эти уравнения в векторной форме имеют следующий вид [12]:
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где 𝑟i, �̇�i, 𝑟i — векторы положения, скорости и ускорения 𝑖-того тела в бари-
центрической системе координат; 𝜇j = 𝑘2𝑚j , 𝑘

2 — гравитационная постоян-
ная и 𝑚j — масса 𝑗-того тела; 𝑟ij = |𝑟j − 𝑟i|; 𝛽 и 𝛾 — релятивистские парамет-
ры; 𝑐— скорость света; 𝛽 = 𝛾 = 1; 𝑣i = |�̇�i|.

Данные уравнения до 2018 г. использовались при создании каталога орби-
тальной эволюции астероидов групп Аполлона, Амура, Атона и короткопери-
одических комет, размещенного на сайте smallbodies.ru [13]. После 2018 г.
при исследовании эволюции элементов орбит этих астероидов используются
уравнения (1).

При исследовании эволюции орбит небесных тел важно, чтобы применя-
емый метод решения обладал высокой степенью точности и устойчивости.
В качестве метода решения использовался модифицированный метод Эвер-
харта [14, 15]. Модификация метода Эверхарта заключалась в увеличении
его порядка с 19-го по 33 [16]. Быстродействие работы программы дости-
галось путем создания банка данных барицентрических координат планет
Луны и Солнца на интервале времени с 1600 по 2200 гг. Для удобства, свя-
занного с интерполяцией, в банке данных вместо координат и скоростей воз-
мущающих тел хранятся коэффициенты полиномов Эверхарта. Для нахож-
дения координат и компонент скоростей на определенный момент времени в
банке данных с шагом 10 дней хранятся коэффициенты полиномов Эверхар-
та. Внутри десятидневных интервалов координаты и компоненты скоростей
находятся с помощью интерполяционных полиномов Эверхарта.

Разработанные алгоритмы и программный комплекс для исследования
эволюции орбит небесных тел позволяют своевременно производить необхо-
димые расчеты и результаты вычислений размещать на сайте smallbodies.ru.

Известно, что при численном решении обыкновенных дифференциальных
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уравнений значения начальных данных существенно отражаются на точно-
сти полученных результатов. В работе [11] показано, что начальные данные
небесных тел при использовании уравнений (1) нуждаются в коррекции по
формулам [11]

𝑉 2 =
2(𝑐*0 + 𝑐*1)

𝑟
+

1

6

𝑐*0𝑟
3
0 + 𝑐*1𝑟

3
1

𝑟4
− 𝑐*0 + 𝑐*1

𝑎
, 𝑟 =

2𝑎(𝑐*0 + 𝑐*1)
𝑎𝑉 2 + 𝑐*0 + 𝑐*1

, (3)

где 𝑉 и 𝑟— скорость и радиус-вектор астероида в барицентрической систе-
ме координат; 𝑎— большая полуось орбиты астероида; 𝑎0𝑟

2
0 = 𝑐*0, 𝑎1𝑟

2
1 = 𝑐*1;

𝑎0, 𝑎1, 𝑟0, 𝑟1 — ускорения и эффективные радиусы Солнца и астероида.
Цели данной работы следующие:

а) оценка влияния коррекции начальных данных по формулам (3) на эво-
люцию орбит астероидов, сближающихся с Землей;

б) исследование влияния сближения астероида с Землей на точность ре-
зультатов интегрирования уравнений (1) и (2);

в) сравнение результатов численного интегрирования на основе решения
уравнений (1) и (2).

Для сопоставления результатов численного интегрирования с использо-
ванием уравнений (1) и (2) были отобраны пять астероидов (см. табл. 1)
из групп Аполлона и Атона, имеющих различные размеры и минимальные
сближения с Землей.

Таблица 1

Данные об астероидах, сближающихся с Землей
[Data for the near-Earth asteroids]

Asteroids
Earth close Earth close approaches Earth close approaches Diameter

approaches date distance, r (in au) distance, r (in km) (in m)

(99942) Apophis 2029 04 13 0.000253 37 833 440
2012 DA14 2013 02 15 0.000227 33 991 42
2012 UE34 2041 04 08 0.000717 107 188 63
1999 AN10 2027 08 07 0.002590 390 080 700
2001 WN5 2028 06 26 0.001660 249 805 610

Астероид (99942) Апофис (2004 MN4). Астероид открыт в 2004 году.
Исследованию его движения посвящен ряд работ [17ҫ19]. Он является потен-
циально опасным для Земли астероидом, т.к. его диаметр около 440 м и 13 ап-
реля 2029 г. он пройдет от Земли на расстоянии около 38 000 км (см. табл. 1).
К настоящему времени по нему накоплен большой объем наблюдений, по
которым регулярно вычисляются элементы орбит. На сайте smallbodies.ru

данные об элементах орбит астероида Апофис приведены начиная с 2005 го-
да. По мере накопления наблюдений точность элементов орбит астероида
Апофис улучшается. Для определения элементов орбит астероида Апофис
на момент 13 ноября 2019 г. использовалось 4 443 наблюдения. Представляет
интерес, насколько согласуются элементы орбит Апофиса, найденные с по-
мощью численного интегрирования различными методами, с данными эле-
ментами, полученными на основании наблюдений.

В первом блоке табл. 2 представлены элементы орбит астероида Апофис,
полученные с использованием наблюдений и путем численного интегрирова-
ния уравнений (1), (2) и с учетом коррекции начальных данных на интервале
времени с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г.
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Во втором блоке табл. 2 представлены аналогичные результаты вычисле-
ний с начальными данными на момент 5 августа 2019 г. Здесь интегрирование
проводилось в обратном направлении — с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г.

В первой строке блоков табл. 2 находятся элементы орбит, найденные по
данным наблюдений, во второй, третьей и четвертой строках блока — элемен-
ты орбит, полученные с помощью интегрирования уравнений (1), (2) и с уче-
том коррекции (3).

Из сопоставления данных табл. 2 следует, что элементы орбит астерои-
да Апофис, полученные с помощью численного интегрирования различными
методами, вполне удовлетворительно согласуются с результатами оптических
наблюдений.

На момент 13 ноября 2019 г. разность между вычисленными с помощью
решения уравнений (1) (вторая строчка блока) и оптическими наблюдениями
(первая строчка блока) составляет следующие величины: ∆𝑀 == −0.000001∘,
∆𝑎 = 0.00000002 а.е., ∆𝑒 = 0.00000002, ∆𝜔 = 0.000002∘, ∆Ω = 0∘, ∆𝑖 = 0∘,
а на момент 5 августа 2019 г. —∆𝑀 = −0.000003∘, ∆𝑎 = −0.00000002 а.е.,
∆𝑒 = −0.00000002, ∆𝜔 = −0.000002∘, ∆Ω = 0∘, ∆𝑖 = 0∘. Для других мето-
дов интегрирования (см. табл. 2) различия между результатами наблюдений
и полученными данными также малы. Данные разности можно рассматри-
вать как абсолютные погрешности решений уравнений (1) и (2) на интервале
времени 100 дней (с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г.).

В табл. 3 представлены элементы орбит астероида Апофис, найденные
с использованием решения уравнений движения (1) и (2) при различных на-
чальных данных. Элементы орбит в первом блоке табл. 3 получены с помо-
щью решения уравнений (1) и (2) с использованием начальных данных на
эпоху 5 августа 2019 г. Во втором блоке табл. 3 приведены элементы орбит
астероида Апофис, полученные при начальных данных на эпоху 13 ноября
2019 г. При этом календарной дате соответствуют элементы орбит астероида,
найденные с использованием решения уравнений движения (1), а юлианской
дате соответствуют элементы орбит, полученные на основании решения урав-
нений (2). Юлианская и календарная даты в табл. 2 соответствуют одному
и тому же моменту времени. Элементы орбит астероида в первом и втором
блоках табл. 3 приведены на начальный и конечный момент интервала инте-
грирования, а также на моменты до и после сближения с Землей.

Элементы орбит астероида Апофис через каждые 100 дней, найденные
с использованием интегрирования дифференциальных уравнений (1) на стан-
дартные даты, размещены на сайте smallbodies.ru.

Из сравнения элементов орбит астероида первого и второго блоков табл. 3,
найденных с помощью решения уравнений (1), видно, что они отличают-
ся между собой. Поскольку начальные данные элементов орбит на момен-
ты 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г. имеют почти одинаковую точность,
нельзя сказать, какие результаты, приведенные в этих блоках, более точные.
По количеству совпадающих разрядов в элементах орбит, представленных
в этих блоках, можно оценить степень точности проводимых исследований,
а по разности соответствующих элементов найти погрешность численного ин-
тегрирования относительно различных начальных данных.

Сложность прогнозирования движения астероида Апофис связана с про-
блемой численной устойчивости при сближении астероида с Землей. Как вид-
но из результатов численного интегрирования (см. табл. 1), 13 апреля 2029 г.
Апофис сблизится с Землей на расстояние 0.000253 а.е. Правые части диф-

696



М
а
т
е
м
а
т
и
ч
е
с
к
о
е

м
о
д
е
л
и
р
о
в
а
н
и
е

д
в
и
ж

е
н
и
я

а
с
т
е
р
о
и
д
о
в
.
.
.

Таблица 2

Элементы орбит Апофиса, полученные решением уравнений движения (1) и (2) и с учетом коррекции (3)

[Apophis’ orbital elements calculated by the motion equations (1) and (2) with correction (3)]
Current date

Initial date

Data sources
M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)

(calculated by)

2019 11 13

2019 08 05

observations 25.696976 0.92253315 0.19145964 126.676052 204.053469 3.336838
by the Eq. (1) 25.696975 0.92253317 0.19145966 126.676054 204.053469 3.336838
by the Eq. (2) 25.696976 0.92253315 0.19145963 126.676052 204.053469 3.336838
by the Eqs. (1), (3) 25.697016 0.92253317 0.19145964 126.676013 204.053469 3.336838

2019 08 05

2019 11 13

observations 274.463322 0.92252716 0.19146827 126.676625 204.054436 3.336876
by the Eq. (1) 274.463319 0.92252714 0.19146825 126.676623 204.054436 3.336876
by the Eq. (2) 274.463322 0.92252716 0.19146828 126.676625 204.054436 3.336876
by the Eqs. (1), (3) 274.463285 0.92252714 0.19146843 126.676656 204.054436 3.336876

Таблица 3

Элементы орбит Апофиса, полученные по различным начальным данным
[Apophis’ orbital elements calculated from different initial data]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — August 5, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 279.1268 0.9260468 0.1903993 122.4825 207.7302 3.2884
by the Eq. (2) 279.2317 0.9260726 0.1903836 122.4730 207.7298 3.2887

1979 01 27
JD 2443900.5

by the Eq. (1) 48.6918 0.9259608 0.1904005 124.1617 205.3005 3.3245
by the Eq. (2) 48.6931 0.9259609 0.1904004 124.1611 205.3005 3.3245

2019 08 05
JD 2458700.5

by the Eq. (1) 274.463322 0.92252716 0.19146827 126.676625 204.054436 3.336876
by the Eq. (2) 274.463322 0.92252716 0.19146827 126.676625 204.054436 3.336876

2029 03 05
JD 2462200.5

by the Eq. (1) 207.9739 0.9223315 0.1912153 126.6981 203.8631 3.3420
by the Eq. (2) 207.9738 0.9223315 0.1912152 126.6982 203.8631 3.3420

2029 06 13
JD 2462300.5

by the Eq. (1) 359.6064 1.1040638 0.1893350 71.2000 203.5599 2.2126
by the Eq. (2) 359.5451 1.1036803 0.1892226 71.2914 203.5601 2.2149

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 27.7405 1.1002096 0.1882431 74.2430 202.0987 2.2504
by the Eq. (2) 198.4852 1.1189026 0.1939314 69.2533 201.0609 2.15556
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Окончание табл. 3 [End of the Table 3]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — November 13, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 278.5161 0.9258978 0.1904898 122.5298 207.7331 3.2866
by the Eq. (2) 279.2301 0.9260723 0.1903838 122.4731 207.7298 3.2887

1979 01 27
JD 2443900.5

by the Eq. (1) 48.6875 0.9259603 0.1904009 124.1622 205.3002 3.3245
by the Eq. (2) 48.6931 0.9259609 0.1904004 124.1611 205.3005 3.3245

2019 11 13
JD 2458800.5

by the Eq. (1) 25.696976 0.92253315 0.19145964 126.676052 204.053469 3.336838
by the Eq. (2) 25.696976 0.92253315 0.19145964 126.676052 204.053469 3.336838

2029 03 05
JD 2462200.5

by the Eq. (1) 207.9741 0.9223315 0.1912152 126.6981 203.8631 3.3420
by the Eq. (2) 207.9738 0.9223315 0.1912152 126.6981 203.8631 3.3420

2029 06 13
JD 2462300.5

by the Eq. (1) 359.8071 1.1053400 0.1897284 70.9019 203.5589 2.1994
by the Eq. (2) 359.5430 1.1036667 0.1892185 71.2946 203.5601 2.2151

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 200.5921 1.1170329 0.1930831 70.7095 201.2504 2.2217
by the Eq. (2) 169.4976 1.1252839 0.1960322 68.2933 201.5017 2.0865

Initial date — August 5, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 279.1268 0.9260468 0.1903993 122.4825 207.7302 3.2884
by the Eqs. (1), (3) 279.1250 0.9260463 0.1903996 122.4826 207.7302 3.2884

1979 01 27
JD 2443900.5

by the Eq. (1) 48.6918 0.9259608 0.1904005 124.1617 205.3005 3.3245
by the Eqs. (1), (3) 48.6918 0.9259608 0.1904004 124.1616 205.3005 3.3245

2019 08 05
JD 2458700.5

by the Eq. (1) 274.463322 0.92252716 0.19146827 126.676625 204.054436 3.336876
by the Eqs. (1), (3) 274.463364 0.92252716 0.19146825 126.676584 204.054436 3.336876

2029 03 05
JD 2462200.5

by the Eq. (1) 207.9739 0.9223315 0.1912153 126.6981 203.8631 3.3420
by the Eqs. (1), (3) 207.9740 0.9223315 0.1912152 126.6981 203.8631 3.3420

2029 06 13
JD 2462300.5

by the Eq. (1) 359.6064 1.1040638 0.1893350 71.2000 203.5599 2.2126
by the Eqs. (1), (3) 359.6005 1.1040255 0.1893213 71.2084 203.5600 2.2137

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 27.7405 1.1002096 0.1882431 74.2430 202.0987 2.2504
by the Eqs. (1), (3) 119.8925 1.0686945 0.1821959 82.8993 202.0349 1.9236
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ференциальных уравнений движения (1) и (2) содержат разности координат
Земли и астероида. При тесном сближении Апофиса с Землей на расстояние
0.000253 а.е. при вычислении правых частей уравнений (1) или (2) теряют-
ся три старших разряда в разностях радиус-векторов. Дальнейшие расче-
ты будут проводиться при потере трех разрядов в начале числа. Известно,
что большие потери точности происходят при вычитании двух близких чи-
сел [20, 21].

Для оценки влияния тесного сближения Апофиса с Землей вычислим от-
носительные погрешности разности между координатами астероида и Земли.

13 апреля 2029 г. Апофис пройдет от Земли на расстоянии 0.000252898 а.е.
Обозначим через 𝑋З, 𝑌З, 𝑍З барицентрические координаты Земли, а через
𝑋А, 𝑌А, 𝑍А — барицентрические координаты астероида.

В момент сближения астероида с Землей имеем следующие значения коор-
динат:

𝑋З = −0.916328637 а.е., 𝑌З = −0.372523621 а.е., 𝑍З = −0.161395076 а.е.,

𝑋А = −0.916213075 а.е., 𝑌А = −0.372708794 а.е., 𝑍А = −0.161522802 а.е.

Найдем разности координат: 𝑋З − 𝑋А = −0.000115562 а.е., 𝑌З − 𝑌А =
= −0.000185173 а.е., 𝑍З − 𝑍А = = −0.000127726 а.е.

Полагая, что полученные координаты Земли и астероида имеют одинако-
вую точность — до шести значащих цифр после запятой, найдем предельную
абсолютную погрешность разности координат Земли и астероида:

∆X = ∆XЗ
+∆XА

, ∆Y = ∆YЗ
+∆YА

, ∆Z = ∆ZЗ
+∆ZА

,

∆X = ∆Y = ∆Z = 0.0000005 а.е. + 0.0000005 а.е. = 0.000001 а.е.

Вычислим предельные относительные погрешности координат астероида:

𝛿XА
= 0.0000005/0.916213075 = 5.45725 · 10−7,

𝛿YА
= 0.0000005/0.372708794 = 1.34153 · 10−6,

𝛿ZА
= 0.0000005/0.161522802 = 3.09554 · 10−6.

Получим предельные относительные погрешности разности координат асте-
роида и Земли:

𝛿X = 0.000001/0.000115562 = 8.65336 · 10−3,

𝛿Y = 0.000001/0.000185173 = 5.40036 · 10−3,

𝛿Z = 0.000001/0.000127726 = 7.82926 · 10−3.

Определим, во сколько раз предельная относительная погрешность раз-
ности координат Земли и астероида Апофис больше предельной относитель-
ной погрешности координат астероида: 𝛿X/𝛿XА

≈ 15 857, 𝛿Y /𝛿YА
≈ 4 026,

𝛿Z/𝛿ZА
≈ 2 562.

Предельная относительная погрешность разности координат радиус-век-
тора Апофиса примерно в 15 857 раз больше его предельной относительной
погрешности величины координат радиус-вектора.

Большие относительные погрешности разностей координат радиус-векто-
ров астероида в процессе интегрирования приводят к значительным погреш-
ностям полученных результатов.
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Из первых двух блоков табл. 3 видно, что до момента тесного сближения
5 марта 2029 г. элементы орбит Апофиса, вычисленные с помощью численного
интегрирования уравнений (1), практически совпадают независимо от даты,
на которую брались начальные данные для решения уравнений движения.
После тесного сближения разности элементов орбит, полученных с помощью
решения уравнений (1) на момент 13 июня 2029 г., составят следующие ве-
личины: ∆𝑀 = 0.2007∘, ∆𝑎 = 0.0012762 а.е., ∆𝑒 = 0.0003934, ∆𝜔 = −0.2981∘,
∆Ω = −0.001∘, ∆𝑖 = −0.0132∘.

Полученные разности характеризуют устойчивость применяемого мето-
да, т.е. определяют влияние погрешности начальных данных на результаты
решения при тесном сближении астероида с Землей. По величине разности
элементов орбит можно судить о порядке точности решения. До сближения
астероида с Землей большие полуоси и эксцентриситеты, найденные с по-
мощью решения уравнений (1), совпадали до шестого знака включительно
после запятой (см. табл. 3). После тесного сближения астероида с Землей
большие полуоси и эксцентриситеты сохранили совпадения до двух и трех
знаков после запятой соответственно.

Таким образом, после сближения Апофиса с Землей произошла потеря
точности в большой полуоси и эксцентриситете орбиты астероида на четыре
и три порядка соответственно, т.е. большая полуось и эксцентриситет в даль-
нейшем будут определены с точностью до двух и трех верных знаков после
запятой. Угловые элементы (средняя аномалия 𝑀 и аргумент перигелия 𝜔)
будут определены с точностью до градусов.

Потеря точности численного интегрирования уравнений движения (1) и (2)
на участках тесного сближении Апофиса с Землей является наиболее слож-
ной проблемой при прогнозировании движения астероида после его сближе-
ния с Землей. Для сохранения заданной точности необходимо координаты
астероида и Земли брать с достаточным числом «запасных» верных знаков.
Для этого следует повысить точность начальных данных элементов орбит
Земли и астероида.

Третий блок табл. 3 содержит элементы орбит Апофиса, полученные с уче-
том коррекции начальных данных элементов орбит астероида и без учета
коррекции. Результаты вычислений в строках, соответствующих календарной
дате, получены без учета коррекции, в строках, соответствующих юлианской
дате, — с учетом коррекции начальных данных с применением формул (3).

Из данных третьего блока табл. 3 видно, что в результате коррекции на-
чальных данных элементы орбит астероида изменились незначительно. Ис-
тинная аномалия 𝑀 возросла на 0.000042∘, эксцентриситет 𝑒 и аргумент пе-
ригелия 𝜔 уменьшились соответственно на 0.00000002∘ и 0.000041∘, остальные
элементы орбит не претерпели существенных изменений. Полученные невяз-
ки, как видно из данных третьего блока табл. 3, на интервале времени с 1900 г.
по 2029 г. существенно не отражаются на результатах интегрирования.

Из сравнения элементов орбит Апофиса, найденных с начальными дан-
ными на различные моменты (см. первый и второй блоки табл. 3), следует,
что на левом конце интервала интегрирования (22 марта 1900 г.) угловые эле-
менты получены с точностью до градусов, а большие полуоси 𝑎 и эксцентри-
ситеты 𝑒— с точностью до двух значащих цифр после запятой. На интервале
времени с 1971 г. по 2029 г. имеет место совпадение больших полуосей и экс-
центриситетов до шести знаков и до двух знаков после запятой в угловых
элементах. На правом конце интервала интегрирования (1 февраля 2100 г.)
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элементы орбит астероида отличаются друг от друга более значительно по
сравнению с левым концом, достигая в средней аномалии 𝑀 свыше 170∘,
а большая полуось 𝑎 и эксцентриситет 𝑒 совпадают лишь до двух значащих
цифр.

Возникает вопрос: каким образом можно повысить точность прогнозиро-
вания движения астероида Апофис после его тесного сближения с Землей?

Как было показано ранее, в результате тесных сближений астероида с Зем-
лей происходит потеря точности при численном интегрировании уравнений
движения (1) и (2). Данный факт указывает на необходимость повышения
точности начальных данных координат и компонент скоростей для получе-
ния более точных решений уравнений (1) и (2). Повышение точности на-
чальных данных элементов орбит Апофиса на несколько порядков является
сложновыполнимой проблемой. Однако к решению данной проблемы можно
вернуться после 13 апреля 2029 г., т.е. после тесного сближения астероида
с Землей. Тогда элементы орбит астероида после его сближения с Землей
с учетом новых наблюдений будут определены с большей точностью по срав-
нению с настоящим прогнозированием.

Астероид (367943) Дуэнде (2012 DA14). Астероид в прошлом до
2013 г. принадлежал группе Аполлона [22]. После тесного сближения с Землей
15 февраля 2013 г. он стал членом группы Атона. Находясь вблизи афелия,
астероид может тесно сближаться с Землей в будущем. Его диаметр около
42 м, элементы орбит найдены с учетом 1007 наблюдений.

Табл. 4 содержит элементы орбит Дуэнде, полученные с помощью наблю-
дений и численного интегрирования уравнений (1) и (2) на интервале времени
с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г. В первой строке табл. 4 представле-
ны элементы орбит, полученные из наблюдений, в последующих строках —
полученные интегрированием уравнений (1) и (2).

Из сравнения элементов орбит, представленных в табл. 4, следует, что эле-
менты орбит астероида, полученные с помощью численного интегрирования
различными методами, вполне удовлетворительно согласуются с орбитальны-
ми элементами, найденными на основании наблюдений. На момент 13 ноября
2019 г. разности между результатами наблюдений и данными, вычисленными
с помощью решения уравнений (1), следующие: ∆𝑀 = 0.000008∘, ∆𝑎 = 0 а.е.,
∆𝑒 = 0, ∆𝜔 = −0.000018∘, ∆Ω = 0∘, ∆𝑖 = 0∘.

В табл. 5 представлены элементы орбит Дуэнде, найденные с использова-
нием решений уравнений (1) и (2) с начальными данными, взятыми на эпоху
5 августа 2019 г. (первый блок) и 13 ноября 2019 г. (второй блок).

Согласно данным табл. 5, элементы орбит Дуэнде вблизи момента сбли-
жения 18 апреля 2013 г., найденные с использованием решений уравнений (1)
и (2) с начальными данными на эпоху 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г.,
практически совпадают. Показано, что в момент сближения предельная отно-
сительная погрешность разности координат Земли и астероида многократно
превосходит предельную относительную погрешность координат астероида:
𝛿X/𝛿XА

≈ 7 377, 𝛿Y /𝛿YА
≈ 44 857, 𝛿Z/𝛿ZА

≈ 19 668.
Табл. 5 содержит элементы орбит астероида до и после его сближения

с Землей. После их тесного сближения различия элементов орбит астерои-
да, найденные с использованием решений по уравнениям (1) и (2) на дату
8 января 2013 г., отличаются друг от друга существенно. Отличия элементов
орбит, найденных с использованием уравнений (1) с начальными данными на
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Таблица 4

Элементы орбит Дуэнде, полученные решением уравнений движения (1) и (2)

[Duende’s orbital elements calculated by the motion equations (1) and (2)]
Current date

Initial date

Data sources
M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)

(calculated by)

2019 11 13

2019 08 05

observations 74.709248 0.91036549 0.08936581 195.507297 146.944755 11.607740
by the Eq. (1) 74.709240 0.91036549 0.08936580 195.507308 146.944755 11.607740
by the Eq. (2) 74.709247 0.91036549 0.08936580 195.507298 146.944755 11.607740

Таблица 5

Элементы орбит Дуэнде, полученные по различным начальным данным
[Duende’s orbital elements calculated from different initial data]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — August 5, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 162.2988 1.0228855 0.1117962 277.4281 149.0732 10.0440
by the Eq. (2) 336.9756 0.9840126 0.1053103 262.8024 148.9084 10.4523

1979 01 27
JD 2443900.5

by the Eq. (1) 204.7295 1.0093180 0.1116128 273.0079 148.1818 10.2243
by the Eq. (2) 172.2459 1.0073312 0.1123408 274.1891 148.2698 10.2096

2013 01 08
JD 2456300.5

by the Eq. (1) 38.3992 1.0017544 0.1084522 270.9329 147.2452 10.3312
by the Eq. (2) 38.2685 1.0020331 0.1081971 271.1125 147.2451 10.3392

2013 04 18
JD 2456400.5

by the Eq. (1) 231.0973 0.9103249 0.0893984 195.5350 146.9958 11.6077
by the Eq. (2) 231.0975 0.9103249 0.0893984 195.5348 146.9958 11.6077

2019 08 05
JD 2458700.5

by the Eq. (1) 321.196373 0.91036338 0.08935289 195.553046 146.950882 11.608706
by the Eq. (2) 321.196373 0.91036338 0.08935289 195.553046 146.950882 11.608706

2029 03 05
JD 2462200.5

by the Eq. (1) 333.0554 0.9105411 0.0892248 195.7011 146.8704 11.6111
by the Eq. (2) 333.0551 0.9105411 0.0892248 195.7012 146.8704 11.6111

2075 03 04
JD 2479000

by the Eq. (1) 266.8389 0.9128199 0.0867882 196.7834 146.3949 11.6314
by the Eq. (2) 266.8446 0.9128197 0.0867882 196.7841 146.3950 11.6314

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 344.8062 0.9269469 0.0708289 200.3959 146.0308 11.7001
by the Eq. (2) 342.5807 0.9271769 0.0705351 200.4170 146.0329 11.7011

7
0
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Окончание табл. 5 [End of the Table 5]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — November 13, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 331.0415 1.0118908 0.1125797 273.4893 148.9899 10.1931
by the Eq. (2) 294.2665 1.0206520 0.1110296 280.9070 148.9649 10.2859

1979 01 27
JD 2443900.5

by the Eq. (1) 203.2924 1.0092187 0.1117550 273.0543 148.1848 10.2199
by the Eq. (2) 175.2188 1.0074368 0.1124126 274.1113 148.2408 10.2065

2013 01 08
JD 2456300.5

by the Eq. (1) 38.3880 1.0017781 0.1084243 270.9490 147.2452 10.3321
by the Eq. (2) 38.2997 1.0019662 0.1082419 271.0715 147.2451 10.3378

2013 04 18
JD 2456400.5

by the Eq. (1) 231.0973 0.9103249 0.0893984 195.5350 146.9958 11.6077
by the Eq. (2) 231.0975 0.9103249 0.0893984 195.5349 146.9958 11.6077

2019 11 13
JD 2458800.5

by the Eq. (1) 74.709248 0.91036549 0.08936581 195.507297 146.944755 11.607740
by the Eq. (2) 74.709248 0.91036549 0.08936581 195.507297 146.944755 11.607740

2029 03 05
JD 2462200.5

by the Eq. (1) 333.0554 0.9105411 0.0892248 195.7011 146.8704 11.6111
by the Eq. (2) 333.0552 0.9105411 0.0892248 195.7012 146.8704 11.6111

2075 03 04
JD 2479000

by the Eq. (1) 266.8400 0.9128199 0.0867882 196.3874 146.3949 11.6314
by the Eq. (2) 266.8433 0.9128198 0.0867882 196.7841 146.3950 11.6314

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 344.4539 0.9269831 0.0707824 200.3984 146.0312 11.7002
by the Eq. (2) 343.0403 0.9271291 0.0705961 200.4124 146.0325 11.7009

7
0
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моменты 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г., следующие:

∆𝑀 = 0.0112∘, ∆𝑎 = −0.0000237 а.е., ∆𝑒 = −0.0000279,

∆𝜔 = −0.0167∘, ∆Ω = 0∘, ∆𝑖 = 0∘.

Подобные различия элементов орбит, найденных с использованием уравне-
ний (2), также велики:

∆𝑀 = 0.0312∘, ∆𝑎 = 0.0000669 а.е., ∆𝑒 = −0.0000448,

∆𝜔 = −0.0410∘, ∆Ω = 0∘, ∆𝑖 = 0.0014∘.

Полученные разности элементов орбит указывают на значительные рас-
хождения элементов орбит в результате тесного сближения астероида с Зем-
лей. При этом большая полуось 𝑎 и эксцентриситет 𝑒 орбиты астероида сохра-
няют четыре верных знака, а угловые элементы — один знак после запятой.

Сравнение элементов орбит астероида на концах интегрирования, полу-
ченных с использованием решений уравнений (1) и (2), указывает на значи-
тельные различия элементов орбит.

На момент 22 марта 1900 г. отклонения в средней аномалии 𝑀 достигают
сотен градусов, в аргументе перигелия 𝜔— десятков градусов, а в большой
полуоси 𝑎 и эксцентриситете 𝑒 расхождения также значительные — 0.039 а.е.
и 0.0067. На другом конце интервала интегрирования 1 февраля 2100 г. разли-
чие элементов орбит, вычисленных с использованием решений уравнений (1)
и (2), менее значительное по сравнению с предыдущими значениями.

Из сравнения элементов орбит Дуэнде, приведенных в табл. 5, следует,
что при интегрировании с различными начальными данными на интервале
времени с 18 апреля 2013 г. по 4 марта 2075 г. большие полуоси 𝑎 и эксцентри-
ситеты 𝑒 совпадают до шести, а угловые элементы — до двух значащих цифр
после запятой. При этом важно отметить, что подобное совпадение результа-
тов вычислений не зависит от того, какие дифференциальные уравнения —
(1) или (2) — используются для получения элементов орбит этого астероида.

В результате коррекции орбиты начальных данных астероида Дуэнде с ис-
пользованием формул (3) средняя аномалия 𝑀 увеличилась на 0.000075, ар-
гумент перигелия 𝜔 уменьшился на 0.000075, а эксцентриситет 𝑒 увеличил-
ся на 0.00000013, остальные элементы остались без изменения. Вследствие
малых изменений начальных данных элементов орбит астероида коррекция
существенно не влияет на результаты численного интегрирования.

Астероид 2012 UE34. Астероид принадлежит группе Аполлона. Его
диаметр около 63 м, количество наблюдений — 48.

В табл. 6 приведены элементы орбит астероида 2012 UE34 на эпоху 13 но-
ября 2019 г., полученные путем решения уравнений движения (1) и (2), на-
чальные данные взяты на эпоху 5 августа 2019 г. В первой строке табл. 6
находятся элементы орбит, полученные на основе наблюдений, в последую-
щих строках — найденные с помощью интегрирования уравнений (1) и (2).

Из сравнения элементов орбит астероида 2012 UE34, найденных с помо-
щью наблюдений на эпоху 13 ноября 2019 г. и с использованием решения
уравнений (1), следует, что разность между элементами орбит составляет:
∆𝑀 = −0.001956∘, ∆𝑎 = 0.00000076 а.е., ∆𝑒 = 0.00000041, ∆𝜔 = −0.000258∘,
∆Ω = 0.000003∘, ∆𝑖 = 0.000049∘. Столь значительное расхождение элементов
орбит, по-видимому, связано с малым количеством наблюдений, с помощью
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Таблица 6

Элементы орбит астероида 2012 UE34, полученные решением уравнений движения (1) и (2)

[Orbital elements of asteroid 2012 UE34 calculated by the motion equations (1) and (2)]
Current date

Initial date

Data sources
M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)

(calculated by)

2019 11 13

2019 08 05

observations 200.756740 1.10525592 0.09926301 18.372284 198.474899 9.658314
by the Eq. (1) 200.758696 1.10525516 0.09926260 18.372542 198.474893 9.658265
by the Eq. (2) 200.756694 1.10525516 0.09926260 18.372544 198.474892 9.658265

Таблица 7

Элементы орбит астероида 2012 UE34, полученные по различным начальным данным
[Orbital elements of asteroid 2012 UE34 calculated from different initial data]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — August 5, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 210.9873 1.1303638 0.1198196 17.6157 199.8203 9.3454
by the Eq. (2) 206.1183 1.1266540 0.1170861 18.1807 199.8882 9.3743

1991 02 13
JD 2448300.5

by the Eq. (1) 301.5303 1.1366802 0.1247145 17.7198 198.9093 9.3001
by the Eq. (2) 301.5301 1.1368536 0.1247091 17.7194 198.9093 9.3002

1991 05 24
JD 2448400.5

by the Eq. (1) 23.3741 1.1063198 0.0999897 18.2661 198.6802 9.6508
by the Eq. (2) 23.3743 1.1063198 0.0999896 18.2659 198.6802 9.6508

2019 08 05
JD 2458700.5

by the Eq. (1) 115.912364 1.1057793 0.0992948 18.392565 198.476118 9.658458
by the Eq. (2) 115.912364 1.1057793 0.0992948 18.392565 198.476118 9.658458

2041 03 22
JD 2466400.5

by the Eq. (1) 330.1970 1.1069045 0.1005231 18.6453 198.1965 9.6633
by the Eq. (2) 330.1969 1.1069045 0.1005231 18.6454 198.1965 9.6633

2041 06 30
JD 2466400.5

by the Eq. (1) 72.8574 1.1219000 0.1086517 355.0058 197.9322 9.8664
by the Eq. (2) 72.8514 1.1219418 0.1086846 355.0081 197.9322 9.8660

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 212.0540 1.1153689 0.1033083 355.3024 197.3397 9.9263
by the Eq. (2) 201.2951 1.1144423 0.1025756 355.4725 197.2419 9.9310

7
0
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Окончание табл. 7 [End of the Table 7]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — November 13, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 147.70643 1.1160869 0.1105149 22.0528 199.9363 9.3860
by the Eq. (2) 175.9209 1.1194219 0.1124193 20.8269 199.9037 9.3885

1991 02 13
JD 2448300.5

by the Eq. (1) 301.5133 1.1358656 0.1238800 17.6435 198.9070 9.3166
by the Eq. (2) 301.5130 1.1358631 0.1238782 17.6436 198.9070 9.3166

1991 05 24
JD 2448400.5

by the Eq. (1) 23.3790 1.1063200 0.0999896 18.2661 198.6802 9.6509
by the Eq. (2) 23.3792 1.1063200 0.0999896 18.2658 198.6802 9.6509

2019 11 13
JD 2458800.5

by the Eq. (1) 200.756740 1.10525592 0.09926301 18.372284 198.474899 9.658314
by the Eq. (2) 200.756740 1.10525592 0.09926301 18.372284 198.474899 9.658314

2041 03 22
JD 2466400.5

by the Eq. (1) 330.1933 1.1069042 0.1005226 18.6450 198.1966 9.6634
by the Eq. (2) 330.1931 1.1069042 0.1005226 18.6452 198.1966 9.6634

2041 06 30
JD 2466400.5

by the Eq. (1) 71.2048 1.1304986 0.1153238 356.0294 197.9337 9.7898
by the Eq. (2) 71.2037 1.1305110 0.1153335 356.0292 197.9337 9.7897

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 312.1139 1.1278948 0.1132990 356.7267 197.3405 9.8165
by the Eq. (2) 312.0451 1.1279291 0.1133267 356.7264 197.3418 9.8162

7
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которых определялись элементы орбит астероида 2012 UE34 на моменты 5 ав-
густа 2019 г. и 13 ноября 2019 г.

В табл. 7 представлены элементы орбит астероида 2012 UE34 на моменты
времени вблизи сближения астероида с Землей и Луной, а также на концах
интервала интегрирования 1900 г. и 2100 г., полученные с использованием
решений уравнений (1) и (2).

В момент сближения астероида с Землей предельная относительная по-
грешность разности координат астероида 2012 UE34 с Землей значитель-
но превосходит предельную относительную погрешность координат астеро-
ида: 𝛿X/𝛿XА

≈ 2 980, 𝛿Y /𝛿YА
≈ 1 736, 𝛿Z/𝛿ZА

≈ 6 080, что непосредствен-
но отражается на результатах численного интегрирования. Если до момен-
та сближения астероида 2012 UE34 с Землей элементы его орбит, найден-
ные с использованием дифференциальных уравнений (1) и (2), практически
совпадают, то после сближения они существенно различаются (см. табл. 7).
Различие элементов орбит на момент 30.6.2041 достигает следующих значе-
ний: ∆𝑀 = −1.6526∘, ∆𝑎 = 0.0085986 а.е., ∆𝑒 = 0.0066721, ∆𝜔 = 1.0236∘,
∆Ω = 0.0015∘, ∆𝑖 = −0.0766∘.

Из результатов сравнения следует, что большая полуось 𝑎 и эксцентриси-
тет 𝑒 сохраняют совпадение до двух значащих цифр после запятой, расхож-
дения средних аномалий 𝑀 и аргументов перигелиев 𝜔 составляют свыше 1∘.
Полученные расхождения элементов орбит связаны как с наличием сближе-
ния астероида 2012 UE34 с Землей, так и с точностью начальных данных на
моменты 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г.

Дальнейшее улучшение точности прогнозирования движения астероида
2012 UE34 возможно с увеличением точности начальных данных его элемен-
тов орбит.

Астероид 1999 AN10. Астероид является членом группы Аполлона. Его
диаметр составляет около 700 м, количество наблюдений — 165. Он относится
к числу опасных астероидов в случае столкновения с Землей. Астероид 1999
AN10 имеет умеренное сближение с Землей на расстоянии 0.00259 а.е. 7 авгу-
ста 2017 г. Для астероида 1999 AN10 элементы орбит, найденные на моменты
5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г. с помощью наблюдений, на сайте NASA1

отсутствуют, поэтому для оценки погрешности смещения начальных дан-
ных на эти моменты использовались данные, соответствующие эпохе 1 июля
2018 г. Элементы орбит астероида 1999 AN10 на момент 1 июля 2018 г. имеют
следующие значения: 𝑀 = 330.165037∘, 𝑎 = 1.45869566 а.е., 𝑒 = 0.56221500,
𝜔 = 268.322903∘, Ω = 314.389797∘, 𝑖 = 38.931932∘.

В табл. 8 приведены элементы орбит астероида 1999 AN10 на момент 5 ав-
густа 2019 г., полученные путем решения уравнений движения (1) и (2). На-
чальные данные астероида брались на эпоху 1 июля 2018 г. В первой стро-
ке табл. 8 представлены начальные данные элементов орбит астероида 1999
AN10 на эпоху 5 августа 2019 г., размещенные на сайте smallbodies.ru, во
второй и третьей строках — элементы орбит, найденные с помощью решения
уравнений движения (1) и (2).

Из сопоставления элементов орбит астероида 1999 AN10, представленных
в табл. 8, следует, что они различаются между собой незначительно, так
как разность между соответствующими элементами находится в пределах
погрешностей наблюдений.

1https://asteroid.lowell.edu/main/astorb
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Таблица 8

Элементы орбит астероида 1999 AN10, полученные решением уравнений движения (1) и (2)

[Orbital elements of asteroid 1999 AN10 calculated by the motion equations (1) and (2)]
Current date

Initial date

Data sources
M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)

(calculated by)

2019 08 05

2018 07 01

observations 193.950022 1.45870900 0.56212000 268.330505 314.383261 39.930942
by the Eq. (1) 193.950034 1.45870860 0.56212010 268.330498 314.383261 39.930942
by the Eq. (2) 193.950022 1.45870867 0.56212010 268.330505 314.383261 39.930942

Таблица 9

Элементы орбит астероида 1999 AN10, полученные по различным начальным данным
[Orbital elements of asteroid 1999 AN10 calculated from different initial data]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — July 1, 2018

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 230.3963 1.4547088 0.5616555 267.7807 315.2951 39.9666
by the Eq. (2) 230.5500 1.4547165 0.5616536 267.7812 315.2951 39.9667

1946 06 29
JD 2433200.5

by the Eq. (1) 8.1235 1.4533749 0.5615438 267.8509 314.9451 39.9688
by the Eq. (2) 8.1209 1.4534137 0.5615467 267.8527 314.9450 39.9687

1946 10 07
JD 2432100.5

by the Eq. (1) 64.0458 1.4577505 0.5620291 268.0734 314.9428 39.9480
by the Eq. (2) 64.0439 1.4577505 0.5620291 268.0730 314.9428 39.9480

2018 07 01
JD 2458300.5

by the Eq. (1) 330.165037 1.45869566 0.56221500 268.322903 314.389797 39.931932
by the Eq. (2) 330.165037 1.45869566 0.56221500 268.322903 314.389797 39.931932

2027 07 14
JD 2461600.5

by the Eq. (1) 16.5546 1.4586290 0.5620482 268.3269 314.3215 39.9320
by the Eq. (2) 16.5545 1.4586289 0.5620482 268.3270 314.3215 39.9320

2027 10 22
JD 2461700.5

by the Eq. (1) 73.3845 1.4482730 0.5603545 267.8858 314.3186 40.0090
by the Eq. (2) 73.3853 1.4482631 0.5603529 267.8854 314.3187 40.0091

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 244.5575 1.4481036 0.5605158 267.9977 313.7713 39.9979
by the Eq. (2) 244.4425 1.4481178 0.5605133 267.9919 313.7712 39.9981

7
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Окончание табл. 9 [End of the Table 9]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — August 5, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 231.9169 1.4548032 0.5616446 267.7910 315.2948 39.9674
by the Eq. (2) 231.8607 1.4547992 0.5616450 267.7899 315.2948 39.9674

1946 06 29
JD 2433200.5

by the Eq. (1) 8.1022 1.4536585 0.5615644 267.8664 314.9450 39.9681
by the Eq. (2) 8.1003 1.4536814 0.5615661 267.8678 314.9450 39.9681

1946 10 07
JD 2432100.5

by the Eq. (1) 64.0296 1.4577506 0.5620290 268.0728 314.9428 39.9480
by the Eq. (2) 64.0281 1.4577507 0.5620290 268.0728 314.9428 39.9480

2019 08 05
JD 2458700.5

by the Eq. (1) 193.950022 1.45870900 0.56212000 268.330505 314.383261 39.930942
by the Eq. (2) 193.950022 1.45870900 0.56212000 268.330505 314.383261 39.930942

2027 07 14
JD 2461600.5

by the Eq. (1) 16.5539 1.4586294 0.5620481 268.3269 314.3215 39.9320
by the Eq. (2) 16.5539 1.4586292 0.5620481 268.3270 314.3215 39.9320

2027 10 22
JD 2461700.5

by the Eq. (1) 73.3905 1.4481961 0.5603405 267.8827 314.3186 40.0097
by the Eq. (2) 73.3903 1.4481987 0.5603412 267.8828 314.3186 40.0096

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 247.3241 1.4466384 0.5601487 267.8496 313.7704 40.0171
by the Eq. (2) 247.3926 1.4466092 0.5601593 267.8515 313.7704 40.0165

7
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В табл. 9 представлены элементы орбит астероида 1999 AN10, найден-
ные с использованием решения уравнений движения (1) и (2) с начальными
данными, отнесенными к эпохе 1 июля 2018 г. и 5 августа 2019 г. При этом
календарной дате соответствуют элементы орбит, полученные с использова-
нием решений уравнений (1), а юлианской дате — с помощью решения уравне-
ний (2). Элементы орбит астероида 1999 AN10 в табл. 9 представлены около
моментов сближения с Землей, т. е. в 1946 г. и 2027 г., а также на концах
интервала интегрирования — в 1900 г. и 2100 г.

Из сравнения элементов орбит астероида 1999 AN10, приведенных в табл. 9,
следует, что различие элементов в большей степени зависит от эпохи, на ко-
торую выбираются начальные данные, чем от метода численного интегри-
рования. При использовании уравнений движения (1) и (2), где начальные
данные взяты на одну и ту же эпоху, расхождение элементов орбит менее зна-
чительное, чем при выборе начальных данных на различные моменты (см.
табл. 9). На интервале времени с 7 октября 1946 г. по 4 июля 2017 г. элемен-
ты орбит, полученные с помощью решения уравнений (1) и (2), практически
совпадают. На левом конце интервала интегрирования 22 марта 1900 г. разли-
чие элементов орбит астероида 1999 AN10 несколько меньше, чем на правом
конце 1 февраля 2100 г., что находится в прямой зависимости от величины
сближения астероида с Землей. Потеря точности численного интегрирования
происходит в основном на участках сближения астероида с Землей на интер-
валах времени с 29 июня 1946 г. по 7 октября 1946 г. и с 4 июля 2027 г. по
22 октября 2017 г. В результате сближения астероида с Землей относительная
погрешность величины разности координат астероида и Земли примерно в
𝛿X/𝛿XА

≈ 637, 𝛿Y /𝛿YА
≈ 1 291, 𝛿Z/𝛿ZА

≈ 699 раз превышает предельную
относительную погрешность координат астероида, что непосредственно от-
ражается на результатах численного интегрирования. Как видно из табл. 9,
разность между элементами орбит на момент 22 октября 2027 г. следующая:
∆𝑀 = 0.0060∘, ∆𝑎 = 0.0000769 а.е., ∆𝑒 = 0.000014, ∆𝜔 = −0.0031∘, ∆Ω = 0∘,
∆𝑖 = 0.0007∘.

В результате на концах этих интервалов потеря точности в большой по-
луоси и эксцентриситете составляет два порядка от начальной точности (см.
табл. 8 и 9).

Астероид 2001 WN5. Астероид принадлежит группе Аполлона. Его
примерный диаметр составляет 610 м, количество наблюдений — 544. Тесные
сближения с большими планетами астероида 2001 WN5 не обнаружены, од-
нако 26 июля 2028 г. он пройдет от Земли на расстоянии 0.00166 а.е.

В табл. 10 приведены элементы орбит астероида 2001 WN5, полученные
путем решения уравнений движения (1) и (2), где начальные данные взя-
ты на эпоху 1 июля 2018 г. По разности элементов орбит в табл. 10 мож-
но определить погрешность начального смещения для каждого метода ре-
шения. Так, например, разности элементов орбит, полученных с помощью
решения уравнений (1), и орбитой, полученной с помощью наблюдений, на
момент 5 августа 2019 г. составляют следующие величины: ∆𝑀 = 0.000017∘,
∆𝑎 = −0.00000012 а.е., ∆𝑒 = 0.00000016, ∆𝜔 = −0.000094∘, ∆Ω = 0.000094∘,
∆𝑖 = 0∘.

В табл. 11 представлены элементы орбит астероида 2001 WN5, найденные
с использованием решения уравнений (1) и (2).
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Таблица 10

Элементы орбит астероида 2001 WN5, полученные решением уравнений движения (1) и (2)

[Orbital elements of asteroid 2001 WN5 calculated by the motion equations (1) and (2)]
Current date

Initial date

Data sources
M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)

(calculated by)

2019 08 05

2018 07 01

observations 354.331175 1.71226200 0.46717200 44.526790 277.502911 1.920025
by the Eq. (1) 354.331192 1.71226188 0.46717216 44.526696 277.503006 1.920025
by the Eq. (2) 354.331193 1.71226175 0.46717215 44.526700 277.503006 1.920025

Таблица 11

Элементы орбит астероида 2001 WN5, полученные по различным начальным данным
[Orbital elements of asteroid 2001 WN5 calculated from different initial data]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — July 1, 2018

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eq. (1) 234.0925 1.7096245 0.4664074 40.9102 280.5116 1.9493
by the Eq. (2) 234.0922 1.7096243 0.4664074 40.9098 280.5116 1.9493

1979 01 27
JD 2443900.5

by the Eq. (1) 318.5067 1.7118063 0.4675718 43.5168 278.2692 1.9298
by the Eq. (2) 318.5068 1.7118063 0.4675718 43.5167 278.2692 1.9298

2018 07 01
JD 2458300.5

by the Eq. (1) 178.265600 1.71171424 0.46705841 44.550160 277.509563 1.920008
by the Eq. (2) 178.265600 1.71171424 0.46705841 44.550160 277.509563 1.920008

2028 05 09
JD 2461900.5

by the Eq. (1) 322.4042 1.7120438 0.4669588 44.8912 277.2136 1.9172
by the Eq. (2) 322.4042 1.7120437 0.4669588 44.8912 277.2136 1.9172

2028 08 17
JD 2462000.5

by the Eq. (1) 6.2353 1.6835907 0.4597311 46.3609 276.6918 2.3957
by the Eq. (2) 6.2352 1.6835804 0.4597289 46.3613 276.6919 2.3956

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eq. (1) 265.6257 1.6827648 0.4595992 47.9946 275.2588 2.3860
by the Eq. (2) 265.4845 1.6827846 0.4596081 47.9774 274.2758 2.3855
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Окончание табл. 11 [End of the Table 11]

Current date
Data sources

M (in degrees) a (in au) e ω (in degrees) Ω (in degrees) i (in degrees)(calculated by)

Initial date — August 5, 2019

1900 03 22
JD 2415100.5

by the Eqs. (1) 234.0954 1.7096253 0.4663944 40.9138 280.5117 1.9493
by the Eqs. (2) 234.0977 1.7096256 0.4664076 40.9094 280.5119 1.9493

1979 01 27
JD 2443900.5

by the Eqs. (1) 318.5071 1.7118061 0.4675715 43.5169 278.2691 1.9298
by the Eqs. (2) 318.5074 1.7118059 0.4675715 43.5168 278.2692 1.9298

2019 08 05
JD 2458700.5

by the Eqs. (1) 354.331175 1.71226200 0.46717200 44.526790 277.502911 1.920025
by the Eqs. (2) 354.331175 1.71226200 0.46717200 44.526790 277.502911 1.920025

2028 05 09
JD 2461900.5

by the Eqs. (1) 322.4040 1.7120438 0.4669586 44.8913 277.2135 1.9172
by the Eqs. (2) 322.4039 1.7120439 0.4669586 44.8913 277.2135 1.9172

2028 08 17
JD 2462000.5

by the Eqs. (1) 6.2360 1.6836639 0.4597467 46.3582 276.6908 2.3970
by the Eqs. (2) 6.2366 1.6837321 0.4597615 46.3556 276.6899 2.3982

2100 02 01
JD 2488100.5

by the Eqs. (1) 244.6168 1.6826817 0.4595428 48.2220 275.0543 2.3896
by the Eqs. (2) 242.8628 1.6937600 0.4622248 47.9212 274.9574 2.3826

7
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Математическое моделирование движения астероидов. . .

Как видно из табл. 11, на интервале времени с 22 марта 1900 г. по 9 мая
2028 г. элементы орбит астероида 2001 WN5, найденные с использованием
различных методов, практически совпадают. В результате сближения асте-
роида 2001 WN5 с Землей 26 июня 2028 г. (см. табл. 1) относительная по-
грешность разности координат астероида и Земли примерно в 𝛿X/𝛿XА

≈ 227,
𝛿Y /𝛿YА

≈ 3 998, 𝛿Z/𝛿ZА
≈ 574 раза превысит предельную относительную по-

грешность самих координат астероида. В результате сближения астероида
2001 WN5 с Землей разность между соответствующими элементами орбит
на момент 26 июня 2028 г. (см. табл. 11) достигает следующих значений:
∆𝑀 = 0.0007∘, ∆𝑎 = 0.0000732 а.е., ∆𝑒 = 0.0000156, ∆𝜔 = −0.0027∘, ∆Ω =
= 0.0010∘, ∆𝑖 = 0.0022∘. Из сравнения элементов орбит следует, что большая
полуось 𝑎 и эксцентриситет 𝑒 сохраняют совпадение до четырех, а расхож-
дения средних аномалий 𝑀 и аргументов перигелиев 𝜔— до двух значащих
цифр после запятой.

Повышение точности численного интегрирования уравнений движения
астероида 2001 WN5, как и в предыдущих случаях, связано с улучшением
точности начальных данных его элементов орбит.

Заключение. На основании проведенных исследований можно сделать
следующие выводы:

а) учет коррекции начальных данных оказал на эволюцию орбит исследу-
емых астероидов несущественное влияние;

б) наибольшая потеря точности численного интегрирования уравнений дви-
жения (1) и (2) происходит на участках сближения астероида с Землей,
при этом точность результатов интегрирования находится в прямой за-
висимости от величины сближения;

в) для исследуемых астероидов при сближении их с Землей относитель-
ная погрешность разности координат астероида и Земли превышает
предельную относительную погрешность самих координат астероида на
несколько порядков (от 227 до 44 900 раз);

г) при отсутствии сближения астероида с Землей на расстояние менее
0.1 а.е. решение уравнений (1) и (2) приводит практически к одина-
ковым результатам;

д) результаты исследований можно обобщить на все астероиды групп Апол-
лона и Атона.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
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Abstract

This article evaluates the accuracy of solutions to differential equations of
motion, taking into account relativistic effects obtained on the basis of a new
principle of interaction, using the example of studies of the evolution of the
orbits of five asteroids. A numerical integration of equations of the asteroids’
motion with the initial data referred to different points in time is carried
out. Based on a comparison of the results of the study, certain patterns are
revealed. At time intervals in the absence of rapprochement of the asteroid
with the Earth less than 0.1 au it is possible to apply with equal efficiency the
differential equations given in the paper. The loss of accuracy of numerical
integration is directly dependent on the magnitude of the rapprochement
of the asteroid width the Earth. Due to the fact that in the right sides
of the equations of motion we have differences of the coordinates of the
asteroid and the planet, with sufficient proximity, the relative accuracy of
the coordinates is many times greater than the relative accuracy of the
difference. For the studied asteroids, when they approach the Earth, the
relative error of the difference in the coordinates of the asteroid and the Earth
is approximately 227 to 44900 times higher than the limiting relative error
of the coordinates of the asteroid itself. Predicting the motion of Apophis
after its close approach to the Earth based on the solution of the equations
of motion by modern methods leads to large errors, the reduction of which
is possible only by improving the initial data of the elements of the orbits
of the asteroid. About the possibility of close approach of Apophis with the
Earth on a time interval from April 14, 2029 to January 1, 2100 it can be
argued with a certain degree of probability. The results of the research can
be generalized to all asteroids of Apollo and Aten groups.
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Метод повышения порядка аппроксимации
до произвольного натурального числа
при численном интегрировании матричным
методом краевых задач для неоднородных линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений
различных степеней с переменными коэффициентами
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Аннотация

В работе использован известный матричный метод численного ин-
тегрирования краевых задач для неоднородных линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами,
который позволяет удерживать произвольное число членов разложения
в ряд Тейлора искомого решения или, что то же самое, позволяет ис-
пользовать многочлен Тейлора произвольной степени.

Разностная краевая задача, аппроксимирующая дифференциальную
краевую задачу, разбита на две подзадачи: в первую подзадачу вошли
разностные уравнения, при построении которых не были использованы
граничные условия краевой задачи; во вторую подзадачу вошли раз-
ностные уравнения, при построении которых были использованы гра-
ничные условия задачи.

Исходя из ранее установленных фактов дан и апробирован метод по-
вышения порядка аппроксимации на единицу второй подзадачи, а сле-
довательно, и всей разностной краевой задачи в целом. Перечислим эти
установленные факты:

а) порядок аппроксимации первой и второй подзадач пропорциона-
лен степени используемого многочлена Тейлора;

б) порядок аппроксимации первой подзадачи зависит от четности
или нечетности степени используемого многочлена Тейлора. Ока-
залось, что при использовании степеней многочлена Тейлора, рав-
ных 2𝑚 − 1 и 2𝑚, порядки аппроксимации этих двух подзадач
совпадают;

в) порядок аппроксимации второй подзадачи совпадает с порядком
аппроксимации первой подзадачи, если во второй подзадаче от-
сутствуют заданные значения каких-либо производных, входя-
щих в граничные условия;
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г) наличие во второй подзадаче хотя бы одного значения производ-
ной той или иной степени, входящей в граничные условия, приво-
дит к понижению порядка аппроксимации на единицу как второй
подзадачи, так и всей разностной краевой задачи в целом.

Теоретические выводы подтверждены численными экспериментами.

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, кра-
евые задачи, порядок аппроксимации, численные методы, многочлены
Тейлора.

Получение: 12 мая 2019 г. / Исправление: 17 сентября 2020 г. /

Принятие: 16 ноября 2020 г. / Публикация онлайн: 26 ноября 2020 г.

Введение. Известно, что использование конечных разностей приводит ко
второму порядку аппроксимации (ПА) при численном интегрировании как
краевых задач для неоднородных линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка (ОДУ2) [1ҫ6], так и ряда краевых задач для
дифференциальных уравнений в частных производных [4ҫ10]. Последнее обу-
словлено тем, что при аппроксимации производных конечными разностями
удерживалось всего три члена разложения в ряд Тейлора искомого решения
задачи или, что то же самое, был использован многочлен Тейлора второй
степени. В работе будет применяться предложенный в [11] метод, использую-
щий средства матричного исчисления, численного интегрирования краевых
задач для ОДУ2, который позволяет удерживать произвольное число членов
разложения в ряд Тейлора искомого решения задачи, отказавшись при этом
от аппроксимации производных конечными разностями.

1. Обозначения. Далее будем придерживаться принятых в [4] обозначе-
ний:

а) 𝐷— область интегрирования, ограниченная отрезком [𝑎, 𝑏], 𝐷h — узлы
сетки, определяемые значениями 𝑡i = 𝑡0 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑡0 = 𝑎,
𝑡n = 𝑏, ℎ = (𝑏− 𝑎)/𝑛, 𝑛+ 1— число узлов сетки;

б) 𝑥(𝑡)— непрерывная функция, являющаяся точным решением краевой
задачи;

в) [𝑥]h — сеточная функция, совпадающая с точным решением в узлах сет-
ки 𝐷h;

г) 𝑥(h) — искомая сеточная функция.

Для краткости примем для любой функции обозначение 𝜙(𝑡i) = 𝜙i, где
𝑡i — узел сетки 𝐷h.

В дальнейшем опустим индекс ℎ в наименованиях сеточных функций [𝑥]h,

𝑥(h) и будем особо оговаривать случаи, в которых будет использоваться непре-
рывная функция 𝑥(𝑡), являющаяся точным решением, при сохранении обо-
значений 𝑥(𝑡i) = 𝑥i для нее в узлах сетки.
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2. Некоторые предварительные результаты и постановка задачи.
Метод повышения ПА от единицы до двух в случае использования конечных
разностей при аппроксимации производных при численном интегрировании
задачи Коши и краевой задачи для ОДУ2 известен и дан, например, в [4, 5],
где показано, что если в граничных условиях (ГУ) задачи хотя бы в одной из
границ области интегрирования 𝐷 имеется заданное значение первой произ-
водной искомой функции, то разностная задача аппроксимирует дифферен-
циальную задачу с первым порядком аппроксимации относительно ℎ, причем
этот первый порядок дает оценка невязки [4] разностного уравнения, которое
содержит значение этой первой производной; тогда как оставшиеся уравнения
разностной задачи имеют невязки, приводящие ко второму порядку аппрок-
симации. Отметим, что метод повышения ПА до произвольного натурального
числа в задачах для ОДУ2 в [4, 5] не дан.

Исследуем следующую дифференциальную краевую задачу для неодно-
родного линейного ОДУ4 с переменными коэффициентами:

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑢(𝑡)𝑥(4)(𝑡) + 𝑠(𝑡)𝑥′′′(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑥′′(𝑡) +
+ 𝑝(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝛼0𝑥(𝑎) + 𝛽0𝑥
′(𝑎) + 𝛾0𝑥

′′(𝑎) + 𝜆0𝑥
′′′(𝑎) = ̃︀𝑧0,

𝑥′(𝑏) = ̃︀𝑥′n, 𝑥′′(𝑏) = ̃︀𝑥′′n, 𝑥′′′(𝑏) = ̃︀𝑥′′′n ,

(1)

где 𝑢(𝑡), 𝑠(𝑡), 𝑟(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑓(𝑡)— заданные функции, дифференцируемые
нужное число раз; 𝑥(𝑡)— искомая функция, являющаяся точным решением
задачи; 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0, ̃︀𝑧0, ̃︀𝑥′n, ̃︀𝑥′′n, ̃︀𝑥′′′n — заданные числа. Отметим, что в зада-
че (1) все числа 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0 могут оказаться отличными от нуля одновремен-
но; если все эти числа кроме одного обратятся в нуль, то будет получено одно
из граничных условий в форме одного слагаемого вида: 𝑥(𝑎) = ̃︀𝑥0, 𝑥′(𝑎) = ̃︀𝑥′0,
𝑥′′(𝑎) = ̃︀𝑥′′0, 𝑥′′′(𝑎) = ̃︀𝑥′′′0 .

Оценка ПА задачи (1) при численном интегрировании матричным мето-
дом при фиксированной степени 𝑘 используемого многочлена Тейлора дана
в [12], где рассматриваемая дифференциальная краевая задача аппроксими-
рована двумя разностными подзадачами (подсистемами), являющимися си-
стемами линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Первая подзадача со-
ставлена из разностных уравнений, в которые не входят заданные значения
из ГУ дифференциальной задачи, вторая — в которые входят все заданные
значения из ГУ.

Первую подзадачу запишем в компактной символической форме [4]:

𝐿k
h𝑥 = 𝑓kh (2)

или в развернутой форме:

− 𝑏ki11
𝑏ki15
𝑥i−2 −

𝑏ki12
𝑏ki15
𝑥i−1 +

𝑥i

𝑏ki15
− 𝑏ki13
𝑏ki15
𝑥i+1 −

𝑏ki14
𝑏ki15
𝑥i+2 =

= 𝑓i +
k+1∑︁

m=6

𝑏ki1m
𝑏ki15

𝑓
(m−5)
i , 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛− 2, (3)

где 𝑖— номер центрального узла пятиточечного шаблона 𝑡i−2, 𝑡i−1, 𝑡i, 𝑡i+1, 𝑡i+2.
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Заметим, в [12] показано, что при вычислении ПА не важно, в которой из
двух возможных границ сетки 𝐷h записано то или иное ГУ. Вторую подза-
дачу запишем в компактной символической форме в виде

𝑙kh𝑥 = 𝑔kh (4)

или, с учетом замечания, в развернутой форме:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑞
k2
12

𝑞k215
𝑥1 +

𝑥2

𝑞k215
− 𝑞k213
𝑞k215

𝑥3 −
𝑞k214
𝑞k215

𝑥4 = 𝑓2 +
k+1∑︁

m=6

𝑞k21m
𝑞k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝑞k211
𝑞k215

̃︀𝑧0,

−𝑐
k2
12

𝑐k215
𝑥1 +

𝑥2

𝑐k215
− 𝑐k213
𝑐k215
𝑥3 −

𝑐k214
𝑐k215
𝑥4 = 𝑓2 +

k+1∑︁

m=6

𝑐k21m
𝑐k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝑐k211
𝑐k215

̃︀𝑥′0,

−𝑑
k2
12

𝑑k215
𝑥1 +

𝑥2

𝑑k215
− 𝑑k213
𝑑k215

𝑥3 −
𝑑k214
𝑑k215

𝑥4 = 𝑓2 +

k+1∑︁

m=6

𝑑k21m
𝑑k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝑑k211
𝑑k215

̃︀𝑥′′0,

−𝑒
k2
12

𝑒k215
𝑥1 +

𝑥2

𝑒k215
− 𝑒k213
𝑒k215

𝑥3 −
𝑒k214
𝑒k215

𝑥4 = 𝑓2 +
k+1∑︁

m=6

𝑒k21m
𝑒k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝑒k211
𝑒k215

̃︀𝑥′′′0 .

(5)

Здесь и ниже в соответствии с [12] матрицы и коэффициенты разностного
уравнения, при построении которого не были использованы ГУ или было ис-
пользовано ГУ в форме значений искомой непрерывной функции 𝑥(𝑡) в гра-
нице сетки 𝐷h, обозначены как 𝐵ki и 𝑏kiml соответственно; было использовано
ГУ в форме значений производной первой степени от искомой функции — как
𝐶ki и 𝑐kiml соответственно; было использовано ГУ в форме значений производ-

ной второй степени — как 𝐷ki и 𝑑kiml соответственно; было использовано ГУ в

форме значений производной третьей степени — как 𝐸ki и 𝑒kiml соответственно;
было использовано смешанное ГУ

𝛼0𝑥(𝑎) + 𝛽0𝑥
′(𝑎) + 𝛾0𝑥

′′(𝑎) + 𝜆0𝑥
′′′(𝑎) = ̃︀𝑧0 (6)

— как 𝑄ki и 𝑞kiml соответственно. Указанные обозначения введены для вне-
сения ясности в силу того, что во всех уравнениях СЛАУ (5) центральным
узлом шаблона является узел 𝑡2. Последнее приводит к совпадению номеров
пар индексов в наименованиях ряда коэффициентов в уравнениях СЛАУ (5),
вследствие чего зафиксировать отличия одного уравнения от другого ока-
залось возможным лишь различными наименованиями входящих в них ко-
эффициентов. В обозначениях перечисленных матриц и их элементов пер-
вый верхний индекс, как и в [12ҫ15], совпадает со степенью 𝑘 используемого
многочлена Тейлора, второй — с номером центрального узла пятиточечного
шаблона, в котором матрица записана.

Методика построения указанных матриц и вычисления коэффициентов
уравнений систем (3), (5) дана в [12] и будет проиллюстрирована ниже.

Первую и вторую подзадачи наряду с 𝐿k
h𝑥 = 𝑓kh и 𝑙kh𝑥 = 𝑔kh будем ниже

для краткости обозначать и как 𝐿k
h и 𝑙kh.

Ранее в [12] установлено, что
а) ПА подзадач (2) и (4) пропорционален степени используемого много-

члена Тейлора;
б) независимо от вида ГУ подзадача (2) имеет ПА, равный 𝑘−2 при четном

𝑘 и равный 𝑘− 3 при нечетном 𝑘; подзадача (4) имеет ПА, равный 𝑘− 3
независимо от четности или нечетности 𝑘.
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При четном 𝑘 = 2𝑚, 𝑚 > 2, 𝑚— натуральное число, ПА задачи (2), (4)
в соответствии с [4], равен min(𝑘− 2, 𝑘− 3) = 𝑘− 3; при нечетном 𝑘 = 2𝑚+1
ПА также равен min(𝑘 − 3, 𝑘 − 3) = 𝑘 − 3. Если при четном 𝑘 = 2𝑚 удастся
повысить ПА подзадачи (4) на единицу, то ПА всей задачи (2), (4) повысится
до min(𝑘 − 2, 𝑘 − 2) = 𝑘 − 2 и совпадет с ПА этой же задачи при нечетном
𝑘 = 2𝑚 + 1; однако отметим: использование на практике такого нечетного
𝑘 является нецелесообразным в силу того, что в этом случае значительно
возрастет число 8

3(𝑘+1)3− 1
2(𝑘+1)2− 1

6(𝑘 + 1)−1 требуемых арифметических
операций при вычислении обратных матриц методом Гаусса [16].

Поставим целью разработку метода повышения ПА краевых задач для
ОДУ различных порядков при численном интегрировании матричным мето-
дом, когда ГУ задачи содержат хотя бы одно смешанное граничное условие
или граничное условие в форме производной той или иной степени больше
нуля.

3. Метод повышения порядка аппроксимации разностной кра-
евой задачи для ОДУ4. В работе [12] показано, что ПА подзадачи (4)
определяется либо смешанным ГУ (6), либо граничными условиями, запи-
санными в форме производной той или иной степени больше нуля при усло-
вии отсутствия смешанного ГУ в условиях дифференциальной краевой зада-
чи. Любое граничное условие в форме одного слагаемого является частным
случаем смешанного ГУ, поэтому метод повышения ПА разностной краевой
задачи (2), (4), которая аппроксимирует дифференциальную краевую зада-
чу (1), исследуем при четном значении 𝑘 = 4 на примере смешанного ГУ (6),
в котором нужно исключить следующий вариант входящих в него коэффи-
циентов: 𝛼0 = 1, 𝛽0 = 0, 𝛾0 = 0, 𝜆0 = 0; хотя, как будет показано ниже,
исследование указанного варианта коэффициентов привело к ранее установ-
ленному в [12] факту.

В [12] показано, что разностное уравнение, при построении которого при
фиксированном 𝑘 использовано смешанное ГУ, дает оценку невязки, которая
приводит к ПА второй подзадачи, равному 𝑘−3; откуда ПА подзадачи (4) при
фиксированном четном 𝑘 = 4 окажется равным единице. При четном 𝑘 = 4
ПА первой подзадачи (2) окажется равным двум; всей задачи, в соответствии
с [4] — единице. Попытаемся повысить ПА подзадачи (4) от единицы до двух
на примере смешанного ГУ.

Вычислим производную по аргументу 𝑡 от обеих частей ОДУ4 задачи (1),
запишем итог в узле 𝑡2:

𝑞′2[𝑥2] + (𝑞2 + 𝑝′2)[𝑥
′
2] + (𝑝2 + 𝑟′2)[𝑥

′′
2] +

+ (𝑟2 + 𝑠′2)[𝑥
′′′
2 ] + (𝑠2 + 𝑢′2)[𝑥

(4)
2 ] + 𝑢2[𝑥

(5)
2 ] = 𝑓 ′2 (7)

и выразим [𝑥
(5)
2 ]. Получим точное равенство

[𝑥
(5)
2 ] = − 𝑞′2

𝑢2
[𝑥2]−

𝑞2 + 𝑝′2
𝑢2

[𝑥′2]−
𝑝2 + 𝑟′2
𝑢2

[𝑥′′2]−
𝑟2 + 𝑠′2
𝑢2

[𝑥′′′2 ]−
𝑠2 + 𝑢′2
𝑢2

[𝑥
(4)
2 ] +

𝑓 ′2
𝑢2

или, введя соответствующие обозначения,

[𝑥
(5)
2 ] = −̃︀𝑞2[𝑥2]− ̃︀𝑝2[𝑥′2]− ̃︀𝑟2[𝑥′′2]− ̃︀𝑠2[𝑥′′′2 ]− ̃︀𝑢2[𝑥(4)2 ] + ̃︀𝑓2. (8)
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Имеем точные равенства, в которых старшая степень производной пре-
восходит 𝑘 = 4 на единицу:

[𝑥2]− 2ℎ[𝑥′2] + 4
ℎ2

2!
[𝑥′′2]− 8

ℎ3

3!
[𝑥′′′2 ] + 16

ℎ4

4!
[𝑥

(4)
2 ]− 32

ℎ5

5!
[𝑥

(5)
2 ] = [𝑥0]−𝑅5

0, (9)

[𝑥′2]− 2ℎ[𝑥′′2] + 4
ℎ2

2!
[𝑥′′′2 ]− 8

ℎ3

3!
[𝑥

(4)
2 ] + 16

ℎ4

4!
[𝑥

(5)
2 ] = [𝑥′0]−𝑅4

0, (10)

[𝑥′′2]− 2ℎ[𝑥′′′2 ] + 4
ℎ2

2!
[𝑥

(4)
2 ]− 8

ℎ3

3!
[𝑥

(5)
2 ] = [𝑥′′0]−𝑅3

0, (11)

[𝑥′′′2 ]− 2ℎ[𝑥
(4)
2 ] + 4

ℎ2

2!
[𝑥

(5)
2 ] = [𝑥′′′0 ]−𝑅2

0, (12)

где, например, 𝑅2
0 = 8h3

3! 𝑥
(6)(𝜉) = 𝑂(ℎ3), 𝜉 ∈ (𝑡0, 𝑡2)— дополнительный член

разложения в ряд Тейлора в форме Лагранжа [17].
Обе части равенства (9) умножим на 𝛼0, равенства (10) — на 𝛽0, равен-

ства (11) — на 𝛾0, равенства (12) — на 𝜆0 и сложим; в итоге получим точное
равенство:

𝛼0[𝑥2] +
(︁
−2𝛼0ℎ+ 𝛽0

)︁
[𝑥′2] +

(︁
4
𝛼0ℎ

2

2!
− 2𝛽0ℎ+ 𝛾0

)︁
[𝑥′′2]+

+
(︁
−8

𝛼0ℎ
3

3!
+ 4

𝛽0ℎ
2

2!
− 2𝛾0ℎ+ 𝜆0

)︁
[𝑥′′′2 ]−

− 2
(︁
−8

𝛼0ℎ
4

4!
+ 4

𝛽0ℎ
3

3!
− 2

𝛾0ℎ
2

2!
+ 𝜆0ℎ

)︁
[𝑥

(4)
2 ]+

+ 4
(︁
−8

𝛼0ℎ
5

5!
+ 4

𝛽0ℎ
4

4!
− 2

𝛾0ℎ
3

3!
+
𝜆0ℎ

2

2!

)︁
[𝑥

(5)
2 ] =

= 𝛼0[𝑥0] + 𝛽0[𝑥
′
0] + 𝛾0[𝑥

′′
0] + 𝜆0[𝑥

′′′
0 ]− 𝛼0𝑅

5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0 =

= ̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅
5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0

или, введя соответствующие обозначения,

𝐴0[𝑥2] +𝐴1[𝑥
′
2] +𝐴2[𝑥

′′
2] +𝐴3[𝑥

′′′
2 ] +𝐴4[𝑥

(4)
2 ] +𝐴5[𝑥

(5)
2 ] =

= ̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅
5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0,

где

𝐴0 = 𝛼0, 𝐴1 = −2𝛼0ℎ+ 𝛽0, 𝐴2 = 4
𝛼0ℎ

2

2!
− 2𝛽0ℎ+ 𝛾0,

𝐴m = (−2)m−3
(︁
−8

𝛼0ℎ
m

𝑚!
+ 4

𝛽0ℎ
m−1

(𝑚− 1)!
− 2

𝛾0ℎ
m−2

(𝑚− 2)!
+
𝜆0ℎ

m−3

(𝑚− 3)!

)︁
, 𝑚 = 3, 4, 5.

При построении разностного уравнения, учитывающего смешанное ГУ (6),
воспользуемся системой точных равенств, отличающейся от системы матрич-
ного метода в [12] при 𝑘 = 4 тем, что старшая степень производной в много-
членах Тейлора превосходит 𝑘 на единицу:
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴0[𝑥2] +𝐴1[𝑥
′
2] +𝐴2[𝑥

′′
2] +𝐴3[𝑥

′′′
2 ] +𝐴4[𝑥

(4)
2 ] +𝐴5[𝑥

(5)
2 ] =

= ̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅
5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0,

[𝑥2]− ℎ[𝑥′2] +
ℎ2

2!
[𝑥′′2]−

ℎ3

3!
[𝑥′′′2 ] +

ℎ4

4!
[𝑥

(4)
2 ]− ℎ5

5!
[𝑥

(5)
2 ] = [𝑥1]−𝑅5

1,

[𝑥2] + ℎ[𝑥′2] +
ℎ2

2!
[𝑥′′2] +

ℎ3

3!
[𝑥′′′2 ] +

ℎ4

4!
[𝑥

(4)
2 ] +

ℎ5

5!
[𝑥

(5)
2 ] = [𝑥3]−𝑅5

3,

[𝑥2] + 2ℎ[𝑥′2] + 4
ℎ2

2!
[𝑥′′2] + 8

ℎ3

3!
[𝑥′′′2 ] + 16

ℎ4

4!
[𝑥

(4)
2 ] + 32

ℎ5

5!
[𝑥

(5)
2 ] = [𝑥4]−𝑅5

4,

𝑞2[𝑥2] + 𝑝2[𝑥
′
2] + 𝑟2[𝑥

′′
2] + 𝑠2[𝑥

′′′
2 ] + 𝑢2[𝑥

(4)
2 ] = 𝑓2.

(13)

Заметим, что эту систему можно трактовать как незамкнутую СЛАУ, состоя-

щую из пяти уравнений с шестью неизвестными [𝑥2], [𝑥
′
2], [𝑥

′′
2], [𝑥

′′′
2 ], [𝑥

(4)
2 ], [𝑥

(5)
2 ].

Подстановка точного равенства (8) в систему (13) дает замкнутую СЛАУ
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝐴0 − ̃︀𝑞2𝐴5)[𝑥2] + (𝐴1 − ̃︀𝑝2𝐴5)[𝑥
′
2] + (𝐴2 − ̃︀𝑟2𝐴5)[𝑥

′′
2] + (𝐴3 − ̃︀𝑠2𝐴5)[𝑥

′′′
2 ] +

+ (𝐴4 − ̃︀𝑢2𝐴5)[𝑥
(4)
2 ] = ̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅

5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0 − ̃︀𝑓2𝐴5,

(︁
1 +

̃︀𝑞2ℎ5
5!

)︁
[𝑥2]−

(︁
ℎ− ̃︀𝑝2ℎ5

5!

)︁
[𝑥′2] +

(︁ℎ2
2!

+
̃︀𝑟2ℎ5
5!

)︁
[𝑥′′2]−

−
(︁ℎ3
3!

− ̃︀𝑞2ℎ5
5!

)︁
[𝑥′′′2 ] +

(︁ℎ4
4!

+
̃︀𝑢2ℎ5
5!

)︁
[𝑥

(4)
2 ] = [𝑥1]−𝑅5

1 +
̃︀𝑓2ℎ5
5!

,

(︁
1− ̃︀𝑞2ℎ5

5!

)︁
[𝑥2] +

(︁
ℎ− ̃︀𝑝2ℎ5

5!

)︁
[𝑥′2] +

(︁ℎ2
2!

− ̃︀𝑟2ℎ5
5!

)︁
[𝑥′′2] +

+
(︁ℎ3
3!

− ̃︀𝑞2ℎ5
5!

)︁
[𝑥′′′2 ] +

(︁ℎ4
4!

− ̃︀𝑢2ℎ5
5!

)︁
[𝑥

(4)
2 ] = [𝑥3]−𝑅5

3 −
̃︀𝑓2ℎ5
5!

,

(︁
1− 32

̃︀𝑞2ℎ5
5!

)︁
[𝑥2] +

(︁
2ℎ− 32

̃︀𝑝2ℎ5
5!

)︁
[𝑥′2] +

(︁
4
ℎ2

2!
− 32

̃︀𝑟2ℎ5
5!

)︁
[𝑥′′2] +

+
(︁
8
ℎ3

3!
− 32

̃︀𝑞2ℎ5
5!

)︁
[𝑥′′′2 ] +

(︁
16
ℎ4

4!
− 32

̃︀𝑢2ℎ5
5!

)︁
[𝑥

(4)
2 ] =

= [𝑥4]−𝑅5
4 − 32

̃︀𝑓2ℎ5
5!

,

𝑞2[𝑥2] + 𝑝2[𝑥
′
2] + 𝑟2[𝑥

′′
2] + 𝑠2[𝑥

′′′
2 ] + 𝑢2[𝑥

(4)
2 ] = 𝑓2,

(14)

состоящую из пяти уравнений, но теперь уже с пятью неизвестными [𝑥2], [𝑥
′
2],

[𝑥′′2], [𝑥
′′′
2 ], [𝑥

(4)
2 ].

Матрицу, элементы которой задаются коэффициентами при неизвестных
в левой части СЛАУ (14), ниже, как в [12ҫ15], будем называть локальной
матрицей. В наименования локальных матриц будем вносить, если заранее
известно, одно из перечисленных выше имен матриц, используемых при по-
строении разностных уравнений; в частности, для системы (14) наименование
локальной матрицы запишем как 𝐴42

Q .

В [12, 15] показано, что при вычислении ПА необходимо знать значения
алгебраических дополнений 𝑀42

1j , 𝑗 = 1, 2, . . . , 5, элементов первой строки

матрицы (𝐴42)⊤ или, что то же самое, элементов первого столбца локальной
матрицы 𝐴42 [18].
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Отметим, что вычисление точных значений алгебраических дополнений
𝑀42

1j , 𝑗 = 1, 2, . . . , 5, не является особо трудоемкой процедурой; тем не менее
нет строгой необходимости в нахождении точных значений в силу того, что
для вычисления ПА (здесь речь не идет о выполнении численных эксперимен-
тов) необходимы лишь главные части этих алгебраических дополнений в их
разложениях по степеням ℎ; поэтому допустим лишь для сокращения объема
выкладок пренебрежение старшими степенями при нахождении алгебраиче-
ских дополнений элементов первого столбца локальной матрицы 𝐴42.

Выпишем отдельно и исследуем первое уравнение СЛАУ (14):

(𝐴0 − ̃︀𝑞2𝐴5)[𝑥2] + (𝐴1 − ̃︀𝑝2𝐴5)[𝑥
′
2] + (𝐴2 − ̃︀𝑟2𝐴5)[𝑥

′′
2] + (𝐴3 − ̃︀𝑠2𝐴5)[𝑥

′′′
2 ]+

+ (𝐴4 − ̃︀𝑢2𝐴5)[𝑥
(4)
2 ] = ̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅

5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0 − ̃︀𝑓2𝐴5. (15)

Пренебрегая старшими степенями и опуская постоянные сомножители,
не зависящие от ℎ (кроме сомножителей 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0), из системы точных
равенств

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴0 − ̃︀𝑞2𝐴5 = 𝛼0 − 4̃︀𝑞2
(︁𝜆0ℎ2

2!
− 2

𝛾0ℎ
3

3!
+ 4

𝛽0ℎ
4

4!
− 8

𝛼0ℎ
5

5!

)︁
,

𝐴1 − ̃︀𝑝2𝐴5 = 𝛽0 − 2𝛼0ℎ− 4̃︀𝑝2
(︁𝜆0ℎ2

2!
− 2

𝛾0ℎ
3

3!
+ 4

𝛽0ℎ
4

4!
− 8

𝛼0ℎ
5

5!

)︁
,

𝐴2 − ̃︀𝑟2𝐴5 = 𝛾0 − 2𝛽0ℎ+ 4
𝛼0ℎ

2

2!
− 4̃︀𝑟2

(︁𝜆0ℎ2
2!

− 2
𝛾0ℎ

3

3!
+ 4

𝛽0ℎ
4

4!
− 8

𝛼0ℎ
5

5!

)︁
,

𝐴3 − ̃︀𝑠2𝐴5 =
(︁
𝜆0 − 2𝛾0ℎ+ 4

𝛽0ℎ
2

2!
− 8

𝛼0ℎ
3

3!

)︁
−

− 4̃︀𝑠2
(︁𝜆0ℎ2

2!
− 2

𝛾0ℎ
3

3!
+ 4

𝛽0ℎ
4

4!
− 8

𝛼0ℎ
5

5!

)︁
,

𝐴4 − ̃︀𝑢2𝐴5 = −2
(︁
𝜆0ℎ− 𝛾0ℎ

2 + 4
𝛽0ℎ

3

3!
− 8

𝛼0ℎ
4

4!

)︁
−

− 4̃︀𝑢2
(︁𝜆0ℎ2

2!
− 2

𝛾0ℎ
3

3!
+ 4

𝛽0ℎ
4

4!
− 8

𝛼0ℎ
5

5!

)︁

составим систему оценок в форме разложений по степеням ℎ в обозначениях

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐵0 = 𝐴0 − ̃︀𝑞2𝐴5 ≈ 𝛼0 + 𝜆0ℎ
2 + 𝛾0ℎ

3 + 𝛽0ℎ
4,

𝐵1 = 𝐴1 − ̃︀𝑝2𝐴5 ≈ 𝛽0 + 𝛼0ℎ+ 𝜆0ℎ
2 + 𝛾0ℎ

3,

𝐵2 = 𝐴2 − ̃︀𝑟2𝐴5 ≈ 𝛾0 + 𝛽0ℎ+ 𝛼0ℎ
2 + 𝜆0ℎ

2,

𝐵3 = 𝐴3 − ̃︀𝑠2𝐴5 ≈ 𝜆0 + 𝛾0ℎ+ 𝛽0ℎ
2 + 𝛼0ℎ

3,

𝐵4 = 𝐴4 − ̃︀𝑢2𝐴5 ≈ 𝜆0ℎ+ 𝛾0ℎ
2 + 𝛽0ℎ

3 + 𝛼0ℎ
4,

(16)

в каждой оценке которой среди пар слагаемых, имеющих в качестве сомно-
жителей одно из чисел 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0, опущено слагаемое со старшей степенью.

Подставляя данные системы (16) в уравнение (15), окончательно найдем

𝐵0[𝑥2] +𝐵1[𝑥
′
2] +𝐵2[𝑥

′′
2] +𝐵3[𝑥

′′′
2 ] +𝐵4[𝑥

(4)
2 ] =

= ̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅
5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0 − ̃︀𝑓2𝐴5. (17)
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Тогда с учетом принятого выше допущения при вычислении алгебраических
дополнений локальная матрица 𝐴42

Q системы (14) примет вид

𝐴42
Q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐵0 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4

1 −ℎ ℎ2

2!
−ℎ

3

3!

ℎ4

4!

1 ℎ
ℎ2

2!

ℎ3

3!

ℎ4

4!

1 2ℎ 4
ℎ2

2!
8
ℎ3

3!
16
ℎ4

4!
𝑞2 𝑝2 𝑟2 𝑠2 𝑢2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (18)

Отметим, что элементы 𝐵j , 𝑗 = 0, 1, . . . , 4, первой строки матрицы (18),
несмотря на частичное пренебрежение старшими степенями при формиро-
вании системы оценок (16), еще не являются главными частями соответству-
ющих разложений; сами же оценки главных частей этих элементов в зависи-
мости от конкретных значений 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0 будут приведены ниже в табл. 1.

Систему (14) в обозначениях

[𝑊 42] =
[︀
[𝑥2] [𝑥

′
2] [𝑥

′′
2] [𝑥

′′′
2 ] [𝑥

(4)
2 ]

]︀⊤
, (19)

[𝐺42] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅
5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0 − ̃︀𝑓2𝐴5

[𝑥1]−𝑅5
1 +

̃︀𝑓2ℎ5
5!

[𝑥3]−𝑅5
3 −

̃︀𝑓2ℎ5
5!

[𝑥4]−𝑅5
4 − 32

̃︀𝑓2ℎ5
5!

𝑓2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(20)

в матричном виде запишем так:

𝐴42
Q [𝑊 42] = [𝐺42]. (21)

Допуская существование обратной матрицы 𝑄42 = (𝐴42
Q )−1, из матричного

равенства (21) найдем

[𝑊 42] = 𝑄42[𝐺42]. (22)

Выпишем первую строку матричного равенства (22), являющуюся раз-
ностным уравнением, при построении которого было использовано смешан-
ное ГУ (6):

𝑞4211
(︀
̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅

5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − 𝜆0𝑅

2
0 − ̃︀𝑓2𝐴5

)︀
+ 𝑞4212

(︁
[𝑥1]−𝑅5

1 +
̃︀𝑓2ℎ5
5!

)︁
+

+ 𝑞4213

(︁
[𝑥3]−𝑅5

3 −
̃︀𝑓2ℎ5
5!

)︁
+ 𝑞4214

(︁
[𝑥4]−𝑅5

4 − 32
̃︀𝑓2ℎ5
5!

)︁
+ 𝑞4215𝑓2 = [𝑥2]
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или

− 𝑞4212
𝑞4215

[𝑥1] +
[𝑥2]

𝑞4215
− 𝑞4213
𝑞4215

[𝑥3]−
𝑞4214
𝑞4215

[𝑥4] = 𝑓2 +
𝑞4211
𝑞4215

(︀
̃︀𝑧0 − ̃︀𝑓2𝐴5

)︀
+

+
̃︀𝑓2ℎ5
𝑞4215 5!

(︀
𝑞4212 − 𝑞4213 − 32𝑞4214

)︀
− 𝑞4211(𝛼0𝑅

5
0 + 𝛽0𝑅

4
0 + 𝛾0𝑅

3
0 + 𝜆0𝑅

2
0)

𝑞4215
−

− 𝑞4212𝑅
5
1 + 𝑞4213𝑅

5
3 + 𝑞4214𝑅

5
4

𝑞4215
, (23)

где в соответствии с [4, 12] две последние дроби есть величина невязки 𝛿𝑔4hq =

= 𝛿𝑔4hq1 + 𝛿𝑔
4
hq2

, в наименовании которой второй нижний индекс указывает на

использование элементов матрицы 𝑄42 при построении разностного уравне-
ния (23).

При вычислении алгебраических дополнений в нижние индексы их обо-
значений будем вносить для ясности наименования используемых обратных
матриц от локальных матриц 𝐴42.

Вычислим алгебраические дополнения 𝑀42
1j,Q, 𝑗 = 1, 2, . . . , 5, элементов

первой строки матрицы (𝐴42
Q )⊤.

Анализ матрицы (18) указывает на независимость значения 𝑀42
11,Q от чи-

сел 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0, тогда как оставшиеся оценки алгебраических дополнений
зависят от значений этих чисел [18]; действительно, пренебрегая старшими
степенями, имеем

𝑀42
11,Q = −6ℎ6

(︁𝑢i
3!

− 2𝑠iℎ

4!
+

2𝑟iℎ
2

3!4!
+

2𝑝iℎ
3

3!4!

)︁
≈ −ℎ6

(︁
𝑢2 −

𝑠2ℎ

2

)︁
≈ −𝑢2ℎ6, (24)

𝑀42
12,Q = −𝐵1

(︁𝑢2ℎ5
3

− 𝑠2ℎ
6

4
+
𝑟2ℎ

7

3 · 3!
)︁
+𝐵2

(︁
𝑢2ℎ

4 − 7𝑠2ℎ
5

2 · 3! +
𝑝2ℎ

7

3 · 3!
)︁
−

−𝐵3

(︁
𝑢2ℎ

3 − 7𝑟2ℎ
5

2 · 3! +
𝑝2ℎ

6

4

)︁
+𝐵4

(︁
𝑠2ℎ

3 − 𝑟2ℎ
4 +

𝑝2ℎ
5

3

)︁
≈

≈ ℎ3
(︁
𝑠2𝐵4 − 𝑢2𝐵3 + 𝑢2𝐵2ℎ− 𝑢2𝐵1ℎ

2

3

)︁
, (25)

𝑀42
13,Q = 2 · 3!𝐵1

(︁𝑢2ℎ5
2 · 3! −

𝑠2ℎ
6

2 · 4! −
2𝑟2ℎ

7

3! · 4!
)︁
−

− 2 · 3!𝐵2

(︁
−𝑢2ℎ

4

2 · 3! +
𝑠2ℎ

5

16
− 2𝑝2ℎ

7

3! · 4!
)︁
+ 2 · 3!𝐵3

(︁
−𝑢2ℎ

3

4
+
𝑟2ℎ

5

16
+
𝑝2ℎ

6

2 · 4!
)︁
−

− 2 · 3!𝐵4

(︁
−𝑠2ℎ

3

4
+
𝑟2ℎ

4

2 · 3! +
𝑝2ℎ

5

2 · 3!
)︁
≈

≈ ℎ3
(︀
3𝑠2𝐵4 − 3𝑢2𝐵3 + 𝑢2𝐵2ℎ+ 𝑢2𝐵1ℎ

2
)︀
, (26)
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𝑀42
14,Q = −2𝐵1

(︁𝑢2ℎ5
2 · 3! −

𝑟2ℎ
7

3! · 4!
)︁
+ 2𝐵2

(︁𝑠2ℎ5
4!

− 𝑝2ℎ
7

3! · 4!
)︁
−

− 2𝐵3

(︁
−𝑢2ℎ

3

2
+
𝑟2ℎ

5

4!

)︁
+ 2𝐵4

(︁
−𝑠2ℎ

3

2
+
𝑝2ℎ

5

2 · 3!
)︁
≈

≈ ℎ3
(︁
−𝑠2𝐵4 + 𝑢2𝐵3 +

𝑠2𝐵2ℎ
2

2 · 3! − 𝑢2𝐵1ℎ
2

3!

)︁
, (27)

𝑀42
15,Q = ℎ6

(︁
𝐵4 −

𝐵3ℎ

2
− 𝐵2ℎ

2

2 · 3! +
𝐵1ℎ

3

2 · 3!
)︁
. (28)

Невязки

𝛿𝑔4hq1 = −𝑞
42
11

(︀
𝛼0𝑅

5
0 + 𝛽0𝑅

4
0 + 𝛾0𝑅

3
0 + 𝜆0𝑅

2
0

)︀

𝑞4215
, (29)

𝛿𝑔4hq2 = −𝑞
42
12𝑅

5
1 + 𝑞4213𝑅

5
3 + 𝑞4214𝑅

5
4

𝑞4215
(30)

исследуем отдельно.
Число комбинаций одновременно ненулевых коэффициентов 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0

смешанного ГУ определяется, очевидно, как 𝐶1
4 + 𝐶2

4 + 𝐶3
4 + 𝐶4

4 = 15, где
𝐶m
n — число сочетаний из 𝑛 по 𝑚. Главные части 𝐵j , 𝑗 = 0, 1, . . . , 4, коэффи-

циентов левой части равенства (17) в зависимости от значений 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0
приведены в табл. 1, где единица означает присутствие соответствующего
коэффициента в смешанном ГУ, нуль — его отсутствие. Отметим, что четыре
последние строки в табл. 1 соответствуют ГУ в форме одного слагаемого.

Опуская не зависящие от ℎ постоянные сомножители и пренебрегая стар-
шими степенями, соотношений (24)ҫ(28) и данных табл. 1 можем записать
следующие предварительные оценки:

𝑀42
11,Q ≈ ℎ6, 𝑀42

12,Q +𝑀42
13,Q +𝑀42

14,Q ≈ 𝐵3ℎ
3, 𝑀42

15,Q ≈ 𝐵4ℎ
6,

𝐵3

𝐵4
= ℎ−1,

Таблица 1
Главные части коэффициентов левой части равенства (17)

[Principal parts of the coefficients on the left side of the equality (17)]

nos. α0 β0 γ0 λ0 B0 B1 B2 B3 B4

1 1 1 0 0 𝛼0 𝛽0 𝛽0ℎ 𝛽0ℎ
2 𝛽0ℎ

3

2 1 0 1 0 𝛼0 𝛼0ℎ 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ
2

3 1 0 0 1 𝛼0 𝛼0ℎ 𝛼0ℎ
2 𝜆0 𝜆0ℎ

4 0 1 1 0 𝛾0ℎ
3 𝛽0 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ

2

5 0 1 0 1 𝜆0ℎ
2 𝛽0 𝛽0ℎ 𝜆0 𝜆0ℎ

6 0 0 1 1 𝜆0ℎ
2 𝜆0ℎ

2 𝛾0 𝜆0 𝜆0ℎ
7 1 1 1 0 𝛼0 𝛽0 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ

2

8 1 1 0 1 𝛼0 𝛽0 𝛽0ℎ 𝜆0 𝜆0ℎ
9 1 0 1 1 𝛼0 𝛼0ℎ 𝛾0 𝜆0 𝜆0ℎ
10 0 1 1 1 𝜆0ℎ

2 𝛽0 𝛾0 𝜆0 𝜆0ℎ
11 1 1 1 1 𝛼0 𝛽0 𝛾0 𝜆0 𝜆0ℎ
12 1 0 0 0 𝛼0 𝛼0ℎ 𝛼0ℎ

2 𝛼0ℎ
3 𝛼0ℎ

4

13 0 1 0 0 𝛽0ℎ
4 𝛽0 𝛽0ℎ 𝛽0ℎ

2 𝛽0ℎ
3

14 0 0 1 0 𝛾0ℎ
3 𝛾0ℎ

3 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ
2

15 0 0 0 1 𝜆0ℎ
2 𝜆0ℎ

2 𝜆0ℎ
2 𝜆0 𝜆0ℎ
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на основании которых и очевидных равенств

𝑞421j
𝑞4215

=
𝑀42

1j,Q

𝑀42
15,Q

, 𝑗 = 1, 2, 3, 4,

из (29) получим

𝛿𝑔4hq1 = −𝑞
42
11(𝛼0𝑅

5
0 + 𝛽0𝑅

4
0 + 𝛾0𝑅

3
0 + 𝜆0𝑅

2
0)

𝑞4215
=

= −
𝑀42

11,Q(𝛼0𝑅
5
0 + 𝛽0𝑅

4
0 + 𝛾0𝑅

3
0 + 𝜆0𝑅

2
0)

𝑀42
15,Q

≈

≈ −ℎ
6(𝛼0ℎ

3 + 𝛽0ℎ
2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎ3)

𝐵4ℎ6
=

= −(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎ3)

𝐵4
, (31)

а из (30) —

𝛿𝑔4hq2 = −𝑞
42
12𝑅

5
1 + 𝑞4213𝑅

5
3 + 𝑞4214𝑅

5
4

𝑞4215
≈

≈ −
(𝑀42

12,Q +𝑀42
13,Q +𝑀42

14,Q)𝑂(ℎ6)

𝑀42
15,Q

≈

≈ −𝐵3ℎ
3𝑂(ℎ6)

𝐵4ℎ6
= −ℎ

−1𝑂(ℎ6)

ℎ3
= 𝑂(ℎ2). (32)

Оценка (31) для каждого набора коэффициентов 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0 требует
дальнейшего уточнения результата с использованием данных табл. 1, тогда
как оценка (32) дает окончательный результат.

Пусть 𝜆0 ̸= 0. В этом случае, что следует из табл. 1, 𝐵4 = 𝜆0ℎ, тогда,
пренебрегая старшими степенями, из (31) получим оценку

𝛿𝑔4hq1 ≈ −(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝜆0𝑂(ℎ3)

𝜆0ℎ
= 𝑂(ℎ2),

справедливую для всех строк табл. 1 с номерами 3, 5, 6, 8ҫ11, 15.
Пусть 𝜆0 = 0, 𝛾0 ̸= 0. В этом случае, что следует из табл.1, 𝐵4 = 𝛾0ℎ

2,
тогда, пренебрегая старшими степенями, из (31) получим оценку

𝛿𝑔4hq1 ≈ −(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝛾0ℎ𝑂(ℎ3)

𝛾0ℎ2
= 𝑂(ℎ2),

справедливую для всех строк табл.1 с номерами 2, 4, 7, 14.
Пусть 𝜆0 = 0, 𝛾0 = 0, 𝛽0 ̸= 0. В этом случае, что следует из табл. 1,

𝐵4 = 𝛽0ℎ
3, тогда, пренебрегая старшими степенями, из (31) получим оценку

𝛿𝑔4hq1 ≈ −(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝛽0ℎ

2𝑂(ℎ3)

𝛽0ℎ3
= 𝑂(ℎ2),

справедливую для всех строк табл. 1 с номерами 1, 13.
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Пусть 𝜆0 = 0, 𝛾0 = 0, 𝛽0 = 0, 𝛼0 ̸= 0. В этом случае, что следует из табл. 1,
𝐵4 = 𝛼0ℎ

4, тогда, пренебрегая старшими степенями, из (31) получим оценку

𝛿𝑔4hq1 ≈ −(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝛼0ℎ

3𝑂(ℎ3)

𝛼0ℎ4
= 𝑂(ℎ2), (33)

справедливую для двенадцатой строки табл. 1.
Следовательно, для любого смешанного ГУ оказалось

𝛿𝑔4hq1 ≈ 𝑂(ℎ2). (34)

Соотношения (32), (34) дают окончательно оценку невязки для любого
смешанного ГУ в форме

𝛿𝑔4hq = 𝛿𝑔4hq1 + 𝛿𝑔4hq2 = 𝑂(ℎ2),

откуда следует второй порядок аппроксимации [4, 12], т.е. ПА второй подза-
дачи (4) и, следовательно, всей рассматриваемой задачи (2), (4) повышен на
единицу и стал равным двум при 𝑘 = 4.

Данные строк с номерами 12ҫ15 табл. 1 соответствуют ГУ, представлен-
ным в виде одного слагаемого в форме производной той или иной степени от
нуля до трех. Отметим, что результат (33), соответствующий ГУ 𝑥(𝑎) = ̃︀𝑥0,
не является результатом действия метода повышения ПА в силу того, что
при 𝛼0 = 1, 𝛽0 = 0, 𝛾0 = 0, 𝜆0 = 0 из набора точных равенств (9)ҫ(12) будет
сохранено лишь равенство (9) с дополнительным членом 𝑅5

0, а это соответ-
ствует нечетному 𝑘 = 5 в матричном методе, для которого в соответствии
с [12] ПА и так равен 𝑘 − 3 = 5− 3 = 2.

Из изложенного выше следует, что использование в многочленах Тейлора
матричного метода старшей степени производной, на единицу превышающей
степень многочлена Тейлора 𝑘 при ее четном значении, и использование опе-
рации дифференцирования обеих частей ОДУ4 задачи (1) 𝑘 − 3 раза позво-
ляют аналогичным образом повысить ПА задачи до 𝑘 − 2.

В силу того, что каждая краевая задача для ОДУ4 гарантированно содер-
жит ГУ в форме смешанного граничного условия или производной степени
больше нуля, сделанный вывод справедлив для любой краевой задачи.

Изложенный выше метод показал возможность повышения ПА краевых
задач для ОДУ4 при четном 𝑘. Этот же метод ранее показал возможность по-
вышения ПА краевых задач для ОДУ2 [13] и систем ОДУ2 [14] при четном 𝑘.
В [13] метод повышения ПА лишь обоснован при использовании смешанного
ГУ 𝛼0𝑥(𝑎) + 𝛽0𝑥

′(𝑎) = ̃︀𝑧0, а дан при использовании ГУ в форме производной
первой степени. В [14] метод повышения ПА дан при использовании смешан-
ного ГУ. Сам же метод реализован в [13, 14] не был. Сделаем это в настоящей
работе на примерах краевых задач для ОДУ4, заимствованных в [12], на при-
мерах краевых задачах для ОДУ2 и систем ОДУ2, заимствованных в [13, 14],
а также на примере краевой задачи для ОДУ3, заимствованной в [15]; метод
повышения ПА краевых задач для ОДУ3 при использовании матричного ме-
тода будет дан ниже.

Отметим некоторые особенности, увеличивающие трудоемкость и влияю-
щие на возможность реализации на практике метода повышения ПА второй
подзадачи (4) при произвольном четном 𝑘 = 2𝑚 > 6:
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а) увеличение 𝑘 влечет возрастание числа слагаемых и степени старшей
производной в первых четырех уравнениях системы (13) при сохранении
в ней общего числа уравнений, равного пяти;

б) вычислять производные от обеих частей ОДУ4 и выражать старшую
производную придется 𝑘− 3 раза, при этом будет выполнено некоторое
дублирование действий матричного метода [12], а именно: вычисление
производных от обеих частей ОДУ4 𝑘 − 3 раза;

в) подстановка вычисленных старших производных в первые четыре урав-
нения системы (13) и выполнение алгебраических преобразований урав-
нений этой системы достаточно усложнят (в смысле увеличения объема
выкладок) аналитическую реализацию метода повышения ПА в след-
ствие того, что проблематично составить необходимые рекуррентные
расчетные формулы для коэффициентов системы (14) в зависимости от
значения 𝑘. Последнее делает практически невозможной компьютерную
реализацию изложенного выше метода повышения ПА.

Однако попытка реализации метода повышения ПА вполне возможна, ес-
ли для матричного метода численного интегрирования имеется компьютер-
ная программа расчета для выполнения численных экспериментов, при каж-
дом запуске которой на исполнение осуществляется тем или иным способом
ввод числа 𝑘. Для этого на практике при фиксированном 𝑘 = 2𝑚 следует
незначительно модифицировать компьютерную программу расчета следую-
щим образом:

а) при фиктивном 𝑘 = 2𝑚 + 1 формируются и фиксируются разностные
уравнения, соответствующие ГУ в форме смешанного граничного усло-
вия или производной степени больше нуля;

б) при фактическом 𝑘 = 2𝑚 формируется и фиксируется система разност-
ных уравнений (2), (4);

в) в полученной системе (2), (4) разностные уравнения, соответствующие
ГУ в форме смешанного граничного условия или производной степени
больше нуля, заменяются на аналогичные ранее зафиксированные урав-
нения, сформированные при 𝑘 = 2𝑚 + 1. Полученную таким образом
СЛАУ следует использовать далее в расчетах.

Приведем некоторые теоретические обоснования описанной выше реали-
зации метода повышения ПА.

Выделим две различные процедуры построения разностных уравнений,
соответствующие ГУ в форме смешанного граничного условия или производ-
ной степени больше нуля, имеющих невязки, дающие одинаковый ПА: в пер-
вой процедуре использован метод повышения ПА при четном значении 𝑘, во
второй — матричный метод при нечетном 𝑘 + 1 [11ҫ14].

При 𝑘 = 4 реализация метода повышения ПА (первая процедура) состоит
из последовательного выполнения двух не зависящих друг от друга этапов:

а) вычисляются производные от обеих частей ОДУ4 и из полученного
уравнения (7) выражается старшая производная, т.е. составляется ра-
венство (8). Подстановка средствами алгебраических преобразований
равенства (8) в первые четыре уравнения незамкнутой системы (13)
приводит к построению замкнутой системы (14), состоящей из пяти
уравнений;

б) преобразование системы (14) средствами матричного исчисления (21),
(22) приводит к построению разностного уравнения (23), невязка кото-
рого обуславливает второй порядок аппроксимации.
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Этапы первой процедуры изобразим в виде следующей схемы:

(7) → (8) → [(8)
⋀︀

(13)] → (14) → (21), (22) → (23).

Символ
⋀︀

в приведенной схеме нужно понимать в следующем контексте: пра-
вая часть равенства (8) подставляется в первые четыре уравнения незамкну-
той системы (13); итогом такой подстановки является замкнутая СЛАУ (14),
которая далее преобразуется средствами матричного исчисления (21), (22).

При 𝑘 = 5 построение разностного уравнения, имеющего невязку, даю-
щую второй порядок аппроксимации, матричным методом (вторая процеду-
ра) состоит из одного этапа — вычисленные производные (7) от обеих частей
ОДУ4 подставляются в качестве дополнительного уравнения в незамкнутую
систему (13), что приводит к формированию замкнутой СЛАУ, но состоящей
уже из шести уравнений, преобразование которой средствами матричного ис-
числения (21), (22) приводит к построению разностного уравнения, невязка
которого совпадает с невязкой уравнения (23) [12].

Вторую процедуру изобразим в виде следующей схемы:

(7) → [(7)
⋃︀

(13)] → (21), (22) → . . . .

Символ
⋃︀

в приведенной схеме нужно понимать в следующем контексте:
незамкнутая система (13) дополняется уравнением (7); в итоге получается
замкнутая СЛАУ, которая далее преобразуется средствами матричного ис-
числения (21), (22).

По сути, первая и вторая процедуры имеют незначительные различия
(в обоих случаях речь идет о преобразованиях несколько разными способами
одних и тех же уравнений, а именно уравнения (7) и СЛАУ (13); подтвержде-
ние чему следует из приведенных выше схем) и достигают одной и той же
цели — построения разностного уравнения, имеющего невязку, дающую вто-
рой порядок аппроксимации; что можно расценить как теоретическое обос-
нование описанной выше реализации метода повышения ПА на практике.

Успешная реализация метода повышения ПА для ОДУ4, ОДУ2 и систем
ОДУ2 дана ниже. Однако не для всех краевых задач успех сопутствовал
на практике при формальной реализации метода, о чем речь пойдет ниже,
в частности, при исследовании ОДУ3.

4. Метод повышения порядка аппроксимации разностной кра-
евой задачи для ОДУ3. В [15] исследована дифференциальная краевая
задача для неоднородного линейного ОДУ3 с переменными коэффициентами
вида

⎧
⎨
⎩

𝑠(𝑡)𝑥′′′(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑥′′(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝑥(𝑎) = ̃︀𝑥0, 𝑥′(𝑎) = ̃︀𝑥′0,
𝑥(𝑏) = ̃︀𝑥n,

(35)

где 𝑠(𝑡), 𝑟(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑓(𝑡)— заданные функции, дифференцируемые нужное
число раз; 𝑥(𝑡)— искомая функция, являющаяся точным решением задачи;
̃︀𝑥0, ̃︀𝑥′0, ̃︀𝑥n — заданные числа.

Использование пятиточечного шаблона при аппроксимации задачи (35)
разностной краевой задачей привело к нехватке одного разностного уравне-
ния для получения замкнутой СЛАУ; поэтому в [15] для рассматриваемой
задачи было составлено следующее фиктивное ГУ:
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𝑋0 = 𝑠0𝑥
′′′(𝑎) + 𝑟0𝑥

′′(𝑎), (36)

где число 𝑋0 может быть вычислено с использованием ОДУ3 и двух ГУ
задачи в левой границе сетки 𝐷h как

𝑋0 = 𝑠0𝑥
′′′(𝑎) + 𝑟0𝑥

′′(𝑎) = 𝑓0 − 𝑝0̃︀𝑥′0 − 𝑞0̃︀𝑥0. (37)

Наряду с приведенными в задаче (35) ГУ в левой границе сетки 𝐷h воз-
можны еще следующие два набора:

𝑥(𝑎) = ̃︀𝑥0, 𝑥′′(𝑎) = ̃︀𝑥′′0, (38)

𝑥′(𝑎) = ̃︀𝑥′0, 𝑥′′(𝑎) = ̃︀𝑥′′0. (39)

Граничные условия (38) и (39) позволяют составить, как это было выпол-
нено в [15], следующие фиктивные ГУ:

𝑋0 = 𝑠0𝑥
′′′(𝑎) + 𝑝0𝑥

′(𝑎), (40)

где
𝑋0 = 𝑓0 − 𝑟0̃︀𝑥′′0 − 𝑞0̃︀𝑥0;

и
𝑋0 = 𝑠0𝑥

′′′(𝑎) + 𝑞0𝑥(𝑎), (41)

где
𝑋0 = 𝑓0 − 𝑟0̃︀𝑥′′0 − 𝑝0̃︀𝑥′0.

Объединяя перечисленные фиктивные ГУ в одно, получим смешанное
фиктивное граничное условие

𝑋0 = 𝑠0𝑥
′′′(𝑎) + 𝑟0𝑥

′′(𝑎) + 𝑝0𝑥
′(𝑎) + 𝑞0𝑥(𝑎), (42)

для которого в соответствии с (36), (40), (41) примем следующее:
а) переменную 𝑠0 положим всегда отличной от нуля;
б) одну из переменных 𝑞0, 𝑝0, 𝑟0 положим отличной от нуля, тогда как

две оставшиеся переменные из перечисленных положим равными нулю
одновременно;

в) число 𝑋0 вычислим по соотношению (42) при определенных заранее
входящих в него переменных 𝑞0, 𝑝0, 𝑟0, 𝑠0.

В итоге смешанное ГУ (42) при тех или иных возможных значениях вхо-
дящих в него переменных охватывает все три приведенные выше набора ГУ
в левой границе сетки.

Граничное условие в правой границе сетки 𝐷h в задаче (35) заменим на
смешанное ГУ

𝛼n𝑥(𝑏) + 𝛽n𝑥
′(𝑏) + 𝛾n𝑥

′′(𝑏) = ̃︀𝑧n, (43)

где 𝛼n, 𝛽n, 𝛾n, ̃︀𝑧n — заданные числа, что позволит отказаться от явного иссле-
дования ГУ в форме одного слагаемого. Тогда вместо задачи (35) исследуем
следующую задачу:
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑠(𝑡)𝑥′′′(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑥′′(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝑥(𝑎) = ̃︀𝑥0, 𝑥′(𝑎) = ̃︀𝑥′0, 𝑠0𝑥
′′′(𝑎) + 𝑟0𝑥

′′(𝑎) + 𝑝0𝑥
′(𝑎) + 𝑞0𝑥(𝑎) = 𝑋0,

𝛼n𝑥(𝑏) + 𝛽n𝑥
′(𝑏) + 𝛾n𝑥

′′(𝑏) = ̃︀𝑧n.
(44)
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С учетом приведенного выше замечания, что при вычислении ПА неваж-
но, в которой из двух границ сетки записано ГУ, граничное условие (43)
можно заменить на

𝛼0𝑥(𝑎) + 𝛽0𝑥
′(𝑎) + 𝛾0𝑥

′′(𝑎) = ̃︀𝑧0. (45)

Тогда уравнения второй подзадачи задачи (44) запишем в развернутом виде
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑏
k2
12

𝑏k215
𝑥1 +

𝑥2

𝑏k215
− 𝑏k213
𝑏k215
𝑥3 −

𝑏k214
𝑏k215
𝑥4 = 𝑓2 +

k+1∑︁

m=6

𝑏k21m
𝑏k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝑏k211
𝑏k215

̃︀𝑥0,

−𝑐
k2
12

𝑐k215
𝑥1 +

𝑥2

𝑐k215
− 𝑐k213
𝑐k215
𝑥3 −

𝑐k214
𝑐k215
𝑥4 = 𝑓2 +

k+1∑︁

m=6

𝑐k21m
𝑐k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝑐k211
𝑐k215

̃︀𝑥′0,

−𝜑
k2
12

𝜑k215
𝑥1 +

𝑥2

𝜑k215
− 𝜑k213
𝜑k215

𝑥3 −
𝜑k214
𝜑k215

𝑥4 = 𝑓2 +
k+1∑︁

m=6

𝜑k21m
𝜑k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝜑k211
𝜑k215

𝑋0,

−𝑞
k2
12

𝑞k215
𝑥1 +

𝑥2

𝑞k215
− 𝑞k213
𝑞k215

𝑥3 −
𝑞k214
𝑞k215

𝑥4 = 𝑓2 +
k+1∑︁

m=6

𝑞k21m
𝑞k215

𝑓
(m−5)
2 +

𝑞k211
𝑞k215

̃︀𝑧0

(46)

и исследуем только третье и четвертое уравнения в системе (46). При этом
абсолютно неважно, какие ГУ, являющиеся частными случаями смешанного
ГУ (45), использованы при составлении первых двух разностных уравнений.

В третьем уравнении системы (46) использованы элементы 𝜑k2ml матри-

цы Φk2, что будет соответствовать смешанному фиктивному ГУ (42).
Для задачи (35) при использовании пятиточечного шаблона в [15] уста-

новлено следующее:
а) ПА первой подзадачи зависит от четности или нечетности 𝑘, причем

при нечетном 𝑘 одинаковый ПА, равный 𝑘−1, имели первые подзадачи
𝐿2m−1
h и 𝐿2m

h при 𝑚 > 3; при четном 𝑘 ПА всех подзадач 𝐿k
h оказался

равным 𝑘 − 2;
б) ПА второй подзадачи 𝑙kh не зависит от четности или нечетности 𝑘 и ра-

вен 𝑘 − 2.
Из установленных фактов следует, что повышать ПА следует при нечет-

ном 𝑘 = 2𝑚− 1, например, при 𝑘 = 5; однако лишь для уменьшения объема
выкладок попытаемся повысить ПА второй подзадачи на примере четного
𝑘 = 4 в силу того, что в этом случае удастся воспользоваться приведенными
выше выкладками для ОДУ4. При 𝑘 = 4 ПА второй подзадачи (46) равен
𝑘 − 2 = 2. Попытаемся повысить этот ПА от двух до трех.

Начнем с фиктивного ГУ (42), которое совпадает по форме со смешанным
ГУ в задаче (1) и отличается от него лишь наименованиями коэффициентов.

В силу того, что ОДУ3 не содержит четвертой производной, равенство
вида (8) следует вывести вновь.

Вычислим производную по аргументу 𝑡 от обеих частей ОДУ3 задачи (35)
и запишем итог в узле 𝑡2:

𝑞′[𝑥2] + (𝑞 + 𝑝′)[𝑥′2] + (𝑝+ 𝑟′)[𝑥′′2] + (𝑟 + 𝑠′)[𝑥′′′2 ] + 𝑠[𝑥
(4)
2 ] = 𝑓 ′2. (47)

Вычислим производную по аргументу 𝑡 от обеих частей равенства (47)
или, что то же самое, вторую производную от обеих частей ОДУ3 задачи
(35), и запишем итог в узле 𝑡2:
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𝑞′′2 [𝑥2] + (2𝑞′2 + 𝑝′′2)[𝑥
′
2] + (𝑞2 + 2𝑝′2 + 𝑟′′2)[𝑥

′′
2]+

+ (𝑝2 + 2𝑟′2 + 𝑠′′2)[𝑥
′′′
2 ] + (𝑟2 + 2𝑠′2)[𝑥

(4)
2 ] + 𝑠2[𝑥

(5)
2 ] = 𝑓 ′′2 (48)

и выразим [𝑥
(5)
2 ]. Получим точное равенство

[𝑥
(5)
2 ] = −𝑞

′′
2

𝑠2
[𝑥2]−

2𝑞′2 + 𝑝′′2
𝑠2

[𝑥′2]−
𝑞2 + 2𝑝′2 + 𝑟′′2

𝑠2
[𝑥′′2]−

− 𝑝2 + 2𝑟′2 + 𝑠′′2
𝑠2

[𝑥′′′2 ]−
𝑟2 + 2𝑠′2

𝑠2
[𝑥

(4)
2 ] +

𝑓 ′′2
𝑠2

или, введя соответствующие обозначения,

[𝑥
(5)
2 ] = −̃︀𝑞2[𝑥2]− ̃︀𝑝2[𝑥′2]− ̃︀𝑟2[𝑥′′2]− ̃︀𝑠2[𝑥′′′2 ]− ̃︀𝑢2[𝑥(4)2 ] + ̃︀𝑓2. (49)

Отметим, что точные равенства (8) и (49) совпали до обозначений лишь
по форме.

При дальнейшем исследовании фиктивного ГУ (42) воспользуемся фор-
мулами (9)ҫ(23), кроме (18), с незначительными заменами: число 𝛼0 следует
заменить на число 𝑞0, 𝛽0 — на 𝑝0, 𝛾0 — на 𝑟0, 𝜆0 — на 𝑠0, ̃︀𝑧0 — на 𝑋0. В частно-
сти, вместо (17) получим

𝐵0[𝑥2] +𝐵1[𝑥
′
2] +𝐵2[𝑥

′′
2] +𝐵3[𝑥

′′′
2 ] +𝐵4[𝑥

(4)
2 ] =

= 𝑋0 − 𝑞0𝑅
5
0 − 𝑝0𝑅

4
0 − 𝑟0𝑅

3
0 − 𝑠0𝑅

2
0 − ̃︀𝑓2𝐴5. (50)

В локальной матрице (18) следует в нижнем правом углу заменить эле-
мент 𝑢2 на нуль в силу вида исследуемого ОДУ3 (отсутствует четвертая про-
изводная). Поэтому во всех соотношениях вида (24)ҫ(27) для смешанного
фиктивного ГУ (42) следует положить 𝑢2 ≡ 0. Опуская не зависящие от ℎ
постоянные сомножители и пренебрегая старшими степенями, из равенств
(24)ҫ(28) найдем

𝑀42
11,Φ = −6ℎ6

(︁
−2𝑠iℎ

4!
+

2𝑟iℎ
2

3!4!
+

2𝑝iℎ
3

3!4!

)︁
≈ 𝑠2ℎ

7

2
≈ ℎ7, (51)

𝑀42
12,Φ = −𝐵1

(︁
−𝑠2ℎ

6

4
+
𝑟2ℎ

7

3 · 3!
)︁
+𝐵2

(︁
−7𝑠2ℎ

5

2 · 3! +
𝑝2ℎ

7

3 · 3!
)︁
−𝐵3

(︁
−7𝑟2ℎ

5

2 · 3! +
𝑝2ℎ

6

4

)︁
+

+𝐵4

(︁
𝑠2ℎ

3 − 𝑟2ℎ
4 +

𝑝2ℎ
5

3

)︁
≈ ℎ3

(︀
𝐵4 +𝐵3ℎ

2 +𝐵2ℎ
2 +𝐵1ℎ

3
)︀
, (52)

𝑀42
13,Φ = 2 · 3!𝐵1

(︁
− 𝑠2ℎ

6

2 · 4! −
2𝑟2ℎ

7

3! · 4!
)︁
− 2 · 3!𝐵2

(︁𝑠2ℎ5
16

− 2𝑝2ℎ
7

3! · 4!
)︁
+

+ 2 · 3!𝐵3

(︁𝑟2ℎ5
16

+
𝑝2ℎ

6

2 · 4!
)︁
− 2 · 3!𝐵4

(︁
−𝑠2ℎ

3

4
+
𝑟2ℎ

4

2 · 3! +
𝑝2ℎ

5

2 · 3!
)︁
≈

≈ ℎ3
(︀
𝐵4 +𝐵3ℎ

2 +𝐵2ℎ
2 +𝐵1ℎ

3
)︀
, (53)
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𝑀42
14,Φ = 2𝐵1

𝑟2ℎ
7

3! · 4! + 2𝐵2

(︂
𝑠2ℎ

5

4!
− 𝑝2ℎ

7

3! · 4!

)︂
− 2𝐵3

𝑟2ℎ
5

4!
+

+ 2𝐵4

(︁
−𝑠2ℎ

3

2
+
𝑝2ℎ

5

2 · 3!
)︁
≈ ℎ3

(︀
𝐵4 +𝐵3ℎ

2 +𝐵2ℎ
2 +𝐵1ℎ

4
)︀
, (54)

𝑀42
15,Φ = ℎ6

(︁
𝐵4 −

𝐵3ℎ

2
− 𝐵2ℎ

2

2 · 3! +
𝐵1ℎ

3

2 · 3!
)︁
≈ ℎ6

(︀
𝐵4 +𝐵3ℎ+𝐵2ℎ

2 +𝐵1ℎ
3
)︀
. (55)

Главные части 𝐵j , 𝑗 = 0, 1, . . . , 4, коэффициентов левой части равенства
(50) в зависимости от значений 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0 приведены в табл. 2, где еди-
ница означает присутствие соответствующего коэффициента в смешанном
фиктивном ГУ, нуль — его отсутствие. Из принятого выше соглашения, со-
гласно которому переменная 𝑠0 всегда отлична от нуля и одна из переменных
𝑞0, 𝑝0, 𝑟0 отлична от нуля, тогда как две оставшиеся переменные из перечис-
ленных равны нулю одновременно, следует, что табл. 2 для фиктивного ГУ
будет содержать только три строки по числу наборов возможных граничных
условий в левой границе задачи (35).

Пренебрегая старшими степенями из соотношений (51)ҫ(55) и данных
табл. 2 запишем следующие предварительные оценки:

𝑀42
11,Φ ≈ ℎ7, (56)

𝑀42
12,Φ +𝑀42

13,Φ +𝑀42
14,Φ ≈ 𝐵4ℎ

3, (57)

𝑀42
15,Φ ≈ 𝐵4ℎ

6, (58)

на основании которых и очевидных равенств

𝜑421j
𝜑4215

=
𝑀42

1j,Φ

𝑀42
15,Φ

, 𝑗 = 1, 2, 3, 4,

из (29) получим

𝛿𝑔4hφ1
= −𝜑

42
11(𝑞0𝑅

5
0 + 𝑝0𝑅

4
0 + 𝑟0𝑅

3
0 + 𝑠0𝑅

2
0)

𝜑4215
=

= −
𝑀42

11,Φ(𝑞0𝑅
5
0 + 𝑝0𝑅

4
0 + 𝑟0𝑅

3
0 + 𝑠0𝑅

2
0)

𝑀42
15,Φ

≈

≈ −ℎ
7(𝑞0ℎ

3 + 𝑝0ℎ
2 + 𝑟0ℎ+ 𝑠0)𝑂(ℎ3)

𝐵4ℎ6
=

= −ℎ(𝑞0ℎ
3 + 𝑝0ℎ

2 + 𝑟0ℎ+ 𝑠0)𝑂(ℎ3)

𝐵4
, (59)

Таблица 2
Главные части коэффициентов левой части равенства (50)

[Principal parts of the coefficients on the left side of the equality (50)]

nos. q0 p0 r0 s0 B0 B1 B2 B3 B4

1 0 0 1 1 𝑠0ℎ
2 𝑠0ℎ

2 𝑟0 𝑠0 𝑠0ℎ
2 0 1 0 1 𝑠0ℎ

2 𝑝0 𝑝0ℎ 𝑠0 𝑠0ℎ
3 1 0 0 1 𝑞0 𝑞0ℎ 𝑞0ℎ

2 𝑠0 𝑠0ℎ
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а из (30) —

𝛿𝑔4hφ2
= −𝜑

42
12𝑅

5
1 + 𝜑4213𝑅

5
3 + 𝜑4214𝑅

5
4

𝜑4215
≈

≈ −
(𝑀42

12,Φ +𝑀42
13,Φ +𝑀42

14,Φ)𝑂(ℎ6)

𝑀42
15,Φ

≈

≈ −𝐵4ℎ
3𝑂(ℎ6)

𝐵4ℎ6
= −𝑂(ℎ6)

ℎ3
= 𝑂(ℎ3). (60)

Оценка (59) для каждого набора 𝑞0, 𝑝0, 𝑟0, 𝑠0 требует дальнейшего уточне-
ния результата с использованием данных табл. 2, тогда как оценка (60) дает
окончательный результат.

Для всех строк табл. 2 имеем 𝑠0 ̸= 0 и 𝐵4 = 𝑠0ℎ. Тогда, пренебрегая
старшими степенями, из (59) получим оценку

𝛿𝑔4hφ1
≈ −ℎ(𝑞0ℎ

3 + 𝑝0ℎ
2 + 𝑟0ℎ+ 𝑠0)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝑠0ℎ𝑂(ℎ3)

𝑠0ℎ
= 𝑂(ℎ3). (61)

Из (60), (61) следует, что разностное уравнение, при построении которо-
го при фиксированном 𝑘 = 4 было использовано фиктивное ГУ (42), дает
следующую оценку невязки:

𝛿𝑔4hφ = 𝛿𝑔4hφ1
+ 𝛿𝑔4hφ2

= 𝑂(ℎ3). (62)

Продолжим исследование со смешанного ГУ (45) или, что то же самое,
займемся четвертым уравнением системы (46). Вновь воспользуемся форму-
лами (9)ҫ(23), в которых положим следующее:

а) 𝜆0 ≡ 0, тогда вместо (17) получим

𝐵0[𝑥2] +𝐵1[𝑥
′
2] +𝐵2[𝑥

′′
2] +𝐵3[𝑥

′′′
2 ] +𝐵4[𝑥

(4)
2 ] =

= ̃︀𝑧0 − 𝛼0𝑅
5
0 − 𝛽0𝑅

4
0 − 𝛾0𝑅

3
0 − ̃︀𝑓2𝐴5; (63)

б) 𝑢2 ≡ 0, что приведет к сохранению равенств (51)ҫ(55) с точностью до
обозначений.

Главные части коэффициентов левой части равенства (63) приведены
в табл. 3. Отметим, что три последние строки в табл. 3 соответствуют ГУ
в форме одного слагаемого; в частности, пятая строка соответствует первому
разностному уравнению в системе (46), шестая строка — второму.

Если пренебречь старшими степенями, соотношения (51)ҫ(55) и данные
табл. 3 вновь приводят к полученным выше предварительным оценкам (56)ҫ
(58)
с точностью до обозначений, на основании которых из (29) найдем

𝛿𝑔4hq1 = −𝑞
42
11(𝛼0𝑅

5
0 + 𝛽0𝑅

4
0 + 𝛾0𝑅

3
0)

𝑞4215
= −

𝑀42
11,Q(𝛼0𝑅

5
0 + 𝛽0𝑅

4
0 + 𝛾0𝑅

3
0)

𝑀42
15,Q

≈

≈ −ℎ
7(𝛼0ℎ

3 + 𝛽0ℎ
2 + 𝛾0ℎ)𝑂(ℎ3)

𝐵4ℎ6
= −ℎ(𝛼0ℎ

3 + 𝛽0ℎ
2 + 𝛾0ℎ)𝑂(ℎ3)

𝐵4
, (64)
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а из (30) —

𝛿𝑔4hq2 = −𝑞
42
12𝑅

5
1 + 𝑞4213𝑅

5
3 + 𝑞4214𝑅

5
4

𝑞4215
≈

≈ −
(𝑀42

12,Q +𝑀42
13,Q +𝑀42

14,Q)𝑂(ℎ6)

𝑀42
15,Q

≈

≈ −𝐵4ℎ
3𝑂(ℎ6)

𝐵4ℎ6
= −𝑂(ℎ6)

ℎ3
= 𝑂(ℎ3). (65)

Оценка (64) для каждого набора 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0 требует дальнейшего уточне-
ния результата с использованием данных табл. 3, тогда как оценка (65) дает
окончательный результат.

Пусть 𝛾0 ̸= 0. В этом случае, что следует из табл. 3, 𝐵4 = 𝛾0ℎ
2, тогда,

пренебрегая старшими степенями, из (64) получим оценку

𝛿𝑔4hq1 ≈ −ℎ(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝛾0ℎ

2𝑂(ℎ3)

𝛾0ℎ2
= 𝑂(ℎ3),

справедливую для строк табл. 3 с номерами 2, 3, 4, 7.
Пусть 𝛽0 ̸= 0, 𝛾0 = 0. В этом случае, что следует из табл. 3, 𝐵4 = 𝛽0ℎ

3,
тогда, пренебрегая старшими степенями, из (64) получим оценку

𝛿𝑔4hq1 ≈ −ℎ(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝛽0ℎ

3𝑂(ℎ3)

𝛽0ℎ3
= 𝑂(ℎ3),

справедливую для строк табл. 3 с номерами 1, 6.
Пусть 𝛼0 ̸= 0, 𝛽0 = 0, 𝛾0 = 0. В этом случае, что следует из табл. 3,

𝐵4 = 𝛼0ℎ
4, тогда, пренебрегая старшими степенями, из (64) получим оценку

𝛿𝑔4hq1 ≈ −ℎ(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ)𝑂(ℎ3)

𝐵4
≈ −𝛼0ℎ

4𝑂(ℎ3)

𝛼0ℎ4
= 𝑂(ℎ3),

справедливую для пятой строки табл. 3.
Следовательно, для любого смешанного ГУ оценка (64) дает невязку

𝛿𝑔4hq1 ≈ 𝑂(ℎ3). (66)

Таблица 3
Главные части коэффициентов левой части равенства (63)

[Principal parts of the coefficients on the left side of the equality (63)]

nos. α0 β0 γ0 B0 B1 B2 B3 B4

1 1 1 0 𝛼0 𝛽0 𝛽0ℎ 𝛽0ℎ
2 𝛽0ℎ

3

2 1 0 1 𝛼0 𝛼0ℎ 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ
2

3 0 1 1 𝛾0ℎ
3 𝛽0 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ

2

4 1 1 1 𝛼0 𝛽0 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ
2

5 1 0 0 𝛼0 𝛼0ℎ 𝛼0ℎ
2 𝛼0ℎ

3 𝛼0ℎ
4

6 0 1 0 𝛽0ℎ
4 𝛽0 𝛽0ℎ 𝛽0ℎ

2 𝛽0ℎ
3

7 0 0 1 𝛾0ℎ
3 𝛾0ℎ

3 𝛾0 𝛾0ℎ 𝛾0ℎ
2
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Из (65), (66) следует, что разностное уравнение, при построении которо-
го при фиксированном 𝑘 = 4 было использовано смешанное ГУ (45), дает
следующую невязку:

𝛿𝑔4hq = 𝛿𝑔4hq1 + 𝛿𝑔4hq2 = 𝑂(ℎ3). (67)

Оценки (62), (67) дают окончательно оценку нормы невязки ‖𝛿𝑔4h‖ второй
подзадачи (46) в виде [4]

‖𝛿𝑔4h‖ = max
(︀
|𝛿𝑔4hφ|, |𝛿𝑔4hq|

)︀
= 𝑂(ℎ3),

откуда следует третий порядок аппроксимации [4]; т.е. ПА второй подзада-
чи (46) и, следовательно, всей рассматриваемой задачи повышен на единицу
и стал равным трем при 𝑘 = 4.

Совершенно аналогично показывается работоспособность метода повыше-
ния ПА при нечетных 𝑘.

При выполнении численных экспериментов использованы следующие нор-
мы: в качестве суммарной оценки относительной погрешности —

𝐷k
x =

√︁∑︀n
i=0

(︀
𝑥i − [𝑥i]

)︀2
∑︀n

i=0

⃒⃒
[𝑥i]

⃒⃒ · 100%,

которую можно трактовать как некий аналог коэффициента вариации в ста-
тистике, характеризующего меру разброса в процентах [19]; в качестве оценки
абсолютной погрешности [4,5] —

𝐸k
x = max

⃒⃒
𝑥i − [𝑥i]

⃒⃒
, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛.

Для численных экспериментов была использована краевая задача из [15]:

⎧
⎨
⎩

(sin 𝑡+ 𝑥)𝑥′′′ + 3(cos 𝑡+ 1)𝑥′′ − 3 sin 𝑡 · 𝑥′ − cos 𝑡 · 𝑥 = sin 𝑡, 𝑡 ∈ [7, 11],

𝑥(7) = 8.521, 𝑥′(7) = 0.224,

𝑥(11) = 14.599.

(68)

Для численных расчетов было принято 𝑛 = 20, ℎ = 0.20. Результаты
численных экспериментов для краевой задачи (68) приведены в табл. 4, 5, 11.
Данные табл. 5 взяты из [15].

Анализ значений в столбцах табл. 4, 5 с нечетными номерами указывает
на отсутствие существенного влияния метода повышения ПА на результат,
что оказалось несколько неожиданным.

Попытаемся выявить причину указанного факта.
Выписав для ОДУ3 начальные части приведенных выше схем метода по-

вышения ПА (при 𝑘 = 4) и матричного метода (при 𝑘 = 5)

(47) → (48) → (49) → [(49)
⋀︀

(13)] → . . . ,

(47) → [(47)
⋃︀

(13)] → (21), (22) → . . . ,

обнаружим следующие особенности:
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а) реализации метода повышения ПА и матричного метода берут начало из
равенства (47), полученного однократным дифференцированием обеих
частей ОДУ3, и именно это равенство (47) используется в квадратных
скобках второй схемы;

б) вывод равенства (49) осуществлен из равенства (48), полученного дву-
кратным дифференцированием обеих частей ОДУ3, или, что то же са-
мое, осуществлен однократным дифференцированием обеих частей (47);
и именно это равенство (49) используется в квадратных скобках первой
схемы.

Следовательно, в квадратных скобках приведенных здесь схем сформи-
рованы задачи, которые составлены из различных уравнений. Поэтому эти
задачи нельзя считать тождественными, несмотря на то, что они приводят
к невязкам, дающим одинаковый ПА. Именно установленными отличиями
можно объяснить данные табл. 4, 5. Отметим, что перечисленные особенно-
сти отсутствовали при исследовании краевых задач для ОДУ4, ОДУ2 [13]
и систем ОДУ2 [14].

Вследствие того, что реализация метода повышения ПА на практике фак-
тически осуществляется матричным методом, для учета указанных особенно-
стей несколько модифицируем матричный метод решения ОДУ3: при 𝑘 > 5
в последнем уравнении всех СЛАУ матричного метода, аналогичных систе-
ме (13), увеличим степень производной на единицу в левой и правой частях
этого уравнения.

Модифицированный матричный метод нуждается в дополнительных ис-
следованиях, которые выполним на основе задачи (44).

Локальные матрицы 𝐴k2
Q , 𝐴k2

B , 𝐴k2
C , 𝐴k2

D , 𝐴k2
E отличаются лишь первыми

строками (First Row: FR); для первых строк перечисленных матриц запишем

𝐴k2
Q |FR = 𝛼0𝐴

k2
B |FR + 𝛽0𝐴

k2
C |FR + 𝛾0𝐴

k2
D |FR + 𝜆0𝐴

k2
E |FR. (69)

Способ построения матрицы 𝐴k2
Q в частном случае при 𝑘 = 4 дан выше,

Таблица 4
Погрешности решения краевой задачи (68), вычисленные с использованием ме-
тода повышения ПА [Estimates for the errors in the solutions of the boundary
value problem (68) calculated using the method of the increase of the order

approximation]

k 4 5 6 7 8 9 10

𝐷k
x, % 5.02 · 10−3 3.15 · 10−3 9.44 · 10−5 2.56 · 10−5 6.34 · 10−7 3.74 · 10−7 7.16 · 10−9

𝐸k
x 5.06 · 10−3 3.19 · 10−3 7.85 · 10−5 2.09 · 10−5 6.21 · 10−7 3.41 · 10−7 6.12 · 10−9

Таблица 5
Погрешности решения краевой задачи (68), вычисленные без использования
метода повышения ПА [Estimates for the errors in the solutions of the boundary
value problem (68) calculated without using the method of the increase of the order

approximation]

k 4 5 6 7 8 9 10

𝐷k
x, % 5.02 · 10−3 6.56 · 10−3 9.44 · 10−5 2.13 · 10−5 6.34 · 10−7 1.72 · 10−7 7.16 · 10−9

𝐸k
x 5.06 · 10−3 5.19 · 10−3 7.85 · 10−5 2.03 · 10−5 6.21 · 10−7 1.87 · 10−7 6.12 · 10−9
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общий случай дан в [12]. Способ построения матрицы 𝐴k2
B , соответствующей

ГУ 𝑥(𝑎) = ̃︀𝑥0, и матрицы 𝐴k2
C , соответствующей ГУ 𝑥′(𝑎) = ̃︀𝑥′0, дан в [15];

оставшиеся матрицы равенства (69) строятся аналогично.
Справедливость равенства (69) проверяется непосредственно преобразо-

ваниями правой части.
В силу того, что увеличение в ГУ в форме одного слагаемого использу-

емой степени производной приводит к понижению степеней по основанию ℎ
в одной из строк локальной матрицы, с учетом предстоящих вычислений
алгебраических дополнений 𝑀k2

1j , 𝑗 = 1, 2, . . . , 5, элементов первой строки

транспонированных локальных матриц запишем, используя (69):

если 𝜆0 ̸= 0, то 𝐴k2
Q ≈ 𝜆0𝐴

k2
E ;

если 𝛾0 ̸= 0, 𝜆0 = 0, то 𝐴k2
Q ≈ 𝛾0𝐴

k2
D ;

если 𝛽0 ̸= 0, 𝛾0 = 0, 𝜆0 = 0, то 𝐴k2
Q ≈ 𝛽0𝐴

k2
C ;

если 𝛼0 ̸= 0, 𝛽0 = 0, 𝛾0 = 0, 𝜆0 = 0, то 𝐴k2
Q = 𝛼0𝐴

k2
B .

(70)

Аналитическое исследование и непосредственное вычисление главных ча-
стей алгебраических дополнений транспонированных локальных матриц мо-
дифицированного матричного метода привело к несколько неожиданному ре-
зультату:

а) не удалось показать справедливость формул вида

𝑀k2
1j ≈𝑀42

1j , 𝑗 = 1, 2, . . . , 5, (71)

которые имели место в [12ҫ15, 20] и были использованы при вычисле-
нии ПА;

б) для любого 𝑘 > 4 удалось выявить следующие закономерности:

𝑀k2
11,B

𝑀k2
15,B

≈ ℎ−3,
𝑀k2

11,C

𝑀k2
15,C

≈ ℎ−2,
𝑀k2

11,D

𝑀k2
15,D

≈ ℎ−1,
𝑀k2

11,E

𝑀k2
15,E

≈ 1, (72)

𝑀k2
1j,B

𝑀k2
15,B

≈
𝑀k2

1j,C

𝑀k2
15,C

≈
𝑀k2

1j,D

𝑀k2
15,D

≈
𝑀k2

1j,E

𝑀k2
15,E

≈
𝑀k2

1j,Q

𝑀k2
15,Q

≈ ℎ−3, 𝑗 = 2, 3, 4, (73)

несмотря на то, что значения главных частей алгебраических дополне-
ний 𝑀k2

1j , 𝑗 = 1, 2, . . . , 5, функционально зависят от 𝑘 и второго нижнего
индекса.

Выявим, зависит ли от четности или нечетности 𝑘 ПА первой подзада-
чи (2) модифицированного матричного метода.

Для выявления указанного факта необходимо знать оценки первых двух
слагаемых в разложении по степеням ℎ алгебраических дополнений 𝑀ki

1j,B,
𝑗 = 1, 2, 3, 4; 𝑖— номер центрального узла пятиточечного шаблона, в котором
записана локальная матрица [12ҫ15].

При отсутствии формул (71) укажем следующее: анализ локальных мат-
риц 𝐴ki

B привел к выводу, что оценки первых двух слагаемых в разложениях

по степеням ℎ алгебраических дополнений 𝑀ki
1j,B, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, совпадают для

любого 𝑘 > 4; поэтому достаточно исследовать локальную матрицу 𝐴4i
B , для

которой имеем следующие оценки [15]:

𝑀4i
11,B = (6𝑠i + 𝑟iℎ− 𝑝iℎ

2)
ℎ7

12
≈ (6𝑠i + 𝑟iℎ)

ℎ7

12
, (74)
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𝑀4i
14,B = (−6𝑠i + 𝑟iℎ+ 𝑝iℎ

2)
ℎ7

12
≈ (−6𝑠i + 𝑟iℎ)

ℎ7

12
, (75)

𝑀4i
12,B = (−3𝑠i − 4𝑟iℎ+ 2𝑝iℎ

2)
ℎ7

3
≈ (−3𝑠i − 4𝑟iℎ)

ℎ7

3
, (76)

𝑀4i
13,B = (3𝑠i − 4𝑟iℎ− 2𝑝iℎ

2)
ℎ7

3
≈ (3𝑠i − 4𝑟iℎ)

ℎ7

3
. (77)

Отметим закономерность в парах формул (74), (75) и (76), (77): знаки
первых слагаемых противоположны, вторых — совпадают. Наличие отмечен-
ной закономерности указывает на то, что при 𝑚 > 3 первые подзадачи 𝐿2m−1

h

и 𝐿2m
h имеют одинаковый ПА, что было получено и при исследовании мат-

ричного метода в [15].
Исследуем ПА второй подзадачи (4) модифицированного матричного ме-

тода на примере разностного уравнения, построенного с использованием сме-
шанного ГУ (6).

Локальная матрица матричного метода при исследовании ОДУ4 при 𝑢 ≡ 0
и локальная матрица модифицированного матричного метода при исследо-
вании ОДУ3 отличаются лишь последней строкой; поэтому выполнение пре-
образований (21)ҫ(23) при использовании обратных матриц от этих двух ло-
кальных матриц приведет к построению двух разностных уравнений оди-
наковой структуры; откуда следует и совпадение невязок. Невязка 𝛿𝑔khq =

= 𝛿𝑔khq1 + 𝛿𝑔khq2 разностного уравнения, построенного с использованием мат-

ричного метода при исследовании ОДУ4, приведена в [12]; следовательно,
для рассматриваемой задачи имеем

𝛿𝑔khq1 = −𝑞
k2
11 (𝛼0𝑅

k
0 + 𝛽0𝑅

k−1
0 + 𝛾0𝑅

k−2
0 + 𝜆0𝑅

k−3
0 )

𝑞k215
, (78)

𝛿𝑔khq2 = −𝑞
k2
12𝑅

k
1 + 𝑞k213𝑅

k
3 + 𝑞k214𝑅

k
4

𝑞k215
. (79)

Из (78) найдем

𝛿𝑔khq1 = −𝑞
k2
11 (𝛼0𝑅

k
0 + 𝛽0𝑅

k−1
0 + 𝛾0𝑅

k−2
0 + 𝜆0𝑅

k−3
0 )

𝑞k215
≈

≈ −
𝑀k2

11,Q(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎk−2)

𝑀k2
15,Q

(80)

и, с учетом (73), из (79)

𝛿𝑔khq2 = −𝑞
k2
12𝑅

k
1 + 𝑞k213𝑅

k
3 + 𝑞k214𝑅

k
4

𝑞k215
≈

≈ −
(𝑀k2

12,Q +𝑀k2
13,Q +𝑀k2

14,Q)𝑂(ℎk+1)

𝑀k2
15,Q

≈

≈ −ℎ−3𝑂(ℎk+1) ≈ 𝑂(ℎk−2). (81)
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Оценка (80) для каждого набора коэффициентов 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0 требует
дальнейшего уточнения результата, тогда как оценка (81) дает окончатель-
ный результат.

Следующая система оценок в сочетании со значениями 𝛼0, 𝛽0, 𝛾0, 𝜆0:

если 𝜆0 ̸= 0, то
𝑀k2

11,Q

𝑀k2
15,Q

≈
𝑀k2

11,E

𝑀k2
15,E

≈ 1;

если 𝛾0 ̸= 0, 𝜆0 = 0, то
𝑀k2

11,Q

𝑀k2
15,Q

≈
𝑀k2

11,D

𝑀k2
15,D

≈ ℎ−1;

если 𝛽0 ̸= 0, 𝛾0 = 0, 𝜆0 = 0, то
𝑀k2

11,Q

𝑀k2
15,Q

≈
𝑀k2

11,C

𝑀k2
15,C

≈ ℎ−2;

если 𝛼0 ̸= 0, 𝛽0 = 0, 𝛾0 = 0, 𝜆0 = 0, то
𝑀k2

11,Q

𝑀k2
15,Q

≈
𝑀k2

11,B

𝑀k2
15,B

≈ ℎ−3

(82)

является итогом сравнения соотношений (70), (72) посредством связи через
наименования обратных матриц.

Подставим в (80) данные любой строки из (82), например, второй, и, пре-
небрегая старшими степенями, получим

𝛿𝑔khq1 ≈ −
𝑀k2

11,Q(𝛼0ℎ
3 + 𝛽0ℎ

2 + 𝛾0ℎ+ 𝜆0)𝑂(ℎk−2)

𝑀k2
15,Q

≈

≈ −ℎ−1𝛾0ℎ𝑂(ℎk−2) ≈ 𝑂(ℎk−2). (83)

Равенства (81), (83) окончательно дают оценку невязки

𝛿𝑔khq = 𝛿𝑔khq1 + 𝛿𝑔khq2 ≈ 𝑂(ℎk−2)

разностного уравнения, при построении которого использовано смешанное
ГУ (6). Третье и четвертое уравнения во второй подзадаче (46) соответству-
ют фиктивному смешанному ГУ (42) и смешанному ГУ (45), которые явля-
ются частными случаями рассмотренного сейчас смешанного ГУ (6), откуда
следует, что ПА второй подзадачи модифицированного матричного метода
совпадает с ПА второй подзадачи матричного метода.

Подстановка последнего соотношения из (73) в (60), (65) и подстановка
данных любой строки из (82) в (59), (64) дают оценки (62) и (67), из кото-
рых следует справедливость метода повышения ПА для модифицированного
матричного метода, который назовем модифицированным методом повыше-
ния ПА и используем ниже при выполнении численных экспериментов при
исследовании ОДУ3.

5. Оценка погрешностей. При апробации использованы следующие
краевые задачи для ОДУ4 [12]:

⎧
⎨
⎩

(𝑒t + 2𝑡)𝑥(4) + (𝑒t + 2)𝑥′′′ + 6𝑒t𝑥′′ + 4𝑒t𝑥′ + 𝑒t𝑥 = 𝑡−5, 𝑡 ∈ [2, 6],

𝑥(2) = 2.285, 𝑥′′′(2) = −0.480,

𝑥′(6) = −0.403, 𝑥′′(6) = 0.159

(84)
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и

⎧
⎨
⎩

(𝑒t + 2𝑡)𝑥(4) + (𝑒t + 2)𝑥′′′ + 6𝑒t𝑥′′ + 4𝑒t𝑥′ + 𝑒t𝑥 = 𝑡−5, 𝑡 ∈ [2, 6],

𝑥(2) = 2.285, 𝑥′(2) = 0.135, 𝑥′′′(2) = −0.480,

𝑥(6) + 2𝑥′(6) + 3𝑥′′(6) + 4𝑥′′′(6) = 0.415,

(85)

в которых было принято 𝑛 = 20, ℎ = 0.20. Результаты численных экспери-
ментов для решений 𝑥(𝑡) приведены в табл. 6, 7.

Наряду с краевыми задачами (84), (85) исследована задача для ОДУ2 [13]

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑥′′ − 2

𝑡
𝑥′ +

2

𝑡2
𝑥 = 𝑡 cos 𝑡, 𝑡 ∈ [5, 13],

𝑥(5) + 3𝑥′(5) = 17.597,

2𝑥(13) + 2𝑥′(13) = 56.016,

(86)

в которой было принято 𝑛 = 20, ℎ = 0.40. Результаты численных экспе-
риментов для решений 𝑥(𝑡) задачи (86) приведены в табл. 8. Кроме этого,
исследована задача для системы ОДУ2 [14]

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′′ − 𝑡𝑥′ − 𝑡2 + 2

𝑡2
𝑥− 𝑡𝑦′′ = 2𝑡 cos 𝑡, 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋],

1

2
𝑥′ +

𝑥

𝑡
+ 𝑦′′ +

𝑡2 − 4

2𝑡2
𝑦 = −2𝑡 sin 𝑡,

𝑥(2𝜋) + 𝑥′(2𝜋) = 4𝜋2, 𝑦(2𝜋) + 2𝑦′(2𝜋) = 4𝜋(𝜋 + 2),

3𝑥(3𝜋) + 2𝑥′(3𝜋) = −18𝜋2, 2𝑦(3𝜋) + 3𝑦′(3𝜋) = −18𝜋(𝜋 + 1),

(87)

в которой было принято 𝑛 = 20, ℎ = 𝜋/20 ≈ 0.209. Результаты численных
экспериментов для решений 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑡) приведены в табл. 9.

В рассмотренных задачах по данным анализа табл. 6ҫ9 с увеличением
степени 𝑘 используемого многочлена Тейлора относительная и абсолютная
погрешности уменьшаются довольно «резко» или «скачкообразно» (не ме-
нее чем на порядок) при переходе от нечетного к четному значению 𝑘, что
свидетельствует о зависимости ПА от четности или нечетности 𝑘 при исполь-
зовании метода повышения ПА при выполнении численных экспериментов.

Помимо задач (84)ҫ(87) практически аналогичные результаты (по дина-
мике и по абсолютным значениям погрешностей) были получены для ряда
иных краевых задач, например, при исследовании ОДУ4 из задач (84), (85)
со следующими ГУ [12], 𝑡 ∈ [2, 6]:

{︂
𝑥(2) = 2.285, 𝑥′′′(2) = −0.480,

𝑥(6) = 0.746, 𝑥′′(6) = 0.159;
(88)

{︂
𝑥′(2) = 0.135, 𝑥′′′(2) = −0.480,

𝑥′(6) = −0.403, 𝑥′′′(6) = −2.18 · 10−4;
(89)

{︂
𝑥(2) = 2.285, 𝑥′(2) = 0.135, 𝑥′′′(2) = −0.480,

𝑥′′′(6) = −2.18 · 10−4;
(90)
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Таблица 6
Погрешности решения краевой задачи (84) [Estimates for the errors in the solutions of the boundary value problem (84)]

k 4 5 6 7 8 9 10 11

𝐷k
x, % 7.56 · 10−2 2.53 · 10−2 4.05 · 10−4 2.20 · 10−4 7.81 · 10−6 1.01 · 10−5 3.87 · 10−7 4.32 · 10−7

𝐸k
x 9.73 · 10−3 3.38 · 10−3 5.81 · 10−5 3.03 · 10−5 9.17 · 10−7 1.33 · 10−6 5.19 · 10−8 5.69 · 10−8

Таблица 7
Погрешности решения краевой задачи (85) [Estimates for the errors in the solutions of the boundary value problem (85)]

k 4 5 6 7 8 9 10 11

𝐷k
x, % 3.00 · 10−2 1.88 · 10−2 2.16 · 10−3 1.75 · 10−3 6.76 · 10−6 1.07 · 10−5 5.86 · 10−7 5.97 · 10−7

𝐸k
x 3.65 · 10−3 2.13 · 10−3 2.09 · 10−4 1.67 · 10−4 8.16 · 10−7 1.30 · 10−6 6.80 · 10−8 6.95 · 10−8

Таблица 8
Погрешности решения краевой задачи (86) [Estimates for the errors in the solutions of the boundary value problem (86)]

k 2 3 4 5 6 7 8 9

𝐷k
x, % 1.23 · 10−1 1.08 · 10−1 6.50 · 10−4 4.22 · 10−4 2.03 · 10−6 1.24 · 10−6 3.12 · 10−7 3.04 · 10−7

𝐸k
x 3.10 · 10−1 2.79 · 10−1 1.70 · 10−3 1.18 · 10−3 5.56 · 10−6 2.80 · 10−6 6.76 · 10−7 6.80 · 10−7

Таблица 9
Погрешности решения краевой задачи (87) [Estimates for the errors in the solutions of the boundary value problem (87)]

k 2 3 4 5 6 7

𝐷k
x,% 7.53 · 10−2 1.35 · 10−1 4.22 · 10−4 3.93 · 10−4 8.61 · 10−5 8.70 · 10−5

𝐷k
y ,% 2.24 · 10−1 3.52 · 10−1 4.81 · 10−4 2.56 · 10−4 8.24 · 10−5 8.18 · 10−5

𝐸k
x 1.75 · 10−1 4.50 · 10−1 8.48 · 10−4 7.65 · 10−4 1.71 · 10−4 1.72 · 10−4

𝐸k
y 4.10 · 10−1 6.54 · 10−1 1.15 · 10−3 7.24 · 10−4 1.57 · 10−4 1.57 · 10−4
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а также при исследовании краевой задачи для ОДУ2 из [20]:
⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑥′′ − 2

𝑡
𝑥′ − 4

𝑡2
𝑥 =

sin 𝑡

𝑡
+

4𝑡 cos 𝑡

𝑡2
, 𝑡 ∈ [1, 5],

2𝑥(1)− 𝑥′(1) = −5.012,

𝑥(5) + 2𝑥′(5) = −22.631

(91)

и при исследовании краевой задачи для системы ОДУ2 из [14]:

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(1 + 𝑡)𝑥′′ + 2𝑥+ 𝑡𝑦′′ − 2𝑦 = 2 sin 2𝑡, 𝑡 ∈ [2𝜋, 3𝜋],

𝑥′′ + 2𝑥− 2𝑡𝑦′ = 2(1 + 𝑡2) sin 2𝑡,

𝑥(2𝜋) + 𝑥′(2𝜋) = 0, 𝑦(2𝜋) + 2𝑦′(2𝜋) = 2(𝜋 + 1),

3𝑥(3𝜋) + 2𝑥′(3𝜋) = 0, 2𝑦(3𝜋) + 3𝑦′(3𝜋) = 3(2𝜋 + 1).

Расчеты погрешностей без использовании метода повышения ПА задач
(84)ҫ(91) приведены в [12ҫ14, 20], где, по данным таблиц, относительная и аб-
солютная погрешности уменьшаются довольно «плавно», что свидетельству-
ет о независимости ПА от четности или нечетности 𝑘. В качестве иллюстра-
ции ниже приведена табл. 10 для задачи (84), заимствованная из [12].

Обратимся к ОДУ3. Используем модифицированный метод повышения
ПА при исследовании задачи (68).

Результаты численного эксперимента приведены в табл. 11, из которой
следует, что с увеличением степени 𝑘 используемого многочлена Тейлора от-
носительная и абсолютная погрешности уменьшаются довольно «резко» или
«скачкообразно» (не менее чем на порядок) при переходе от четного к нечет-
ному значению 𝑘, что свидетельствует о зависимости ПА от четности или
нечетности 𝑘 при использовании модифицированного метода повышения ПА
при выполнении численных экспериментов.

Анализ выполненных исследований позволяет сделать вывод: при числен-
ном интегрировании краевых задач для ОДУ четной степени следует исполь-

Таблица 10

Погрешности решения краевой задачи (84), вычисленные без использования
метода повышения ПА [Estimates for the errors in the solutions of the boundary
value problem (84) calculated without using the method of the increase of the order

approximation]

k 4 5 6 7 8 9 10 11

Dk
x, % 8.95 · 10−2 2.53 · 10−2 1.14 · 10−3 2.20 · 10−4 4.69 · 10−5 1.01 · 10−5 1.80 · 10−6 4.32 · 10−7

Ek
x 1.14 · 10−2 3.38 · 10−3 1.57 · 10−4 3.03 · 10−5 6.12 · 10−6 1.33 · 10−6 2.38 · 10−7 5.69 · 10−8

Таблица 11
Погрешности решения краевой задачи (68), вычисленные с использованием мо-
дифицированного метода повышения ПА [Estimates for the errors in the solutions
of the boundary value problem (68) calculated using the modiҥed method of the

increase of the order approximation]

k 4 5 6 7 8 9 10

𝐷k
x, % 5.02 · 10−3 3.83 · 10−4 2.26 · 10−3 1.44 · 10−6 6.66 · 10−6 4.80 · 10−9 1.97 · 10−9

𝐸k
x 5.06 · 10−3 3.51 · 10−4 1.71 · 10−3 1.39 · 10−6 4.96 · 10−6 4.03 · 10−9 1.54 · 10−9
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зовать метод повышения ПА, для ОДУ нечетной степени — модифицирован-
ный метод повышения ПА.

Выводы. Основные выводы по работе можно сформулировать следую-
щим образом.

1. Дан и апробирован метод повышения порядка аппроксимации на еди-
ницу разностной краевой задачи для ОДУ4, ОДУ3, ОДУ2 и системы
ОДУ2, содержащих в своих граничных условиях хотя бы одно смешан-
ное граничное условие или граничное условие в форме производной той
или иной степени больше нуля.

2. Установлено, что при исследовании дифференциальных краевых задач,
содержащих ОДУ𝑧 (𝑧 — порядок ОДУ), следует руководствоваться сле-
дующими рекомендациями:

а) при 𝑧 = 2𝑚 использовать (𝑧+1)-точечный шаблон и матричный
метод численного интегрирования;

б) при 𝑧 = 2𝑚+ 1 использовать (𝑧+2)-точечный шаблон и модифи-
цированный матричный метод численного интегрирования.

Конкурирующие интересы. Я заявляю об отсутствии явных и потенциальных
конфликтов интересов, связанных с публикацией настоящей статьи.

Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Abstract

The paper includes the well-known matrix method of numerical integra-
tion of boundary value problems for inhomogeneous linear ordinary differ-
ential equations with variable coefficients, which provides retaining an arbi-
trary number of Taylor series expansion members of the sought-for solution
or, equally, using the Taylor polynomial of arbitrary degree.

The difference boundary value problem approximating the differential
boundary value problem is divided into two subtasks: the first subtask in-
cludes difference equations, in the construction of which the boundary con-
ditions of the boundary value problem were not used. The second subtask
includes difference equations, in the construction of which the boundary
conditions of the problem were used.

Based on the earlier results, the method of increasing the order of ap-
proximation of the second subtask per unit, and, consequently, of the entire
difference boundary problem as a whole is obtained and tested. The earlier
findings are as follows:

a) the order of approximation of the first and second subtasks is pro-
portional to the degree of the Taylor polynomial used;

b) the order of approximation of the first subtask depends on the parity
or oddness of the degree of the Taylor polynomial used. It turned out
that when using the degrees of the Taylor polynomial which are equal
to 2𝑚 − 1 and 2𝑚, the approximation orders of these two subtasks
are the same;

c) the order of approximation of the second subtask coincides with the
order of approximation of the first subtask, if the second subtask
does not contain the specified values of any derivatives included in
the boundary conditions;
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d) the presence in the second subtask of at least one derivative value
of varying degrees included in the boundary conditions leads to a
decrease in the order of approximation per unit in both the second
subtask and the entire difference boundary value problem in general.

The theoretical conclusions have been confirmed by numerical experi-
ments.

Keywords: ordinary differential equations, boundary value problems, ap-
proximation order, numerical methods, Taylor polynomials.
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Abstract

The present paper deals with a pseudotensor formulation of the Neuber
theory of micropolar elasticity. The dynamic equations of the micropolar
continuum in terms of relative tensors (pseudotensors) are presented and
discussed. The constitutive equations for a linear isotropic micropolar solid
is given in the pseudotensor form. The final forms of the dynamic equations
for the isotropic micropolar continuum in terms of displacements and mi-
crorotations are obtained in terms of relative tensors. The refinements of
Neuber’s dynamic equations are discussed. Those are also considered in the
cylindrical coordinate net.
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On the Neuber theory of micropolar elasticity. A pseudotensor formulation

1. Preliminary remarks

The classical theories of continuum mechanics often is not acceptable for math-
ematical modeling of the modern materials behavior (for example, elastic meta-
materials [1, 2] or biomaterials [3]: among them sands, soils and other granular
elastic media, even perfectly plastic media exhibiting irreversible volume trans-
formation (for instance, the Coulomb–Mohr media), fibrous media, honeycomb
structures, reinforced composite materials, bones, vessels, muscles, and other tis-
sues). In those materials the waves of microtations coupled to the displacements
waves are observed due to the microstructure effects. Moreover, mirror modes of
propagating waves in hemitropic media are caused by a physical mechanism man-
ifested in the hemitropic elastic equations as their sensitivity to mirror reflections
and 3D-space inversions.

A first variant of asymmetric elasticity theory was developed by the Cosserats
brothers (1909) in the pioneering work [4]. Further consideration of the micropolar
theory for finite deformation have been carried out by Truesdell and Toupin [5].
The Aero and Kuvshinskii derived linear constitutive equation of micropolar con-
tinuum in [6]. The material anisotropy of micropolar media has been considered
and discussed in the Mindlin studies (see for example [7, 8]). The problem of
stress concentration is the subject of the Neuber papers [9–11]. An extension of
micropolar theory to the hemitropic case can be found in [12,13].

In the general case of micropolar anisotropy the elastic material is specified by
the 171 constitutive constant, which extremely complicates the equations analysis
while solving applied problems. A semi-isotropic (hemitropic) solid is determin-
ing by nine constitutive constants of which only three new dimensionless ones if
compared to the isotropic case. Literary search shows that papers devoted to mi-
cropolar theory often contain errors and misprints in the fundamental equations
(see for example [10,14]) making them difficult to understand.

Another important issue in mathematical modelling of micropolar material
behaviour is a deficiency of relative tensors technique [5,15–25], since micropolar
characteristics actually are relative tensors. The relative tensors notation pro-
vides a deep insight to the physical and geometric nature of considered physical
fields. Nonetheless, relative tensors notation in the continuum mechanics is not
widespread. The most recent relative tensor formulation of hemitropic micropolar
continuum in application to growing solid mechanics is discussed in [26].

The present paper is arranged as follows. The second section is devoted to a
number of fundamental definitions from relative tensors algebra. The covariant
derivative of an arbitrary relative tensor is considered.

In Sec. 3 Neuber’s dynamic equations are derived in terms of relative tensors.
The constitutive equations for linear isotropic micropolar continuum are furnished
by pseudotensors notation. The weights of relative tensors of linear micropolar
elastic medium and constitutive scalars are verified and presented by tables 1
and 2. The final form of Neuber’s dynamic equations in an arbitrary curvilin-
ear coordinate system is obtained. The misprints in Neuber’s dynamic equations
known from [10] are corrected.

The Sec. deals with a formulation of dynamic equations in cylindrical coordi-
nate net. The obtained equations are of crucial importance for investigating wave
propagation in long cylindrical waveguides.

The final section contains concluding remarks.
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2. Relative tensors algebra and covariant differentiation

The permutation symbols and the fundamental orienting pseudoscalar are
fundamental objects of relative tensor theory. This theory is a subject of many
discussions found in multidimensional geometry tutorials and tensor analysis
books [5, 15–25,27]. A re-orientation of a coordinate frame (left-handed into into
right-handed or vice versa) can be afforded by re-enumeration of coordinate axes,
thus allowing to introduce the fundamental object of relative tensor algebra and
multidimensional geometry — the Levi–Civita permutation symbols [18]. It is well
known, that the permutation symbols determined according to

[−1]
𝜖 ijk =

[+1]
𝜖 ijk =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

+1 for triplets (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2);

−1 for triplets (3, 2, 1), (1, 3, 2), (2, 1, 3);

0 in all other cases;

are not absolute tensors. In fact, permutation symbols
[−1]
𝜖 ijk and

[+1]
𝜖 ijk are the

relative tensors (pseudotensors) of the weight −1 (w.g.t. = −1) and at the same
time — relative contravariant tensors of the weight +1 (w.g.t. = +1). Hereinafter,
position above a root symbol is reserved for weight of a relative tensor which is
additionally embraced by square brackets.

We proceed to discussion of an orienting pseudoscalar (relative scalar of weight
+1 (w.g.t. = +1)), defined by the sequential application of inner and cross prod-
ucts to the covariant basis vectors:

[+1]
𝑒 = ı

1
· (ı

2
× ı

3
) (1)

and the relative scalar of the negative weight −1 (w.g.t. = −1):

[−1]
𝑒 −1 =

1
ı · (2ı× 3

ı).

Note that the pseudoscalar (1) is related to the parallelepiped volume built
on the vectors ı

s
. In further considerations, we will omit the weight indication for

fundamental symbols such as 𝑒, 𝜖ijk, 𝜖
ijk and also true for zero weight relative

tensors. Here once again, we emphasize that 𝑒 > 0 for a right-handed coordinate
system, 𝑒 < 0 for a left-handed coordinate system.

In general, the transformation formula for a relative tensor of weight 𝑊 reads
by [15–17]

𝑇
lm···n
ij···k = ∆W (𝜕p𝑥

l)(𝜕q𝑥
m) · · · (𝜕s𝑥n)(𝜕i𝑥a)(𝜕j𝑥b) · · · (𝜕k𝑥c)𝑇 pq···s

ab···c ,

where

∆ = det(𝜕j𝑥
i), 𝜕p =

𝜕

𝜕𝑥p
, 𝜕p =

𝜕

𝜕𝑥p
.

Here, an overlined symbol should be considered as related to new coordinates
𝑥k (𝑘 = 1, 2, 3), ∆ denotes the transformation Jacobian.

Covariant derivative of the relative tensor 𝑇 lm···n
ij···k of a given weight 𝑊 is sim-

ilarly defined by the corresponding derivative for an absolute tensor [15,17,21]:
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∇p

[W ]

𝑇 lm···n
ij···k = 𝜕p

[W ]

𝑇 lm···n
ij···k +

[W ]

𝑇 sm···n
ij···k Γl

sp + · · ·+
[W ]

𝑇 lm···s
ij···k Γ

s
ip−

− Γl
sp

[W ]

𝑇 lm···n
sj···k − · · · − Γl

sp

[W ]

𝑇 lm···n
ij···s −𝑊

[W ]

𝑇 lm···n
ij···k Γs

sp. (2)

3. Reminder and refinement of Neuber’s
micropolar elasticity theory

The applying relative tensors formalism to the Neuber’s theory allows to clarify
its physical sense. The dynamic equations in terms of relative tensors can be
presented in contrary to [9]

∇λ𝑡
λµ = 𝜌𝜕·𝜕·𝑉

µ,

∇λ
[−1]
𝑚 λµ + 𝜖µλη𝑡λη = −

[−2]

𝜃 𝜕·𝜕·
[+1]
𝜔 µ.

(3)

In the latter equation contrary to the Neuber theory we use 𝜖µλη despite of weights
unbalance.

The equations (3) in a curvilinear coordinate net can be rearranged due to (2)
as follows

𝜕λ𝑡
λµ + 𝑡ηµΓλ

ηλ + 𝑡ληΓµ
ηλ = 𝜌𝜕·𝜕·𝑉

µ,

𝜕λ
[−1]
𝑚 λµ +

[−1]
𝑚 µηΓλ

ηλ +
[−1]
𝑚 λµΓµ

ηλ +
[−1]
𝑚 λµΓη

ηλ + 𝜖µλη𝑡λη = −
[−2]

𝜃 𝜕·𝜕·
[+1]
𝜔 µ.

(4)

Linear isotropic micropolar elastic constitutive equations [9] in terms of rela-

Table 1

Relative tensors of the isotropic micropolar elasticity

Standard terminology
Notation
adopted
in [26]

Neuber’s
notation

Weight Transformation
to absolute tensor

displacements vector 𝑢k 𝑉 µ 0

asymmetric strain tensor 𝜖ij 𝑑λµ 0

force stress tensor 𝜎ik 𝑡λµ 0

mass density 𝜌 𝜌 0

couple stress tensor 𝜇i·
·k 𝑚λµ −1 𝑚λµ = 𝑒

[−1]
𝑚 λµ

microinertia I 𝜃 −2 𝜃 = 𝑒2
[−2]

𝜃

microrotation vector 𝜑i 𝜔µ +1 𝜔µ =
1

𝑒

[+1]
𝜔 µ

wryness tensor 𝜅·si· 𝑘λµ +1 𝑘λµ =
1

𝑒

[+1]

𝑘λµ
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tive tensors are furnished by

𝑡λµ = 𝐺[(1 + 𝑒2
[−2]
𝑎 )∇λ𝑉 µ + (1− 𝑒2

[−2]
𝑎 )∇µ𝑉 λ + 2

[−2]
𝑎 𝜖µλη

[+1]
𝜔η+

+ 2𝜈(1− 2𝜈)−1𝑔λµ∇η𝑉
η],

[−1]
𝑚 λµ = 4𝐺

[−1]

𝑙
[−1]

𝑙 [∇λ[+1]
𝜔 µ + 𝑏∇µ[+1]

𝜔 λ + 𝑐𝑔λµ∇η
[+1]
𝜔 η].

(5)

In the above formulae the constitutive scalars and pseudoscalars are denoted
by:

– 𝐺 is the shear modulus of elasticity;
– 𝜈 is the Poisson ratio;

–
[−1]

𝑙 is the micropolar characteristic length;

–
[−2]
𝑎 , 𝑏, 𝑐 are dimensionless constitutive scalars.

Upon substituting constitutive equations (5) in equations (3) the Neuber dy-
namic equations in terms of relative tenors read by

(1 + 𝑒2
[−2]
𝑎 )∆𝑉 µ + ((1− 2𝜈)−1 − 𝑒2

[−2]
𝑎 )∇µ∇λ𝑉

λ+

+ 2
[−2]
𝑎 𝜖µλη∇λ

[+1]
𝜔η = 𝜌𝐺−1𝜕

·
𝜕
·
𝑉 µ,

(
[−2]
𝑎 −

[−1]

𝑙
[−1]

𝑙 ∆)
[+1]
𝜔 µ −

[−1]

𝑙
[−1]

𝑙 (𝑏+ 𝑐)∇µ∇λ
[+1]
𝜔 λ−

−
[−2]
𝑎

2
𝜖µησ∇η𝑉σ = −

[−2]

𝜃 (4𝐺)−1𝜕
·
𝜕
·

[+1]
𝜔 µ.

(6)

Note that in the original paper [9] the multiplier 𝑙2 is omitted in the second
term of the second equation of the system (6).

Dynamic equations of linear micropolar elasticity by notation introduced in
[13,26] in relative tensors are represented by

(1 + 𝑒2
[−2]
𝑐1)∇s∇s𝑢

i + (1− 𝑒2
[−2]
𝑐1 + 2𝜈(1− 2𝜈)−1)∇i∇k𝑢

k+

+ 2
[−2]
𝑐1𝜖

ikl∇k

[+1]

𝜑l = 𝜌𝐺−1𝜕
·
𝜕
·
𝑢i,

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 [(1 + 𝑒−2[+2]
𝑐2)∇s∇s

[+1]

𝜑i + (1− 𝑒−2[+2]
𝑐2 + 2𝑐3)∇i∇k

[+1]

𝜑 k]−

− 2
[−2]
𝑐1(2

[+1]

𝜑i − 𝜖ikl𝑔
ks∇s𝑢

l) =
[−2]

I 𝐺−1𝜕
·
𝜕
·

[+1]

𝜑i.

(7)

Comparison of equations (6) and (7) leads to the relations between the mi-
cropolar constitutive constants in the form

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 = 2
[−1]

𝑙
[−1]

𝑙 (1 + 𝑏),
[−2]
𝑐1 =

[−2]
𝑎 ,

[+2]
𝑐2 =

1− 𝑏

1 + 𝑏
, 𝑐3 =

𝑐

1 + 𝑏
.

The weights of the Neuber constitutive scalars and pseudoscalars 𝑙, 𝑎, 𝑏, 𝑐 are
given by table 2. The weight of constitutive scalar 𝑏 in table 2 is verified by formula

𝑏 =
𝑒2 − [+2]

𝑐2

𝑒2 +
[+2]
𝑐2

.
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Table 2

Micropolar constitutive scalars of Neuber’s theory

Standard terminology Root notation Weight Transformation
to absolute tensor

shear modulus of elasticity 𝐺 0

the Poisson ratio 𝜈 0

micropolar
characteristic length

𝑙 −1 𝑙 = 𝑒
[−1]

𝑙

dimensionless
micropolar modulus i

𝑎 −2 𝑎 = 𝑒2
[−2]
𝑎1

dimensionless
micropolar modulus ii

𝑏 0

dimensionless
micropolar modulus iii

𝑐 0

4. Neuber’s dynamic equations in cylindrical coordinates

We proceed the paper to consideration of Neuber’s dynamic equations in cylin-
drical coordinate net (𝑟, 𝜙, 𝑧). It is convenient to assume that the reference plane
of the former is the Cartesian 𝑥𝑦-plane (with equation 𝑧 = 0), and the cylin-
drical axis is the Cartesian 𝑧-axis. Then the 𝑧-coordinate is the same in both
systems. The transformation formulae between cylindrical (𝑟, 𝜙, 𝑧) and Cartesian
coordinates (𝑥, 𝑦, 𝑧) can be furnished by

𝑥 = 𝑟 cos𝜙, 𝑦 = 𝑟 sin𝜙, 𝑧 = 𝑧.

The nonzero components of metric tensor and Christoffel symbols are deter-
mined by

𝑔11 = 1, 𝑔22 = 𝑟2, 𝑔33 = 1, Γ1
22 = −𝑟, Γ2

12 = Γ2
21 = 𝑟−1.

Thus, the dynamic equations (4) can be presented in following form

𝜕r(𝑟𝑡rr) + 𝜕ϕ𝑡ϕr + 𝑟𝜕z𝑡zr − 𝑡ϕϕ = 𝑟𝜌𝜕·𝜕·𝑉
r,

𝜕ϕ(𝑡ϕϕ) + 𝜕ϕ(𝑟𝑡rϕ) + 𝑟𝜕z𝑡zϕ + 𝑡ϕr = 𝑟𝜌𝜕·𝜕·𝑉
ϕ,

𝑟𝜕z(𝑡zz) + 𝜕ϕ𝑡ϕz + 𝜕r(𝑟𝑡zr) = 𝑟𝜌𝜕·𝜕·𝑉
z,

𝜕r(𝑟
[−1]
𝑚rr)−

[−1]
𝑚ϕϕ + 𝜕ϕ

[−1]
𝑚ϕr + 𝑟𝜕z

[−1]
𝑚zr +

[−1]
𝑚rr + 𝑟(𝑡ϕz − 𝑡zϕ) = 𝑟

[−2]

𝜃 𝜕·𝜕·
[+1]
𝜔 r,

𝜕ϕ
[−1]
𝑚ϕϕ+ 𝜕r(𝑟

[−1]
𝑚rϕ)+

[−1]
𝑚ϕr+ 𝑟𝜕z

[−1]
𝑚zϕ+ 𝑟−1[−1]

𝑚rϕ+ 𝑟(𝑡zr− 𝑡rz)= 𝑟
[−2]

𝜃 𝜕·𝜕·
[+1]
𝜔 ϕ,

𝜕r(𝑟
[−1]
𝑚rz) + 𝜕ϕ

[−1]
𝑚ϕz + 𝑟𝜕z

[−1]
𝑚zz +

[−1]
𝑚rz + 𝑟(𝑡rϕ − 𝑡ϕr) = 𝑟

[−2]

𝜃 𝜕·𝜕·
[+1]
𝜔 z.

(8)

The obtained equations (8) are of crucial importance for investigating waves
propagation in long cylindrical waveguides.
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5. Conclusions

(i) The Neuber dynamic equations of the linear micropolar continuum in terms
of relative tensors (pseudotensors) in an arbitrary curvilinear coordinate
system are presented and discussed. The misprints in original Neuber’s dy-
namic equations are eliminated.

(ii) The constitutive equations for linear isotropic micropolar continuum are
furnished by pseudotensors notation.

(iii) The weights of relative tensors of linear micropolar elastic medium and the
Neuber constitutive scalars are verified and given by tables 1 and 2.

(iv) The final forms of the dynamic equations for the isotropic micropolar con-
tinuum in terms of displacements and microrotations are obtained in terms
of relative tensors.

(v) The refinements of the final form of Neuber’s dynamic equations are dis-
cussed.
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Аннотация

Рассматривается псевдотензорная формулировка теории микропо-
лярной упругости Нейбера. Приведены и обсуждаются динамические
уравнения микрополярного континуума в терминах относительных тен-
зоров (псевдотензоров). Даны определяющие уравнения для линейно-
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тельных тензоров. Устранены недочеты в окончательной форме динами-
ческих уравнений Нейбера. Получены динамические уравнения Нейбера
в цилиндрической системе координат.
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Abstract

The paper presents a new class of exact solutions for the Navier–Stokes
equations. These solutions describe unsteady three-dimensional in velocities
and two-dimensional in coordinates for a viscous incompressible fluid flow.
The procedure for constructing an exact solution generalizes Trkal’s method
proposed for studying screw flows. The new class of exact solutions allows
to describe non-hecical flows (the velocity vector forms a nonzero angle with
the vorticity vector) and fluid flows existing in a finite time.
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Introduction. The study of the properties of Navier–Stokes equation solu-
tions and continuity equation solutions is known to be based on different ap-
proaches, which can be divided into two big groups: analytical research and nu-
merical integration. Analytical research, in turn, is divided into the study of the
general properties of flows (one of the latest results were obtained in [1–3]) and
the integration of the equations of motion of a viscous incompressible fluid. The
mathematical tool for the analytical integration of the equations of motion of a
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viscous incompressible fluid for replication of exact solutions is based on group
(symmetry) analysis. However, the study of the invariant properties and finding
various symmetries of equations gives no way of obtaining all the exact solutions
to the Navier–Stokes equations [4]. An important problem of the theory of inte-
gration of the equations of fluid motion is constructing classes of exact solutions,
which is often heuristic [5–15]. The fact is that classes of exact solutions are known
that have yet to be classified in terms of the invariance theory [5–7, 14, 15]. There-
fore, it is very important to know how methods for “reproducing” exact solutions
can be developed using known flows as examples. This approach was discussed
in [5, 9, 12,13].

It has been shown in recent papers that there are generalizations of the well-
known Trkal method [16] which allow exact solutions to the Navier–Stokes equa-
tions to be constructed [17,18]. Most of nonstationary three-dimensional exact so-
lutions to the Navier–Stokes equations were obtained by the Trkal method which
is an extension of the Taylor–Caldonazzo approach to helical flows [18].

The method is based on the fact that with a constant coefficient 𝑘 relating
velocity vector to vorticity one, velocity vector and vorticity rotor one will also be
related by a constant coefficient 𝑘2. This paper proposes a family of non-helical
exact solutions in which the velocity vector and the vorticity one are even non-
collinear. However, the velocity and vorticity rotor vectors prove to be related by a
constant coefficient, and this eventually enables us to obtain nonstationary exact
solutions to the Navier–Stokes equations from stationary exact solutions to the
Euler equations. Thus, the here-proposed method can be viewed as an extension
of the Trkal method to non-helical flows.

1. Notation and equations of motion. In dimensionless variables, the
flow of a viscous incompressible fluid in a potential field of body forces obeys the
Navier–Stokes equation system and the continuity equation

𝜕

𝜕𝑡
V +Ω×V = − 1

Re
∇×Ω−∇

(︁
𝑝+

V2

2
+𝐺

)︁
, (1)

divV = 0, (2)

where V is velocity, Ω = ∇ ×V is vorticity, 𝑝 is pressure related to density, Re
is the Reynolds number, ∇ is the two-dimensional Hamilton operator, 𝐺 is the
potential of body forces.

2. The family of exact solutions. Consider an arbitrary solution to the
equation with respect to the (twice continuously differentiable) function of two
variables 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦) in a rectangular Cartesian coordinate system 𝑂𝑥𝑦𝑧:

∆𝜓 = 𝜆𝜓, (3)

where 𝜆 is an arbitrary constant, ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
is the two-dimensional Laplace

operator. Examples of such solutions (which are the eigenfunctions of the Laplace
operator) can be found e.g. in [4, 17,18].

For any solution 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦) of equation (3), we assume that

V = (𝑉x, 𝑉y, 𝑉z) = exp
(︁ 𝑡𝜆
Re

)︁(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓, − 𝜕

𝜕𝑥
𝜓, 𝜆𝜓

)︁
. (4)
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It can easily be seen that this representation of velocity provides the inherent
(identical) fulfillment of the continuity equation (2). It remains to verify that
there exists a pressure field 𝑝 > 0 that, together with the velocity represented
by equation (4), satisfies equation (1). To do this, we rewrite the Navier–Stokes
equation (1) as

𝜕

𝜕𝑡
V +

1

Re
∇×Ω+Ω×V = −∇

(︁
𝑝+

V2

2
+𝐺

)︁
, (5)

and compute the terms in the left-hand side of (5).
The first term in equation (5) is transformed as follows:

𝜕

𝜕𝑡
V =

𝜆

Re
exp

(︁ 𝑡𝜆
Re

)︁(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓, − 𝜕

𝜕𝑥
𝜓, 𝜆𝜓

)︁
=

𝜆

Re
V. (6)

Taking into account (3), we obtain the following expressions for the vorticity
vector:

Ω = 𝜆 exp
(︁ 𝑡𝜆
Re

)︁(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓, − 𝜕

𝜕𝑥
𝜓, −𝜓

)︁
. (7)

Note that the second term in the left-hand side of (5) coincides up to sign
with the first term in equation (6):

1

Re
∇×Ω =

𝜆

Re
exp

(︁ 𝑡𝜆
Re

)︁(︁
− 𝜕

𝜕𝑦
𝜓,

𝜕

𝜕𝑥
𝜓, −𝜆𝜓

)︁
= − 𝜆

Re
V. (8)

Finally, we compute the third term:

Ω×V = 𝜆 exp
(︁2𝑡𝜆
Re

)︁(︁
−(𝜆+ 1)𝜓

𝜕

𝜕𝑥
𝜓, −(𝜆+ 1)𝜓

𝜕

𝜕𝑦
𝜓, 0

)︁
=

= −∇

(︁𝜆(𝜆+ 1)

2
𝜓2 exp

(︁2𝑡𝜆
Re

)︁)︁
. (9)

Substituting expressions (6), (8), and (9) into formula (5), we arrive at the
fluid motion equation:

−∇

(︁𝜆(𝜆+ 1)

2
𝜓2 exp

(︁2𝑡𝜆
Re

)︁)︁
= −∇

(︁
𝑝+

V2

2
+𝐺

)︁
. (10)

For the velocity field V set by formula (4), the solution of equation (10), and
hence equation (1) with respect to the pressure field 𝑝 > 0 does exist and it is
determined to an arbitrary constant 𝑝0 ensuring the positivity of the pressure in
the region under study as

𝑝 = 𝑝0 −𝐺+
1

2

{︁
𝜆𝜓2 −

(︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝜓
)︁2

−
(︁ 𝜕

𝜕𝑦
𝜓
)︁2}︁

exp
(︁2𝑡𝜆
Re

)︁
. (11)

Thus, for any solution 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦) of equation (3) and any field of body forces
𝐺, formulaes (4) and (11) specify the velocity and pressure fields of an exact
solution to the Navier–Stokes equations.
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3. The analysis of the obtained solution family. The projection of the
velocity (4) onto the plane 𝑂𝑥𝑦 coincides with the velocities of plane exact so-
lutions obtained in [17]. A comprehensive analysis of these exact solutions was
performed in [17]; therefore, in [17], one can become familiar with the projections
of the velocities and streamlines of solution (4) for various values of 𝜆 and for
various corresponding functions 𝜓.

It follows from the analysis of the formulaes for the velocity vector (4) and
the vorticity vector (7) that they are parallel when 𝜆 = −1. Thus, it is only in
the case 𝜆 = −1 that the found exact solution is helical [16–18].

Note that when 𝜆 = −1, one of the solutions to equation (3) is a stream
function of the form

𝜓 = − cos(𝑥/
√
2) cos(𝑦/

√
2).

The corresponding velocity field (4) coincides with the known exact Berker
solution [19]:

𝑉x = − cos(𝑘𝑥/
√
2) sin(𝑘𝑦/

√
2)/

√
2,

𝑉y = sin(𝑘𝑥/
√
2) cos(𝑘𝑦/

√
2)/

√
2,

𝑉z = cos(𝑘𝑥/
√
2) cos(𝑘𝑦/

√
2).

If 𝑘 = 1, this exact solution describes the flow of an ideal fluid in an infinite square
cross-section pipe (0 6 𝑥 6

√
2𝜋, 0 6 𝑦 6

√
2𝜋).

The construction of the exact solution (4) for the equations of motion of
a viscous incompressible fluid (1), (2) is based on finding eigenfunctions of the
Laplace equation (3). Recall that this approach was first proposed by Trkal [16].
When the classical Trkal method is applied, the velocity always decreases with
time since the exponent is −𝑡𝑘2/Re. In the family of the here-obtained solutions,
the velocity can increase with time. This is possible if the function 𝜓 corresponds
to the positive value of 𝜆. Such a stream function can be exemplified the formula

𝜓 = exp(2𝑥) cos 𝑦.

The substitution of this function to into formula (11) yields the following
pressure distribution in the fluid:

𝑝 = 𝑝0 −𝐺+
exp(2𝑥)

2

{︀
(𝜆− 4)(cos 𝑦)2 − (sin 𝑦)2

}︀
exp

(︁2𝑡𝜆
Re

)︁
. (12)

We assume that 𝜆 = 3 in (12), then the expression in the curly brackets proves
to be negative ((3 − 4)(cos 𝑦)2 − (sin 𝑦)2 = −1). Therefore, the corresponding
solution is time-bounded since, with any choice of 𝑝0, there exists such a point
in time that the pressure at some points reaches zero, and there appear caverns
(cavities) whose presence prevents from using the Navier–Stokes equations in the
entire region under study. The study of such flows is not the subject matter of this
paper; yet, the proposed class of exact solutions of the Navier–Stokes equations
allows us to describe blow-up flows.

4. Conclusion.The paper has presented a procedure for constructing a new
class of exact solutions to the Navier–Stokes equations for a viscous incompressible
fluid. The obtaining of the new family of exact solutions is based on the modified
Trkal method. The announced solutions of the Navier–Stokes equations have a
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number of interesting properties. We have shown that it is possible to describe
not only helical flows, exponentially damped with time, by the Trkal method.
We have found examples of non-helical flows of a viscous incompressible fluid
existing in finite time. In other words, they simulate fluid motions characterized
by blow-up regimes.
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Аннотация

Приведен новый класс точных решений уравнений НавьеҫСтокса.
Эти решения описывают нестационарные трехмерные по скоростям
и двумерные по координатам течения вязкой несжимаемой жидкости.
Процедура построения точного решения обобщает метод Тркала, пред-
ложенный для изучения винтовых течений. Новый класс точных реше-
ний позволяет описывать невинтовые течения (вектор скорости образует
ненулевой угол с вектором завихренности) и течения жидкости, суще-
ствующие конечное время.
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Аннотация

Рассматривается пологая ортотропная геометрически нерегулярная
оболочка (ГНО) постоянного кручения, термомеханические параметры
которой линейно зависят от температуры. При достижении темпера-
туры определенного значения происходит скачкообразно смена формы
равновесия, что вызывает изменение первоначальной геометрии оболоч-
ки. Эти значения температур называют критическими.

Для практики значительный интерес представляют соотношения, свя-
зывающие критические температуры с геометрическими и термомехани-
ческими параметрами ГНО. Решение задач статической термоустойчи-
вости ГНО, как правило, начинается с анализа их исходного безмомент-
ного состояния. Тангенциальные усилия, вызванные нагревом оболоч-
ки, определяются как решения системы сингулярных дифференциаль-
ных уравнений безмоментной термоупругости. Эти усилия содержатся
в формах Брайена или Рейсснера в уравнениях статической термоустой-
чивости, и от их структуры существенно зависит успех в дальнейшем
решении задачи.

В работе решение сингулярной безмоментной термоупругости найде-
но в элементарных функциях. Уравнения моментной термоупругости,
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записанные в компонентах поля перемещений, методом функции пере-
мещений сведены к одному сингулярному дифференциальному уравне-
нию в частных производных восьмого порядка. Решение записывает-
ся в виде двойного тригонометрического ряда, коэффициенты которого
на основании процедуры Галёркина определяются как решения линей-
ной однородной алгебраической системы уравнений. Из равенства нулю
определителя этой системы (в первом приближении) получено алгебраи-
ческое уравнение пятой степени для относительной критической темпе-
ратуры, наименьший положительный действительный корень которого
и есть искомая температура. Проводится количественный анализ влия-
ния геометрических и термомеханических параметров ГНО на величины
критических температур.

Ключевые слова: ортотропность, термочувствительность, статика,
термоустойчивость, сингулярность, пологая оболочка, кручение, темпе-
ратура.
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Введение. В известных областях современной техники используются кон-
струкции, содержащие элементы в виде геометрически нерегулярных оболо-
чек (ГНО), выполненных из ортотропных чувствительных к нагреву матери-
алов.

Штатные условия эксплуатации предусматривают в ряде случаев сохра-
нение их первоначальной геометрии при воздействии температурных и си-
ловых факторов со стороны рабочей среды. Это одна из основных причин,
требующая предварительного предельно точного анализа статической и ди-
намической термоустойчивости объектов указанного класса — геометрически
нерегулярных ортотропных пологих оболочек, обширный класс которых об-
разуют ребристые оболочки. Несмотря на значительное число научных работ,
посвященных гладким оболочкам, информация о термоустойчивости ГНО
в открытой печати практически отсутствует.

Целью настоящей работы является решение задачи статической термо-
устойчивости ортотропной ГНО из термочувствительного материала на ос-
новании строгой континуальной модели [1, 2]. Уравнение для критической
температуры получено в предположении линейной зависимости термомеха-
нических параметров от температуры.

Количественные результаты представлены в виде таблиц, наглядно ил-
люстрирующих влияние геометрических и термомеханических параметров
на величины критических температур.

1. Методика решения задачи статической термоустойчивости
ГНО из термочувствительного материала. Рассмотрим геометрически
нерегулярную пологую ортотропную оболочку постоянного кручения, урав-
нение срединной поверхности которой имеет вид [3, 4]

𝑥3(𝑥1, 𝑥2) =
𝛿

𝑎𝑏
𝑥1𝑥2,
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где 𝛿— наибольший подъем оболочки над ее прямоугольным планом в ко-
ординатной плоскости 𝜋1(𝑥1, 𝑥2) со сторонами 𝑎 и 𝑏. Оболочка выполнена из
термочувствительного материала, модули упругости и коэффициенты линей-
ного расширения линейно зависят от постоянной температуры 𝜃 [5, 6]:

𝐸j = 𝐸j0(1− 𝛾j𝜃), 𝛼j = 𝛼j0(1 + 𝛽j𝜃), 𝑗 = 1, 2.

Здесь 𝐸j0 и 𝛼j0 — соответственно модули упругости и коэффициенты линей-
ного расширения материала при нулевой температуре; 𝛾j , 𝛽j — известные по-
стоянные.

Тангенциальные усилия 𝑇 ij , возникающие в ГНО при нагреве до посто-
янной температуры 𝜃, когда она находится в безмоментном состоянии, удо-
влетворяют сингулярным дифференциальным уравнениям [7ҫ10]:

𝑇 11
,1 + 𝑇 12

,2 +

n∑︁

i=1

𝑎i𝑇
12
i,2𝛿(𝑥1 − 𝑥i1) = 0,

𝑇 22
,2 + 𝑇 12

,1 +

n∑︁

i=1

𝑎i𝑇
22
i,2𝛿(𝑥1 − 𝑥i1) = 0, 𝑇 12 = 0,

(1)

где 𝑇 11 = 𝐵1[�̃�,1 + 𝜈2𝑣,2 − (𝛼1 + 𝜈2𝛼2)𝜃], 𝑇
22 = 𝐵2[𝑣,2 + 𝜈1�̃�,1 − (𝛼2 + 𝜈1𝛼1)𝜃],

𝑇 12 = 𝐺ℎ(�̃�,2 + 𝑣,1)− 2𝑘12�̃�, 𝛿(𝑥1 − 𝑥i1)— сдвинутая 𝛿-функция Дирака,

𝐵1 =
𝐸1ℎ

1− 𝜈1𝜈2
, 𝐵2 =

𝐸2ℎ

1− 𝜈1𝜈2
, 𝑘12 = 𝑥3,12 =

𝛿

𝑎𝑏
,

𝑇 12
i = 𝐺ℎi�̃�,2, 𝑇

22
i = 𝐸2ℎi(𝑣,2 − 𝛼2𝜃); 𝑎i — ширина 𝑖-того ребра, ℎi — высо-

та 𝑖-того ребра, 𝑛— число ребер, 𝜈j — коэффициенты Пуассона, 𝑗 = 1, 2;
˜̄𝑢(�̃�, 𝑣, �̃�)— компоненты поля перемещений в безмоментном состоянии ГНО,
𝐺— модуль сдвига.

Решение сингулярной системы (1) в случае краевых условий

�̃� = 0, 𝑇 12 = 0 при 𝑥1 = 0, 𝑥1 = 𝑎,

𝑣 = 0, 𝑇 12 = 0 при 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑏

запишется в элементарных функциях [11, 12]:

˜̄𝑢 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑇 11 = −𝐵1(𝛼1 + 𝜈2𝛼2)𝜃, 𝑇 22 = −𝐵2(𝛼2 + 𝜈1𝛼1)𝜃. (2)

Тангенциальные усилия (2) содержатся в сингулярных уравнениях стати-
ческой термоустойчивости ГНО, которая в компонентах поля перемещений
имеет следующий вид:

𝑢,11 +
𝐺ℎ

𝐵1
𝑢,22 +

(︁
𝜈2 +

𝐺ℎ

𝐵1

)︁
𝑣,12 − 2

𝐺ℎ

𝐵1
𝑘12𝑤,2 = 0,

𝑣,22 +
𝐺ℎ

𝐵2
𝑣,11 +

(︁
𝜈1 +

𝐺ℎ

𝐵2

)︁
𝑢,12 − 2

𝐺ℎ

𝐵2
𝑘12𝑤,1 = 0,

𝐷1𝑤,1111 + 2(𝐷1𝜈1 + 2𝐷)𝑤,1122 +𝐷2𝑤,2222 + 4𝐺ℎ𝑘212𝑤− (3)
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−2𝐺ℎ𝑘12(𝑢,2 + 𝑣,1) +

n∑︁

i=1

(𝐸2𝐽i𝑤,2222 + 𝑇i
22
𝑤,22)𝛿(𝑥1 − 𝑥i1)+

+𝑇 11𝑤,11 + 2𝑇 12𝑤,12 + 𝑇 22𝑤,22 = 0.

Здесь 𝐷1 =
𝐸1ℎ

3

12(1− 𝜈1𝜈2)
, 𝐷2 =

𝐸2ℎ
3

12(1− 𝜈1𝜈2)
, 𝐷 =

𝐺ℎ3

12
, 𝑇 22

i = −𝐸2𝑎iℎi𝛼2𝜃,

𝐽i =
𝑎iℎ

3
i

12
.

Обращаясь к методу функций перемещений [3, 4], система (3) подстановкой

𝑢 = 2𝑘12
𝐺ℎ

𝐵2

(︁𝐸2

𝐸1

𝜕3Φ

𝜕𝑥31
− 𝜈2

𝜕3Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︁
, 𝑣 = 2𝑘12

𝐺ℎ

𝐵2

(︁𝜕3Φ
𝜕𝑥31

− 𝜈2
𝜕3Φ

𝜕𝑥1𝜕𝑥22

)︁
,

𝑤 =
𝐺ℎ

𝐵2

(︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

)︁

сводится к сингулярному дифференциальному уравнению восьмого порядка
относительно функции Φ(𝑥1, 𝑥2):

𝜕8Φ

𝜕𝑥81
+
[︁𝐸2

𝐺
+ 4(1− 𝜈1𝜈2)

𝐺

𝐸1

]︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥61𝜕𝑥
2
2

+

+ 2
[︁𝐸2

𝐸1
+

(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁(︁
𝜈2 + 2(1− 𝜈1𝜈2)

)︁ 𝐺
𝐸1

]︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥41𝜕𝑥
4
2

+

+
[︁𝐸2

𝐺
+ 4(1− 𝜈1𝜈2)

𝐺

𝐸1

]︁𝐸2

𝐸1

𝜕8Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
6
2

+
(︁𝐸2

𝐸1

)︁2𝜕8Φ

𝜕𝑥82
+

+
48

𝑎2𝑏2
𝐸2

𝐸1

(︁ 𝛿
ℎ

)︁2
(1− 𝜈1𝜈2)

𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+

+
n∑︁

i=1

{︃
𝐸2𝐽i
𝐷1

[︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥41𝜕𝑥
4
2

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
6
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕8Φ

𝜕𝑥82

]︁
+

+
𝑇 22
i

𝐷1

[︁ 𝜕6Φ

𝜕𝑥41𝜕𝑥
2
2

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕6Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
4
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕6Φ

𝜕𝑥62

]︁}︃
𝛿(𝑥1 − 𝑥i1)−

− 1

𝐷1

(︁
𝑇 11 𝜕

2

𝜕𝑥21
+ 2𝑇 12 𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝑇 22 𝜕

2

𝜕𝑥22

)︁
×

×
[︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

]︁
= 0. (4)

В этом уравнении тангенциальные усилия определяются соотношениями (2).
Рассмотрим случай шарнирно-подвижного опирания краев оболочки:

𝑢 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑀11 = 0, 𝑤 = 0 при 𝑥1 = 0, 𝑥1 = 𝑏,

𝑣 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑀22 = 0, 𝑤 = 0 при 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑏,
(5)

где 𝑀11 = −𝐷1(𝑤,11 + 𝜈2𝑤,22), 𝑀
22 = −𝐷2(𝑤,22 + 𝜈1𝑤,11).
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Краевые условия (5) перепишутся через функцию перемещений Φ(𝑥1, 𝑥2)
в виде

𝐸2

𝐸1

𝜕3Φ

𝜕𝑥32
− 𝜈2

𝜕3Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
= 0,

𝜕4Φ

𝜕𝑥41
− 𝜈2

𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

= 0,

𝜕4Φ

𝜕𝑥41
−
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42
= 0,

𝜕2

𝜕𝑥21

(︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

)︁
= 0, при 𝑥1 = 0, 𝑥1 = 𝑎;

(6)

𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42
− 𝜈2

𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

= 0,
𝜕3Φ

𝜕𝑥31
− 𝜈2

𝜕3Φ

𝜕𝑥1𝜕𝑥22
= 0,

𝜕4Φ

𝜕𝑥41
−
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42
= 0,

𝜕2

𝜕𝑥22

(︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

)︁
= 0, при 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑏.

(7)

Функцию Φ(𝑥1, 𝑥2), тождественно удовлетворяющую всем условиям (6),
(7), зададим в виде двойного тригонометрического ряда с постоянными коэф-
фициентами:

Φ(𝑥1, 𝑥2) =
∑︁

k,m

𝐶km sin
𝑘𝜋𝑥1
𝑎

sin
𝑚𝜋𝑥2
𝑏

. (8)

Подстановка (8) в уравнение (4) с последующим обращением к проце-
дуре Галёркина приводит к однородной алгебраической системе уравнений
относительно коэффициентов ряда (8) [13]. Из равенства нулю определителя
этой системы получим алгебраическое уравнение относительно безразмер-
ной величины 𝜃* = (𝑎/ℎ)2𝛼10𝜃. Наименьший положительный корень этого
уравнения и есть искомая относительная критическая температура 𝜃cr* , при
достижении которой возможен скачкообразный переход термоупругой систе-
мы к новой форме равновесия. В первом приближении это уравнение пятой
степени запишется в виде

𝐾5(𝛾, 𝛽)𝜃
5
* +𝐾4(𝛾, 𝛽)𝜃

4
* + [𝐾 ′

3(𝛾) +𝐾 ′′
3 (𝛾, 𝛽)]𝜃

3
* +

+ [𝐾 ′
2(𝛾) +𝐾 ′′

2 (𝛾, 𝛽)]𝜃
2
* + [𝐾 ′

1(𝛾) +𝐾 ′′
1 (𝛼)]𝜃* +𝐾0 = 0,

где

𝐾0 = 𝑎11 + 𝑎12
𝐸20

𝐺
+ 𝑎13

𝐺

𝐸10
+ 𝑎14

𝐸20

𝐸10
+

+ 𝑎15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑎16

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑎17

𝐺

𝐸10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
,
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𝐾 ′
1(𝛾) = −

[︁
2𝑎11𝛾1 + 𝑎12

𝐸20

𝐺
(2𝛾1 + 𝛾2) + 𝑎13

𝐺

𝐸10
𝛾1 + 𝑎14

𝐸20

𝐸10
(𝛾1 + 𝛾2) +

+ 𝑎15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(2𝛾2 + 𝛾1) + 2𝑎16

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛾2 + 𝑎17

𝐺

𝐸10

𝐸20

𝐸10
𝛾2

]︁
,

𝐾 ′′
1 (𝛼) = −12

[︁
𝑏11 + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
+ 𝑏13

𝐸20

𝐺
− 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑏15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+

+ 𝑏16
𝛼20

𝛼10
+ 𝑏17

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
+ 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
+

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑏19

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2]︁
,

𝐾 ′
2(𝛾) = 𝑎11𝛾

2
2 + 𝑎12

𝐸20

𝐺
(𝛾21 + 2𝛾1𝛾2) + 𝑎14

𝐸20

𝐸10
𝛾1𝛾2 +

+ 𝑎15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22 + 2𝛾1𝛾2) + 𝑎16

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛾22 ,

𝐾 ′′
2 (𝛾, 𝛽) = −12

[︁
𝑏11(𝛽1 − 2𝛾1) + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
(𝛽1 − 𝛾1 − 𝛾2) +

+ 𝑏13
𝐸20

𝐺
(𝛽1 − 2𝛾1 − 𝛾2) + 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽1 − 2𝛾2) +

+ 𝑏15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽1 − 2𝛾2 − 𝛾1) + 𝑏16

𝛼20

𝛼10
(𝛽2 − 2𝛾1) +

+ 𝑏17
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
(𝛽2 − 𝛾1 − 𝛾2) + 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
(𝛽2 − 2𝛾1 − 𝛾2) +

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽2 − 2𝛾2 − 𝛾1) + 𝑏10

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽2 − 2𝛾2)

]︁
,

𝐾 ′
3(𝛾) = −

[︁
𝑎12

𝐸20

𝐺
𝛾21𝛾2 + 𝑎15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛾1𝛾

2
2

]︁
,

𝐾 ′′
3 (𝛾, 𝛽) = −12

[︁
𝑏11(𝛾

2
1 − 2𝛾1𝛽1) + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
(𝛾1𝛾2 − 𝛽1𝛾1 − 𝛽1𝛾2) +

+ 𝑏13
𝐸20

𝐺
(𝛾21 + 2𝛾1𝛾2 − 2𝛽1𝛾1 − 𝛽1𝛾2) + 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22 − 2𝛽1𝛾2) +

+ 𝑏15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22 + 2𝛾1𝛾2 − 𝛽1𝛾1 − 2𝛽1𝛾2) + 𝑏16

𝛼20

𝛼10
(𝛾21 − 2𝛾1𝛽2) +

+ 𝑏17
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
(𝛾1𝛾2−𝛽2𝛾1−𝛽2𝛾2) + 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
(𝛾21+2𝛾1𝛾2−2𝛾1𝛽2 − 𝛽2𝛾2) +

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22+2𝛾2𝛾1−2𝛽2𝛾2−𝛽2𝛾1)+𝑏10

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22−2𝛽2𝛾2)

]︁
,
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𝐾4(𝛾, 𝛽) = −12
[︁
𝑏11𝛽1𝛾

2
1 + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
𝛽1𝛾1𝛾2 + 𝑏13

𝐸20

𝐺
(𝛽1𝛾

2
1 + 2𝛽1𝛾2𝛾1 − 𝛾2𝛾

2
1) +

+ 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽1𝛾

2
2 + 𝑏15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽1𝛾

2
2 + 𝛽21𝛾1𝛾2 − 𝛾1𝛾

2
2) +

+ 𝑏16
𝛼20

𝛼10
𝛽2𝛾

2
1 + 𝑏17

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
𝛽2𝛾1𝛾2 + 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
(𝛽2𝛾

2
1 + 2𝛽2𝛾1𝛾2 − 𝛾21𝛾2) +

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽2𝛾

2
2 + 2𝛽2𝛾1𝛾2 − 𝛾1𝛾

2
2) + 𝑏10

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽2𝛾

2
2

]︁
,

𝐾5(𝛾, 𝛽) = 12
[︁
𝑏13

𝐸20

𝐺
𝛽1𝛾

2
1𝛾2 + 𝑏15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽1𝛾1𝛾

2
2 +

+ 𝑏16
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
𝛽2𝛾

2
1𝛾2 + 𝑏19

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽2𝛾1𝛾

2
2

]︁
;

𝑎11 = 𝜋2
[︁
1− 4𝜈22

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
, 𝑎12 = 𝜋2

[︁(︁𝑎
𝑏

)︁2
+ 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
,

𝑎13 = 4𝜋2(1− 𝜈1𝜈2)
[︁(︁𝑎
𝑏

)︁2
− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
, 𝑎17 = 4𝜋2(1− 𝜈1𝜈2)

(︁𝑎
𝑏

)︁6
,

𝑎14 = 𝜋2
(︁𝑎
𝑏

)︁4[︁
2 + 4(1− 𝜈1𝜈2) + 43

(︁ 𝑏
𝑎

)︁2(︁ 𝛿
ℎ

)︁2
𝜋4 +

+ 24(1− 𝜈1𝜈2)
[︁
1− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁2]︁𝐸2

𝐸1

n∑︁

i=1

𝐼i
𝑎ℎ3

sin2
𝜋𝑥i1
𝑎

]︁
,

𝑎15 = 𝜋2
(︁𝑎
𝑏

)︁6[︁
1 + 24(1− 𝜈1𝜈2)

𝐸2

𝐸1

n∑︁

i=1

𝐼i
𝑎ℎ3

sin2
𝜋𝑥i1
𝑎

]︁
,

𝑎16 = 𝜋2
(︁𝑎
𝑏

)︁8[︁
1 + 24(1− 𝜈1𝜈2)

𝐸2

𝐸1

n∑︁

i=1

𝐼i
𝑎ℎ3

sin2
𝜋𝑥i1
𝑎

]︁
;

𝑏11 = 1− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁2
, 𝑏12 =

(︁𝑎
𝑏

)︁2[︁(︁𝑎
𝑏

)︁2
(1− 2𝜈1𝜈2) + 𝜈1

]︁
,

𝑏13 =
(︁𝑎
𝑏

)︁2
, 𝑏14 = 𝜈1

(︁𝑎
𝑏

)︁6
, 𝑏15 = 𝜈1

(︁𝑎
𝑏

)︁4
,

𝑏16 =
[︁
𝜈2 − 2𝜈22

(︁𝑎
𝑏

)︁2]︁
(1 + 𝜓), 𝑏17 =

[︁
𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4
+

(︁𝑎
𝑏

)︁2
− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
(1 + 𝜓),

𝑏18 = 𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁2
(1 + 𝜓), 𝑏19 =

(︁𝑎
𝑏

)︁4
(1 + 𝜓), 𝑏10 =

(︁𝑎
𝑏

)︁6
(1 + 𝜓);

𝜓 =
n∑︁

i=1

ℎi
ℎ

𝑎i
𝑎
sin2

𝜋𝑥1
𝑎
.

Результаты расчетов. Значения относительных критических темпера-
тур при различных величинах геометрических и термомеханических пара-
метров приводятся в табл. 1, 2 для материала «стеклопластик КАСТ-Б»
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Таблица 1
Величины относительных температур при различных значениях геометриче-
ских параметров оболочки [Relative temperatures for different values of the shell

geometric parameters]

δ̃/h Ii/(ah
3) θcr

∗
, b/a = 0.5 θcr

∗
, b/a = 0.9

𝑛 = 1

0 2.7531 1.2064
1 0.01 3.1801 1.2898

0.05 4.8912 1.6232

0 3.3985 1.6717
5 0.01 3.8226 1.7550

0.05 5.5366 2.0885

𝑛 = 3

0 2.7531 1.2064
1 0.01 3.6083 1.3781

0.05 7.0294 2.0400

0 3.3984 1.6717
5 0.01 4.2537 1.8384

0.05 7.6748 2.5052

Таблица 2
Величины абсолютных критических температур (в ℃) для оболочки из тер-
мочувствительного материала [The absolute critical temperatures (in ℃) for

a thermosensitive shell]

a/h β = γ = 0 β ̸= 0, γ = 0 β = 0, γ ̸= 0

𝛽 55.7989 𝛾 56.9019
100 56.8054 2𝛽 54.8596 2𝛾 57.0024

3𝛽 54.6269 3𝛾 57.1073

𝛽 97.8897 𝛾 101.2973
75 100.9874 2𝛽 95.1357 2𝛾 101.6312

3𝛽 94.4720 3𝛾 101.9925

𝛽 212.6090 𝛾 228.8675
50 227.2217 2𝛽 201.0799 2𝛾 230.8364

3𝛽 198.4670 3𝛾 233.2451

(𝐸10 = 213 · 108 Н/м2, 𝐸20 = 121 · 108 Н/м2, 𝐺 = 20.3 · 108 Н/м2, 𝜈2 = 0.19),
везде 𝑎i/𝑎 = 0.01.

В табл. 2 приводятся значения истинных критических температур 𝜃cr при
«замороженных» параметрах: 𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽, 𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾, 𝑏/𝑎 = 0.5, ℎi/ℎ = 3.9,

𝛿/ℎ = 2.5, 𝑛 = 3.
На величины критических температур существенное влияние оказыва-

ют параметры ℎi/ℎ и 𝛿/ℎ— абсолютные высоты ребер и кручение оболочки.
С увеличением длины ребер их влияние заметно уменьшается. Учет зависи-
мости термомеханических характеристик материала ГНО вносит в значения
критических температур тем большие поправки, чем больше относительная
толщина оболочки — параметр 𝑎/ℎ.
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Abstract

A flat orthotropic geometrically irregular shell of constant torsion, whose
thermomechanical parameters are linearly dependent on temperature, is con-
sidered. When the temperature reaches a certain value, the change in the
shape of the equilibrium occurs abruptly, which causes a change in the initial
geometry of the shell. These temperatures are called critical.

For practice, the relationships connecting the critical temperatures with
the geometrical and thermomechanical parameters of the geometrically ir-
regular shell are of considerable interest. The solution of the problems of
static thermal stability of geometrically irregular shells usually begins with
an analysis of their initial momentless state. Tangential forces caused by shell
heating are defined as solutions of a system of singular differential equations
of momentless thermoelasticity. These efforts are contained in the Brian or
Reissner forms in the equations of static thermal stability and the further
solution of the problem essentially depends on their structure.

In this paper, the solution of singular momentless thermoelasticity is
found by elementary functions. Using the method of displacement functions,
the equations of moment thermoelasticity, written in the components of the
displacement field, are reduced to a single singular differential equation in
partial derivatives of the eighth order depending on the temperature, which
is assumed to be constant. The solution is written as a double trigonometric
series. The coefficients of the series, based on the Galerkin procedure, are de-
termined as solutions to a linear homogeneous algebraic system of equations.
From the equality to zero of the determinant of this system, an algebraic
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equation of the fifth degree is obtained for the relative critical temperature.
The smallest positive real root of which is the desired temperature. A quan-
titative analysis of the influence of the geometrical and thermomechanical
parameters of the geometrically irregular shell on the value of the critical
temperature is carried out.
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larity, shallow shell, torsion, temperature.
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Аннотация

С использованием уравнений Эйлера исследуется линия торможе-
ния (критическая линия) в общем пространственном случае стационар-
ного обтекания тела с гладкой выпуклой носовой частью несжимаемой
жидкостью. Предполагается, что в некоторой окрестности точки тормо-
жения (критической точки) всюду, за исключением точки торможения,
скорость жидкости отлична от нуля, и что все линии тока на поверхно-
сти тела в этой окрестности начинаются в точке торможения.

Доказываются следующие три утверждения. 1) Если на некотором
отрезке вихревой линии завихренность не обращается в нуль, то величи-
на скорости жидкости на этом отрезке либо тождественно равна нулю,
либо отлична от нуля во всех точках отрезка вихревой линии (скорост-
ная альтернатива). 2) Завихренность в точке торможения равна нулю.
3) На линии торможения завихренность коллинеарна скорости и отно-
шение величины завихренности к величине скорости одинаково во всех
точках линии торможения (инвариант линии торможения).

На основании полученных результатов делается вывод о невозмож-
ности стационарного обтекания тела вихревым потоком, в котором ско-
рость и завихренность не коллинеарны. Однако вопрос о завихренности
в точке торможения в плоскопараллельных течениях остается откры-
тым, поскольку принятое предположение об отличии от нуля скорости
жидкости в некоторой окрестности точки торможения всюду, кроме са-
мой точки торможения, исключает из рассмотрения плоскопараллель-
ные течения.
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Инвариант линии торможения. . .

Введение. Современное состояние вычислительной техники и уровень
развития численных методов позволяют исследовать течения жидкости и га-
за в рамках моделей, гораздо более сложных, чем модель идеальной несжима-
емой жидкости. Однако некоторые процессы и в настоящее время с успехом
изучаются в рамках этой модели [1ҫ7]. Наряду с поиском точных решений
уравнений движения вязкого газа [8, 2] исследователи ищут точные решения
уравнений движения идеальной несжимаемой жидкости [1, 3]. Все это гово-
рит о том, что исследование общих свойств течений несжимаемой жидкости
в рамках уравнений Эйлера до сих пор остается актуальным. Данная ста-
тья посвящена свойствам завихренности на линии торможения при наличии
завихренности в потоке, обтекающем несимметричное тело или осесиммет-
ричное тело под углом атаки. В отличие от осесимметричного обтекания,
где линия торможения лежит на оси симметрии (рис. a), в рассматривае-
мом случае линия торможения искривлена (рис. b), и в течении отсутствует
симметрия, что значительно усложняет исследование.

Недавно в статье [12] в общем 3D-случае обнаружены некоторые замеча-
тельные свойства завихренности на линии торможения в изоэнергетических
течениях идеального газа. Результаты [12] нельзя непосредственно приме-
нить к идеальной несжимаемой жидкости. Однако авторы данной статьи за-
метили, что два шага доказательства [12] при надлежащем видоизменении
можно применить и к идеальной несжимаемой жидкости. Один из этих ша-
гов «повторен» ниже в третьем разделе. Что касается другого шага доказа-
тельства [12], то речь идет о доказательстве равенства нулю завихренности
в точке торможения. Для идеальной несжимаемой жидкости можно было бы
применить видоизмененное доказательство [12] этого факта. Однако в данной
статье предложено совершенно другое доказательство, основанное на неиз-
вестном ранее свойстве (названном ниже скоростной альтернативой).

Наряду с использованием перечисленных выше идей [12] данная статья со-
держит новые оригинальные доказательства, и обнаруженные в ней свойства
(скоростная альтернатива, инвариант линии торможения и вывод о невоз-
можности стационарных обтеканий тел некоторыми вихревыми потоками)
ранее были неизвестны, не являются видоизмененными результатами каких-
либо других работ и получены впервые.

Носовая часть тела в потоке: a) осесимметричное обтекание; b) неосесиммет-
ричное обтекание [The nasal part of the body in the stream: a) axisymmetric ѕow;

b) non-axisymmetric ѕow]
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1. Уравнения движения. Рассмотрим обтекание тела с гладкой выпук-
лой носовой частью вихревым потоком идеальной несжимаемой жидкости.
Уравнения Эйлера стационарного движения идеальной несжимаемой жидко-
сти запишем в форме Громеки—Ламба [13]:

ω ×V = −∇𝐵, (1)

где V — скорость, ω = rotV — завихренность, 𝐵 = 𝑝𝜌−1 + 1
2V

2 — функция
Бернулли, где, в свою очередь, 𝑝— давление, 𝜌 = const— плотность. Допол-
ним (1) уравнением неразрывности

divV = 0. (2)

Гидродинамические функции V и 𝑝 предполагаются дважды непрерыв-
но дифференцируемыми по пространственным координатам в замыкании1

некоторой области течения 𝐺, содержащей линию торможения. Под произ-
водными гидродинамических функций на поверхности тела понимаются их
непрерывные продолжения из 𝐺. Замыкание области 𝐺 обозначим 𝐺.

2. Скоростная альтернатива. Применение операции ротора к обеим
частям равенства (1) с учетом (2) и тождества divω = 0 дает

(V · ∇)ω − (ω · ∇)V = 0. (3)

Представим завихренность в виде ω = 𝜔 e, |e| = 1. Тогда всюду, где 𝜔 ̸= 0,
последнее уравнение равносильно следующему:

(e · ∇)V =
1

𝜔
(V · ∇)ω. (4)

Рассмотрим произвольно выбранную вихревую линию, на которой скорость
V = V(𝑙), где 𝑙— переменная длина дуги вдоль этой вихревой линии. Тогда

(e · ∇)V =
𝑑

𝑑𝑙
V. (5)

Обозначим через 𝑉x, 𝑉y, 𝑉z и 𝜔x, 𝜔y, 𝜔z компоненты вектора V и вектора
завихренности ω в некоторой прямоугольной декартовой системе координат
𝑂𝑥𝑦𝑧. С использованием этих обозначений и равенства (5) векторное урав-
нение (4) на рассматриваемой вихревой линии можно записать в матричном
виде
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⎞
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1
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Коэффициенты матрицы зависят от вторых производных компонент скоро-
сти и являются непрерывными (и ограниченными) функциями на любом от-
резке вихревой линии, где модуль завихренности 𝜔 > 𝜔0 > 0. Если считать

1Замыкание нужно для того, чтобы рассматривать течение в том числе и на поверхности
обтекаемого тела в окрестности точки торможения.
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коэффициенты матрицы заданными функциями переменной 𝑙, то матричное
уравнение (6) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка для компонент вектора V. Эта система линейна,
а ее коэффициенты непрерывны и ограничены. Поэтому из теоремы суще-
ствования и единственности для систем обыкновенных дифференциальных
уравнений [14] следует, что на всем рассматриваемом отрезке вихревой ли-
нии либо |V| ≡ 0, либо |V| ̸= 0. Поскольку приведенные рассуждения верны
для любого значения 𝜔0 > 0, приходим к следующему выводу, который авто-
ры предлагают назвать скоростной альтернативой.

Если на некотором отрезке вихревой линии стационарного движения
идеальной несжимаемой жидкости завихренность не обращается в нуль,
то величина скорости |V| на всем отрезке либо тождественно равна нулю,
либо во всех точках отрезка |V| ≠ 0.

3. Скорость переноса линий тока. Дальнейшее исследование прове-
дем с использованием критерия Зоравского [15]. В этом критерии говорится
о переносе векторных линий частицами жидкости. Перенос векторных линий
вектора c со скоростью a означает, что частицы жидкости, движущиеся со
скоростью a и составляющие в некоторый момент времени векторную линию
вектора c, продолжают составлять одну из векторных линий вектора c во
все время своего движения. Согласно критерию Зоравского, для того чтобы
векторные линии c переносились со скоростью a, необходимо и достаточно,
чтобы во всем поле течения выполнялось равенство

c×
[︁𝜕c
𝜕𝑡

+ (a · ∇)c− (c · ∇)a
]︁
= 0. (7)

Чтобы использовать критерий Зоравского, рассмотрим в области 𝐺 вооб-
ражаемую жидкость, частицы которой движутся со скоростью ω. Из равен-
ства (3) следует, что (7) выполнено для векторных линий вектора V и ско-
рости воображаемой жидкости ω. Таким образом, если в некоторый момент
времени частицы воображаемой жидкости, движущиеся со скоростью ω, со-
ставляли сегмент линии тока (то есть сегмент векторной линии V), содер-
жащейся в области 𝐺, то в любой последующий момент времени (пока эти
частицы находятся в области 𝐺) они будут составлять сегмент одной из линий
тока жидкости. Другими словами, можно считать, что линии тока (реальной)
жидкости движутся со скоростью ω.

4. Завихренность в точке торможения. Поскольку носовая часть
гладкая и выпуклая, в некоторой окрестности точки торможения 𝐶 (см. рису-
нок) всюду, за исключением точки 𝐶, скорость V не равна нулю и все линии
тока на поверхности тела (в этой окрестности) начинаются в точке 𝐶. В пло-
скопараллельных течениях точка торможения не единственная, и сформу-
лированное утверждение не выполняется. Поэтому дальнейшее исследование
проведем для неплоскопараллельных течений.2

Вдоль любой линии тока интеграл Бернулли 𝐵 сохраняет свое значение,
поэтому на поверхности тела 𝐵 принимает одно и то же значение, равное сво-
ему значению в точке 𝐶. Следовательно, на поверхности тела (в рассматри-
ваемой окрестности точки торможения) ∇𝐵 ортогонален этой поверхности.

2Плоскопараллельные течения будут обсуждены в следующем разделе.
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При этом во всех точках поверхности тела, кроме точки 𝐶, скорость V не
равна нулю и лежит в касательной к этой поверхности плоскости. Поэтому
из векторного уравнения (1) для всех точек поверхности тела, кроме точки 𝐶,
следует, что завихренность ω также лежит в касательной (к поверхности те-
ла) плоскости. В силу непрерывности завихренность лежит в касательной
плоскости и в точке 𝐶. Следовательно, в некоторой окрестности точки 𝐶
вихревые линии, имеющие хотя бы одну точку на поверхности тела, лежат
на этой поверхности (если на этих вихревых линиях в окрестности точки 𝐶
завихренность не равна нулю).

Докажем, что завихренность ω в точке торможения равна нулю. Предпо-
ложим обратное, то есть, что в точке 𝐶 завихренность ω не равна нулю. То-
гда в силу непрерывности в некоторой окрестности точки 𝐶 завихренность ω
также не равна нулю. Значит, есть отрезок вихревой линии, лежащий на
поверхности и проходящий через точку 𝐶, на котором скорость V = 0 в точ-
ке 𝐶, а во всех других его точках V ̸= 0. Но это противоречит скоростной
альтернативе (раздел 2). Полученное противоречие означает следующее.

При стационарном неплоскопараллельном обтекании идеальной несжи-
маемой жидкостью тела с гладкой выпуклой носовой частью завихренность
в точке торможения равна нулю.

5. О плоскопараллельных течениях. Как обычно, течение жидкости
будем называть плоскопараллельным, если существует такая прямоугольная
декартова система координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, в которой все гидродинамические пара-
метры зависят только от координат 𝑥 и 𝑦, а 𝑧 — компонента скорости, всюду
равная нулю. В таких течениях вихревые линии параллельны оси 𝑧 и на
вихревых линиях гидродинамические параметры постоянны. Поэтому в пло-
скопараллельных течениях скоростная альтернатива (раздел 2) имеет место,
но не дает ничего нового.

Использование того факта, что линии тока «движутся» со скоростью ω
(раздел 3), также приводит к известному результату. Действительно, части-
цы воображаемой жидкости, движущиеся со скоростью ω и составляющие
линию тока в какой-то момент времени, продолжают составлять линию то-
ка. Все линии тока лежат в плоскостях вида 𝑧 = const. Следовательно, все
частицы воображаемой жидкости, составляющие в какой-то момент време-
ни линию тока, должны двигаться параллельно оси 𝑧 с одинаковой скоро-
стью ω. Это значит, что на каждой линии тока завихренность ω постоянна,
но это свойство давно известно, так как для плоскопараллельных течений
оно легко следует из уравнения Гельмгольца [13].

Рассмотрим обтекание тела с гладкой выпуклой носовой частью вихревым
потоком идеальной несжимаемой жидкости в случае плоскопараллельного
течения. Как и в общем пространственном случае, поскольку носовая часть
гладкая и выпуклая, на каждой плоскости вида 𝑧 = const скорость V рав-
на нулю в единственной точке — точке торможения. Координаты 𝑥 и 𝑦 таких
точек торможения одинаковы для всех плоскостей вида 𝑧 = const, поэтому
точки торможения составляют линию, параллельную оси 𝑧. Если попытаться
применить технику доказательства раздела 4, то предположение о ненулевой
величине завихренности в точке торможения 𝐶 на одной из плоскостей ви-
да 𝑧 = const не приведет к противоречию. Дело в том, что вихревая линия
(параллельная оси 𝑧), проходящая через точку 𝐶, будет целиком лежать на
теле и состоять из точек торможения, лежащих в других плоскостях вида
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𝑧 = const, поэтому скорость на всей этой вихревой линии будет равна нулю,
что не противоречит скоростной альтернативе (как это имело место в разде-
ле 4).

Следовательно, вопрос о завихренности в точке торможения при обтека-
нии тела с гладкой выпуклой носовой частью вихревым потоком идеальной
несжимаемой жидкости в случае плоскопараллельного течения в данной ра-
боте не решен и остается открытым. В следующих разделах будем рассмат-
ривать неплоскопараллельные пространственные течения (в которых завих-
ренность в точке торможения равна нулю).

6. Инвариант линии торможения. Рассмотрим движение частиц во-
ображаемой жидкости, составляющих в некоторый момент времени 𝑡0 линию
торможения и двигающихся со скоростью ω. В точке торможения ω равна ну-
лю (раздел 4). Значит, частица воображаемой жидкости, находящаяся в этой
точке, покоится. Предположим, что на линии торможения есть точки, в ко-
торых завихренность не равна нулю и имеет ненулевую нормальную к линии
торможения составляющую. Тогда в последующий момент времени 𝑡 + ∆𝑡
находившиеся в этих точках частицы воображаемой жидкости окажутся вне
линии торможения и вместе с остальными частицами составят другую ли-
нию тока (раздел 3). Но тогда получается, что к точке торможения подходит
еще одна (кроме линии торможения) линия тока, находящаяся во внутрен-
них точках течения, что противоречит единственности линии торможения.
Полученное противоречие показывает, что частицы воображаемой жидкости,
составляющие линию торможения, либо покоятся, либо движутся вдоль этой
линии. Следовательно, завихренность параллельна скорости, то есть вдоль
всей линии торможения выполняется векторное равенство

ω ×V = 0. (8)

Рассмотрим скорость и завихренность на линии торможения. Скорость
представим в виде

V = 𝑉 (𝑙) e(𝑙),

где |e| = 1, 𝑙— переменная длина дуги вдоль линии торможения. На всей
линии торможения, кроме точки 𝐶, скорость 𝑉 (𝑙) не равна нулю. Поэтому
в силу (8) завихренность можно представить в виде

ω = 𝜔(𝑙) e(𝑙) = 𝛼(𝑙)𝑉 (𝑙) e(𝑙),

где 𝛼— некоторая скалярная непрерывно дифференцируемая функция. Если
направление возрастания длины дуги 𝑙 совпадает с направлением единичного
вектора e, то действие оператора (e · ∇) на линии торможения равносильно
дифференцированию по 𝑙, т.е. (e · ∇) ≡ d

dl . Следовательно, на линии тормо-
жения (кроме точки 𝐶) уравнение (3) записывается в виде

𝛼𝑉
𝑑

𝑑𝑙
(e𝑉 ) = 𝑉

𝑑

𝑑𝑙
(e𝛼𝑉 )

или

𝛼𝑉 2 𝑑

𝑑𝑙
e+ 𝛼𝑉 e

𝑑

𝑑𝑙
𝑉 = 𝛼𝑉 2 𝑑

𝑑𝑙
e+ 𝛼𝑉 e

𝑑

𝑑𝑙
𝑉 + 𝑉 2e

𝑑

𝑑𝑙
𝛼.

После сокращений имеем 𝑉 2e d
dl𝛼 = 0. Так как на всей линии торможения

кроме точки торможения скорость не равна нулю, из последнего равенства

785



М ироню к И. Ю., У с о в Л. А.

получаем 𝛼 = const, то есть 𝜔/𝑉 = const. Таким образом, доказано следую-
щее утверждение (инвариант линии торможения).

При стационарном неплоскопараллельном обтекании идеальной несжи-
маемой жидкостью тела с гладкой выпуклой носовой частью на всей линии
торможения завихренность коллинеарна скорости, а отношение величины
завихренности к величине скорости постоянно (кроме точки торможения,
где это отношение не определено).

Заметим, что, согласно данной формулировке, инвариантом является и от-
ношение 𝜔/𝑉 , и равное нулю векторное произведение ω ×V.

7. О стационарном обтекании вихревым потоком. Рассмотрим ста-
ционарное обтекание вихревым потоком тела с гладкой выпуклой носовой
частью (например шара), расположенного в канале, во всем входном сечении
которого завихренность и скорость неколлинеарны. Тогда в том месте линии
торможения, где она проходит через входное сечение, завихренность тоже
должна быть неколлинеарна скорости. Однако из инварианта линии тормо-
жения, полученного в предыдущем разделе, следует, что завихренность и ско-
рость коллинеарны вдоль всей линии торможения. Полученное противоречие
вынуждает пересмотреть предположения, на которые опирается исследова-
ние, и заключить, что в данном случае обтекание не может быть стационар-
ным. Рассмотренный пример показывает, что полученные в данной статье
результаты могут применяться для качественного анализа течений.

Заключение. Исследована линия торможения в общем пространствен-
ном случае (за исключением плоскопараллельных течений) стационарного
обтекания тела с гладкой выпуклой носовой частью несжимаемой идеальной
жидкостью. Доказаны следующие три утверждения.

1. Если на некотором отрезке вихревой линии завихренность не обра-
щается в нуль, то величина скорости жидкости на этом отрезке либо
тождественно равна нулю, либо отлична от нуля во всех точках отрезка
вихревой линии (скоростная альтернатива).

2. Завихренность в точке торможения равна нулю.
3. На линии торможения завихренность коллинеарна скорости и отноше-

ние величины завихренности к величине скорости одинаково во всех
точках линии торможения (инвариант линии торможения).

Из третьего утверждения следует, что если в набегающем потоке скорость
и завихренность неколлинеарны, то обтекание тела с гладкой выпуклой но-
совой частью обязательно будет нестационарным.

Полученные результаты могут быть использованы для качественного ана-
лиза течений и для верификации численных расчетов.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract

In this study, using the Euler equations we investigate the stagnation
streamline in the general spatial case of a stationary incompressible fluid
flow around a body with a smooth convex bow. It is assumed that in some
neighborhood of the stagnation point everywhere, except for the stagnation
point, the fluid velocity is nonzero; and that all streamlines on the surface
of the body in this neighborhood start at the stagnation point.

Here we prove the following three statements. 1) If on a certain segment of
the vortex line the vorticity does not turn to zero, then the value of the fluid
velocity in this segment is either identically equal to zero or nonzero at all
points of the segment of the vortex line (velocity alternative). 2) The vorticity
at the stagnation point is equal to zero. 3) On the stagnation streamline,
the vorticity is collinear to the velocity, and the ratio of the vorticity to the
velocity is the same at all points of the stagnation streamline (invariant of
the stagnation streamline).

On the basis of the obtained results, it is concluded that if in the free
stream the velocity and vorticity are not collinear, a stationary flow around
the body is impossible. However, the question of vorticity at the stagnation
point in plane-parallel flows remains open, because the accepted assumption
that the velocity of the fluid differs from zero in some neighborhood of the
stagnation point everywhere, except for the stagnation point itself, excludes
plane-parallel flows from consideration.
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Метод тиражирования точных решений уравнений
Эйлера для несжимаемых течений Бельтрами

© Г. Б. Сизых

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет),
Россия, 125993, Москва, Волоколамское шоссе, 4.

Аннотация
Течениями Бельтрами или винтовыми течениями в статье называют-

ся течения, в которых векторы завихренности и скорости коллинеарны,
а коэффициент пропорциональности между этими векторами отличен
от нуля и одинаков во всех точках течения. Предлагается метод, позво-
ляющий с использованием известных винтовых решений получать но-
вые винтовые решения уравнений Эйлера для несжимаемой жидкости.
Некоторые из этих новых решений не могут быть получены известными
методами тиражирования решений путем сдвига и поворота системы ко-
ординат, симметрии, масштабирования, циклической перестановки ком-
понент скорости и координат, векторного суммирования. Новый метод
тиражирования применяется к таким параметрическим семействам точ-
ных решений, в которых коэффициент пропорциональности между ско-
ростью и завихренностью остается неизменным при различных значе-
ниях параметра. Суть метода состоит в том, что для таких семейств
производная скорости по параметру также является винтовой скоро-
стью. Последовательное дифференцирование скорости нового решения
по параметру дает бесконечную цепочку новых точных решений.

Ключевые слова: винтовые решения уравнений НавьеҫСтокса, точ-
ные решения уравнений Эйлера, течения Бельтрами.
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Принятие: 16 ноября 2020 г. / Публикация онлайн: 26 ноября 2020 г.

Введение. Поиск новых точных решений уравнений движения жидкости
по-прежнему остается актуальной задачей. Достаточно указать, например, на
новые точные решения [1ҫ4], полученные для различных типов жидкостей.
Такой интерес к точным решениям объясняется не только их общетеорети-
ческой ценностью, связанной со сложностью уравнений, описывающих дви-
жение жидкости. Такие решения востребованы в вычислительной аэрогид-
родинамике. В настоящее время общепринято измельчать расчетную сетку,
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шаг по времени и увеличивать точность машинных операций до тех пор, пока
результаты численного расчета не перестанут изменяться. Но это не дает уве-
ренности в правильности результата, и нет возможности, пусть даже грубо,
но все же математически строго оценить ошибку (речь идет не о порядке убы-
вания ошибки, а о ее численной оценке). Дело в том, что сходимость большин-
ства методов доказана, как правило, только для линеаризованных уравнений.
Поэтому численные алгоритмы приходится верифицировать, в частности, на
задачах с известными точными решениями (см., например, [5, 6]), что и объ-
ясняет интерес к таким решениям в вычислительной аэрогидродинамике.

Тркал в статье [7] в общем пространственном случае показал, что для
несжимаемой жидкости скорость стационарного винтового (векторы завих-
ренности и скорости коллинеарны) решения уравнений Эйлера, умноженная
на exp(−𝑎𝑡), где 𝑡— время, при надлежащем выборе параметра 𝑎 будет удо-
влетворять уравнениям Навье—Стокса (метод Тркала). При этом предпола-
галось, что коэффициент пропорциональности между скоростью и завихрен-
ностью сохраняет свое значение в пространстве и не меняется со временем.
В возможности получать точные нестационарные решения уравнений Навье—
Стокса заключается одна из причин интереса к точным винтовым решениям
стационарных уравнений Эйлера. Данная статья посвящена точным винто-
вым решениям уравнений Эйлера.

Один из способов поиска новых точных решений — использование методов
их тиражирования из известных решений. К числу таких методов относят-
ся, в частности, циклическая перестановка компонент скорости и координат,
сдвиг и поворот системы координат, векторное суммирование. В данной ста-
тье предложен новый метод тиражирования винтовых решений.

1. Примеры точных решений, полученных методами тиражиро-
вания. Первыми винтовыми решениями (здесь и далее речь идет о стацио-
нарных решениях уравнений Эйлера для несжимаемой жидкости) были осе-
симметричные решения Громеки—Бельтрами [8, 9]. К этим решениям можно
применять метод [10], названный в [11] методом векторного суммирования.
Он состоит в том, что любая линейная комбинация скоростей винтовых ре-
шений с одинаковым коэффициентом 𝑘 будет скоростью винтового решения
с тем же коэффициентом 𝑘. В статье [11] были получены новые точные ре-
шения путем векторного суммирования двух различных решений Громеки—
Бельтрами со скрещивающимися осями симметрий этих решений.

Другим, давно известным, винтовым решением, полученным путем ком-
бинации методов векторного суммирования и циклической перестановки, яв-
ляется 𝐴𝐵𝐶-решение:1

𝑉x = 𝐴 sin(𝑘𝑧) + 𝐶 cos(𝑘𝑦),

𝑉y = 𝐵 sin(𝑘𝑥) +𝐴 cos(𝑘𝑧),

𝑉z = 𝐶 sin(𝑘𝑦) +𝐵 cos(𝑘𝑥),

где 𝑘— коэффициент пропорциональности между скоростью и завихренно-
стью (rotV = 𝑘V).

1Аббревиатура ABC состоит из первых букв фамилий Arnold, Beltrami и Childress. Это
связано с тем, что Арнольд и Чилдрес изучали свойства этого решения [12, 13], а именем
Бельтрами называют винтовые течения.
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В статье [7] Тркал предложил поле винтовой скорости (решение Тркала):

𝑉x = sin(𝑘𝑧), 𝑉y = cos(𝑘𝑧), 𝑉z = 0.

Циклическая перестановка компонент скорости и координат дает еще два
решения, которые также следует считать решениями Тркала:

𝑉x = 0, 𝑉y = sin(𝑘𝑥), 𝑉z = cos(𝑘𝑥);

𝑉x = cos(𝑘𝑦), 𝑉y = 0, 𝑉z = sin(𝑘𝑦).

Очевидно, что 𝐴𝐵𝐶-решение есть линейная комбинация этих трех решений
Тркала с одним и тем же коэффициентом 𝑘. Поэтому 𝐴𝐵𝐶-решение можно
считать полученным из решения Тркала известными методами тиражирова-
ния.

Еще одним давно известным винтовым решением является решение Бер-
кера [14]:

𝑉x = − cos(𝑘𝑥/
√
2) sin(𝑘𝑦/

√
2)/

√
2,

𝑉y = − sin(𝑘𝑥/
√
2) cos(𝑘𝑦/

√
2)/

√
2, (1)

𝑉z = cos(𝑘𝑥/
√
2) cos(𝑘𝑦/

√
2).

Это решение описывает течение идеальной жидкости в бесконечной трубе
квадратного сечения (0 6 𝑥 6

√
2𝜋/𝑘, 0 6 𝑦 6

√
2𝜋/𝑘). Поворот на 90∘ систе-

мы координат вокруг оси 𝑧 позволяет из решения Тркала 𝑉x = 0, 𝑉y = sin(𝑘𝑥),
𝑉z = cos(𝑘𝑥) получить решение 𝑉x = − sin(𝑘𝑦), 𝑉y = 0, 𝑉z = cos(𝑘𝑦). Если
сложить эти два решения с одним и тем же коэффициентом 𝑘 (векторное
суммирование), а затем повернуть на 45∘ систему координат вокруг оси 𝑧, то
получится решение Беркера. Таким образом, решение Беркера, как и 𝐴𝐵𝐶-
решение, можно получить из решений Тркала комбинацией известных мето-
дов тиражирования.

2. Метод дифференцирования по параметру. Всякое векторное по-
ле V, обладающее свойством

rotV = 𝑘V, где 𝑘 = const ̸= 0, (2)

будет соленоидальным. Для такого поля скорости в любой ограниченной об-
ласти пространства существует поле давления, которое вместе со скоростью
V есть решение стационарных уравнений Эйлера для несжимаемой жидко-
сти (доказательство см., например, в [11]). Поэтому поиск винтовых решений
уравнений Эйлера сводится к поиску не равного тождественно нулю поля V,
для которого выполнено условие Бельтрами (2).

В данной статье предлагается следующий метод получения новых реше-
ний с использованием известных решений. Пусть V(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎)— такое пара-
метрическое семейство скоростей, что уравнение (2) остается выполненным
для фиксированного 𝑘 при всех допустимых значениях параметра 𝑎, при ко-
торых определена операция дифференцирования по 𝑎. Оператор rot есть ли-
нейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами. По-
этому ∂

∂a rotV = rot ∂
∂aV, и после дифференцирования по параметру 𝑎 обе-

их частей (2) имеем rot ∂
∂aV = 𝑘 ∂

∂aV. То есть ∂
∂aV(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎) также будет
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решением (2). Таким образом, предлагаемый новый метод тиражирования
состоит в дифференцировании по параметру. Несмотря на свою простоту,
в известной автору литературе этот метод не упоминается, и представляется,
по-видимому, впервые. Заметим, что метод дифференцирования по парамет-
ру всегда дает решение, но не всегда это решение оказывается новым. Напри-
мер, дифференцирование семейства 𝐴𝐵𝐶-решений по параметру 𝐴 приводит
к (известному) решению Тркала. Чтобы показать состоятельность нового ме-
тода тиражирования, нужно получить этим методом новое точное решение
и показать, что оно не может быть получено другими известными методами
тиражирования. Этому посвящены следующие разделы.

3. Параметрическое семейство винтовых решений. Для того чтобы
привести пример применения метода, получим параметрическое семейство
винтовых решений с одинаковым для всего семейства коэффициентом 𝑘 ̸= 0.
Будем искать решение уравнения rotV = 𝑘V в прямоугольной декартовой
системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Воспользовавшись методом, с помощью которого
в [14] найдено решение (1), получим параметрическое (параметр 𝑎) семейство
полей скорости

𝑉x =
√︀
1− 𝑎2 sin(𝑎𝑥) cos(𝑦

√︀
1− 𝑎2),

𝑉y = −𝑎 cos(𝑎𝑥) sin(𝑦
√︀
1− 𝑎2), (3)

𝑉z = sin(𝑎𝑥) sin(𝑦
√︀
1− 𝑎2),

которое естественно назвать одним из параметрических решений Беркера.
Непосредственной проверкой можно убедиться, что поле скорости (3) бу-
дет винтовым с коэффициентом 𝑘 = −1 при любом значении параметра
𝑎 ∈ [−1, 1].

Проекции линий тока этого ячеистого течения при 𝑎 = 1/
√
2 на плоскость

𝑂𝑥𝑦 представлены на рис. 1, a. В каждой ячейке (размером 𝜋
√
2 × 𝜋

√
2)

формулы (3) описывают течение идеальной жидкости в бесконечной трубе
квадратного сечения (выполнено условие непротекания на стенках трубы).

4. Пример применения метода и новое точное решение. При всех
допустимых (𝑎 ∈ [−1, 1]) значениях параметра 𝑎 для скорости (3) будет вы-
полнено условие rotV = −V (т.е. коэффициент 𝑘 ≡ −1). Это позволяет
применить метод дифференцирования по параметру при 𝑎 ∈ (−1, 1) (кон-
цы отрезка исключены, поскольку в них производные компонент скорости
по 𝑎 не определены). Продифференцируем три компоненты скорости (3) по

параметру 𝑎 и положим 𝑎 = 1/
√
2. Получим поле винтовой (rot ̃︀V = −̃︀V)

скорости

̃︀𝑉x =
𝑥√
2
cos

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
− sin

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
+

𝑦√
2
sin

𝑥√
2
sin

𝑦√
2
,

̃︀𝑉y =
𝑦√
2
cos

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
− sin

𝑦√
2
cos

𝑥√
2
+

𝑥√
2
sin

𝑥√
2
sin

𝑦√
2
, (4)

̃︀𝑉z = 𝑥 cos
𝑥√
2
sin

𝑦√
2
− 𝑦 sin

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
.

Проекции линий тока этого ячеистого течения на плоскость 𝑂𝑥𝑦 представле-
ны на рис. 1, b.
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В отличие от течения (3), в течении (4) ячейки не повторяют друг дру-
га. На рис. 2 представлены два фрагмента течения (4) в увеличенном виде
с указанием направления движения жидкости.

На рис. 2 видны стационарные точки, окруженные замкнутыми линиями
(эти линии есть линии уровня функции 𝜓 = 𝑥 cos x√

2
sin y√

2
− 𝑦 sin x√

2
cos y√

2
).

Каждую из этих замкнутых линий можно рассматривать как сечение бес-

Рис. 1. Проекции линий тока на плоскость Oxy (a = 1/
√
2): a) течение (3);

b) «продифференцированное» течение (4)

[Figure 1. Projections of streamlines onto a plane Oxy (a = 1/
√
2): a) ѕow (3);

b) ҡdifferentiatedә ѕow (4)]

Рис. 2. Два увеличенных фрагмента проекций линий тока течения (4) на плоскость Oxy

[Figure 2. Two enlarged fragments of the streamlines projections (4) onto a plane Oxy]
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конечной цилиндрической трубы, в которой идеальная жидкость течет (со
скоростью (4)) так, что на стенках выполнено условие непротекания.

В известных точных решениях отсутствуют произведения координат на
синусы или косинусы от линейной комбинации координат. Поэтому реше-
ние (4) не может быть получено из известных точных решений (в том числе
и из решения (3)) такими способами тиражирования, как сдвиг и поворот
системы координат, масштабирование, различные симметрии, циклическая
перестановка компонент скорости и координат, векторное суммирование. По-
этому решение (4) есть искомое новое решение, что показывает состоятель-
ность метода дифференцирования по параметру.

Применение метода дифференцирования по параметру к другим пара-
метрическим винтовым решениям с одинаковым 𝑘 (например к решениям
Громеки—Бельтрами) представляется в рамках данной статьи излишним.

Заключение. Предложен новый метод тиражирования точных винто-
вых решений уравнений Эйлера. Применение предложенного в статье метода
дифференцирования по параметру к известному решению Беркера позволи-
ло получить новое точное решение (4). Тем самым доказана состоятельность
предложенного метода дифференцирования по параметру.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.

Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
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Abstract

In the paper, Beltrami flows or helical flows are flows in which the vor-
ticity and velocity vectors are collinear, and the proportionality coefficient
between these vectors is nonzero and is the same at all points of the flow.
A method is proposed that allows using known helical solutions to obtain new
helical solutions of the Euler equations for an incompressible fluid. Some of
these new solutions cannot be obtained by the known methods of replicating
solutions by shifting and rotating the coordinate system, symmetry, scaling,
cyclic permutation of the velocity and coordinate components, vector sum-
mation. The new replication method is applied to such parametric families
of exact solutions in which the proportionality coefficient between velocity
and vorticity remains unchanged for different values of the parameter. The
essence of the method is that for such families the derivative of the velocity
with respect to the parameter is also the helical velocity. The sequential dif-
ferentiation of the speed of a new solution with respect to a parameter gives
an endless chain of new exact solutions.
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