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Дифференциальные уравнения
и математическая физика

УДК 517.956

Метод Римана для уравнений
с доминирующей частной производной (обзор)

© А.Н. Миронов1,2, Л. Б. Миронова1, Ю.О. Яковлева2

1 Казанский (Приволжский) федеральный университет,
Елабужский институт (филиал),
Россия, 423600, Елабуга, ул. Казанская, 89.

2 Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

Данная обзорная статья посвящена классу линейных уравнений с до-
минирующей частной производной вида (𝐷 +𝑀)𝑢 = 𝑓 , где 𝐷𝑢 — сме-
шанная частная производная, а 𝑀 — линейный дифференциальный опе-
ратор, содержащий производные функции 𝑢, получаемые из 𝐷 отбрасы-
ванием по крайней мере одного дифференцирования. Можно отметить
структурное сходство таких уравнений с линейными обыкновенными
дифференциальными уравнениями. Излагается метод Римана для ли-
нейных уравнений с доминирующей частной производной, являющийся
естественным обобщением хорошо известного метода Римана для ги-
перболического уравнения второго порядка с двумя независимыми пе-
ременными.

В статье изложены основные положения теории, разработанной для
уравнения с доминирующей частной производной общего вида, позволя-
ющие заинтересованному читателю применить полученные результаты
к интересующей его задаче.

Дается определение функции Римана как решения интегрального
уравнения Вольтерры, приведено основное дифференциальное тожде-
ство, продемонстрирован процесс получения формулы решения задачи

Обзор
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
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М ирон о в А.Н., М ир о н о в а Л.Б., Як о в л е в а Ю.О.

Коши в терминах функции Римана путем интегрирования указанного
тождества по соответствующей области в 𝑛-мерном пространстве. При-
веден пример построения решения задачи Коши для одного уравнения
третьего порядка.

Далее излагается метод Римана для достаточно широкого класса ли-
нейных систем уравнений гиперболического типа (в том числе с кратны-
ми характеристиками). Данный метод идейно весьма близок к методу
Римана для линейных уравнений с доминирующей частной производ-
ной.

Обсуждаются вопросы приложений метода Римана к исследованию
новых задач для уравнений с частными производными. В частности,
с использованием метода Римана доказана корректность новых гранич-
ных задач для факторизованных гиперболических уравнений, исследо-
ваны вопросы разрешимости интегральных уравнений с частными инте-
гралами, определенная модификация метода Римана позволяет разви-
вать метод РиманаҫАдамара для задач Дарбу. Представление решений
гиперболических систем в явном виде в терминах матрицы Римана поз-
воляет исследовать новые граничные задачи, в частности, задачи с зада-
нием нормальных производных искомых функций на характеристиках,
задачи с условиями на всей границе области, задачи Дарбу.

Изложенный здесь метод Римана для линейных уравнений с домини-
рующей частной производной очевидным образом переносится на мат-
ричные уравнения. В связи с этим указаны некоторые случаи, когда
для таких матричных уравнений построена в явном виде (в терминах
гипергеометрических функций) матрица Римана.

В работе дается обзор литературы, кратко излагается история раз-
вития данного направления в России и за рубежом.

Ключевые слова: метод Римана, функция Римана, матрица Римана,
задача Коши, задача Гурса, задача Дарбу, уравнение с доминирующей
частной производной, гиперболическое уравнение, система уравнений
гиперболического типа, уравнение Бианки, уравнение Векуа, уравнение
Аллера, уравнение БаренблаттаҫЖелтоваҫКочиной, уравнение Бусси-
нескаҫЛява.

Получение: 15 марта 2021 г. / Исправление: 28 апреля 2021 г. /
Принятие: 11 мая 2021 г. / Публикация онлайн: 18 мая 2021 г.

Введение
В данной статье речь идет о классах гиперболических уравнений и си-

стем уравнений, для которых при участии авторов статьи были разработаны
варианты метода Римана, позволяющие строить в явном виде в терминах
функции (или матрицы) Римана решения задач Коши, Гурса и некоторых
других задач. Первоначально метод Римана разрабатывался для уравнений
вида

𝐿(𝑢) ≡ 𝜕m𝑢(𝑥)

𝜕𝑥m1
1 . . . 𝜕𝑥mn

n
+

∑︁

|α|6m−1,
αs6ms, s=1,n

𝑎α(𝑥)
𝜕|α|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥α1
1 . . . 𝜕𝑥αn

n
= 𝑓(𝑥), (1)

где (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n)— декартовы координаты точки 𝑥; 𝑚 = 𝑚1 + · · · + 𝑚n;
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼n), |𝛼| = 𝛼1+· · ·+𝛼n; 𝑚s, 𝛼s, 𝑠 = 1, 𝑛, — целые неотрицательные
числа; 𝑚 > 1; 𝑢(𝑥)— искомая, а 𝑎α, 𝑓 — известные функции.
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Признаком, отличающим уравнения вида (1) от других уравнений с част-
ными производными, является наличие первого слагаемого в правой части (1),
представляющего собой доминирующую производную: все остальные входя-
щие в (1) производные получаются из нее отбрасыванием по крайней мере
одного дифференцирования по какой-либо из независимых переменных. За-
метим, что подобный признак всегда имеет место для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Поэтому можно рассматривать (1) как класс урав-
нений с частными производными, наиболее близкий к классу линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений.

При 𝑚s = 1, 𝑠 = 1, 𝑛, уравнение (1) обычно называют уравнением Бианки.
Итальянский математик Л. Бианки (L. Bianci) одновременно с О. Никколетти
(O. Niccoletti) еще в 1895 г. [1,2] рассматривал его как многомерное обобщение
хорошо известного в математической физике уравнения

𝑢xy + 𝑎𝑢x + 𝑏𝑢y + 𝑐𝑢 = 𝑓.

В связи с этим появление уравнений вида (1) представляет собой естествен-
ный шаг на пути теоретических обобщений.

К частным случаям уравнений (1) сводится задача интегрального пред-
ставления преобразования одних линейных дифференциальных операторов в
другие, они применяются в теории упругости, при изучении фильтрации жид-
кости в трещиноватых породах, влагопереноса в почве, передачи тепла в гете-
рогенных средах, моделировании различных биологических процессов и явле-
ний, при изучении распространения волн в диспергирующих средах, а также
в теории оптимальных процессов и обратных задачах (см. [3, c. 63, 109; 4;
5, c. 5ҫ13; 6ҫ9] и библиографический список в конце текста статьи [10]).

Можно особо отметить широко известные уравнения указанного класса:
полученное И.Н. Векуа [11, c. 258] основное дифференциальное уравнение
изгиба тонкой сферической оболочки

(︁ 𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝜁
+ 2

)︁(︁ 𝜕4

𝜕𝑧2𝜕𝜁2
+ 2

𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝜁
+
𝛿𝐸ℎ𝑅2

𝐷

)︁
𝑢 = Φ(𝑧, 𝜁);

уравнение Аллера (уравнение Баренблатта—Желтова ҫ Кочиной)

𝑢t = (𝑎𝑢x + 𝑏𝑢xt)x,

описывающее диффузию в трещиноватых средах [6; 7, пп. 1.5 и 9.6; 12ҫ14];
уравнение Буссинеска—Лява

𝑢ttxx − 𝑢tt + 𝑢xx = 0,

описывающее волновые процессы в тонком упругом стержне с учетом эффек-
тов инерции и в периодических слоистых средах [15,16]. К виду (1) относятся
и поливибрационные уравнения Д. Манжерона (D. Mangeron) [17,18].

Уравнение Бианки третьего порядка встречается при редукции системы
Дарбу для символов Кристоффеля, описывающей сопряженные криволиней-
ные системы координат [19].

После Л. Бианки и О. Николетти различные вопросы, связанные с урав-
нениями вида (1) изучали H. Bateman, E. Lahaye, D. Mangeron, M. Oǧustöreli,
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D. Colton, S. Easwaran, V. Radochová, A. Corduneany, W. Rundell, M. Stecher
[20ҫ32], В. А. Водахова [33, 34], М. Х. Шхануков [35ҫ37], О. М. Джохад-
зе [38,39], В. И. Корзюк [40], И. Г. Мамедов [41ҫ45] и другие.

М. К. Фаге [46] был предложен вариант метода Римана для уравнения
Бианки произвольного порядка. В этой статье автор констатирует, что «Би-
анки и Николетти разработали лишь формальную часть теории, не вдаваясь
в аналитические детали».

С начала 1990-х годов в Казани сформировалась группа (В. И. Жегалов,
В. А. Севастьянов, Е. А. Уткина, А. Н. Миронов), ведущая систематические
исследования в обсуждаемой области. В частности, в 1990 г. В. И. Жегаловым
[47] было рассмотрено уравнение с переменными коэффициентами

𝑢xyz + 𝑎𝑢xy + 𝑏𝑢yz + 𝑐𝑢xz + 𝑑𝑢x + 𝑒𝑢y + 𝑓𝑢z + 𝑔𝑢 = 0. (2)

Отправным пунктом рассуждений являлся результат И. Н. Векуа из [11], где
было показано, что функция Римана для уравнения

𝐿1(𝑢) ≡ 𝑢xy + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢x + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢y + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

удовлетворяет интегральному уравнению

𝑣(𝑥, 𝑦)−
∫︁ y

τ
𝑎(𝑥, 𝜂)𝑣(𝑥, 𝜂) 𝑑𝜂 −

∫︁ x

t
𝑏(𝜉, 𝑦)𝑣(𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉 +

+

∫︁ x

t

∫︁ y

τ
𝑐(𝜉, 𝜂)𝑣(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜂 𝑑𝜉 = 1

и имеет место тождество

𝜕2(𝑢𝑅)

𝜕𝑥𝜕𝑦
−𝑅𝐿1(𝑢) ≡

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝑢
(︁𝜕𝑅
𝜕𝑦

− 𝑎𝑅
)︁]︁

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝑢
(︁𝜕𝑅
𝜕𝑥

− 𝑏𝑅
)︁]︁
,

отличающееся от тождества, использованного Б. Риманом. Данная модифи-
кация метода Римана допускала возможность его распространения на случай
уравнения (2), что и было реализовано в [47].

Позднее в ряде работ В. И. Жегалова, В. А. Севастьянова и Е. А. Утки-
ной этот модифицированный метод был распространен на класс уравнений
с доминирующей частной производной [8, 48ҫ57], при этом для уравнений
с кратным дифференцированием изучалась задача Гурса, а задача Коши ис-
следовалась лишь для уравнения Бианки. Существенное значение имеет то,
что функция Римана в этих работах определяется не как решение сопряжен-
ного уравнения, удовлетворяющее граничным условиям, число которых очень
быстро увеличивается с ростом 𝑛, а как решение некоторого интегрального
уравнения. Отметим еще, что при построении решений задач Коши В. А. Се-
вастьянов использовал аппарат дифференциальных форм. Оба указанных
изменения привели к существенному уменьшению сложности выкладок, и вы-
вод окончательных формул решения стал более компактным. Это позволило
получить более лаконичную и прозрачную схему решения задач Гурса и Ко-
ши, чем в работах предыдущих авторов. Кроме того, предложенный вариант
оказался конструктивным в том смысле, что удалось выделить ряд новых
случаев, когда решение может быть записано в явном виде [50,51,58,59].
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Далее естественно было перейти к построению теории уравнения (1) в об-
щем случае, когда искомая функция содержит кратное дифференцирование
по независимым переменным. Часто такие уравнения называются псевдопа-
раболическими (первым такое название использовал Д. Колтон в 1972 г. [24]).

В 2005 г. Е. А. Уткиной было доказано тождество [60,61], необходимое для
решения задачи Гурса в общем случае уравнения (1). Главным недостатком
предложенного тождества было то, что его структура отличалась от тож-
дества для уравнения Бианки. Полученная формула решения задачи Гурса
позволила распространить теорию характеристических задач с нормальными
производными в граничных условиях со случая уравнения Бианки на общее
псевдопараболическое уравнение (1) [62].

А. Н. Мироновым для уравнения (1) было предложено тождество, имею-
щее структуру тождества для уравнения Бианки, что позволило применить
метод Римана и к задаче Коши [63,64]. В работе [65] для уравнения (1) в тер-
минах функции Римана построено решение задачи, из формулы решения ко-
торой формула решения задачи Гурса может быть получена как частный
случай.

Одной из областей применения результатов, связанных с использованием
метода Римана для уравнения (1), являются краевые задачи для факторизо-
ванных уравнений вида

(︁ 𝜕

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝜕

𝜕𝑥n

)︁
𝐿𝑢 = 0,

где 𝐿— оператор уравнения (1). Для таких уравнений поставлены новые кра-
евые задачи неклассического характера и получены условия их однозначной
разрешимости [66,67].

Применение метода Римана позволяет вести поиск новых возможностей
решения уравнений вида (1) и граничных задач для них в явном виде. Вы-
делено значительное число уравнений, допускающих эффективную разреши-
мость в терминах функции Римана [69ҫ74]. Указанные результаты применя-
ются и к решению в явном виде интегральных уравнений Вольтерра, в том
числе с несколькими независимыми переменными [75,76].

Наконец, был разработан векторно-матричный аналог метода Римана для
некоторого класса гиперболических систем (который включает системы с крат-
ными характеристиками). Поставлен ряд новых характеристических задач
для подобных систем в пространствах R

n и исследован характер их разреши-
мости [77ҫ81].

В последнее время на основе метода Римана развивается метод Римана—
Адамара, позволяющий строить решения задач Дарбу для уравнений Бианки
и систем уравнений гиперболического типа в терминах функции или матрицы
Римана—Адамара [82ҫ84].

Некоторое время, начиная с 1991 г., метод Римана для уравнений Биан-
ки развивался в Самаре (см., например, [85, 86]). Обзор методов построения
функции Римана для уравнения Бианки при 𝑛 = 2 содержится в работе [87].

В данной работе мы останавливаемся на описании наиболее общих ре-
зультатов для уравнения (1), которые позволяют применять метод Римана
в разнообразных частных случаях, возникающих при изучении краевых за-
дач для рассмотренных здесь классов гиперболических уравнений и систем.
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1. Построение решения задачи Коши методом Римана
Здесь изложен процесс построения решения задачи Коши в терминах

функции Римана, то есть дается решение поставленной М. К. Фаге зада-
чи [46]: построить в терминах функции Римана решение задачи Коши для
уравнения с доминирующей частной производной в общем случае.

Изложенные ниже результаты с полными доказательствами опубликова-
ны в [64].

Рассмотрим уравнение (1), записанное в следующей форме

𝐿(𝑢) ≡
∑︁

06qi6mi,
i=1,n

𝑎q1q2...qn(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n)𝑢xq1
1 x

q2
2 ...xqn

n
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n), (3)

где 𝑎q1q2...qn , 𝑓 — заданные функции; 𝑎m1m2...mn ≡ 1; 𝑢— искомая функция;
порядок уравнения (3) равен 𝑚 = 𝑚1 +𝑚2 + · · ·+𝑚n.

1.1. Основное тождество. Считаем, что коэффициенты (3) удовлетво-

ряют включениям 𝑎q1q2...qn ∈ 𝐶(q1,q2,...,qn), 𝑓 ∈ 𝐶 в замыкании рассматрива-
емой области 𝐺 (областью всюду будем называть открытое связное множе-

ство). Класс 𝐶(q1,q2,...,qn)(𝐺) означает существование и непрерывность всех

производных 𝜕l1+l2+···+ln/𝜕𝑥l11 𝜕𝑥
l2
2 . . . 𝜕𝑥

ln
n , 𝑙i = 0, 𝑞i, 𝑖 = 1, 𝑛, на множестве 𝐺.

Введем для (3) функцию Римана 𝑅 = 𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) как решение инте-
грального уравнения

𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) +
n∑︁

k=1

∑︁

Qk,n

∫︁ xq1

ξq1

∫︁ xq2

ξq2

· · ·
∫︁ xqk

ξqk

𝐹q1q2...qk(𝑥1, 𝑥2, . . . ,

𝑥n, 𝛼q1 , 𝛼q2 , . . . , 𝛼qk)𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥q1−1, 𝛼q1 , 𝑥q1+1, . . . ,

𝑥qk−1, 𝛼qk , 𝑥qk+1, . . . , 𝑥n) 𝑑𝛼qk . . . 𝑑𝛼q2𝑑𝛼q1 = 1, (4)

где вторая сумма берется по множеству всех упорядоченных наборов индек-
сов 𝑄k,n = {(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞k) | 1 6 𝑞1 < 𝑞2 < · · · < 𝑞k 6 𝑛};

𝐹q1q2...qk(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n, 𝛼q1 , 𝛼q2 , . . . , 𝛼qk) =

=

mq1−1∑︁

pq1=0

mq2−1∑︁

pq2=0

· · ·
mqk

−1∑︁

pqk=0

(−1)

k∑︀

i=1
(mqi

−pqi )
𝑎p1p2...pn(𝑥1, 𝑥2, . . . ,

𝑥q1−1, 𝛼q1 , 𝑥q1+1, . . . , 𝑥qk−1, 𝛼qk , 𝑥qk+1, . . . , 𝑥n)
k∏︁

j=1

(𝑥qj − 𝛼qj )
mqj

−pj−1

(𝑚qj − 𝑝j − 1)!
,

причем если 𝑖 ̸= 𝑞j , то 𝑝i = 0. Здесь 𝑥i, 𝛼i ∈ [𝜉i, 𝜂i], 𝑖 = 1, 𝑛.

Пусть Ω = [𝜉1, 𝜂1] × [𝜉2, 𝜂2] × · · · × [𝜉n, 𝜂n] ⊂ 𝐺. Решение (4) существует
и единственно в классе 𝐶(Ω). Как обычно (например [88, с. 63]), считаем 𝑅
функцией как переменных (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n), так и параметров (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n):

𝑅 = 𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n).

Из (4) следует, что 𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥n;𝑥1, . . . , 𝑥n) ≡ 1.
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Рассмотрим конструкции

𝐴l1l2...ln(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n) =

=

l1∑︁

s1=0

l2∑︁

s2=0

· · ·
ln∑︁

sn=0

(−1)
∑︀n

i=1 si(𝑅𝑎m1−s1,m2−s2,...,mn−sn)xl1−s1
1 x

l2−s2
2 ...xln−sn

n
, (5)

0 6 𝑙i 6 𝑚i, 𝑖 = 1, 𝑛.

Всего имеется (𝑚1 + 1)(𝑚2 + 1) · · · (𝑚n + 1) конструкций вида (5) (как и ко-
эффициентов уравнения (3)), причем 𝐴m1m2...mn = 0 есть сопряженное к (3)
уравнение 𝐿*(𝑅) = 0, а 𝐴00...0 ≡ 𝑅.

Из уравнения (4) вытекают тождества

𝐴l1l2...ln(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥q1−1, 𝜉q1 , 𝑥q1+1, . . . ,

𝑥qk−1, 𝜉qk , 𝑥qk+1, . . . , 𝑥n; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n) ≡ 0 (6)

при 𝑙q1 6 𝑚q1 − 1, . . . , 𝑙qk 6 𝑚qk − 1, 𝑙r = 𝑚r, 𝑟 ̸= 𝑞i, 𝑖 = 1, 𝑘. Покажем это.
Дифференцируем (4) 𝑙1 раз по 𝑥1, 𝑙2 раз по 𝑥2, . . . , 𝑙n раз по 𝑥n, после чего

полагаем 𝑥q1 = 𝜉q1 , 𝑥q2 = 𝜉q2 , . . . , 𝑥qk = 𝜉qk , где 𝑙q1 6 𝑚q1 −1, 𝑙q2 6 𝑚q2 −1, . . . ,

𝑙qk 6 𝑚qk − 1, а 𝑙r = 𝑚r при 𝑟 ̸= 𝑞i, 𝑖 = 1, 𝑘. Тогда

𝑅
x
l1
1 x

l2
2 ...xln

n
+

m1−1∑︁

p1=m1−l1

m2−1∑︁

p2=m2−l2

· · ·
mn−1∑︁

pn=mn−ln

(−1)
∑︀n

i=1 mi−pi ×

× (𝑅𝑎p1p2...pn)xl1+p1−m1
1 x

l2+p2−m2
2 ...xln+pn−mn

n
= 0. (7)

Ясно, что (7) есть равенство

𝐴l1l2...ln(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥q1−1, 𝜉q1 , 𝑥q1+1, . . . ,

𝑥qk−1, 𝜉qk , 𝑥qk+1, . . . , 𝑥n; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n) = 0.

Чтобы в этом убедиться, достаточно положить 𝑠1 = 𝑚1−𝑝1, 𝑠2 = 𝑚2−𝑝2, . . . ,
𝑠n = 𝑚n − 𝑝n.

Центральную роль в дальнейшем играет тождество

𝑅𝐿(𝑢) ≡
∑︁

pi6mi,∑︀
pi<

∑︀
mi,

06li61,
i=1,n

(−1)
∑︀n

i=1 pi(𝐴p1p2...pn𝑢xm1−l1−p1
1 x

m2−l2−p2
2 ...xmn−ln−pn

n
)
x
l1
1 x

l2
2 ...xln

n
, (8)

где 𝑝i, 𝑚i, 𝑙i — целые неотрицательные числа, справедливые для любой функ-
ции класса 𝐶(m1,...,mn). В сумме (8) каждое слагаемое встречается лишь один
раз и определяется конструкцией 𝐴p1p2...pn (точнее, набором (𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝n)).
Формула (8) строится по следующему правилу. Берется набор (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝n),
затем определяется набор (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙n) так, чтобы 𝑝1 + 𝑙1 6 𝑚1, 𝑝2 + 𝑙2 6

6 𝑚2, . . . , 𝑝n + 𝑙n 6 𝑚n, при этом берутся наибольшие значения 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙n
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(т. е. 𝑙i = 1, если 𝑝i < 𝑚i; 𝑙i = 0, если 𝑝i = 𝑚i). Эти наборы (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝n),
(𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙n) однозначно определяют слагаемое из (8).

Тождество (8) доказано в [64] методом математической индукции.

1.2. Построение решения задачи Коши. В пространстве R
n рассмот-

рим поверхность 𝑆 класса 𝐶m−1, заданную уравнениями

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑥1 = 𝑥1(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1),
𝑥2 = 𝑥2(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑥n = 𝑥n(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1),

rank

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑥1
𝜕𝜇1

· · · 𝜕𝑥n
𝜕𝜇1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜕𝑥1
𝜕𝜇n−1

· · · 𝜕𝑥n
𝜕𝜇n−1

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 𝑛− 1, (9)

(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1) ∈ 𝐻, где 𝐻 — область пространства R
n−1. Считаем, что 𝑆

в каждой своей точке имеет касательную плоскость, не параллельную ни
одной из координатных осей.

Выберем точку 𝑃 (𝑥01, 𝑥
0
2, . . . , 𝑥

0
n) так, чтобы плоскости 𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . ,

𝑥n = 𝑥0n вырезали из поверхности 𝑆 ограниченный участок 𝑆0. Обозначим
через 𝐷0 конечную область пространства R

n, ограниченную плоскостями
𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . , 𝑥n = 𝑥0n и поверхностью 𝑆0. Считаем ориентацию
области 𝐷0 положительной.

Регулярным в области𝐷0 решением уравнения (3) назовем решение, непре-
рывное в 𝐷0 вместе со всеми входящими в это уравнение производными.

Задача Коши. Найти регулярное в области 𝐷0 решение уравнения (3),
удовлетворяющее условиям

𝜕k𝑢

𝜕𝑙k

⃒⃒
⃒
S0

= 𝜓k, 𝑘 = 0,𝑚− 1, (10)

𝜓k ∈ 𝐶m−k(𝑆0), а �⃗�— заданное на 𝑆 некасательное к этой поверхности поле
направлений.

Пусть поле направлений �⃗� задано вектором

�⃗�
(︀
𝑙1(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1), . . . , 𝑙n(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1)

)︀
, |⃗𝑙| ≡ 1.

Введем систему координат, связанную с поверхностью 𝑆:

𝑥i = 𝑥i(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1) + 𝑙i(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇n−1)𝜇n, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝜇n ∈ R.

Поле направлений �⃗� некасательно к 𝑆, следовательно, существует обратное
преобразование координат 𝜇i = 𝜇i(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) класса 𝐶m−1 в окрестности
поверхности 𝑆 [89, с. 495].

Отметим, что значения 𝑢 и ее производных на 𝑆 определяются по данным
(10), поскольку частные производные решения 𝑢 на поверхности 𝑆 по 𝑥1, . . . ,
𝑥n находятся дифференцированием 𝑢 = 𝑈(𝜇1(𝑥1, . . . , 𝑥n), . . . , 𝜇n(𝑥1, . . . , 𝑥n))
как сложной функции. Нетрудно заметить, что в силу условий гладкости,
налагаемых на поверхность 𝑆 и данные смешанной задачи, все частные про-
изводные на 𝑆0 до порядка (𝑚− 1) включительно, входящие в уравнение (3),
будут непрерывными функциями.
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Решение задачи Коши существует и единственно, так как заменой

𝑣 = 𝑢xm1
1 x

m2
2 ...xmn

n

задача Коши сводится к интегральному уравнению с частными интегралами
относительно функции 𝑣, решение которого существует и единственно в клас-
се непрерывных функций. Покажем это. Поверхность 𝑆 может быть задана
уравнениями 𝑥i = 𝜎i(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥i−1, 𝑥i+1, . . . , 𝑥n). Введем интегральные опе-
раторы

𝐼j𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥n) =

∫︁ xj

σj

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥j−1, 𝛼j , 𝑥j+1, 𝑥n) 𝑑𝛼j .

Тогда

𝑢
x
m1−k1
1 x

m2−k2
2 ...xmn−kn

n
= 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥n) + 𝐼k11 𝐼k22 . . . 𝐼knn 𝑣(𝑥1, . . . , 𝑥n), (11)

где функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥n), очевидно, определяется по известным значениям
частных производных функции 𝑢 на поверхности 𝑆. Учтем, что

𝐼
kj
j 𝑣(𝑥1, . . . , 𝑥n) =

∫︁ xj

x1
j

(𝑥j − 𝛼j)
kj−1

(𝑘j − 1)!
𝑣(𝑥1, . . . , 𝑥j−1, 𝛼j , 𝑥j+1, 𝑥n) 𝑑𝛼j .

Подставляя (11) в (3), получим интегральное уравнение относительно функ-
ции 𝑣:

𝑣(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) +
n∑︁

k=1

∑︁

Qk,n

∫︁ xq1

σq1

∫︁ xq2

σq2

· · ·
∫︁ xqk

σqk

Φq1q2...qk(𝑥1, 𝑥2, . . . ,

𝑥n, 𝛼q1 , 𝛼q2 , . . . , 𝛼qk)𝑣(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥q1−1, 𝛼q1 , 𝑥q1+1, . . . ,

𝑥qk−1, 𝛼qk , 𝑥qk+1, . . . , 𝑥n)𝑑𝛼qk . . . 𝑑𝛼q2𝑑𝛼q1 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥n),

Φq1q2...qk(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n, 𝛼q1 , 𝛼q2 , . . . , 𝛼qk) =

=

mq1−1∑︁

pq1=0

mq2−1∑︁

pq2=0

· · ·
mqk

−1∑︁

pqk=0

𝑎p1p2...pn(𝑥1, . . . , 𝑥n)

k∏︁

j=1

(𝑥qj − 𝛼qj )
mqj

−pqj−1

(𝑚qj − 𝑝qj − 1)!
,

причем если 𝑖 ̸= 𝑞j , то 𝑝i = 𝑚i. Очевидно, 𝑓1 — известная непрерывная функ-
ция. Это уравнение Вольтерра с непрерывными ядрами и свободным членом
(как и приведенное выше уравнение (4)). Его решение существует и един-
ственно в классе непрерывных функций.

По известной функции 𝑣 однозначно восстанавливаем функцию 𝑢 в обла-
сти 𝐷0, используя известные значения 𝑢 и ее производных на 𝑆0. Ясно, что
найденная таким образом функция 𝑢 является регулярным решением урав-
нения (3).

Проведем через точку 𝑀(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n)∈𝐷0 плоскости 𝑥1 = 𝜉1, 𝑥2 = 𝜉2, . . . ,
𝑥n = 𝜉n. Получим область 𝐷 ⊂ 𝐷0, граница которой образована указанными
плоскостями и частью поверхности 𝑆0, которую обозначим через 𝑆1. Ясно,

215



М ирон о в А.Н., М ир о н о в а Л.Б., Як о в л е в а Ю.О.

что для решения задачи Коши достаточно найти значение решения уравне-
ния (3) в точке 𝑀 . Это достигается путем интегрирования тождества (8) по
области 𝐷 с использованием общей формулы Стокса:

∫︁

D

(︁ k∑︁

i=1

𝜕𝐴i

𝜕𝑥i

)︁
𝑑𝑥1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥k =

=

∫︁

∂D

k∑︁

i=1

(−1)i−1𝐴i𝑑𝑥1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥k, (12)

где 𝜕𝐷— граница области 𝐷.
Введем следующие обозначения:

𝑄 = {1, 2, . . . , 𝑛},

𝑄l,l+k
n =

{︀
(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞n) | {𝑞j | 1 6 𝑗 6 𝑛} = {1, 2, . . . , 𝑛},

𝑞1 < · · · < 𝑞l, 𝑞l+1 < · · · < 𝑞l+k, 𝑞l+k+1 < · · · < 𝑞n
}︀
,

𝐵q1 =
∑︁

06lqi61,
i=2,n, lq1=1,
pr6mr, r=1,n

(−1)
∑︀n

i=1 pi
∑︀n

i=1 𝑙qi
×

×
(︀
𝐴p1...pn𝑢x

mq1−pq1−1
q1

x
mq2−pq2−lq2
q2

...x
mqn−pqn−lqn
qn

)︀
x
lq2
q2

...x
lqn
qn

,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

𝐵q1...qk =
∑︁

06lqi61,

i=k+1,n,
lqj=1, j=1,k,

pr6mr, r=1,n

(−1)
∑︀n

i=1 pi

∏︀k
j=1

∑︀n
i=j 𝑙qi

×

×
(︀
𝐴p1...pn𝑢

x
mq1−pq1−1
q1

...x
mqk

−pqk
−1

qk
x
mqk+1

−pqk+1
−lqk+1

qk+1
...x

mqn−pqn−lqn
qn

)︀
x
lqk+1
qk+1

...x
lqn
qn

.

Конструкции 𝐵q1...qk , получающиеся перестановкой индексов, совпадают.
Рассмотрим совокупность ориентированных многообразий, обозначаемых

символами 𝑆1, 𝐷 и 𝜕𝐷 с индексами, являющимися комбинациями из 1, 2, . . . ,
𝑛− 1 различных цифр 1, 2, . . . , 𝑛 (каждая из которых соответствует номеру
переменной). При этом 𝑆1- и 𝐷-многообразия с индексами являются пере-
сечениями соответственно 𝑆1 и 𝐷 с соответствующими плоскостями, а 𝜕𝐷-
многообразия с индексами — краями соответствующих 𝐷-многообразий. На-
пример 𝑆1

12 — множество точек поверхности 𝑆1, лежащих в плоскостях 𝑥1 = 𝜉1
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и 𝑥2 = 𝜉2. Ясно, что геометрически 𝑆1-многообразия содержатся в 𝜕𝐷-мно-
гообразиях с теми же индексами, а 𝐷-многообразия — в 𝜕𝐷-многообразиях
с теми же индексами без последнего. Например, 𝑆1

2 — часть 𝜕𝐷2, 𝐷312 — часть
𝜕𝐷31. Ориентации 𝜕𝐷-многообразий считаем согласованными с ориентация-
ми соответствующих 𝐷-многообразий. В результате будут определены все
введенные ориентированные многообразия. Два из рассмотренных как 𝐷,
так и 𝑆1-многообразия геометрически совпадают, если их индексы образо-
ваны одним и тем же неупорядоченным набором переменных. При этом если
индексы одного из них получаются четной перестановкой индексов другого,
то ориентации этих многообразий совпадают, а в случае нечетной переста-
новки ориентации противоположны.

Запишем правую часть тождества (8) в дивергентной форме:

𝑅𝐿(𝑢) =
n∑︁

i=1

𝜕𝐵i

𝜕𝑥i
. (13)

Пусть 𝑢— регулярное решение уравнения (3). Тогда, интегрируя (13) по об-
ласти 𝐷 и применяя общую формулу Стокса (12) при 𝑘 = 𝑛, получим

∫︁

D
𝑅𝑓𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥n =

∫︁

∂D

∑︁

Q1,1
n

(−1)q1−1𝐵q1𝑑𝑥q2 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn .

Заменим интеграл по множеству 𝜕𝐷 суммой интегралов по его составляю-
щим:

∫︁

∂D

∑︁

Q1,1
n

(−1)q1−1𝐵q1𝑑𝑥q2 ∧· · ·∧𝑑𝑥qn =
∑︁

Q1,1
n

(−1)q1−1

∫︁

Dq1

𝐵q1𝑑𝑥q2 ∧· · ·∧𝑑𝑥qn +

+
∑︁

Q1,1
n

(−1)q1−1

∫︁

S1

𝐵q1𝑑𝑥q2 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn . (14)

Учтем, что входящие в 𝐵q1 слагаемые, соответствующие 𝑙q2 = 𝑙q3 = . . . =
= 𝑙qn = 0, тождественно равны нулю на 𝐷q1 в силу (6). Поэтому 𝐵q1 на 𝐷q1
можно снова записать в дивергентном виде:

𝐵q1 =
∑︁

i∈Q\{q1}

𝜕𝐵q1i

𝜕𝑥i
. (15)

Подставив (15) в первую сумму правой части (14), применяем формулу Стокса:

𝐼1 =
∑︁

Q1,1
n

(−1)q1−1

∫︁

Dq1

𝐵q1𝑑𝑥q2 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn =

= 2!
∑︁

Q2,1
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

Dq1q2

𝐵q1q2𝑑𝑥q3 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn +
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+
∑︁

Q1,2
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

S1
q1

𝐵q1q2𝑑𝑥q3 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn , (16)

где 𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)— знак перестановки
(︀

1 ...n
q1...qn

)︀
. При получении (16) мы перешли

от интеграла по множеству 𝐷q1 к интегралу по его границе 𝜕𝐷q1 , разбив
затем множество 𝜕𝐷q1 на его составляющие. При этом учтено, что 𝐷ij и 𝐷ji

совпадают как множества, но имеют противоположные ориентации. То есть
в процессе вычислений появляются одинаковые интегралы (их количество
равно 2) по одной области с точностью до ориентации. Нетрудно заметить,
что с учетом знаков эти члены оказываются равными, поэтому мы оставляем
интеграл с коэффициентом 2! по 𝐷-многообразию с упорядоченным набором
индексов. Знак перед ним можно записать в виде 𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n).

Далее мы будем продолжать этот процесс, то есть заменять интегралы по
областям 𝜕𝐷q1...qp суммами интегралов по их составляющим, а затем пред-
ставлять подынтегральные выражения интегралов по областям 𝐷q1...qpqp+1 в
дивергентном виде (что возможно в силу тождеств (6)). При этом, как уже
было указано выше, будут появляться одинаковые интегралы. Например, при
фиксированном множестве {𝑞i | 1 6 𝑖 6 𝑘} будет 𝑘! интегралов от одного вы-
ражения по областям 𝐷h1...hk

, где (ℎ1, . . . , ℎk)— всевозможные перестановки
(𝑞1, . . . , 𝑞k). С учетом знаков все эти 𝑘! интегралов равны между собой.

Итак, слагаемые в 𝐵q1q2 при 𝑙q3 = 𝑙q4 = · · · = 𝑙qn = 0 тождественно равны
нулю на 𝐷q1q2 в силу (6), поэтому 𝐵q1q2 на 𝐷q1q2 можно записать в дивергент-
ном виде:

𝐵q1q2 =
∑︁

i∈Q\{q1,q2}

𝜕𝐵q1q2i

𝜕𝑥i
.

Тогда

𝐼2 = 2!
∑︁

Q2,1
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

Dq1q2

𝐵q1q2𝑑𝑥q3 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn =

= 3!
∑︁

Q3,1
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

Dq1q2q3

𝐵q1q2q3𝑑𝑥q4 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn +

+ 2!
∑︁

Q2,2
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

S1
q1q2

𝐵q1q2q3𝑑𝑥q4 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn .

Дальнейший ход преобразований ясен из предыдущего. Для завершения про-
цесса получения окончательной формулы надо определиться, каким будет
последний шаг. Нетрудно видеть, что последним шагом будут одномерные
интегралы. Очевидно, имеем

𝐼n−2 = (𝑛− 1)!
∑︁

Qn−1,1
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

Dq1...qn−1

𝐵q1...qn−1𝑑𝑥qn+

+ (𝑛− 2)!
∑︁

Qn−2,2
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

S1
q1...qn−2

𝐵q1...qn−1𝑑𝑥qn ,
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𝐼n−1 = (𝑛− 1)!
∑︁

Qn−1,1
n

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞n)

∫︁

Dq1...qn−1

𝜕𝐵q1...qn

𝜕𝑥qn
𝑑𝑥qn =

= (𝑛− 1)!𝑛𝐵1...n(𝑀)− (𝑛− 1)!
∑︁

Qn−1,1
n

𝐵1...n(𝑆
1
q1q2...qn−1

) =

=
∑︁

pi<mi,
i=1,n

(−1)
∑︀n

i=1 pi(𝐴p1p2...pn𝑢xm1−p1−1
1 x

m2−p2−1
2 ...xmn−pn−1

n
)(𝑀)−

− 1

𝑛

∑︁

Qn−1,1
n

∑︁

pi<mi,
i=1,n

(−1)
∑︀n

i=1 pi(𝐴p1p2...pn𝑢xm1−p1−1
1 ...xmn−pn−1

n
)(𝑆1

q1q2...qn−1
) =

= 𝑢
x
m1−1
1 x

m2−1
2 ...xmn−1

n
(𝑀)−

− 1

𝑛

∑︁

Qn−1,1
n

∑︁

pi<mi,
i=1,n

(−1)
∑︀n

i=1 pi(𝐴p1p2...pn𝑢xm1−p1−1
1 ...xmn−pn−1

n
)(𝑆1

q1q2...qn−1
).

Здесь снова учтены тождества (6) при 𝑥1 = 𝜉1, . . . , 𝑥n = 𝜉n.
Окончательно получаем

𝑢
x
m1−1
1 x

m2−1
2 ...xmn−1

n
(𝑀) =

=
1

𝑛

∑︁

Qn−1,1
n

∑︁

pi<mi,
i=1,n

(−1)
∑︀n

i=1 pi(𝐴p1p2...pn𝑢xm1−p1−1
1 ...xmn−pn−1

n
)(𝑆1

q1q2...qn−1
)−

−
n−2∑︁

k=0

∑︁

Qk,2
n

𝜎(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞n)𝑘!

∫︁

S1
q1q2...qk

𝐵q1q2...qkqk+1
𝑑𝑥qk+2

∧ · · · ∧ 𝑑𝑥qn+

+

∫︁

D
𝑅𝑓𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥n. (17)

Формулу (17) можно переписать в виде

𝑢
x
m1−1
1 x

m2−1
2 ...xmn−1

n
(𝑀) = Φ(𝑀), (18)

где правая часть (17) Φ(𝑀) содержит значения 𝑢 и ее производных на 𝑆.
Эти значения могут быть определены по данным Коши (10). Действительно,
частные производные решения 𝑢 на поверхности 𝑆 по 𝑥1, . . . , 𝑥n находятся
дифференцированием 𝑢 = 𝑈(𝜇1(𝑥1, . . . , 𝑥n), . . . , 𝜇n(𝑥1, . . . , 𝑥n)) как сложной
функции.

Из приведенных рассуждений следует

Теорема 1.1. Решение задачи Коши для уравнения (3) с граничными усло-
виями (10) существует, единственно и его можно вычислить, используя
формулу (18).

Отметим, что в работе [65] на основе изложенных выше результатов для
уравнения (1) рассмотрена задача, названная смешанной, из построенного
решения которой как частный случай получается решение задачи Гурса.
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1.3. Задача на плоскости. В качестве примера рассмотрим один част-
ный случай, когда число независимых переменных равно двум. Предложен-
ную выше схему построения решения задачи Коши применим к уравнению

𝐿(𝑢) ≡ 𝑢xxy + 𝑎20𝑢xx + 𝑎11𝑢xy + 𝑎10𝑢x + 𝑎01𝑢y + 𝑎00𝑢 = 𝑓. (19)

Считаем, что выполняются включения 𝑎ij ∈ 𝐶(i,j), 𝑓 ∈ 𝐶.
Частным случаем (19) является уже упомянутое выше уравнение Аллера

𝑢t = (𝑎𝑢x + 𝑏𝑢xt)x.

Рассмотрим треугольную область 𝐷 плоскости (𝜉, 𝜂), ограниченную ха-
рактеристиками 𝜉 = 𝑥0, 𝜂 = 𝑦0, 𝑥0 > 0, 𝑦0 > 0, и отрезком кривой Σ: 𝜂 = 𝜎(𝜉),
𝜎′(𝜉) < 0, класса 𝐶2.

Сформулируем задачу Коши: найти в 𝐷 регулярное решение (19), удовле-
творяющее условиям

𝑢
⃒⃒
Σ
= 𝑢0(𝜉),

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒
⃒
Σ
= 𝑢1(𝜉),

𝜕2𝑢

𝜕𝑛2

⃒⃒
⃒
Σ
= 𝑢2(𝜉). (20)

Здесь �⃗�— единичный вектор внешней нормали:

�⃗� = (𝜎′/∆,−1/∆), ∆ =

√︁
1 + 𝜎′2(𝑥);

𝑢0 ∈ 𝐶2[0, 𝑥0], 𝑢1 ∈ 𝐶1[0, 𝑥0], 𝑢2 ∈ 𝐶[0, 𝑥0].

Тождество (8) принимает вид

𝑅𝐿(𝑢) ≡ (𝑅𝑢x)xy − (𝐴10𝑢)xy − (𝐴01𝑢x)x + (𝐴11𝑢)x + (𝐴20𝑢)y, (21)

где
𝐴10 = 𝑅x − 𝑎11𝑅, 𝐴01 = 𝑅y − 𝑎20𝑅,

𝐴11 = 𝑅xy − (𝑎20𝑅)x − (𝑎11𝑅)y + 𝑎10𝑅,

𝐴20 = 𝑅xx − (𝑎11𝑅)x + 𝑎01𝑅.

Здесь𝑅 зависит от (𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂), а коэффициенты уравнения — от (𝑥, 𝑦); 𝑢(𝑥, 𝑦)—

любая функция из 𝐶(2,1).
Функция Римана является решением уравнения

𝑣(𝑥, 𝑦)−
∫︁ y

η
𝑎20(𝑥, 𝛽)𝑣(𝑥, 𝛽) 𝑑𝛽−

∫︁ x

ξ

[︀
𝑎11(𝛼, 𝑦)− (𝑥−𝛼)𝑎01(𝛼, 𝑦)

]︀
𝑣(𝛼, 𝑦) 𝑑𝛼+

+

∫︁ x

ξ

∫︁ y

η

[︀
𝑎10(𝛼, 𝛽)− (𝑥− 𝛼)𝑎00(𝛼, 𝛽)

]︀
𝑣(𝛼, 𝛽) 𝑑𝛽𝑑𝛼 = 1. (22)

Из (22) следует, что

𝐴10(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝑦) ≡ 𝐴01(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝜂) ≡ 𝐴11(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝜂) ≡ 𝐴20(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝑦) ≡ 0,

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝑦) ≡ 1.
(23)
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Запишем (21) в дивергентной форме:

𝑅𝐿(𝑢) ≡ 𝜕𝐵1

𝜕𝑥
+
𝜕𝐵2

𝜕𝑦
,

где

𝐵1 =
1

2
(𝑅𝑢x)y −

1

2
(𝐴10𝑢)y −𝐴01𝑢x +𝐴11𝑢,

𝐵2 =
1

2
(𝑅𝑢x)x −

1

2
(𝐴10𝑢)x +𝐴20𝑢.

Рассмотрим точку (𝑥, 𝑦) из𝐷. Пусть 𝑦1 = 𝜎(𝑥), 𝑦 = 𝜎(𝑥1);𝐷xy и Σxy — час-
ти области 𝐷 и кривой Σ соответственно, лежащие между характеристиками
𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 𝑦. Поменяв в (21) ролями переменные 𝜉 с 𝑥, 𝜂 с 𝑦, проинтегрируем
(21) по (𝜉, 𝜂) по области 𝐷xy. Использовав формулу Грина, получим

x

Dxy

𝑅𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ x

x1

𝐵2

⃒⃒
⃒
η=y

𝑑𝜉 +

∫︁ y

y1

𝐵1

⃒⃒
⃒
ξ=x

𝑑𝜂 +

∫︁

Σxy

𝐵1𝑑𝜂 −𝐵2𝑑𝜉.

Учитывая тождества (23), после очевидных преобразований получим част-
ный случай формулы (17):

𝑢ξ(𝑥, 𝑦) =
1

2
𝑅𝑢x(𝑥1, 𝑦, 𝑥, 𝑦) +

1

2
𝑅𝑢x(𝑥, 𝑦1, 𝑥, 𝑦)−

1

2
𝐴10𝑢(𝑥1, 𝑦, 𝑥, 𝑦)−

− 1

2
𝐴10𝑢(𝑥, 𝑦1, 𝑥, 𝑦)−

∫︁

Σxy

𝐵1𝑑𝜂 −𝐵2𝑑𝜉 +
x

Dxy

𝑅𝑓𝑑𝜉𝑑𝜂. (24)

Формула (24) содержит заданные на Σ значения 𝑢, 𝑢x, 𝑢y, 𝑢xx, 𝑢xy. В дан-
ном случае явный вид уравнений, из которых по данным Коши могут быть
найдены эти значения, не является слишком громоздким. Запишем эти урав-
нения. Из (20) получаем

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜎′

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢′0,

𝜎′

∆

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 1

∆

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢1,

𝜎′′
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝜎′

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝜎′2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑢′′0,

𝜎′′∆− 𝜎′∆′

∆2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

∆′

∆2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜎′

∆

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜎′2 − 1

∆

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝜎′

∆

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑢′1,

𝜎′2

∆2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2𝜎′

∆2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

1

∆2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑢2,

где все значения берутся на кривой 𝑆0. Определитель этой системы

1

∆4

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

1 𝜎′ 0 0 0
𝜎′ −1 0 0 0

0 𝜎′′ 1 2𝜎′ 𝜎′2

𝜎′′∆− 𝜎′∆′

∆

∆′

∆
𝜎′ 𝜎′2 − 1 −𝜎′

0 0 𝜎′2 −2𝜎′ 1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

=
(1 + 𝜎′2)4

∆4
= (1 + 𝜎′2)2 > 0,

следовательно, по условиям (20) определяются все требуемые для (24) функ-
ции.
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1.4. Исследование матричных уравнений. Изложенная выше схема
рассуждений с очевидными изменениями может быть распространена на слу-
чай матричного уравнения (то есть системы) подобно тому, как это сделано
в [88, с. 62ҫ66] для гиперболического уравнения с двумя независимыми пере-
менными.

А. А. Андреевым и Ю. О. Яковлевой была рассмотрена система линейных
уравнений гиперболического типа третьего порядка частного вида с кратны-
ми характеристиками [90]. Ими использовалось то обстоятельство, что с по-
мощью интерполяционного многочлена Лагранжа—Сильвестра можно опре-
делить значение аналитической функции на множестве постоянных квадрат-
ных матриц. Если ограничиться множеством матриц, являющихся значени-
ями некоторых аналитических функций от одной матрицы, то определение
легко обобщается на случай аналитических функций многих комплексных
переменных, что позволяет, в свою очередь, доопределять целый ряд специ-
альных функций на матричные значения входящих в них параметров.

На плоскости двух независимых переменных (𝑥, 𝑦) рассмотрим две систе-
мы уравнений гиперболического типа

𝑈xxy +Ω1𝑈 = 0, (25)

𝑈xxyy +Ω2𝑈 = 0, (26)

где 𝑈(𝑥, 𝑦)— искомая 𝑚-мерная вектор-функция; Ω1, Ω2 — постоянные дей-
ствительные матрицы размера (𝑚×𝑚).

Матрица Римана для уравнения (25) имеет вид [90]

𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑥0) 0𝐹2

(︁
1;

3

2
;
(𝑥− 𝑥0)

2(𝑦 − 𝑦0)

4
Ω1

)︁
,

где 0𝐹2(𝑎, 𝑏, 𝐴)— гипергеометрическая функция матричного аргумента [91].
Матрица Римана для (26) также строится в терминах обобщенной гипергео-
метрической функции матричного аргумента и имеет вид [92]

𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0) 0𝐹3

(︁
1,

3

2
,
3

2
;
(𝑥− 𝑥0)

2(𝑦 − 𝑦0)
2

16
Ω2

)︁
.

Опираясь на полученные результаты для уравнений (25), (26), в явном
виде были построены решения задач Гурса и Коши.

2. Метод Римана для одного класса
гиперболических систем

Здесь излагается метод Римана для системы

𝑢lxj
=

m∑︁

i=1

𝑎li(𝑥1, . . . , 𝑥n)𝑢i + 𝑓l(𝑥1, . . . , 𝑥n), 1 6 𝑙 6 𝑚 =

n∑︁

i=1

𝑘i, (27)

если 1 6 𝑙 6 𝑘1, то 𝑗 = 1; если 𝑘1+1 6 𝑙 6 𝑘1+ 𝑘2, то 𝑗 = 2; если 𝑘1+ 𝑘2+1 6

6 𝑙 6 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3, то 𝑗 = 3; . . . ; если
∑︀n−1

i=1 𝑘i + 1 6 𝑙 6
∑︀n

i=1 𝑘i, то 𝑗 = 𝑛.
Изложенные ниже результаты с полными доказательствами опубликованы
в [77].

222



Метод Римана для уравнений с доминирующей частной производной (обзор)

Ранее ряд авторов исследовал систему уравнений первого порядка

𝜕𝑢i
𝜕𝑥i

=
n∑︁

k=1

𝑎ik(𝑥1, . . . , 𝑥n)𝑢k + 𝑓i(𝑥1, . . . , 𝑥n), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (28)

которая представляет интерес, в частности, с точки зрения применения по-
лучаемых результатов к изучению важных в теоретическом и практическом
отношении дифференциальных уравнений смешанного типа.

Аналогичная система высокого порядка имеет, очевидно, вид

𝜕ks𝑣s

𝜕𝑥kss
= 𝑓s

(︁
𝑥1, . . . , 𝑥n, 𝑣1, . . . ,

𝜕k1−1𝑣1

𝜕𝑥k1−1
s

, . . . , 𝑣n, . . . ,
𝜕kn−1𝑣n

𝜕𝑥kn−1
s

)︁
, (29)

𝑠 = 1, . . . , 𝑛,

где 𝑓s — линейные относительно аргументов 𝑣1, . . . , ∂kn−1vn
∂xkn−1

s

функции. Путем

введения новых искомых функций можно представить (29) как частный слу-
чай системы (27).

Метод Римана для систем дифференциальных уравнений с двумя незави-
симыми переменными был разработан Э.Хольмгреном [93]. В работе Б. Н. Бур-
мистрова [94] результаты Хольмгрена развивались с целью решения задачи
Коши, возникшей в связи с исследованием граничной задачи для системы
уравнений смешанного типа на плоскости.

Вместе с тем многие авторы исследовали системы дифференциальных
уравнений с частными производными, не прибегая к схеме, предложенной
Э. Хольмгреном. Так, в работах Т. В. Чекмарева [95,96] решение задачи Гурса
для (28) с условиями

𝑢i|xi=x0
i
= 𝜙i(𝑥1, . . . , 𝑥i−1, 𝑥i+1, . . . , 𝑥n), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

строится методом последовательных приближений. Отметим также работу
[97], в которой были найдены интегральные представления решений задач
Коши и Гурса для (28) при 𝑛 = 2, позволяющие установить их структурные
свойства, а также работы Р. К. Романовского, Е. В. Воробьевой, Ю. А. Медве-
дева, в которых исследованы начально-краевые задачи и задачи оптимально-
го управления для гиперболических систем (с использованием определенных
В. К. Романовским матриц Римана), устойчивость и экспоненциальная дихо-
томия решений [98ҫ101].

Таким образом, система (27) может рассматриваться как обобщение ряда
частных случаев, изучавшихся в различных аспектах.

2.1. Существование и единственность решений задач Гурса и Ко-
ши. Рассмотрим систему уравнений, вообще говоря, с кратными характери-
стиками (27). Далее всюду предполагается, что все 𝑎li, 𝑓l непрерывны в за-
мыкании рассматриваемой области. Будем называть регулярным в области
𝐷 решение (27), непрерывное в 𝐷, вместе со всеми входящими в систему
производными:

𝑢l ∈ 𝐶(𝐷), 𝑢lxj
∈ 𝐶(𝐷), 𝑙 = 1,𝑚,

j−1∑︁

i=1

𝑘i + 1 6 𝑙 6

j∑︁

i=1

𝑘i.

Пусть 𝐺 = {𝑥0i < 𝑥i < 𝑥1i , 𝑖 = 1, 𝑛}. Обозначим через 𝑋j грани 𝐺 при 𝑥j = 𝑥0j .
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Задача Гурса. Найти регулярное в области 𝐺 решение системы (27),
удовлетворяющее условиям

𝑢l
⃒⃒
Xj

= 𝜙l(𝑥1, . . . , 𝑥j−1, 𝑥j+1, . . . , 𝑥n), 𝑙 = 1,𝑚, (30)

𝜙l ∈ 𝐶(𝑋j), где связь между 𝑙 и 𝑗 дается формулой (27).

Решение задачи Гурса существует и единственно. Действительно, сведем
(27) с условиями (30) к системе интегральных уравнений

𝑢l = 𝜙l +

∫︁ xj

x0
j

(︂ m∑︁

i=1

𝑎li𝑢i + 𝑓l

)︂
𝑑𝛼j , 𝑙 = 1,𝑚. (31)

Решение системы (31) существует и единственно в 𝐶(𝐺) (это можно дока-
зать методом последовательных приближений). Очевидно, система (31) рав-
носильна задаче Гурса (27), (30).

Перейдем к постановке задачи Коши. В ориентированном системой ко-
ординат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥n) пространстве R

n рассмотрим поверхность 𝑆 класса
𝐶1, заданную уравнениями (9). Считаем, что 𝑆 в каждой своей точке имеет
касательную плоскость, не параллельную ни одной из координатных осей.
Через точку 𝑀0(𝑥

0
1, 𝑥

0
2, . . . , 𝑥

0
n) проведем плоскости 𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . ,

𝑥n = 𝑥0n. Обозначим 𝑆0 участок поверхности 𝑆, вырезанный этими плоско-
стями, 𝐷0 — конечную область пространства R

n, ограниченную плоскостями
𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . , 𝑥n = 𝑥0n и поверхностью 𝑆0, 𝜕𝐷0 — край 𝐷0. Считаем
ориентацию области 𝐷0 положительной.

Задача Коши. Найти регулярное в 𝐷0 решение системы (27), удовле-
творяющее на поверхности 𝑆 условиям

𝑢l
⃒⃒
S0 = 𝑢l0, 𝑙 = 1,𝑚, 𝑢l0 ∈ 𝐶(𝑆0). (32)

Отметим, что поверхность 𝑆 допускает различные формы записи через
переменные 𝑥1, . . . , 𝑥n: 𝑥1 = 𝜎1(𝑥2, . . . , 𝑥n), 𝑥2 = 𝜎2(𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥n), . . . , 𝑥n =
= 𝜎n(𝑥1, . . . , 𝑥n−1). Поэтому мы можем считать, что функции 𝑢l0 зависят от
любого набора (𝑛− 1) переменных из числа 𝑥1, . . . , 𝑥n.

Существование и единственность решения задачи Коши доказывается так
же, как и в случае задачи Гурса. Для определенности будем считать, что
в области 𝐷0 выполняются неравенства

𝑥1 > 𝜎1(𝑥2, . . . , 𝑥n), 𝑥2 > 𝜎2(𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥n), . . . , 𝑥n > 𝜎n(𝑥1, . . . , 𝑥n−1).

Тогда система (27) с условиями (32) сводится к системе интегральных урав-
нений

𝑢l = 𝑢l0 +

∫︁ xj

σj

(︂ m∑︁

i=1

𝑎li𝑢i + 𝑓l

)︂
𝑑𝛼j , 𝑙 = 1,𝑚, (33)

где связь между 𝑙 и 𝑗 снова дается формулой (27).
Как уже было изложено выше, решение (33) существует и единственно

в 𝐶(𝐷0). Система (33) равносильна задаче Коши (27), (32).
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2.2. Построение решений задач в терминах матрицы Римана.
Перепишем (27) в векторно-матричной форме:

𝐿(U) = F, 𝐿(U) ≡
n∑︁

i=1

AiUxi
−BU, U = colon(𝑢1, . . . , 𝑢m).

Здесь Ai — постоянные диагональные матрицы, Ai = diag(𝛼i
1, 𝛼

i
2, . . . , 𝛼

i
n),

причем 𝛼1
s = 1 при 1 6 𝑠 6 𝑘1, 𝛼

2
s = 1 при 𝑘1 + 1 6 𝑠 6 𝑘1 + 𝑘2, . . . , 𝛼n

s = 1

при
∑︀n−1

i=1 𝑘i+1 6 𝑠 6
∑︀n

i=1 𝑘i, остальные диагональные элементы матриц Ai

равны нулю; B = (𝑎li), 𝑎li — коэффициенты системы (27), 𝑙 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,𝑚;
F = colon(𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓m).

Введем матрицу Римана

R = colon(R1, . . . ,Rm),

где Ri(𝑥1, . . . , 𝑥n, 𝜉1, . . . , 𝜉n) = (𝑟i1, . . . , 𝑟im), 𝑖 = 1,𝑚, являются решениями
систем

𝑟ij(𝑥1, . . . , 𝑥n) = 𝛿ij −
∫︁ xp

ξp

(︂ m∑︁

q=1

𝑎qj(𝑥1, . . . , 𝑥p−1, 𝜂p, 𝑥p+1, . . . , 𝑥n)×

× 𝑟iq(𝑥1, . . . , 𝑥p−1, 𝜂p, 𝑥p+1, . . . , 𝑥n)

)︂
𝑑𝜂p, (34)

p−1∑︁

q=1

𝑘q + 1 6 𝑗 6

p∑︁

q=1

𝑘q, 𝑝 = 1, 𝑛,

где 𝛿ij — символ Кронекера, 𝑎qj — коэффициенты системы (27). Решения си-
стем (34) при каждом 𝑖 существуют и единственны в классе непрерывных
функций. Дифференцируя (34), получаем, что по первым 𝑛 аргументам
(𝑥1, . . . , 𝑥n) матрица R удовлетворяет сопряженной к (27) системе

𝐿*(V) = 0, 𝐿*(V) ≡ −
n∑︁

i=1

(VAi)xi
−VB.

Для любого вектора U ∈ 𝐶1 cправедливо тождество

R𝐿(U) =
n∑︁

i=1

(RAiU)xi
. (35)

Действительно,

n∑︁

i=1

(RAiU)xi
=

n∑︁

i=1

RAiUxi
+

n∑︁

i=1

(RAi)xi
U =

= R𝐿(U) +RBU+

n∑︁

i=1

(RAi)xi
U =

= R𝐿(U)− 𝐿*(R)U = R𝐿(U).
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Далее используется общая формула Стокса

∫︁

H

(︂ k∑︁

i=1

𝜕𝐹i

𝜕𝑥i

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥k =

=

∫︁

∂H

k∑︁

i=1

(−1)i−1𝐹i𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥k.

Перейдем теперь к выводу формул решения задач.

2.2.1. Задача Гурса. Пусть 𝑀(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n) ∈ 𝐺. Считая в тождестве
(35) матрицу U решением системы (27), проинтегрируем (35) по области 𝐺1 =
= {𝑥0i < 𝑥i < 𝜉i, 𝑖 = 1, 𝑛}:

∫︁

G1

RF𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n =

∫︁

G1

n∑︁

i=1

(RAiU)xi
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n.

По общей формуле Стокса

∫︁

G1

RF𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥n =

=

∫︁

∂G1

n∑︁

i=1

(−1)i−1RAiU𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n. (36)

Найдем значение 𝑢k(𝑀). Пусть в (27) входит производная функции 𝑢k по
переменной 𝑥s. Ясно, что номера 𝑠 и 𝑘 связаны соотношением

s−1∑︁

i=1

𝑘i + 1 6 𝑘 6

s∑︁

i=1

𝑘i.

Запишем 𝑘-тую строку (36):

∫︁

G1

(︂ m∑︁

i=1

𝑟ki𝑓i

)︂
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥n =

=

∫︁

∂G1

(︂ n∑︁

i=1

(−1)i−1

∑︀i
q=1 kq∑︁

j=
∑︀i−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n. (37)

Так как 𝜕𝐺1 — граница параллелепипеда, формула (37) принимает вид

∫︁

G1

(︂ m∑︁

i=1

𝑟ki𝑓i

)︂
𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥n =

=
n∑︁

i=1

∫︁ ξ1

x0
1

· · ·
∫︁ ξi−1

x0
i−1

∫︁ ξi+1

x0
i+1

· · ·
∫︁ ξn

x0
n

(︂ ∑︀i
q=1 kq∑︁

j=
∑︀i−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂⃒⃒
⃒⃒
ξi

x0
i

𝑑𝑥n · · · 𝑑𝑥i+1𝑑𝑥i−1 · · · 𝑑𝑥1.

(38)
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Из системы (34) следует, что входящие в правую часть (38) функции 𝑟kj
удовлетворяют соотношениям

𝑟kj(𝑥1, . . . , 𝑥i−1, 𝜉i, 𝑥i+1, . . . , 𝑥n; 𝜉1, . . . , 𝜉n) ≡
{︂
1, 𝑗 = 𝑘,

0, 𝑗 ̸= 𝑘,
(39)

где
i−1∑︁

q=1

𝑘q + 1 6 𝑗 6

i∑︁

q=1

𝑘q.

Левая часть (38) и функции 𝑢j(𝑥1, . . . , 𝑥i−1, 𝑥
0
i , 𝑥i+1, . . . , 𝑥n),

∑︀i−1
q=1 𝑘q+1 6 𝑗 6

6
∑︀i

q=1 𝑘q, 𝑗 = 1, 𝑛, известны (если считать известной матрицу R). Поэтому

(38) можно переписать в виде

∫︁ ξ1

x0
1

· · ·
∫︁ ξs−1

x0
s−1

∫︁ ξs+1

x0
s+1

· · ·
∫︁ ξn

x0
n

𝑢k(𝑥1, . . . , 𝑥s−1, 𝜉s, 𝑥s+1, . . . , 𝑥n) 𝑑𝑥n · · ·

· · · 𝑑𝑥s+1𝑑𝑥s−1 · · · 𝑑𝑥1 = Φk(𝜉1, . . . , 𝜉n)

с известной Φk(𝜉1, . . . , 𝜉n). Отсюда решение задачи Гурса получается в виде

𝑢k(𝜉1, . . . , 𝜉n) =
𝜕n−1Φk(𝜉1, . . . , 𝜉n)

𝜕𝜉1 · · · 𝜕𝜉s−1𝜕𝜉s+1 · · · 𝜕𝜉n
. (40)

Из предыдущих рассуждений следует

Теорема 2.1. Решение задачи Гурса (27), (30) существует, единственно
и дается формулой (40).

2.2.2. Задача Коши. Через точку 𝑀(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉n) ∈ 𝐷0 проведем плос-
кости 𝑥1 = 𝜉1, 𝑥2 = 𝜉2, . . . , 𝑥n = 𝜉n. Обозначим 𝐷1 часть 𝐷0, ограниченную
плоскостями 𝑥1 = 𝜉1, 𝑥2 = 𝜉2, . . . , 𝑥n = 𝜉n; 𝐷1i — пересечение 𝐷1 с плоско-
стью 𝑥i = 𝜉i. Тогда 𝜕𝐷1 = 𝑆0

1 ∪ (∪n
i=1𝐷1i), где 𝑆0

1 является частью 𝑆0. Снова
считая в тождестве (35) U решением системы (27), проинтегрируем (35) по
области 𝐷1. Согласно общей формуле Стокса, получаем

∫︁

D1

RF 𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥n =

=

∫︁

∂D1

n∑︁

i=1

(−1)i−1RAiU 𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n. (41)

Построчная запись (41) дает

∫︁

D1

(︂ m∑︁

i=1

𝑟ki𝑓i

)︂
𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥n =

=

n∑︁

l=1

∫︁

D1l

(︂ n∑︁

i=1

(−1)i−1

∑︀i
q=1 kq∑︁

j=
∑︀i−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n +
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+

∫︁

S0
1

(︂ n∑︁

i=1

(−1)i−1

∑︀i
q=1 kq∑︁

j=
∑︀i−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n.

Очевидно,

∫︁

D1l

(︂ n∑︁

i=1

(−1)i−1

∑︀i
q=1 kq∑︁

j=
∑︀i−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n =

=

∫︁

D1l

(−1)l−1

(︂ ∑︀l
q=1 kq∑︁

j=
∑︀l−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥l−1 ∧ 𝑑𝑥l+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n.

Отсюда

∫︁

D1

(︂ m∑︁

i=1

𝑟ki𝑓i

)︂
𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥n =

=
n∑︁

l=1

∫︁

D1l

(−1)l−1

(︂ ∑︀l
q=1 kq∑︁

j=
∑︀l−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥l−1 ∧ 𝑑𝑥l+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n +

+

∫︁

S0
1

(︂ n∑︁

i=1

(−1)i−1

∑︀i
q=1 kq∑︁

j=
∑︀i−1

q=1 kq+1

𝑟kj𝑢j

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥i−1 ∧ 𝑑𝑥i+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥n. (42)

В силу (39) формулу (42) можно записать в виде
∫︁

D1s

𝑢k𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥s−1𝑑𝑥s+1 · · · 𝑑𝑥n = Ψk(𝜉1, . . . , 𝜉n), (43)

где Ψk выражается через элементы R и данные Коши. Преобразуя инте-
грал по (𝑛 − 1)-мерному многообразию 𝐷1s в повторный и дифференцируя
(43) по 𝜉1, . . . , 𝜉s−1, 𝜉s+1, . . . , 𝜉n, получим искомое решение задачи Коши
𝑢k(𝜉1, . . . , 𝜉n).

Таким образом, справедлива

Теорема 2.2. Решение задачи Коши (27), (32) существует, единственно
и определяется по формуле (43).
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Abstract

This review article is devoted to a class of linear equations with a dom-
inant (leading) partial derivative of the form (𝐷 + 𝑀)𝑢 = 𝑓 , where 𝐷𝑢
is a mixed partial derivative, and 𝑀 is a linear differential operator con-
taining the derivatives of the function 𝑢 obtained from 𝐷 by discarding at
least one differentiation. We can point out the structural similarity of such
linear equations with linear ordinary differential equations. We present the
Riemann method for linear equations with a dominant partial derivative,
which is a natural generalization of the well-known Riemann method for a
second-order hyperbolic equation with two independent variables.

The article deals with the main provisions of the theory developed for the
equation with the dominant partial derivative of the general form, allowing
the interested reader to apply the obtained results to the task that interests
him. The definition of the Riemann function as a solution of the Volterra
integral equation is given. The main differential identity is discussed, and
the process of obtaining a formula for solving the Cauchy problem in terms
of the Riemann function by integrating the specified identity over the cor-
responding domain in 𝑛-dimensional space is demonstrated. An example of
constructing a solution to the Cauchy problem for the third-order equation
is given.

The Riemann method is described below for a fairly wide class of linear
systems of hyperbolic equations (including those with multiple character-
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istics). This method is ideologically very close to the Riemann method for
linear equations with a dominant partial derivative.

Applications of the Riemann method to the study of new problems for
partial differential equations are discussed. In particular, using the Riemann
method, the correctness of new boundary value problems for factorized hy-
perbolic equations is proved, the solvability of integral equations with partial
integrals is investigated, and a certain modification of the Riemann method
allows us to develop the Riemann–Hadamard method for Darboux prob-
lems. The explicit representation of solutions of hyperbolic systems in terms
of the Riemann matrix allows us to study new boundary value problems,
in particular, problems with the assignment of normal derivatives of the de-
sired functions on the characteristics, problems with conditions on the entire
boundary of the domain, and Darboux problems.

The Riemann method described here for linear equations with a domi-
nant partial derivative is obviously transferred to matrix equations. In this
regard, some cases are indicated when the Riemann matrix is constructed
explicitly (in terms of hypergeometric functions) for such matrix equations.

The paper provides a review of the literature, briefly describes the history
of the development of this direction in Russia and in foreign countries.

Keywords: Riemann method, Riemann function, Riemann matrix, Cauchy
problem, Goursat problem, Darboux problem, partial differential equation
with dominant derivative, hyperbolic equation, hyperbolic system, Bianchi
equation, Vekua equation, Hallaire equation, Barenblatt–Zheltov–Kochina
equation, Boussinesq–Love equation.
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Х у ш то в а Ф. Г.

Введение

В области Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, 0 < 𝑦 < 𝑇} рассмотрим уравнение

L𝑢 ≡ 𝐵x𝑢(𝑥, 𝑦)−𝐷α
0y𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (1)

где𝐷α
0y — оператор дробного дифференцирования в смысле Римана—Лиувил-

ля порядка 0 < 𝛼 6 1, определяемый равенствами [1ҫ3]: 𝐷α
0y𝑔(𝑦) = 𝑑𝑔/𝑑𝑦,

если 𝛼 = 1 и

𝐷α
0y𝑔(𝑦) =

1

Γ(1− 𝛼)

𝑑

𝑑𝑦

∫︁ y

0

𝑔(𝑡)

(𝑦 − 𝑡)α
𝑑𝑡,

если 0 < 𝛼 < 1,

𝐵x = 𝑥−b 𝜕

𝜕𝑥
𝑥b

𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝑏

𝑥

𝜕

𝜕𝑥

— оператор Бесселя, |𝑏| < 1.
Частным случаем уравнения (1) является уравнение

𝑢xx(𝑥, 𝑦) +
𝑏

𝑥
𝑢x(𝑥, 𝑦)− 𝑢y(𝑥, 𝑦) = 0,

которое в работе И. А. Киприянова [4, 5] носит название 𝐵-параболического
уравнения. Дифференциальные уравнения с оператором Бесселя подробно
и более полно исследованы в работах И. А. Киприянова и его учеников.

В работе Я. И. Житомирского [6] исследовалась краевая задача в первом
квадранте для системы линейных уравнений в частных производных с диф-
ференциальными операторами типа Бесселя

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃 (𝐵, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡),

где 𝑢(𝑥, 𝑡) = {𝑢1(𝑥, 𝑡), . . . , 𝑢m(𝑥, 𝑡)}; 𝑃 (𝐵, 𝑡)— квадратная матрица размера
𝑚×𝑚, элементами которой являются полиномы от операторов Бесселя

𝐵 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

2𝑝+ 1

𝑥

𝜕

𝜕𝑥

одного и того же порядка 𝑝 > 0.
Параболическим и эллиптическим уравнениям с оператором Бесселя по-

священы также монографии [7,8].
Различные краевые задачи для уравнения (1) в случае, когда оно совпа-

дает с диффузионно-волновым уравнением, то есть 𝑏 = 0, 0 < 𝛼 < 2, также
богато и обстоятельно исследованы многими авторами. Подробную библио-
графию можно найти в работах [9ҫ11].

Интерес к изучению уравнения (1) вызван его приложениями при моде-
лировании процессов переноса во фрактальных средах [12ҫ14].

Ранее задача Коши, первая и вторая краевые задачи в неограниченных
областях для уравнения (1) были рассмотрены в работах [15ҫ19].
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1. Постановка задачи

Пусть ̃︀Ω = Ω∪{𝑦 = 𝑇}, Ω— замыкание области Ω. Регулярным решением
уравнения (1) в области Ω будем называть функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетво-

ряющую уравнению (1) в ̃︀Ω и такую, что 𝑦1−α𝑢 ∈ 𝐶(Ω), 𝐵x𝑢, 𝐷
α
0y𝑢 ∈ 𝐶(̃︀Ω).

Первая краевая задача. Найти регулярное в области Ω решение урав-
нения (1), удовлетворяющее краевым условиям

lim
y→0

𝐷α−1
0y 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑟, (2)

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑟, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑇, (3)

где 𝜙(𝑥)— заданная непрерывная функция, 𝜙(0) = 𝜙(𝑟) = 0.

2. Вспомогательные сведения

2.1. Специальные функции. Далее в работе 𝐽ν(𝑧)— цилиндрическая
функция Бесселя первого рода порядка 𝜈 [20, с. 132], [21, с. 95]; 𝐼ν(𝑧) и𝐾ν(𝑧)—
модифицированные цилиндрические функции Бесселя первого и второго ро-
да порядка 𝜈 [20, с. 139], [21, с. 129, 131]; 𝐸ρ,µ(𝑧)— функция типа Миттаг—
Леффлера [22, с. 117].

Докажем следующее равенство:

22−ν

Γ(𝜈)

∞∑︁

m=1

𝐽ν (𝜔m𝑧)

𝜔2−ν
m 𝐽2

1+ν (𝜔m)
= 𝑧−ν − 𝑧ν , 0 < 𝑧 6 1, (4)

где 𝜔m — положительные корни уравнения 𝐽ν(𝜔) = 0.
Разложим функцию

𝑓(𝑧) = 𝑧−ν − 𝑧ν , (5)

заданную на полуинтервале (0; 1], в ряд Фурье—Бесселя [20, с. 163]

𝑓(𝑧) =

∞∑︁

m=1

𝑐m𝐽ν (𝜔m𝑧) , 𝜈 > −1/2, (6)

где коэффициенты 𝑐m вычисляются по формуле

𝑐m =
2

𝐽2
1+ν (𝜔m)

∫︁ 1

0
𝑧𝐽ν (𝜔m𝑧) 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧, 𝑚 = 1, 2, . . . (7)

Ряд (6) сходится к рассматриваемой функции (5), если −1/2 < 𝜈 < 3/2 [20,
с. 165]. Подставим (5) в (7) и вычислим полученный интеграл с помощью
формул (5.3.6) [20, с. 133]. Учитывая поведение функции 𝐽ν(𝑥) при 𝑥→ 0 [20,
с. 172], найдем

∫︁ 1

0

[︀
𝑧1−ν − 𝑧1+ν

]︀
𝐽ν (𝜔m𝑧) 𝑑𝑧 = − 1

𝜔m
[𝐽ν−1 (𝜔m) + 𝐽ν+1 (𝜔m)] +

𝜔ν−2
m

2ν−1Γ(𝜈)
.

Тогда из (7), используя первую из формул (5.3.5) [20, с. 133] и условие

𝐽ν(𝜔m) = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . ,
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будем иметь

𝑐m =
22−ν

Γ(𝜈)

𝜔ν−2
m

𝐽2
1+ν (𝜔m)

.

Подставляя найденные коэффициенты в (6), приходим к (4).

2.2. Интегральное преобразование Станковича. В работе Б. Стан-
ковича [24] рассмотрено обобщенное преобразование Ханкеля в виде

𝐺(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝜑(𝛿, 𝜇+ 1;−𝑥δ𝑡)𝑡µ𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝛿 > 0, 𝜇 > −1.

В работе А. В. Псху [25] (см. также [3, с. 72]) определено преобразование

𝐴α,µ𝑣(𝑦) = 𝑦µ−1

∫︁ ∞

0
𝜑
(︀
−𝛼, 𝜇;−𝑡𝑦−α

)︀
𝑣(𝑡) 𝑑𝑡, 0 < 𝛼 < 1, 𝜇 ∈ R. (8)

Достаточные условия сходимости интеграла (8) приведены в [3, с. 72]. Если
𝜇 = 0, то этот параметр опускается, то есть 𝐴α,0𝑣(𝑦) = 𝐴α𝑣(𝑦). Если функция
𝑣 зависит от нескольких переменных, то переменная, по которой проводит-
ся преобразование, обозначается в нижнем индексе, например, 𝐴α,µ

y 𝑣(𝑥, 𝑦).
В работе [26] исследованы различные формы обращения преобразования (8).

Пусть 0 6 𝜇 6 𝛼 и lim
y→0

𝐷
−µ/α
0y 𝑣(𝑦) = 𝑣0 <∞. Тогда [3, с. 80]

lim
y→0

𝐷α−1
0y 𝐴α,µ𝑣(𝑦) = 𝑣0. (9)

Справедливы формулы [3, с. 84]

𝐴α𝑒λy = 𝑦α−1𝐸α,α(𝜆𝑦
α), (10)

𝐴α/2,α/2 cos𝜆𝑦 = 𝑦α−1𝐸α,α(−𝜆2𝑦α). (11)

3. Основные результаты

Обозначим 𝛽 = (1− 𝑏)/2,

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2

𝑟2
𝑥β𝜉β

𝑦1−α

∞∑︁

m=1

𝐽β(𝜆m𝑥)𝐽β(𝜆m𝜉)

𝐽2
1+β(𝜆m𝑟)

𝐸α,α(−𝜆2m𝑦α), (12)

где 𝜆m — положительные корни уравнения 𝐽β(𝜆m𝑟) = 0, 𝑚 = 1, 2, . . .

Теорема 1. Функция

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ r

0
𝜉1−2β𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 (13)

является решением задачи (1)ҫ(3).

До к а з ат е л ь ств о. Докажем, что функция (13) удовлетворяет урав-
нению (1) и краевым условиям (2), (3). Для этого сначала покажем, что ряд
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(12) и ряды, которые получаются после применения к нему оператора Бессе-
ля по 𝑥 и дробного дифференцирования по 𝑦 порядка 𝛼, равномерно сходятся.
Обозначим через

𝑋m(𝑥) = 𝑥β𝐽β(𝜆m𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . (14)

Функции 𝑋m(𝑥) являются собственными функциями уравнения

𝐵x𝑋(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0.

В силу ортогональности цилиндрических функций первого рода [21, с. 177]
заключаем, что система функций (14) ортогональна с весом 𝑥1−2β :

∫︁ r

0
𝑥1−2β𝑋m(𝑥)𝑋l(𝑥)𝑑𝑥 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑙,

𝑟2

2
𝐽2
β+1(𝜆m𝑟), 𝑚 = 𝑙.

(15)

Для больших значений 𝜆 справедливо неравенство [27, с. 274]

∫︁ λ

0
𝑡𝐽2

β (𝑡) 𝑑𝑡 > 𝐾𝜆, 𝐾 = const > 0.

Из асимптотической формулы для функции 𝐽ν(𝑥) при 𝑥→ ∞ [20, с. 172], (15)
и последнего неравенства получим, что

𝑟2

2
𝐽2
β+1(𝜆m𝑟) =

∫︁ r

0
𝑥𝐽2

β(𝜆m𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜆2m

∫︁ λmr

0
𝑡𝐽2

β (𝑡) 𝑑𝑡 >
𝑟𝐾

𝜆m
.

Тогда, учитывая асимптотические формулы (5.16.1) [20, с. 172] и (2.24) [22,
с. 143] при больших значениях аргументов, для общего члена ряда (12) имеем

𝐺m = 𝑂(𝜆−4
m ).

Используя формулы (5.3.6) [20, с. 133], (1.2.12) [3, с. 15], а также (1.4) [22,
с. 118], находим

𝐵x𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = − 2

𝑟2
𝑥β𝜉β

𝑦1−α

∞∑︁

m=1

𝜆2m𝐽β(𝜆m𝑥)𝐽β(𝜆m𝜉)

𝐽2
1+β(𝜆m𝑟)

𝐸α,α(−𝜆2m𝑦α), (16)

𝐷α
0y𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = − 2

𝑟2
𝑥β𝜉β

𝑦1−α

∞∑︁

m=1

𝜆2m𝐽β(𝜆m𝑥)𝐽β(𝜆m𝜉)

𝐽2
1+β(𝜆m𝑟)

𝐸α,α(−𝜆2m𝑦α). (17)

Общие члены этих рядов будут иметь оценки

𝐵x𝐺m = 𝑂(𝜆−2
m ), 𝐷α

0y𝐺m = 𝑂(𝜆−2
m ).

Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость рядов (12), (16) и (17).
Подставляя (16) и (17) в уравнение (1), убеждаемся, что оно обращается

в тождество.
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Чтобы доказать выполнимость условия (2), прежде покажем, что пред-
ставление функции (12) эквивалентно представлению

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴α
y 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦),

где

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ γ+i∞

γ−i∞
𝑒ys̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠, 𝛾 > 0, (18)

̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) =
{︂

∆(𝜉, 𝑥, 𝑠), 0 6 𝜉 6 𝑥,
∆(𝑥, 𝜉, 𝑠), 𝑥 6 𝜉 6 𝑟,

(19)

∆(𝑥, 𝜉, 𝑠) = 𝑥β𝜉β
𝐼β(

√
𝑠𝑥)

𝐼β(
√
𝑠𝑟)

[𝐼β(
√
𝑠𝑟)𝐾β(

√
𝑠𝜉)−𝐾β(

√
𝑠𝑟)𝐼β(

√
𝑠𝜉)]. (20)

Определим порядок величины функции ̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) в интеграле (18). Пусть

𝑠 = 𝑅𝑒iθ, 0 6 𝜃 6 𝜃0 < 𝜋, 0 < 𝜉 < 𝑥. (21)

Тогда

|𝑒
√
s(ξ−r)| < 𝑒

√
R(ξ−r) cos (θ/2), | sh

√
𝑠(𝑟 − 𝑥)| < 𝑒

√
R(r−x) cos (θ/2).

Используя асимптотические формулы (5.16.5) для функций 𝐼ν
(︀
𝑥) и 𝐾ν

(︀
𝑥)

при больших значениях аргумента [20, с. 173] из последних оценок находим

|̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠)| < const ·𝑅−1/2𝑒−
√
R(x−ξ) cos (θ/2). (22)

Так как функция (19) есть однозначная функция переменной 𝑠, для вычис-
ления интеграла (18) будем использовать контур, представленный на рис. 1.
Полюсами функции ̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) будут являться нули функции 𝐼β(

√
𝑠𝑟), то есть

𝑠 = −𝜆2m, где ±𝜆m — корни уравнения 𝐽β(𝜆m𝑟) = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . По теореме
Коши [28] интеграл (18) есть произведение 2𝜋𝑖 на сумму вычетов относитель-
но полюсов подынтегральной функции.

При 0 6 𝜉 6 𝑥 получаем

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝑥β𝜉β
∞∑︁

m=1

𝐼β(𝑖𝜆m𝜉)[−𝐾β(𝑖𝜆m𝑟)𝐼β(𝑖𝜆m𝑥)][︀
d
ds𝐼β(

√
𝑠𝑟)

]︀
s=−λ2

m

𝑒−λ2
mt,

где суммирование ведется по положительным корням уравнения 𝐽β(𝜆m𝑟) = 0,
занумерованным в порядке их возрастания.

Из равенств
𝑑

𝑑𝑠
𝐼β(

√
𝑠𝑟) =

𝑟

2
√
𝑠
𝐼 ′β(

√
𝑠𝑟)

и (5.9.5) [20, с. 145], а также формулы

𝑧𝐼 ′β(𝑧)− 𝛽𝐼β(𝑧) = 𝑧𝐼β+1(𝑧),
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Рис. 1. [Figure 1]

которую легко можно вывести из формул (5.7.9) [20, с. 141], следует

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2𝑥β𝜉β

𝑟2

∞∑︁

m=1

𝐽β(𝜆m𝑥)𝐽β(𝜆m𝜉)

𝐽2
1+β(𝜆m𝑟)

𝑒−λ2
my. (23)

К равенству (23) применим преобразование 𝐴α по переменной 𝑦 по форму-
ле (10). В результате для функции 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) придем к представлению (12),
симметричному относительно 𝑥 и 𝜉 и в силу последнего верному также при
𝑥 6 𝜉 6 𝑟.

Контур интегрирования 𝐿 = (𝛾 − 𝑖∞, 𝛾 + 𝑖∞) в (18) при 𝑦 > 0 и 0 < 𝜉 < 𝑟
может быть заменен контуром 𝐿*, который начинается в бесконечно удален-
ной точке в направлении arg 𝑠 = −𝜃1, где 𝜋/2 < 𝜃1 < 𝜋, огибает начало
координат справа, оставляя все особенности подынтегральной функции сле-
ва, и заканчивается в бесконечно удаленной точке в направлении arg 𝑠 = 𝜃1
(рис. 2). Покажем, что интеграл

∫︁
𝑒ys̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠

по дугам𝐵𝐷𝐹 и 𝐸𝐶𝐴 окружности радиуса 𝑅 стремится к нулю, когда𝑅→ ∞.
Учитывая условия (21), можем записать

0 < 𝑒−
√
R(x−ξ) cos (θ/2) < 1.

Обозначим через 𝐼1 и 𝐼2 интегралы вдоль дуг 𝐵𝐷 и 𝐷𝐹, а на дуге 𝐵𝐷 поло-
жим 𝜔 = arccos (𝛾/𝑅). Тогда из (22) найдем

|𝐼1| < const ·
√
𝑅𝑒γy

∫︁ π/2

ω
𝑑𝜃 = const ·

√
𝑅𝑒γy arcsin

𝛾

𝑅
.

Отсюда следует, что lim
R→∞

𝐼1 = 0.
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Рис. 2. [Figure 2]

Заменяя в (21) 𝜃0 через 𝜃1 > 𝜋/2 и принимая во внимание оценку sin 𝜃 >

> 2𝜃/𝜋, справедливую при 0 6 𝜃 6 𝜋/2, для интеграла 𝐼2 получим

|𝐼2| < const ·
√
𝑅

∫︁ θ1

π/2
𝑒Rt cos θ𝑑𝜃 < const ·

√
𝑅

∫︁ θ1−π/2

0
𝑒−Rt sin θ𝑑𝜃 <

< const ·
√
𝑅

∫︁ π/2

0
𝑒−2Rtθ/π𝑑𝜃 <

const√
𝑅𝑡

,

откуда lim
R→∞

𝐼2 = 0.

Аналогичные результаты можно получить и для интегралов по дугам 𝐴𝐶
и 𝐶𝐸. В силу вышеприведенных рассуждений функцию 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) можно за-
писать следующим образом:

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁

L*

𝑒ts̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠, (24)

где ̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) определяется из (19).
Заметим, что функция 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) является непрерывной функцией от 𝑦 при

𝑦 > 0, 𝑥 ̸= 𝜉, так как в силу оценки (22) при фиксированных 𝑥 ̸= 𝜉 интеграл
(24) равномерно сходится при 𝑦 > 0.

В силу формулы (9) можно записать:

lim
y→0

∫︁ r

0
𝜉1−2β𝐷α−1

0y 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉 =

= lim
y→0

[︂∫︁ r

0
𝜉1−2β𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 + 𝜙(𝑥)

∫︁ r

0
𝜉1−2β𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉

]︂
=

= lim
y→0

[𝐽1(𝑥, 𝑦) + 𝐽2(𝑥, 𝑦)].
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Представим интеграл 𝐽1(𝑥, 𝑦) в виде

𝐽1(𝑥, 𝑦) =

∫︁ x−ε

0
𝜉1−2β𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 +

+

∫︁ x+ε

x−ε
𝜉1−2β𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 +

∫︁ r

x+ε
𝜉1−2β𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 =

= 𝐽11(𝑥, 𝑦) + 𝐽12(𝑥, 𝑦) + 𝐽13(𝑥, 𝑦),

где 𝜀 > 0.
Так как функция 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) непрерывна при 𝑦 > 0, 𝑥 ̸= 𝜉, то

lim
y→0

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁

L*

̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠.

Вдоль дуги 𝐹𝐷𝐻𝐴𝐸 имеет место оценка

|̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠)| < 𝑥β−1/2𝜉β−1/2𝑅−1/2𝑒−
√
R(x−ξ) cos (θ/2). (25)

Отсюда следует, что интеграл
∫︁

̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠

по этой дуге стремится к нулю при 𝑅 → ∞. Так как внутри замкнутого
контура, изображенного на рис. 2, нет полюсов, то имеем

∫︁

L*

̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠 = 0.

Тогда lim
y→0

𝐽11(𝑥, 𝑦) = lim
y→0

𝐽13(𝑥, 𝑦) = 0.

Пусть 𝜔(𝜀) = sup |𝜙(𝑥) − 𝜙(𝜉)|, 𝜉 ∈ [𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀]. Так как функция 𝜙(𝑥)
непрерывна на отрезке [𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀], то 𝜔(𝜀) → 0 при 𝜀 → 0. Из оценки (25)
и произвольности выбора 𝜀 получаем lim

y→0
𝐽12(𝑥, 𝑦) = 0.

Для вычисления интеграла 𝐽2(𝑥, 𝑦) воспользуемся представлением (23).
В силу второй из формул (5.3.6) [20, с. 133] поведения функции 𝐽β−1(𝑥) при
𝑥 → 0 [20, с. 172] и первой из формул (5.3.5) [20, с. 133] при 𝜈 = 𝛽, а также
учитывая, что 𝐽β(𝜆m𝑟) = 0, будем иметь

∫︁ r

0
𝜉1−β𝐽β(𝜆m𝜉)𝑑𝜉 =

𝑟1−β

𝜆m
𝐽β+1(𝜆m𝑟) +

𝜆β−2
m

2β−1Γ(𝛽)
.

Тогда при 𝑦 → 0 для 𝐽2(𝑥, 𝑦) получим

lim
y→0

𝐽2(𝑥, 𝑦) =
2𝑥β𝜙(𝑥)

𝑟1+βΓ(𝛼)

∞∑︁

m=1

𝐽β(𝜆m𝑥)

𝜆m𝐽1+β(𝜆m𝑟)
+

+
𝑥β𝜙(𝑥)

𝑟2Γ(𝛼)

22−β

Γ(𝛽)

∞∑︁

m=1

𝐽β(𝜆m𝑥)

𝜆2−β
m 𝐽2

1+β(𝜆m𝑟)
.
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Отсюда, в силу равенств 5.7.33 (1) [23, с. 610] и (4), окончательно получим
lim
y→0

𝐽2(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥). �

Теорема 2. Существует не более одного регулярного решения задачи (1)ҫ
(3), удовлетворяющего для любого 𝑥 ∈ (0, 𝑟) условию

|𝑢(𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝑘(𝑦 − 𝑡)λ, 𝑘 = 𝑘(𝑥) > 0, 𝜆 > 𝛼, ∀ 𝑦 > 𝑡 > 0. (26)

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦)— решение однородной задачи

L𝑢 ≡ 0 при (𝑥, 𝑦) ∈ ̃︀Ω,

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑟, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑇 и lim
y→0

𝐷α−1
0y 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑟.

Последнее равенство равносильно тому, что

lim
y→0

𝑦1−α𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑟.

Необходимо показать, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 на ̃︀Ω. Допустим, что это не так, то есть

существует точка (𝜉, 𝜂) ∈ ̃︀Ω такая, что 𝑢(𝜉, 𝜂) ̸= 0. Не теряя общности, будем
считать, что 𝑢(𝜉, 𝜂) > 0. Тогда

max
Ω

𝑦1−α𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜂1−α𝑢(𝜉, 𝜂) > 0, (𝜉, 𝜂) ∈ ̃︀Ω. (27)

В этой точке в силу необходимых условий экстремума имеем

𝑢x(𝜉, 𝜂) = 0, 𝑢xx(𝜉, 𝜂) 6 0.

С другой стороны, в силу условий (26) и (27) из принципа экстремума для
оператора дробного дифференцирования следует [29]

𝐷α
0y𝑢(𝜉, 𝑦)|y=η > 0,

причем равенство в последнем неравенстве возможно только в случае, когда
𝑦1−α𝑢(𝑥, 𝑦) = const. В последнем случае сразу же заключаем, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0

на ̃︀Ω. Если 𝑦1−α𝑢(𝑥, 𝑦) ̸= const, то L𝑢 < 0 в точке (𝜉, 𝜂). Последнее нера-
венство противоречит условию L𝑢(𝜉, 𝜂) = 0. Следовательно, наше допущение

неверно, поэтому 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 на ̃︀Ω. �

4. Неоднородные граничные условия и частный случай

Решение первой краевой задачи для уравнения (1) в случае, когда 𝜙(𝑥) ≡ 0
и

𝑢(0, 𝑦) = 𝜏0(𝑦), 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜏r(𝑦), 0 < 𝑦 < 𝑇,

может быть представлено в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ y

0
𝜉1−2β𝐺ξ(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)

⃒⃒
ξ=0

𝜏0(𝜂) 𝑑𝜂 − 𝑟1−2β

∫︁ y

0
𝐺ξ(𝑥, 𝑟, 𝑦 − 𝜂)𝜏r(𝜂) 𝑑𝜂.
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При этом от заданных функций 𝜏0(𝑦) и 𝜏r(𝑦) нужно требовать выполнения
условий 𝑦1−α𝜏0(𝑦), 𝑦

1−α𝜏r(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], lim
y→0

𝐷α−1
0y 𝜏0(𝑦) = lim

y→0
𝐷α−1

0y 𝜏r(𝑦) = 0.

Заметим, что в силу первого представления (1.2) [22, с. 118] функция (12)
при 𝛼 = 1 примет вид

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2𝑥β𝜉β

𝑟2

∞∑︁

m=1

𝐽β(𝜆m𝑥)𝐽β(𝜆m𝜉)

𝐽2
1+β(𝜆m𝑟)

𝑒−λ2
my, (28)

а при 𝛽 = 1/2 из (5.8.1) и (5.8.2) [20, с. 142] следует

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2𝑦α−1

𝑟

∞∑︁

m=1

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑟
sin

𝑚𝜋𝜉

𝑟
𝐸α,α

(︁
−
(︁𝑚𝜋
𝑟

)︁2
𝑦α

)︁
. (29)

В свою очередь, из (28) при 𝛽 = 1/2 и (29) при 𝛼 = 1 получаем функцию

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2

𝑟

∞∑︁

m=1

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑟
sin

𝑚𝜋𝜉

𝑟
exp

(︁
−
(︁𝑚𝜋
𝑟

)︁2
𝑦
)︁
,

которая совпадает с функцией Грина (или функцией мгновенного точечного
источника тепла) первой краевой задачи в прямоугольной области для урав-
нения теплопроводности [30, с. 205], [31, с. 472]. Различные краевые задачи
для уравнения теплопроводности, записанного в цилиндрических и сфериче-
ских координатах, можно найти в работах [30, с. 464], [31, с. 473].

В случае, когда 𝛽 = 1/2 (𝑏 = 0), решение первой краевой задачи в пря-
моугольной области для уравнения диффузии дробного порядка в терминах
функции Райта приведено в работе [3, с. 108]. Эквивалентность представле-
ния из этой работы и представления (29) нетрудно показать, используя фор-
мулу (11) и проведя рассуждения, аналогичные приведенным в [30, с. 475].

5. Случай r = ∞

Устремляя 𝑟 к бесконечности в (20) и используя асимптотические форму-
лы (5.16.5) [20, с. 173], получаем

∆(𝑥, 𝜉, 𝑠) = 𝑥β𝜉β𝐼β
(︀√
𝑠𝑥

)︀
𝐾β

(︀√
𝑠𝜉
)︀
.

Тогда из формулы (116) [32, с. 590] следует, что функция

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴α
y 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =

𝑥β𝜉β

2𝑦
exp

(︁
−𝑥

2 + 𝜉2

4𝑦

)︁
𝐼β

(︁𝑥𝜉
2𝑦

)︁
,

совпадает с функцией Грина первой краевой задачи для уравнения (1) в по-
луполосе [18].
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Заключение
В данной работе рассматривается краевая задача в прямоугольной обла-

сти с граничными условиями первого рода для дифференциального уравне-
ния с оператором Бесселя и частной производной Римана—Лиувилля. В тер-
минах специальных функций построено представление решения и доказана
его единственность в классе функций, удовлетворяющих условию Гёльдера
по временной переменной.
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The paper is devoted to the first boundary-value problem in a rectan-
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Аннотация

Рассматривается теория потенциала для трехмерного эллиптическо-
го уравнения с одним сингулярным коэффициентом. В рассмотрение
вводятся потенциалы двойного и простого слоев с неизвестной плотно-
стью, которые выражаются через фундаментальное решение названного
эллиптического уравнения. При исследовании этих потенциалов исполь-
зуются свойства гипергеометрической функции Гаусса.

Доказаны теоремы о предельных значениях введенных потенциалов
и их конормальных производных, которые позволяют эквивалентным
образом свести краевые задачи для сингулярных эллиптических урав-
нений к интегральному уравнению второго рода, к которому применима
теория Фредгольма.

В качестве приложения изложенной теории в области, ограниченной
координатной плоскостью 𝑥 = 0 и поверхностью Ляпунова при 𝑥 > 0,
для трехмерного эллиптического уравнения с одним сингулярным коэф-
фициентом решается задача Хольмгрена. Единственность решения по-
ставленной задачи доказывается известным методом 𝑎𝑏𝑐, а существова-
ние — методом функции Грина, регулярная часть которой ищется в виде
потенциала двойного слоя с временно неизвестной плотностью. Решение
задачи Хольмгрена находится в виде, удобном для дальнейших иссле-
дований.
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Введение. Предварительные сведения
Теория потенциала, имеющая многочисленные приложения в механике

жидкости, эластодинамике, электромагнетизме и акустике, позволяет све-
сти краевые задачи для эллиптических уравнений к решению интегральных
уравнений, а это, в свою очередь, облегчает процесс исследования краевых
задач, особенно, когда рассматриваются задачи для эллиптических уравне-
ний с сингулярными коэффициентами [1].

При решении всякой краевой задачи, в том числе при построении тео-
рии потенциала, для эллиптических уравнений важную роль играют фунда-
ментальные решения данного уравнения. Фундаментальные решения более
обобщенного эллиптического уравнения

𝐸
(m,n)
(α,λ) (𝑢) ≡

m∑︁

i=1

𝑢xixi
+

n∑︁

k=1

2𝛼k

𝑥k
𝑢xk

+ 𝜆𝑢 = 0 (1)

в области R
n+
m = {(𝑥1, . . . , 𝑥m) : 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥n > 0}, являющейся 2n-ой ча-

стью евклидова пространства Rm, найдены при 𝜆 = 0 в [2], а при наличии
параметра 𝜆— в [3]. Здесь 𝑚— размерность Rm, 𝑛— число сингулярных ко-
эффициентов уравнения (1) (1 6 𝑛 6 𝑚,𝑚 > 2); 𝛼 := (𝛼1, . . . , 𝛼n) и 𝜆—
действительные числа, причем 0 < 2𝛼k < 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Отметим, что
многие авторы [4ҫ10] занимались нахождением фундаментальных решений
для различных частных случаев уравнения (1). Кроме того, в работе [11]
исследована задача Дирихле для трехмерного уравнения эллиптико-гипербо-
лического типа с тремя сингулярными коэффициентами (𝑚 = 𝑛 = 3, 𝜆 = 0),
а в [12] методом оператора преобразования найдено решение задачи Дирихле
для уравнения (1) в случае, когда 𝑚 = 𝑛.

Пользуясь известными фундаментальными решениями [2], в работе [13]
найдено в явном виде решение обобщенной задачи Хольмгрена для уравнения

𝐸
(m,n)
(α,0) (𝑢) = 0 в 2n-ой части многомерного шара, находящейся в R

n+
m .

Несмотря на то, что в настоящее время известны фундаментальные ре-
шения даже для многомерного (более двумерного) уравнения, такого, как
уравнение (1), построение теории потенциала ограничивалось лишь двумер-
ными уравнениями с одним и двумя сингулярными коэффициентами.

В работах [14ҫ16] построена теория потенциала для простейшего сингу-
лярного эллиптического уравнения

𝑢xx + 𝑢yy +
2𝛼

𝑥
𝑢x = 0, 0 < 2𝛼 < 1 (2)

в области, ограниченной в полуплоскости 𝑥 > 0. Изложение результатов
по теории потенциала для двумерного сингулярного эллиптического уравне-
ния (2) со ссылками на оригинальную литературу содержится в монографии
Смирнова [17], которая является основным трудом в этой области.

В работах [18ҫ21] установлены некоторые свойства потенциалов двойного
слоя, соответствующих четырем фундаментальным решениям обобщенного
двуосесимметрического эллиптического уравнения

𝑢xx + 𝑢yy +
2𝛼

𝑥
𝑢x +

2𝛽

𝑦
𝑢y = 0, 0 < 2𝛼, 2𝛽 < 1,

в области, ограниченной в первой четверти плоскости 𝑥𝑂𝑦.
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Относительно мало работ посвящено случаям, когда размерность урав-
нения превышает два. Отметим лишь работы [10,22]. Поэтому вопрос иссле-
дования потенциалов двойного и простого слоев, хотя бы для трехмерного
эллиптического уравнения с одним сингулярным коэффициентом, является
актуальной задачей.

Рассмотрим уравнение

𝐸(𝑢) ≡ 𝑢xx + 𝑢yy + 𝑢zz +
2𝛼

𝑥
𝑢x = 0, 0 < 2𝛼 < 1, (3)

в полупространстве 𝑥 > 0. В работе [23] доказываются теоремы, позволяющие
выявить предельные свойства потенциалов двойного и простого слоев, соот-
ветствующих одному из фундаментальных решений уравнения (3), и в ка-
честве приложения полученных результатов исследуется смешанная задача
для уравнения (3) в области, ограниченной в полупространстве 𝑥 > 0.

В данной работе, пользуясь другим фундаментальным решением урав-
нения (3), построим теорию потенциала и применим ее к решению задачи
Хольмгрена.

При необходимости будем использовать запись R
+
3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥 > 0}

для обозначения полупространства 𝑥 > 0. Прежде чем перейти к изложе-
нию основных результатов, приведем необходимые сведения о специальных
функциях.

Символ Похгаммера (𝑡)n при целых 𝑛 определяется равенством

(𝑡)n = 𝑡(𝑡+ 1) · · · (𝑡+ 𝑛− 1), 𝑛 = 1, 2, . . . ; (𝑡)0 ≡ 1. (4)

Гипергеометрическая функция Гаусса определяется внутри круга |𝑡| < 1
как сумма гипергеометрического ряда [24, гл. 2, љ 2.1, формула (2)]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑡) =
∞∑︁

k=0

(𝑎)k(𝑏)k
𝑘!(𝑐)k

𝑡k, (5)

а при |𝑡| > 1 получается аналитическим продолжением этого ряда. В форму-
ле (5) параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 и переменная 𝑡 могут быть комплексными, причем
𝑐 ̸= 0,−1, . . . , а (𝑡)k — символ Похгаммера (4).

Одно из фундаментальных решений уравнения (3) имеет вид [2]

𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁) =
1

2𝜋
𝑟−2α−1𝐹

(︁
𝛼+

1

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
, (6)

где

0 < 2𝛼 < 1, 𝜎 = 1− 𝑟21
𝑟2

;
𝑟21
𝑟2

}︂
= (𝑥± 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + (𝑧 − 𝜁)2.

Эта функция по переменным (𝑥, 𝑦, 𝑧) является решением уравнения (3), имеет
особенность порядка 1/𝑟 при 𝑟 → 0 и, следовательно, действительно является
фундаментальным решением уравнения (3). Нетрудно видеть, что

(︁
𝑥2α

𝜕𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=0

=
(︁
𝜉2α

𝜕𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁)

𝜕𝜉

)︁⃒⃒
⃒
ξ=0

= 0 (7)

для всех 𝑦, 𝑧, 𝜂 и 𝜁.
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1. Формулы Грина
Рассмотрим тождество

𝑥2α[𝑢𝐸(𝑣)− 𝑣𝐸(𝑢)] =
𝜕

𝜕𝑥
[𝑥2α(𝑣x𝑢− 𝑣𝑢x)]+

+ 𝑥2α
𝜕

𝜕𝑦
(𝑣y𝑢− 𝑣𝑢y) + 𝑥2α

𝜕

𝜕𝑧
(𝑣z𝑢− 𝑣𝑢z), (8)

интегрируя обе части которого по области 𝐷, расположенной в полупростран-
стве 𝑥 > 0, и пользуясь формулой Гаусса—Остроградского, получим

y

D

𝑥2α
[︀
𝑢𝐸(𝑣)− 𝑣𝐸(𝑢)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

x

S

(︀
𝑢𝐵α

n [𝑣]− 𝑣𝐵α
n [𝑢]

)︀
𝑑𝑆, (9)

где 𝑆 — граница области 𝐷, 𝑛— внешняя нормаль к поверхности 𝑆 и

𝐵α
n [ · ] = 𝑥2α

[︁
cos(𝑛, 𝑥)

𝜕( · )
𝜕𝑥

+ cos(𝑛, 𝑦)
𝜕( · )
𝜕𝑦

+ cos(𝑛, 𝑧)
𝜕( · )
𝜕𝑧

]︁
. (10)

Здесь и далее (ради краткости записи) буква 𝑛 в нижнем индексе обозначе-
ния 𝐵α

n [ · ] указывает на то, что конормальная производная вычисляется по
переменным 𝑥, 𝑦 и 𝑧 (сравни с определением (15) ниже).

Формула Грина (9) выводится при следующих предположениях:
ҫ функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) и их частные производные первого порядка

непрерывны в замкнутой области 𝐷,
ҫ частные производные второго порядка непрерывны внутри 𝐷 и инте-

гралы по 𝐷, содержащие 𝐸(𝑢) и 𝐸(𝑣), имеют смысл.
Если 𝐸(𝑢) и 𝐸(𝑣) не обладают непрерывностью вплоть до 𝑆, то это —

несобственные интегралы, которые получаются как пределы по любой после-
довательности областей 𝐷k, которые содержатся внутри 𝐷, когда эти обла-
сти 𝐷k стремятся к 𝐷, так что всякая точка, находящаяся внутри 𝐷 попадает
внутрь областей 𝐷k, начиная с некоторого номера 𝑘.

Если 𝑢 и 𝑣— решения уравнения (3), то из формулы (9) имеем
x

S

(︀
𝑢𝐵α

n [𝑣]− 𝑣𝐵α
n [𝑢]

)︀
𝑑𝑆 = 0. (11)

Полагая в формуле (9) 𝑣 ≡ 1 и заменяя 𝑢 на 𝑢2, получим

y

D

𝑥2α
[︁(︁𝜕𝑢
𝜕𝑥

)︁2
+
(︁𝜕𝑢
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑢
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

x

S

𝑢𝐵α
n [𝑢]𝑑𝑆, (12)

где 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧)— решение уравнения (3).
Наконец, из формулы (11), полагая 𝑣 ≡ 1, будем иметь

x

S

𝐵α
n [𝑢]𝑑𝑆 = 0, (13)

т.е. интеграл от конормальной производной решения уравнения (3) по за-
мкнутой поверхности 𝑆 области 𝐷 равен нулю.
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2. Потенциал двойного слоя
Пусть Γ— поверхность Ляпунова, лежащая в полупространстве 𝑥 > 0,

и пусть 𝐷— область, ограниченная односвязной открытой областью 𝑋 плос-
кости 𝑦𝑂𝑧 и поверхностью Γ. Общую границу плоской области 𝑋 и поверх-
ности Γ обозначим через 𝛾.

Параметрическое уравнение поверхности Γ пусть будет 𝑥 = 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦 =
= 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Φ, где Φ := (𝑠1, 𝑠2) × (𝑡1, 𝑡2)— область изменения
𝑠 и 𝑡. Тогда параметрическое уравнение плоской кривой 𝛾 будет иметь вид
𝑦 = 𝑦(𝑠, 𝑡0), 𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡0), где 𝑡0 ∈ [𝑡1, 𝑡2]— фиксированное число, удовлетворя-
ющее уравнению 𝑥(𝑠, 𝑡0) = 0 при любых значениях 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2]. Относительно
поверхности Γ будем предполагать, что:

1) функции 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡) и 𝑧(𝑠, 𝑡) имеют непрерывные частные производ-
ные первого порядка по 𝑠 и 𝑡 в Φ, не обращающиеся одновременно в нуль
(𝑥2s + 𝑦2s + 𝑧2s ̸= 0, 𝑥2t + 𝑦2t + 𝑧2t ̸= 0);

2) при стремлении точек поверхности Γ к точкам кривой 𝛾 поверхность Γ
образует прямой угол с плоскостью 𝑥 = 0.

Координаты переменной точки на поверхности Γ будем обозначать через
(𝜉, 𝜂, 𝜁), где 𝜉 = 𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂 = 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁 = 𝜁(𝜃, 𝜗), (𝜃, 𝜗) ∈ Φ.

Рассмотрим интеграл

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗, (14)

где 𝜇(𝜃, 𝜗) ∈ 𝐶(Γ) и 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— фундаментальное решение уравнения
(3), определенное формулой (6),

𝐵α
ν [ · ] = 𝜉2α

[︁
cos(𝜈, 𝜉)

𝜕( · )
𝜕𝜉

+ cos(𝜈, 𝜂)
𝜕( · )
𝜕𝜂

+ cos(𝜈, 𝜁)
𝜕( · )
𝜕𝜁

]︁
, (15)

𝜈 — внешняя нормаль к поверхности Γ. Здесь и далее (опять ради кратко-
сти записи) буква 𝜈 в нижнем индексе обозначения 𝐵α

ν [ · ] указывает на то,
что конормальная производная вычисляется по переменным 𝜉, 𝜂 и 𝜁 (сравни
с определением (10)).

Определение 1. Интеграл (14) будем называть потенциалом двойного
слоя с плотностью 𝜇(𝜃, 𝜗).

Очевидно, что 𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) в любой
области, лежащей в полупространстве 𝑥 > 0, не имеющей общих точек ни
с поверхностью Γ, ни с плоскостью 𝑦𝑂𝑧. Как и в случае логарифмического
потенциала, можно показать существование потенциала двойного слоя (14)
в точках поверхности Γ для ограниченной плотности 𝜇 (𝜃, 𝜗).

Лемма 1. Справедлива следующая формула:

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡
x

Γ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑Γ =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

− 1, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷 ∪𝑋,
−1/2, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ ∪ 𝛾,

0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) /∈ �̄�.

(16)

До к а з ат е л ь ств о. Процесс доказательства состоит из нескольких слу-
чаев.
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1. Пусть точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) лежит вне области 𝐷 и над плоскостью 𝑦𝑂𝑧.
Тогда 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) внутри обла-
сти 𝐷 с непрерывными производными всех порядков вплоть до поверхно-
сти Γ, и в силу (13)

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡
x

Γ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗 = 0.

2. Пусть точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) находится внутри 𝐷. Вырежем из области 𝐷 шар
малого радиуса 𝜌 с центром в точке (𝑥, 𝑦, 𝑧) и обозначим через 𝐷ρ оставшу-
юся часть области 𝐷, а через 𝐶ρ — сферу вырезанного шара. В области 𝐷ρ

функция 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— регулярное решение уравнения (3) и, согласно (7)
и (13), мы имеем

x

Γ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗+

x

Cρ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐶ρ = 0,

т.е.
𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −

x

Cρ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐶ρ. (17)

Вычислим производную по нормали 𝜈 от фундаментального решения
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧). Применяя последовательно формулу для вычисления произ-
водной гипергеометрической функции Гаусса [24, гл. 2, љ 2.8, формула (20)]

𝑑

𝑑𝜎
𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝜎) =

𝑎𝑏

𝑐
𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏+ 1; 𝑐+ 1;𝜎)

и смежное соотношение

𝑏

𝑐
𝜎𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏+ 1; 𝑐+ 1;𝜎) = 𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏; 𝑐;𝜎)− 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝜎),

получим

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜉
=

1 + 2𝛼

2𝜋
(𝑥− 𝜉)𝑟−2α−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
−

− 1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥𝑟−2α−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼;𝜎

)︁
. (18)

В результате применения формулы дифференцирования [24, гл. 2, љ 2.8,
формула (21)]

𝑑

𝑑𝜎

[︀
𝜎a𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝜎)

]︀
= 𝑎𝜎a−1𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏; 𝑐;𝜎)

находим

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜂
=

1 + 2𝛼

2𝜋
(𝑦 − 𝜂)𝑟−2α−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
, (19)

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜁
=

1 + 2𝛼

2𝜋
(𝑧 − 𝜁)𝑟−2α−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
. (20)
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Используя (18), (19) и (20), с учетом (15) имеем

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
=

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑟−2α−1𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
𝐵α

ν

[︁
ln

1

𝑟

]︁
−

− 1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥𝑟−2α−3𝜉2α𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼;𝜎

)︁
cos(𝜈, 𝜉). (21)

Далее, применив известную формулу [24, гл. 2, љ 2.9, формула (2)]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝑥) = (1− 𝑥)−b𝐹
(︁
𝑐− 𝑎, 𝑏; 𝑐;

𝑥

𝑥− 1

)︁

к каждой гипергеометрической функции в (21), получим

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
= − 1 + 2𝛼

4𝜋𝑟2α1 𝑟
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝐵α

ν

[︀
ln 𝑟2

]︀
−

− 1 + 2𝛼

2𝜋𝑟𝑟2α+2
1

𝑥𝜉2α𝐹
(︁
𝛼− 1

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
cos(𝜈, 𝜉). (22)

Теперь равенство (17) может быть написано так:

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑗1(𝑥, 𝑦, 𝑧), (23)

где

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋

x

Cρ

1

𝑟2α1 𝑟
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝐵α

ν

[︁
ln

1

𝑟

]︁
𝑑𝐶ρ, (24)

𝑗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥

x

Cρ

𝜉2α

𝑟2α1 𝑟
𝐹
(︁
𝛼− 1

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
cos(𝜈, 𝜉)𝑑𝐶ρ.

Преобразуем правую часть равенства (24). На сфере нормаль направлена
против радиуса. Отсюда

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋

x

Cρ

𝜉2α

𝑟2α1 𝑟2
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝑑𝐶ρ. (25)

Вводя сферические координаты

𝜉 = 𝑥+ 𝜌 cos𝜙, 𝜂 = 𝑦 + 𝜌 sin𝜙 cos𝜓, 𝜁 = 𝑧 + 𝜌 sin𝜙 sin𝜓 (26)

(𝜌 > 0, 0 6 𝜙 6 𝜋, 0 6 𝜓 6 2𝜋)

в интеграле (25), получим

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋

∫︁ 2π

0
𝑑𝜓

∫︁ π

0

[︁𝑥2 + 2𝑥𝜌 cos𝜙+ 𝜌2 cos2 𝜙

4𝑥2 + 4𝑥𝜌 cos𝜙+ 𝜌2

]︁α
×

× 𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼;

4𝑥2 + 4𝑥𝜌 cos𝜙

4𝑥2 + 4𝑥𝜌 cos𝜙+ 𝜌2

)︁
sin𝜙𝑑𝜙. (27)
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Теперь в правой части равенства (27) переходим к пределу при 𝜌 → 0.
Используя формулу суммирования для гипергеометрической функции Гаусса
[24, гл. 2, љ 2.8, формула (46)]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 1) =
Γ(𝑐)Γ(𝑐− 𝑎− 𝑏)

Γ(𝑐− 𝑎)Γ(𝑐− 𝑏)
, Re(𝑐− 𝑎− 𝑏) > 0; 𝑐 ̸= 0,−1,−2, . . . ,

получим
lim
ρ→0

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1. (28)

Еще проще доказывается, что

lim
ρ→0

𝑗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. (29)

Подставляя теперь (28) и (29) в (23), получим

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷.

3. Пусть теперь точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) совпадает с некоторой точкой 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0),
лежащей на поверхности Γ. Проведем сферу малого радиуса 𝜌 с центром
в точке 𝑀0. Эта сфера вырежет часть Γρ поверхности Γ. Оставшуюся часть
поверхности обозначим через Γ*

ρ. Мы имеем

𝑤1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = lim
ρ→0

x

Γ*

ρ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑Γ*

ρ. (30)

Обозначим через 𝐶*
ρ часть сферы 𝐶ρ, лежащей внутри области 𝐷, и рас-

смотрим область, ограниченную поверхностями Γ*
ρ, 𝐶

*
ρ и плоской областью

𝑋 плоскости 𝑦𝑂𝑧. Так как точка 𝑀0 лежит вне этой области, в этой области
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— регулярное решение уравнения (3), и в силу (13) имеем

x

Γ*

ρ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑Γ*

ρ =
x

C*

ρ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑𝐶*

ρ . (31)

Подставляя (31) в (30), получим

𝑤1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = − lim
ρ→0

x

C*

ρ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑𝐶*

ρ .

Вводя снова сферические координаты (26) с центром в точке 𝑀0, получим

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1/2, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ.

4. Положим, наконец, что точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) находится на плоскости 𝑦𝑂𝑧.
Проведем плоскость 𝑥 = 𝛿 (𝛿 > 0 достаточно мало) и рассмотрим область 𝐷δ,
которая есть часть области 𝐷, лежащая над плоскостью 𝑥 = 𝛿. Применяя
формулу (13), получим
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𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) =
x

Hδ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; 0, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐻δ+

+
x

Xδ

[︁
𝜉2α

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; 0, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜉

]︁

ξ=δ
𝑑𝑋δ, (32)

где 𝐻δ — часть поверхности Γ, находящаяся ниже плоскости 𝑥 = 𝛿, а 𝑋δ —
сечение области𝐷 плоскостью 𝑥 = 𝛿, т.е.𝑋δ — плоская область, ограниченная
замкнутой кривой 𝛾δ: 𝑦 = 𝑦(𝑠, 𝑡δ), 𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡δ), здесь 𝑡δ ∈ [𝑡1, 𝑡2] определяется
из уравнения 𝑥(𝑠, 𝑡δ) = 𝛿 при любых значениях 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2].

Нетрудно видеть, что интеграл
x

Hδ

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; 0, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐻δ

при 𝛿 → 0 стремится к нулю при любом значении 𝑦 и 𝑧.
Пусть 𝑋δ = {(𝑦, 𝑧) : 𝑝(𝛿) < 𝑦 < 𝑞(𝛿), ℎ(𝑦, 𝛿) < 𝑧 < 𝑘(𝑦, 𝛿)}, где 𝑝(𝛿) и 𝑞(𝛿)—

некоторые конечные действительные числа, зависящие от 𝛿, а 𝑧 = ℎ(𝑦, 𝛿),
𝑧 = 𝑘(𝑦, 𝛿)— непрерывные функции на отрезке [𝑝(𝛿), 𝑞(𝛿)]. Далее, согласно
(18), выражение (32) можно записать в виде

𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) =

= −1 + 2𝛼

2𝜋
lim
δ→0

𝛿1+2α

∫︁ q(δ)

p(δ)

∫︁ k(ζ,δ)

h(ζ,δ)

[︀
𝛿2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2

]︀−α−3/2
𝑑𝜂𝑑𝜁. (33)

Преобразуем выражение (33). Вместо 𝜂 и 𝜁 введем новые переменные ин-
тегрирования 𝑡 = (𝜂 − 𝑦)/𝛿 и 𝑠 = (𝜁 − 𝑧)/𝛿. Совершая замену переменных,
получим

𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋
lim
δ→0

∫︁ α2

α1

∫︁ β2

β1

(1 + 𝑡2 + 𝑠2)−α−3/2𝑑𝑡𝑑𝑠, (34)

где

𝛼1 =
𝑝(𝛿)− 𝑦

𝛿
, 𝛼2 =

𝑞(𝛿)− 𝑦

𝛿
, 𝛽1 =

ℎ(𝜂 + 𝑡𝛿, 𝛿)− 𝑧

𝛿
, 𝛽2 =

𝑘(𝜂 + 𝑡𝛿, 𝛿)− 𝑧

𝛿
.

Известно [25, гл. 4, љ 4.6, формула 4.638.3], что
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(1 + 𝑡2 + 𝑠2)−α−3/2𝑑𝑡𝑑𝑠 =

2𝜋

1 + 2𝛼
. (35)

Таким образом, из формулы (34) в силу условий 1) и 2), наложенных на
поверхность Γ, и формулы (35) будем иметь

𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) =

⎧
⎨
⎩

−1, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋,
−1/2, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝛾,

0, (𝑦, 𝑧) /∈ 𝑋 ∪ 𝛾.

Лемма 1 доказана. �
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Лемма 2. Если поверхность Γ удовлетворяет перечисленным выше усло-
виям, то x

Γ

⃒⃒
𝐵α

ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀⃒⃒
𝑑𝜃𝑑𝜗 6 𝐵,

где 𝐵 — постоянная.

До к а з ат е л ь ств о. Проведем плоскость 𝑥 = 𝛿 (𝛿 > 0 достаточно мало)
и части поверхности Γ, находящиеся ниже и выше этой плоскости, обозначим
через 𝐻δ и 𝐿δ, соответственно. Формулу (22) представим в виде

𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
= 𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) +𝑄(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧),

где

𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 1 + 2𝛼

2𝜋𝑟𝑟2+2α
1

𝑥𝜉2α𝐹
(︁
𝛼− 1

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
cos(𝜈, 𝜉),

𝑄(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 1 + 2𝛼

4𝜋𝑟𝑟2α1
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝐵α

ν

[︀
ln 𝑟2

]︀
.

Из теории специальных функций известно, что гипергеометрическая функ-
ция Гаусса 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑡) при Re(𝑐− 𝑎− 𝑏) > 0 и |𝑡| 6 1 ограничена. Кроме того,
согласно теории потенциала для уравнения Лапласа имеет место неравенство

⃒⃒
⃒
x

Γ

𝜇
cos(𝑟, 𝜈)

𝑟2
𝑑𝜃𝑑𝜗

⃒⃒
⃒ < 𝐶,

где 𝜇— ограниченная интегрируемая функция, а 𝐶 — некоторая постоянная.
Теперь легко видеть, что

x

Lδ

⃒⃒
𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑𝐿δ 6 𝐶1, 𝛿 > 0, (36)

где 𝐶1 не зависит от 𝑥, 𝑦 и 𝑧.
В силу неравенства 𝑟21 > 𝑟2 имеем

x

Hδ

⃒⃒
𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑𝐻δ 6 𝐶2

x

Hδ

| cos(𝜈, 𝜉)|
𝑟2

𝑑𝐻δ 6 𝐶3. (37)

Далее, проводя аналогичные рассуждения, получим

x

Γ

|𝑄|𝑑Γ 6 𝐶4

x

Γ

1

𝑟𝑟2α1

⃒⃒
𝐵α

ν

[︀
ln 𝑟

]︀⃒⃒
𝑑𝜃𝑑𝜗 6 𝐶5

x

Γ

| cos(𝜈, 𝜉)|
𝑟2

𝑑𝜃𝑑𝜗 6 𝐶6. (38)

Таким образом, из полученных оценок (36), (37), (38) следует справедли-
вость леммы 2. �

Лемма 3. Если точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) лежит на Γ, то

⃒⃒
𝐵α

ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀⃒⃒
6

𝐵1

𝑟2α1 𝑟
, (39)

где 𝐵1 — постоянная.
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До к а з ат е л ь ств о. Оценка непосредственно следует из формулы (22). �

Формулы (16) показывают, что при 𝜇 ≡ 1 потенциал двойного слоя испы-
тывает разрыв непрерывности, когда точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) пересекает поверхность Γ.
В случае произвольной непрерывной плотности 𝜇(𝑠, 𝑡) имеет место

Теорема 1. Потенциал двойного слоя 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) имеет пределы при стрем-
лении точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) к точке (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) поверхности Γ извне или изнутри.
Если предел значений 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) изнутри обозначить через 𝑤i(𝑠, 𝑡), а предел
извне — через 𝑤e(𝑠, 𝑡), то имеют место формулы

𝑤i(𝑠, 𝑡) = −1

2
𝜇(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗,

𝑤e(𝑠, 𝑡) =
1

2
𝜇(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗,
(40)

где

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) = 𝐵α
ν

[︀
𝑞
(︀
𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁(𝜃, 𝜗);𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀]︀
.

До к а з ат е л ь ств о. Доказательство теоремы 1 следует из лемм 1 и 2. �

Функция

𝑤0(𝑠, 𝑡) =
x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗

непрерывна при (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ, что следует из хода доказательства теоре-
мы 1. Принимая во внимание формулы (40) и непрерывность функций 𝑤0(𝑠, 𝑡)
и 𝜇(𝑠, 𝑡) при (𝑠, 𝑡) ∈ [𝑠1, 𝑠2]× [𝑡1, 𝑡2], можно утверждать, что потенциал двой-
ного слоя 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) есть функция, непрерывная внутри области 𝐷 вплоть до
поверхности Γ. Точно так же 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) непрерывна вне области 𝐷 вплоть
до поверхности Γ.

3. Потенциал простого слоя

Пусть поверхность Γ удовлетворяет условиям 1) и 2) п. 2.
Определение 2. Потенциалом простого слоя с плотностью 𝜌(𝜃, 𝜗) назо-

вем функцию

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗, (41)

где 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— фундаментальное решение уравнения (3).
Будем предполагать, что 𝜌(𝜃, 𝜗)— непрерывная функция на Γ. Потенци-

ал простого слоя (41) определен во всем полупространстве 𝑥 > 0 и остается
непрерывным при переходе через поверхность Γ. Очевидно, что потенциал
простого слоя 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) в любой обла-
сти, лежащей в полупространстве 𝑥 > 0, не имеющей общих точек ни с по-
верхностью Γ, ни с плоскостью 𝑦𝑂𝑧. Нетрудно видеть, что при стремлении
точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) к бесконечности потенциал простого слоя 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) стремит-
ся к нулю. Действительно, пусть точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) находится на полусфере 𝐶R:
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 𝑥 > 0, тогда в силу (6) имеем
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|𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)| 6
x

Γ

⃒⃒
𝜌(𝜃, 𝜗)

⃒⃒ ⃒⃒
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑Γ 6𝑀𝑅−1−2α, 𝑅 > 𝑅0, (42)

где 𝑀 — постоянная.

3.1. Конормальная производная потенциала простого слоя. Возь-
мем на поверхности Γ произвольную точку 𝑁

(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀
и прове-

дем в этой точке нормаль. Рассмотрим на этой нормали какую-нибудь точку
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧), не лежащую на поверхности Γ, и составим конормальную произ-
водную от потенциала простого слоя (41):

𝐵α
n

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
=

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝐵α
n

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗, (43)

где 𝐵α
n [ · ]— конормальная производная по переменным 𝑥, 𝑦 и 𝑧, определенная

формулой (10).
Интеграл (43) существуют и в том случае, когда точка 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) совпа-

дает с точкой 𝑁(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), упомянутой выше.
Обозначим через 𝐵α

n

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
i
и 𝐵α

n

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
e

соответственно предель-
ные значения конормальной производной при стремлении точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)
к точке 𝑁 ∈ Γ изнутри и извне поверхности Γ.

Теорема 2. Для непрерывной плотности 𝜌(𝜉, 𝜂, 𝜁) имеют место следую-
щие формулы:

𝐵α
n

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
i
=

1

2
𝜌(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝑑𝜃𝑑𝜗,

𝐵α
n

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
e
= −1

2
𝜌(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝑑𝜃𝑑𝜗,
(44)

где

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡) = 𝐵α
n

[︀
𝑞
(︀
𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁(𝜃, 𝜗);𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀]︀
.

Из этих формул непосредственно следует величина скачка конормальной
производной потенциала простого слоя:

𝐵α
n [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]i −𝐵α

n [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]e = 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧). (45)

Точно так же, как и в неравенстве (42), можно показать, что имеет место
следующая оценка:

|𝐵α
n [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]| 6𝑀𝑅−2−2α, 𝑅 > 𝑅0, (46)

где 𝑀 — постоянная.

3.2. Применимость формулы Грина для потенциалов. Покажем,
что для потенциала простого слоя (41) применима формула Грина (12). Рас-
смотрим область 𝐷ε,δ, лежащую внутри 𝐷 и ограниченную поверхностью Γε,
параллельной поверхности Γ, и замкнутой областью 𝑋δ, т.е. сечением области
𝐷ε,δ плоскостью 𝑥 = 𝛿. Применим формулу Грина (12) к потенциалу простого

268



Потенциалы для трехмерного эллиптического уравнения. . .

слоя 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧), выбирая за область интегрирования область 𝐷ε,δ. Тогда полу-
чим

y

Dε,δ

𝑥2α
[︁(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
x

Γε

𝑣𝐵α
n [𝑣]𝑑Γε +

x

Xδ

𝛿2α𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
𝑑𝑦𝑑𝑧. (47)

Конормальная производная 𝐵α
n [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)] есть непрерывная функция вплоть

до поверхности Γ и

lim
x→0

𝑥2α
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 0, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋.

Следовательно,

lim
δ→0

x

Xδ

𝛿2α𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0. (48)

Переходя в формуле (47) к пределу при 𝜀 → 0, 𝛿 → 0 и принимая во
внимание (48), получим

y

D

𝑥2α
[︁(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁2
+

(︁𝜕𝑣
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

x

Γ

𝑣𝐵α
n [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]i𝑑Γ. (49)

Плоскую область, ограниченную кривой 𝛾 и окружностью 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2,
лежащей в плоскости 𝑦𝑂𝑧, обозначим через 𝑋0R. Применим теперь форму-
лу (49) к области 𝐷′

R, ограниченной поверхностью Γ, областью 𝑋0R и полу-
сферой 𝐶R, содержащей область 𝐷. Переходя затем к пределу при 𝑅 → ∞
и учитывая (42) и (46), получим

y

D′

𝑥2α
[︁(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁2
+

(︁𝜕𝑣
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = −

x

Γ

𝑣𝐵α
n [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]e𝑑Γ. (50)

Здесь и далее 𝐷′ = R
+
3 ∖ �̄�— неограниченная область при 𝑥 > 0.

4. Интегральные уравнения для плотностей

Формулы (40) и (44) могут быть написаны как интегральные уравнения
для плотностей:

𝜇(𝑠, 𝑡)− 𝜆
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 𝑓(𝑠, 𝑡), (51)

𝜌(𝑠, 𝑡)− 𝜆
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 𝑔(𝑠, 𝑡), (52)

где
𝜆 = 2, 𝑓(𝑠, 𝑡) = −2𝑤i(𝑠, 𝑡), 𝑔(𝑠, 𝑡) = −2𝐵α

n [𝑣]e,
𝜆 = −2, 𝑓(𝑠, 𝑡) = 2𝑤e(𝑠, 𝑡), 𝑔(𝑠, 𝑡) = 2𝐵α

n [𝑣]i.
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Уравнения (51) и (52) — сопряженные, и в силу леммы 3 к ним применима
теория Фредгольма.

Покажем, что 𝜆 = 2 не является собственным значением ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).
Это утверждение эквивалентно тому, что однородное интегральное уравнение

𝜌(𝑠, 𝑡)− 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 0 (53)

не имеет нетривиальных решений. Пусть 𝜌0(𝜃, 𝜗)— непрерывное нетривиаль-
ное решение уравнения (53). Потенциал простого слоя с плотностью 𝜌0(𝜃, 𝜗)
дает функцию 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧), которая является решением уравнения (3) в об-
ластях 𝐷 и 𝐷′ и у которой предельные значения конормальной производ-
ной 𝐵α

n [𝑣0]e равны нулю в силу уравнения (53). К потенциалу простого слоя
𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) применима формула (50), из которой следует, что 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = const
в области 𝐷′. На бесконечности потенциал простого слоя равен нулю и, следо-
вательно, 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0 в 𝐷′, а также и на поверхности Γ. Применяя теперь
формулу (49), мы получим, что 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0 и внутри области 𝐷. Но то-
гда 𝐵α

n [𝑣0]i = 0, и на основании формулы (45) получим 𝜌0(𝜃, 𝜗) ≡ 0. Таким
образом, однородное уравнение (53) имеет только тривиальное решение; сле-
довательно, 𝜆 = 2 не есть собственное значение ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).

Однородное уравнение

𝜇(𝑠, 𝑡)− 𝜆
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 0

при 𝜆 = −2 имеет в силу (16) решение, равное произвольной постоянной, т.е.
𝜆 = −2 есть собственное значение ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).

5. Решение задачи Хольмгрена с помощью потенциалов

5.1. Постановка краевой задачи Хольмгрена. Пусть 𝐷— область,
ограниченная односвязной открытой областью 𝑋 плоскости 𝑦𝑂𝑧 и поверх-
ностью Ляпунова Γ, лежащей в полупространстве 𝑥 > 0. Общую границу
плоской области 𝑋 и поверхности Γ обозначим через 𝛾. Будем предполагать,
что поверхность Γ удовлетворяет условиям 1) и 2) п. 2.

5.2. Задача Хольмгрена. Найти в области 𝐷 регулярное решение урав-
нения (3), непрерывное в замкнутой области 𝐷 и удовлетворяющее краевым
условиям

𝑢
⃒⃒
Γ
= 𝜙(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Φ; lim

x→0
𝑥2α

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝜈1(𝑦, 𝑧), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋, (54)

где 𝜈1(𝑦, 𝑧)— непрерывная функция в𝑋, причем в случае, когда кривая 𝛾 есть
окружность, при стремлении точек (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋 к кривой 𝛾 функция 𝜈1(𝑦, 𝑧)
может обращаться в бесконечность порядка меньше 1− 2𝛼.

5.3. Единственность решения задачи Хольмгрена. Рассмотрим об-
ласть 𝐷ε,δ, лежащую внутри 𝐷 и ограниченную поверхностью Γε, параллель-
ной поверхности Γ, и замкнутой областью 𝑋δ, т.е. сечением области 𝐷ε,δ

плоскостью 𝑥 = 𝛿. Интегрируя обе части тождества (8) по области 𝐷ε,δ и
пользуясь формулой Гаусса—Остроградского, получим
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y

Dε,δ

𝑥2α[𝑢𝐸(𝑣)− 𝑣𝐸(𝑢)]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
x

Sε,δ

(𝑢𝐵α
n [𝑣]− 𝑣𝐵α

n [𝑢])𝑑𝑆ε,δ,

где 𝑆ε,δ — граница области 𝐷ε,δ.
Нетрудно убедиться в справедливости следующего равенства:

y

Dε,δ

𝑥2α𝑢𝐸(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
y

Dε,δ

𝑥2α[𝑢2x + 𝑢2y + 𝑢2z]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧−

−
y

Dε,δ

[︁ 𝜕
𝜕𝑥

(𝑥2α𝑢𝑢x) + 𝑥2α
𝜕

𝜕𝑦
(𝑢𝑢y) + 𝑥2α

𝜕

𝜕𝑧
(𝑢𝑢z)

]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

Применяя формулу Гаусса—Остроградского к этому тождеству, после пе-
рехода к пределу при 𝛿 → 0 и 𝜀→ 0 имеем

y

D

𝑥2α[𝑢2x + 𝑢2y + 𝑢2z]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
x

X

𝜏1(𝑦, 𝑧)𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 −
x

Γ

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐵α
nx[𝑢]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (55)

Если теперь рассмотрим однородную задачу Хольмгрена, то из (55) по-
лучим y

D

𝑥2α[𝑢2x + 𝑢2y + 𝑢2z]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0.

Отсюда следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 в 𝐷.
Справедлива следующая

Теорема 3. Если задача Хольмгрена для уравнения (3) имеет регулярное
решение, то оно единственно.

5.4. Сведение задачи Хольмгрена к случаю однородных условий
на плоскости вырождения. Покажем, что можно ограничиться случаем,
когда 𝜈1(𝑦, 𝑧) ≡ 0.

Пусть 𝑋 = {(𝑦, 𝑧) : 𝑝 < 𝑦 < 𝑞, ℎ(𝑦) < 𝑧 < 𝑘(𝑦)}, где 𝑝, 𝑞— некоторые ко-
нечные действительные числа, а 𝑧 = ℎ(𝑦), 𝑧 = 𝑘(𝑦)— непрерывные функции
на отрезке [𝑝, 𝑞].

Используя фундаментальное решение (6) уравнения (3), возьмем решение
в виде

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 1

2𝜋

x

X

𝜈1(𝜂, 𝜁)[𝑥
2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−1/2−α𝑑𝜂𝑑𝜁. (56)

Дифференцируя интеграл (56) по 𝑥, получим

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥

x

X

𝜈1(𝜂, 𝜁)[𝑥
2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−3/2−α𝑑𝜂𝑑𝜁.
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Нетрудно видеть, что

lim
x→0
y→y0
z→z0

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥1+2α

∫︁ q

p
𝑑𝜂

∫︁ k(η)

h(η)
[𝑥2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−3/2−α𝑑𝜁 = 1. (57)

Действительно, полагая 𝜂 = 𝑦 + 𝑥𝑠 и 𝜁 = 𝑧 + 𝑥𝑡, будем иметь

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥1+2α

∫︁ q

p
𝑑𝜂

∫︁ k(η)

h(η)
𝜈1(𝜂, 𝜁)[𝑥

2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−3/2−α𝑑𝜁 =

=
1 + 2𝛼

2𝜋

∫︁ (q−y)/x

(p−y)/x

∫︁ (k(y+xs)−z)/x

(h(y+xs)−z)/x
𝜈1(𝑦 + 𝑥𝑠, 𝑧 + 𝑥𝑡)[1 + 𝑠2 + 𝑡2]−3/2−α𝑑𝑠𝑑𝑡.

Отсюда, учитывая формулу (35) при 𝑥 → 0, 𝑦 → 𝑦0, 𝑧 → 𝑧0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋,
получим (57).

Далее, следуя [17, гл. 2, љ 6] и используя равенство (57), можно доказать,
что производная 𝜕𝑣/𝜕𝑥 с весом 𝑥2α в области 𝑋 принимает значение 𝜈1(𝑦, 𝑧),
т.е.

lim
x→0
y→y0
z→z0

(︁
𝑥2α

𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︁
= 𝜈1(𝑦0, 𝑧0), (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.

Нетрудно видеть, что значения функции 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) непрерывны и ограни-
чены на поверхности Γ. Теперь решение первоначальной задачи Хольмгрена
может быть представлено в виде

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧),

где 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧)— решение уравнения (3) в области 𝐷, удовлетворяющее крае-
вым условиям

𝑤
⃒⃒
Γ
= 𝜙(𝑠, 𝑡)− 𝑣

⃒⃒
Γ
= 𝜙1(𝑠, 𝑡);

(︁
𝑥2α

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=0

= 0, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋. (58)

Итак, доказано, что в случае задачи Хольмгрена можно ограничиться
случаем 𝜈1(𝑦, 𝑧) ≡ 0.

5.5. Сведение задачи Хольмгрена к интегральному уравнению.
Решение задачи Хольмгрена будем искать в виде потенциала двойного слоя
с неизвестной плотностью 𝜇(𝜃, 𝜗):

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐵α
ν

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗.

Потенциал двойного слоя 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) удовлетворяет уравнению (3) внутри об-
ласти 𝐷 и

(︀
𝑥2α ∂w

∂x

)︀⃒⃒
x=0

= 0 при (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋. Для выполнения краевого усло-
вия (58) на Γ необходимо, чтобы предельные значения 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) изнутри рав-
нялись 𝜙1(𝑠, 𝑡):

𝑤i(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙1(𝑠, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ.
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Пользуясь первой из формул (40), получим для плотности 𝜇(𝜃, 𝜗) интеграль-
ное уравнение

𝜇(𝑠, 𝑡)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = −2𝜙1(𝑠, 𝑡), (59)

где

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) = 𝐵α
ν

[︀
𝑞
(︀
𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁(𝜃, 𝜗);𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀]︀
.

Как это следует из оценки (39), ядро 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) имеет слабую особенность.
Отметим, что если уравнение (59) разрешимо, то его решение непрерывно.

Это следует из непрерывности свободного члена и из вида ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).
В п. 4 было показано, что 𝜆 = 2 не является собственным значением яд-

ра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) и, следовательно, уравнение (59) при любом свободном члене
имеют единственное решение. Таким образом, если поверхность Γ удовле-
творяет условиям 1) и 2) п. 2 и заданные значения решения на поверхности
Γ непрерывны, то задача Хольмгрена для уравнения (3) имеет единственное
решение, и это решение можно представить в виде потенциала двойного слоя.

6. Функция Грина оператора E(u)
6.1. Функция Грина задачи Хольмгрена.

Определение 3. Функцией Грина задачи Хольмгрена для уравнения (3)
называется функция 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), удовлетворяющая следующим усло-
виям:

1) внутри области 𝐷, кроме точки (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), эта функция есть регулярное
решение уравнения (3);

2) она удовлетворяет граничным условиям

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= 0;

(︁
𝑥2α

𝜕𝐺

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=0

= 0; (60)

3) она может быть представлена в виде

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (61)

где 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁)— фундаментальное решение уравнения (3), опреде-
ленное формулой (6), а 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— регулярное решение урав-
нения (3) везде внутри 𝐷.

Построение функции Грина сводится к нахождению ее регулярной части
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), которая в силу (7), (60) и (61) должна удовлетворять гра-
ничным условиям

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= −𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

⃒⃒
Γ
; (62)

(︁
𝑥2α

𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=0

= 0.

Функцию 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) будем искать в виде потенциала двойного слоя:

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

Γ

𝜇1
(︀
𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
𝐵α

ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝜃𝑑𝜗. (63)
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Принимая во внимание первое из равенств (40) и граничное условие (62),
получим интегральное уравнение для плотности 𝜇(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0):

𝜇(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗 =

= 2𝑞[𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]. (64)

Правая часть уравнения (64) есть непрерывная функция от 𝑠 и 𝑡 (точка
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) лежит внутри 𝐷). В п. 4 было доказано, что 𝜆 = 2 не являет-
ся собственным значением ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) и, следовательно, уравнение (64)
разрешимо и его непрерывное решение можно записать в виде

𝜇(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑞[𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]+

+ 4
x

Γ

𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗, (65)

где 𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2)— резольвента ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗); (𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)) ∈ Γ.
Подставляя (65) в (63), получим

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2
x

Γ

𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝐵
α
ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝜃𝑑𝜗+

+ 4
x

Γ

x

Γ

𝐵α
ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)×

× 𝑞[𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]𝑑𝜃𝑑𝜗𝑑𝑠𝑑𝑡. (66)

Определим теперь функцию

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

{︂
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,

−𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷′. (67)

Функция 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) является регулярным решением уравнения (3) как внут-
ри области 𝐷, так и внутри 𝐷′ и равна нулю на бесконечности. Так как точка
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) лежит внутри 𝐷, то в 𝐷′ функция 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) имеет производные лю-
бого порядка, непрерывные вплоть до Γ. Мы можем рассматривать 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)
в 𝐷′ как решение уравнения (3), удовлетворяющее граничным условиям

𝐵α
n

[︀
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀⃒⃒
Γ
= −𝐵α

n

[︀
𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
,

(︁
𝑥2α

𝜕𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=0

= 0.

Это решение представим в виде потенциала простого слоя

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
+
3 ∖𝐷 (68)

с неизвестной плотностью 𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).
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Воспользовавшись второй из формул (44), получим интегральное уравне-
ние для плотности 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0):

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗 =

= 2𝐵α
n [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]. (69)

Уравнение (69) — союзное с уравнением (64). Его правая часть есть непре-
рывная функция от 𝑠 и 𝑡. Таким образом, уравнение (69) имеет непрерывное
решение:

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝐵α
n [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]

+ 4
x

Γ

𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)𝐵α
ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗. (70)

Значения потенциала простого слоя 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) на поверхности Γ равны
−𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), т.е. такие же, как и функции 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), а на плос-
кости 𝑦𝑂𝑧 их частные производные по 𝑥 равны нулю. Отсюда в силу теоремы
единственности задачи Хольмгрена следует, что формула (68) для функции
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной равенством (67), справедлива во всем полупростран-
стве 𝑥 > 0, т.е.

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

=
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷. (71)

Таким образом, регулярная часть 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) функции Грина пред-
ставима в виде потенциала простого слоя.

Применяя первую из формул (44) к (71), получим

2𝐵α
n [𝑣(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]i =

= 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗,

но, согласно (69), имеем

2𝐵α
n [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]i =

= 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗.

Складывая почленно последние два равенства и принимая во внимание (61),
будем иметь

𝐵α
n

[︀
𝐺
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀]︀
= 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (72)

и, следовательно, формулу (71) можно записать в виде

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

Γ

𝐵α
ν [𝐺(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗.
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Умножая теперь обе части равенства (70) на 𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥, 𝑦, 𝑧),
интегрируя по Γ и учитывая (65) и (63), получим

𝑣(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0;𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗.

Сравнивая это с формулой (71), будем иметь

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑣(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0;𝑥, 𝑦, 𝑧), (73)

если точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) и (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) находятся внутри области 𝐷.

Лемма 4. Функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) симметрична относительно
точек (𝑥, 𝑦, 𝑧) и (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), если они находятся внутри области 𝐷.

До к а з ат е л ь ств о леммы 4 следует из представления (61) функции
Грина и равенства (73).

Для области 𝐷0, ограниченной кругом 𝑦2 + 𝑧2 6 𝑎2 плоскости 𝑦𝑂𝑧 и по-
лусферой 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2, 𝑥 > 0, функция Грина задачи Хольмгрена имеет
вид

𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)−
(︁ 𝑎
𝑅

)︁1+2α
𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; �̃�0, 𝑦0, 𝑧0), (74)

где

𝑅2 = 𝑥20 + 𝑦20 + 𝑧20 , �̃�0 =
𝑎2

𝑅2
𝑥0, 𝑦0 =

𝑎2

𝑅2
𝑦0, 𝑧0 =

𝑎2

𝑅2
𝑧0.

Покажем, что регулярную часть

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
(︁ 𝑎
𝑅

)︁1+2α
𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; �̃�0, 𝑦0, 𝑧0)

функции Грина 𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) можно представить в виде

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= −
x

Γ

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣0(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑠𝑑𝑡, (75)

где 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧)— решение уравнения (71).
Действительно, пусть (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— произвольная точка внутри области 𝐷.

Рассмотрим функцию

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

Γ

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣0(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑠𝑑𝑡.

Она, как функция от (𝑥, 𝑦, 𝑧), удовлетворяет уравнению (3), так как этому
уравнению удовлетворяет функция 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧). Подставляя вместо
𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧) ее выражение (70), получим
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𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= −
x

Γ

𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝐵
α
n [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝑠𝑑𝑡, (76)

где

𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑣0
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
+

+ 4
x

Γ

𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2)𝑣0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗,

т.е. 𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— решение интегрального уравнения

𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜓(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗 =

= 2𝑣0
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
. (77)

Применяя первую из формул (40) к потенциалу двойного слоя (76), получим

𝑢i
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
=

=
1

2
𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)−

x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜓(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗,

откуда в силу (77) имеем

𝑢i
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
=

= 𝑣0
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
, (𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)) ∈ Γ.

Нетрудно убедиться, что

(︁
𝑥2α

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=0

= 0,
(︁
𝑥2α

𝜕𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=0

= 0.

Таким образом, функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) и 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) удовле-
творяют одному и тому же уравнению (3) и одинаковым краевым условиям,
и в силу единственности решения задачи Хольмгрена

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≡ 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).

Вычитая теперь из (61) обе части равенства (74), получим

𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)−𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

или в силу (71), (73), (74) и (75)

𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗. (78)
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6.2. Решение задачи Хольмгрена для уравнения (3).
Пусть (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— точка внутри области 𝐷. Рассмотрим область 𝐷ε,δ ⊂ 𝐷,
ограниченную поверхностью Γε, параллельной поверхности Γ, и областью
𝑋ε,δ, лежащей на плоскости 𝑥 = 𝛿 > 𝜀. Выберем 𝜀 и 𝛿 столь малыми, чтобы
точка (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) находилась внутри 𝐷ε,δ. Вырежем из области 𝐷ε,δ шар мало-
го радиуса 𝜌 с центром в точке (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) и оставшуюся часть 𝐷ε,δ обозначим
через 𝐷ρ

ε,δ, в которой функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) будет регулярным

решением уравнения (3).
Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) в области 𝐷, удо-

влетворяющее граничным условиям (54).
Применяя формулу (11), получим

x

Γε

(︀
𝐺𝐵α

n [𝑢]− 𝑢𝐵α
n [𝐺]

)︀
𝑑𝑠𝑑𝑡+

x

Xε,δ

𝑥2α
(︁
𝑢
𝜕𝐺

𝜕𝑥
−𝐺

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁⃒⃒
⃒
x=δ

𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
x

Cρ

(︀
𝐺𝐵α

n [𝑢]− 𝑢𝐵α
n [𝐺]

)︀
𝑑𝑠𝑑𝑡,

где 𝐶ρ — сфера вырезанного шара. Переходя к пределу при 𝜌 → 0, а затем
при 𝜀→ 0 и 𝛿 → 0, получим

𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

X

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝐺(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑦𝑑𝑧 −

−
x

Γ

𝜙(𝜃, 𝜗)𝐵α
n [𝐺(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗. (79)

Покажем, что формула (79) дает решение задачи Хольмгрена.
Нетрудно видеть, что первый интеграл 𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в формуле (79) есть

регулярное в области 𝐷 решение уравнения (3), непрерывное в 𝐷. Обозначим

𝜙(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

X

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑞(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
1

2𝜋

x

X

𝜈1(𝑦, 𝑧)[𝑥
2
0 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2]−1/2−α𝑑𝑦𝑑𝑧. (80)

Легко видеть, что 𝜙(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) есть непрерывная функция в 𝐷. Интеграл
𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в силу (80) и (66) и симметричности функции 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
можно представить в виде

𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −𝜙(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝜑(𝜉, 𝜂, 𝜁)𝐵α
ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗−

− 4
x

Γ

x

Γ

𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)𝜙
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀
×

×𝐵α
ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗𝑑𝑠𝑑𝑡. (81)
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Последние два интеграла в формуле (81) — потенциалы двойного слоя.
Принимая во внимание первую из формул (40) и интегральное уравнение
для резольвенты 𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2), из формулы (81) получим

𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= 0.

Нетрудно видеть, что

lim
x0→0

𝑥2α0
𝜕𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥0
= 𝜈1(𝑦0, 𝑧0), (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.

В самом деле, интеграл 𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в силу (71) и симметричности функции
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) можно записать также в виде

𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

X

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑞(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑦𝑑𝑧 −

−
x

X

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗; 0, 𝑦, 𝑧)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗.

В п. 5 показано, что производная по 𝑥0 от первого слагаемого, умноженного
на 𝑥2α0 , равна 𝜈1(𝑦0, 𝑧0) при 𝑥0 → 0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋. Производная по 𝑥0 от второго

слагаемого, умноженного на 𝑥2α0 , равна нулю при 𝑥0 = 0, так как 𝑥2α0
∂q
∂x0

= 0

при 𝑥0 → 0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.
Рассмотрим второй интеграл 𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в формуле (79), который в силу

(70) и (72) можно записать в виде

𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

Γ

𝜙(𝑠, 𝑡)𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑠𝑑𝑡 =

= −
x

Γ

𝜒(𝜃, 𝜗)𝐵α
ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗,

где

𝜒(𝜃, 𝜗) = 2𝜙(𝜃, 𝜗) + 4
x

Γ

𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)𝜙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡,

т.е. функция 𝜒(𝜃, 𝜗)— решение интегрального уравнения

𝜒(𝑠, 𝑡)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡)𝜒(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 2𝜙(𝑠, 𝑡). (82)

Так как 𝜒(𝑠, 𝑡)— непрерывная функция, 𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— регулярное в обла-
сти 𝐷 решение уравнения (3), непрерывное в 𝐷, которое в силу (40) и (82)
удовлетворяет условию

𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= 𝜙(𝑠, 𝑡),

нетрудно видеть, что

lim
x0→0

𝑥2α0
𝜕𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥0
= 0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.
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Используя формулы (78) и (74), решение (79) задачи Хольмгрена для
уравнения (3) можно записать в виде

𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= −
x

Γ

𝜙(𝜃, 𝜗)
{︀
𝐵α

ν [𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)] +𝐵α
ν [𝐻(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]

}︀
𝑑𝜃𝑑𝜗−

−
x

X

𝜈1(𝑦, 𝑧)[𝐺0(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) +𝐻(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝑦𝑑𝑧, (83)

где 𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— функция Грина задачи Хольмгрена для полусфери-
ческой области 𝐷0:

𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
1

2𝜋

1

𝑟1+2α
𝐹
(︁
𝛼+

1

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁
−

− 1

2𝜋

1

𝑟1+2α

(︁ 𝑎
𝑅

)︁1+2α
𝐹
(︁
𝛼+

1

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁
, (84)

𝑎2 = 𝜉2 + 𝜂2 + 𝜁2, 𝑅2 = 𝑥20 + 𝑦20 + 𝑧20 ,

𝑟21

𝑟2

}︃
= (𝜉 ± 𝑥0)

2 + (𝜂 − 𝑦0)
2 + (𝜁 − 𝑧0)

2,

𝑟21

𝑟2

}︃
=

(︁
𝜉 ± 𝑎2

𝑅2
𝑥0

)︁2
+
(︁
𝜂 − 𝑎2

𝑅2
𝑦0

)︁2
+
(︁
𝜁 − 𝑎2

𝑅2
𝑧0

)︁2

и
𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗.

Непосредственным вычислением можно показать, что функция, опреде-
ленная формулой (83), является решением задачи Хольмгрена для уравнения
(3), т.е. она удовлетворяет уравнению (3) и условиям (54).

6.3. Решение задачи Хольмгрена для полушара. В этом случае
функция 𝐻(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) тождественно равна нулю:

𝐻(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≡ 0, (𝜉, 𝜂, 𝜁) ∈ 𝐷0. (85)

Чтобы явно получить решение задачи Хольмгрена по формуле (83) для полу-
ферической области 𝐷0, необходимо вычислить конормальную производную
функции Грина (84). Воспользовавшись выведенной выше формулой (21),
нетрудно найти аналогичную формулу для 𝐵α

ν [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; �̃�0, 𝑦0, 𝑧0)]. Далее, сле-
дуя [26, љ 26], имеем

𝐵α
ν

[︀
𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
=

1 + 2𝛼

2𝜋
𝜉2α𝐹

(︁3
2
+ 𝛼, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁𝑅2 − 𝑎2

𝑎𝑟3+2α
. (86)

Подставив (85) и (86) в (83), окончательно получим решение задачи Хольм-
грена для уравнения (3) в полусферической области 𝐷0 в явном виде:
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𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = − 1

2𝜋

∫︁ a

−a
𝑑𝑦

∫︁ √
a2−y2

−
√

a2−y2
𝜈1(𝑦, 𝑧)

{︂
[𝑥20+(𝑦−𝑦0)2+(𝑧−𝑧0)2]−1/2−α−

−
[︁(︁
𝑎− 𝑦𝑦0

𝑎

)︁2
+
(︁
𝑎− 𝑧𝑧0

𝑎

)︁2
+
𝑥20𝑦

2 + 𝑦2𝑧20 + 𝑥20𝑧
2 + 𝑦20𝑧

2

𝑎2
− 𝑎2

]︁−1/2−α
}︂
𝑑𝑧 +

+
1 + 2𝛼

2𝜋

x

Γ

𝜙(𝜃, 𝜗)𝜉2α𝐹
(︁3
2
+ 𝛼, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁𝑎2 −𝑅2

𝑎𝑟3+2α
𝑑𝜃𝑑𝜗. (87)

Решение (83) (в частности формула (87)) задачи Хольмгрена более удоб-
но для дальнейших исследований. Действительно, полученные формулы (83)
и (87) играют важную роль при изучении краевых задач для уравнений сме-
шанного типа, т.е. для уравнений эллиптико-гиперболического или эллип-
тико-параболического типов: каждая из этих формул позволяет легко выве-
сти основное функциональное соотношение между следами искомого реше-
ния и его производной на линии вырождения, принесенное из эллиптической
части смешанной области.
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Аннотация

Приводятся результаты экспериментальных исследований высоко-
температурной ползучести и длительной прочности в условиях одноос-
ного и сложного напряженно-деформированного состояния: одноосное
растяжение, кручение и их совместное действие.

Испытания проведены на лабораторных трубчатых образцах из ма-
териала ВТ6 при температуре 600℃ в состоянии поставки и в условиях
воздействия агрессивной среды путем предварительного наводоражи-
вания лабораторных образцов с различной концентрацией водорода по
массе Cm равной 0.15 % и 0.3 %.

Представлена экспериментальная информация для построения мате-
риальных параметров и скалярных функций модели термоползучести с
изотропно-кинематическим упрочнением, полученная из базовых экспе-
риментов по определению: начального радиуса поверхности ползучести
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Экспериментальные исследования высокотемпературной ползучести титанового сплава ВТ6. . .

нулевого уровня (нулевая скорость ползучести); веера кривых ползуче-
сти при разных уровнях задаваемых напряжений с получением харак-
теристик третьего участка на диаграмме ползучести, предшествующего
разрушению образца при фиксированной температуре на заданном вре-
менном интервале; кривых ползучести при кручении до момента потери
устойчивости в рабочей части образца. По результатам испытаний на
одноосное нагружение выбрано два уровня интенсивности напряжений,
при различном сочетании которых проведены эксперименты в условиях
сложного нагружения.

Приводятся результаты экспериментальных исследований высоко-
температурной ползучести и длительной прочности при нескольких раз-
личных программах изотермического нагружения в условиях сложного
напряженно-деформированного состояния для образцов из сплава ВТ6
в состоянии поставки в условиях воздействия агрессивной среды. Полу-
ченная экспериментальная информация позволяет определить необхо-
димые материальные параметры и провести верификацию используемой
математической модели термоползучести.

Ключевые слова: наводораживание, нестационарная ползучесть, дли-
тельная прочность, повреждение, ресурс, базовый эксперимент, матери-
альные параметры, сложное нагружение.
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Введение. Ресурс конструктивных элементов, работающих в условиях
повышенных температур и механических воздействий, часто определяется
физическими процессами накопления повреждений в результате процесса
ползучести. Поскольку процессы накопления повреждений зависят от ки-
нетики напряженно-деформированного состояния (НДС), точность расчет-
ных оценок прочности и ресурса элементов конструкций зависит от того,
насколько используемые математические модели достоверно описывают про-
цессы деформирования и повреждения материала в опасных зонах элементов
конструкции в результате процесса высокотемпературной ползучести и на-
сколько точно определены вещественные параметры материала, входящие
в используемую математическую модель [1ҫ11]. Особое внимание необходимо
уделять экспериментальным исследованиям процессов высокотемпературной
ползучести при многоосном нагружении, так как именно эта эксперименталь-
ная информация позволяет строить достоверную математическую модель по
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учету эффектов, возникающих при сложных непропорциональных нагруже-
ниях и определяющих точность расчетов длительной прочности конструкций.

Возможности испытательного оборудования [12ҫ15] с интегрированным
математическим обеспечением позволяют создать различные программы ис-
пытаний лабораторных образцов соответствующей геометрии: одноосное рас-
тяжениеҫсжатие, кручение, нагружение по лучевым траекториям с изломом,
по лучевым пространственным траекториям в широком диапазоне изменения
скоростей деформирования и температуры.

Экспериментальные исследования одноосного и многоосного напряжен-
ных состояний в условиях высокотемпературной ползучести и длительной
прочности проводились на титановом сплаве ВТ6 при температуре 600℃ на
лабораторных тонкостенных трубчатых образцах. Часть испытаний проводи-
лась на материале в состоянии поставки. Для исследования влияния водород-
ной коррозии на механические характеристики титанового сплава ВТ6 при
указанных условиях нагружения часть образцов была подвергнута влиянию
агрессивной среды (наводораживанию при концентрациях водорода по массе
0.15 % и 0.3%).

1. Экспериментальная информация для получения веществен-
ных параметров модели термоползучести. Проведены эксперименты
для материала ВТ6 по программе получения вещественных параметров для
модели термоползучести с комбинированным упрочнением [16ҫ19]. Опреде-
лены начальные радиусы поверхности ползучести, соответствующие нулевой
скорости ползучести. Для уровней интенсивности напряжений 𝜎u, равных 50,
66, 78, 90 МПа, построен веер кривых ползучести с получением характери-
стик третьего участка на диаграмме ползучести, предшествующего разруше-
нию образца, и кривые ползучести при кручении до момента потери устой-
чивости в рабочей части образца при температуре 𝑇 = 600℃ на временном
интервале 𝑡 = 10÷ 20 ч.

Рис. 1. Схема лабораторного образца (в мм)

[Figure 1. The Laboratory Sample (in mm)]

Эксперименты были проведены на лабораторных образцах (рис. 1), имею-
щих форму тонкостенной трубы с размерами рабочей части: наружный диа-
метр — 16 мм, толщина стенки — 1 мм, длина — 105 мм. Образцы испытыва-
лись в состоянии поставки и в условиях, имитирующих воздействие агрес-
сивной среды — предварительного наводораживания при концентрациях во-
дорода по массе — 0.15% и 0.3 %. Выбор агрессивной среды связан с тем, что
в условиях эксплуатации инженерных объектов из титановых сплавов при
высоких температурах, несмотря на то, что данные сплавы обладают высо-

288



Экспериментальные исследования высокотемпературной ползучести титанового сплава ВТ6. . .

кой стойкостью ко многим агрессивным средам, наводораживание во многих
конструктивных элементах энергетического оборудования и систем является
причиной интенсивно протекающих деградационных механизмов, вызванных
«водородным охрупчиванием», которое приводит к труднопрогнозируемым
разрушениям конструкций, выполненных из этих материалов.

Наводораживание проводилось в газовой среде диффузионным способом
(метод Сивертса). Технология наводораживания состояла из следующих эта-
пов: обеспечение вакуума и необходимой температуры, подача водорода, вре-
менная выдержка в данных условиях до достижения требуемой концентра-
ции и отжига для выравнивания концентрации по длине и объему рабо-
чей части образца. Выполненное измерение концентрации водорода атомно-
эмиссионным спектральным методом анализа в приповерхностных слоях ра-
бочей части лабораторных образцов показало разброс для образцов при вы-
бранном уровне наводораживания 0.3 ± 0.04%. Химический состав сплава
ВТ6 в состоянии поставки приведен в табл. 1. Сплав относится к двухфаз-
ным (𝛼+ 𝛽) мартенситного класса с небольшим количеством 𝛽-фазы.

Таблица 1
Химический состав сплава ВТ6 в состоянии поставки (в %)

[Chemical composition of titanium alloy VT6 (Ti-6Al-4V), per %]

Fe C Si V N Ti Al Zr O H Others

< 0.6 < 0.1 < 0.1 3.5ҫ5.3 < 0.05 86.45ҫ90.9 5.3ҫ6.8 < 0.3 < 0.2 < 0.015 < 0.3

Испытания лабораторных образцов выполнялись на универсальном испы-
тательном комплексе Z100 ZWICK-ROEL (рис. 2), который позволяет прово-
дить эксперименты на сложное многоосное нагружение в квазистатическом
диапазоне скоростей деформаций на трубчатых образцах при синхронизиро-
ванном по времени задании следующих параметров:

ҫ скорость изменения продольной силы, скорость изменения крутящего
момента на активном захвате, скорость изменения внутреннего давле-
ния в образце (режимы «мягкого» нагружения),

Рис. 2. Общий вид испытательной машины Z100 ZWICK-ROEL

[Figure 2. General view of the Z100 ZWICK-ROEL testing machine]
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ҫ скорость перемещения (деформации на рабочей части образца) и угла
закручивания активного захвата (режимы «жесткого» нагружения).

Максимальные значения воспроизводимых параметров испытаний — по си-
ле ±100 кН и по крутящему моменту 1000 Нм, по внутреннему давлению
0÷ 48 МПа. Измерительная аппаратура универсального экспериментального
комплекса состоит из следующих элементов:

ҫ лазерного экстензометра laserXtens, позволяющий одновременно изме-
рять как продольные деформации (база измерения от 20 до 100 мм)
с разрешающей способностью 6 1 мкм, так и деформации при круче-
нии (углы поворота реперных точек в рабочей части образцов), класс
точности 1 по ISO 9513;

ҫ измерителя поперечных деформаций на базе видеоэкстензометра ME46
с разрешающей способностью от 0.4 до 2 мкм;

ҫ датчика силы и крутящего момента с классом точности 1 по ISO 7500-1.
Экспериментальная установка снабжена термокамерой модели EC 2181

с контроллером, позволяющая проводить испытания образцов различной фор-
мы в диапазоне температур от минус 150 до плюс 600℃. Термокамера обес-
печивает равномерное распределение поля температуры в рабочей части об-
разцов с погрешностью менее ±1℃.

Для экспериментальных исследований была разработана программная ба-
за проведения испытаний на многоосную ползучесть с учетом основных тре-
буемых условий:

ҫ изменение нагружающих параметров при управлении испытаниями
с безударными переходами с одного режима нагружения на другой;

ҫ жесткое беззазорное закрепление захватных частей образцов в захваты
нагружающего устройства;

ҫ обеспечение вынужденной конвекцией в термокамере равномерного рас-
пределения температуры и ее контроль на рабочей части образца.

Экспериментальные исследования процессов ползучести титанового спла-
ва ВТ6 проводились по схеме «мягкого» нагружения (задающие параметры
испытаний — сила и крутящий момент) и температуре 600 ∘C. Температура
окружающего воздуха при проведении испытаний составляла 20 ± 5 ∘C. Ис-
пытания проводились до момента разрушения образца при растяжении либо
до момента потери устойчивости при кручении.

Проводимые исследования характеризовались:
ҫ по виду испытаний — определительные;
ҫ по продолжительности проведения и степени интенсификации процес-

сов — нормальные;
ҫ по виду воздействия — механические и температурные;
ҫ по результатам воздействия — разрушающие.

Графический материал, представленный в работе, имеет следующее соот-
ветствие:

ҫ сплошными линиями изображается информация, относящаяся к испы-
таниям материала в состоянии поставки;

ҫ штрих-пунктирными — в состоянии наводороженного при концентраци-
ях водорода по массе 0.15 %;

ҫ штриховыми линиями — в состоянии наводороженного при концентра-
циях водорода по массе 0.3 %.
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В случае одноосного нагружения представлены следующие результаты
испытаний.

1. Определение значений радиуса поверхности ползучести, соответствую-
щего нулевой скорости ползучести, когда действующее напряжение вы-
зывает деформацию ползучести, не превышающую значений 0.1÷0.2%
за принятый временной интервал. В табл. 2 приведены эксперименталь-
но определенные значения уровней напряжений, при которых за базо-
вое время 10ҫ20 ч деформация ползучести составила не более 0.1÷0.2%
(допуск на остаточную деформацию ползучести) для температуры ис-
пытаний 600℃. Значения указанных напряжений получены для матери-
ала с различной степенью наводораживания по массе Cm. Результаты
являются исходной экспериментальной информацией для расчета соот-
ветствующих значений начальных радиусов поверхностей ползучести
сплава.

Таблица 2
Начальный радиус поверхности ползучести

[Initial radius of the creep surface]

Cm, % 0 0.15 0.3

σ11, MPa 25 17.5 15

2. Ползучесть при кручении с интенсивностями действующих напряже-
ний 𝜎u, равными 50 и 66 МПа, для сплава в состоянии поставки и с пред-
варительно внедренным водородом с концентрацией по массе 0.3% до
момента потери устойчивости образцов (рис. 3).

3. Ползучесть при одноосном растяжении с интенсивностями действую-
щих напряжений 𝜎u, равными 30, 50, 66, 78 и 90 МПа, для сплава в со-
стоянии поставки и с предварительно внедренным водородом с концен-

Рис. 3. Ползучесть при кручении для заданных уровней интенсивности
напряжений: 1 — σu = 50 МПа, 2 — σu = 66 МПа, 3 — σu = 78 МПа

[Figure 3. Torsional creep at given stress intensity levels: 1 — σu = 50 MPa,
2 — σu = 66 MPa, 3 — σu = 78 MPa; solid lines — the alloy at delivery
condition, dashed lines — the hydrogenated alloy with the hydrogen-ion

concentration by weight of 0.3 %]
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трацией по массе 0.3 % с получением третьего участка диаграмм ползу-
чести (рис. 4).

4. На рис. 5 графически представлены этапы нагружения образца: реа-
лизация процесса ползучести при кручении с одновременным поддер-
жанием нулевого значения растягивающего напряжения (чистое кру-
чение), где под номером 1 указан вектор действующего напряжения
𝜎u(1) = 50 МПа, под номером 2 — вектор при разгрузке напряжения; реа-
лизация процесса ползучести при растяжении — вектор нагрузки 𝜎u(2) =
= 78 МПа под номером 3. Значения деформаций ползучести, получен-
ных при реализации описанной истории нагружения, изображены на
рис. 6 для одноосного кручения и на рис. 7 для растяжения соответ-
ственно. Результаты серии испытаний представляют информацию для

Рис. 4. Ползучесть при кручении для заданных уровней интенсивности
напряжений: 1 — σu = 66 МПа, 2 — σu = 78 МПа, 3 — σu = 90 МПа

[Figure 4. Torsional creep at given stress intensity levels: 1 — σu = 66 MPa,
2 — σu = 78 MPa, 3 — σu = 90 MPa; solid lines — the alloy at delivery
condition, dashed lines — the hydrogenated alloy with the hydrogen-ion

concentration by weight of 0.3 %]

Рис. 5. Этапы нагружения образца при од-
ноосном кручении с переходом к одноосному

растяжению

[Figure 5. Stages of the uniaxial torsion loading
with the transition to the uniaxial tension]
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Рис. 6. Ползучесть при кручении (режим 1, σu(1) = 50 МПа, σ11 = 0)

[Figure 6. Torsional creep (1st mode, σu(1) = 50 MPa, σ11 = 0): solid lines —
the alloy at delivery condition, dash-dotted lines — the hydrogenated alloy
with the hydrogen-ion concentration by weight of 0.15 %, dashed line — the
hydrogenated alloy with the hydrogen-ion concentration by weight of 0.3 %]

Рис. 7. Ползучесть при одноосном растяжении (режим 3, σu(2) =78 МПа)

[Figure 7. Uniaxial tensile creep (3rd mode, σu(2) = 78 MPa): solid line —
the alloy at delivery condition, dash-dotted line — the hydrogenated alloy
with the hydrogen-ion concentration by weight of 0.15 %, dashed line — the
hydrogenated alloy with the hydrogen-ion concentration by weight of 0.3 %]

оценки влияния агрессивной среды и уточнения вещественных парамет-
ров используемой модели термоползучести для материала в состоянии
поставки и с предварительно внедренным водородом с концентрацией
по массе 0.15% и 0.3 %, а также влияния предварительно накопленной
деформации ползучести в условиях нагружения при кручении на после-
дующую деформацию ползучести и процесс накопления повреждений
при растяжении.
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На основании полученной экспериментальной информации при одноосных
режимах кручения и растяжения выбраны два уровня интенсивности напря-
жений 𝜎u1 = 50 МПа и 𝜎u2 = 78 МПа, при которых проводятся дальнейшие
эксперименты при ползучести в условиях комбинированного нагружения при
одновременном растяжении и кручении, а также при их ступенчатом изме-
нении в условиях сложного нагружения.

2. Испытания в условиях многоосного нагружения на ползучесть
и длительную прочность. При испытаниях в условиях многоосного на-
гружения интенсивность тензора напряжений определялась как 𝜎u = |�̄�| =
= (𝜎211 + 3𝜎212)

1/2.
Для многоосного нагружения было выбрано два режима. Первый режим

реализовывался следующим образом: ползучесть при совместном растяжении
и кручении для двух выбранных уровней интенсивности напряжений 𝜎u(1),
𝜎u(2) при кусочно-линейном задании траектории нагружения. Задаваемые уг-

лы векторов действующих напряжений между осями 𝜎11 и
√
3𝜎12 равны 30∘

и 60∘ соответственно (рис. 8).
На рис. 8 графически представлены этапы испытаний на многоосную пол-

зучесть, где под номером 1 указан вектор напряжения 𝜎u(1) = 50 МПа, дей-
ствующий на первом этапе нагружения (угол 30∘), под номером 2 — вектор
напряжения 𝜎u(2) = 78 МПа, действующий на втором этапе (угол 60∘), вектор
под номером 3 обозначает переход между уровнями интенсивности напряже-
ния в испытаниях. Для оценки влияния агрессивной среды на свойства мате-
риала при нестационарных условиях деформирования по указанной истории
нагружения проведены эксперименты для материала в состоянии поставки
с тремя повторами и с предварительно внедренным водородом с концентра-
цией 0.15 % и 0.3 % (два повтора). Результаты проведенных испытаний пред-
ставлены на рис. 9.

Второй режим реализовывался следующим образом: ползучесть при кру-
чении, совместном растяженииҫкручении, растяжении по лучевым путям на-
гружения с направлением действующего напряжения 𝜎u(1) = 50 МПа в про-

странстве напряжений 𝜎11ҫ
√
3𝜎12 под углами, равными 0∘, 30∘, 60∘ и 90∘.

Рис. 8. История первого режима комбиниро-
ванного нагружения

[Figure 8. Stages of the ҥrst combined loading
mode]
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Рис. 9. Деформация ползучести при комбинированном нагружении

[Figure 9. Creep under combined loading: solid lines — the alloy at delivery
condition, dash-dotted lines — the hydrogenated alloy with the hydrogen-ion
concentration by weight of 0.15 %, dashed lines — the hydrogenated alloy with

the hydrogen-ion concentration by weight of 0.3 %]

На рис. 10 графически представлены этапы лучевых нагружений, где
цифрами 1, 3, 5 и 7 обозначены векторы действующего напряжения при
нагружении образца, цифрами 2, 4, 6 — векторы разгрузки. При смене уг-
ла вектора действующих напряжений (непропорциональное нагружение) су-
щественной особенностью является неколлинеарность векторов напряжений
и скоростей деформаций ползучести. Характер изменения деформаций пол-
зучести, полученных при реализации указанной истории нагружения, приве-
ден на рис. 11. На рис. 12 приведена траектория деформирования при пол-
зучести при лучевом нагружении.

При изменении угла вектора напряжения для лучевых нагружений на-
блюдается временное увеличение скоростей осевой и сдвиговой деформации
ползучести. Это переходное увеличение скорости деформаций уменьшается
по мере увеличения продолжительности времени нагружения, а также вектор
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Рис. 10. История второго режима нагружения

[Figure 10. Stages of the second loading mode]

Рис. 11. Деформация ползучести при растяжении в условиях лучевых нагружений

[Figure 11. Tensile creep under conditions of the second loading mode]
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Рис. 12. Траектория деформирования при ползучести в условиях лучевых нагружений

[Figure 12. Creep deformation trajectory under conditions of the second loading mode]

скорости деформаций ползучести ¯̇𝑒c становится неколлинеарным вектору на-
пряжений �̄� сразу же после угла вектора напряжения. Однако эта неколлине-
арность имеет тенденцию к постепенному исчезновению по мере протекания
процесса ползучести.

Дополнительно для лабораторных образцов после проведенных испыта-
ний были выполнены металлографические исследования, которые показа-
ли, что наводораживание приводит к образованию гидридной составляющей
сплава ВТ6 и увеличению микротвердости, что связано с повышением сжима-
ющих микронапряжений в структуре сплава. Процесс образования гидридов
титана начинается после превышения предела растворимости водорода в ти-
тановом сплаве. При увеличении содержания водорода от 0 до 0.3% гидриды
титана выпадают в структуре в виде выделений произвольной формы и обра-
зуют по границам зерен сплошную сетку. Также происходит увеличение доли
𝛽-фазы в результате фазового превращения 𝛼 → 𝛽. Характерной особенно-
стью указанной структуры является то, что материал значительно снижает
пластические свойства при температуре 600℃, что подтверждается прове-
денными экспериментальными исследованиями процессов ползучести и, как
следствие, приводит к снижению ресурсных характеристик материла в этих
условиях.

Анализ результатов испытаний на ползучесть в условиях одноосного и
многоосного нагружения лабораторных образцов сплава ВТ6 в исходном и на-
водороженном состоянии позволяет сделать вывод, что наводороженные об-
разцы имеют тенденцию к уменьшению начальной скорости ползучести на
начальном участке деформирования (см. рис. 6). Данный факт связан с об-
разованием практически не деформируемой гидридной фазы и увеличением
микротвердости сплава, однако при увеличении длины пути деформирования
при ползучести скорость деформации ползучести начинает превосходить со-
ответствующую скорость на образцах в состоянии поставки, что связано с до-
полнительным активным накоплением дефектов на границах фаз (𝛼 и 𝛽).

297



Игу мн о в Л. А., К а з а к о в Д. А., Шиш у лин Д. Н., М один И. А., Ж е г а л о в Д. В.

Заключение. Проведено экспериментальное исследование поведения ме-
таллических трубчатых образцов из материла ВТ6 при различных режимах
нагружения. По результатам проведенных испытаний получены: исходная
экспериментальная информация для получения материальных параметров
и скалярных функций математической модели многоосной ползучести с уче-
том влияния агрессивной среды (наводораживания); зависимости изменения
компонент тензора деформаций ползучести и времени до разрушения для
указанных выше законов нагружения с учетом влияния агрессивной среды
(наводораживания).

Полученная экспериментальная информация при многоосной ползучести
сплава ВТ6 в условиях поставки и с учетом предварительного наводора-
живания в совокупности с металлографическими исследованиями позволяет
обосновать возможность верификации математической модели термовязко-
пластичности с комбинированным упрочнением и входящих в ее состав ма-
териальных параметров для определенного класса траекторий нагружения
с учетом влияния агрессивной среды на механические характеристики мате-
риала.
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Abstract

The results of experimental studies of high-temperature creep and long-
term strength under conditions of a uniaxial and complex stress-strain state
are presented. Tests for uniaxial tension, torsion and their combined action.

The tests were carried out on laboratory tubular specimens made of
VT6 material at a temperature of 600℃ as delivered and under conditions
of exposure to an aggressive environment. An aggressive environment was
created by preliminary hydrogenation of laboratory samples with different
hydrogen-ion concentration by mass Cm equal to 0.15 % and 0.3%.

Experimental information for the construction of material parameters
and scalar functions of a thermal creep model with isotropic-kinematic hard-
ening is presented. This information is obtained from basic experiments to
determine: the initial radius of the zero level creep surface; fans of creep
curves at different levels of specified stresses, with obtaining the characteris-
tics of the third section on the creep diagram, which precedes the failure of
the sample at a fixed temperature at a given time interval; torsional creep
curves up to the moment of loss of stability in the working part of the spec-
imen. Based on the results of tests for uniaxial loading, two levels of stress
intensity were selected, with different combinations of which experiments
were carried out under conditions of complex loading.
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The results of experimental studies of high-temperature creep and long-
term strength under several different programs of isothermal loading under
conditions of a complex stress-strain state are presented. Investigations are
carried out for specimens made of VT6 alloy at delivery condition, under
conditions of exposure to an aggressive environment. The obtained exper-
imental information makes it possible to determine the necessary material
parameters and to verify the used mathematical model of thermal creep.
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Аннотация

С использованием разложения компонент вектора перемещений по
окружной и радиальной координатам в ряды по полиномам Лежанд-
ра и обобщенных степенных рядов получено точное аналитическое ре-
шение задачи о равновесии жестко закрепленного на внешней поверх-
ности толстостенного трансверсально-изотропного центрально-симмет-
ричного полого тела, которое находится под действием равномерного
внутреннего давления и гравитационных сил.

В качестве примера использования полученного аналитического ре-
шения проанализировано влияние массовых сил на характер распреде-
ления независимых инвариантов тензора напряжений в поперечном се-
чении тяжелой железобетонной сферы, внутренняя поверхность кото-
рой свободна от внутреннего давления. На основе многокритериально-
го подхода, описывающего различные механизмы исчерпания несущей
способности (от растяжения или сжатия в радиальном и окружном на-
правлениях и межслойного сдвига), определены области тяжелой желе-
зобетонной сферы, в которых может быть инициировано разрушение.

Проведено качественное и количественное сравнение полей напряже-
ний в точках поперечных сечений толстостенных тяжелых сфер
с результатами численного решения той же задачи в осесимметричной
и трехмерной постановках в конечноэлементных пакетах ANSYS 13.0
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и ABAQUS 6.11. Оба пакета продемонстрировали минимальное отклоне-
ние численно определенных значений инвариантов напряжений от ана-
литического решения в осесимметричной постановке и различие с со-
поставимой погрешностью — в трехмерной. В последнем случае пред-
ставление численных результатов для напряжений и деформаций в ком-
понентной форме привело к неожиданному эффекту — появлению су-
щественных ошибок по сравнению с точным аналитическим решением.
Для исключения обнаруженных при определении напряженно-деформи-
рованного состояния ошибок, которые обусловлены только особенностя-
ми определения сферической системы координат в конечноэлементных
пакетах ANSYS 13.0 и ABAQUS 6.11, необходимо использовать представ-
ление полученных результатов в инвариантном виде.

Ключевые слова: толстостенная трансверсально-изотропная тяжелая
сфера, равновесие, гравитационные силы, точное аналитическое реше-
ние, механизмы начала разрушения, верификация конечноэлементных
решений, ANSYS 13.0, ABAQUS 6.11.

Получение: 5 октября 2020 г. / Исправление: 19 апреля 2021 г. /
Принятие: 11 мая 2021 г. / Публикация онлайн: 11 июня 2021 г.

1. Введение. В различных отраслях промышленности, строительстве,
геологии, на предприятиях аэрокосмического и нефтегазохимического ком-
плексов находят применение разнообразные элементы конструкций и соору-
жений в виде массивных толстостенных центрально-симметричных тел, из-
готавливаемых из анизотропных материалов, весом которых нельзя прене-
бречь. Наиболее распространенными видами нагрузки этих объектов являют-
ся квазистатическое или слабо изменяющееся во времени равномерное и/или
неравномерное внутреннее и/или внешнее давление и собственный вес.

Получение новых аналитических решений задач о равновесии анизотроп-
ных сферических тел важно и актуально для разработки инженерных мето-
дов уточненного прочностного анализа. Конструкции и сооружения создают-
ся, как правило, одновременно с материалом, из которого они изготовлены.
Получение аналитических решений позволит разработать методики экспе-
риментальной идентификации материальных постоянных и функций анизо-
тропных материалов с целью расширения базы определяющих соотношений.

Большую популярность при решении научных и инженерных задач, воз-
никающих при определении напряженно-деформированного состояния, опти-
мальном проектировании и оценке прочности элементов конструкций ответ-
ственного назначения, получили численные методы. Это обусловлено стре-
мительным развитием, доступностью и широкими возможностями современ-
ной вычислительной техники. При проведении вычислительных эксперимен-
тов по исследованию напряженно-деформированного состояния элементов
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конструкций возникает вопрос о корректности полученных результатов: для
успешного применения численных методов требуется провести оценку пра-
вильности составленного алгоритма, обоснование выбора способа дискрети-
зации на основе сравнения численных расчетов с точными аналитическими
решениями тестовых задач для тел простейшей геометрии. Наиболее остро
(из-за ограниченного количества задач, имеющих аналитические решения)
эта проблема возникает при необходимости учета в вычислительных экспе-
риментах анизотропии деформационных и прочностных свойств материалов.

2. Аналитическое решение. Рассмотрим равновесие упругого толсто-
стенного центрально-симметричного тела, жестко закрепленного на внешней
поверхности радиуса 𝜌2 и находящегося в равновесии под действием гравита-
ционных сил и равномерно распределенного давления 𝑝, заданного на внут-
ренней поверхности радиуса 𝜌1. Будем предполагать, что материал, из кото-
рого изготовлено тело, линейно упругий однородный с постоянным по всему
объему удельным весом 𝛾, сферически трансверсально-изотропный относи-
тельно любого радиус-вектора, проведенного из центра симметрии в данную
точку.

В геометрический центр тела поместим начало сферической ортогональ-
ной системы координат 𝜌, 𝜃 и 𝜙. В силу осевой симметрии задачи радиаль-
ные 𝑢ρ и меридиональные 𝑢θ перемещения, радиальные (𝜎ρρ и 𝜀ρρ), окружные
(𝜎ϕϕ и 𝜀ϕϕ) и меридиональные (𝜎θθ и 𝜀θθ) нормальные напряжения и дефор-
мации, касательные напряжения 𝜏ρθ и сдвиговые деформации 𝛾ρθ не зависят
от окружной координаты 𝜙. Это позволяет записать геометрические соотно-
шения Коши и уравнения равновесия следующим образом:

𝜀ρρ =
𝜕𝑢ρ
𝜕𝜌

, 𝜀θθ =
1

𝜌

𝜕𝑢θ
𝜕𝜃

+
𝑢ρ
𝜌
, 𝜀ϕϕ =

𝑢θ
𝜌

ctg 𝜃 +
𝑢ρ
𝜌
,

𝛾ρθ =
1

𝜌

𝜕𝑢ρ
𝜕𝜃

+
𝜕𝑢θ
𝜕𝜌

− 𝑢θ
𝜌
;

(1)

𝜕𝜎ρρ
𝜕𝜌

+
1

𝜌

𝜕𝜏ρθ
𝜕𝜃

+
1

𝜌
(2𝜎ρρ − 𝜎ϕϕ − 𝜎θθ + 𝜏ρθ ctg 𝜃) + 𝐹ρ = 0,

𝜕𝜏ρθ
𝜕𝜌

+
1

𝜌

𝜕𝜎θθ
𝜕𝜃

+
1

𝜌
[(𝜎θθ − 𝜎ϕϕ) ctg 𝜃 + 3𝜏ρθ] + 𝐹θ = 0.

(2)

Здесь 𝐹ρ = −𝛾 cos 𝜃 и 𝐹θ = 𝛾 sin 𝜃— компоненты вектора массовых сил.
Будем называть центрально-симметричное тело тяжелым в случае, если

величины 𝐹ρ и 𝐹θ имеют один порядок с остальными слагаемыми уравне-
ний (2) и, как следствие, при описании механического поведения возникает
необходимость учета массовых сил.

Определяющие соотношения

𝜎ρρ = 𝐴11𝜀ρρ +𝐴12(𝜀ϕϕ + 𝜀θθ), 𝜎ϕϕ = 𝐴12𝜀ρρ +𝐴22𝜀ϕϕ +𝐴23𝜀θθ,
𝜎θθ = 𝐴12𝜀ρρ +𝐴23𝜀ϕϕ +𝐴22𝜀θθ, 𝜏ρθ = 𝐴44𝛾ρθ

(3)

для сферически трансверсально-изотропного тела содержат постоянные

𝐴11 =
�̃�

𝑚
(1− 𝜈), 𝐴12 =

𝐸𝜈

𝑚
, 𝐴23 =

𝐸

(1 + 𝜈)𝑚

(︁
𝜈 + 𝜈21

𝐸

�̃�

)︁
,
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𝐴22 =
𝐸

(1 + 𝜈)𝑚

(︁
1− 𝜈2

𝐸

�̃�

)︁
, 𝐴44 = �̃�, 𝑚 = 1− 𝜈 − 2𝜈2

𝐸

�̃�
.

Здесь �̃� и 𝐸 — модули Юнга вдоль радиальной координаты и в направлении
касательной; �̃�— модуль сдвига для диаметральной плоскости; 𝜈 и 𝜈 — коэф-
фициенты Пуассона, характеризующие поперечную деформацию в направле-
ниях 𝜃 и 𝜙 при растяжении вдоль радиальной координаты 𝜌 и в направлении
𝜙 и 𝜃 при растяжении в направлениях 𝜃 и 𝜙 соответственно.

Граничные условия для находящегося в равновесии под действием грави-
тационных сил и равномерно распределенного давления, заданного на внут-
ренней поверхности рассматриваемого толстостенного центрально-симмет-
ричного тела с жестко закрепленной внешней поверхностью имеют вид

𝑢ρ
⃒⃒
ρ=ρ2

= 0, 𝑢θ
⃒⃒
ρ=ρ2

= 0, 𝜏ρθ
⃒⃒
ρ=ρ1

= 0, 𝜎ρρ
⃒⃒
ρ=ρ1

= −𝑝. (4)

Последовательная подстановка геометрических соотношений Коши (1)
в определяющие соотношения (3), а затем полученного результата — в урав-
нения равновесия (2) позволяет записать систему неоднородных дифферен-
циальных уравнений Ламе в частных производных:

𝐴11
𝜕2𝑢ρ
𝜕𝜌2

+
1

𝜌

[︁
2𝐴11

𝜕𝑢ρ
𝜕𝜌

+ (𝐴12 +𝐴44)
(︁ 𝜕2𝑢θ
𝜕𝜌𝜕𝜃

+
𝜕𝑢θ
𝜕𝜌

ctg 𝜃
)︁]︁

+

+
1

𝜌2

[︁
𝐴44

(︁𝜕2𝑢ρ
𝜕𝜃2

+
𝜕𝑢ρ
𝜕𝜃

ctg 𝜃
)︁
+ (𝐴12 −𝐴22 −𝐴23 −𝐴44)

(︁𝜕𝑢θ
𝜕𝜃

+ 𝑢θ ctg 𝜃
)︁
+

+ 2(𝐴12 −𝐴22 −𝐴23)𝑢ρ

]︁
= 𝛾 cos 𝜃,

𝐴44
𝜕2𝑢θ
𝜕𝜌2

+
1

𝜌

[︁
2𝐴44

𝜕𝑢θ
𝜕𝜌

+ (𝐴12 +𝐴44)
𝜕2𝑢ρ
𝜕𝜌𝜕𝜃

]︁
+

+
1

𝜌2

[︁
𝐴22

(︁𝜕2𝑢θ
𝜕𝜃2

+
𝜕𝑢θ
𝜕𝜃

ctg 𝜃
)︁
+ (𝐴22 +𝐴23 + 2𝐴44)

𝜕𝑢ρ
𝜕𝜃

−

− (𝐴23 + 2𝐴44 +𝐴22 ctg
2 𝜃)𝑢θ

]︁
= −𝛾 sin 𝜃.

Следуя [1, 2], представим радиальную 𝑢ρ и меридиональную 𝑢θ компонен-
ты вектора перемещений в виде бесконечных рядов по полиномам Лежандра:

𝑢ρ =
∞∑︁

n=0

𝑢ρn (𝜌)𝑃n (cos 𝜃), 𝑢θ = −
∞∑︁

n=0

𝑢θn (𝜌)
𝑑𝑃n (cos 𝜃)

𝑑𝜃
.

В результате этого вместо одной системы неоднородных дифференциаль-
ных уравнений Ламе в частных производных получим последовательность из
𝑛 систем обыкновенных дифференциальных уравнений (𝑛 = 0, 1, 2, . . . ) для
каждого члена разложения 𝑢ρn и 𝑢θn [3ҫ9]:

𝑎1n𝑢
′′
ρn + 𝑎2n

1

𝜌
𝑢′ρn + 𝑎3n

1

𝜌2
𝑢ρn + 𝑎4n

1

𝜌
𝑢′θn + 𝑎5n

1

𝜌2
𝑢θn = 𝐴n,

𝑏1n𝑢
′′
θn + 𝑏2n

1

𝜌
𝑢′θn + 𝑏3n

1

𝜌2
𝑢θn + 𝑏4n

1

𝜌
𝑢′ρn + 𝑏5n

1

𝜌2
𝑢ρn = 𝐵n.

(5)
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Коэффициенты, входящие в (5), записываются следующим образом:

𝑎1n = 𝐴11, 𝑎2n = 2𝐴11, 𝑎3n = 2(𝐴12 −𝐴22 −𝐴23)− 𝑛𝐴44(𝑛+ 1),
𝑎4n = 𝑛(𝐴12 +𝐴44)(𝑛+ 1), 𝑎5n = 𝑛(𝐴12 −𝐴22 −𝐴23 −𝐴44)(𝑛+ 1);

𝑏1n = 𝐴44, 𝑏2n = 2𝐴44, 𝑏3n = −𝐴23 − 2𝐴44 −𝐴22(𝑛
2 + 𝑛− 1),

𝑏4n = −𝐴12 −𝐴44, 𝑏5n = −𝐴22 −𝐴23 − 2𝐴44;

𝐴n =

{︃
𝛾, 𝑛 = 1,

0, 𝑛 = 0, 𝑛 > 1;
𝐵n =

{︃
−𝛾, 𝑛 = 1,

0, 𝑛 = 0, 𝑛 > 1.

Каждая из систем обыкновенных дифференциальных уравнений (5), за-
писанная для своего 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , будет рассматриваться в виде самостоя-
тельной задачи со своими граничными условиями, полученными из разложе-
ния (4) в бесконечные ряды по полиномам Лежандра, и будет отражать вклад
различных составляющих нагрузки. Все системы (за исключением 𝑛 = 1) яв-
ляются однородными.

Так, например, равномерно распределенное давление учитывается при ре-
шении краевой задачи, записанной для 𝑛 = 0. При этом из двух уравнений
равновесия (2) остается только первое, из четырех геометрических соотноше-
ний Коши (1) остаются первые три, которые в силу 𝑢θ ≡ 0 еще и значительно
упрощаются. Решение краевой задачи для 𝑛 = 0 известно

𝑢ρ = 𝐶
(0)
1 𝜌−1/2−k + 𝐶

(0)
2 𝜌−1/2+k, 𝑢θ ≡ 0

и является классическим [10]. Здесь

𝑘 =
√︀

1/4 + 2(𝐴22 +𝐴23 −𝐴12) /𝐴11

является показателем анизотропии для сферически трансверсально-изотроп-
ного тела, на которое действует центрально-симметричная нагрузка [11].

При решении краевой задачи для 𝑛 = 1 учитывается вклад массовых сил.
Поэтому ненулевыми являются радиальное 𝑢ρ и меридиональное 𝑢θ переме-
щения. Решение неоднородной системы обыкновенных дифференциальных
уравнений для 𝑛 = 1 представляет суперпозицию любого частного решения
рассматриваемой и общего решения (записанного в виде многочлена) соот-
ветствующей однородной системы [3, 5ҫ7]. Характеристические числа опре-
деляются из решения характеристического уравнения четвертого порядка [3].

При решении краевых задач для систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений при 𝑛 > 1 может быть учтена неравномерно распределен-
ная поверхностная нагрузка. Поскольку в рассматриваемом частном случае
неравномерно распределенное давление отсутствует, разложения в ряды по
полиномам Лежандра граничных условий (4) будут иметь только нулевые
слагаемые. Как следствие, при 𝑛 > 1 однородные системы обыкновенных
дифференциальных уравнений имеют тривиальные решения 𝑢ρ = 𝑢θ ≡ 0 [3].

На основе вышеизложенного общее решение краевой задачи (1)ҫ(3) может
быть записано следующим образом [3, 6]:

𝑢ρ = 𝐶
(0)
1 𝜌−1/2−k + 𝐶

(0)
2 𝜌−1/2+k +

+ (𝑥1𝐶
(1)
1 + 𝑥2𝐶

(1)
2 𝜌−1 + 𝑥3𝐶

(1)
3 𝜌−1/2+t + 𝑥4𝐶

(1)
4 𝜌−1/2−t +𝐻ρ𝜌

2) cos 𝜃,

𝑢θ = (𝐶
(1)
1 + 𝐶

(1)
2 𝜌−1 + 𝐶

(1)
3 𝜌−1/2+t + 𝐶

(1)
4 𝜌−1/2−t +𝐻θ𝜌

2) sin 𝜃.

(6)
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Здесь

𝑥1 = −1, 𝑥2 =
𝐴22 +𝐴23 + 2𝐴44

𝐴12 −𝐴22 −𝐴23 −𝐴44
,

𝑥3 =
𝐴44[𝐴12 − 2 (𝐴22 +𝐴23)− 3𝐴44 + 2 (𝐴12 +𝐴44) 𝑡]

2(𝐴12 +𝐴44)2 −𝐴11(𝐴22 +𝐴23 + 2𝐴44)
,

𝑥4 =
𝐴44[𝐴12 − 2(𝐴22 +𝐴23)− 3𝐴44 − 2(𝐴12 +𝐴44)𝑡]

2(𝐴12 +𝐴44)2 −𝐴11(𝐴22 +𝐴23 + 2𝐴44)
,

𝐻 = 2
{︀
𝐴11(𝐴22 +𝐴23 − 4𝐴44) + 2[𝐴44(𝐴22 +𝐴23 − 3𝐴12)−𝐴2

12]
}︀
,

𝐻ρ =
𝛾

𝐻
[𝐴22 +𝐴23 − 2(𝐴12 +𝐴44)], 𝐻θ =

𝛾

𝐻
[2(𝐴11 −𝐴44)−𝐴22 −𝐴23].

Обратим внимание на то, что входящие в равенства (6) слагаемые 𝐻ρ𝜌
2

и 𝐻θ𝜌
2 являются частными решениями рассматриваемой неоднородной си-

стемы, а положительный параметр

𝑡 =

√︃
9

4
+ 2

𝐴22 +𝐴23 −𝐴12

𝐴11
+
𝐴22 +𝐴23

𝐴44
− 2

𝐴12(𝐴12 + 2𝐴44)

𝐴11𝐴44

является показателем анизотропии для центрально-симметричного трансвер-
сально-изотропного тела, находящегося под действием вертикальной осесим-
метричной нагрузки. В отличие от 𝑘, введенного С. Г. Лехницким [11], пока-
затель 𝑡 зависит от модуля сдвига материала.

При подстановке выражений (6) в граничные условия (4) могут быть опре-
делены постоянные интегрирования:

𝐾𝐶
(0)
1 = 2𝑝𝜌

3/2+k
1 𝜌2k2 , 𝐾𝐶

(0)
2 = −2𝑝𝜌

3/2+k
1 ,

𝐾 = [𝐴11(2𝑘 − 1) + 4𝐴12]𝜌
2k
1 + [𝐴11(2𝑘 + 1)− 4𝐴12]𝜌

2k
2 ,

𝐾C𝐶
(1)
2 = 𝜌1

√
𝜌2

(︁
−𝐻ρ

{︁
4𝐴12𝜌2

[︀
(1 + 𝑥4)(2𝑡− 1)𝜌

5/2+2t
1 +

+ (1 + 𝑥3)(2𝑡+ 1)𝜌
5/2
1 𝜌2t2 + (𝑥4 − 𝑥3 − 2{2 + 𝑥4 + 𝑥3})𝜌t1𝜌

5/2+t
2

]︀
+

+𝐴11

[︀
2(1 + 𝑥3)(6 + 5𝑥4 + 2𝑡{2 + 𝑥4})𝜌5/21 𝜌1+2t

2 −
− 2(1 + 𝑥4)(6 + 5𝑥3 − 2𝑡{2 + 𝑥3})𝜌5/2+2t

1 𝜌2 − 𝑌5𝜌
t
1𝜌

7/2+t
2

]︀}︁
+

+𝐻θ

{︁
4𝐴12

[︀
(1 + 𝑥4)(5 + 4𝑥3 − 2𝑡)𝜌

5/2+2t
1 𝜌2 −

− (1 + 𝑥3)(5 + 4𝑥4 + 2𝑡)𝜌
5/2
1 𝜌1+2t

2 + (𝑥3 − 𝑥4 + 2{2 + 𝑥4 + 𝑥3})𝜌t1𝜌
7/2+t
2

]︀
+

+𝐴11𝜌2
[︀
2𝑥3(1 + 𝑥4)(2𝑡− 1)𝜌

5/2+2t
1 +

+ 2𝑥4(1 + 𝑥3)(2𝑡+ 1)𝜌
5/2
1 𝜌2t2 + 𝑌5𝜌

t
1𝜌

5/2+t
2

]︀}︁)︁
,

𝐾C𝐶
(1)
3 = −2

√
𝜌1
√
𝜌2

(︁
𝐻ρ

{︁
𝐴11

[︀
2(4 + 3𝑥2)(1 + 𝑥4)𝜌

5/2+t
1 𝜌2 +

+ 𝑌1𝜌
7/2+t
2 − (6 + 5𝑥4 + 2𝑡{2 + 𝑥4})(1 + 𝑥2)𝜌

3
1𝜌

1/2+t
2

]︀
+

+𝐴12

[︀
2(1 + 𝑥4)𝜌

5/2+t
1 𝜌2 + 𝑌3𝜌

7/2+t
2 − (1 + 𝑥2)(2𝑡+ 1)𝜌31𝜌

1/2+t
2

]︀}︁
+

308



Равновесие полой трансверсально-изотропной толстостенной сферы. . .

+𝐻θ

{︁
2𝐴12

[︀
2(3 + 2𝑥2)(1 + 𝑥4)𝜌

5/2+t
1 𝜌2 −

− (1 + 𝑥2)(5 + 4𝑥4 + 2𝑡)𝜌31𝜌
1/2+t
2 + 𝑌3𝜌

7/2+t
2

]︀
−

−𝐴11

[︀
𝑥2

(︀
2{1 + 𝑥4}𝜌5/2+t

1 𝜌2 + (3 + 𝑥4 + 2𝑡{1− 𝑥4})𝜌7/2+t
2 −

− 𝑥4{2𝑡+ 1}𝜌31𝜌
1/2+t
2

)︀
− 𝑥4(2𝑡+ 1)(𝜌31 + 2𝜌32)𝜌

1/2+t
2

]︀}︁)︁
,

𝐾C𝐶
(1)
4 = 2𝜌t1𝜌

t
2

(︁
𝐻θ

{︁
2𝐴12

[︀
2(3 + 2𝑥2)(1 + 𝑥3)𝜌

3
1𝜌

1/2+t
2 −

− (5 + 4𝑥3 − 2𝑡)(1 + 𝑥2)𝜌
7/2+t
1 − 𝑌4𝜌

1/2+t
1 𝜌32

]︀
−

−𝐴11

[︀
2𝑥2(1 + 𝑥3)𝜌

3
1𝜌

1/2+t
2 + (1 + 𝑥2)(2𝑡− 1)𝑥3𝜌

7/2+t
1 + 𝑌2𝜌

1/2+t
1 𝜌32

]︀}︁
+

+𝐻ρ

{︁
2𝐴12

[︀
2(1 + 𝑥3)𝜌

3
1𝜌

1/2+t
2 + (1 + 𝑥2)(2𝑡− 1)𝜌

7/2+t
1 − 𝑌4𝜌

1/2+t
1 𝜌32

]︀
+

+𝐴11

[︀
2(4 + 3𝑥2)(1 + 𝑥3)𝜌

3
1𝜌

1/2+t
2 −

− (1 + 𝑥2)(6 + 5𝑥3 − 2𝑡{2 + 𝑥3})𝜌7/2+t
1 − 𝑌2𝜌

1/2+t
1 𝜌32

]︀}︁)︁
,

𝐾C = 𝐴11

{︀
2[𝑌1(1 + 𝑥3)𝜌

2t
2 + 𝑌2(1 + 𝑥4)𝜌

2t
1 ]
√
𝜌1
√
𝜌2 − 𝑌5[1 + 𝑥2]𝜌

1+t
1 𝜌t2

}︀
+

+ 4𝐴12

{︀
[𝑌3(1 + 𝑥3)𝜌

2t
2 + 𝑌4(1 + 𝑥4)𝜌

2t
1 ]
√
𝜌1
√
𝜌2 −

− [1 + 𝑥2][(1 + 𝑥4)(2𝑡− 1) + (1 + 𝑥3)(2𝑡+ 1)]𝜌1+t
1 𝜌t2

}︀
,

где

𝑌1 = 2𝑥4[2𝑡+ 1]− 𝑥2[3 + 𝑥4 + 2𝑡(1− 𝑥4)],

𝑌3 = (1 + 𝑥2)(2𝑡+ 1)− 2(1 + 𝑥4),

𝑌2 = 2𝑥3[2𝑡− 1] + 𝑥2[3 + 𝑥3 + 2𝑡(𝑥3 − 1)],

𝑌4 = (1 + 𝑥2)(2𝑡− 1) + 2(1 + 𝑥3),

𝑌5 = 𝑥4(3− 4𝑡[𝑡− 1]) + 𝑥3(4𝑡[1 + 𝑡+ 2𝑥4]− 3).

Константа 𝐶
(1)
1 не приводится из-за громоздкости ее представления.

Подстановка уравнений (6) в геометрические соотношения (1) позволя-
ет в явном виде записать выражения для компонент тензора деформаций,
а подстановка последних в (3) — выражения для компонент тензора напря-
жения [6]:

𝜎ρρ =
1

2
𝜌−3/2−k

{︀
𝐶10

[︀
4𝐴12 −𝐴11(1 + 2𝑘)

]︀
+ 𝐶20

[︀
4𝐴12 −𝐴11(1− 2𝑘)

]︀
𝜌2k

}︀
+

+
{︁
2𝐴12

[︀
(1 + 𝑥2)𝐶21𝜌

−2 + (1 + 𝑥3)𝐶31𝜌
−3/2+t + (1 + 𝑥4)𝐶41𝜌

−3/2−t +

+ (𝐻ρ +𝐻θ)𝜌
]︀
− 1

2
𝐴11

[︀
2𝑥2𝐶21𝜌

−2 + (1− 2𝑡)𝑥3𝐶31𝜌
−3/2+t +

+ (1 + 2𝑡)𝑥4𝐶41𝜌
−3/2−t − 4𝐻ρ𝜌

]︀}︁
cos 𝜃,
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𝜎ϕϕ = 𝜎θθ =
1

2
𝜌−3/2−k

{︀
𝐶10

[︀
2(𝐴22 +𝐴23)−𝐴12(1 + 2𝑘)

]︀
+

+ 𝐶20

[︀
2(𝐴22 +𝐴23)−𝐴12(1− 2𝑘)

]︀
𝜌2k

}︀
+

+
{︁
(𝐴22 +𝐴23)

[︀
(1 + 𝑥2)𝐶21𝜌

−2 + (1 + 𝑥3)𝐶31𝜌
−3/2+t +

+ (1 + 𝑥4)𝐶41𝜌
−3/2+t + (𝐻ρ +𝐻θ)𝜌

]︀
−

− 1

2
𝐴12

[︀
2𝑥2𝐶21𝜌

−2 + (1− 2𝑡)𝑥3𝐶31𝜌
−3/2+t +

+ (1 + 2𝑡)𝑥4𝐶41𝜌
−3/2−t − 4𝐻ρ𝜌

]︀}︁
cos 𝜃, (7)

𝜏ρθ = −𝐴44

[︁
(2 + 𝑥2)𝐶21𝜌

−2 + (3/2 + 𝑥3 − 𝑡)𝐶31𝜌
−3/2+t +

+
(︁3
2
+ 𝑥4 + 𝑡

)︁
𝐶41𝜌

−3/2−t + (𝐻ρ −𝐻θ)𝜌
]︁
sin 𝜃.

3. Сравнение полученного нового аналитического и численных
конечноэлементных решений. В качестве примера использования точно-
го аналитического решения (6) и (7) может быть проанализирован вклад мас-
совых сил в напряженное состояние железобетонной сферы (рассматривается
в качестве модели монолитной крепи сферической горной выработки), а так-
же проведена оценка ее начальной прочности по совокупности критериев.

В работе [12] были введены независимые величины для тензоров дефор-
маций

𝐽 I
ε = 𝜀ϕϕ + 𝜀θθ, 𝐽 II

ε = 𝜀ρρ,

𝐽 III
ε =

√︁
(𝜀ϕϕ − 𝜀θθ)

2 + 4𝛾2ϕθ, 𝐽 IV
ε =

√︁
𝛾2ϕρ + 𝛾2θρ

и напряжений

𝐽 I
σ = 0.5(𝜎ϕϕ + 𝜎θθ), 𝐽 II

σ = 𝜎ρρ, (8)

𝐽 III
σ =

√︁
(𝜎ϕϕ − 𝜎θθ)2 + 4𝜏2ϕθ, 𝐽 IV

σ =
√︁
𝜏2ϕρ + 𝜏2θρ,

инвариантные относительно ортогональных преобразований, допустимых над
трансверсально-изотропным однородным телом. Эти независимые инвари-
анты были использованы для разработки моделей механики повреждаемых
трансверсально-изотропных сред [13], описывающих следующие механизмы
разрушения:

ҫ от растяжения или сжатия в окружном (𝐽 I
σ или 𝐽 I

ε) и радиальном (𝐽 II
σ или

𝐽 II
ε ) направлениях;

ҫ от сдвигов по сферическим поверхностям изотропии (𝐽 III
σ или 𝐽 III

ε ) и меж-
слойных сдвигов (𝐽 IV

σ или 𝐽 IV
ε ).

На рис. 1 представлены распределения ненулевых инвариантов тензоров
напряжений (8) в точках тяжелой железобетонной сферы вдоль меридиональ-
ной 𝜃 и обезразмеренной радиальной координаты 𝜌 = (𝜌 − 𝜌1)/(𝜌2 − 𝜌1), по-
строенные на основе полученного точного аналитического решения (6) и (7).
Будем предполагать, что внутреннее давление отсутствует (𝑝 = 0 МПа), а гео-
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Рис. 1. Распределение независимых инвариантов тензора напряжений (МПа) на свободной

от нагрузок внутренней (J
(∙)
In ), закрепленной внешней (J

(∙)
Ex ) и серединной (J

(∙)
M ) поверхно-

стях железобетонной сферы

[Figure 1. The distribution of the independent invariants of the stress tensor (MPa) on the

load-free internal (J
(∙)
In ), ҥxed external (J

(∙)
Ex ), and medial (J

(∙)
M ) surfaces]

метрические размеры и свойства материала центрально-симметричного тела
принимают следующие значения: 𝜌1 = 3.0 м и 𝜌2 = 6.0 м; 𝛾 = 40.0 кН/м3,

𝐸 = 40.0 ГПа, �̃� = 25.0 ГПа, �̃� = 11.0 ГПа, 𝜈 = 0.075 и 𝜈 = 0.15.
Как видим, в отличие от «классического» решения задачи Ламе для ани-

зотропных сфер [10, 11] компоненты тензора напряжений и их инварианты
в рассматриваемом случае являются ненулевыми даже при отсутствии внут-
реннего давления. Это объясняется тем, что полученное новое аналитическое
решение (6) и (7) учитывает вклад массовых сил.

На внутренней свободной поверхности (рис. 1) ненулевым является толь-
ко первый инвариант 𝐽 I

σ, который в верхней части тяжелой железобетонной
сферы всюду монотонно возрастает вдоль 𝜌, а в нижней — всюду монотонно
убывает, принимая нулевые значения в точках горизонтальной диаметраль-
ной плоскости. При изменении радиальной координаты от свободной поверх-
ности к закрепленной второй инвариант 𝐽 II

σ возрастает всюду по абсолютной
величине. Поскольку своих наибольших по абсолютной величине значений 𝐽 I

σ
и 𝐽 II

σ достигают в точках вертикальной диаметральной плоскости, эти точки
являются наиболее опасными с точки зрения возможности начала разруше-
ния тяжелого центрально-симметричного тела от растяжения или сжатия
в окружном и радиальном направлении. Четвертый инвариант 𝐽 IV

σ принима-
ет нулевые значения.

Определение перемещений, деформаций и напряжений в толстостенной
сфере с жестко закрепленной внешней поверхностью, находящейся в равно-
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весии под действием гравитационных сил, было проведено численно мето-
дом конечных элементов в пакетах ANSYS 13.0 и ABAQUS 6.11. Краевая за-
дача осесимметрична относительно вертикальной диаметральной оси. Этот
очевидный вывод следует из центральной симметрии рассматриваемого тела
и осевой симметрии действующей нагрузки.

Проведено сравненение результатов расчетов методом конечных элемен-
тов с полученным аналитическим решением (6) и (7), позволившее установить
совпадение численно определенных значений компонент вектора перемеще-
ний, тензоров деформаций и напряжений в осесимметричной постановке для
трансверсально-изотропного тела в сферической системе координат в точках
экстремумов с величинами, вычисленными аналитически, с погрешностью,
не превышающей 0.1%.

Исследование напряженно-деформированного состояния анизотропных
элементов конструкций сложной формы требует решения краевых задач
в трехмерных постановках, учитывающих особенности геометрии конструк-
ций и характер приложенных нагрузок. В связи с этим следует обратить
внимание на ограничения, отмеченные в документации к пакету ANSYS (ANSYS
Release 13.0 Documentation): ҡSingularities also occur in the spherical coordinate
system at 𝜙 = ±90∘, such that these locations should not be usedә (из-за возни-
кающей сингулярности для сферической системы координат не следует ис-
пользовать сечения сферы с окружной координатой 𝜙 = ±𝜋/2).

Проведем в пакете ANSYS 13.0 дискретизацию симметричной четвертой
части толстостенного центрально-симметричного тела в локальной сфериче-
ской системе координат, развернутой на угол 𝜙 = −𝜋/4 относительно верти-
кальной оси OY, на 1920 (5 элементов вдоль радиуса) и на 15360 (10 элементов
вдоль радиуса, для проверки сходимости) гексаэдральных элементов Solid95

с квадратичной аппроксимацией поля перемещений так, чтобы получилась
регулярная сетка конечных элементов, согласующаяся с симметрией тела.
В пакете ABAQUS 6.11 были использованы те же самые конечноэлементные
сетки, которые состояли из элементов C3D20R с квадратичной аппроксимаци-
ей поля перемещений и имели такие же степени дискретизации (1920 и 15360
элементов). При использовании сферической системы координат в пакете
ANSYS индекс X отождествляется с радиальным 𝜌, Y— с меридиональным 𝜃,
а Z— с окружным 𝜙 направлением.

Вследствие особенностей определения в пакетах ANSYS и ABAQUS сфери-
ческой системы координат результат численного конечноэлементного реше-
ния задачи соответствует осесимметричному случаю, рассмотренному ранее,
только в точках вертикальной диаметральной плоскости при 𝜙 = 0. В любых
других точках тяжелого центрально-симметричного тела радиальные ком-
поненты искомых полей совпадают с вычисленными аналитически. Однако
меридианальные 𝑢θ и окружные 𝑢ϕ компоненты вектора перемещений, а так-
же сдвиговые деформации 𝛾ρθ и касательные напряжения 𝜏ρθ значительно
отличаются. Так, например, в аналитическом решении (6) перемещения 𝑢ϕ
являются нулевыми. А результаты конечноэлементного решения, получен-
ные с использованием пакета ANSYS 13.0 (рис. 2), показывают, что эти же
самые окружные перемещения оказываются сопоставимыми по абсолютной
величине с экстремальными значениями остальных компонент 𝑢ρ и 𝑢θ. Ана-
логичные ненулевые значения имеют место в полученном численном конечно-
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Рис. 2. Распределение окружной компоненты вектора перемещений UZ (обозначения паке-
та ANSYS 13) в тяжелой толстостенной сфере с жестко закрепленной внешней поверхностью

[Figure 2. The distribution of the hoop component of the displacement vector UZ (notation
used in package ANSYS 13.0) in the heavy thick-walled sphere with a ҥxed external surface]

элементном решении и для компонент тензоров деформаций и напряжений,
которые по постановке задачи должны быть нулевыми.

Для исключения зависимости искомых полей напряжений и деформаций,
полученных в результате численного решения краевых задач методом конеч-
ных элементов, от системы координат представим результаты в инвариантной
форме. Как следствие, сравнение аналитического (7) и численного решений
будем проводить по инвариантным величинам (8).

Следует обратить особое внимание на то, что в пакетах ANSYS 13.0 и
ABAQUS 6.11 отсутствует возможность представления напряжений и дефор-
маций в инвариантном виде (8). Однако необходимые величины могут быть
вычислены путем алгебраических преобразований над полученными резуль-
татами в компонентной форме.

Максимальные по абсолютной величине значения инварианты тензора на-
пряжений принимают в точках, принадлежащих вертикальной оси (𝐽 I

σ и 𝐽 II
σ )

и горизонтальной диаметральной плоскости (𝐽 IV
σ ). Было обнаружено хоро-

шее качественное и количественное совпадение полученных численных ре-
зультатов в инвариантной форме с аналитическим решением. Максимальная
погрешность не превышала 2 %.

В табл. 15 и 2 представлены значения независимых инвариантов тензора
напряжений (8) в характерных точках 1ҫ6 (рис. 1). При определении иско-
мых величин в результате численных конечноэлементных решениий в пакетах
ANSYS 13.0 и ABAQUS 6.11 использовалось среднее значение по узлам линии,
проходящей через соответствующую точку. При этом координата 𝜙 изменя-
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Таблица 1

Значения независимых инвариантов тензора напряжений в характерных точках
тяжелой сферы [Values of the independent invariants of the stress tensor at the

characteristic points of the heavy sphere calculated by ANSYS 13.0]

Points J I
σ, kPa J II

σ , kPa J III
σ , kPa J IV

σ , kPa

1

15.31
15.15
15.07

0.33
0.06
0.00

0.01
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

2

10.83
10.71
10.66

0.24
0.05
0.00

0.07
0.00
0.00

0.54
0.16
0.00

3

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

0.76
0.22
0.00

4

28.94
28.92
28.91

111.66
111.48
111.42

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

5

20.45
20.44
20.44

78.89
78.81
78.79

0.14
0.02
0.00

34.92
34.87
34.85

6

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

49.37
49.31
49.29

Верхнее и среднее число — значения независимых инвариантов, полученные при численном
решении краевой задачи в пакете ANSYS 13.0 (дискретизации толстостенной сферы на 1920
и 15360 элементов Solid95 соответственно), нижнее число — аналитическое решение.

The upper and middle numbers are the values of independent invariants obtained by numerically
solving the boundary value problem in the ANSYS 13.0 package (discretization of the thick-walled
sphere by 1920 and 15360 Solid95 elements, respectively), the lower numbers are the analytical
solution.

лась в пределах от −𝜋/4 до 𝜋/4, а радиальная 𝜌 и меридиональная 𝜃 коор-
динаты были постоянны. Обратим еще раз внимание на то, что численные
решения краевых задач получены на одних и тех же сетках. Представлен-
ные в первых двух строках значения независимых инвариантов для всех ха-
рактерных точек тяжелой трансверсально-изотропной сферы демонстрируют
сходимость полученных численных решений к аналитическим при увеличе-
нии степени дискретизации.

Заключение. Таким образом, полученное точное аналитическое решение
задачи о равновесии жестко закрепленного по внешней поверхности трансвер-
сально-изотропного центрально-симметричного тела, находящегося под дей-
ствием равномерного внутреннего давления и гравитационных сил, позво-
лило провести качественное и количественное сравнение полей напряжений
в точках поперечных сечений с результатами численного решения той же
задачи в осесимметричной и трехмерной постановках в конечноэлементных
пакетах ANSYS 13.0 и ABAQUS 6.11. Определенные численно методом конеч-
ных элементов напряжения и деформации в сферической системе координат
(трехмерная постановка) необходимо представлять в инвариантной относи-
тельно ортогональных преобразований, допустимых над трансверсально-изо-
тропным телом, форме. Это позволит исключить ошибки, связанные только
с особенностями определения указанной системы координат в конечноэле-
ментных пакетах ANSYS 13.0 и ABAQUS 6.11.
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Таблица 2

Значения независимых инвариантов тензора напряжений в характерных точках
тяжелой сферы [Values of the independent invariants of the stress tensor at the

characteristic points of the heavy sphere calculated by ABAQUS 6.11]

Points J I
σ, kPa J II

σ , kPa J III
σ , kPa J IV

σ , kPa

1

15.34
15.07
15.07

0.22
0.00
0.00

0.01
0.01
0.00

0.05
0.00
0.00

2

10.83
10.67
10.66

0.23
0.00
0.00

0.01
0.00
0.00

0.42
0.02
0.00

3

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

0.54
0.03
0.00

4

28.94
28.91
28.91

111.71
111.43
111.42

0.00
0.00
0.00

0.07
0.00
0.00

5

20.46
20.44
20.44

78.84
78.79
78.79

0.01
0.00
0.00

34.96
34.86
34.85

6

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

0.00
0.00
0.00

49.37
49.31
49.29

Верхнее и среднее число — значения независимых инвариантов, полученные при численном
решении краевой задачи в пакете ABAQUS 6.11 (дискретизация толстостенной сферы на
1920 и 15360 элементов C3D20R соответственно), нижнее число — аналитическое решение.

The upper and middle numbers are the values of independent invariants obtained by numerically
solving the boundary value problem in the ABAQUS 6.11 package (discretization of the thick-
walled sphere by 1920 and 15360 C3D20R elements, respectively), the lower numbers are the
analytical solution.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.

Авторский вклад и ответственность. А.А. Фукалов — получение аналитическо-
го и численных решений в пакете ANSYS 13.0 и их анализ, визуализация и вери-
фикация результатов, работа с черновиком и переработанным вариантом рукописи.
А.В. Зайцев — идея исследования, получение аналитического решения и его анализ,
визуализация и верификация результатов, работа с черновиком и переработанным
вариантом рукописи. Ю.В. Соколкин — идея исследования, формулировка целей
и задач исследования, анализ аналитических решений, консультирование, работа
с черновиком рукописи. Ю.В. Баяндин — получение численных решений в пакете
ABAQUS 6.11 и их анализ, визуализация и верификация результатов, работа с чер-
новиком и переработанным вариантом рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.

Финансирование. Работа выполнена в рамках государственного задания Минобр-
РФ FSNMҫ2020ҫ0027 на выполнение фундаментальных научных исследований на
2020 г. и плановый период 2021 и 2022 гг. и при поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (грант РФФИҫУрал № 19ҫ41ҫ590026_а).

315



Фу кал о в А. А., З а й ц е в А. В., С о к о л к и н Ю. В., Б а я н д и н Ю. В.

Библиографический список

1. Morse P. M., Feshbach H. Methods of theoretical physics. vol. II. New York: McGraw-Hill
Book Co., 1953.

2. Лурье А. И. Пространственные задачи теории упругости. М.: Гостехиздат, 1955. 491 с.

3. Зайцев А. В., Фукалов А. А. Упругое равновесие тяжелой трансверсально-изотропной
толстостенной сферы с жёстко закреплённой внутренней поверхностью // Вестн. Сам.
гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2010. №5(21). С. 85ҫ95. https://doi.org/

10.14498/vsgtu818.

4. Фукалов А. А., Кутергин А. В. Точные аналитические решения задач о равновесии
упругих анизотропных тяжелых тел с центральной и осевой симметрией и их прило-
жения // Вестник Нижегородского университета им. Н. И. Лобачевского, 2011. №4.
С. 1831ҫ1833.

5. Зайцев А. В., Соколкин Ю. В., Фукалов А. А. Механизмы начального разрушения
железобетонной крепи сферической горной выработки в массиве осадочных пород //
Вестник Пермского национального исследовательского политехнического универси-
тета. Механика, 2013. №4. С. 59ҫ74. https://doi.org/10.15593/perm.mech/2013.4.

59-74.

6. Зайцев А. В., Соколкин Ю. В., Фукалов А. А. Равновесие жестко закрепленных по
внешней поверхности тяжелых упругих анизотропных тел с центральной симметрией
в поле гравитационных сил // Вестн. КРСУ, 2017. Т. 17, №8. С. 13ҫ17.

7. Zaitsev A. V., Fukalov A. A., Sokolkin Y. V. Initial strength analysis of anisotropic concrete
supports for spherical mine workings in a sedimentary rock mass / Physical and Mathemat-
ical Modeling of Earth and Environment Processes. Cham: Springer, 2019. pp. 463ś471.
https://doi.org/10.1007/978-3-030-11533-3_46.

8. Кожевникова Л. Л., Кузнецов Г. Б., Матвеенко В. П., Шардаков И. Н. Аналитическое
исследование упругого равновесия полой сферы, жестко закрепленной по внешнему
контуру // Пробл. прочности, 1974. №9. С. 20ҫ23.

9. Кузнецов Г. Б. Упругость, вязкоупругость и длительная прочность цилиндрических
и сферических тел. М.: Наука, 1979. 112 с.

10. Saint-Venant B. Mémoire sur les divers genres d’homogénéité semi-polaire ou cylindrique
et sur les homogénéités polaires ou sphéri-coniques et sphériques // J. Math. Pures Appl.,
1865. vol. 10. pp. 297ś349.

11. Лехницкий С. Г. Теория упругости анизотропного тела. М.: Наука, 1977. 416 с.

12. Победря Б. Е. Механика композиционных материалов. М.: МГУ, 1984. 336 с.

13. Вильдеман В. Э., Соколкин Ю. В., Ташкинов А. А. Механика неупругого деформиро-
вания и разрушения композиционных материалов. М.: Наука, 1997. 288 с.

316



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2021, vol. 25, no. 2, pp. 303–319

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1829

MSC: 74B05

The equilibrium state of a hollow transversally-isotropic
thick-walled sphere, which is fixed on the external surfaces
and is subject to a uniform internal lateral pressure and
weight forces

© A. A. Fukalov1, A. V. Zaitsev1,

Yu. V. Sokolkin 1, Yu. V. Bayandin2

1 Perm State National Research Polytechnical University,
29, Komsomolskiy pr., 614990, Perm, Russian Federation.

2 Institute of Continuous Media Mechanics UB RAS,
1, Academician Korolev st., Perm, 614013, Russian Federation.

Abstract

We use the decomposition of the components of the displacement vector
along the hoop and radial coordinates in series in Legendre polynomials and
generalized power series to obtain an exact analytical solution to the equi-
librium problem of a thick-walled transversely isotropic centrally symmetric
hollow body, which is rigidly fixed on the external surface and is subject to
a uniform internal pressure and weight forces.

As an example of using the obtained analytical solution, we analyzed the
influence of weight forces on distribution of independent invariants of the
stress tensor in the cross section of a heavy reinforced concrete sphere, which
internal surface is free from pressure. Based on the multicriteria approach
describing various loss of strength mechanisms (from tension or compression
in the radial and hoop direction and interlayer shear), we found the regions
of a heavy reinforced concrete sphere, in which damage can be initiated.

A qualitative and quantitative comparison of the stress fields at the
points of the cross-sections of the thick-walled heavy spheres with the results
of the numerical solution of the same problem in the axisymmetric and 3D
formulations in the FEM packages ANSYS 13.0 and ABAQUS 6.11 is carried
out. Both packages demonstrated the minimum deviation of the numerically
determined values of the stress invariants from the exact analytical solution
in the axisymmetric formulation. Also the difference with a comparable error
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in the 3D setting was found. In the latter case, the presentation of the FEM
results for stresses and strains in the component form led to an unexpected
result, i.e. significant errors in comparison with the exact analytical solution.
To eliminate the errors found in determining the stress-strain state, which
are caused only by features of determining the spherical coordinate system
in the FEM packages ANSYS 13.0 and ABAQUS 6.11, it is necessary to use
the presentation of the results obtained in the invariant form.

Keywords: thick-walled transversally-isotropic heavy sphere, equilibrium
state, weight forces, exact analytical solution, mechanisms of initial stage of
damage evolution, verification of FEM solutions, ANSYS 13.0, ABAQUS 6.11.
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Решение связанной нестационарной задачи
термоупругости для жесткозакрепленной
многослойной круглой пластины методом
конечных интегральных преобразований
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Аннотация

Построено новое замкнутое решение осесимметричной нестационар-
ной задачи для жесткозакрепленной круглой многослойной пластины
в случае изменения температуры на ее верхней лицевой поверхности
(граничные условия 1-го рода) и учета конвекционного теплообмена
нижней лицевой поверхности с окружающей средой (граничные усло-
вия 3-го рода).

Математическая формулировка рассматриваемой задачи включает
линейные уравнения равновесия и теплопроводности (классическая тео-
рия) в пространственной постановке в предположении, что при анализе
работы исследуемой конструкции можно пренебречь ее инерционными
характеристиками. При этом используется полуобратный метод реше-
ния, связанный с заданием на цилиндрической поверхности конструк-
ции касательных напряжений, которые позволяют с заданной точностью
удовлетворить условия жесткого закрепления пластины.

При построении общего решения нестационарной задачи, описывае-
мой системой линейных связанных несамосопряженных уравнений
в частных производных, используется математический аппарат разделе-
ния переменных в виде конечных интегральных преобразований Фурьеҫ
Бесселя и обобщенного биортогонального преобразования. Особенностью
данного решения является применение конечного интегрального преоб-
разования, основанного на многокомпонентном соотношении собствен-
ных вектор-функций двух однородных краевых задач с выделением со-
пряженного оператора, позволяющего осуществить решение несамосо-
пряженных линейных задач математической физики. Данное преобра-
зование является наиболее эффективным методом исследования подоб-
ных краевых задач.
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Решение связанной нестационарной задачи термоупругости. . .

Построенные расчетные соотношения дают возможность определить
напряженно-деформированное состояние и характер распределения тем-
пературного поля в жесткозакрепленной круглой многослойной пластине
при произвольном по времени и радиальной координате внешнем темпе-
ратурном воздействии. Кроме того, численные результаты расчета поз-
воляют проанализировать эффект связанности термоупругих полей, ко-
торый приводит к существенному увеличению нормальных напряжений
по сравнению с решением аналогичных задач в несвязанной постановке.

Ключевые слова: круглая многослойная пластина, классическая тео-
рия термоупругости, нестационарное температурное воздействие, биор-
тогональные конечные интегральные преобразования.

Получение: 15 июля 2020 г. / Исправление: 26 апреля 2021 г. /
Принятие: 11 мая 2021 г. / Публикация онлайн: 18 июня 2021 г.

Введение. Неравномерное нестационарное температурное воздействие на
конструкцию приводит к образованию тепловых деформаций и напряжений,
которые необходимо учитывать при определении прочностных характеристик
упругих систем [1ҫ3]. Для описания их работы формулируются начально-кра-
евые задачи термоупругости в линейной постановке, математическая форму-
лировка которых включает связанные несамосопряженные дифференциаль-
ные уравнения движения и теплопроводности в частных производных.

Проблема интегрирования исходных расчетных соотношений при постро-
ении замкнутого решения приводит к необходимости введения ряда допу-
щений. В результате их использования исследуется только уравнение тепло-
проводности без учета деформирования упругой системы [4ҫ8] или решается
несвязанная задача термоупругости для тонкостенных [9ҫ13] и бесконечно
длинных тел [14ҫ18].

Использование системы несамосопряженных дифференциальных уравне-
ний, которые формируются в классической (CTE) [8] и гиперболической (LS,
GHII, GHIII) [19ҫ21] теориях термоупругости, позволило построить связан-
ные замкнутые решения динамических задач в немногих работах. Здесь необ-
ходимо отметить статьи, посвященные исследованию гармонических волн и
анализу частотного уравнения в бесконечном цилиндрическом волноводе [21]
и длинной пластине [20]. В работах [22, 23] при использовании классической
(CTE) теории для бесконечного цилиндра построено нестационарное реше-
ние, позволяющее удовлетворить граничные условия первого, второго и тре-
тьего рода, а в [24,25] получены результаты для цилиндра конечных размеров
с мембранным закреплением его торцов. Из последних работ следует отме-
тить статью [26], посвященную анализу работы жесткозакрепленной пласти-
ны при внешнем нестационарном температурном воздействии на ее лицевых
поверхностях (граничные условия 1-го рода).

Задача термоупругости становится более сложной при исследовании мно-
гослойных конструкций. В данных работах, как правило, рассматривается
бесконечно длинный цилиндр. Так, в [27, 28] при действии на конструкцию
нестационарной тепловой и механических нагрузок использовалось преобра-
зование Лапласа по времени с численной реализацией расчетных соотноше-
ний в области изображений функций.
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В настоящей работе объектом исследования является многослойная жест-
козакрепленная круглая пластина в случае нестационарного осесимметрич-
ного температурного воздействия на ее верхней лицевой поверхности (гра-
ничные условия 1-го рода). При этом в исходных расчетных соотношениях
не учитываются инерционные характеристики упругой системы, что допусти-
мо при исследовании пластин, для которых выполняется условие ℎ*/𝑏 < 0.01
(ℎ*, 𝑏— толщина и радиус пластины) [29]. Новое замкнутое решение связан-
ной осесимметричной нестационарной задачи термоупругости строится при
использовании метода неполного разделения переменных в виде конечных
интегральных преобразований.

1. Постановка задачи. Пусть круглая многослойная жесткозакреплен-
ная пластина занимает в цилиндрической системе координат (𝑟*, 𝜃, 𝑧*) об-
ласть Ω: {0 6 𝑟* 6 𝑏, 0 6 𝜃 6 2𝜋, 0 6 𝑧* 6 ℎ*}. Рассматривается случай из-
менения температуры 𝜔*

1

(︀
𝑟*, 𝑡*

)︀
на ее верхней (𝑧* = 0) лицевой поверхности

при заданной температуре внешней среды 𝜗* на нижней (𝑧* = ℎ*) плоскости
(звездочкой отмечены размерные величины). Расчетная схема представлена
на рис. 1.

Разрешающая система дифференциальных осесимметричных уравнений
равновесия и теплопроводности классической (CTE) теории термоупругости
𝑗-го слоя изотропной среды, а также краевые условия рассматриваемой за-
дачи в безразмерной форме имеют вид [8,9]:

𝜕

𝜕𝑟
∇𝑈 + 𝑎

(j)
1

𝜕2𝑈

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(j)
2

𝜕2𝑊

𝜕𝑟𝜕𝑧
− 𝑎

(j)
3

𝜕𝑇

𝜕𝑟
= 0,

𝑎
(j)
1 ∇𝜕𝑊

𝜕𝑟
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(j)
2

𝜕

𝜕𝑧
∇𝑈 − 𝑎

(j)
3

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 0, (1)
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+
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𝜕𝑧2
− 𝑎

(j)
4
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− 𝑎

(j)
5

𝜕

𝜕𝑡

(︁
∇𝑈 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︁
= 0;

𝑟 = 1 :
𝜕𝑇

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

= 0, 𝑈
⃒⃒
r=1

=𝑊
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r=1

= 0; (2)

𝑟 = 0 :
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⃒⃒
⃒
r=0

=
𝜕𝑊

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒
r=0

= 0, 𝑈
⃒⃒
r=0

= 0; (3)

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 ∇𝑈 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧
− 𝑇

]︁

z=0
= 0,

[︁𝜕𝑊
𝜕𝑟

+
𝜕𝑈

𝜕𝑧

]︁

z=0
= 0, 𝑇

⃒⃒
z=0

= 𝜔1; (4)

𝑧 = ℎ1, ℎ1 + ℎ2, . . . , ℎ− ℎm : {𝑈,𝑊, 𝑇}|−z = {𝑈,𝑊, 𝑇}|+z,

Рис. 1. Расчетная схема [Calculation scheme]
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𝜕𝑧
− 𝑎

(m)
3 𝑇

]︁

z=h
= 0,

[︁𝜕𝑊
𝜕𝑟

+
𝜕𝑈

𝜕𝑧

]︁

z=h
= 0,

−Λ(m)𝜕𝑇

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
z=h

= 𝛼(𝑇 − 𝜗); (6)

𝑡 = 0 : 𝑈
⃒⃒
t=0

=𝑊
⃒⃒
t=0

= 𝑇
⃒⃒
t=0

= 0, (7)

где

{𝑈,𝑊, 𝑟, ℎm, ℎ} =
1

𝑏
{𝑈*,𝑊 *, 𝑟*, ℎ

*
m, ℎ

*},
{︀
𝑇, 𝜔1, 𝜗

}︀
= 𝑎

(1)
9

{︀
[𝑇 *, 𝜔*

1, 𝜗
*]− 𝑇0

}︀
,

𝑡 = 𝑡*
𝑘(1)

𝑏2
, 𝑎

(j)
1 =

1− 2𝑣(j)

2(1− 𝑣(j))
, 𝑎

(j)
2 =

1

2(1− 𝑣(j))
, 𝑎

(j)
3 =

𝑎
(j)
9

𝑎
(1)
9

,

𝑎
(j)
4 =

𝑘(1)

𝑘(j)
, 𝑎

(j)
5 =

𝛾(j)𝑇0

Λ(j)
𝑎
(1)
9 𝑘(1), 𝑎

(j)
6 =

𝑣(j)

1− 𝑣(j)
, 𝑎7(𝑗) =

𝛾(j+1)

𝛾(j)
,

𝑎
(j)
8 =

𝐸(j+1)(1 + 𝑣(j))

𝐸(j)(1 + 𝑣(j+1))
, 𝑎

(j)
9 =

𝛾(j)(1 + 𝜈(j))(1− 2𝜈(j))

𝐸(j)(1− 𝜈(j))
;

𝛾(j) =
𝐸(j)

(1− 2𝑣(j))
𝛼
(j)
t , 𝑘(j) =

Λ(j)

𝑐
(j)
ε

, ∇ =
𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟
;

𝑈*(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*), 𝑊 *(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*), 𝑇 *(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*), 𝑇0(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*)— компоненты вектора
перемещений, температура и абсолютная температура начального недефор-
мированного состояния тела в размерной форме; 𝑡* — время в размерной фор-
ме; 𝐸(j), 𝑣(j) — модуль упругости и коэффициент Пуассона изотропного мате-

риала 𝑗-го слоя; Λ(j), 𝛼
(j)
t , 𝑐

(j)
ε — коэффициенты теплопроводности, линейного

теплового расширения и объемная теплоемкость материала 𝑗-го слоя; 𝛼— ко-
эффициент теплоотдачи.

Условия (2) определяют жесткое закрепление и теплоизоляцию цилиндри-
ческой поверхности пластины, а равенства (3) — осевую симметрию решения.
Первые условия (4), (6) учитывают отсутствие нормальных и касательных
напряжений на ее лицевых поверхностях, а последние — соответственно, дей-
ствие температурной нагрузки (граничные условия 1-го рода) и конвекци-
онный теплообмен лицевой поверхности с окружающей средой (граничные
условия 3-го рода). Соотношения (5) являются условиями совместности пе-
ремещений, температуры, напряжений и идеального теплового контакта (гра-
ничные условия 4-го рода) на поверхности жесткого соединения слоев.

2. Построение общего решения. Начально-краевая задачя (1)ҫ(7) ре-
шается путем последовательного использования конечного интегрального пре-
образования Фурье—Бесселя [30] по переменной 𝑟 и обобщенного конечного
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биортогонального преобразования [31] по координате 𝑧. При этом для опре-
деленности решения ниже рассматривается двухслойная пластина (𝑚 = 2).

Принимая во внимание, что преобразование Фурье—Бесселя позволяет ис-
следовать задачи со смешанными однородными граничными условиями [30],
заменяем последнее равенство (2) на условие наличия касательных напряже-
ний 𝑃1(𝑧, 𝑡) при 𝑟 = 1:

𝜎rz
⃒⃒
r=1

=
𝐸(j)

2(1 + 𝑣(j))

[︁𝜕𝑊
𝜕𝑟

+
𝜕𝑈

𝜕𝑧

]︁

r=1
= 𝑃1(𝑧, 𝑡) (8)

и вводим новую функцию 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡), связанную с 𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡) соотношением

𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡) =
1 + 𝑣(j)

𝐸(j)
𝑟2𝑃1(𝑧, 𝑡) +𝑊1(𝑡) + 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡). (9)

Выражения для 𝑃1, 𝑊1 определяются в процессе решения задачи при
выполнении условия 𝑊 (1, 𝑧, 𝑡) = 0.

Таким образом, рассматриваемая задача решается полуобратным мето-
дом, когда на цилиндрической поверхности пластины действуют неизвестные
касательные напряжения и известная температурная нагрузка.

Подстановка (9) в (1)ҫ(8) позволяет сформулировать новую задачу от-
носительно функций 𝑈 , 𝑤, 𝑇 , в которой дифференциальные уравнения (1),
первые (4), (6) и последнее (5) граничные условия, а также начальное усло-
вие относительно вертикальной компоненты вектора перемещений становятся
неоднородными с правыми частями 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4 :1

{𝑅1, 𝑅2, 𝑅3} = −
(︀
𝑎
(j)
10

)︀−1
{︁
2𝑎

(j)
2 𝑟

𝜕

𝜕𝑧
,
(︁
4𝑎

(j)
1 + 𝑟2

𝜕2

𝜕𝑧2

)︁
, 𝑎

(j)
5 𝑟2

𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝑡

}︁
𝑃1,

{𝐵1, 𝐵2, 𝐵3} = −𝑟2
{︁(︀
𝑎
(1)
10

)︀−1𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
z=0

,
(︀
𝑎
(2)
10

)︀−1𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
z=h

,

[︁(︀
𝑎
(1)
10

)︀−1𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
−z

− 𝑎
(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3 𝑎

(2)
10

𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
+z

]︁}︁
,

𝐵4 = −
(︀
𝑎
(j)
10

)︀−1
𝑟2𝑃1(𝑧, 0)−𝑊1(0), 𝑎

(j)
10 = 𝐸(j)(1 + 𝑣(j))−1,

а граничные условия на цилиндрической поверхности принимают вид

𝑟 = 1 : 𝑈(1, 𝑧, 𝑡) = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

=
𝜕𝑇

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒
r=1

= 0. (10)

Применим к краевой задаче относительно 𝑈 , 𝑤, 𝑇 преобразование Фурье—
Бесселя, используя трансформанты

𝑢H(𝑛, 𝑧, 𝑡) =

∫︁ 1

0
𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡)𝑟𝐽1(𝑗n𝑟)𝑑𝑟,

{︀
𝑤H(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝜑H(𝑛, 𝑧, 𝑡)

}︀
=

∫︁ 1

0

{︀
𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)

}︀
𝑟𝐽0(𝑗n𝑟)𝑑𝑟

1На основании парности и неразрывности касательных напряжений имеем P1|z=0,h1,h=0.
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𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 2
∞∑︁

n=1

𝑢H(𝑛, 𝑧, 𝑡)

𝐽0(𝑗n)2
𝐽1(𝑗n𝑟),

{︀
𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)

}︀
= 2

∞∑︁

n=0

{︀
𝑤H(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝜑H(𝑛, 𝑧, 𝑡)

}︀

𝐽0(𝑗n)2
𝐽0(𝑗n𝑟),

где 𝑗n — положительные нули функции 𝐽1(𝑗n), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑗0 = 0.
В результате получим следующую задачу относительно трансформант

𝑢H , 𝑤H , 𝜑H :

−𝑗2n𝑢H + 𝑎
(j)
1

𝜕2𝑢H
𝜕𝑧2

− 𝑎
(j)
2 𝑗n

𝜕𝑤H

𝜕𝑧
+ 𝑎

(j)
3 𝑗n𝜑H = 𝑅1H ,

−𝑎(j)1 𝑗2n𝑤H +
𝜕2𝑤H

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝑢H
𝜕𝑧

− 𝑎
(j)
3

𝜕𝜑H
𝜕𝑧

= 𝑅2H , (11)

−𝑗2n𝜑H +
𝜕2𝜑H
𝜕𝑧2

− 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎
(j)
4 𝜑H + 𝑎

(j)
5 𝑗n𝑢H + 𝑎

(j)
5

𝜕𝑤H

𝜕𝑧

)︁
= 𝑅3H ;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗n𝑢H +

𝜕𝑤H

𝜕𝑧

]︁

z=0
= 𝐵1H + 𝜔1H ,

[︁𝜕𝑢H
𝜕𝑧

− 𝑗n𝑤H

]︁

z=0
= 0, 𝜑H

⃒⃒
z=0

= 𝜔1H ; (12)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝑢H , 𝑤H , 𝜑H

}︀⃒⃒
−z

=
{︀
𝑢H , 𝑤H , 𝜑H

}︀⃒⃒
+z
,

−Λ(1)𝜕𝜑H
𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
−z

= −Λ(2)𝜕𝜑H
𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
+z
,
[︁𝜕𝑢H
𝜕𝑧

− 𝑗n𝑤H

]︁

−z
= 𝑎

(1)
8

[︁𝜕𝑢H
𝜕𝑧

− 𝑗n𝑤H

]︁

+z
,

[︁
𝑎
(1)
6 ∇𝑈+

𝜕𝑤H

𝜕𝑧
−𝑎(1)3 𝑇

]︁

−z
− 𝑎

(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 ∇𝑈+

𝜕𝑤H

𝜕𝑧
−𝑎(2)3 𝑇

]︁

+z
=𝐵3H ; (13)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗n𝑢H +

𝜕𝑤H

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝜑H

]︁

z=h
= 𝐵2H ,

[︁𝜕𝑢H
𝜕𝑧

− 𝑗n𝑤H

]︁

z=h
= 0,

[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝜑H
𝜕𝑧

+ 𝜑H

]︁

z=h
= 𝜗H , (14)

𝑡 = 0 : 𝑢H
⃒⃒
t=0

= 𝜑H
⃒⃒
t=0

= 0, 𝑤H

⃒⃒
t=0

= 𝐵4H ; (15)

где

{︀
𝑅2H , 𝑅3H , 𝐵1H , . . . , 𝐵4H , 𝜔1H , 𝜗H

}︀
=

=

∫︁ 1

0

{︀
𝑅2, 𝑅3, 𝐵1, . . . , 𝐵4, 𝜔1, 𝜗

}︀
𝑟𝐽0(𝑗n𝑟)𝑑𝑟,

𝑅1H =

∫︁ 1

0
𝑅1𝑟𝐽1(𝑗n𝑟)𝑑𝑟.
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Неоднородные граничные условия (12)ҫ(14) приводятся к однородным пу-
тем введения новых функций 𝑈H , 𝑊H , 𝐿H , связанных с 𝑢H , 𝑤H , 𝜑H соотно-
шениями

𝑢H(𝑛, 𝑧, 𝑡) = 𝐻1(𝑛, 𝑧, 𝑡) + 𝑈H(𝑛, 𝑧, 𝑡),

𝑤H(𝑛, 𝑧, 𝑡) = 𝐻2(𝑛, 𝑧, 𝑡) +𝑊H(𝑛, 𝑧, 𝑡), (16)

𝜑H(𝑛, 𝑧, 𝑡) = 𝐻3(𝑛, 𝑧, 𝑡) + 𝐿H(𝑛, 𝑧, 𝑡),

где

{︀
𝐻1, 𝐻2

}︀
=

{︀
𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)

}︀
𝜔1H(𝑡) +

{︀
𝑓3(𝑧), 𝑓4(𝑧)

}︀
𝜗H +

+
{︀
𝑓5(𝑧), 𝑓6(𝑧)

}︀
𝐵1H(0, 𝑡) +

{︀
𝑓7(𝑧), 𝑓8(𝑧)

}︀
𝐵2H(ℎ, 𝑡) +

+
{︀
𝑓9(𝑧), 𝑓10(𝑧)

}︀
𝐵3H

(︀
ℎ1, 𝑡

)︀
,

𝐻3 = 𝑓11(𝑧)𝜔1H(𝑡) + 𝑓12(𝑧)𝜗H ;

𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧), . . . , 𝑓12(𝑧)— дважды дифференцируемые функции.
Подстановка (16) в (11)ҫ(15) при выполнении условий

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗n𝐻1 +

𝜕𝐻2

𝜕𝑧

]︁

z=0
= 𝐵1H + 𝜔1H ,

[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗n𝐻2

]︁

z=0
= 0, 𝐻3

⃒⃒
z=0

= 𝜔1H ; (17)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝐻1, 𝐻2, 𝐻3

}︀⃒⃒
−z

=
{︀
𝐻1, 𝐻2, 𝐻3

}︀⃒⃒
+z
,

−Λ(1)𝜕𝐻3

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
−z

= −Λ(2)𝜕𝐻3

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
+z
,

[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗n𝐻2

]︁

−z
= 𝑎

(1)
8

[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗n𝐻2

]︁

+z
,

[︁
𝑎
(1)
6 𝑗n𝐻1+

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
−𝑎(1)3 𝐻3

]︁

−z
− 𝑎

(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 𝑗n𝐻1+

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
−𝑎(2)3 𝐻3

]︁

+z
=𝐵3H ; (18)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗n𝐻1 +

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝐻3

]︁

z=h
= 𝐵2H ,

[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗n𝐻2

]︁

z=h
= 0,

[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝐻3

𝜕𝑧
+𝐻3

]︁

z=h
= 𝜗H (19)

позволяет преобразовать задачу (11)ҫ(15) относительно 𝑈H , 𝑊H , 𝐿H :

−𝑗2n𝑈H + 𝑎
(j)
1

𝜕2𝑈H

𝜕𝑧2
− 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝑊H

𝜕𝑧
+ 𝑎

(j)
3 𝑗n𝐿H = 𝐹1H ,

−𝑎(j)1 𝑗2n𝑊H +
𝜕2𝑊H

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝑈H

𝜕𝑧
− 𝑎

(j)
3

𝜕𝐿H

𝜕𝑧
= 𝐹2H , (20)

−𝑗2n𝐿H +
𝜕2𝐿H

𝜕𝑧2
− 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎
(j)
4 𝐿H + 𝑎

(j)
5 𝑗n𝑈H + 𝑎

(j)
5

𝜕𝑊H

𝜕𝑧

)︁
= 𝐹3H ;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗n𝑈H +

𝜕𝑊H

𝜕𝑧

]︁

z=0
=0,

[︁𝜕𝑈H

𝜕𝑧
− 𝑗n𝑊H

]︁

z=0
=0, 𝐿H

⃒⃒
z=0

= 0; (21)
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𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝑈H ,𝑊H , 𝐿H

}︀⃒⃒
−z

=
{︀
𝑈H ,𝑊H , 𝐿H

}︀⃒⃒
+z
,

Λ(1)𝜕𝐿H

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
−z

= Λ(2)𝜕𝐿H

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
+z
,

[︁𝜕𝑈H

𝜕𝑧
− 𝑗n𝑊H

]︁

−z
= 𝑎

(1)
8

[︁𝜕𝑈H

𝜕𝑧
− 𝑗n𝑊H

]︁

+z
,

[︁
𝑎
(1)
6 𝑗n𝑈H+

𝜕𝑊H

𝜕𝑧
−𝑎(1)3 𝐿H

]︁

−z
− 𝑎

(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 𝑗n𝑈H+

𝜕𝑊H

𝜕𝑧
−𝑎(2)3 𝐿H

]︁

+z
=0; (22)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗n𝑈H +

𝜕𝑊H

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝐿H

]︁

z=h
= 0,

[︁𝜕𝑈H

𝜕𝑧
− 𝑗n𝑊H

]︁

z=h
= 0,

[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝐿H

𝜕𝑧
+ 𝐿H

]︁

z=h
= 0; (23)

𝑡 = 0 : 𝑈H

⃒⃒
t=0

= 𝑢0H , 𝑊H

⃒⃒
t=0

= 𝑤0H , 𝐿H

⃒⃒
t=0

= 𝑙0H , (24)

где

𝐹1H = 𝑅1H + 𝑗2n𝐻1 − 𝑎
(j)
1

𝜕2𝐻1

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
− 𝑎

(j)
3 𝑗n𝐻3,

𝐹2H = 𝑅2H + 𝑎
(j)
1 𝑗2n𝐻2 −

𝜕2𝐻2

𝜕𝑧2
− 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝐻1

𝜕𝑧
+ 𝑎

(j)
3

𝜕𝐻3

𝜕𝑧
,

𝐹3H = 𝑅3H + 𝑗2n𝐻3 −
𝜕2𝐻3

𝜕𝑧2
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎
(j)
4 𝐻3 + 𝑎

(j)
5 𝑗n𝐻1 + 𝑎

(j)
5

𝜕𝐻2

𝜕𝑧

)︁
,

𝑢0H = −𝐻1, 𝑤0H = 𝐵4H −𝐻2, 𝑙0H = −𝐻3.

Начально-краевая задача (20)ҫ(24) решается с использованием структур-
ного алгоритма вырожденного биортогонального конечного интегрального
преобразования (КИП) [31]. Для этого на сегменте [0, ℎ] вводится КИП с неиз-
вестными компонентами собственных вектор-функций ядер преобразований
𝐾1(𝜆in, 𝑧), 𝐾2(𝜆in, 𝑧), 𝐾3(𝜆in, 𝑧), 𝑁1(𝜇in, 𝑧), 𝑁2(𝜇in, 𝑧), 𝑁3(𝜇in, 𝑧):

𝐺
(︀
𝜆in, 𝑛, 𝑡

)︀
=

∫︁ h

0

[︁
𝑎
(j)
5 𝑗n𝑈H(𝑛, 𝑧, 𝑡) + 𝑎

(j)
4 𝐿H(𝑛, 𝑧, 𝑡)−

− 𝑎
(j)
5 𝑊H(𝑛, 𝑧, 𝑡)

𝑑

𝑑𝑧

]︁
𝐾3(𝜆in, 𝑧)𝑑𝑧, (25)

{︀
𝑈H(𝑛, 𝑧, 𝑡),𝑊H(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝐿H(𝑛, 𝑧, 𝑡)

}︀
=

=
∞∑︁

i=1

𝐺(𝜆in, 𝑛, 𝑡)
{︀
𝑁1(𝜇in, 𝑧), 𝑁2(𝜇in, 𝑧), 𝑁3(𝜇in, 𝑧)

}︀
‖𝐾in‖−2, (26)

где

‖𝐾in‖2 =
∫︁ h

0
𝐾3(𝜆in, 𝑧)𝑁3(𝜇in, 𝑧)𝑑𝑧;

𝜆in, 𝜇in — собственные значения соответствующих однородных линейных кра-
евых задач относительно сопряженных 𝐾k(𝜆in, 𝑧) и инвариантных 𝑁k(𝜇in, 𝑧)
компонент вектор-функций ядер КИП (𝑘 = 1, 2, 3).

Принимая во внимание кусочно-гладкий характер функций 𝑈H , 𝑊H , 𝐿H ,
подвергаем уравнения (20) и краевые условия (21)ҫ(24) вырожденному
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КИП [31]. В результате получается задача для трансформанты 𝐺(𝜆in, 𝑛, 𝑡):

𝑑𝐺in

𝑑𝑡
+ 𝜆in𝐺in = 𝐹H , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 = 0, 1, . . . ,

𝑡 = 0 : 𝐺in

⃒⃒
t=0

= 𝐺0H(𝑛, 𝑧),
(27)

решение которой имеет вид

𝐺in = 𝐺0H exp(−𝜆in𝑡) +
∫︁ t

0
𝐹H(𝜏) exp𝜆in(𝜏 − 𝑡)𝑑𝜏, (28)

а также две однородные задачи относительно функций 𝐾
(j)
ein = 𝐾

(j)
ein(𝜆in, 𝑧)

(𝑒 = 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 = 0, 1, . . . ):

−𝑗2n𝐾
(j)
1in + 𝑎

(j)
1

𝑑2𝐾
(j)
1in

𝑑𝑧2
− 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝑑𝐾
(j)
2in

𝑑𝑧
+ 𝜆in𝑎

(j)
5 𝑗n𝐾

(j)
3in = 0,

−𝑎(j)1 𝑗2n𝐾
(j)
2in +

𝑑2𝐾
(j)
2in

𝑑𝑧2
+ 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝑑𝐾
(j)
1in

𝑑𝑧
− 𝜆in𝑎

(j)
5

𝑑𝐾
(j)
3in

𝑑𝑧
= 0, (29)

(𝜆in𝑎
(j)
4 − 𝑗2n)𝐾

(j)
3in +

𝑑2𝐾
(j)
3in

𝑑𝑧2
+ 𝑎

(j)
3 𝑗n𝐾

(j)
1in + 𝑎

(j)
3

𝑑𝐾
(j)
2in

𝑑𝑧
= 0;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
1

𝑑𝐾
(1)
1in

𝑑𝑧
+ (𝑎

(1)
6 − 𝑎

(1)
2 )𝑗n𝐾

(1)
2in

]︁

z=0
= 0,

[︁𝑑𝐾(1)
2in

𝑑𝑧
+ (𝑎

(1)
2 − 𝑎

(1)
1 )𝑗n𝐾

(1)
1in

]︁

z=0
= 0, 𝐾

(1)
3in

⃒⃒
z=0

= 0; (30)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝐾

(1)
1in,𝐾

(1)
2in,𝐾

(1)
3in

}︀⃒⃒
z=h1

=
{︀
𝐾

(2)
1in,𝐾

(2)
2in,𝐾

(2)
3in

}︀⃒⃒
z=h1

,

[︁
(𝑎

(1)
2 − 𝑎

(1)
1 )𝑗n𝐾

(1)
1in +

𝑑𝐾
(1)
2in

𝑑𝑧

]︁

z=h1

= 𝑎
(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
(𝑎

(2)
2 − 𝑎

(2)
1 )𝑗n𝐾

(2)
1in +

𝑑𝐾
(2)
2in

𝑑𝑧

]︁

z=h1

,

[︁
(𝑎

(1)
2 −𝑎(1)6 )𝑗n𝐾

(1)
2in−𝑎

(1)
1

𝑑𝐾
(1)
1in

𝑑𝑧

]︁

z=h1

= 𝑎8
𝑎
(1)
1

𝑎
(2)
1

[︁
(𝑎

(2)
2 −𝑎(2)6 )𝑗n𝐾

(2)
2in−𝑎

(2)
1

𝑑𝐾
(2)
1in

𝑑𝑧

]︁

z=h1

,

Λ(1)𝑑𝐾
(1)
3in

𝑑𝑧

⃒⃒
⃒
z=h1

= Λ(2)𝑑𝐾
(2)
3in

𝑑𝑧

⃒⃒
⃒
z=h1

, (31)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
1

𝑑𝐾
(2)
1in

𝑑𝑧
+ (𝑎

(2)
6 − 𝑎

(2)
2 )𝑗n𝐾

(2)
2in

]︁

z=h
= 0,

[︁𝑑𝐾(2)
2in

𝑑𝑧
+ (𝑎

(2)
2 − 𝑎

(2)
1 )𝑗n𝐾

(2)
1in

]︁

z=h
= 0,

[︁Λ(2)

𝛼

𝑑𝐾
(2)
3in

𝑑𝑧
+𝐾

(2)
3in

]︁

z=h
= 0 (32)

и 𝑁
(j)
ein = 𝑁

(j)
ein

(︀
𝜇in, 𝑧

)︀
(𝑒 = 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 = 0, 1, . . . ):

−𝑗2n𝑁
(j)
1in + 𝑎

(j)
1

𝑑2𝑁
(j)
1in

𝑑𝑧2
− 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝑑𝑁
(j)
2in

𝑑𝑧
+ 𝑎

(j)
3 𝑗n𝑁

(j)
3in = 0,
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−𝑎(j)1 𝑗2n𝑁
(j)
2in +

𝑑2𝑁
(j)
2in

𝑑𝑧2
+ 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝑑𝑁
(j)
1in

𝑑𝑧
− 𝑎

(j)
3

𝑑𝑁
(j)
3in

𝑑𝑧
= 0, (33)

−𝑗2n𝑁
(j)
3in +

𝑑2𝑁
(j)
3in

𝑑𝑧2
+ 𝜇in

(︁
𝑎
(j)
5 𝑗n𝑁

(j)
1in + 𝑎

(j)
5

𝑑𝑁
(j)
2in

𝑑𝑧
+ 𝑎

(j)
4 𝑁

(j)
3in

)︁
= 0;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗n𝑁

(j)
1in +

𝑑𝑁
(j)
2in

𝑑𝑧

]︁

z=0
= 0,

[︁𝑑𝑁 (j)
1in

𝑑𝑧
− 𝑗n𝑁

(j)
2in

]︁

z=0
= 0, 𝑁

(j)
3in

⃒⃒
z=0

= 0; (34)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝑁

(1)
1in, 𝑁

(1)
2in, 𝑁

(1)
3in

}︀⃒⃒
z=h1

=
{︀
𝑁

(2)
1in, 𝑁

(2)
2in, 𝑁

(2)
3in

}︀⃒⃒
z=h1

,

[︁
𝑗n𝑁

(1)
2in − 𝑑𝑁

(1)
1in

𝑑𝑧

]︁

z=h1

= 𝑎8

[︁
𝑗n𝑁

(2)
2in − 𝑑𝑁

(2)
1in

𝑑𝑧

]︁

z=h1

,

[︁
𝑎
(1)
6 𝑗n𝑁

(1)
1in+

𝑑𝑁
(1)
2in

𝑑𝑧
−𝑎(1)3 𝑁

(1)
3in

]︁

z=h1

= 𝑎
(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 𝑗n𝑁

(2)
1in+

𝑑𝑁
(2)
2in

𝑑𝑧
−𝑎(2)3 𝑁

(2)
3in

]︁

z=h1

,

Λ(1)𝑑𝑁
(1)
3in

𝑑𝑧

⃒⃒
⃒
z=h1

= Λ(2)𝑑𝑁
(2)
3in

𝑑𝑧

⃒⃒
⃒
z=h1

; (35)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗n𝑁1in +

𝜕𝑁2in

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝑁3in

]︁

z=h
= 0,

[︁𝜕𝑁1in

𝜕𝑧
− 𝑗n𝑁2in

]︁

z=h
= 0,

[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝑁3in

𝜕𝑧
+𝑁3in

]︁

z=h
= 0. (36)

В равенствах (27)ҫ(36) используются следующие обозначения:

{𝐾1in,𝐾2in,𝐾3in} = {𝐾(1)
1in,𝐾

(1)
2in,𝐾

(1)
3in}𝐻(ℎ1 − 𝑧) +

+ {𝐾(2)
1in,𝐾

(2)
2in,𝐾

(2)
3in}𝐻(𝑧 − ℎ1),

{𝑁1in, 𝑁2in, 𝑁3in} = {𝑁 (1)
1in, 𝑁

(1)
2in, 𝑁

(1)
3in}𝐻(ℎ1 − 𝑧) +

+ {𝑁 (2)
1in, 𝑁

(2)
2in, 𝑁

(2)
3in}𝐻(𝑧 − ℎ1);

𝐹H = −
∫︁ h

0
(𝐹1H𝐾1in + 𝐹2H𝐾2in + 𝐹3H𝐾3in)𝑑𝑧 − 𝑎

(j)
5

[︁
𝐾3in

𝜕𝑊H

𝜕𝑡

]︁

z=h
,

𝐺0H =

∫︁ h

0
(𝑢0H𝐾1in + 𝑤0H𝐾2in + 𝑙0H𝐾3in)𝑑𝑧,

𝐻( · )— единичная функция Хэвисайда.
Задачи для трансформанты (27) 𝐺in и сопряженная однородная задача

(29), (30) относительно компонент ядра 𝐾1(𝜆in, 𝑧), 𝐾2(𝜆in, 𝑧), 𝐾3(𝜆in, 𝑧) полу-
чены в результате применения вырожденного преобразования (25), а соотно-
шения (33), (34) построены путем использования в полученной (сопряженной)
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задаче (29), (30) аналогичного (25) КИП с1 компонентами ядра 𝑁1(𝜇in, 𝑧),
𝑁2(𝜇in, 𝑧), 𝑁3(𝜇in, 𝑧).

Особенность полученных расчетных соотношений (27), (28) заключается
в том, что трансформанта нагрузки 𝐹H включает неоднородное граничное
условие. Для определения 𝐹H первоначально принимается ∂WH

∂t

⃒⃒
z=h

= 0 с по-

следующим определением в процессе решения ∂WH

∂t

⃒⃒
z=h

.
Системы (29), (33) приводятся к разрешающим дифференциальным урав-

нениям 6-го порядка относительно функций 𝐾
(j)
1 (𝜆in, 𝑧), 𝑁

(j)
1 (𝜇in, 𝑧):

(︁ 𝑑6

𝑑𝑟6
+ 𝑏

(j)
1in

𝑑4

𝑑𝑟4
+ 𝑏

(j)
2in

𝑑2

𝑑𝑟2
+ 𝑏

(j)
3in

)︁{︀
𝐾

(j)
1in, 𝑁

(j)
1in

}︀
= 0, (37)

которые допускают разложение на коммутативные сомножители 2-го порядка:

[︁ 𝑑2
𝑑𝑧2

+ (𝐴
(j)
in )2

]︁(︁ 𝑑2

𝑑𝑧2
− 𝑗2n

)︁(︁ 𝑑2

𝑑𝑧2
− 𝑗2n

)︁{︀
𝐾

(j)
1in, 𝑁

(j)
1in

}︀
= 0,

где

𝑏
(j)
1in = 𝜉in𝑏

(j)
4 − 3𝑗2n, 𝑏

(j)
2in = (3𝑗2n − 2𝜉in𝑏

(j)
4 )𝑗2n,

𝑏
(j)
3in = (𝜉in𝑏

(j)
4 − 𝑗2n)𝑗

4
n, 𝑏

(j)
4 = 𝑎

(j)
3 𝑎

(j)
5 + 𝑎

(j)
4 ,

𝜉in = 𝜆in и 𝜉in = 𝜇in при решении соответственно задач (29), (30) и (33), (34),

𝐴
(j)
in — действительный корень следующего бикубического уравнения:

[︀
(𝐴

(j)
in )2

]︀3 − 𝑏
(j)
1in

[︀
(𝐴

(j)
in )2

]︀2
+ 𝑏

(j)
2in(𝐴

(j)
in )2 − 𝑏

(j)
3in = 0.

Общий интеграл дифференциальных уравнений (33) имеет вид

{𝐾(j)
1in, 𝑁

(j)
1in} = {𝐷(j)

1in, 𝐸
(j)
1in} sin(𝐴

(j)
in 𝑧) + {𝐷(j)

2in, 𝐸
(j)
2in} cos(𝐴

(j)
in 𝑧) +

+ {𝐷(j)
3in, 𝐸

(j)
3in} exp(𝑗n𝑧) + {𝐷(j)

4in, 𝐸
(j)
4in} exp(−𝑗n𝑧) +

+ {𝐷(j)
5in, 𝐸

(j)
5in}𝑧 exp(𝑗n𝑧) + {𝐷(j)

6in, 𝐸
(j)
6in}𝑧 exp(−𝑗n𝑧). (38)

Использование связи между компонентами преобразований, полученных

в результате приведения (29), (33) к (37), дает выражения для 𝐾
(j)
2in(𝜆in, 𝑧),

𝐾
(j)
3in(𝜆in, 𝑧), 𝑁

(j)
2in(𝜇in, 𝑧), 𝑁

(j)
3in(𝜇in, 𝑧):

𝐾
(j)
2in = −𝐷(j)

1in

𝐴
(j)
in

𝑗n
cos(𝐴

(j)
in 𝑧) +𝐷

(j)
2in

𝐴
(j)
in

𝑗n
sin(𝐴

(j)
in 𝑧)−

−𝐷
(j)
3in exp(𝑗n𝑧) +𝐷

(j)
4in exp(−𝑗n𝑧) +𝐷

(j)
5in𝑗

−1
n (𝑏

(j)
5 − 𝑗n𝑧) exp(𝑗n𝑧) +

+𝐷
(j)
6in𝑗

−1
n (𝑏

(j)
5 + 𝑗n𝑧) exp(−𝑗n𝑧), (39)

𝐾
(j)
3in =

𝑗2n + (𝐴
(j)
in )2

𝜆in𝑎
(j)
5 𝑗n

[︀
𝐷

(j)
1in sin(𝐴

(j)
in 𝑧) +𝐷

(j)
2in cos(𝐴

(j)
in 𝑧)

]︀
−

− 𝑎
(j)
3 𝑏

(j)
6in

[︀
𝐷

(j)
5in exp(𝑗n𝑧)−𝐷

(j)
6in exp(−𝑗n𝑧)

]︀
,
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𝑁
(j)
2in = −𝐸(j)

1in

𝐴
(j)
in

𝑗n
cos(𝐴

(j)
in 𝑧) + 𝐸

(j)
2in

𝐴
(j)
in

𝑗n
sin(𝐴

(j)
in 𝑧)− 𝐸

(j)
3in exp(𝑗n𝑧) +

+ 𝐸
(j)
4in exp(−𝑗n𝑧) + 𝐸

(j)
5in𝑗

−1
n (𝑏

(j)
5 − 𝑗n𝑧) exp(𝑗n𝑧) +

+ 𝐸
(j)
6in𝑗

−1
n (𝑏

(j)
5 + 𝑗n𝑧) exp(−𝑗n𝑧),

𝑁
(j)
3in =

𝑗2n + (𝐴
(j)
in )2

𝑎
(j)
3 𝑗n

[︀
𝐸

(j)
1in sin(𝐴

(j)
in 𝑧) + 𝐸

(j)
2in cos(𝐴

(j)
in 𝑧)

]︀
−

− 𝑎
(j)
5 𝑏

(j)
6in

[︀
𝐸

(j)
5in exp(𝑗n𝑧) + 𝐸

(j)
6in exp(−𝑗n𝑧)

]︀
.

Здесь

𝑏
(j)
5 = 1 +

2𝑎
(j)
1 𝑎

(j)
4

𝑎
(j)
3 𝑎

(j)
5 + 𝑎

(j)
2 𝑎

(j)
4

, 𝑏
(j)
6in =

2𝑎
(j)
1

𝜉in(𝑎
(j)
3 𝑎

(j)
5 + 𝑎

(j)
2 𝑎

(j)
4 )

.

Подстановка (38), (39) в граничные условия (30), (34) позволяет сформи-
ровать две системы алгебраических уравнений, решение которых дает воз-

можность определить постоянные интегрирования 𝐷
(j)
1in, . . . , 𝐷

(j)
6in, 𝐸

(j)
1in, . . . ,

𝐸
(j)
6in и собственные значения 𝜆in, 𝜇in.

Окончательные выражения для функций 𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) по-
лучаются последовательным использованием формул обращения (26), (10)
к трансформанте (28). В результате с учетом (9), (16) имеем:

𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 2

∞∑︁

n=1

𝐽1(𝑗n𝑟)

𝐽0(𝑗n)2

[︂
𝐻1(𝑛, 𝑧, 𝑡) +

∞∑︁

n=1

𝐺(𝜆in, 𝑛, 𝑡)𝑁1(𝜇in, 𝑧)‖𝐾in‖−2

]︂
,

𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡) =
1 + 𝑣(j)

𝐸(j)
𝑟2𝑃1(𝑧, 𝑡) +𝑊1(𝑡)+

+ 2
∞∑︁

n=0

𝐽0(𝑗n𝑟)

𝐽0(𝑗n)2

[︂
𝐻2(𝑛, 𝑧, 𝑡) +

∞∑︁

i=1

𝐺(𝜆in, 𝑛, 𝑡)𝑁2(𝜇in, 𝑧)‖𝐾in‖−2

]︂
, (40)

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 2
∞∑︁

n=0

𝐽0(𝑗n𝑟)

𝐽0(𝑗n)2

[︂
𝐻3(𝑛, 𝑧, 𝑡) +

∞∑︁

i=1

𝐺(𝜆in, 𝑛, 𝑡)𝑁3(𝜇in, 𝑧)‖𝐾in‖−2

]︂
.

Полученные выражения в виде рядов являются сходящимися в силу пол-
ноты систем функций {𝐽v(𝑗n𝑟)}∞n=0 на интервале 𝑟 ∈ [0, 1] и {𝐾ein(𝜆in, 𝑧),
𝑁ein(𝜇in, 𝑧)}∞i=1 на участке 𝑧 ∈ [0, ℎ].

Заключительным этапом исследования является определение функций
𝑊1(𝑡), 𝑃1(𝑧, 𝑡), 𝐻1(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝐻2(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝐻3(𝑛, 𝑧, 𝑡).

Сначала рассматривается случай действия только температурной нагруз-
ки 𝜔1, 𝜗 (𝑃1 = 0). Тогда 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 определяются из условия упрощений
правых частей уравнений (20):

𝑗2n𝐻1 − 𝑎
(j)
1

𝜕2𝐻1

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
− 𝑎

(j)
3 𝑗n𝐻3 = 0,

𝑎
(j)
1 𝑗2n𝐻2 −

𝜕2𝐻2

𝜕𝑧2
− 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝐻1

𝜕𝑧
+ 𝑎

(j)
3

𝜕𝐻3

𝜕𝑧
= 0, 𝑗2n𝐻3 −

𝜕2𝐻3

𝜕𝑧2
= 0.
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В результате формируются системы уравнений относительно 𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧),
𝑓11(𝑧) и 𝑓3(𝑧), 𝑓4(𝑧), 𝑓12(𝑧), решение которых с учетом условий (17) позволяет
определить 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3.

Функция 𝑊1(𝑡) определяется из условия 𝑊 (1, ℎ, 𝑡) = 0:

𝑊1(𝑡) = −2

∞∑︁

n=0

𝐽0(𝑗n)
−1

[︂
𝐻2(𝑛, ℎ, 𝑡) +

∞∑︁

i=1

𝐺(𝜆in, 𝑛, 𝑡)𝑁
(2)
2 (𝜇in, ℎ)‖𝐾in‖−2

]︂
.

Затем к цилиндрической поверхности пластины прикладываются каса-
тельные напряжения 𝑃1(𝑧, 𝑡) (𝜔1 = 𝜗 = 0). Условия уравновешенности пла-
стины, парности и неразрывности касательных напряжений

∫︁ h

0
𝑃1(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧 = 0, 𝑃1|z=0,h1,h = 0

позволяют записать 𝑃1(𝑧, 𝑡) в виде следующей зависимости:

𝑃1(𝑧, 𝑡) = 𝑆0𝑊1(𝑡)
[︁ℎ− ℎ1

ℎ1
sin

(︁ 𝜋
ℎ1
𝑧
)︁
𝐻(ℎ1 − 𝑧)−

− sin
(︁ 𝜋

ℎ− ℎ1
(𝑧 − ℎ1)

)︁
𝐻(𝑧 − ℎ1)

]︁
. (41)

Функции 𝐻1, 𝐻2 также вычисляются из условия упрощений правых ча-
стей дифференциальных уравнений (20):

𝑗2n𝐻1 − 𝑎
(j)
1

𝜕2𝐻1

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
= 0, 𝑎

(j)
1 𝑗2n𝐻2 −

𝜕2𝐻2

𝜕𝑧2
− 𝑎

(j)
2 𝑗n

𝜕𝐻1

𝜕𝑧
= 0.

В этом случае образуются системы дифференциальных уравнений отно-
сительно функций 𝑓5(𝑧), 𝑓6(𝑧); 𝑓7(𝑧), 𝑓8(𝑧) и 𝑓9(𝑧), 𝑓10(𝑧), которые решаются
при удовлетворении граничных условий (17).

Сумма двух результатов расчета позволяет определить постоянную 𝑆0 из
условия интегрального равенства нулю вертикальных перемещений цилин-
дрической поверхности пластины:

∫︁ h

0
𝑊 (1, 𝑧, 𝑡max)𝑑𝑧 = 0.

3. Численный анализ результатов. Выводы. Рассмотрим случай дей-
ствия на верхней лицевой поверхности (𝑧* = 0) упругой системы (𝑏 = 1 м)
температурной нагрузки

𝜔*
1(𝑟*, 𝑡*) =

(︁
1− 𝑟*

𝑏

)︁
𝑇max

[︁
sin

(︁ 𝜋

2𝑡max
𝑡*
)︁
𝐻(𝑡*max − 𝑡*) +𝐻(𝑡* − 𝑡*max)

]︁
(42)

при известной температуре внешней среды 𝜗* = 293K (20℃); коэффициент
теплоотдачи между поверхностью пластины и воздухом 𝛼 = 8.7Вт/(м2 · K).
Здесь 𝑇max = 𝑇 *

max − 𝑇0; 𝑇
*
max, 𝑡

*
max — максимальное значение температурной
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нагрузки и время, при котором тепловое внешнее воздействие достигает наи-
большей величины в размерной форме (𝑇 *

max = 373K (100 ℃), 𝑇0 = 293K
(20 ℃), 𝑡*max = 10 с).

Двухслойная пластина (𝑏 = 1 м), изготовленная из стали (𝑗 = 1) и пла-
стика (𝑗 = 2), имеет следующие физико-механические характеристики мате-
риалов:

{𝐸(1), 𝐸(2)} = {20, 0.33} × 1010 Па, {Λ(1),Λ(2)} = {50, 0.2} Вт/(м · K),

{𝑣(1), 𝑣(2)} = {0.28, 0.33}, {𝑐(1)ε , 𝑐(2)ε } = {3.8, 0.23} × 106 Дж/(м3 · K),

{𝛼(1)
t , 𝛼

(2)
t } = {1.2, 8} × 10−5 1/K.

На рис. 2, 3 представлены графики изменения температурного поля
𝑇 *(0, 𝑧, 𝑡), перемещений 𝑊 *(0, 𝑧, 𝑡) и компоненты тензора напряжений
𝜎rr(𝑟, 𝑧, 𝑡) по пространственным переменным в различные моменты време-
ни 𝑡. Анализ численных результатов расчета позволяет сделать следующие
выводы.

Рис. 2. Графики изменения температуры в конструкции по аксиальной координате z в раз-
личные моменты времени: h1 = h2 = 0.1, 1 — t = tmax, 2 — t = 550 tmax, 3 — t = 1100 tmax

(сверху) и h1 = h2 = 0.05, 1 — t = tmax, 2 — t = 150 tmax, 3 — t = 300 tmax (снизу)

[Figure 2. Graphs of temperature changes in the structure along the axial coordinate at various
points in time: h1 = h2 = 0.1, 1 — t = tmax, 2 — t = 550 tmax, 3 — t = 1100 tmax (at the top of the
ҥgure), and h1 = h2 = 0.05, 1 — t = tmax, 2 — t = 150 tmax, 3 — t = 300 tmax (at the bottom)]
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Рис. 3. Графики изменения температуры, перемещений и напряжений в металлической
части конструкции (h = 0.2); сплошные линии — с учетом связанности термоупругих полей;
пунктирные линии — без учета связанности термоупругих полей; метки сверху: 1 — t = tmax,
2 — t = 100 tmax; метки по середине: 1 — z = h, 2 — z = h1, tmax = 1.3 · 10−4; метки снизу:

1 — t = tmax, 2 — t = 1100 tmax

[Figure 3. Graphs of temperature, displacement and stress changes in the metal part of
the structure (h = 0.2); the solid lines correspond to the solution with the connectivity of
thermoelastic ҥelds; the dashed lines correspond to the solution without the connectivity of
thermoelastic ҥelds; labels at the top: 1 — t = tmax, 2 — t = 100 tmax; labels in the middle:
1 — z = h, 2 — z = h1, tmax = 1.3 · 10−4; labels at the bottom: 1 — t = tmax, 2 — t = 1100 tmax]
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1. При достижении температурной нагрузкой максимальных значений
𝑡 = 𝑡max, 𝑡max = 𝑘(1)𝑏−2𝑡*max вследствие большой теплопроводности ме-
талла на внутренней поверхности стальной части пластины (рис. 2,
кривые 1) наблюдается достаточно высокая температура:

𝑇 *(0, ℎ1, 𝑡max) = 63℃, ℎ1 = 0.1;
𝑇 *(0, ℎ1, 𝑡max) = 71℃, ℎ1 = 0.05.

При этом толщина пластины оказывает существенное влияние на вре-
мя полного прогрева конструкции и на температуру ее нижней (𝑧 = ℎ)
лицевой поверхности. Для толстой (ℎ=0.2) пластины 𝑇 *(0, ℎ, 𝑡)= 60℃,
𝑡 = 1100 𝑡max, а для более тонкой (ℎ=0.1) конструкции 𝑇 *(0, ℎ, 𝑡)= 64℃,
𝑡 = 300 𝑡max (рис. 2, кривые 3).

2. Связанность термоупругих полей приводит к уменьшению температу-
ры пластины (рис. 3 сверху), росту перемещений (рис. 3 по середине),
что приводит к увеличению радиальной компоненты тензора напряже-
ний 𝜎rr(𝑟, 0, 𝑡) (рис. 3 снизу) до 10 % во время ее прогрева. Наибольший
эффект связанности полей наблюдается в центре пластины при до-
стижении температурной нагрузкой максимальных значений 𝑡 = 𝑡max

(рис. 3 снизу кривая 1).
3. При достижении температурной нагрузкой максимальных значений

(𝑡 = 𝑡max) верхняя лицевая поверхность пластины (𝑧 = 0) на участ-
ке 0 6 𝑟 < 0.55 испытывает растяжение в радиальной плоскости, а на
оставшемся участке — сжатие. Однако в процессе прогрева конструк-
ции область сжатия увеличивается и при установившемся тепловом
режиме 𝑡 = 1100 𝑡max данная плоскость будет сжата, а напряжения
𝜎rr(𝑟, 0, 𝑡)— постоянны (рис. 3 снизу, кривая 2).

В заключение следует отметить, что построенный алгоритм расчета поз-
воляет также исследовать начально-краевые задачи термоупругости для мно-
гослойной пластины в случае действия силовой нагрузки и кинематического
воздействия на ее лицевых поверхностях, а также учитывать воздействие
внутренних источников тепла, расположенных в области соединения слоев.

На рис. 4, 5 приведены графики, позволяющие сделать выводы о влиянии
приближенного выполнения граничного условия 𝑊 (1, 𝑧, 𝑡) = 0

(︀
∂W
∂z

⃒⃒
r=1

= 0
)︀

на напряженно-деформированное состояние упругой системы:
1) аппроксимация касательных напряжений 𝜎rz(1, 𝑧, 𝑡) с помощью функ-

ции 𝑃1(𝑧, 𝑡) позволяет существенно снизить градиент вертикальных пе-
ремещений

(︀
∂W
∂z

)︀
по аксиальной координате при 𝑟 = 1 (рис. 4, кри-

вая 1) по сравнению с соответствующей величиной при 𝑟 = 0 (рис. 4,
кривая 2);

2) учет функции 𝑃1(𝑧, 𝑡) в приближенном представлении (41) приводит
к увеличению касательных напряжений (рис. 5, кривые 2, 3). При этом
дальнейшее ее уточнение, связанное с использованием более сложной
зависимости по высоте пластины, не приводит к существенному изме-
нению численных значений касательных напряжений в пластине.

Кроме этого, решение задачи, когда к цилиндрической поверхности пла-
стины прикладываются касательные напряжения 𝑃1(𝑧, 𝑡) (𝜔1 = 𝜗 = 0), при-
водит к несущественному изменению остальных компонент тензора напряже-
ний и температурного поля, за исключением 𝜎zz в приграничном слое.
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Рис. 4. Степень сжатия конструкции по высоте: 1 — r = 1, 2 — r = 0

[Figure 4. The compression ratio of the structure in height: 1 — r = 1, 2 — r = 0]

Рис. 5. Графики изменения касательного напряжения по высоте конструкции; сплошные
линии — с учетом функции P1(z, tmax); пунктирные линии — без учета функции P1(z, tmax);

метки: 1 — r = 1, 2 — r = 0.8, 3 — r = 0.5

[Figure 5. Graphs of shear stress changes along the structure’s height; the solid lines correspond
to the solution with the function P1(z, tmax); the dashed lines correspond to the solution without

the function P1(z, tmax); labels: 1 — r = 1, 2 — r = 0.8, 3 — r = 0.5

Отметим, что при действии внешней температурной нагрузки в виде глад-
кой функции по радиальной координате (42) ряды, входящие в разложе-
ния (40), сходятся достаточно быстро, как правило, при 𝑛 = 0, 1, . . . , 10,
𝑖 = 0, 1, . . . , 10 (вычисление ряда заканчивается, когда численное значение по-
следнего члена ряда составляет меньше 1 % от суммы предыдущих членов).
В случае вычисления механических напряжений сходимость рядов ухудшает-
ся и количество учитываемых членом ряда (в среднем) увеличивается в два
раза.

Заключение. В представленной работе при использовании классической
теории термоупругости построено новое замкнутое решение осесимметричной
задачи для многослойной жесткозакрепленной пластины. Полученные рас-
четные соотношения позволяют учесть связанность температурных и упру-
гих полей.
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Использование приближенного выражения для функции касательных на-
пряжений не оказывает существенного влияния на напряженно-деформиро-
ванное состояние и температурное поле пластины.

Представленный алгоритм расчета позволяет также исследовать началь-
но-краевые задачи термоупругости для многослойной пластины в случае дей-
ствия силовой нагрузки и кинематического воздействия на ее лицевых по-
верхностях, а также учитывать воздействие внутренних источников тепла,
расположенных в области соединения слоев.
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Abstract

A new closed solution of an axisymmetric non-stationary problem is con-
structed for a rigidly fixed round layered plate in the case of temperature
changes on its upper front surface (boundary conditions of the 1st kind)
and a given convective heat exchange of the lower front surface with the
environment (boundary conditions of the 3rd kind).

The mathematical formulation of the problem under consideration in-
cludes linear equations of equilibrium and thermal conductivity (classical
theory) in a spatial setting, under the assumption that their inertial elastic
characteristics can be ignored when analyzing the operation of the structure
under study.

When constructing a general solution to a non-stationary problem de-
scribed by a system of linear coupled non-self-adjoint partial differential
equations, the mathematical apparatus for separating variables in the form
of finite integral Fourier–Bessel transformations and generalized biorthogo-
nal transformation (CIP) is used. A special feature of the solution construc-
tion is the use of a CIP based on a multicomponent relation of eigenvector
functions of two homogeneous boundary value problems, with the use of a
conjugate operator that allows solving non-self-adjoint linear problems of
mathematical physics. This transformation is the most effective method for
studying such boundary value problems.

The calculated relations make it possible to determine the stress-strain
state and the nature of the distribution of the temperature field in a rigid
round multilayer plate at an arbitrary time and radial coordinate of external
temperature influence. In addition, the numerical results of the calculation
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allow us to analyze the coupling effect of thermoelastic fields, which leads to
a significant increase in normal stresses compared to solving similar problems
in an unrelated setting.
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Аннотация

Разработана модель вязкоупругопластического деформирования гиб-
ких круговых цилиндрических оболочек с пространственными струк-
турами армирования. Мгновенное пластическое поведение материалов
композиции определяется теорией течения с изотропным упрочнени-
ем. Вязкоупругое деформирование компонентов композиции описыва-
ется уравнениями модели тела Максвелла—Больцмана. Геометрическая
нелинейность задачи учитывается в приближении Кармана. Использу-
емые соотношения позволяют с разной степенью точности рассчиты-
вать остаточные перемещения точек конструкции и остаточное дефор-
мированное состояние компонентов композиции. При этом моделирует-
ся возможное слабое сопротивление армированной оболочки поперечно-
му сдвигу. В первом приближении используемые уравнения, начальные
и граничные условия редуцируются в соотношения неклассической тео-
рии Амбарцумяна.

Численное решение сформулированной начально-краевой задачи
строится по явной схеме «крест». Исследовано упругопластическое и вяз-
коупругопластическое динамическое деформирование тонких стеклопла-
стиковых оболочек под действием внутреннего давления взрывного ти-
па. Рассматриваются две структуры армирования:

1) ортогональное армирование в продольном и окружном направле-
ниях;

2) пространственное армирование в четырех направлениях.
Показано, что даже для относительно тонких композитных оболочек

теория Амбарцумяна неприемлема для получения адекватных резуль-
татов расчетов их вязкоупругопластического динамического деформи-
рования. Продемонстрировано, что расчет по теории упругопластиче-
ского деформирования армированных конструкций не позволяет даже
приближенно оценить остаточные состояния композитных оболочек по-
сле их динамического нагружения. Показано, что даже для относитель-
но тонкой и длинной цилиндрической оболочки замена традиционной
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«плоско»-перекрестной структуры армирования на пространственную
структуру позволяет существенно уменьшить интенсивность остаточ-
ных деформаций связующего материала. В случаях относительно тол-
стых и, особенно, коротких оболочек положительный эффект от такой
замены структур армирования проявляется в значительно большей сте-
пени.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, пространственное арми-
рование, армирование по эквидистантным поверхностям, вязкоупруго-
пластическое деформирование, нагрузки взрывного типа, уточненные
теории изгиба, теория Амбарцумяна, геометрическая нелинейность, яв-
ная численная схема «крест».
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Введение. Оболочки из композиционных материалов (КМ) находят ши-
рокое применение в инженерной практике [1ҫ7], поэтому актуальна проблема
моделирования их механического поведения в особенности при действии вы-
сокоинтенсивных нагрузок, характерных для современных КМ-изделий [7ҫ9].

Механическое поведение анизотропных и слоистых оболочек в рамках
классической теории изгиба моделировалось в [10,11], однако при этом не при-
нимается во внимание плохое сопротивление таких конструкций поперечным
сдвигам. Традиционно это негативное свойство тонкостенных КМ-изделий
учитывают в рамках теорий Тимошенко—Рейсснера [5,7,12ҫ14], Амбарцумя-
на [11,15,16] и Редди—Немировского [2,17]; реже применяются более точные
теории [5,14,18ҫ20]. При этом большинство публикаций посвящено рассмотре-
нию линейно-упругого деформирования КМ-конструкций [2, 5, 10ҫ14, 17ҫ19].
Однако при нагрузках высокой интенсивности компоненты композиции изде-
лия могут деформироваться пластически [7, 8, 21, 22]. Проблема моделирова-
ния неупругого поведения КМ-конструкций сейчас находится на стадии на-
чального становления. Так, в работе [14] исследовалось упругопластическое
деформирование слоистых конструкций с изотропными слоями. В [15, 16, 20]
моделировалось вязкоупругопластическое поведение армированных гибких
пластин, пологих и цилиндрических оболочек, причем в [15,20] рассматрива-
лись только традиционные «плоско»-перекрестные структуры армирования.
Известно, что тонкостенные элементы конструкций с таким армированием
плохо сопротивляются поперечному сдвигу и отрыву [9]. Для ликвидации это-
го серьезного недостатка КМ-изделий используют пространственные струк-
туры армирования [9, 20, 23, 24]. В работе [16] была разработана структур-
ная модель вязкоупругопластического деформирования пространственно-ар-
мированных сред, примененная для исследования механического поведения
гибких пологих оболочек.

В [17] было показано, что в случае линейно-упругого деформирования
компонентов композиции армированных оболочек уточнения расчетов, вы-
полненных по теории Редди—Немировского, не требуется. (Напомним, что
в теориях Редди—Немировского и Амбарцумяна [11] используются одина-
ковые кинематические соотношения, а различие заключается в уравнениях
силового и моментного балансов.) Однако в [20] продемонстрировано, что
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при исследовании динамического вязкоупругопластического поведения гиб-
ких цилиндрических оболочек, традиционно армированных в окружном
и продольном направлениях, целесообразно использовать кинематические со-
отношения более высоких порядков, чем в теориях Редди—Немировского
и Амбарцумяна. При этом открытым остался вопрос: нужно ли использовать
теории изгиба КМ-оболочек высоких порядков точности при пространствен-
ных структурах армирования таких конструкций?

Решения нелинейных задач динамики тонкостенных конструкций, как
правило, строят с использованием явных численных схем [14ҫ16, 20], напри-
мер схемы типа «крест», или неявных методов Ньюмарка [8,25].

В связи с вышеизложенным данная работа посвящена моделированию
вязкоупругопластического деформирования пространственно-армированных
цилиндрических оболочек в рамках уточненной теории изгиба. Численные
решения соответствующих начально-краевых задач предполагается при этом
строить по явной схеме «крест».

1. Моделирование вязкоупругопластического деформирования
пространственно-армированной цилиндрической оболочки. Рассмат-
ривается тонкая замкнутая круговая цилиндрическая оболочка радиуса 𝑅,
длиной 𝐿 и толщиной 2ℎ ≪ min(𝐿,𝑅) (рис. 1). С оболочкой связана цилин-
дрическая система координат 𝑥i так, что 𝑥1 — осевая координата (0 6 𝑥1 6 𝐿),
𝑥2 — угловая координата в окружном направлении (0 6 𝑥2 < 2𝜋), 𝑥3 — ради-
альная координата (𝑅 − ℎ 6 𝑥3 6 𝑅 + ℎ). Конструкция усилена «плоско»-
перекрестно (традиционное армирование по эквидистантным поверхностям)
или пространственно-перекрестно 𝑁 семействами волокон с плотностями ар-
мирования 𝜔k (1 6 𝑘 6 𝑁). Структура армирования по толщине оболочки
квазиоднородна. На рис. 2 изображены представительные элементы таких
композиций: «плоская» ортогональная 2D-структура армирования (рис. 2, a)
и неортогональная пространственная 4D-структура (рис. 2, b) [9].

С волокнами 𝑘-го семейства свяжем ортогональную систему координат 𝑥
(k)
i

так, как показано на рис. 3. Направление армирования при этом задается
двумя углами сферической системы координат 𝜃k и 𝜙k, а направляющие ко-

синусы 𝑙
(k)
ij между осями 𝑥

(k)
i и 𝑥j (𝑖, 𝑗 = 1, 3, 1 6 𝑘 6 𝑁) вычисляются по

формулам (27) из [16].

a b

Рис. 1. Цилиндрические КМ-оболочки с жестким закреплением левой кромки (a) и с жест-
ким закреплением обеих кромок (b) [Figure 1. Cylindrical CM-shells with rigid fastening of

the left edge (a) and with rigid fastening of both edges (b)]
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a b

Рис. 2. Репрезентативная ячейка композиции с ортогональным 2D-армированием (a) и с
пространственным 4D-армированием (b) [Figure 2. A representative cell of a composition with

orthogonal 2D-reinforcement (a) and with spatial 4D-reinforcement (b)]

Рис. 3. Локальная система координат, свя-
занная с волокнами k-го семейства

[Figure 3. Local coordinate system associated
with k-th family of ҥbers]

Рассматривается частный, но практически важный случай нагружения
оболочки, когда на ее лицевых поверхностях (𝑥3 = 𝑅± ℎ) можно пренебречь
распределенными внешними касательными силами (рис. 1, a). При этом пред-
полагается: пространственные структуры армирования таковы, что если ар-
матура некоторого 𝑘-го семейства имеет наклонную траекторию (0 < 𝜃k <
< 𝜋/2), то обязательно найдется 𝑙-е семейство наклонных волокон, изготов-
ленных из того же материала и имеющих параметры армирования 𝜃l = 𝜋−𝜃k,
𝜙l = 𝜙k, 𝜔l = 𝜔k, 1 6 𝑘, 𝑙 6 𝑁 , 𝑙 ̸= 𝑘 (см. рис. 3). Структуры армирования с та-
ким свойствами, как правило, и встречаются на практике [9,24]. В частности,
к ним относится структура, изображенная на рис. 2, b, а также ортогональ-
ная 3D-структура армирования [24]. (При нарушении этих двух условий не
удается разработать явную численную схему типа «крест».)

Для учета возможного плохого сопротивления армированной оболочки
поперечным сдвигам [2,5,7,11,13,14,17,20] используем более точные кинема-
тические соотношения, чем в теориях Редди—Немировского [2,17] и Амбарцу-
мяна [11]. При этом, согласно [20], осредненные деформации композиции 𝜀ij
и перемещения точек гибкой цилиндрической оболочки 𝑈i в рамках уточ-
ненной теории аппроксимируются так (геометрическая нелинейность задачи
учитывается в приближении Кармана):

𝜀11(𝑡, r) = 𝜕1𝑢1 − 𝑧𝜕21𝑤 +
M∑︁

m=0

𝑓
(m)
1 (𝑧)𝜕1𝜀

(m)
13 +

1

2
(𝜕1𝑤)

2,
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𝜀22(𝑡, r) =
1

𝑅+ 𝑧

[︁𝑅+ 𝑧

𝑅
𝜕2𝑢2 + 𝜕22𝑤 + 𝑤 +

M∑︁

m=0

𝑓
(m)
2 (𝑧)𝜕2𝜀

(m)
23

]︁
+

1

2

(︁ 𝜕2𝑤

𝑅+ 𝑧

)︁2
,

2𝜀12(𝑡, r) =
1

𝑅+ 𝑧

[︁
𝜕2𝑢1 − 𝑧𝜕1𝜕2𝑤 +

M∑︁

m=0

𝑓
(m)
1 (𝑧)𝜕2𝜀

(m)
13

]︁
+ (1)

+
𝑅+ 𝑧

𝑅
𝜕1𝑢2 + 𝜕1𝜕2𝑤 +

M∑︁

m=0

𝑓
(m)
2 (𝑧)𝜕1𝜀

(m)
23 +

1

𝑅+ 𝑧
𝜕1𝑤𝜕2𝑤,

𝜀i3(𝑡, r) =
ℎ2 − 𝑧2

ℎ2

M∑︁

m=0

(︁ 𝑧
ℎ

)︁m
𝜀
(m)
i3 (𝑡,x), 𝑖 = 1, 2;

𝑈1(𝑡, r) = 𝑢1(𝑡,x)− 𝑧𝜕1𝑤 +

M∑︁

m=0

𝑓
(m)
1 (𝑧)𝜀

(m)
13 (𝑡,x),

𝑈2(𝑡, r) =
𝑅+ 𝑧

𝑅
𝑢2(𝑡,x) + 𝜕2𝑤 +

M∑︁

m=0

𝑓
(m)
2 (𝑧)𝜀

(m)
23 (𝑡,x),

𝑈3(𝑡, r) = 𝑤(𝑡,x);

(2)

x = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω, Ω = {x : 0 6 𝑥1 6 𝐿, 0 6 𝑥2 < 2𝜋},
r = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3 ≡ 𝑅+ 𝑧, |𝑧| 6 ℎ, 𝑡 > 𝑡0,

где

𝑓
(m)
i (𝑧) ≡ 2

ℎ2
[︀
ℎ2Φ

(m)
i (𝑧)− Φ

(m+2)
i (𝑧)

]︀
, 𝑖 = 1, 2,

Φ
(m)
1 (𝑧) ≡ 𝑧m+1

ℎm(1 +𝑚)
, Φ

(m)
2 (𝑧) ≡ 𝑅+ 𝑧

ℎm
Ψm(𝑧),

Ψm(𝑧) ≡
m−1∑︁

l=0

(−1)l𝑅l𝑧m−l

𝑚− 𝑙
−𝑅m ln(𝑅+ 𝑧);

(3)

r — вектор места; x — вектор точки срединной поверхности (𝑧 = 0); 𝑧 — вве-
денная для удобства новая радиальная переменная; 𝑤— прогиб; 𝑢1, 𝑢2 — пе-
ремещения точек срединной поверхности в осевом и окружном направлениях;
𝑡0 — начальный момент времени 𝑡; Ω— область, которую занимает срединная
поверхность оболочки в координатах 𝑥1, 𝑥2; 𝜕i — оператор частного диффе-
ренцирования по 𝑥i; 𝑀 — целое число, задающее количество слагаемых, кото-
рые удерживаются в степенных разложениях деформаций поперечного сдви-
га 𝜀i3. При 𝑀 = 0 из (1)ҫ(3) получаются кинематические соотношения теорий
Редди—Немировского [2,17] и Амбарцумяна [11]. В равенствах (1) и (2) неиз-

вестны функции 𝑤, 𝑢i и 𝜀
(m)
i3 (𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑚 6 𝑀), зависящие от времени 𝑡

и двух пространственных координат 𝑥1, 𝑥2.
Материал 𝑘-го компонента композиции предполагается изотропным, а его

вязкоупругопластическое деформирование описывается определяющими урав-
нениями [15,16,20]:

�̇�
(k)
ij = 2𝐺(k)�̇�

(k)
ij + 𝛿ij𝜆

(k)�̇�
(k)
ll −𝐵(k)𝜎

(k)
ij + 𝛿ij𝐷

(k)𝜎
(k)
ll −

−𝐴(k)𝑠
(k)
ij 𝑠

(k)
ml �̇�

(k)
ml , 𝑖, 𝑗 = 1, 3, 0 6 𝑘 6 𝑁, (4)
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где

𝐴(k) =
𝐺(k)𝜅(k)

𝑇 2
k

, 𝐵(k) =
𝐺(k)

𝜂(k)
(1− 𝜅(k)), 𝐷(k) =

1

3

(︁
𝐵(k) − 𝐾(k)

𝜇(k)

)︁
,

𝜅(k) =
𝑐(k)

1 + 𝑔(k)
, 𝑔(k) =

�̄�(k)

𝐺(k)
, 𝜆(k) =

𝜈(k)𝐸(k)

(1 + 𝜈(k))(1− 2𝜈(k))
,

𝐺(k) =
1

2

𝐸(k)

1 + 𝜈(k)
, 𝐾(k) =

1

3

𝐸(k)

1− 2𝜈(k)
,

𝑐(k) =

⎧
⎨
⎩
0, 𝑇k < 𝜏

(k)
s (𝜒(k)) или 𝑇k = 𝜏

(k)
s , 𝑠

(k)
ij �̇�

(k)
ij 6 (𝜏

(k)
s (𝜒(k)))2/𝜂(k),

1, 𝑇k = 𝜏
(k)
s (𝜒(k)), 𝑠

(k)
ij �̇�

(k)
ij > (𝜏

(k)
s (𝜒(k)))2/𝜂(k),

𝑇k =

√︂
1

2
𝑠
(k)
ij 𝑠

(k)
ij , 𝜒(k) =

∫︁ t

t0

√︁
2�̇�

(k)
ij �̇�

(k)
ij 𝑑𝑡,

𝑠
(k)
ij = 𝜎

(k)
ij − 𝛿ij𝜎

(k)
0 , 𝜎

(k)
0 =

1

3
𝜎
(k)
ll ;

(5)

𝜎
(k)
ij , 𝜀

(k)
ij — компоненты тензоров напряжений и малых деформаций; 𝑝

(k)
ij —

компоненты тензора пластических деформаций (𝑝
(k)
ii = 0); 𝐸(k), 𝜈(k) — мгно-

венные модуль Юнга и коэффициент Пуассона; 𝜂(k), 𝜇(k) — коэффициенты

линейной вязкости при чистом сдвиге и объемном расширении-сжатии; 𝜏
(k)
s —

функция упрочнения при чистом сдвиге, которая зависит от параметра Од-
квиста 𝜒(k); �̄�(k) — касательный модуль на мгновенной диаграмме чистого

сдвига 𝜏 (k) ∼ 𝛾
(k)
p ; 𝛾

(k)
p — пластическая составляющая полной угловой дефор-

мации при сдвиге; 𝜏 (k) — касательное напряжение при сдвиге; 𝛿ij — символ
Кронекера; индекс 𝑘— номер компонента композиции (𝑘 = 0— связующее,
1 6 𝑘 6 𝑁 — арматура 𝑘-го семейства); точка — дифференцирование по вре-
мени. Соотношения (4) при учете (5) получены в [15] в предположении, что

деформации 𝜀
(k)
ij можно разложить на сумму вязкоупругих и пластических

𝑝
(k)
ij составляющих. При этом пластическое поведение материала описывает-

ся уравнениями теории течения с изотропным упрочнением, а вязкоупругое
деформирование — уравнениями модели тела Максвелла—Больцмана.

Как и в работах [15, 16, 20], решение исследуемой задачи будем стро-
ить численно, используя пошаговый алгоритм [8, 25]. Согласно этому, зна-
чения искомых функций будем вычислять в дискретные моменты времени
𝑡n+1 = 𝑡n + ∆, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , где ∆— шаг по времени. В [16] была разра-
ботана структурная модель вязкоупругопластического деформирования КМ
с пространственным армированием, механическое поведение материалов ком-
позиции которого описывается соотношениями (4) при учете (5). При этом
в рассматриваемый момент времени 𝑡n определяющее уравнение для компо-
зиции записывается в матричной форме

n
σ̇ =

n
B

n
ε̇+

n
p, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (6)
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где
σ = (𝜎1 𝜎2 𝜎3 𝜎4 𝜎5 𝜎6)

⊤ ≡ (𝜎11 𝜎22 𝜎33 𝜎23 𝜎31 𝜎12)
⊤,

ε = (𝜀1 𝜀2 𝜀3 𝜀4 𝜀5 𝜀6)
⊤ ≡ (𝜀11 𝜀22 𝜀33 2𝜀23 2𝜀31 2𝜀12)

⊤,
p = (𝑝1 𝑝2 𝑝3 𝑝4 𝑝5 𝑝6)

⊤;
(7)

n
σ̇(r) ≡ σ̇(𝑡n, r),

n
ε̇(r) ≡ ε̇(𝑡n, r),

n
p(r) ≡ p(𝑡n, r),

n
B(r) ≡ B(𝑡n, r); (8)

𝜎ij , 𝜀ij — компоненты тензоров усредненных напряжений и деформаций в КМ;

B— матрица размером 6×6; индекс ⊤ — операция транспонирования.
Согласно [16], соотношение (6) линеаризовано по методу, аналогичному

методу переменных параметров упругости [26], причем матрица B и вектор p

с учетом (7) вычисляются по матричным формулам (24) из [16]. На данной
итерации указанного метода при 𝑡 = 𝑡n элементы матрицы B и вектора-
столбца p уже известны и определяются механическими характеристиками
материалов композиции, напряженным состоянием в них (которое рассчитано
на предыдущей итерации) и структурой армирования: углами 𝜃k, 𝜙k (см.
рис. 3) и плотностями 𝜔k (1 6 𝑘 6 𝑁) армирования.

Далее моделируется механическое поведение КМ-оболочки как гибкой
тонкостенной системы, поэтому нормальное напряжение 𝜎33(𝑡, r) с приемле-
мой для инженерных приложений точностью можно линейно аппроксимиро-
вать по координате 𝑧 [13]:

𝜎33(𝑡, r) ≡ 𝜎3(𝑡, r) =
𝜎
(+)
33 (𝑡,x)− 𝜎

(−)
33 (𝑡,x)

2ℎ
𝑧 +

+
𝜎
(+)
33 (𝑡,x) + 𝜎

(−)
33 (𝑡,x)

2
, x ∈ Ω, |𝑧| 6 ℎ, 𝑡 > 𝑡0, (9)

где 𝜎
(±)
33 (𝑡,x) ≡ 𝜎33(𝑡,x,±ℎ)— напряжения на внешней (+) и внутренней (−)

лицевых поверхностях, которые известны из силовых граничных условий.
Матричное равенство (6) является системой шести алгебраических урав-

нений. В силу условий соответствия (7) из третьего равенства этой системы
выразим скорость линейной поперечной деформации конструкции

n
�̇�33 ≡

n
�̇�3 =

(︀n
𝑏33

)︀−1
(︁n
�̇�3 −

6∑︁

i=1

(1− 𝛿3i)
n
𝑏3i

n
�̇�i −

n
𝑝3

)︁
, (10)

где
n
𝑏3i (𝑖 = 1, 6) — элементы матрицы

n
B в уравнении (6); производная �̇�3

определяется путем дифференцирования по времени выражения (9). Скоро-
сти деформаций �̇�i в правой части (10) получаются дифференцированием

по 𝑡 равенств (1), т. е. зависят от функций 𝑤, �̇�, �̇�l, �̇�
(m)
l3 (0 6 𝑚 6 𝑀) и их

частных производных по 𝑥l (𝑙 = 1, 2).
Для окончательной формулировки начально-краевой задачи вязкоупруго-

пластического изгибного деформирования тонких армированных цилиндри-
ческих оболочек в рамках уточненной теории к равенствам (1), (2), (6), (10)
следует добавить двумерные уравнения движения и соответствующие началь-
ные и граничные условия (см. [20], соотношения (7), (17), (19) и (21)).
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2. Численный метод расчета. В разделе 1 уже отмечалось, что для
численного интегрирования сформулированной начально-краевой задачи бу-
дем использовать метод шагов по времени [8,14ҫ16,20,25,26]. Согласно этому,
предполагаем, что в дискретные моменты времени 𝑡m уже известны следую-
щие функции:

m
𝑤(x) ≡ 𝑤(𝑡m,x),

m
𝑢(l)
i (x) ≡ 𝑢

(l)
i (𝑡m,x),

m
𝜎(±)
33 (x) ≡ 𝜎

(±)
33 (𝑡m,x),

m
�̇�
(±)
33 (x) ≡ �̇�

(±)
33 (𝑡m,x),

m
𝜎ij(r) ≡ 𝜎ij(𝑡m, r), 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 3,

𝑚 = 𝑛− 1, 𝑛, 0 6 𝑙 6𝑀 + 1, x ∈ Ω, |𝑧| 6 ℎ,

(11)

где

𝑢
(l)
i (𝑡,x) ≡

∫︁ h

−h
𝑈i(𝑡, r)𝑧

l𝑑𝑥3 𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑙 6𝑀 + 1, (12)

— введенные новые кинематические неизвестные переменные [20].
За исключением необходимых преобразований уравнений (4) (см. [16],

формулы (19) и (20)), обеспечивающих устойчивость разрабатываемой чис-
ленной схемы [15], производные по времени далее заменяем центральными
конечными разностями на трехточечном шаблоне {𝑡n−1, 𝑡n, 𝑡n+1}. Это позво-
ляет построить явную схему численного интегрирования рассматриваемой
задачи. После аппроксимации в уравнениях движения вторых производных

по времени от кинематических переменных 𝑤 и 𝑢
(l)
i (см. (12)) их конечно-

разностными аналогами, учитывая обозначения, аналогичные (8) и (11), по-
лучим [20]

2ℎ𝜌

∆2

(︀n+1
𝑤 −2

n
𝑤+

n−1
𝑤

)︀
= 𝜕1

(︀ n
𝑀

(0)
13 +

n
𝑀

(0)
11 𝜕1

n
𝑤+

n

�̄�
(0)
12 𝜕2

n
𝑤
)︀
+

+ 𝜕2
(︀ n

�̄�
(0)
23 +

n

�̄�
(0)
21 𝜕1

n
𝑤+

n
¯̄𝑀
(0)
22 𝜕2

n
𝑤
)︀
−

n

�̄�
(0)
22 +

n
𝜎(+)
33 − n

𝜎(−)
33 ,

𝜌

∆2

(︀n+1
𝑢 (l)

1 − 2
n
𝑢(l)1 +

n−1
𝑢 (l)

1

)︀
= 𝜕1

(︀ n
𝑀

(l)
11 −

n
𝑀

(l)
13𝜕1

n
𝑤
)︀
+ 𝜕2

(︀ n

�̄�
(l)
12 −

n

�̄�
(l)
23𝜕1

n
𝑤
)︀
−

− 𝑙
n
𝑀

(l−1)
13 + 𝑙

n
𝑀

(l−1)
33 𝜕1

n
𝑤−ℎl

[︀n
𝜎(+)
33 − (−1)l

n
𝜎(−)
33

]︀
𝜕1

n
𝑤,

(13)

𝜌

∆2

(︀n+1
𝑢 (l)

2 − 2
n
𝑢(l)2 +

n−1
𝑢 (l)

2

)︀
= 𝜕1

(︀ n
𝑀

(l)
21 −

n

�̄�
(l)
13𝜕2

n
𝑤
)︀
+

+ 𝜕2
(︀ n

�̄�
(l)
22 −

n
¯̄𝑀
(l)
23𝜕2

n
𝑤
)︀
− 𝑙

n
𝑀

(l−1)
23 + 𝑙

n

�̄�
(l−1)
33 𝜕2

n
𝑤−

− ℎl
[︀
(𝑅+ ℎ)−1 n

𝜎(+)
33 − (−1)l(𝑅− ℎ)−1 n

𝜎(−)
33

]︀
𝜕2

n
𝑤+

n

�̄�
(l)
23 ,

0 6 𝑙 6𝑀 + 1, x ∈ Ω, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

где (см. выражение (9))

𝜌 = 𝜌0𝜔0 +
N∑︁

k=1

𝜌k𝜔k, 𝑀
(l)
ij (𝑡,x) ≡

∫︁ h

−h
𝜎ij(𝑡, r)𝑧

l𝑑𝑧,

�̄�
(l)
ij (𝑡,x) ≡

∫︁ h

−h

𝜎ij(𝑡, r)

𝑅+ 𝑧
𝑧l𝑑𝑧, ¯̄𝑀

(l)
ij (𝑡,x) ≡

∫︁ h

−h

𝜎ij(𝑡, r)

(𝑅+ 𝑧)2
𝑧l𝑑𝑧,

350



Уточненная модель вязкоупругопластического деформирования. . .

𝑙𝑀
(l−1)
33 (𝑡,x) = 𝑙

∫︁ h

−h
𝜎33(𝑡, r)𝑧

l−1𝑑𝑧 =

=
ℎl

2

[︁
(𝜎

(+)
33 + 𝜎

(−)
33 )(1− (−1)l) +

𝑙

𝑙 + 1
(𝜎

(+)
33 − 𝜎

(−)
33 )(1 + (−1)l)

]︁
, (14)

𝑙�̄�
(l−1)
33 (𝑡,x) = 𝑙

∫︁ h

−h

𝜎33(𝑡, r)

𝑅+ 𝑧
𝑧l−1𝑑𝑧 =

𝑙

2ℎ
(𝜎

(+)
33 + 𝜎

(−)
33 )(Ψl(ℎ)−Ψl(−ℎ)) +

+
𝑙

2
(𝜎

(+)
33 − 𝜎

(−)
33 )(Ψl−1(ℎ)−Ψl−1(−ℎ)),

𝜔0 = 1−
N∑︁

k=1

𝜔k, 𝑖, 𝑗 = 1, 3, 0 6 𝑙 6𝑀 + 1;

𝜌0, 𝜌k — объемная плотность материала связующего и волокон 𝑘-го семейства;
функции Ψl(𝑧) определены в (3). В уравнениях (13) массовые нагрузки не
учитываются.

На основании формул (14) с учетом (11) при 𝑡 = 𝑡n можем определить

все силовые факторы 𝑀
(l)
ij , �̄�

(l)
ij , ¯̄𝑀

(l)
ij и внешние силы 𝜎

(±)
33 , которые входят

в правые части равенств (13). Учитывая при этом необходимые граничные
условия (см. (17) и (19) в [20]), из (13) определяем по явной схеме значения

функций
n+1
𝑤 ,

n+1
𝑢 (l)

i , 0 6 𝑙 6𝑀 +1, в следующий момент времени 𝑡n+1. После
этого по формуле (23) из [20], которая вытекает из (2) и (12) при учете (3),

вычисляем функции
n+1
𝑢 i и

n+1
𝜀 (m)

i3 , 𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑚 6 𝑀 . Затем на основании

(1) получаем осредненные деформации композиции
n+1
𝜀 ij . В предшествующий

момент времени 𝑡n−1 деформации
n−1
𝜀 ij уже известны (см. (1) при учете (11)),

поэтому, используя численное дифференцирование по времени и соотношение

(10), определяем и скорости деформаций
n
�̇�ij в текущий момент времени 𝑡n.

Дальнейшее численное решение исследуемой задачи строится совершенно так
же, как и в работах [16,20].

Структура левых частей равенств (13) свидетельствует о том, что для
начала проведения расчетов по разработанной явной схеме нужно знать зна-

чения функций
0
𝑤 и

0
𝑢(l)i , известные из начальных условий (см. (21) в [20]),

а также
1
𝑤 и

1
𝑢(l)i (см. (13) при 𝑛 = 1). Значения последних функций вы-

числяются по формуле Тейлора при учете начальных условий и уравнений
движения, рассматриваемых при 𝑡 = 𝑡0 (см. последние формулы раздела 2
в [20]).

Для замкнутой круговой цилиндрической оболочки область Ω (см. (2)) яв-
ляется прямоугольной. Следовательно, аппроксимируя в соотношениях (13)
производные 𝜕i(·) их конечно-разностными аналогами от уже известных (см.
(14) при учете (11)) в текущий момент времени 𝑡n сеточных функций, окон-
чательно получим явную численную схему «крест» [14ҫ16, 20]. Необходимые
условия устойчивости этой схемы для однородных тонкостенных конструк-
ций приведены в [14]. Если эти условия выполняются для каждого компонен-
та композиции, то они с запасом выполняются и для КМ-оболочки.
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3. Обсуждение результатов расчетов. Исследуем неупругое динами-
ческое изгибное поведение относительно тонкой замкнутой цилиндрической
КМ-оболочки толщиной 2ℎ = 2 см, радиуса 𝑅 = 1 м и длиной 𝐿 = 4 м
(2ℎ/min(𝐿,𝑅) = 1/50), которая жестко закреплена на кромках (𝑤 = 0,

𝑢
(l)
i = 0 при 𝑥1 = 0, 𝐿 и 𝑡 > 𝑡0 [20]) и до начального момента времени 𝑡 = 𝑡0 = 0

покоится в естественном состоянии (𝑤 = 0, 𝑢
(l)
i = 0, 𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑙 6 𝑀 + 1,

x ∈ Ω, 𝑡 < 𝑡0 [20]). Конструкция нагружается изнутри равномерным давле-
нием 𝑝(𝑡) по закону (см. (9), (13), (14)) [25]:

𝜎
(+)
33 ≡ 0, −𝜎(−)

33 = 𝑝(𝑡) =

{︃
𝑝max𝑡/𝑡max, 0 6 𝑡 6 𝑡max,

𝑝max exp[−𝛼(𝑡− 𝑡max)], 𝑡 > 𝑡max,

𝛼 = − ln(0.01)/(𝑡min − 𝑡max) > 0, 𝑡min ≫ 𝑡max, 𝑝(𝑡min) = 0.01𝑝max,

(15)

где смысл параметров нагрузки 𝑝max, 𝑡max, 𝑡min и 𝛼 вполне очевиден и по-
дробно описан в [16,20]. Используя экспериментальные данные [25], в расче-
тах примем 𝑝max = 8 МПа, 𝑡max = 0.1 мс и 𝑡min = 2 мс. Эти данные условно
характеризуют давление, вызванное воздушной взрывной волной.

Оболочка изготовлена из эпоксидной смолы и армирована стекловолок-
нами. Мгновенное упругопластическое поведение 𝑘-го материала композиции
при активном нагружении описывается диаграммой растяжения-сжатия с ли-
нейным упрочнением

𝜎 =

⎧
⎨
⎩
𝐸(k)𝜀, |𝜀| 6 𝜀

(k)
s ≡ 𝜎

(k)
s /𝐸(k),

sign(𝜀)𝜎
(k)
s + 𝐸

(k)
s (𝜀− sign(𝜀)𝜀

(k)
s ), |𝜀| > 𝜀

(k)
s , 0 6 𝑘 6 𝑁,

где 𝜎, 𝜀— осевое напряжение и линейная деформация; 𝐸
(k)
s — модуль упроч-

нения; 𝜎
(k)
s — предел текучести. Физико-механические характеристики мате-

риалов композиции приведены в таблице, причем объемная вязкость не учи-
тывается: 𝜇(k) → ∞ (см. (5)).

Physico-mechanical characteristics of the composite components [21,22]

Components ρ, kg/m3 ν σs, MPa E, HPa Es, HPa η, MPa·s

Epoxy 1210 0.33 20 2.8 1.114 250
Fiberglass 2520 0.25 4500 86.8 6.230 1000

Рассматриваются две структуры однородного армирования:
1) продольно-окружное 2D-армирование (рис. 2, a) с интенсивностями ар-

мирования 𝜔1 = 0.1 и 𝜔2 = 0.3 в осевом и окружном направлениях;
2) пространственное 4D-армирование, при котором два первых семейства

волокон также уложены в продольном и окружном направлениях с плот-
ностями армирования 𝜔1 = 0.05 и 𝜔2 = 0.3, а третье и четвертое семей-
ства стекловолокон уложены наклонно с плотностями 𝜔3 = 𝜔4 = 0.025.

В случае 4D-структуры направления армирования определяются следу-
ющими значениями углов сферической системы координат (см. рис. 3): 𝜃1 =
= 𝜃2 = 𝜋/2, 𝜃3 = 𝜋/4, 𝜃4 = 3𝜋/4, 𝜙1 = 𝜙3 = 𝜙4 = 0 и 𝜙2 = 𝜋/2 (на рис. 2, b
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угол 𝜃 = 𝜋/4 и оси 𝑥1, 𝑥2 следует поменять местами). В обеих структурах
армирования расход волокон одинаков.

При указанных условиях армирования, закрепления и нагружения цилин-
дрическая КМ-оболочка деформируется осесимметрично (решение начально-
краевой задачи не зависит от окружной переменной 𝑥2), а также симметрич-
но относительно центрального сечения 𝑥1 = 𝐿/2, например 𝑤(𝑡, 𝑥) = 𝑤(𝑡,−𝑥),
где 𝑥 = 𝑥1 − 𝐿/2 и |𝑥| 6 𝐿/2.

На рис. 4 изображены зависимости от времени наибольшего абсолютного
значения прогиба КМ-конструкции

𝑤m(𝑡) = max
06x16L

|𝑤(𝑡, 𝑥1)|.

Номера кривых на рис. 4 соответствуют номеру структуры армирования.
Кривые 1 и 2 получены при указанных выше входных данных. Кривая 1

′′

рис. 4, a рассчитана при тех же условиях, что и кривая 1, но в рамках
теории упругопластического деформирования материалов композиции (при

𝜂(k) → ∞, 0 6 𝑘 6 𝑁 ; см. (5)). Поведение кривой 1
′′ показывает, что соглас-

но упругопластическому расчету, КМ-конструкция колеблется неограничен-
но долго. Кривые же 1 и 2 свидетельствуют о том, что к моменту времени
𝑡 = 400 мc осцилляции наибольшего по модулю значения прогиба практи-
чески прекращаются, а величина максимального остаточного прогиба имеет
значение, равное примерно 1.3 мм. Сопоставление кривых 1 и 1

′′ на рис. 4, a

показывает, что упругопластические расчеты (кривая 1
′′) не позволяют опре-

делить величину наибольшего остаточного прогиба цилиндрической КМ-обо-
лочки даже весьма приближенно.

a

b

Рис. 4. Осцилляции максимального абсолютного значения прогиба: (a) — уточненные
упругопластический и вязкоупругопластический расчеты КМ-оболочки с 2D-армировани-

ем; (b) — уточненный вязкоупругопластический расчет оболочки с 4D-армированием

[Figure 4. Oscillations of the maximum absolute value of the deѕection: (a) — reҥned
elastoplastic and viscoelastoplastic calculations for the CM-shell with 2D-reinforcement;

(b) — reҥned viscoelastoplastic calculation for the shell with 4D-reinforcement]
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На рис. 5 приведены зависимости 𝑤(𝑥) (𝑥 = 𝑥1 − 𝐿/2), рассчитанные при
𝑡 = 500 мc. (Согласно поведению кривых 1 и 2 на рис. 4, осцилляции про-
гиба КМ-конструкции при этом практически уже прекратились.) Кривые 1

и 2 на рис. 5 определены при тех же условиях, что и кривые 1 и 2 на рис. 4.
Как указывалось выше, решения исследуемой задачи обладают симметрией
относительно центральных сечений конструкций 𝑥 = 0 (𝑥1 = 𝐿/2), поэтому
на рис. 5 изображены только правые части зависимостей 𝑤(𝑥) (|𝑥| 6 𝐿/2).
Сравнение максимальных значений ординат точек на кривых 1 и 2 рис. 5,
которые достигаются в зоне краевого эффекта (𝑥 ≈ 1.84 м), показывает, что
при 𝑡 = 500 мc значения 𝑤m на кривой 2 примерно на 2 % больше, чем на
кривой 1. Сопоставление же этих кривых при 0 6 𝑥 6 1.3 м свидетельствует
о том, что при использовании 4D-структуры армирования (кривая 2) остаточ-
ный прогиб в центральной части даже относительно тонкой КМ-конструкции
на 10ҫ20% меньше аналогичной величины в цилиндрической оболочке с тра-
диционным 2D-армированием.

Все кривые на рис. 4 и 5 получены по уточненной теории изгиба оболочек
при 𝑀 = 7 (см. (1) и (2)). Расчеты, выполненные по теории Амбарцумяна
(𝑀 = 0), приводят к зависимостям 𝑤m(𝑡) и 𝑤(𝑥) при 𝑡 = 500 мc, которые
визуально практически не отличаются от кривых, приведенных на рис. 4 и 5,
поэтому не изображены.

На рис. 6 представлены зависимости от времени наибольших значений

интенсивности деформаций материалов композиции 𝜀
(k)
* :

𝜀(k)m (𝑡) = max
x1,z

𝜀
(k)
* ,

где |𝑧| 6 ℎ, 0 6 𝑥1 6 𝐿 для цилиндрической оболочки с 4D-структурой ар-
мирования в окрестности начального момента времени (рис. 6, a) и в окрест-
ности 𝑡 = 500 мс (рис. 6, b). Номера кривых соответствуют номеру 𝑘-го
компонента композиции: 0, 0

′ — связующее (𝑘 = 0); 2, 2
′ — арматура второ-

го (окружного) семейства (𝑘 = 2). Сплошные кривые 0 и 2 рассчитаны по

Рис. 5. Эпюры остаточных прогибов цилиндрических КМ-обо-
лочек, рассчитанные по уточненной теории

[Figure 5. Diagrams of residual deѕections of cylindrical CM-shells
calculated by the reҥned theory]
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уточненной теории (𝑀 = 7), а штриховые кривые 0
′ и 2

′ — по теории Ам-
барцумяна (𝑀 = 0). На рис. 6, a кривые 2 и 2

′ визуально практически не
различаются. Кривые 0, 0

′ и 2, 2
′ на рис. 6 получены при прежних входных

данных.
Сравнение ординат глобальных максимумов на кривых 0 и 0

′ (при 𝑡 =
= 0.5 мс) на рис. 6, a показывает, что расчет по традиционной теории Ам-

барцумяна завышает наибольшее значение 𝜀
(0)
m в связующем оболочки с про-

странственной структурой армирования на 29 % по сравнению с расчетом,
выполненным по уточненной теории. Сопоставление же кривых 0, 2 и 0

′, 2
′

на рис. 6, b демонстрирует, что теория Амбарцумяна примерно на 35 % завы-
шает величину интенсивности остаточных деформаций в компонентах ком-
позиции по сравнению с расчетом, выполненным по уточненной теории.

На рис. 7 изображены зависимости 𝜀
(k)
m (𝑡), рассчитанные по уточненной

теории (𝑀 = 7) в окрестности начального момента времени (рис. 7, a) и в ок-

a

b

Рис. 6. Осцилляции наибольших значений интенсивности деформаций
компонентов композиции оболочки с 4D-армированием, рассчитанные по
разным теориям: (a) — в окрестности начального момента времени; (b) —

в окрестности t = 500 мс

[Figure 6. Oscillations of the highest values of the deformation intensities of
components of shell compositions with 4D-reinforcement calculated by the
different theories: (a) — close to the initial moment of time; (b) — close to

the time t = 500 ms]
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рестности 𝑡 = 500 мс (рис. 7, b) для КМ-оболочки с 2D-структурой армиро-
вания (сплошные кривые 0, 2) и с пространственной 4D-структурой (штри-
ховые кривые 0

′, 2
′). Как и на рис. 6, номера кривых соответствуют номеру

𝑘-го компонента композиции. Сравнение кривых 0 и 0
′ на рис. 7, a показыва-

ет, что для относительно тонкой цилиндрической оболочки замена 2D-струк-
туры армирования на 4D-структуру приводит к увеличению максимального

значения 𝜀
(0)
m примерно на 9% (см. кривые 0 и 0

′ при 𝑡 ≈ 0.5 мс). Одна-
ко сопоставление этих же кривых на рис. 7, b свидетельствует о том, что
к моменту времени 𝑡 = 500 мс конструкция с 4D-структурой армирования
(кривая 0

′) практически перестала осциллировать, а оболочка с 2D-структу-
рой (кривая 0) все еще колеблется. Сравнение ординаты точки кривой 0

′ при
𝑡 = 500 мс со средним значением ординат точек кривой 0 в окрестности этого
момента времени демонстрирует, что замена 2D-структуры на 4D-структу-
ру армирования позволяет уменьшить величину интенсивности остаточных

a

b

Рис. 7. Осцилляции наибольших значений интенсивности деформаций
компонентов композиций оболочек с разными структурами армирова-
ния, рассчитанные по уточненной теории: (a) — в окрестности начального

момента времени; (b) — в окрестности t = 500 мс

[Figure 7. Oscillations of the highest values of the deformation intensities of
components of shell compositions with different structures of reinforcement
calculated according to the reҥned theory: (a) — close to the initial moment

of time; (b) — close to the time t = 500 ms]

356



Уточненная модель вязкоупругопластического деформирования. . .

деформаций связующего примерно на 30 %. Из поведения кривых 2 и 2
′ на

рис. 7, b видно, что при такой замене структуры армирования максималь-
ное значение интенсивности остаточных деформаций второго (окружного)
семейства возрастает на 12%. Таким образом, замена «плоско»-перекрестной
2D-структуры армирования (рис. 2, a) на пространственную 4D-структуру
(рис. 2, b) при динамическом нагружении тонкой длинной цилиндрической
оболочки и фиксированном расходе волокон может приводить как к увеличе-
нию, так и уменьшению интенсивности остаточных деформаций компонентов
композиции.

В связи с этим целесообразно проанализировать неупругое поведение та-
ких цилиндрических КМ-оболочек при квазистатическом нагружении. Так,
на рис. 4, b кривые 1

′′′ и 2
′′′ характеризуют зависимости 𝑤m(𝑡), рассчитан-

ные при разных структурах армирования и следующих параметрах нагрузки:
𝑝max = 3 МПа, 𝑡max = 150 мс и 𝑡min = 300 мс (см. (15)). При принятом на
рис. 4, b масштабе по оси ординат кривые 1

′′′ и 2
′′′ визуально не различают-

ся, однако кривая 2
′′′ все же лежит ниже кривой 1

′′′. В отличие от кривой 2,
кривые 1

′′′ и 2
′′′ не осциллируют. Это свидетельствует о том, что указанное

нагружение действительно можно рассматривать как квазистатическое.
На рис. 5 кривые 1

′′′ и 2
′′′ характеризуют зависимости 𝑤(𝑥), рассчитан-

ные при квазистатическом нагружении в момент времени 𝑡 = 500 мс. Орди-
наты точек этих кривых уменьшены в 10 раз (см. правые участки кривых
1
′′′ и 2

′′′ на рис. 4, b). Из поведения кривых 1
′′′ и 2

′′′ на рис. 5 видно, что
при квазистатическом нагружении цилиндрических КМ-оболочек внутрен-
ним давлением такие конструкции после снятия нагрузки не приобретают
гофрированную остаточную форму, как это наблюдается при динамическом
нагружении (см. кривые 1 и 2). На отрезке 0 6 𝑥 6 1.6 м кривые 1

′′′ и 2
′′′

имеют практически горизонтальные участки. Это свидетельствует о том, что
при квазистатическом нагружении в длинных цилиндрических КМ-оболоч-
ках реализуется в основном безмоментное напряженное состояние и лишь
в зонах краевых эффектов (при 1.6 < 𝑥 6 2 м) возникает ярко выраженное
моментное состояние. Сравнение правых участков всех кривых на рис. 5 по-
казывает, что протяженность зон краевых эффектов как при динамическом
(кривые 1 и 2), так и при квазистатическом (кривые 1

′′′ и 2
′′′) нагружениях

примерно одна и та же.
Кривая 2

′′′ на рис. 5 в основном лежит несколько ниже кривой 1
′′′, т. е.

при квазистатическом нагружении замена 2D-структуры армирования (кри-
вая 1

′′′) на 4D-структуру (кривая 2
′′′) также приводит к уменьшению ве-

личины остаточного прогиба за пределами зон краевых эффектов. Однако
это уменьшение мало (около 1.5 %). Сравнение же интенсивности деформа-
ций в компонентах композиции при этом показывает, что при 𝑡 = 500 мс

значения 𝜀
(0)
m = 3.14%, 𝜀

(2)
m = 1.11% в случае 2D-структуры армирования

и 𝜀
(0)
m = 4.08%, 𝜀

(2)
m = 1.08% в случае использования 4D-структуры. Следова-

тельно, при квазистатическом нагружении тонкой длинной цилиндрической
оболочки замена традиционной «плоско»-перекрестной структуры армиро-
вания на пространственную структуру приводит к увеличению интенсивно-
сти остаточных деформаций связующей матрицы на 29.9 % и к уменьшению
аналогичной величины волокон второго семейства всего на 2.7%. Очевидно,
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что при квазистатическом нагружении таких конструкций указанная замена
структур армирования неэффективна.

Кривые 1
′′′ и 2

′′′ на рис. 4, b и 5 получены по уточненной теории изгиба
(𝑀 = 7). Расчеты, выполненные по теории Амбарцумяна, приводят прак-
тически к тем же результатам. Это относится и к определению деформи-
рованного состояния компонентов композиции оболочек. Поэтому неупругое
поведение длинных тонких цилиндрических КМ-оболочек при их квазиста-
тическом нагружении внутренним давлением вполне адекватно можно опре-
делять по традиционной неклассической теории Амбарцумяна.

Для расчета остаточных состояний (в частности, остаточных прогибов)
динамически нагружаемых и неупруго деформируемых цилиндрических обо-
лочек (в том числе и композитных, подкрепленных) ранее предлагалось ис-
пользовать модель жесткопластического тела, что позволяет в ряде случа-
ев получить достаточно простые и вполне обозримые аналитические реше-
ния [27]. Поэтому здесь целесообразно обсудить результаты расчетов по упру-
гопластической модели, но приближенной к модели жесткопластического те-
ла. С этой целью модули Юнга материалов композиции 𝐸(k) (см. таблицу)
были увеличены: для связующей матрицы (𝑘 = 0) в 15 · 106 раз, а для ар-
матуры (𝑘 > 1) в 106 раз. Для обеспечения устойчивости схемы «крест» шаг
по времени ∆ при этом был уменьшен в 103 раз. Динамический расчет про-
водился при исходных параметрах нагрузки: 𝑝max = 8 МПа, 𝑡max = 0.1 мс
и 𝑡min = 2 мс (см. (15)). Оказалось, что при таких входных данных величины

𝑤m имеют порядок 10−9 м, а значения 𝜀
(k)
m (0 6 𝑘 6 𝑁) — порядок 10−6% как

в случае 2D-структуры армирования, так и в случае 4D-структуры, т. е. пла-
стичность в материалах композиции вообще не возникает. Кроме того, в мо-
мент времени 𝑡 = 𝑡max = 0.1 мс, когда внутреннее давление достигает своего
максимального значения 𝑝max, эпюра прогибов 𝑤(𝑥) имеет вид, аналогичный
кривым 1

′′′ и 2
′′′ на рис. 5, т. е. качественно отличается от поведения оста-

точного прогиба, характеризуемого кривыми 1 и 2 на рис. 5. Следовательно,
расчеты динамического неупругого поведения стеклопластиковых цилиндри-
ческих оболочек, выполненные по модели жесткопластического тела, ни ко-
личественно, ни качественно не позволяют определить и даже грубо оценить
остаточные формы таких конструкций.

Приведенные выше результаты относятся к относительно тонким длин-
ным цилиндрическим КМ-оболочкам (2ℎ/𝑅 = 1/50, 𝐿 = 4𝑅). Дополнитель-
ные расчеты показывают, что для относительно толстых конструкций
(2ℎ/min(𝑅,𝐿) = 1/10), а особенно для коротких цилиндрических КМ-обо-
лочек, положительный эффект от замены «плоско»-перекрестной структу-
ры армирования на пространственную 4D-структуру значительно возраста-
ет, причем он начинает проявляться уже и при квазистатическом нагружении
таких конструкций. В частности, величина наибольшего по модулю остаточ-
ного прогиба при такой замене может уменьшаться на несколько десятков
процентов, а интенсивность остаточных деформаций в связующей матрице
может уменьшаться даже в разы. Кроме того, с увеличением относительной
толщины КМ-оболочки увеличивается различие между решениями, получен-
ными по уточненной теории изгиба и традиционной неклассической теории
Амбарцумяна. Разность наибольших по модулю значений остаточных проги-
бов при этом может превосходить 5 %, а разность максимальных значений
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интенсивности остаточных деформаций компонентов композиции может до-
стигать даже сотен процентов как при «плоско»-перекрестном, так и при
пространственном армировании конструкции.

Заключение. Разработана уточненная модель вязкоупругопластическо-
го деформирования гибких цилиндрических оболочек с пространственными
структурами армирования, которая позволяет более точно, чем в рамках тео-
рии Амбарцумяна, рассчитывать остаточные перемещения и остаточные на-
пряженно-деформированные состояния в компонентах композиции при дей-
ствии интенсивных кратковременных нагрузок. Показано, что даже для от-
носительно тонкой и длинной цилиндрической КМ-оболочки динамические
расчеты, выполненные по теории Амбарцумяна, могут на несколько десятков
процентов завышать максимальное значение и остаточную величину интен-
сивности деформаций компонентов композиции. Однако при квазистатиче-
ском нагружении таких неупруго деформируемых КМ-конструкций вполне
оправданно можно использовать теорию Амбарцумяна.

Следовательно, для получения адекватных результатов динамических рас-
четов вязкоупругопластического поведения гибких КМ-конструкций целесо-
образно использовать теории изгиба более высокой точности, чем теория Ам-
барцумяна [11].

Проведенные расчеты продемонстрировали, что даже для тонких длин-
ных оболочек из стеклопластика, нагруженных изнутри давлением взрывного
типа, замена традиционной перекрестной структуры армирования по эквиди-
стантным поверхностям (см. рис. 1, b и 2, a) на пространственную структуру
(см. рис. 2, b) позволяет существенно уменьшить интенсивность остаточных
деформаций связующей матрицы, а также снизить на 10ҫ20 % величину оста-
точных прогибов в центральной части КМ-оболочки. Наибольший остаточ-
ный прогиб, который возникает в зоне краевого эффекта, при такой замене
структур армирования изменяется пренебрежимо мало. Однако осцилляции
пространственно-армированной конструкции затухают быстрее, чем оболоч-
ки с «плоско»-перекрестной структурой армирования. При квазистатическом
нагружении тонких длинных цилиндрических оболочек внутренним давлени-
ем такая замена структур армирования является неэффективной. В случаях
же относительно толстых, и особенно коротких, цилиндрических оболочек
положительный эффект от замены 2D-структуры армирования (рис. 2, a) на
4D-структуру (рис. 2, b) значительно возрастает, причем заметно проявляет-
ся и в случаях квазистатического нагружения таких конструкций.

Показано, что после неупругого динамического деформирования тонкие
длинные стеклопластиковые цилиндрические КМ-оболочки приобретают гоф-
рированную остаточную форму, причем образующиеся складки ориентирова-
ны в окружном направлении. При квазистатическом нагружении и неупругом
деформировании таких конструкций складчатая остаточная форма не обра-
зуется (за пределами краевых эффектов цилиндрические КМ-оболочки при
этом деформируются как безмоментные).

Продемонстрировано, что использование жесткопластической модели не
позволяет адекватно рассчитывать форму остаточного прогиба цилиндриче-
ских стеклопластиковых оболочек при их динамическом нагружении. Такие
расчеты на 6 порядков занижают максимальные значения прогибов и интен-
сивностей деформаций компонентов композиции по сравнению с расчетами,
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проведенными с использованием вязкоупругопластической модели. Поэтому
модель жесткопластического тела нецелесообразно использовать для прове-
дения динамических расчетов неупругого поведения тонкостенных стекло-
пластиковых конструкций.
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Abstract

A model of viscoelastic-plastic deformation of flexible circular cylindrical
shells with spatial reinforcement structures is developed. The instant plastic
behavior of the materials of the composition is determined by flow theory
with isotropic hardening. The viscoelastic deformation of the components
of the composition is described by the equations of the Maxwell–Boltzmann
model. The geometric nonlinearity of the problem is taken into account in
the Karman approximation. The used relations make it possible to calculate
with varying degrees of accuracy the residual displacements of the points of
the construction and the residual deformed state of the components of the
composition. In this case, a possible weak resistance of the reinforced shell
to transverse shear is simulated. In the first approximation, the equations
used, the initial and boundary conditions, are reduced to the formulas of the
nonclassical Ambardzumyan theory.

The numerical solution of the formulated initial boundary-value prob-
lem is constructed according to the explicit “cross” scheme. Elastoplastic
and viscoelastic-plastic dynamic deformation of thin fiberglass shells under
the influence of internal pressure of an explosive type is investigated. Two
reinforcement structures are considered:

1) orthogonal reinforcement in the longitudinal and circumferential di-
rections;

2) spatial reinforcement in four directions.
It is shown that even for relatively thin composite shells the Ambardzu-

myan theory is unacceptable to obtain adequate results of calculations of
their viscoelastic-plastic dynamic deformation. It has been demonstrated
that a calculation according to the theory of elastoplastic deformation of
reinforced structures does not allow even an approximate estimate of the
residual states of composite shells after their dynamic loading. It is shown
that even for a relatively thin and long cylindrical shell, the replacement of
the traditional “flat”-cross-reinforcement structure with a spatial structure
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can significantly reduce the residual strain of the binder material. In cases
of relatively thick and especially short shells, the positive effect of such a
replacement of the reinforcement structures is manifested to a much greater
extent.

Keywords: cylindrical shell, spatial reinforcement, reinforcement along equi-
distant surfaces, viscoelastic-plastic deformation, explosive-type loads, re-
fined bending theories, Ambardzumyan theory, geometric nonlinearity, ex-
plicit numerical “cross” scheme type scheme.

Received: 8th December, 2020 / Revised: 12th March, 2021 /

Accepted: 11th May, 2021 / First online: 5th June, 2021

Competing interests. I hereby declare that I have no conflict of interest in the author-
ship and publication of this article.

Author’s Responsibilities. I take full responsibility for submitting the final manuscript
in print. I approved the final version of the manuscript.

Funding. The research was carried out within the framework of a state assignment; state
registration number — 121030900260-6.

References

1. Mouritz A. P., Gellert E., Burchill P., Challis K. Review of advanced composite structures
for naval ships and submarines, Compos. Struct., 2001, vol. 53, no. 1, pp. 21ś42. https://
doi.org/10.1016/S0263-8223(00)00175-6.

2. Reddy J. N. Mechanics of Laminated Composite Plates and Shells: Theory and Analysis.
Boca Raton, CRC Press, 2003, xxiii+831 pp. https://doi.org/10.1201/b12409.

3. Soutis C. Fibre reinforced composites in aircraft construction, Progress in Aerospace Sci-
ences, 2005, vol. 41, no. 2, pp. 143ś151. https://doi.org/10.1016/j.paerosci.2005.02.
004.

4. Gibson R. F. Principles of Composite Material Mechanics. Boca Raton, CRC Press, 2016,
700 pp. https://doi.org/10.1201/b19626.

5. Vasiliev V. V., Morozov E. Advanced Mechanics of Composite Materials and Struc-
tural Elements. Elsever, Amsterdam, 2013, xii+412 pp. https://doi.org/10.1016/

C2011-0-07135-1.

6. Gill S. K., Gupta M., Satsangi P. S. Prediction of cutting forces in machining of unidi-
rectional glass őber reinforced plastics composite, Front. Mech. Eng., 2013, vol. 8, no. 2,
pp. 187ś200. https://doi.org/10.1007/s11465-013-0262-x.

7. Solomonov Yu. S., Georgievskii V. P., Nedbai A. Ya., Andryushin V. A. Prikladnye zadachi
mekhaniki kompozitnykh tsilindricheskikh obolochek [Applied Problems of Mechanics of Com-
posite Cylindrical Shells]. Moscow, Fizmatlit, 2014, 408 pp. (In Russian)

8. Kazanci Z. Dynamic response of composite sandwich plates subjected to time-dependent
pressure pulses, Int. J. Nonlin. Mech., 2011, vol. 46, no. 5, pp. 807ś817. https://doi.org/
10.1016/j.ijnonlinmec.2011.03.011.

9. Tarnopol’skii Yu. M., Zhigun I. G., Polyakov V. A. Prostranstvenno-armirovannye kompoz-
itsionnye materialy [Spatially Reinforced Composite Materials]. Moscow, Mashinostroenie,
1987, 224 pp. (In Russian)

10. Grigorenko Ya. M. Izotropnye i anizotropnye sloistye obolochki vrashcheniia peremennoi
zhestkosti [Isotropic and Anisotropic Layered Shells of Revolution of Variable Stiffness].
Kiev, Naukova dumka, 1973, 228 pp. (In Russian)

11. Ambartsumyan S. A. Obshchaia teoriia anizotropnykh obolochek [General Theory of
Anisotropic Shells]. Moscow, Nauka, 2002, 446 pp. (In Russian)

363



Y ank o v s k i i A. P.

12. Reissner E. On transverse vibrations of thin, shallow elastic shells, Quart. Appl. Math.,
1955, vol. 13, no. 2, pp. 169ś176. https://doi.org/10.1090/qam/69715.

13. Bogdanovich A. E. Nelineinye zadachi dinamiki tsilindricheskikh kompozitnykh obolochek
[Non-Linear Dynamic Problems for Composite Cylindrical Shells]. Riga, Zinatne, 1987,
295 pp. (In Russian)

14. Abrosimov N. A., Bazhenov V. G. Nelineinye zadachi dinamiki kompozitnykh konstrukt-
sii [Nonlinear Problems of Dynamics of Composite Structures]. Nizhni Novgorod, Nizhni
Novgorod State Univ., 2002, 400 pp. (In Russian)

15. Yankovskii A. P. Modelling the viscoelastic-plastic deformation of ŕexible reinforced plates
with account of weak resistance to transverse shear, Computational Continuum Mechanics,
2019, vol. 12, no. 1, pp. 80ś97 (In Russian). https://doi.org/10.7242/1999-6691/2019.
12.1.8.

16. Yankovskii A. P. Modeling of viscoelastoplastic deformation of ŕexible shallow shells with
spatial-reinforcements structures, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2020, vol. 24, no. 3, pp. 506ś527 (In
Russian). https://doi.org/10.14498/vsgtu1709.

17. Andreev A. N., Nemirovskii Yu. V. Mnogosloinye anizotropnye obolochki i plastiny. Izgib,
ustoichivost’ i kolebaniia [Multilayer Anisotropic Shells and Plates. Bending, Stability, and
Vibrations]. Novosibirsk, Nauka, 2001, 287 pp. (In Russian)

18. Whitney J. M., Sun C. A higher order theory for extensional motion of laminated
composites, J. Sound Vib., 1973, vol. 30, no. 1, pp. 85ś97. https://doi.org/10.1016/

s0022-460x(73)80052-5.
19. Lo K. H., Christensen R. M., Wu E. M. A high-order theory of plate deformation. Part

2: Laminated plates, J. Appl. Mech., 1977, vol. 44, no. 4, pp. 669ś676. https://doi.org/
10.1115/1.3424155.

20. Yankovskii A. P. The reőned model of viscoelastic-plastic deformation of reinforced cylin-
drical shells, PNRPU Mechanics Bulletin, 2020, no. 1, pp. 138ś149 (In Russian). https://
doi.org/10.15593/perm.mech/2020.1.11.

21. Kompozitsionnye materialy [Composite Materials], ed. D. M. Karpinos. Kiev, Naukova
Dumka, 1985, 592 pp. (In Russian)

22. Handbook of Composites, ed. G. Lubin. New York, Van Nostrand Reinhold Company Inc.,
1982, xi+786 pp. https://doi.org/10.1007/978-1-4615-7139-1.

23. Mohamed M. H., Bogdanovich A. E., Dickinson L. C., Singletary J. N., Lienhart R. R.
A new generation of 3D woven fabric preforms and composites, Sampe J., 2001, vol. 37,
no. 3, pp. 3ś17.

24. Schuster J., Heider D., Sharp K., Glowania M. Measuring and modeling the thermal con-
ductivities of three-dimensionally woven fabric composites, Mech. Compos. Mater., 2009,
vol. 45, no. 2, pp. 241ś254. https://doi.org/10.1007/s11029-009-9072-y.

25. Houlston R., DesRochers C. G. Nonlinear structural response of ship panels subjected to
air blast loading, Comput. Struct., 1987, vol. 26, no. 1ś2, pp. 1ś15. https://doi.org/10.
1016/0045-7949(87)90232-X.

26. Khazhinskii G. M. Modeli deformirovaniia i razrusheniia metallov [Deformation and Long-
Term Strength of Metals]. Moscow, Nauchnyi Mir, 2011, 231 pp. (In Russian)

27. Komarov K. L., Nemirovskii Yu. V. Dinamika zhestkoplasticheskikh elementov konstruktsii
[Dynamics of Rigid-Plastic Structural Elements]. Novosibirsk, Nauka, 1984, 234 pp. (In
Russian)

364



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2021. Т. 25, № 2. С. 365ҫ380

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1839

Математическое моделирование,
численные методы и комплексы
программ

УДК 517.958:621.311.245

Дифференциальная ошибка угла ориентации
анеморумбометра горизонтально-осевой
ветроэнергетической установки

© Е. В. Соломин, А. А. Терехин, А. С. Мартьянов,

А. А. Ковалёв, Д. Р. Исмагилов, А. А. Мирошниченко,

Ю. Ян, Г. Н. Рявкин

Южно-Уральский государственный университет
(национальный исследовательский университет),
Россия, 454080, Челябинск, пр. Ленина, 76.

Аннотация

Рассматривается проблема ориентации горизонтально-осевых ветро-
энергетических установок при изменении направления, силы и скорости
ветра. Когда направление ветра меняется, активная ометаемая площадь
ротора, представляющая собой круг при коллинеарности оси вращения
и вектора набегающего потока, уменьшается и принимает форму эллип-
са. Это, в свою очередь, приводит к снижению вырабатываемой элек-
троэнергии.

Для ориентации ротора используется анеморумбометр, регистрирую-
щий скорость и направление потока ветра. При изменении направления
потока ветра соответствующий сигнал передается системе управления,
которая дает команду на разворот ротора на ветер. Однако при про-
хождении потока ветра между вращающимися лопастями его направле-
ние искажается, происходит вихреобразование, в результате чего прибор
выдает изначально неверные данные о направлении и скорости потока.
В результате при регулировании положения ротора коллинеарность оси
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вращения и вектора набегающего потока не достигается, ометаемая пло-
щадь постоянно остается эллипсообразной, а вырабатываемая мощность
пропорционально снижается. В связи со значимостью приведенной про-
блемы целью исследования является получение численных значений уг-
ла отклонения в различных режимах путем трехмерного моделирования
в программном комплексе ANSYS CFX. Полученные сведения могут быть
использованы в дальнейшем для разработки алгоритма устранения дан-
ной ошибки.

Ключевые слова: горизонтально-осевая ветроэнергетическая установ-
ка, ориентация, анеморумбометр, ошибка угла ориентации.

Получение: 18 декабря 2020 г. / Исправление: 27 марта 2021 г. /
Принятие: 11 мая 2021 г. / Публикация онлайн: 30 июня 2021 г.

1. Постановка задачи, назначение физических и геометрических
параметров. Стремительный рост использования полезных ископаемых
и резкое увеличение энергопотребления в ряде стран в начале XXI века, свя-
занное с этим интенсивное загрязнение атмосферы, а также угроза глобаль-
ного потепления с ростом концентрации парниковых газов представляют для
человечества вызовы планетарного масштаба, реагировать на которые требу-
ется незамедлительно. Одним из апробированных и экономически выгодных
подходов к решению указанных проблем является развитие возобновляемой
энергетики. К 2020 году доля одной только ветроэнергетики, сформировав-
шейся в ряде стран в мощные национальные отрасли, составила свыше 6 %
мировой выработки электроэнергии (или около 900 ТВт · ч в год) [1], в связи
с чем увеличение эффективности эксплуатируемого оборудования является
актуальной задачей мирового уровня.

Возобновляемая энергетика в комплексе решает проблемы как энергоде-
фицита, так и снижения загрязнения окружающей среды, в том числе за
счет гибридизации с использованием «зеленых» водородных накопителей [2].
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Быстрое развитие мировой ветроэнергетики, глобальная установленная мощ-
ность которой превысила в 2019 году 650 ГВт [1], привело к возникновению
целого ряда способов повышения эффективности ветроэнергетических уста-
новок (ВЭУ), включая как конструктивные изменения, так и аппаратно-про-
граммные, с учетом того, что современная ВЭУ представляет собой сложный
электротехнический комплекс с программным управлением. Мировой парк
ВЭУ состоит в основном (на 90 %) из крупных горизонтально-осевых ветро-
энергетических установок (ГО ВЭУ).

Одной из очевидных и хорошо известных проблем ГО ВЭУ является сле-
дующий феномен [3]. При взаимодействии набегающего потока ветра с аэро-
динамическим профилем лопасти возникает подъемная сила, создающая кру-
тящий момент ротора. При вращении лопасти за ней создается турбулизиро-
ванный поток, направление которого отличается от начального направления
потока ветра. Анеморумбометр — прибор определения скорости и направле-
ния ветра, расположенный, как правило, на задней части гондолы — перио-
дически отклоняется при прохождении лопасти через вертикальное положе-
ние. В результате усреднения показаний анеморумбометра системой управ-
ления определяются параметры не набегающего потока, а его отклоненной
турбулизированной составляющей, за счет чего возникает дифференциаль-
ная (т.е. разнесенная по времени и величине) ошибка ориентации ротора.
В связи с этим система управления дает команду на разворот ротора в сто-
рону снижения ошибки, что приводит к рассогласованию коллинеарности
вектора набегающего потока и оси вращения ротора. Результатом такой ма-
нипуляции является снижение ометаемой площади, приводящее к потерям
выработки энергии пропорционально косинусу угла рассогласования. Далее
система управления дает команду на разворот ротора с целью устранения
мнимой усредненной ошибки и либо еще увеличивает рассогласование кол-
линеарности, либо выставляет ротор в такое положение, где ошибка вновь
появляется. С учетом реакции на изменение направления ветра многотон-
ный ротор периодически «ориентируется», пытаясь ликвидировать мнимую
ошибку рассогласования, что приводит к значительному дополнительному
потреблению (а значит, потере) электроэнергии. Выработка энергии генера-
тором ВЭУ в такие периоды может привносить дополнительные ошибки [4]
в связи с тем, что система управления ориентируется на падение мощности
при определенной быстроходности и дает команду на поиск причины. Бо-
лее того, в ряде случаев (например, при отключении сети), когда требуется
срочное аварийное торможение [5], система управления может некорректно
отключиться [6,7] с невозможностью нормальной работы после восстановле-
ния сети. Данная проблема, безусловно, не осталась без внимания ученых
и разработчиков и достаточно хорошо освещена [8ҫ10].

Тем не менее, несмотря на внедрение различных приборов точного опре-
деления направления (и скорости) ветрового потока типа LiDAR и SoDAR [9],
а также дополнительных сенсоров на роторе ВЭУ, проблема возникновения
дифференциальной ошибки ротора до сих пор не решена [11,12].

Вместе с тем повышение выработки электроэнергии даже на 10 % приве-
ло бы к экономическому эффекту свыше $ 7 млрд. США.1 Таким образом,
проблема является системной и фундаментальной.

1900 ТВт · ч× $ 0.08× 10 % = $ 7.2 млрд.
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С целью прояснения проблемы и проведения фундаментальных исследо-
ваний коллективом ученых был инициирован проект, поддержанный позже
РФФИ, в области определения дифференциальной ошибки ориентации рото-
ра ГО ВЭУ.

Для проведения данного исследования была выбрана одна из самых рас-
пространенных в мире моделей ГО ВЭУ Siemens: SWT-3.6-120 с профилем
лопасти B52 и соответствующими характеристиками [13]. Используемая 3D-
модель изображена на рис. 1. Основные параметры представлены в таблице.

Далее модель экспортирована в пакет ANSYS CFX для проведения исследо-
ваний в части численного моделирования потока, отклоняемого вращающей-
ся лопастью и приходящего к анеморумбометру, расположенному на гондоле
ВЭУ, с измененными параметрами вектора скорости.

Рис. 1. 3D-модель ГО ВЭУ: а — вид спереди; b — вид сбоку

[Figure 1. The 3D model of the horizontal-axis wind turbine (HAWT):
a — front view; b — side view]

Значения параметров ГО ВЭУ SWT-3.6-120 [The parameter values
of the horizontal-axis wind turbine SWT-3.6-120]

Parameter names Values

Nominal power 𝑃 , kW 3 600
Lower limit of wind speed 𝑉min, m/s 3
Upper limit of wind speed 𝑉max, m/s 25
Nominal wind speed 𝑉nom, m/s 12.5
Circumferential speed of the rotor 𝜔, rad/s 1
Rotor diameter 𝐷, m 120
Swept area of rotor 𝑆, m 11 300

2. Программные настройки. Для моделирования турбулентных пото-
ков использовался подход, основанный на уравнениях Навье—Стокса, осред-
ненных по Рейнольдсу [14ҫ16]:

ҫ уравнение неразрывности

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥j
(𝜌 · 𝑈j) = 0;
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ҫ уравнение импульса

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌 · 𝑈i) +

𝜕

𝜕𝑥j
(𝜌 · 𝑈i · 𝑈j − 𝜏ij) = 0,

где 𝜌— среднее значение плотности, кг/м3; 𝑡— время, с; 𝑈i,j,k — среднее
значение скорости в направлении 𝑥i,j,k, м/с;

ҫ сила трения, Па

𝜏ij = 𝜇
(︁𝜕𝑈i

𝜕𝑥j
+
𝜕𝑈j

𝜕𝑥I

)︁
− 2

3

𝜕𝑈k

𝜕𝑥k
𝛿ij − 𝜌𝑢′i𝑢

′
j ;

ҫ турбулентная вязкость, Па · с

𝜇t = 𝑓µ𝐶µ𝜌
𝑘2

𝜀
;

ҫ тензор напряжений Рейнольдса [14], Па

−𝜌𝑢′i𝑢′j = 𝜇t

(︁𝜕𝑈i

𝜕𝑥j
+
𝜕𝑈j

𝜕𝑥I

)︁
− 2

3

(︁
𝜇t
𝜕𝑢k
𝜕𝑥k

+ 𝜌𝑘
)︁
𝛿ij ,

где 𝜇— коэффициент динамической вязкости, Па · с; 𝛿ij — коэффициент
плотности энергии; 𝑓µ — функция демпфирования [18ҫ20]; 𝐶µ = 0.09—
эмпирическая константа замыкания; 𝜌— плотность воздуха, кг/м3;
𝑘— кинетическая энергия турбулентных пульсаций, м2/с2; 𝜀— скорость
рассеяния энергии турбулентности, м2/с3;

ҫ модель турбулентности 𝑘−𝜀 [21, 22]:

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑘) +

𝜕

𝜕𝑥j

(︁
𝜌𝑈j𝑘 −

(︁
𝜇+

𝜇t
𝜎k

)︁ 𝜕𝑘
𝜕𝑥j

)︁
=

= 𝜇t(𝑃 + 𝑃B)− 𝜌𝜀− 2

3

(︁
𝜇t
𝜕𝑢i
𝜕𝑥i

+ 𝜌𝑘
)︁𝜕𝑢i
𝜕𝑥i

,

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜀) +

𝜕

𝜕𝑥j

(︁
𝜌𝑢j𝜀−

(︁
𝜇+

𝜇t
𝜎ε

)︁ 𝜕𝜀

𝜕𝑥j

)︁
=

= 𝐶ε1
𝜀

𝑘

(︁
𝜇t𝑃 − 2

3

(︁
𝜇t
𝜕𝑢i
𝜕𝑥i

+ 𝜌𝑘
)︁𝜕𝑢i
𝜕𝑥i

)︁
+ 𝐶ε3

𝜀

𝑘
𝜇t𝑃B−

− 𝐶ε2𝜌
𝜀2

𝑘
+ 𝐶ε4𝜌𝜀

𝜕𝑢i
𝜕𝑥i

− 𝐶µ𝜂
3(1− 𝜂/𝜂0)

1 + 𝛽𝜂3
𝜌𝜀2

𝑘
,

где 𝜎k,ε — турбулентные числа Прандтля; 𝑃 , 𝑃B — дополнительные сла-
гаемые модели турбулентности 𝑘−𝜀; 𝑢i,k — множители тензора напря-
жений Рейнольдса; 𝐶1,2,3,4 — коэффициенты стандартной модели тур-
булентности 𝑘−𝜀; 𝜂, 𝜂0, 𝛽 — коэффициенты модели турбулентности 𝑘−𝜀
метода ренормализационной группы (RNG).
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При создании сетки задается призматическая форма ячеек для модели
ВЭУ. Наличие призматического слоя на поверхности исследуемого объекта
(комлевая часть лопасти и верхняя поверхность гондолы) обусловлена гра-
диентом профиля скорости в пограничном слое. Призматической слой позво-
ляет привести в соответствие безразмерный критерий применимости модели
турбулентности Y+ к требованиям модели турбулентности 𝑘−𝜀. Высота приз-
мы в пристеночном слое равна 0.001 мм, что приводит значение Y+ в диапа-
зон от 0 до 100 [14ҫ17].

Для вычислений в программе необходимо найти оптимальный шаг по вре-
мени с целью получения точных результатов. В начале рассчитывается число
Рейнольдса:2

Re =
𝜌(𝑉nom + 𝜔D

2 )𝐷k

𝜂
=

1.2041 · (12.5 + 1 · 120
2 ) · 2.327

1.8 · 10−5
= 11.286 · 106,

где 𝐷k — диаметр комля на уровне прибора, м (рис. 2); 𝜂— динамическая
вязкость воздуха, Па · с.

Поиск числа Струхаля S осуществляется по соответствующей зависимо-
сти (рис. 3). Для чисел Рейнольдса, попадающих под условие Re > 1000,
число Струхаля остается почти постоянным, равным 0.21 [24,25].

Соответственно, при числе Струхаля, равном 0.21, рассчитывается значе-
ние частоты отрыва вихрей в одну секунду:

𝑛 =
S𝑉nom
𝐷k

=
0.21 · 12.5

2.327
= 1.128 c−1,

откуда период

𝑇 =
1

𝑛
=

1

1.128
= 0.8865 c.

Для расчета принимается шаг

𝑡 =
0.8865

100
= 8.865 · 10−3 c.

Необходимо проверить безразмерный критерий применимости модели тур-
булентности Y+ на соответствие математической модели турбулентности. Для
этого лопасть поворачивается вертикально вверх и создается контур пересе-
чения между плоскостью на высоте установки прибора и внешней стенкой
комеля. Диаметр окружности полилинии соответствует измеренному ранее
диаметру 𝐷k. Строится график зависимости Y+ от положения на окружно-
сти (рис. 4).

Как видно, значения на графике в основном укладываются в обозначен-
ный ранее диапазон. Безразмерный критерий применимости модели турбу-
лентности Y+ отвечает за формирование турбулентной энергии диссипации
и генерации в пристеночном слое. Его выход за пределы рекомендованных

2Берется диаметр комля, соответствующий высоте 3 м над поверхностью гондолы (см.
рис. 2).
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Рис. 2. Диаметр комля на уровне установки прибора

[Figure 2. The diameter of the blade root at the device location level]

Рис. 3. Зависимость числа Струхаля от числа Рейнольдса для течения
около круглого цилиндра

[Figure 3. Dependence of the Strouhal number on the Reynolds number for
a ѕow near a round cylinder]

диапазонов ставит под сомнение правильность применения 𝑘− 𝜀 модели тур-
булентности. В данной статье проведено исследование движения газа в рам-
ках инженерного подхода моделирования турбулентности (RANS); результа-
ты численного моделирования не сравнивались с более сложными метода-
ми моделирования крупномасштабных вихревых структур, таких как DES
и LES [26].

Для снижения количества расчетных элементов область расчета уменьше-
на до 40 м в диаметре центра ступицы при виде спереди. При этом выполнено
локальное измельчение сетки над гондолой для получения наиболее точных
характеристик течения (рис. 5).

Для осуществления вращения вокруг оси Х модель была наклонена на 6∘

вверх так, чтобы ось ротора стала параллельной абсциссе. Данная величина
является средним углом наклона ротора ГО ВЭУ. При этом направление
потока ветра также задается с наклоном.

У выбранной ВЭУ анеморумбометр располагается на высоте 3 м и по
горизонтали от начала гондолы на расстоянии в 8 м [13]. Точка для фиксации
параметров, соответствующая данным расстояниям, представлена на рис. 6.
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В препроцессоре задаются следующие параметры для расчета:

Alpha = 6(𝜋/180) [rad], Vel = 10 [m/s],

Vx = Vel cos(Alpha), Vy = Vel sin(Alpha).

Здесь Alpha — угол наклона потока ветра, рад. (он соответствует углу наклона
модели, что необходимо для выравнивания вектора потока перпендикулярно
ометаемой площади для максимально эффективной выработки электроэнер-
гии); Vel — скорость потока ветра, м/с; Vx — составляющая вектора скорости
по оси X, м/с; Vy — составляющая вектора скорости по оси Y, м/с.

Рис. 4. Зависимость критерия применимости от положения точки, взя-
той на окружности с диаметром Dk

[Figure 4. Dependence of the applicability criterion on the position of a point
taken on a circle with Dk diameter]

Рис. 5. Локальное измельчение сетки на поверхности конструкции и над гондолой

[Figure 5. Local mesh reҥnement on the surface of the model and above the nacelle]
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Рис. 6. Положение модели (вид сбоку), потока ветра (1) и точки размещения прибора (2)
относительно системы координат

[Figure 6. Position of the model (side view), wind ѕow (1), and device location point (2)
relatively to the coordinate system]

Скорость потока ветра включена в список изменяемых параметров в ме-
ню Parameter Set на рабочем мониторе Workbench для моделирования сразу
нескольких расчетных случаев.

3. Представление и анализ полученных результатов. Обработан-
ные численные результаты расчетов представлены на рис. 7. Значения углов
отклонения показывают разницу между осью X, направление которой совпа-
дает с направлением потока ветра до момента прохождения через лопасти,
и направлением прибора в данный момент времени. Выбраны три скорости
в пределах рабочего диапазона ГО ВЭУ ҫ 7, 12 и 18 м/с. В точке установки
прибора считывалась скорость и ее составляющие по осям X и Z (положение
осей показано на рис. 6).

Для получения значений углов отклонения применяется следующая фор-
мула, град.:

Θz =
𝑉z
|𝑉z|

arccos
𝑉x√︀

𝑉 2
x + 𝑉 2

z

.

Из графиков на рис. 7 можно сделать вывод о том, что движущиеся лопа-
сти ГО ВЭУ сильно влияют на направление потока ветра. На любой скорости
возникают серьезные возмущения через равномерные промежутки времени.

Рис. 7. Углы отклонения по оси Z для трех скоростей (1 — 7 м/с, 2 — 12 м/с, 3 — 18 м/с)

[Figure 7. Combined chart of Z-axis deviation angles for three speeds (1 — 7 m/s, 2 — 12 m/s,
3 — 18 m/s)]
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Они возникают каждый раз по прошествии почти полного оборота (360∘).
На скорости 18 м/с видно, что после примерно десятой секунды режим по-
степенно устанавливается, и отклонения практически перестают превышать
отметку в 20∘ по обоим направлениям.

Векторное поле потоков ветра и поле скоростей во время прохождения
лопасти через верхнюю точку представлены на рис. 8.

Рис. 8. Векторы потока ветра и поле скоростей (вид сбоку)

[Figure 8. Wind ѕow vectors and velocity ҥeld (side view)]

4. Выводы. В результате представленного исследования были сделаны
следующие выводы.

1. При моделировании процессов при разных скоростях потока было под-
тверждено наличие постоянно изменяющейся во времени и по величине
(дифференциальной) погрешности ориентации ротора и получены чис-
ленные значения отклонений флюгера. Как показали эксперименты,
значения угла ошибки варьируются в диапазоне от −40 до +60∘.

2. Когда скорость вращения постоянна, изменение скорости ветра не ока-
зывает существенного влияния на результаты. Как видно из графиков
на рис. 7, примерно после 12-й секунды начинается установившийся ре-
жим. В этом случае дифференциальная ошибка находится в диапазоне
от −40 до +40∘.

3. Численные значения отклонения флюгера могут быть использованы
для разработки алгоритма устранения ошибки рыскания ротора.

4. Из данных рис. 7 можно получить зависимость изменения частоты пуль-
сации от скорости.

Таким образом, моделирование показало наличие дифференциальной
ошибки ориентации ротора, которая неизбежно снижает активную омета-
емую площадь ГО ВЭУ, а значит, приводит к снижению вырабатываемой
мощности.

Дальнейшие исследования планируется направить на изучение свойств
дифференциальной ошибки, сопоставление результатов и технико-экономи-
ческий анализ различных подходов снижения потерь выработки электроэнер-
гии горизонтально-осевыми ветроэнергетическими установками.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract

The paper deals with the problem of orientation of the traditional ho-
rizontal-axis wind turbine (HAWT) when changing the direction, strength
and speed of the wind.

When the wind direction changes, the active swept area of the rotor,
which is a circle when the rotation axis and the incoming air flow vector are
collinear, decreases and takes the form of an ellipse. This, in turn, leads to
a decrease in the electricity volume generation.

Weathervane or rumba-anemometer is a device for registering the speed
and direction of wind flow. When the wind direction changes, the device
transmits a corresponding signal to the Control System, which in turn gen-
erates the command to turn the HAWT rotor on the wind. However, when
the wind flow is passing between the rotating blades, the direction of dis-
torted wake is changing, causing eddy formation. As a result the device gives
out the initially incorrect data about the direction and velocity of the air
flow. Furthermore, when adjusting the position of the rotor (yawing), the
collinearity of the rotation axis and the vector of the incoming flow is not
achieved, the swept area remains mostly elliptical, and the power gener-
ated is proportionally reduced. In accordance with the relevancy of the said
problem, the goal of the study was to calculate numerical values of the wake
deflection angle in various modes, using the three-dimensional modeling in
Ansys CFX software package. The obtained information can be used then to
develop the algorithm for eliminating this error.

Keywords: horizontal-axis wind turbine, orientation, rumba-anemometer,
yaw error.
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Abstract

The paper gives a solution to one of the problems of the analytical ap-
proximate method for one class first order nonlinear differential equations
with moving singular points in the real domain. The considered equation
in the general case is not solvable in quadratures and has movable singular
points of the algebraic type. This circumstance requires the solution of a
number of mathematical problems.

Previously, the authors have solved the problem of the influence of a
moving point perturbation on the analytical approximate solution. This so-
lution was based on the classical approach and, at the same time, the area of
application of the analytic approximate solution shrank in comparison with
the area obtained in the proved theorem of existence and uniqueness of the
solution.

Therefore, the paper proposes a new research technology based on the
elements of differential calculus. This approach allows to obtain exact bound-
aries for an approximate analytical solution in the vicinity of a moving sin-
gular point.

New a priori estimates are obtained for the analytical approximate solu-
tion of the considered class of equations well in accordance with the known
ones for the common area of action. These results complement the previ-
ously obtained ones, with the scope of the analytical approximate solution
in the vicinity of the movable singular point being significantly expanded.

These estimates are consistent with the theoretical positions, as evi-
denced by the experiments carried out with a non-linear differential equa-
tion having the exact solution. A technology for optimizing a priori error
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estimates using a posteriori estimates is provided. The series with negative
fractional powers are used.
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1. Introduction

In many areas of the problem: building optimal filters [1, 2], mathematical
physics, nonlinear optics [3,4], theory of evolutionary processes [5–10], the theory
of elasticity [11], nonlinear diffusion [12], in the theory of sustainability of build-
ing structures’ elements and in the analysis of buildings’ vitality [13–15] (both
of applied nature), are solved with the help of mathematical models, which are
differential equations. The latter have a problem in finding a solution associated
with the presence of movable singular points, which refer such equations to the
class of equations in the general case not solvable in quadratures.

Significant results in solving this problem have been achieved by the Belarusian
School of Analytical Theory of Differential Equations [16,17]. A great contribution
has been made by such well-known scientists as N. P. Erugin, A. I. Yablonskii,
N. A. Lukashevich, as well as their students A. V. Chichurin, A. A. Samodurov,
etc. However, it should be noted that the results were obtained only for special
cases of solvability in quadratures of nonlinear differential equations, as in the
works [18–20]. The lack of exact methods actualizes the development of analytical
approximate methods for solving this category of nonlinear differential equations.

In the works [21, 22], the disadvantage of the classical theorem of existence
and uniqueness of the solution of differential equations was pointed out, the elim-
ination of which develops a new approach, which made it possible to construct an
analytical approximate method for solving nonlinear differential equations. This
paper presents a solution to one of six problems of an analytical approximate
method for solving one class of nonlinear differential equations of the first order,
with a polynomial part of the fourth degree. In [23], the problem was solved —
the study of the influence of the perturbation of moving singular points on the
analytical approximate solution. As a result, the domain of representation of the
analytical approximate solution near the approximate value of the moving sin-
gular point was obtained, which significantly decreased in comparison with the
result of the previously proved existence and uniqueness theorem for the solution
of the considered nonlinear differential equation. The investigations in this work
made it possible to significantly expand the area of application of the approxi-
mate solution near the moving singular point, due to the constructiveness of the
method for obtaining a priori estimates. The results obtained not only supplement
the studies in [23], but also allow to obtain the exact boundaries of the applica-
tion area of the approximate solution near the approximate value of the moving
singular point. Theoretical results are illustrated by calculations characterizing
their consistency with theoretical studies and adequacy with an exact solution.
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2. Methodology
Non-linear differential equation

𝑌 ′(𝑥) =
4∑︁

i=0

𝑎i(𝑥)𝑌
i(𝑥),

where 𝑎0(𝑥), 𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), 𝑎3(𝑥), 𝑎4(𝑥) are functions of a real variable in a certain
domain, with the help of some transformations [23], is reduced to the normal form.

Consider the Cauchy problem

𝑌 ′(𝑥) = 𝑌 4(𝑥) + 𝑟(𝑥), (1)

𝑌 (𝑥0) = 𝑌0. (2)

The perturbed value �̃�* of the mobile singular point affects the structure of
the analytical approximate solution, which takes the form

𝑌N (𝑥) = (𝑥− �̃�*)−1/3
N∑︁

n=0

𝐶n(𝑥− �̃�*)n/3, 𝐶0 ̸= 0, (3)

where 𝐶n are the perturbed values of the coefficients [23].

Theorem. Let us suppose that :

1) 𝑟(𝑥) ∈ 𝐶∞ in the area {𝑥 : |𝑥 − �̃�*| < 𝑟1}, in which �̃�* is the perturbed
value of the movable singular point of solving the Cauchy problem (1), (2),
𝜌1 = const > 0;

2) ∃𝑀n :
⃒⃒
⃒
𝑟(n)(�̃�*)
𝑛!

⃒⃒
⃒ 6𝑀n, 𝑛 = 0, 1, 2, 3, . . . , 𝑀n = const;

3) �̃�* 6 𝑥*;
4) known is the error estimate of the value �̃�*: |𝑥* − �̃�*| 6 ∆�̃�*;
5) ∆�̃�* < 1/ 4

√︀
36(1 +𝑀 +∆𝑀)3.

Then for the approximate solution (3) of the problem (1)–(2) in the area

𝐹 = 𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ 𝐹3,

true is the estimate
∆𝑌N (𝑥) 6 ∆0 +∆1 +∆2 +∆3,

in which

∆0 =
∆�̃�*

3
√
3|𝑥− �̃�*1|4/3

,

in case 𝑁 + 1 = 4𝑛,

∆1 6
3(N−3)/4(𝑀 + 1)(N+1)/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 4
+

|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 5

+
|𝑥− �̃�*|2/3
𝑁 + 6

+
|𝑥− �̃�*|
𝑁 + 7

)︁
;

for the variants 𝑁 + 1 = 4𝑛+ 1, 𝑁 + 1 = 4𝑛+ 2, 𝑁 + 1 = 4𝑛+ 3, respectively :
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∆1 6
3N/4−1(𝑀 + 1)N/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 4
+

|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 5

+
|𝑥− �̃�*|2/3
𝑁 + 6

+
9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|

𝑁 + 7

)︁
,

∆1 6
3(N−5)/4(𝑀 + 1)(N−1)/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 4
+

|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 5

+
9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|2/3

𝑁 + 6
+

9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|
𝑁 + 7

)︁
,

∆1 6
3(N−6)/4(𝑀 + 1)(N−2)/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 6
+

9|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 7

+
9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|2/3

𝑁 + 8
+

9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|
𝑁 + 9

)︁
;

∆2 =
3−1∆�̃�*(1 +𝑀 +∆𝑀)N/4|𝑥− �̃�*2|1/3

1− 3(1 +𝑀 +∆𝑀)|𝑥− �̃�*2|4/3
×

×
(︀
1 + |𝑥− �̃�*2|1/3 + |𝑥− �̃�*2|2/3 + |𝑥− �̃�*2|

)︀
;

∆3 =
∆𝑀(1 +𝑀 +∆𝑀)|𝑥− �̃�*2|

1− 9(1 +𝑀 +∆𝑀)|𝑥− �̃�*2|4/3
×

×
(︁ 1

21
+

1

24
|𝑥− �̃�*2|1/3 +

1

27
|𝑥− �̃�*2|2/3 +

1

30
|𝑥− �̃�*2|

)︁

under the condition

∆𝑀 = ∆𝑌0 = sup
n,G

⃒⃒
⃒
𝑟(n+1)(𝑥)

𝑛!

⃒⃒
⃒∆�̃�*,

𝑀 = max

⃒⃒
⃒⃒
⃒|𝑦0|, supn

⃒⃒
⃒
𝑟(n)(�̃�*)
𝑛!

⃒⃒
⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒ , 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑛 = 0, 1, 2, 3, . . . ,

𝐹1 = {𝑥 : �̃�* − 𝜌2 < 𝑥 < �̃�*}, 𝐹2 = {𝑥 : �̃�*1 − 𝜌3 < 𝑥 < �̃�*1},
𝐹3 = {𝑥 : �̃�*2 − 𝜌4 < 𝑥 < �̃�*2}, 𝜌2 = min

{︁
𝜌1, 1/

4
√︀

27(𝑀 + 1)3
}︁
,

𝜌3 = min
{︁
𝜌1, 1/

4
√︀
27(𝑀 +∆𝑀 + 1)3

}︁
,

𝜌4 = min
{︁
𝜌1, 1/(3

4
√︀

9(𝑀 +∆𝑀 + 1)3)
}︁
,

�̃�*1 = �̃�* −∆�̃�*, �̃�*2 = �̃�* +∆�̃�*, 𝐺 = {𝑥 : |𝑥− �̃�*| 6 ∆�̃�*}.

P r o o f. When estimating the error of the analytical approximate solution (3)

∆𝑌N (𝑥) = |𝑌 (𝑥)− 𝑌N (𝑥)| 6 |𝑌 (𝑥)− 𝑌 (𝑥)|+ |𝑌 (𝑥)− 𝑌N (𝑥)|,
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for the expression we shall use the elements of differential calculus [24]:

|𝑌 (𝑥)− 𝑌 (𝑥)| 6 sup
G

⃒⃒
⃒
𝜕𝑌 (𝑥)

𝜕�̃�*

⃒⃒
⃒∆�̃�* +

∞∑︁

n=0

⃒⃒
⃒
𝜕𝑌 (𝑥)

𝜕𝐶n

⃒⃒
⃒∆𝐶n,

in which 𝐺 = {𝑥 : |𝑥− �̃�| 6 ∆�̃�}. We denote:

∆𝑀 = ∆𝑌0 = sup
n,G

(︁𝑟(n+1)(𝑥)

𝑛!

)︁
∆�̃�, 𝑀 = max

⃒⃒
⃒⃒
⃒|𝑦0|, supn

⃒⃒
⃒
𝑟(n)(�̃�)

𝑛!

⃒⃒
⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒ ,

where 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . Further

sup
G

⃒⃒
⃒
𝜕𝑌 (𝑥)

𝜕�̃�*

⃒⃒
⃒ = sup

G

⃒⃒
⃒
∞∑︁

n=0

𝐶n
𝑛− 1

3
(𝑥− �̃�*)(n−4)/3

⃒⃒
⃒ 6

6

∞∑︁

n=0

⃒⃒
⃒
𝑛− 1

3

⃒⃒
⃒ sup

G

⃒⃒
�̃�n

⃒⃒
sup
G

⃒⃒
(𝑥− �̃�*)(n−4)/3

⃒⃒
.

In this case, we have:

sup
G

⃒⃒
(𝑥− �̃�*)(n−4)/3

⃒⃒
=

{︂
|𝑥− �̃�*1|(n−4)/3, 𝑛 = 0, 1, 2, 3;
|𝑥− �̃�*2|(n−4)/3, 𝑛 = 4, 5, . . .

and

sup
G

⃒⃒
⃒
𝜕𝑌 (𝑥)

𝜕𝐶n

⃒⃒
⃒ = sup

G

⃒⃒
(𝑥− �̃�*)(n−4)/3

⃒⃒
=

{︂
|𝑥− �̃�*1|(n−4)/3, 𝑛 = 0;
|𝑥− �̃�*2|(n−4)/3, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

where �̃�*1 = �̃�* −∆�̃�*, �̃�*2 = �̃�* +∆�̃�*. As

sup
G

|𝐶n| 6 𝐶n(|𝐴0+∆𝐴0|, |𝐴1+∆𝐴1|, |𝐴2+∆𝐴2|, . . . ) 6 𝐶n(1+𝑀+∆𝑀) = 𝜗n,

in which 𝐴n are the expansion coefficients of 𝑟(𝑥) function in the regular series,
then

⃒⃒
𝑌 (𝑥)− 𝑌 (𝑥)

⃒⃒
6

6 ∆�̃�*
∞∑︁

n=0

⃒⃒
⃒
𝑛− 1

3

⃒⃒
⃒𝜗* sup

G

⃒⃒
(𝑥− �̃�*)(n−4)/3

⃒⃒
+

∞∑︁

n=0

∆𝐶* sup
G

⃒⃒
(𝑥− �̃�*)(n−1)/3

⃒⃒
.

Taking into account
𝐶0 = 𝐶0 = −1/

3
√
3,

𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶6 = 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶6 = 0,

∆𝐶n = |𝐶 − 𝐶n|,
this results in

∆𝐶1 = ∆𝐶2 = ∆𝐶3 = ∆𝐶5 = ∆𝐶6 = 0.
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Hence

|𝑌 (𝑥)− 𝑌N (𝑥)| 6 ∆�̃�*

3
√
3|𝑥− �̃�*1|4/3

+

+∆�̃�*
∞∑︁

n=4

⃒⃒
⃒
𝑛− 1

3

⃒⃒
⃒|𝑥− �̃�*2|(n−4)/3 +

∞∑︁

n=4

∆𝐶n|𝑥− �̃�*2|(n−1)/3

or

∆𝑌N (𝑥) = |𝑌 (𝑥)− 𝑌N (𝑥)| 6 ∆�̃�*

3
√
3|𝑥− �̃�*1|4/3

+

+
∞∑︁

n=N+1

|𝐶n||𝑥− �̃�*|(n−1)/3 +∆�̃�*
∞∑︁

n=4

⃒⃒
⃒⃒𝑛− 1

3

⃒⃒
⃒⃒ |𝑥− �̃�*2|(n−4)/3 +

+

∞∑︁

n=4

∆𝐶n|𝑥− �̃�*2|(n−1)/3 = ∆0 +∆1 +∆2 +∆3,

in which ∆0 = ∆�̃�*/( 3
√
3|𝑥− �̃�*1|4/3). Next, we use the estimate of the coefficients

𝐶n [23]:

𝐶4n 6
3n−1(𝑀 + 1)n

4𝑛+ 3
= 𝜗4n, 𝐶4n+1 6

3n−1(𝑀 + 1)n

4𝑛+ 4
= 𝜗4n+1,

𝐶4n+2 6
3n−1(𝑀 + 1)n

4𝑛+ 5
= 𝜗4n+2, 𝐶4n+3 6

3n−1(𝑀 + 1)n

4𝑛+ 6
= 𝜗4n+3.

When 𝑁 + 1 = 4𝑛, according to the result of [23], we have

∆1 6
3(N−3)/4(𝑀 + 1)(N+1)/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 4
+

|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 5

+
|𝑥− �̃�*|2/3
𝑁 + 6

+
|𝑥− �̃�*|
𝑁 + 7

)︁
.

For cases 𝑁 + 1 = 4𝑛+ 1, 𝑁 + 1 = 4𝑛+ 2, and 𝑁 + 1 = 4𝑛+ 3, respectively:

∆1 6
3N/4−1(𝑀 + 1)N/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 4
+

|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 5

+
|𝑥− �̃�*|2/3
𝑁 + 6

+
9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|

𝑁 + 7

)︁
,

∆1 6
3(N−5)/4(𝑀 + 1)(N−1)/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 4
+

|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 5

+
9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|2/3

𝑁 + 6
+

9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|
𝑁 + 7

)︁
,
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∆1 6
3(N−6)/4(𝑀 + 1)(N−2)/4|𝑥− �̃�*|N/3

1− 3(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|4/3 ×

×
(︁ 1

𝑁 + 6
+

9|𝑥− �̃�*|1/3
𝑁 + 7

+
9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|2/3

𝑁 + 8
+

9(𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*|
𝑁 + 9

)︁
.

Moving on to the assessment ∆2:

∆2 = ∆�̃�*
∞∑︁

n=4

⃒⃒
⃒⃒𝑛− 1

3

⃒⃒
⃒⃒𝜗n|𝑥− �̃�*2|(n−4)/3 = ∆�̃�*

∞∑︁

n=1

4𝑛− 1

3
𝜗4n|𝑥− �̃�*2|(4n−4)/3 +

+∆�̃�*
∞∑︁

n=1

4𝑛

3
𝜗4n+1|𝑥− �̃�*2|(4n−3)/3 +∆�̃�*

∞∑︁

n=1

4𝑛+ 1

3
𝜗4n+2|𝑥− �̃�*2|(4n−2)/3 +

+∆�̃�*
∞∑︁

n=1

4𝑛+ 2

3
𝜗4n+3|𝑥− �̃�*2|(4n−1)/3.

Or given the expressions for 𝜗4n, 𝜗4n+1, 𝜗4n+2, 𝜗4n+3 finally we get

∆2 6
∆�̃�*(𝑀 +∆𝑀 + 1)

3(1− 3(𝑀 +∆𝑀 + 1)|𝑥− �̃�*2|4/3)
×

×
(︀
1 + |𝑥− �̃�*2|1/3 + |𝑥− �̃�*2|2/3 + |𝑥− �̃�*2|

)︀
.

Based on the estimates ∆𝐶n [23]

|∆𝐶4n| 6
3n−1∆𝑀(1 +𝑀 +∆𝑀)n

4𝑛+ 3
, |∆𝐶4n+1| 6

3n−1∆𝑀(1 +𝑀 +∆𝑀)n

4𝑛+ 4
,

|∆𝐶4n+2| 6
3n−1∆𝑀(1 +𝑀 +∆𝑀)n

4𝑛+ 5
, |∆𝐶4n+3| 6

3n−1∆𝑀(1 +𝑀 +∆𝑀)n

4𝑛+ 6

we get

∆3 =

∞∑︁

n=4

∆𝐶n|𝑥− �̃�*2|(4n−1)/3 =

=

∞∑︁

n=1

∆𝐶4n|𝑥− �̃�*2|(4n−1)/3 +

∞∑︁

n=1

∆𝐶4n+1|𝑥− �̃�*2|(4n)/3+

+
∞∑︁

n=1

∆𝐶4n+2|𝑥− �̃�*2|(4n+1)/3 +
∞∑︁

n=1

∆𝐶4n+3|𝑥− �̃�*2|(4n+2)/3
6

6
∆𝑀(1 +𝑀 +∆𝑀)|𝑥− �̃�*2|

1− 9(1 +𝑀 +∆𝑀)|𝑥− �̃�*2|4/3
×

×
(︁ 1

21
+

1

24
|𝑥− �̃�*2|1/3 +

1

27
|𝑥− �̃�*2|2/3 +

1

30
|𝑥− �̃�*2|

)︁
.

The estimate for ∆1 is valid in the region 𝐹1 = {𝑥 : �̃�* − 𝜌2 < 𝑥 < �̃�*},
where 𝜌2 = min{𝜌1, 1/ 4

√︀
27(𝑀 + 1)3}. The estimate for ∆2 is valid in the region
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𝐹2 = {𝑥 : �̃�*1 − 𝜌3 < 𝑥 < �̃�*1}, where 𝜌3 = min{𝜌1, 1/ 4
√︀
27(𝑀 +∆𝑀 + 1)3}. And

the estimate for ∆3 is valid in the region 𝐹3 = {𝑥 : �̃�*2 − 𝜌4 < 𝑥 < �̃�*2}, where

𝜌4 = min{𝜌1, 1/(3 4
√︀

27(𝑀 +∆𝑀 + 1)3)}. Therefore, the estimate for ∆𝑌N (𝑥) is
valid in the region 𝐹 = 𝐹1 ∩ 𝐹2 ∩ 𝐹3, which proves the theorem. �

3. Results

Example 1. We shall consider the Cauchy problem for the equation 𝑌 ′(𝑥) =
= 𝑌 4(𝑥)+ 𝑟(𝑥), in which 𝑌 (1) = 1, 𝑟(𝑥) = 0 and find an approximate solution of
the problem (1), (2), near the movable singular point. The Cauchy problem has
the exact solution 𝑌 = 1/ 3

√
4− 3𝑥. The radius of the vicinity of the movable sin-

gular point, given the initial conditions of the Cauchy problem, is 𝜌4 = 0.114432.
The perturbed value of the movable singular point is �̃�* = 1.3334. The distur-
bance value is ∆�̃�* = 0.0001. 𝑀 = 1, we shall choose the value of 𝑥 = 1.2375
from the vicinity of the movable singular point, its radius is 𝜌4. The value of the
argument is considered, for which, when obtaining an estimate of the error of the
approximate solution, one can use both the results of this study and the work [23].
The calculations are presented in Table 1.

Table 1

The comparative variant of the approximate solutions’ characteristics

x Y (x) Ỹ7(x) ∆ ∆′

11 ∆′′

21 ∆′′

1

1.2375 1.515144 1.514793 0.000351 0.00456 0.00368 0.0008

Here, 𝑌 (𝑥) is the exact solution; 𝑌7(𝑥) is the analytical approximate solution;
∆ is the absolute error; ∆′

11 is the a priori error obtained by this theorem; ∆′′
12 is

the a priori error obtained by the theorem from [23], ∆′′
1 is the a posteriori error.

The theorem in [23] allows solving the inverse problem of the theory of error,
determining the 𝑁 value for the given accuracy of the approximate solution 𝜀.
The case 𝜀 = 8 · 10−4 results in the value 𝑁 = 17. For 𝑁 = 8 ÷ 17 we obtain
the clarification of the approximate solution, which in total does not exceed the
required accuracy 𝜀 = 8 · 10−4.

Thus, we can restrict ourselves to the value of 𝑁 = 7 in the structure of the
approximate solution. Thus, we obtain the value of the error for the approximate
solution 𝑌7(𝑥) equal to 𝜀 = 8 · 10−4. Note that the a priori estimates obtained
by the theorem of this paper and the theorem from [23] have values of the same
order.

Example 2. Let us find an approximate solution to the Cauchy problem (1),
(2) with the conditions of Example 1 in the case �̃�* = 1.33334, ∆�̃�* = 0.00001.
Calculated value 𝜌4 = 0.114432. The magnitude of the disturbance does not
exceed the value 𝜀 = 0.000050. A point is considered, the value of which falls only
under the results of this work. The calculations are presented in Table 2.

Table 2

Calculation of the characteristics for the approximate solution of the nonlinear differential
equation on the theorem

x Y (x) Ỹ7(x) ∆ ∆′

1 ∆′′

1

1.21901 1.428613 1.428585 0.000028 0.003564 0.000067
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Here, 𝑌 is the exact value of the equation’s solution; 𝑌7 is the approximate
solution; ∆ is the absolute error; ∆′

1 is the a priori error obtained by the theorem,
∆′′

1 is the a posteriori error.
Solving the inverse problem of the theory of error, we determine the value of 𝑁

for a given accuracy of the approximate solution 𝜀. For the case 𝜀 = 0.67 · 10−4, the
resulting value is 𝑁 = 20. For 𝑁 = 8÷20, we obtain a more accurate approximate
solution, which in total does not exceed the required accuracy 𝜀 = 8.99 · 10−4.

Limiting in the structure of the approximate solution to the value 𝑁 = 7,
we get the error value for the approximate solution 𝑌7(𝑥) equal to the value
𝜀 = 0.67 · 10−4.

4. Discussion

The theorem proved in the study allows to significantly expand the area of
application of the analytical approximate solution, which was obtained due to the
constructiveness of the proof technology. The presented theoretical provisions of
this study supplement the results of [23]. Calculations in Table 1 confirm that in
the general area of validity of the proved theorem and work [23] we have values
with an error of the same order of magnitude. The research used series with
negative fractional powers.

5. Conclusion

The results of this work are the completion of research on the analytical ap-
proximate solution of a nonlinear differential equation near a movable singular
point of algebraic type in a real domain. The obtained theoretical results are
tested on model problems.
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Аннотация

Дано решение одной из задач аналитического приближенного метода
для одного класса нелинейных дифференциальных уравнений первого
порядка с подвижными особыми точками в вещественной области. Рас-
сматриваемое уравнение в общем случае не разрешимо в квадратурах
и имеет подвижные особые точки алгебраического типа. Это обстоятель-
ство требует решение ряда математических задач.

Ранее авторами была решена задача влияния возмущения подвиж-
ной особой точки на аналитическое приближенное решение. Это реше-
ние основывалось на классическом подходе и, при этом, существенно
уменьшилась область применения аналитического приближенного ре-
шения, по сравнению с областью, полученной в доказанной теореме су-
ществования и единственности решения.

Поэтому в статье предлагается новая технология исследования, ос-
нованная на элементах дифференциального исчисления. Этот подход
позволяет получить точные границы для аналитического приближенно-
го решения в окрестности подвижной особой точки.

Получены новые априорные оценки для аналитического приближен-
ного решения рассматриваемого класса уравнений, хорошо согласующи-
еся с известными для общей области действия. При этом, представлен-
ные результаты дополняют ранее полученные, существенно расширена
область применения аналитического приближенного решения в окрест-
ности подвижной особой точки.
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отрицательными степенями.

Ключевые слова: подвижная особая точка, нелинейное дифференци-
альное уравнение, задача Коши, точные границы области, априорная
и апостериорная погрешности, аналитическое приближенное решение.

Получение: 12 января 2021 г. / Исправление: 30 апреля 2021 г. /
Принятие: 11 мая 2021 г. / Публикация онлайн: 1 июня 2021 г.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.

Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.

392



Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki

[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2021, vol. 25, no. 2, pp. 393–401

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1851

MSC: 81S40, 58D30

Quantum evolution in terms of mechanical motion

© A. Yu. Samarin

Samara State Technical University,
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation.

Abstract

Quantum tunneling is considered from the point of view of local realism.
It is concluded that a quantum object tunneling through a potential barrier
cannot be interpreted as a point-like particle because such an interpretation
generates a contradiction with the impossibility of faster-than-light motion.
Such a contradiction does not arise if a quantum object is considered as a
continuous medium formed by the fields of matter. The dynamics law of
the mechanical motion of these matter fields is derived from the quantum
evolution law in the path integral form. The analysis of tunneling shows that
this dynamics law has a form of the principle of least action on a complex
time variable. The approach used here is not only a physical interpretation of
quantum tunneling consistent with special relativity but is also applicable to
the description of a wide range of quantum phenomena for which traditional
research methods are impracticable.

Keywords: local realism, quantum evolution, tunneling, traversal time,
matter field, complex time.
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1. Introduction
The phrase “the tunneling of a quantum particle” contains the interpretation

of a quantum object as a point-like particle. To avoid ambiguity, instead of the
term “quantum particle” the term “quantum object” will be used to mean some-
thing material and homogeneous described by the wave function depending on the
radius vector in the physical space, and the term “corpuscle” — a point-like par-
ticle. The fact that a local external effect on a quantum object instantly changes
its wave function throughout space creates difficulties in the interpretation of the
wave function as a characteristic of a corpuscle in terms of local realism [1] (all
phenomena are considered here from the point of view of local realism). This
impossibility becomes apparent when considering the phenomena associated with
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the reduction of the wave function [2]. Acceptance of the corpuscle concept, when
describing the reduction of a multipartite quantum system, causes a contradiction
between quantum mechanics, considered as a local realistic theory, and special rel-
ativity [1]. This contradiction has been verified experimentally [3–7] in accordance
with the scheme proposed in [8], and a lot of efforts have been made to eliminate
it, e.g. [9–11]. All of them are based on the assertion that, since the result of
the collapse is probabilistic, then the transfer of information in this process is
impossible. Then, the term “information transfer” is given the meaning of signal
transmission, and, based on this, it is concluded that there is no faster-than-light
motion in the reduction process. The question of the nonlocal nature of the causal
relationship between the effect of one particle and the instantaneous change of the
state of another one, remote in space, remains unanswered. However, the ques-
tionable rigor of such deductive reasoning is not the subject of this study.

The concept of a corpuscle is clearly unacceptable when considering tunnel-
ing. In accordance with [12], there is no appreciable delay in the transmission of
a wave packet through a barrier. The transmission time does not depend on the
barrier thickness (the Hartman effect) [13]. Thus, if we consider a wave packet
as a mathematical object describing the possible positions of the corpuscle, then
the speed of this corpuscle can exceed the speed of light. The experimental stud-
ies [14,15] report that the ionization time of the hydrogen atom in the tunneling
process is close to zero. The paper [15] puts an upper bound on the tunnelling
time, which is less than the value of any time which can theoretically be con-
sidered as the tunnelling time of a corpuscle [16, 17]. This is consistent with the
theoretical findings [12, 13] and adds confidence that the tunneling time is zero.
There is disagreement about the definition of traversal time. The quantum me-
chanics postulate corresponding to the Borne rule [18] determines the probability
of the measurement result [2]. That is, with respect to the measurement of the
position of a quantum object, it gives the probability of the detector triggering in
a small volume near a certain point in space, but does not give the probability of
finding a corpuscle in this volume. Orthodox quantum mechanics, the mathemat-
ical structure of which does not contain the concept of a corpuscle, forces us to
define this term as the time delay between equal values of the phases of station-
ary wave functions on opposite sides of the barrier. If the total energy is less than
the potential energy in the barrier region, then the stationary wave functions do
not have a phase factor depending on the space coordinates and the phase re-
lationships between them are the same throughout the barrier region. Thus, the
tunneling time defined in this way is zero. This fact does not contradict special
relativity until we interpret a quantum object as a corpuscle. If such an object is
a corpuscle, then, taking into account the Born rule and the statistical definition
of probability, we are forced to admit that some of the particles falling on the
barrier from one side instantly shift to the other one. This is a direct inadmis-
sible contradiction with special relativity, which indicates that the concept of a
point-like particle cannot be used to interpret quantum mechanics phenomena.

To escape this contradiction, a homogeneous quantum object has to be con-
sidered as a continuous medium. The possibility of its identification with the wave
function is doubtful. This is due to the property of a substance to change its po-
sition in space exclusively as a result of motion (this property is mathematically
expressed by the continuity equation). The wave function does not have such a
property (this is obvious when the wave function collapses). In addition, since vac-
uum has physical characteristics, matter is also present where the wave functions
of all material objects are zero.
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The properties of this continuous medium should determine all properties of
the wave function considered as its physical characteristics [19,20]. Then it seems
logical to imagine the material support of the wave function in the form of a
continuous medium, the mechanical motion of which should generate the ortho-
dox dynamics of the wave function. This was done in the articles [21, 22] where
both unitary dynamics and the dynamics of the collapse of quantum states were
obtained from the mechanical motion of a peculiar continuous medium. However,
it is simpler and clearer to do the opposite, namely, to extract the properties
of the material support of the wave function from the orthodox law of quantum
evolution.

2. Real Paths
This procedure can be directly realized for the one-dimensional integral wave

equation of non-relativistic quantum mechanics in the form [23,24]:

Ψt(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝐾t,t0(𝑥, 𝑥0)Ψt0(𝑥0) 𝑑𝑥0, (1)

where the kernel of the integral evolution operator (transition amplitude)𝐾t,t0(𝑥, 𝑥0)
is determined by the path integral:

𝐾t,t0(𝑥, 𝑥0) =

∫︁
exp

(︁ 𝑖
~
𝑆[𝑥(𝜏)]

)︁
[𝑑𝑥(𝜏)], (2)

All virtual paths 𝑥(𝜏) have the same end points 𝑥0 = 𝑥(𝑡0) and 𝑥 = 𝑥(𝑡) (the
current time variable in the paths is hereinafter referred to as the Greek letter 𝜏 ,
while the instants of time corresponding to the end points of the paths are referred
to as the Latin letter 𝑡).

Following the proposed approach, we should assume that the transition am-
plitude 𝐾t,t0(𝑥, 𝑥0) connects the time dependence of the wave function with the
change of the material support position in time. The latter must be uniquely de-
termined by the external and initial conditions. The initial conditions for material
points of a continuous medium can be uniquely determined only if this continuous
medium is a matter field. In accordance with [22], this means that all individual
particles must have the same energy and the same direction of velocity. Let a
continuous medium be a matter field, then, taking into account the fact that the
support is localized in space when 𝑡→ 𝑡0 at any time 𝑡0, we can derive the law of
the mechanical motion of the matter field from the functional equation:

𝐾t,t0(𝑥, 𝑥0) = 𝐹t,t0 [𝑥
m(𝜏), 𝑥, 𝑥0],

where 𝑥m(𝑡) is a unique path defined by this equation; 𝐹t,t0 [𝑥
m(𝜏), 𝑥, 𝑥0] is the

sought functional. If we could express the transition amplitude in the form of the
functional 𝐹 [𝑥m(𝑡)], then the path 𝑥m(𝑡) could be considered as a real path of
the material point of the continuous medium. Taking into account the form of the
integrand in (2), the functional 𝐹 [𝑥m(𝑡)] is sought in the form

𝐹t,t0 [𝑥
m(𝜏), 𝑥, 𝑥0] = exp

(︁ 𝑖
~
𝑆m
t,t0 [𝑥(𝜏), 𝑥, 𝑥0]

)︁
.

To find the real path 𝑥m(𝜏), the path integral (2) has to be taken. It can be done
for the path integral in real form. The quantum path integral can be formally
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converted into real form by replacing the real time 𝜏 with the imaginary negative
time −𝑖𝜏 [25] in the expression for the classical action 𝑆 (The replacement here
is only a mathematical procedure and has no physical meaning). In this form,
the quantum path integral is similar to the functional integral for the Brownian
motion [26]. However, there is a fundamental difference between them. Brownian
paths are non-differentiable time functions (due to random collisions), while quan-
tum virtual paths are differentiable (and deterministic). Due to this, the quantum
path integral (2) can be represented in the form [25]

𝐾t,t0(𝑥, 𝑥0) = lim
ε→0

(︁ 𝑚

2𝜋~𝜀

)︁n/2
∫︁

· · ·
∫︁

exp
(︁
−1

~
𝑆(𝑥0, . . . , 𝑥n, 𝜀)

)︁ n−1∏︁

k=1

𝑑𝑥k, (3)

where the action 𝑆(𝑥0, . . . , 𝑥n, 𝜀) for 𝑛 = (𝑡− 𝑡0)/𝜀 on the successive infinitesimal
time intervals 𝜀 is

𝑆(𝑥0, . . . , 𝑥n, 𝜀) = exp

k=n−1∑︁

k=0

(︁𝑚
2

(︁𝑥k+1 − 𝑥k
𝜀

)︁2
+ 𝑉

(︁𝑥k+1 + 𝑥k
2

)︁)︁
𝜀.

Thus, the quantum path integral can be represented as the limit of the set of
Gaussian integrals (such a limit has no physical meaning for the Brownian func-
tional integral, since, in this case, the time interval 𝜀 cannot be less than the ratio
𝜆/𝑣, where 𝜆 is the free length, 𝑣 — the thermal speed of a Brownian particle).
If the linear pieces are small enough to consider 𝜕𝑉 (𝑥k)/𝜕𝑥k as constants, then
each of the Gaussian integrals in (3) can be taken:

√︂
𝑚

2𝜋~𝜀

∫︁
exp

(︁
−1

~
𝑆(𝑥k, 𝑥k−1)

)︁
𝑑𝑥k = exp

(︁
−1

~
𝑆(𝑥mk , 𝑥k−1)

)︁
,

where 𝑥mk is the coordinate defined by the expression

𝑥mk = 𝑥k−1 −
𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜀2

2𝑚
.

On the other hand, this is the coordinate of the maximum of the Gaussian function
and, therefore, satisfies the condition

𝜕

𝜕𝑥k
exp

(︁
−1

~
𝑆(𝑥k, 𝑥k−1)

)︁⃒⃒
⃒
xk=xm

k

= 0

As 𝜀 tends to zero, the normalized Gaussian curve of the form
√︂

𝑎

2𝜋
exp

(︁
−𝑎𝑥

2
k

2
+ 𝑏𝑥k

)︁
,

narrows, while maintaining the position of the maximum and the area, and in the
limit transform into the Dirac delta function (𝑎 and 𝑏 do not depend on 𝑘). Thus,
we have

lim
ε→0

√︂
𝑚

2𝜋~𝜀

∫︁ ∞

−∞
exp

(︁
− 𝑚

2~𝜀

(︀
𝑥k − 𝑥k−1

)︀2 − 𝜀

~
𝑉
(︁𝑥k + 𝑥k−1

2

)︁)︃
𝑑𝑥k =

=

∫︁
exp

(︀
𝑑𝑆(𝑥k)

)︀
𝛿(𝑥k − 𝑥mk ) 𝑑𝑥k,
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where

𝑑𝑆(𝑥k) =
𝜕𝑆(𝑥k, 𝑥k−1)

𝜕(𝑥k − 𝑥k−1)
𝑑(𝑥k − 𝑥k−1).

Returning to real time for the transition amplitude (2), we get

𝐾t,t0(𝑥, 𝑥0) = 𝛿
(︀
𝑥(𝑡)− 𝑥m(𝑡)

)︀
exp

𝑖

~
𝑆[𝑥m(𝜏)], (4)

where the path 𝑥m(𝜏) corresponds to the least action. Thus, the path integral (2)
in the integral wave equation (1) is just another mathematical representation of
the transition amplitude (4) for the path corresponding to the classical motion of
a material particle. This path depends on external conditions, the initial position,
and velocity. Furthermore, we assume that the energies of all individual particles
of the continuous medium are the same. This means that a quantum object is
in a stationary state, and the continuous medium is a matter field [22]. The
end points of the paths are indicated in the transition amplitude; they uniquely
determine the real paths of material particles. For these reasons, the end points
of the paths and energy will only be specified if necessary, and, in general, we will
mean 𝑥m(𝜏) ≡ 𝑥m(𝜏, 𝑥0, 𝑡0, 𝐸). The path 𝑥m(𝜏) can be found from the condition

𝛿𝑆[𝑥m(𝜏)] = 0. (5)

The set of Gaussian integrals in (3) does not contain an integral over the
position of the end point 𝑥n (the positions of the end points are fixed). The
formal result of this is that after integrating the expression (3), the delta func-
tion 𝛿(𝑥n − 𝑥mn ) is preserved. Physically, this means that the transition amplitude
of a material particle differs from zero only at that point in the space where this
particle is currently located.

3. The Mechanical Motion Law
The time-independent Schrödinger equation for the infinite motion has station-

ary solutions which are the superposition of waves moving in opposite directions
for each value of the total energy. It is necessary that the wave function and its
spatial derivative should both be continuous. Physically, this means that in the
region where 𝜕𝑉/𝜕𝑥 ̸= 0, the incident wave generates a reflected wave, even if
𝐸 > 𝑉 . Thus, a continuous medium can be formed by one matter field only if
the field of potential energy is uniform throughout all space. Otherwise, another
matter field is generated, moving in the opposite direction. This is a direct conse-
quence of the necessity to satisfy both the continuity equation and the expression
for the transition amplitude (4). Really, if 𝜕𝑉/𝜕𝑥 ̸= 0, then the particle velocity
is a coordinate function, and it follows from the usual continuity equation that
the density distribution of matter should be the corresponding function of spa-
tial coordinates. However, as follows from [22], an individual point of the material
cannot be considered as an infinitesimal volume of matter and thus has no density
at all and the continuity equation cannot be satisfied in this case. The problem
of conservation of the substance is solved by itself if we assume the simultaneous
existence of two material fields having the same energy and moving in opposite
directions.

Thus, there are simultaneously two opposite paths corresponding to the prin-
ciple of least action in the region of space, where 𝜕𝑉/𝜕𝑥 ̸= 0. The fundamental
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difference from classical mechanics is that both of these paths are realised simulta-
neously. The proportion of the substance of the medium moving in each direction
is defined by the principle of conservation of this substance. The dynamics of the
motion of the “reflected” matter field can be provided by a simple replacement
of 𝜏 → −𝜏 in (5). Thus, the appearance of this field and its motion obey the
principle of least action in the form:

𝛿𝑆[𝑥m(−𝜏)] = 0.

The principle of least action has two solutions: 𝑥(𝜏) and 𝑥(−𝜏). Classical mechan-
ics considers the solution 𝑥(𝜏), that does not change the direction of the initial
velocity, as unique. Here we have to consider both dynamic laws as a whole. This
can be done using a single complex expression

𝛿

∫︁ τ2

τ1

𝐿
(︀
𝑥(𝜏), �̇�(𝜏), 𝜏

)︀ (︀
1− 𝑖

)︀
𝑑𝜏 = 0, (6)

where 𝜏 is ordinary physical time. By the principle of least action, we have

𝛿
(︀
𝑆[𝑥(𝜏)] + 𝑖𝑆[𝑥(−𝜏)]

)︀
= 0.

If the kinetic energy 𝑇 > 0 (𝐸 > 𝑉 ), then

𝑆+(𝑥, 𝜏) =

∫︁
𝑝 𝑑𝑥− 𝐸𝜏, 𝑆−(𝑥, 𝜏) = −

∫︁
𝑝 𝑑𝑥− 𝐸𝜏, (7)

where 𝑆+(𝑥, 𝜏) is the action field for the matter field moving along the positive
direction of the axis 𝑥, 𝑆−(𝑥, 𝜏) — in the opposite direction. For the momentum
to become an imaginary quantity, and the kinetic energy to become negative, it
is necessary to replace 𝜏 → −𝑖𝜏 in the Lagrangian in (6). Such a substitution
corresponds to the tunneling phenomenon (i.e., in this case the replacement 𝜏 →
−𝑖𝜏 is not just a formal mathematical procedure). If 𝑇 < 0, then

𝑆+(𝑥, 𝜏) = 𝑖

∫︁
𝑝 𝑑𝑥− 𝐸𝜏, 𝑆−(𝑥, 𝜏) = −𝑖

∫︁
𝑝 𝑑𝑥− 𝐸𝜏, (8)

where

𝑝 = 𝑚
𝑑𝑥

𝑑𝜏

is an ordinary mechanical momentum. Taking into account the property of addi-
tivity of the transition amplitude, for the case of transmitted and reflected waves,
we have

𝜓(𝑥) = 𝐴(𝑥) exp
𝑖

~
𝑆−(𝑥, 𝜏) +𝐵(𝑥) exp

𝑖

~
𝑆+(𝑥, 𝜏), (9)

where 𝐴(𝑥) and 𝐵(𝑥) are the functions determined by the principle of conservation
of the substance.

4. Conclusions
It is easy to make sure that, for a rectangular potential barrier, the wave

function of a tunneling particle is obtained using the general expressions (9), (7)
and (8) is the same as the wave function calculated using the Schrödinger equation.
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This coincidence necessarily follows from the fact that the dynamics law (6) is di-
rectly derived from the law of quantum evolution (4). However, the first approach
makes it possible to unambiguously determine the speeds of the material sup-
ports (material particles of a continuous medium) by the wave function, and the
second one requires an additional interpretation to do this. As mentioned above,
the concept of a corpuscle cannot underlie such an interpretation. The concept
of a continuous medium as a set of matter fields uniquely interprets quantum
evolution in terms of the mechanical motion of matter. Clearly, such a motion, in
principle, cannot contradict special relativity, including the situation of tunneling
through a potential barrier. As for the principle of locality, it is realized due to
the absence of empty space and, consequently, the distance between the material
particles of the considered continuous medium. In other words, the continuous
medium of a quantum object is a physical reality, while the classical continuous
medium is a mathematical abstraction.

The presented analysis of the passage of a quantum object through a potential
barrier was carried out to find the material support of its quantum properties and
to express the evolution of a quantum state through its mechanical motion. How-
ever, the results obtained are not limited only to the interpretation of either the
tunneling process or quantum effects in general. These results do not fit within the
framework of orthodox quantum mechanics. In particular, the proposed approach
does not contain the concept of “observable” at all, which makes it possible to use
the presented method to study processes that are inaccessible for investigation by
traditional methods of quantum mechanics.

And, finally, from a practical point of view, the application of the proposed
approach greatly simplifies the problem of calculating the transition amplitude (2),
since it allows to avoid path integrating and directly to use the expression (9).
Moreover, using it in many physical situations of interest, one can obtain an
analytical expression for the transition amplitude.
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Квантовая эволюция в терминах механического
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Аннотация

Туннельный эффект рассматривается с точки зрения локального ре-
ализма. Сделан вывод о том, что квантовый объект, туннелирующий
через потенциальный барьер, нельзя интерпретировать как материаль-
ную точку, потому что такая интерпретация противоречит невозмож-
ности движения быстрее скорости света в вакууме. Такого противоре-
чия не возникает, если квантовый объект рассматривать как сплошную
среду, образованную материальными полями. Показано, что закон ди-
намики механического движения этих полей материи может быть выве-
ден из закона квантовой эволюции в форме интеграла по траекториям.
Анализ процесса туннелирования показывает, что этот закон динамики
имеет форму принципа наименьшего действия с комплексной временной
переменной. Используемый здесь подход позволяет не только придать
физическую интерпретацию туннельному эффекту, согласующуюся со
специальной теорией относительности, но также описать широкий круг
квантовых явлений, для которых традиционные методы исследования
неосуществимы.

Ключевые слова: локальный реализм, квантовая эволюция, туннели-
рование, время под барьером, материальное поле, комплексное время.
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