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Об одной нелокальной краевой задаче
для нагруженного параболо-гиперболического
уравнения с тремя линиями изменения типа
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Аннотация

Приводится доказательство единственности и существования реше-
ния одной нелокальной задачи для нагруженного параболо-гиперболи-
ческого уравнения с тремя линиями изменения типа. Единственность ре-
шения доказана с помощью представления общего решения, существова-
ние решения доказано методом интегральных уравнений. Установлены
необходимые условия на параметры и заданные функции для однознач-
ной разрешимости интегральных уравнений Вольтерра второго рода со
сдвигом, эквивалентным исследуемой задаче.

Ключевые слова: нагруженное уравнение, нелокальная задача, инте-
гральное уравнение Вольтерра со сдвигом, функция Грина, единствен-
ность и существование решения.
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Ис л о м о в Б. И., Х о л б е к о в Ж. А.

Введение

Многие задачи математической физики и биологии, в том числе задачи
регулирования грунтовых вод, задачи тепломассопереноса с конечной ско-
ростью, задачи движения малосжимаемой жидкости, окруженной пористой
средой, приводят к краевым задачам для нагруженных уравнений с частны-
ми производными [1,2].

В 1969 году A. M. Нахушев предложил ряд задач нового типа, вошед-
ших в математическую литературу под названием краевых задач со смеще-
нием, которые тесно связаны с нагруженными дифференциальными уравне-
ниями [3].

Краевые задачи для нагруженных уравнений второго порядка гипербо-
лического, параболического, гиперболо-параболического и эллиптико-пара-
болического типов достаточно хорошо изучены [4ҫ15]. Отметим работу [16],
в которой изучена задача с условием типа Бицадзе—Самарского для парабо-
ло-гиперболического уравнения с тремя линиями изменения типа.

Заметим, что локальные и нелокальные задачи для нагруженных урав-
нений смешанного типа второго порядка с тремя линиями изменения ти-
па [17, 18] изучены мало. Это связано, с одной стороны, с отсутствием пред-
ставления общего решения для таких уравнений; с другой стороны, такие
задачи сводятся к малоизученным интегральным уравнениям со сдвигом.

Настоящая работа посвящена постановке и изучению одной нелокаль-
ной краевой задачи для нагруженного параболо-гиперболического уравнения
с тремя линиями изменения типа, содержащей в себе след искомой функции.

1. Постановка задачи

В некоторой области Ω, которая определяется ниже, рассмотрим уравне-
ние

0 =

{︂
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 − 𝜇𝑗 sign 𝑦𝐻𝑗 [𝑢(𝑥, 𝑦)], (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3.

(1)

Здесь 𝜇𝑗 — заданные действительные числа, причем

𝜇𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, 3; (2)

𝐻𝑗 [𝑢(𝑥, 𝑦)] =

⎧

⎨

⎩

𝑢(𝑥, 0), 𝑗 = 1,
𝑢(0, 𝜉), 𝑗 = 2, 𝜉 = 𝑥+ 𝑦,
𝑢(1, 𝜂), 𝑗 = 3, 𝜂 = 𝑦 − 𝑥+ 1;

Ω0 — область, ограниченная отрезками 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴 прямых 𝑦 = 0,
𝑥 = 1, 𝑦 = 1, 𝑥 = 0 соответственно;

Ω1 — характеристический треугольник, ограниченный отрезком 𝐴𝐵 оси 𝑂𝑥
и двумя характеристиками 𝐴𝑁 : 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝐵𝑁 : 𝑥 − 𝑦 = 1 урав-
нения (1), выходящими из точек 𝐴(0, 0) и 𝐵(1, 0) и пересекающимися
в точке 𝑁(1/2,−1/2);

Ω2 — характеристический треугольник, ограниченный отрезком 𝐴𝐷 оси 𝑂𝑦
и двумя характеристиками 𝐴𝐾 : 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝐷𝐾 : 𝑦 − 𝑥 = 1 урав-
нения (1), выходящими из точек 𝐴(0, 0) и 𝐷(0, 1) и пересекающимися
в точке 𝐾(−1/2, 1/2);
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Ω3 — характеристический треугольник, ограниченный отрезком 𝐵𝐶 и дву-
мя характеристиками 𝐶𝑀 : 𝑥 + 𝑦 = 2, 𝐵𝑀 : 𝑥 − 𝑦 = 1 уравнения (1),
выходящими из точек 𝐵(1, 0) и 𝐶(1, 1) и пересекающимися в точке
𝑀(3/2, 1/2);

Ω =

3∑︁

𝑗=0

Ω𝑗∪ 𝐴𝐵 ∪𝐵𝐶 ∪𝐷𝐴, 𝐽1 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 = 0};

𝐽2 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑦 < 1, 𝑥 = 0}, 𝐽3 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑦 < 1, 𝑥 = 1};

Ω*
1 = Ω1 ∪𝐴𝐵 ∪ Ω0, Ω*

2 = Ω2 ∪𝐴𝐷 ∪ Ω0 ∪𝐵𝐶 ∪ Ω3.

Задача. Найти решение уравнения (1) в классе функций

𝑊 =
{︀
𝑢 : 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄) ∩ 𝐶2,1

𝑥,𝑦(Ω0) ∩ 𝐶2(Ω1 ∪ Ω2 ∩ Ω3),

𝑢𝑦 ∈ 𝐶(Ω*
2) ∩ 𝐶(Ω0 ∪𝐴𝐵) ∩ 𝐶(Ω1 ∪𝐴𝐵),

𝑢𝑥 ∈ 𝐶(Ω*
1) ∩ 𝐶(Ω0 ∪𝐴𝐷 ∪𝐵𝐶) ∩ 𝐶(Ω2 ∪𝐴𝐷) ∩ 𝐶(Ω3 ∪𝐵𝐶)

}︀
,

удовлетворяющее краевым условиям

𝑎(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
𝑢
(︁𝑥

2
,−𝑥

2

)︁

+ 𝑏(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
𝑢
(︁1 + 𝑥

2
,
𝑥− 1

2

)︁

=

= 𝑚(𝑥)𝑢(𝑥, 0) + 𝑛(𝑥)𝑢𝑦(𝑥, 0) + 𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (3)

𝑢(𝑥, 𝑦)
⃒
⃒
𝐴𝐾

= 𝜙1(𝑦), 0 6 𝑦 6
1

2
, (4)

𝑢(𝑥, 𝑦)
⃒
⃒
𝑀𝐶

= 𝜙2(𝑦),
1

2
6 𝑦 6 1, (5)

а на линиях изменения типа условиям склеивания

𝑢𝑦(𝑥,+0) = 𝛼1𝑢𝑦(𝑥,−0), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (6)

𝑢𝑥(+0, 𝑦) = 𝛼2𝑢𝑥(−0, 𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2, (7)

𝑢𝑥(1 + 0, 𝑦) = 𝛼3𝑢𝑥(1− 0, 𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3, (8)

где 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑚(𝑥), 𝑛(𝑥), 𝑐(𝑥), 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑦)— заданные функции; 𝛼𝑗 — из-
вестные постоянные, причем

𝜙1(0) = 0, 𝜙2(1) = 0; 𝛼1 > 0, 𝛼2, 𝛼3 ∈ (−∞ ; +∞)∖ {0} ; (9)

𝑎2(𝑥) + 𝑏2(𝑥) ̸= 0, 𝑚2(𝑥) + 𝑛2(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1; (10)

𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑚(𝑥), 𝑛(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1), 𝑐(𝑥) ∈ 𝐶2(𝐽1); (11)

𝜙1(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 1/2] ∩ 𝐶2(0, 1/2), 𝜙2(𝑦) ∈ 𝐶1[1/2, 1] ∩ 𝐶2(1/2, 1). (12)

Отметим, что аналог задачи Трикоми для уравнения (1) в случае, когда
𝑎(𝑥) = 1, 𝑏(𝑥) = 𝑚(𝑥) = 𝑛(𝑥) = 0, изучен в работах [17,18].
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2. Вывод основных функциональных соотношений
Решение задачи Коши с условиями

𝑢(𝑥,−0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1; 𝑢𝑦(𝑥,−0) = 𝜈−1 (𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1,

для уравнения (1) в области Ω1 имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝜏1(𝑥+ 𝑦) + 𝜏1(𝑥− 𝑦)] +

1

2

∫︁ 𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
𝜈−1 (𝜉) 𝑑𝜉 +

+
𝜇1
4

∫︁ 𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
𝑑𝜉

∫︁ 𝑥−𝑦

𝜉
𝜏1

(︁𝜉 + 𝜂

2

)︁

𝑑𝜂. (13)

Подставляя (13) в (3), получим

[𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥)]𝜈−1 (𝑥) = [𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)]𝜏 ′1(𝑥)− 2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥)−

− 𝜇1𝑎(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜇1𝑏(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡− 2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1. (14)

Рассмотрим следующие случаи.

I. Пусть 𝑎(𝑥) = −𝑏(𝑥) ̸= −𝑛(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) имеем

2[𝑛(𝑥)− 𝑏(𝑥)]𝜈−1 (𝑥) = −2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥) +

+ 𝜇1𝑏(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡− 2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1.

II. Пусть 𝑎(𝑥) = −𝑏(𝑥) = −𝑛(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) получим

2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥)− 𝜇1𝑏(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡 = −2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1.

III. Пусть 𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) имеем

2[𝑛(𝑥)− 𝑏(𝑥)]𝜏 ′1(𝑥) + 2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥) +

+ 𝜇1𝑏(𝑥)

(︂∫︁ 𝑥

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡−

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡

)︂

= 2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1.

IV. Пусть �̃�(𝑥) = 𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) имеем

𝜈−1 (𝑥) = 𝑎1(𝑥)𝜏
′
1(𝑥)− 𝑎2(𝑥)𝜏1(𝑥)−

− 𝑎3(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑎4(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑎5(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (15)

где

𝑎1(𝑥) =
𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
, 𝑎2(𝑥) =

2𝑚(𝑥)

�̃�(𝑥)
, 𝑎3(𝑥) =

𝜇1𝑎(𝑥)

�̃�(𝑥)
,

𝑎4(𝑥) =
𝜇1𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
, 𝑎5(𝑥) =

2𝑐(𝑥)

�̃�(𝑥)
.
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Аналогичным образом, используя решение задачи Коши [17,18] с началь-
ными данными

𝑢(−0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2; 𝑢𝑥(−0, 𝑦) = 𝜈−2 (𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2 (16)
(︀
𝑢(1− 0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3; 𝑢𝑥(1− 0, 𝑦) = 𝜈−3 (𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3

)︀
,(17)

для уравнения (1) в области Ω2 (Ω3) с учетом (4) и (5), получаем функци-
ональное соотношение между 𝜏2(𝑥) (𝜏3(𝑥)) и 𝜈−2 (𝑥) (𝜈−3 (𝑥)), принесенное из
области Ω2 (Ω3) на 𝐽2 (𝐽3):

𝜈−2 (𝑦)− 𝜏 ′2(𝑦) +
𝜇2
2

∫︁ 𝑦

0
𝜏2(𝑡) 𝑑𝑡 = −𝜙′

2(𝑦/2) (18)

(︂

𝜈−3 (𝑦)− 𝜏 ′3(𝑦)−
𝜇3
2
(1− 𝑦)𝜏3(𝑦) = −𝜙′

2

(︁𝑦 + 1

2

)︁)︂

. (19)

Переходя к пределу при 𝑦 → +0 в уравнении (1) с учетом условия 𝜏1(1) = 0,
получим функциональное соотношение между 𝜏1(𝑥) и 𝜈+1 (𝑥), принесенное из
области Ω0 на 𝐽1:

𝜏1(𝑥) =

∫︁ 1

𝑥
𝑑𝑡

∫︁ 1

𝑡
𝜈+1 (𝑧) 𝑑𝑧 + 𝜏 ′1(1) (𝑥− 1), (20)

где 𝜏 ′1(1)— неизвестная константа, подлежащая определению.
Решение первой краевой задачи с условиями

𝑢(𝑥,+0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1; 𝑢(+0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2;

𝑢(1 + 0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3

для уравнения (1) в области Ω0 имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜏2(𝜂) 𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑦; 1, 𝜂)𝜏3(𝜂) 𝑑𝜂 +

+

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉, (21)

где

𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) =
1

2
√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁

𝑛=−∞

{︃

exp
(︁

−(𝑥− 𝜉 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

−

− exp
(︁

−(𝑥+ 𝜉 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
}︃

— функция Грина первой краевой задачи для уравнения 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 = 0.
Дифференцируя (21) по 𝑥, получим

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜏2(𝜂) 𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 1, 𝜂)𝜏3(𝜂) 𝑑𝜂 +

+

∫︁ 1

0
𝐺𝑥(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉. (22)
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Здесь

𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂) =
1

2
√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

[︁ 1

𝑦 − 𝜂
− (𝑥+ 2𝑛)2

2(𝑦 − 𝜂)2

]︁

×

× exp
(︁

−(𝑥+ 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

=
𝑑

𝑑𝜂

[︂
1

√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)
exp

(︁

− 𝑥2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

+

+
1

√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(𝑥+ 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)2

)︁]︂

, (23)

𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 1, 𝜂) =
1

2
√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)
×

×
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

[︂(︁ 1

2(𝑦 − 𝜂)
− (𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)2

)︁

exp
(︁

−(𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

+

+
(︁ 1

2(𝑦 − 𝜂)
− (𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)2

)︁

exp
(︁

−(𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁]︂

=

=
𝑑

𝑑𝜂

[︂
1

2
√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)
exp

(︁

− (𝑥− 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

+

+
1

2
√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁]︂

+

+
𝑑

𝑑𝜂

[︂
1

2
√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)
exp

(︁

− (𝑥+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

+

+
1

2
√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

− (𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁]︂

, (24)

𝐺𝑥(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) =
1

2
√
𝜋𝑦

+∞∑︁

𝑛=−∞
exp

(︁

−(𝑥+ 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁

×

×
(︁ 𝜉

𝑦
ch 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)− 𝑥+ 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)

)︁

.

Применяя формулу интегрирования по частям к (22) с учетом (23) и (24),
а затем, принимая во внимание

𝜙1(0) = 𝜏2(0) = 0, 𝜏1(1) = 𝜏3(0) = 0,

lim
𝑧→0

𝑧−𝜒 exp(−𝑧−1) = 0, 𝜒 > 0,
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имеем

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = − 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁

− 𝑥2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 −

− 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(𝑥+ 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁

− (𝑥− 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁

− (𝑥+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁

𝑛=−∞
exp

(︁

−(𝑥+ 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁

×

×
(︁ 𝜉

𝑦
ch 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)− 𝑥+ 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)

)︁

𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉. (25)

В равенстве (25), устремляя 𝑥→ 0 (𝑥→ 1), с учетом тождеств

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(2𝑛− 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

=

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(2𝑛+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

=

= exp
(︁

− 1

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

+ 2

+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

−(2𝑛+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

,

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

− (2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

= 2
+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

− 𝑛2

𝑦 − 𝜂

)︁

,

+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁

−(1 + 𝑛)2

(𝑦 − 𝜂)

)︁

= 1 + exp
(︁

− 1

𝑦 − 𝜂

)︁

+ 2
+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

−(𝑛+ 1)2

𝑦 − 𝜂

)︁

получим соответственно функциональное соотношение между 𝜏2(𝑦) (𝜏3(𝑦))
и 𝜈+2 (𝑦) (𝜈+3 (𝑦)), принесенное из области Ω0 на 𝐽2 (𝐽3):

𝜈+2 (𝑦) = − 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝑑𝜂 − 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝐾2(𝑦, 𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝜏 ′2(𝜂) 𝑑𝜂 + 𝐹2(𝑦, 𝜏
′
3, 𝜏1) (26)
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(︂

𝜈+3 (𝑦) =
1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝑑𝜂 +
1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝐾3(𝑦, 𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝜏 ′3(𝜂) 𝑑𝜂 + 𝐹3(𝑦, 𝜏
′
2, 𝜏1)

)︂

, (27)

где

𝑢𝑥(+0, 𝑦) = 𝜈+2 (𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2; 𝑢𝑥(1 + 0, 𝑦) = 𝜈+3 (𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3;

𝐾2(𝑦, 𝜂) = 2

+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

− 𝑛2

𝑦 − 𝜂

)︁

,

𝐾3(𝑦, 𝜂) = exp
(︁

− 1

𝑦 − 𝜂

)︁

+

+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

−(𝑛+ 1)2

𝑦 − 𝜂

)︁

+
1

2
𝐾2(𝑦, 𝜂);

𝐹2(𝑦, 𝜏
′
3, 𝜏1) =

2√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁

− 1

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
2√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

−(1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁

𝑛=−∞
exp

(︁

−4𝑛2 + 𝜉2

4𝑦

)︁(︁𝜉

𝑦
ch 4𝜉𝑛− 𝑛

𝑦
sh 4𝜉𝑛

)︁

𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉,

𝐹3(𝑦, 𝜏
′
2, 𝜏1) = − 2√

𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁

− 1

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 −

− 2√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

−(1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁

𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁

𝑛=−∞
exp

(︁

− (1 + 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁

×

×
(︁ 𝜉

𝑦
ch 2𝜉(1 + 2𝑛)− 1 + 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(1 + 2𝑛)

)︁

𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉.

3. Исследование задачи
Теорема. Если выполнены условия (2), (9)ҫ(12) и

𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
6 0,

(︁𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)

)︁′
6 0,

2𝑚(𝑥)

�̃�(𝑥)
6 0,

𝜇1𝑎(𝑥)

�̃�(𝑥)
6 0,

𝜇1𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
> 0,

(28)
то в области Ω существует единственное регулярное решение поставлен-
ной задачи.

Пример. Функции 𝑎(𝑥) = 2𝑥 + 1, 𝑏(𝑥) = −𝑥, 𝑛(𝑥) = −𝑥/2 − 1, 𝑚(𝑥) = 𝑥2,
𝑥 ∈ [0, 1], удовлетворяют всем условиям (28).

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим случай IV. Пусть

�̃�(𝑥) = 𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1,
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тогда, исключив 𝜈−1 (𝑥) из соотношений (15) и (20), с учетом (6) после неко-
торых вычислений получим интегральное уравнение относительно 𝜏1(𝑥):

𝜏1(𝑥) +

∫︁ 1

𝑥
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝜏1(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜏 ′1(1)(𝑥− 1) + Φ1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (29)

где

𝐾1(𝑥, 𝑡) = 𝛼1 ·
[︂

𝑎1(𝑡) + (𝑎′1(𝑡) + 𝑎2(𝑡))(𝑡− 𝑥) +

+

∫︁ 2𝑡

𝑡
(𝑧 − 𝑥)𝑎3(𝑧) 𝑑𝑧 −

∫︁ 𝑡

2𝑡−1
(𝑧 − 𝑥)𝑎4(𝑧) 𝑑𝑧

]︂

, (30)

Φ1(𝑥) = −𝛼1

∫︁ 1

𝑥
(𝑧 − 𝑥)𝑎5(𝑧) 𝑑𝑧. (31)

В силу (2), (9), (11) из (30) и (31) с учетом класса 𝑊 следует, что

|𝐾1(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1 при любых 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑡 6 1; (32)

и
Φ1(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1). (33)

Таким образом, в силу (32) и (33) уравнение (29) является интегральным
уравнением Вольтерра второго рода. Согласно теории интегральных уравне-
ний Вольтерра [19] заключаем, что интегральное уравнение (29) однозначно
разрешимо в классе 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1) и его решение дается формулой

𝜏1(𝑥) = 𝜏 ′1(1)(𝑥− 1) + Φ1(𝑥)−

−
∫︁ 1

𝑥
�̃�1(𝑥, 𝑡)[𝜏

′
1(1)(𝑡− 1) + Φ1(𝑡)] 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (34)

где �̃�1(𝑥, 𝑡)— резольвента ядра 𝐾1(𝑥, 𝑡). Она имеет вид

�̃�1(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁

𝑚=1

𝐾1𝑚(𝑥, 𝑡), 𝐾11(𝑥, 𝑡) = 𝐾1(𝑥, 𝑡),

𝐾1𝑚(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑥

𝑡
𝐾1(𝑥, 𝑠)𝐾1𝑚−1(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠, 𝑚 = 2, 3, . . . .

Дифференцируя (34) по 𝑥, получим

𝜏 ′1(𝑥) = 𝜏 ′1(1) + Φ′
1(𝑥) + �̃�1(𝑥, 𝑥)[𝜏

′
1(1)(𝑥− 1) + Φ1(𝑥)]−

−
∫︁ 1

𝑥
�̃� ′

1(𝑥, 𝑡)[𝜏
′
1(1)(𝑡− 1) + Φ1(𝑡)] 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽1. (35)

В силу (32), (33) из (34) и (35) с учетом (11) заключаем, что

𝜏1(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1), 𝜏 ′1(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1). (36)
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Подставляя (34) и (35) в (15), с учетом (9), (36) определим функцию
𝜈−1 (𝑥) ∈ 𝐶(𝐽1) ∩ 𝐶1(𝐽1).

Теперь, положив в (34) 𝑥 = 0, с учетом 𝜙1(0) = 𝜏1 (0) = 0 находим неиз-
вестную константу 𝜏 ′1(1):

𝜏 ′1(1) =
Φ1(0)−

∫︁ 1

0
�̃�1(0, 𝑡)Φ1(𝑡) 𝑑𝑡

1−
∫︁ 1

0
(1− 𝑡)�̃�1(0, 𝑡) 𝑑𝑡

. (37)

В силу (28) из (30) следует, что ядра𝐾1(0, 𝑡) 6 0 и резольвента �̃�1(0, 𝑡) 6 0,
∀𝑥, 𝑡 ∈ [0, 1]. Значит, знаменатель формулы (37) для любых 0 6 𝑡 6 1 не об-
ращается в нуль, т.е.

1−
∫︁ 1

0
(1− 𝑡)�̃�1(0, 𝑡) 𝑑𝑡 > 0.

Если в (34) положим 𝑥 = 1, то с учетом (31) получим

𝜏1(1) = Φ1(1) = 𝜏3(0) = 0.

Исключив 𝜈−𝑗 (𝑦) и 𝜈+𝑗 (𝑦) из соотношений (18), (26) и (19), (27), с учетом

(7), (8) получим системы интегральных уравнений относительно 𝜏 ′𝑗(𝑦), (𝑗 =

2, 3):

𝜏 ′2(𝑦)−
∫︁ 𝑦

0
𝑀2(𝑦, 𝑡)𝜏

′
2(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑦

0
𝑁2(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡+Φ2(𝑦, 𝜏1), (38)

𝜏 ′3(𝑦)−
∫︁ 𝑦

0
𝑀3(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑦

0
𝑁3(𝑦, 𝑡)𝜏

′
2(𝑡) 𝑑𝑡+Φ3(𝑦, 𝜏1), (39)

где

𝑀2(𝑦, 𝑡) =
𝜇2
2
(𝑦 − 𝑡)− 1 +𝐾2(𝑦, 𝑡)√

𝛼2

√︀

𝜋(𝑦 − 𝑡)
,

𝑀3(𝑦, 𝑡) = −𝜇3
2
(1− 𝑦) +

1 +𝐾3(𝑦, 𝑡)√
𝛼3

√︀

𝜋(𝑦 − 𝑡)
,

𝑁𝑗(𝑦, 𝑡) =

[︂

exp
(︁

− 1

4(𝑦 − 𝑡)

)︁

+

+∞∑︁

𝑛=1

exp
(︁

−(1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝑡)

)︁]︂

×

×

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2

𝛼2

√︀

𝜋(𝑦 − 𝑡)
, 𝑗 = 2,

− 2(𝑦 − 𝑡)−1/2

√
𝜋𝛼3

[︀
1 + 𝜇3

2 (1− 𝑦)
]︀ , 𝑗 = 3,

Φ2(𝑦, 𝜏1) = 𝜙′
1

(︁𝑦

2

)︁

+
1

2𝛼2
√
𝜋𝑦

×
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×
∫︁ 1

0

+∞∑︁

𝑛=−∞
exp

(︁

−4𝑛2 + 𝜉2

4𝑦

)︁(︁𝜉

𝑦
ch 4𝜉𝑛− 𝑛

𝑦
sh 4𝜉𝑛

)︁

𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉,

Φ3(𝑦, 𝜏1) =
1

2𝛼3
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁

𝑛=−∞
exp

(︁

−(1 + 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁

×

×
(︁ 𝜉

𝑦
ch 2𝜉(1 + 2𝑛)− 1 + 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(1 + 2𝑛)

)︁

𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉 + 𝜙′
2

(︁𝑦 + 1

2

)︁

,

а известная функция 𝜏1(𝑥) определяется из (34) и (37).
Принимая во внимание, что

lim
𝑧→0

𝑧−𝜎 exp
(︁

−1

𝑧

)︁

= 0,

для любых фиксированных 𝜎 > 0 с учетом (12), (36) заключаем следующее:

1) ядра 𝑀𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 2, 3, непрерывны в {(𝑦, 𝑡) : 0 6 𝑡 < 𝑦 6 1} и при 𝑦 → 𝑡
допускают оценку

|𝑀𝑗(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐2(𝑦 − 𝑡)−1/2; (40)

2) ядра𝑁𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 2, 3, непрерывны и ограничены в {(𝑦, 𝑡) : 0 6 𝑡 6 𝑦 6 1},
т.е.

|𝑁𝑗(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐3; (41)

3) для функций Φ𝑗(𝑦, 𝜏1), 𝑗 = 2, 3, имеет место следующая принадлеж-
ность:

Φ𝑗(𝑦, 𝜏1) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1). (42)

Таким образом, интегральные уравнения (38) и (39) являются интеграль-
ными уравнениями Вольтерра второго рода со слабой особенностью.

Согласно теории интегральных уравнений Вольтерра второго рода за-
ключаем, что интегральное уравнение (38) однозначно разрешимо в классе
𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1) и его решение дается формулой

𝜏 ′2(𝑦) = Φ2(𝑦, 𝜏1) +

∫︁ 𝑦

0
𝑁2(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑦

0
𝑀*

2 (𝑦, 𝑡)

[︂

Φ2(𝑡, 𝜏1) +

∫︁ 𝑡

0
𝑁2(𝑡, 𝑧)𝜏

′
3(𝑧) 𝑑𝑧

]︂

𝑑𝑡, (0, 𝑦) ∈ 𝐽2, (43)

где 𝑀*
2 (𝑦, 𝑡)— резольвента ядра 𝑀2(𝑦, 𝑡).

Подставляя (43) в (39), после некоторых преобразований получим инте-
гральное уравнение Вольтерра второго рода относительно функции 𝜏 ′3(𝑦):

𝜏 ′3(𝑦)−
∫︁ 𝑦

0
𝑀4(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡 = Φ4(𝑦, 𝜏1), 𝑦 ∈ 𝐽3, (44)

где
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𝑀4(𝑦, 𝑡) =𝑀3(𝑦, 𝑡) +

∫︁ 𝑦

𝑡
𝑁3(𝑦, 𝑧)𝑁2(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 +

+

∫︁ 𝑦

𝑡
𝑁3(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧

∫︁ 𝑧

𝑡
𝑀*

2 (𝑧, 𝑠)𝑁2(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠, (45)

Φ4(𝑦, 𝜏1) =

∫︁ 𝑦

0
𝑁3(𝑦, 𝑡)Φ2(𝑡, 𝜏1) 𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑦

0
𝑁3(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑀*

2 (𝑡, 𝑧)Φ2(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧 +Φ3(𝑦, 𝜏1). (46)

В силу (9), (12), (42) из (45) и (46) следует, что

|𝑀4(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐4(𝑦 − 𝑡)−1/2, 0 6 𝑡 < 𝑦 6 1,

a для функции Φ4(𝑦, 𝜏1) имеет место следующая принадлежность:

Φ4(𝑦, 𝜏1) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1). (47)

Интегральное уравнение (44) является интегральным уравнением Воль-
терра второго рода со слабой особенностью, его решение будем искать в клас-
се 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1).

Согласно теории интегральных уравнений Вольтерра второго рода [19]
решение уравнения (44) запишем в виде

𝜏 ′3(𝑦) =
∫︁ 𝑦

0
𝑀*

4 (𝑦, 𝑡)Φ4(𝑡, 𝜏1) 𝑑𝑡+Φ4(𝑦, 𝜏1), (0, 𝑦) ∈ 𝐽3, (48)

где 𝑀*
4 (𝑦, 𝑡)— резольвента ядра 𝑀4(𝑦, 𝑡) уравнения (44).

В силу 𝜏2(0) = 𝜏3(0) = 0 из (43) и (48) соответственно находим функцию
𝜏2(𝑦) и 𝜏3(𝑦):

𝜏2(𝑦) =

∫︁ 𝑦

0

{︂

Φ2(𝜔, 𝜏1) +

∫︁ 𝜔

0
𝑁2(𝜔, 𝑡) 𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑀*

4 (𝑡, 𝑧)Φ4(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧 +

+

∫︁ 𝜔

0
𝑁2(𝜎, 𝑡)Φ4(𝑡, 𝜏1)𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝜔

0
𝑀*

2 (𝜔, 𝑡)

[︂

Φ2(𝑡, 𝜏1) +

∫︁ 𝑡

0
𝑁2(𝑡, 𝑧)Φ4(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧

]︂

𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝜔

0
𝑀*

2 (𝜔, 𝑡)

[︂

Φ2(𝑡, 𝜏1) +

+

∫︁ 𝑡

0
𝑁2(𝑡, 𝑧) 𝑑𝑧

∫︁ 𝑧

0
𝑀*

4 (𝑧, 𝑠)Φ4(𝑠, 𝜏1) 𝑑𝑠

]︂

𝑑𝑡

}︂

𝑑𝜔, (0, 𝑦) ∈ 𝐽2, (49)
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𝜏3(𝑦) =

∫︁ 𝑦

0

[︂∫︁ 𝑡

0
𝑀*

4 (𝑡, 𝑧)Φ4(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧 +Φ4(𝑡, 𝜏1)

]︂

𝑑𝑡, (0, 𝑦) ∈ 𝐽3. (50)

Поставляя (34), (49), (50) в (26) и (27), с учетом (7), (8), (16), (17), (36),
(40)ҫ(42) и (47) определим функции 𝜈−𝑗 (𝑦) и 𝜈+𝑗 (𝑦) из класса 𝐶[0, 1]∩𝐶1(0, 1).

Таким образом, решение поставленной задачи можно восстановить в об-
ласти Ω0 как решение первой краевой задачи для уравнения (1) (см. (21)),
а в областях Ω𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, — как решение задачи Коши для уравнения (1)
(см. (13)). Следовательно, задача однозначно разрешима. �

Замечание. Аналогично можно доказать однозначную разрешимость по-
ставленной задачи в случаях IҫIII.
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Аннотация

Изучается разрешимость некоторых нелокальных аналогов второй
начально-краевой задачи для многомерных гиперболических и парабо-
лического уравнений второго порядка. Доказываются теоремы суще-
ствования и единственности регулярных (имеющих все суммируемые
с квадратом обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в
уравнение) решений. Приводятся также некоторые обобщения и усиле-
ния полученных результатов.
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Введение

Целью настоящей работы является получение новых результатов исследо-
ваний разрешимости пространственно нелокальных краевых задач с услови-
ями интегрального вида для гиперболических и параболических уравнений
второго порядка.

Направление в теории дифференциальных уравнений, связанное с иссле-
дованием разрешимости нелокальных задач с граничными условиями инте-
грального вида, берет свое начало, по-видимому, с работ [1, 2], опубликован-
ных в 1963 и 1964 годах соответственно. Важную роль в развитии данного
направления сыграла работа [3], опубликованная в 1977 году. Среди после-
дующих работ (в целом весьма многочисленных) выделим наиболее близкие
к методам настоящей статьи [4ҫ16, 18].

Заметим, что большинство работ, посвященных исследованию разрешимо-
сти краевых задач с граничными условиями интегрального вида, относится
к одномерному по пространственным переменным случаю.

В работе [10] был предложен новый подход к многомерным задачам с гра-
ничными условиями интегрального вида, позволивший изучить разрешимость
нелокальных краевых задач для различных классов интегральных диффе-
ренциальных уравнений (см. также работы [11, 15]). Этот подход связывал
разрешимость той или иной нелокальной задачи со взаимной однозначностью
некоторого оператора Фредгольма второго рода, построенного по изучаемой
задаче. А в работе [17] было показано, что для нелокального аналога вто-
рой начально-краевой задачи для многомерных параболических уравнений
второго порядка с граничным смещением интегрального вида условие взаим-
ной однозначности не требуется, но при этом возникают условия финитности
начальной функции и свободного члена.

В настоящей работе показано, что и в случае многомерных гиперболиче-
ских уравнений второго порядка для разрешимости нелокальных аналогов
второй начально-краевой задачи с граничным смещением интегрального ви-
да условие взаимной однозначности соответствующего оператора Фредголь-
ма не потребуется. Кроме того, показано, что как в гиперболическом случае,
так и в параболическом, условия финитности начальных функций и свобод-
ного члена не требуются. Приводятся примеры других уравнений, для кото-
рых разрешимость некоторых нелокальных аналогов второй начально-крае-
вой задачи может быть установлена без соответствующего условия взаимной
однозначности.

Уточним, что метод настоящей работы существенно отличается от метода
работы [17]. Кроме этого, сделаем еще два замечания:

ҫ в работе [19] приведено обоснование использования понятия нелокаль-
ности в изучении физических, химических и т. п. процессов; именно
эффекты нелокальности и приводят к задачам математического моде-
лирования с граничными условиями интегрального вида;

ҫ все построения и рассуждения в настоящей работе проводятся на ос-
нове пространств Лебега 𝐿𝑝 и Соболева 𝑊 𝑙

𝑝; cвойства функций из этих
пространств можно найти в монографиях [20ҫ22].
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Вторая начально-краевая задача с интегральным смещением. . .

1. Постановка задачи

Пусть Ω— ограниченная область из пространства R
𝑛 с гладкой (бесконеч-

но дифференцируемой) границей Γ, 𝑄— цилиндр Ω× (0, 𝑇 ) конечной высоты
𝑇 , 𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )— боковая граница 𝑄. Далее, пусть 𝑐(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑥, 𝑡)—
заданные функции, определенные при 𝑥 ∈ Ω, 𝑦 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; 𝐿1 и 𝐿2 — диф-
ференциальные операторы, действия которых определяются равенствами

𝐿1𝑣 = 𝑣𝑡𝑡 −Δ𝑣 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑣, 𝐿2𝑣 = 𝑣𝑡 −Δ𝑣 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑣

(Δ— оператор Лапласа по переменным 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

Нелокальная задача I. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилин-
дре 𝑄 решением уравнения

𝐿1𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈
−

∫︁

Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

⃒
⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆 = 0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (3)

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω. (4)

Нелокальная задача II. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре
𝑄 решением уравнения

𝐿2𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (5)

и такую, что для нее выполняются условия (2) и (3).

В изучаемых задачах условие (2) является нелокальным аналогом гра-
ничного условия второй начально-краевой задачи для гиперболических или
параболических уравнений. Именно это условие и определяет интегральный
оператор Фредгольма, использованный в работе [10].

2. Разрешимость нелокальных задач I и II

Определим функцию 𝑁1(𝑥, 𝑦) как решение задачи

Δ𝑥𝑁1(𝑥, 𝑦)−𝑁1(𝑥, 𝑦) = 0, (6)

𝜕𝑁1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜈
= 𝑁(𝑥, 𝑦) при 𝑥 ∈ Γ, 𝑦 ∈ Ω

(переменная 𝑦 в этой задаче является параметром).

Теорема 1. Пусть выполняются условия

𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝑁(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶3(Ω× Ω).

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) такой, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄),
нелокальная задача I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡) такое, что

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

2 (Ω)),
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𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝑀 — оператор, определенный на простран-
стве 𝐿2(Ω) и ставящий в соответствие функции 𝑣(𝑥) функцию (𝑀𝑣)(𝑥):

(𝑀𝑣)(𝑥) =

∫︁

Ω
𝑁1(𝑥, 𝑦)𝑣(𝑦)𝑑𝑦.

Возможны два случая:
1) число 1 не является собственным числом оператора 𝑀 ;
2) число 1 является собственным числом оператора 𝑀 .
В первом случае оператор 𝐼−𝑀 будет непрерывно обратимым оператором

из 𝐿2(Ω) в 𝐿2(Ω), и тем самым для нелокальной задачи I будут выполняться
все условия работы [10]. Следовательно, эта задача будет иметь решение,
принадлежащее требуемому в теореме классу.

Пусть теперь имеет место второй случай.
Как известно [23, гл. VI, љ 24], спектр оператора 𝑀 состоит из не более

чем счетного множества собственных чисел, причем это множество может
иметь своей предельной точкой лишь число 0. Следовательно, существует
число 𝜀0 такое, что 𝜀0 ∈ (0, 1), и на интервале (1 − 𝜀0, 1) нет собственных
чисел оператора 𝑀 .

Для числа 𝜀 из интервала (1−𝜀0, 1) рассмотрим следующую задачу: найти
функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре 𝑄 решением уравнения (1) и та-
кую, что для нее выполняются условия (3) и (4), а также условие

(1− 𝜀)
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝜈
−

∫︁

Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

⃒
⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆 = 0. (7)

Этой задаче соответствует оператор (1 − 𝜀)𝐼 − 𝑀 (см. [10]). Поскольку
число 1 − 𝜀 не является собственным числом оператора 𝑀 , согласно [10],
нелокальная задача (1), (3), (4), (7) имеет решение 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) такое, что 𝑢𝜀 ∈
∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)), 𝑢
𝜀
𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

2 (Ω)), 𝑢
𝜀
𝑡𝑡 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)). Покажем,

что для семейства {𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)} имеют место априорные оценки, достаточные
для осуществления процедуры предельного перехода.

Рассмотрим равенство

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝐿1𝑢

𝜀𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏.

С помощью интегрирования по частям и использования условий (3), (4), (7)
данное равенство нетрудно преобразовать к виду

1

2

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑡 (𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥+
1

2

𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥 =

=
1

1− 𝜀

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Γ

(︂∫︁

Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢𝜀𝜏 (𝑦, 𝜏)𝑑𝑦

)︂

𝑢𝜀(𝑥, 𝜏)𝑑𝑠𝑑𝜏 −

− 1

1− 𝜀

∫︁

Γ

(︂∫︁

Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢𝜀(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

)︂

𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)𝑑𝑠−
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−
∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑐𝑢𝜀𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏. (8)

Для функции 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) имеют место неравенства

∫︁

Γ
[𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑠 6 𝛿

𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥+ 𝑐(𝛿)

∫︁

Ω
[𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥, (9)

∫︁

Ω
[𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑠 6 𝑇

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝜏 (𝑥, 𝜏)]

2𝑑𝑥𝑑𝜏. (10)

В первом из этих неравенств 𝛿— произвольное положительное число; само
по себе это неравенство является следствием теоремы вложения [21, гл. II, љ 2].
Второе неравенство элементарно доказывается с помощью формулы Ньюто-
на—Лейбница.

Используя неравенства (9) и (10), подбирая число 𝛿 малым, применяя
неравенство Юнга и, наконец, используя лемму Гронуолла, получим, что
следствием равенства (8) будет априорная оценка

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑡 (𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥+

𝑛∑︁

𝑖=0

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥 6 𝑅1

∫︁

𝑄
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡, (11)

постоянная 𝑅1 в которой определяется лишь функциями 𝑐(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑥, 𝑦),
а также числом 𝑇 и областью Ω.

На следующем шаге рассмотрим равенство

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
(𝐿1𝑢

𝜀)𝜏𝑢
𝜀
𝜏𝜏𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑓𝜏𝑢

𝜀
𝜏𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏.

Фактически повторяя предыдущие рассуждения, но при этом используя
оценку (11) и учитывая, что имеет место равенство 𝑢𝜀𝑡𝑡(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥, 0), полу-
чим, что для функций 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) имеет место вторая априорная оценка

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=2

∫︁

Ω
[𝑢𝜀𝑥𝑖𝑡(𝑥, 𝑡)]

2𝑑𝑥 6 𝑅2

∫︁

𝑄
(𝑓2 + 𝑓2𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡, (12)

c постоянной 𝑅2, определяющейся лишь функциями 𝑐(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑥, 𝑡), а также
числом 𝑇 и областью Ω.

С помощью неравенств (11) и (12) нетрудно показать, что для функции
𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) имеет место третья априорная оценка

∫︁

Ω
[Δ𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)]2𝑑𝑥 6 𝑅3

∫︁

𝑄
(𝑓2 + 𝑓2𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡, (13)

постоянная𝑅3 в которой вновь определяется лишь функциями 𝑐(𝑥, 𝑡) и𝑁(𝑥, 𝑡),
числом 𝑇 и областью Ω.

Определим функцию

𝑤𝜀(𝑥, 𝑡) = (1− 𝜀)𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)−
∫︁

Ω
𝑁1(𝑥, 𝑦)𝑢

𝜀(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦.
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Имеют место равенства

𝐿1𝑤
𝜀(𝑥, 𝑡) = (1− 𝜀)𝑓 −

∫︁

Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢𝜀𝑡𝑡(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 +

+

∫︁

Ω
[Δ𝑥𝑁(𝑥, 𝑦)− 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑁(𝑥, 𝑦)]𝑢𝜀(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦,

𝜕𝑤𝜀(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈

⃒
⃒
⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆

= 0.

Умножая первое из этих равенств на функцию 𝑤𝜀
𝑡 (𝑥, 𝑡)−Δ𝑤𝜀

𝑡 (𝑥, 𝑡), инте-
грируя по цилиндру c переменной высотой (переменным верхним пределом),
используя второе равенство и неравенства (11)ҫ(13), получим, что для функ-
ций 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡) имеют место оценки, аналогичные полученным выше оценкам
для функций 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), но с другими постоянными 𝑅′

1, 𝑅
′
2, 𝑅

′
3 в правой части.

Из доказанных оценок для функции 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡), а также из обращения про-

изводной 𝜕𝑤𝜀(𝑥,𝑡)
𝜕𝜈 в нуль на границе 𝑆 и второго основного неравенства для

эллиптических операторов [21, гл. III, љ 8] следует, что для функции 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡)
выполняются включения

𝑤𝜀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)), 𝑤𝜀

𝑡 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)),

𝑤𝜀
𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)),

причем нормы функций 𝑤𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑤𝜀
𝑡 (𝑥, 𝑡), 𝑤

𝜀
𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) в соответствующих про-

странствах будут ограничены равномерно по 𝜀. Но тогда и для функций
𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑢𝜀𝑡 (𝑥, 𝑡), 𝑢

𝜀
𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) будут выполняться те же включения, и нормы этих

функций в пространствах 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1

2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω))
будут ограничены равномерно по 𝜀.

Установленные оценки и включения позволяют осуществить стандартную
процедуру предельного перехода.

Выберем последовательность {𝜀𝑚}∞𝑚=1 так, чтобы 𝜀𝑚 ∈ (1− 𝜀0, 1), 𝜀𝑚 → 0
при 𝑚→ ∞. Пусть 𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)— решение задачи (1), (3), (4), (7) в случае 𝜀 = 𝜀𝑚.
Семейства {𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1, {𝑢𝑚𝑡(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1, {𝑢𝑚𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)}∞𝑚=1 ограничены равно-
мерно по𝑚 в пространствах 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 1
2 (Ω)), 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω))

соответственно. Из этих оценок и теорем вложения [20ҫ22] следует, что су-
ществуют последовательность {𝑚𝑘}∞𝑘=1 натуральных чисел и функция 𝑢(𝑥, 𝑡)
такие, что при 𝑘 → ∞ имеют место сходимости

𝑢𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡) → 𝑢(𝑥, 𝑡) слабо в пространстве 𝑊 2

2 (𝑄),

𝑢𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡) → 𝑢(𝑥, 𝑡) сильно в пространстве 𝑊 1

2 (𝑄),

𝑢𝑚𝑘𝑥𝑖(𝑥, 𝑡) → 𝑢𝑥𝑖(𝑥, 𝑡) сильно в пространстве 𝐿2(𝑆), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝜀𝑚𝑘

𝜕𝑢𝑚𝑘
(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈
→ 0 сильно в пространстве 𝐿2(𝑆).

Очевидно, что предельная функция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет решением из простран-
ства 𝑊 2

2 (𝑄) нелокальной задачи I. Более того, для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) сохранят-
ся оценки (11)ҫ(13), а также оценки производных 𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑥, 𝑡) в пространстве
𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)). А это означает, что функция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет решением нело-
кальной задачи I из требуемого класса. �
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Теорема 2. Пусть выполняются условия

𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝑁(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(Ω× Ω).

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) такой, что 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), нелокальная
задача II имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡) такое, что

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
2
2 (Ω)), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄).

До к а з ат е л ь ств о. Вновь обратимся к оператору 𝑀 . Если число 1 не
является собственным значением оператора 𝑀 , то нелокальная задача II име-
ет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее требуемому классу. Это нетрудно дока-
зать, используя методы работы [10]. Если же число 1 является собственным
значением оператора 𝑀 , то можно вновь воспользоваться методом регуля-
ризации. Необходимые для осуществления процедуры предельного перехода
априорные оценки нетрудно получить, анализируя последовательно равен-
ства

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝐿2𝑢

𝜀𝑢𝜀𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀𝑑𝑥𝑑𝜏,

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝐿2𝑢

𝜀𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏

(𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)— решение уравнения (5) при выполнении регуляризованного уло-
вия (6)), а также условия (3). Теоремы вложения позволяют с помощью по-
лученных оценок выбрать последовательность из семейства {𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)}, сходя-
щуюся к решению нелокальной задачи II. �

3. Замечания и дополнения

1. Для решения нелокальных задач I и II при выполнении условий теоре-
мы 1 и 2 имеет место свойство единственности. Это свойство нетрудно
доказать, анализируя равенства

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝐿1𝑢𝑢𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀𝜏𝑑𝑥𝑑𝜏,

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝐿2𝑢𝑢𝑑𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

∫︁

Ω
𝑓𝑢𝜀𝑑𝑥𝑑𝜏

(𝑢(𝑥, 𝑡)— решение нелокальных задач I или II из указанных в теоремах
существования классов). Заметим, что обратимость или необратимость
оператора 𝑀 здесь не играет никакой роли.

2. В нелокальных задачах I и II оператор Лапласа можно заменить более
общим линейным эллиптическим оператором второго порядка, а гра-
ничные условия (2) нелокальных задач I и II можно заменить условием
третьей краевой задачи

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈
+ 𝜎(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)−

∫︁

Ω
𝑁(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

⃒
⃒
(𝑥,𝑡)∈𝑆 = 0.
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3. Комбинируя метод настоящей работы и работы [10], можно получить
новые условия разрешимости интегральных аналогов второй или тре-
тьей краевых задач для некоторых других классов дифференциальных
уравнений, например, для уравнения

𝑢𝑡𝑡𝑡 + 𝛼𝑢𝑡𝑡 − 𝛽Δ𝑢𝑡 −Δ𝑢 = 𝑓,

моделирующего звуковые волны высокой плотности [24] (здесь 𝛼 и 𝛽 —
положительные постоянные).
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Аннотация

Рассматривается проблема оценки прочности и ресурса ответствен-
ных инженерных объектов, условия эксплуатации которых характери-
зуются высокотемпературными нестационарными термомеханическими
воздействиями, приводящими к деградации начальных прочностных
свойств конструкционных материалов (металлов и их сплавов) по ме-
ханизму длительной прочности.

С позиции механики поврежденной среды развита математическая
модель, описывающая кинетику напряженно-деформированного состоя-
ния и накопления повреждений при деградации материала по механизму
длительной прочности в условиях сложного многоосного напряженного
состояния.

Предложена экспериментально-теоретическая методика нахождения
материальных параметров и скалярных функций определяющих соот-
ношений механики поврежденной среды по результатам специально по-
ставленных экспериментов на лабораторных образцах.
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Приводятся результаты экспериментальных исследований и числен-
ного моделирования процесса кратковременной высокотемпературной
ползучести титанового сплава ВТ6 при одноосных и многоосных напря-
женных состояниях. Численные результаты сравниваются с данными
натурных экспериментов. Особое внимание уделяется вопросам модели-
рования процесса нестационарной ползучести для сложных режимов де-
формирования, сопровождающихся вращением главных площадок тен-
зоров напряжений, деформаций и деформаций ползучести с учетом воз-
действия агрессивной среды, которая имитируется путем предваритель-
ного наводораживания лабораторных образцов до различной концен-
трации водорода по массе.

Показано, что развитый вариант определяющих соотношений меха-
ники поврежденной среды позволяет с достаточной для инженерных
расчетов точностью описывать процессы нестационарной ползучести
и длительной прочности конструкционных сплавов при многоосных на-
пряженных состояниях с учетом воздействия агрессивной среды (водо-
родной коррозии).
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повреждение, ресурс, математическое моделирование, базовый экспери-
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Введение. Особенностью работы элементов конструкций, разрушающих-
ся в результате высокотемпературной ползучести, является нестационарность
теплового и силового воздействий, которые определяют характер процесса
деформирования материала в зонах концентрации напряжений и включа-
ют выдержки различной длительности при различных уровнях напряжений
и температуры [1ҫ4].

Многочисленные результаты экспериментальных исследований свидетель-
ствуют о том, что при термоциклическом нагружении с различной длительно-
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стью циклов нагружения характер разрушения различается вследствие раз-
личия комбинаций двух основных видов повреждения: процесса поврежде-
ния, вызванного деформацией ползучести и развивающегося в основном по
границам зерен (межкристаллитное разрушение), и процесса повреждения,
вызванного пластической деформацией по плоскостям скольжения дислока-
ций (транскристаллитное разрушение).

Вследствие того, что процессы накопления повреждений зависят от кине-
тики напряженно-деформированного состояния (НДС), точность расчетных
оценок прочности и ресурса конструктивных элементов будет зависеть от то-
го, насколько используемая математическая модель механики поврежденной
среды (МПС) достоверно описывает процессы деформирования и поврежде-
ния опасных зон элементов конструкции в заданных условиях эксплуатации
и насколько точно определены параметры материала, входящие в использу-
емую математическую модель.

Ресурс элементов конструкций, работающих в условиях повышенных тем-
ператур и механических воздействий, имеющих циклический характер, опре-
деляется в основном физическими процессами малоцикловой усталости и на-
коплением повреждений в результате процесса ползучести, которые приводят
к одному из наиболее опасных типов разрушения — хрупкому разрушению
конструкций, изначально изготовленных из пластичных материалов.

Для описания стандартных кривых ползучести предложено много упро-
щенных одномерных определяющих уравнений. Однако эти формулы при-
годны только для случая постоянных напряжений и представляют собой по-
пытку математической формализации первой и второй стадий процесса пол-
зучести [5ҫ10].

При переменных напряжениях получили развитие модели временного и де-
формационного упрочнения [9, 10]. Однако определяющие соотношения пол-
зучести, представленные в форме моделей временного и деформационного
упрочнения, предназначены лишь для описания первой и второй стадий про-
цесса ползучести. Они не охватывают всех стадий процесса ползучести, а так-
же не описывают важного явления обратной ползучести при разгрузке ма-
териала. Поэтому в ряде случаев необходимо строить более сложные опре-
деляющие соотношения ползучести и длительной прочности [11ҫ24]. В ра-
ботах отечественных и зарубежных исследователей, которые можно найти
в [9], предложено большое количество разных формулировок моделей ползу-
чести. Можно утверждать, что соотношения, основанные на обобщении моде-
лей упрочнения путем применения концепции «скрытых» или «внутренних»
параметров состояния, позволяют описывать численно в хорошем согласии
с экспериментальными данными многоосные напряженные состояния. Такие
соотношения обладают двумя важными преимуществами: позволяют охва-
тить широкий диапазон поведения материалов, включая определение скле-
рономной пластической деформации и реономной деформации ползучести,
и в то же время очень удобны для анализа действующих эффективных на-
пряжений.

Особое внимание необходимо уделять экспериментальным исследованиям
процессов высокотемпературной ползучести при многоосном нагружении, так
как данная экспериментальная информация является базисом для построе-
ния достоверной математической модели, позволяющей учитывать эффекты,
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возникающие при сложных непропорциональных нагружениях и существен-
ным образом влияющих на точность расчетов длительной прочности кон-
струкций.

В настоящей работе на базе работ отечественных и зарубежных исследо-
вателей [1,11ҫ18] развита математическая модель МПС, предназначенная для
описания процессов нестационарной ползучести и длительной прочности по-
ликристаллических конструкционных сплавов. Проведена оценка достовер-
ности предложенных определяющих соотношений МПС путем сравнения с
опытными данными численных результатов процесса кратковременной вы-
сокотемпературной ползучести титанового сплава ВТ6 при одноосном и мно-
гоосном напряженных состояниях с учетом воздействия агрессивной среды
(наводораживания).

1. Экспериментальное оборудование и программа испытаний. Воз-
можности испытательного оборудования [26ҫ30] с интегрированным матема-
тическим обеспечением позволяют создать различные программы испыта-
ний. В работе [26] представлены результаты экспериментальных исследова-
ний кратковременной высокотемпературной ползучести титанового сплава
ВТ6, полученные на лабораторных трубчатых образцах в условиях одноос-
ного и многоосного напряженных состояний по схеме «мягкого» нагружения
при температуре 600 ℃. Часть испытаний проводилась на образцах из иссле-
дуемого материала в состоянии поставки. Для исследования влияния водо-
родной коррозии на механические характеристики сплава ВТ6 ряд образцов
был подвергнут влиянию агрессивной среды (наводораживанию при концен-
трациях водорода по массе 0.15 % и 0.3 %).

Эксперименты получены при кручении образцов (рис. 1, схемы A, B) с ин-
тенсивностями действующих напряжений 𝜎𝑖 = 50 и 66 МПа, при одноосном
растяжении (рис. 1, схемы CҫF) с интенсивностями напряжений 𝜎𝑖 = 30, 66,
78 и 90 МПа и при многоосном нагружении при двух уровнях интенсивно-
сти напряжений 𝜎𝑖 = 50 и 78 МПа и углах между компонентами тензора
напряжений 𝜎11 и 𝜎12, равных 30∘ и 60∘ соответственно (рис. 1, схема J).

На рис. 1 графически представлены программы нагружения, где красной
стрелкой указан вектор действующего напряжения в экспериментальных ис-
следованиях процесса ползучести, а указанные радиусы окружностей равны
следующим значениям: 𝜎𝑖(1) = 30 МПа, 𝜎𝑖(2) = 50 МПа, 𝜎𝑖(3) = 66 МПа,
𝜎𝑖(4) = 78 МПа, 𝜎𝑖(5) = 90 МПа.

По результатам проведенных экспериментальных исследований постро-
ены кривые ползучести — зависимости деформаций ползучести от времени
(𝑒𝑐11(𝑡), 𝑒

𝑐
12(𝑡)) для указанных выше программ нагружения (рис. 5ҫ22).

2. Определяющие соотношения механики поврежденной среды.
Модель поврежденной среды, развитая для описания деградации начальных
прочностных свойств материала по механизму длительной прочности, состо-
ит из трех взаимосвязанных составных частей:

ҫ соотношений, описывающих вязкопластическое поведение материала
с учетом зависимости процесса разрушения;

ҫ эволюционных уравнений, описывающих кинетику накопления повре-
ждений;

ҫ критерия прочности поврежденного материала.
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Рис. 1. Программы нагружения лабораторных об-
разцов в пространстве напряжений [Figure 1. Loading

schemes for laboratory specimens in stress space]

2.1. Определяющее соотношение термоползучести. Для проведе-
ния расчетных оценок процесса ползучести использовалась математическая
модель, где предполагается, что закономерности изменения внутренних пара-
метров состояния материала определяются двумя физическими механизма-
ми: упрочнением и разупрочнением материалов. Такой подход имеет аналог
в математической теории пластичности (теории течения).

Основные положения используемого варианта соотношений нестационар-
ной ползучести, предложенного Ю. Г. Коротких и развитого в работах его
учеников (И. А. Волков, Д. А. Казаков, Д. Н. Шишулин), заключаются в сле-
дующем [1,11,21,25].

1. Рассматриваются начально изотропные среды.
2. Тензоры деформаций и скоростей деформаций представляют собой

сумму «мгновенной» и «временной» составляющих. «Мгновенная» со-
ставляющая состоит из упругой компоненты, не зависящей от исто-
рии деформирования и определяющей конечное состояние процесса,
и пластической компоненты, зависящей от истории процесса деформи-
рования. Временная составляющая (деформаций ползучести) описы-
вает временную зависимость процессов деформирования при низких
скоростях нагружения.
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3. В пространстве напряжений существует семейство эквипотенциальных
поверхностей ползучести радиуса 𝐶𝑐 и координат общего центра 𝜌𝑐𝑖𝑗 ,
векторы скоростей деформаций ползучести к которой направлены по
нормали.

4. Изменение объема элемента тела упругое, т.е. 𝑒𝑝𝑖𝑖 = 𝑒𝑐𝑖𝑖 = 0.
5. Рассматриваются процессы деформирования, характеризующиеся ма-

лыми деформациями.

Принимается, что компоненты тензора деформаций 𝑒𝑖𝑗 и их скоростей �̇�𝑖𝑗
являются суммами упругих составляющих 𝑒𝑒𝑖𝑗 , �̇�

𝑒
𝑖𝑗 , пластических составляю-

щих 𝑒𝑝𝑖𝑗 , �̇�
𝑝
𝑖𝑗 и деформаций ползучести 𝑒𝑐𝑖𝑗 , �̇�

𝑐
𝑖𝑗 :

𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑒𝑖𝑗 + 𝑒𝑝𝑖𝑗 + 𝑒𝑐𝑖𝑗 , �̇�𝑖𝑗 = �̇�𝑒𝑖𝑗 + �̇�𝑝𝑖𝑗 + �̇�𝑐𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. (1)

Связь между тензором напряжений и тензором упругих деформаций на
базе уравнений термоупругости определяется зависимостями

𝜎 = 3𝐾[𝑒− 𝛼𝑇 ], �̇� = 3𝐾
[︀
�̇�− �̇�𝑇 − 𝛼�̇�

]︀
+
�̇�

𝐾
𝜎, (2)

𝜎′𝑖𝑗 = 2𝐺𝑒′𝑒𝑖𝑗 , �̇�𝑖𝑗 = 2𝐺�̇�′𝑒𝑖𝑗 +
�̇�

𝐺
𝜎′𝑖𝑗 , 𝑒′𝑒𝑖𝑗 = 𝑒′𝑖𝑗 − 𝑒𝑐𝑖𝑗 − 𝑒𝑝𝑖𝑗 , (3)

где 𝜎, 𝑒— шаровые, а 𝜎′𝑖𝑗 , 𝑒
′
𝑖𝑗 — девиаторные компоненты тензоров напря-

жений 𝜎𝑖𝑗 и деформаций 𝑒𝑖𝑗 соответственно; 𝐺 = 𝐺(𝑇 )— модуль сдвига;
𝐾 = 𝐾(𝑇 )— объемный модуль упругости; 𝛼 = 𝛼(𝑇 )— коэффициент темпера-
турного расширения, 𝑇 — температура.

Для описания процессов ползучести вводим в пространстве напряжений
эквипотенциальные поверхности ползучести 𝐹𝑐, имеющие общий центр 𝜌𝑐𝑖𝑗
и различные радиусы 𝐶𝑐, определяемые текущим напряженным состоянием

𝐹 (𝑖)
𝑐 = 𝑆𝑐

𝑖𝑗𝑆
𝑐
𝑖𝑗 − 𝐶2

𝑐 = 0, 𝑆𝑐
𝑖𝑗 = 𝜎′𝑖𝑗 − 𝜌𝑐𝑖𝑗 , 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (4)

согласно ассоциированному закону

�̇�𝑐𝑖𝑗 = 𝜆𝑐
𝜕𝐹

(𝑖)
𝑐

𝜕𝑆𝑐
𝑖𝑗

= 𝜆𝑐𝑆
𝑐
𝑖𝑗 , (5)

где 𝜆𝑐 соответствует текущей поверхности 𝐹
(𝑖)
𝑐 , определяющей текущее на-

пряженное состояние 𝑆𝑐
𝑖𝑗 .

Среди этих эквипотенциальных поверхностей можно выделить поверх-
ность с радиусом 𝐶𝑐, соответствующую нулевой скорости ползучести:

𝐹 (0)
𝑐 = 𝑆𝑐

𝑖𝑗𝑆
𝑐
𝑖𝑗 − 𝐶2

𝑐 = 0, 𝑆𝑐
𝑖𝑗 = �̄�′𝑖𝑗 − 𝜌𝑐𝑖𝑗 , (6)

где 𝑆𝑐
𝑖𝑗 и �̄�′𝑖𝑗 — совокупность напряженных состояний, отвечающих (с опре-

деленным допуском) нулевой скорости ползучести, 𝐶𝑐 — экспериментально
определяемая функция температуры 𝑇 и 𝜒𝑐:

𝜒𝑐 =

∫︁ 𝑡

0
�̇�𝑐 𝑑𝑡, 𝜒𝑐 =

(︁2

3
�̇�𝑐𝑖𝑗 �̇�

𝑐
𝑖𝑗

)︁1/2
. (7)
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Эволюционное уравнение для изменения координат центра поверхности
ползучести имеет вид [1,11]

�̇�𝑐𝑖𝑗 = 𝑔𝑐1�̇�
𝑐
𝑖𝑗 − 𝑔𝑐2𝜌

𝑐
𝑖𝑗�̇�𝑐, (8)

где 𝑔𝑐1 и 𝑔𝑐2 > 0— экспериментально определяемые материальные параметры.
Конкретизируя соотношение (5), закон градиентальности можно предста-

вить в виде

�̇�𝑐𝑖𝑗 = 𝜆𝑐(𝜓𝑐, 𝑇 )𝑆
𝑐
𝑖𝑗 = 𝜆𝑐𝜓𝑐𝑆

𝑐
𝑖𝑗 =

𝜆𝑐
𝐶𝑐

(︀√︁

𝑆𝑐
𝑖𝑗𝑆

𝑐
𝑖𝑗 − 𝐶𝑐

)︀
𝑆𝑐
𝑖𝑗 , (9)

𝜓𝑐 =
1

𝐶𝑐

(︀√︁

𝑆𝑐
𝑖𝑗𝑆

𝑐
𝑖𝑗 − 𝐶𝑐

)︀
. (10)

В выражении (9) 𝜆𝑐 = 𝜆𝑐(𝜎𝑖)— экспериментально определяемая функция.
Длина траектории деформаций ползучести примет вид

�̇�𝑐 =
√︀

2/3𝜆𝑐
(︀√︁

𝑆𝑐
𝑖𝑗𝑆

𝑐
𝑖𝑗 − 𝐶𝑐

)︀
. (11)

Зависимость 𝜒𝑐 от времени 𝑡 при 𝑆𝑐
𝑖 = const для многоосного деформирования

по лучевой траектории имеет вид, представленный на рис. 2.

Рис. 2. Обобщенная кривая ползучести

[Figure 2. Typical creep curve]

На кривой 𝜒𝑐(𝑡) с определенной долей условности можно выделить три
участка:

I — участок неустановившейся ползучести от 0 до 𝜒
(1)
𝑐 , скорость дефор-

мации ползучести �̇�𝑐 убывает;

II — участок установившейся ползучести от 𝜒
(1)
𝑐 до 𝜒

(2)
𝑐 , скорость деформа-

ции ползучести �̇�𝑐 приблизительно постоянна, то есть �̇�𝑐 = �̇�𝑠𝑡
𝑐
∼= const;

III — участок неустановившейся ползучести 𝜒𝑐 > 𝜒
(2)
𝑐 , деформации пол-

зучести быстро растут (участок предшествует разрушению), �̇�𝑐 резко
возрастает.

Длины участков существенным образом зависят от величины 𝑆𝑐
𝑖 .

441



Иг у мн о в Л. А., В о л к о в И. А., К а з а к о в Д. А., Ши ш у лин Д. Н., М о д ин И. А.

В случае многоосного нагружения будем иметь

𝜆𝑐 =

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0, 𝜓𝑐 6 0 ∨ 𝜒𝑐 = 0,

𝜆I𝑐, 0 6 𝜒𝑐 6 𝜒
(1)
𝑐 ,

𝜆II𝑐 , 𝜒
(1)
𝑐 6 𝜒𝑐 6 𝜒

(2)
𝑐 ,

𝜆III𝑐 , 𝜒
(2)
𝑐 6 𝜒𝑐 6 𝜒

(3)
𝑐 .

(12)

Выражение для 𝜆I𝑐 на первом участке кривой ползучести можно предста-
вить в виде

𝜆I𝑐 = 𝜆(0)𝑐

(︁

1− 𝜒𝑐

𝜒
(1)
𝑐

)︁

+ 𝜆II𝑐
𝜒𝑐

𝜒
(1)
𝑐

, (13)

где 𝜆
(0)
𝑐 и 𝜆II𝑐 — значения 𝜆𝑐 в начальной и конечной точках первого участка

кривой ползучести материала.
На стадии активного развития и слияния дефектов в объеме материала

наблюдается влияние степени повреждения на физико-механические характе-
ристики. В первом приближении этот эффект можно описать, основываясь
на концепции деградирующего континуума, путем введения эффективных
напряжений [1,20]:

�̃�′𝑖𝑗 = 𝐹1(𝜔)𝜎
′
𝑖𝑗 =

𝐺

�̃�
𝜎′𝑖𝑗 , �̃� = 𝐹2(𝜔)𝜎 =

𝐾

�̃�
𝜎, (14)

где эффективные модули упругости определяются формулами Маккензи [20]:

�̃� = 𝐺
(︁

1− 6𝐾 + 12𝐺

9𝐾 + 8𝐺
𝜔
)︁

(1− 𝜔), �̃� =
4𝐺𝐾

4𝐺+ 3𝐾𝜔
(1− 𝜔). (15)

Аналогичным образом определяется эффективный тензор микронапряже-
ний 𝜌𝑐𝑖𝑗 :

𝜌𝑐𝑖𝑗 = 𝐹1(𝜔)𝜌
𝑐
𝑖𝑗 =

𝐺

�̃�
𝜌𝑐𝑖𝑗 . (16)

2.2. Эволюционные уравнения накопления повреждений. Посту-
лируем, что эволюционное уравнение накопления повреждений при ползуче-
сти можно представить в виде [1, 21]

�̇� = 𝑓1(𝛽)𝑓2(𝜔)𝑓3
(︀
𝑊𝑐

)︀
𝑓4

(︀
�̇�𝑐

)︀
, (17)

где 𝑓1(𝛽)— функция влияния объемности НДС; 𝑓2(𝜔)— функция влияния
уровня накопленной поврежденности; 𝑓3(𝑊𝑐)— функция, учитывающая уро-
вень накопленной относительной энергии, идущей на образование микроде-
фектов; 𝑓4(�̇�𝑐)— функция скорости изменения энергии, идущей на образо-
вание микродефектов. Предлагается следующая конкретизация введенных
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функций:

𝑓1(𝛽) = exp(𝑘𝛽),

𝑓2(𝜔) =

⎧

⎪⎨

⎪⎩

0, 𝑊𝑐 6𝑊 𝑎
𝑐 ,

𝜔1/3(1− 𝜔)2/3, 𝑊𝑐 > 𝑊 𝑎
𝑐 ∧ 𝜔 6 1/3,

( 3
√
16/9)𝜔−1/3(1− 𝜔)−2/3, 𝑊𝑐 > 𝑊 𝑎

𝑐 ∧ 𝜔 > 1/3,

𝑓3(𝑊𝑐) =
𝑊𝑐 −𝑊 𝑎

𝑐

𝑊𝑐 −𝑊 𝑓
𝑐

, 𝑓4(�̇�𝑐) =
�̇�𝑐

𝑊𝑐 −𝑊 𝑓
𝑐

,

�̇�𝑐 = 𝜌𝑐𝑖𝑗 �̇�
𝑐
𝑖𝑗 , 𝑊𝑐 =

∫︁ 𝑡

0
�̇�𝑐 𝑑𝑡,

(18)

где 𝛽 = 𝜎/𝜎𝑖 — параметр объемности НДС; 𝑊 𝑎
𝑐 — значение энергии в кон-

це стадии зарождения микродефектов в объеме материала; 𝑊 𝑓
𝑐 — значение

энергии при образовании макроскопической трещины; 𝑊 𝑎
𝑐 , 𝑘— параметры

материала. Эволюционное уравнение накопления повреждений (17) включа-
ет в себя двухстадийность кинетики накопления рассеянных по объему повре-
ждений: первая стадия — зарождение и рост микродефектов, вторая стадия —
слияние и дальнейший рост микродефектов со значительным влиянием по-
врежденности на физико-механические свойств материала.

2.3. Критерий прочности поврежденного материала. Критерием
окончания фазы развития рассеянных микродефектов (началом стадии об-
разования макротрещины) считается условие достижения поврежденностью
критического значения:

𝜔 = 𝜔𝑓 = 1. (19)

3. Определение материальных параметров соотношений термо-
ползучести. Для практического применения уравнений термоползучести
(1)ҫ(9) необходимо иметь следующие зависимости от температуры 𝑇 :

ҫ зависимости 𝐺 = 𝐺(𝑇 ), 𝐾 = 𝐾(𝑇 ), 𝛼 = 𝛼(𝑇 );
ҫ зависимость текущего радиуса поверхности ползучести нулевого уров-

ня (нулевой скорости ползучести) 𝐶𝑐 = 𝐶𝑐(𝜒𝑐, 𝑇 );

ҫ зависимости параметров 𝜆
(0)
𝑐 = 𝜆

(0)
𝑐 (𝑇 ), 𝜆II𝑐 = 𝜆II𝑐 (𝑇 ) для различных

участков кривой ползучести;
ҫ зависимости модулей кинематического упрочнения 𝑔𝑐1 = 𝑔𝑐1(𝑇 ), 𝑔

𝑐
2 =

= 𝑔𝑐2(𝑇 ).
Материальные параметры уравнений термоползучести определяются из

базовых экспериментов [1,11,21]. В качестве основных базовых экспериментов
принимаются эксперименты на одноосное растяжениеҫсжатие цилиндриче-
ских лабораторных образцов. Основные типы базовых экспериментов — изо-
термические эксперименты при постоянных базовых температурах 𝑇𝑗
(𝑗 = 1, 2, . . .). Типы образцов — цилиндрический сплошной и цилиндрический
трубчатый. Выбранные типы образцов обеспечивают однородное распределе-
ние полей напряжений деформаций и температур в пределах рабочей части,
что исключает возможность потери устойчивости и формоизменения образца
при знакопеременном нагружении, а также максимально исключает влияние
концентраторов на НДС при переходе от рабочей части образца к утолщен-
ным местам [11].
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Для определения модулей кинематического (анизотропного) упрочнения
𝑔𝑐1 и 𝑔𝑐2 и зависимости для радиуса поверхности ползучести, соответствующего
нулевой скорости ползучести, образец нагревается до значения температуры
базового эксперимента 𝑇𝑗 = const и проводятся испытания на кратковремен-
ную ползучесть при одноосном растяжении по схеме «мягкого» нагружения.

Сначала образец нагружается до величины напряжения 𝜎
(1)
11 в точке 1

(рис. 3). Этот уровень напряжений выбирается из анализа имеющегося веера
кривых ползучести, полученных при базовой температуре 𝑇𝑗 (кривая пол-
зучести, соответствующая нулевой скорости ползучести). В результате ре-

лаксации процесс заканчивается в точке 2 (напряжение 𝜎
(2)
11 ), где скорость

деформации ползучести стремится к нулю.

Далее образец нагружается до напряжения обратного знака 𝜎
(3)
11 (точка 3

на рис. 3) и в результате процесса релаксации оказывается в точке 4. Та-

ким образом, напряжения �̄�
(0)+
11 (точка 2) и �̄�

(0)−
11 (точка 4) характеризуют

(с определенным допуском на остаточную деформацию) начальные верхнюю
и нижнюю границы поверхности ползучести, соответствующие нулевой ско-
рости ползучести.

Для определения трансформации поверхности ползучести на том же са-
мом образце при заданном напряжении 𝜎*11 = const проводится ряд анало-
гичных действий после достижения назначенных уровней деформаций пол-

зучести 𝑒
𝑐(1)
11 , 𝑒

𝑐(2)
11 , . . . , 𝑒

𝑐(𝑚)
11 . Полученный таким образом набор точек 2, 7,

12, 17 и т.д. характеризует изменение верхней (при растяжении) границы
поверхности ползучести в зависимости от накопленной деформации ползуче-
сти. Точки 4, 8, 13, 19 и т.д. характеризуют изменение нижней (при сжатии)
границы поверхности ползучести.

Таким образом, по результатам эксперимента при базовых постоянных
температурах 𝑇𝑗 определяются:

ҫ геометрическое место пределов ползучести при растяжении с заданным
допуском на остаточную деформацию;

ҫ геометрическое место обратных пределов ползучести при сжатии (рис. 4).

Рис. 3. Базовый эксперимент по схеме
мягкого нагружения

[Figure 3. Soft loading experiment]

Рис. 4. Геометрическое место пределов
ползучести при растяжении и сжатии

[Figure 4. The geometric value of the tensile
and compressive creep limits]
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Зависимость радиуса поверхности ползучести, соответствующей нулевой
скорости деформации ползучести, определяется формулой

𝐶𝑐 =
√︀

1/6(𝜎
(𝑚)+
11 + 𝜎

(𝑚)−
11 ).

Для определения модулей кинематического (анизотропного) упрочнения
𝑔𝑐1(𝑇 ) и 𝑔𝑐2(𝑇 ) необходимо проинтегрировать соотношение (8) при температуре
𝑇𝑗 = const:

𝜌𝑐11 =
𝑔𝑐1
𝑔𝑐2

(︀
1− exp(−𝑔𝑐2𝑒𝑐11)

)︀
, (20)

где 𝑔𝑐1 — тангенс угла наклона касательной к кривой 𝜌𝑐11𝑒
𝑐
11 в начале коорди-

нат (рис. 4), 𝜌𝑐max = 𝑔𝑐1/𝑔
𝑐
2 — предельное асимптотическое значение 𝜌𝑐11 при

данной температуре 𝑇𝑗 . Отсюда определяются модули 𝑔𝑐1 и 𝑔𝑐2 анизотропного
(кинематического) упрочнения.

При одноосном напряженном состоянии лабораторного образца соотно-
шения (1)ҫ(18) принимают вид

√︁

𝑆𝑐
𝑖𝑗𝑆

𝑐
𝑖𝑗 − 𝐶𝑐 =

√︂

2

3

(︁

𝜎′11 −
3

2
𝜌𝑐11 − �̄�𝑐

)︁

; (21)

�̇�𝑐11 =
2

3
𝜆𝑐

(︁

𝜎′11 −
3

2
𝜌𝑐11 − �̄�𝑐

)︁

,

где �̄�𝑐 = �̄�𝑐(𝑒
𝑐
11, 𝑇 )— предел ползучести материала, соответствующий нулевой

скорости ползучести;

�̇�𝑐 = �̇�𝑐11, 𝜒𝑐 = �̇�𝑐11;

𝐶𝑐 =
√︀

2/3�̄�𝑐.

Параметры 𝜆
(0)
𝑐 и 𝜆II𝑐 определяются из соотношений (20) и (21) соответ-

ственно:

𝜆(0)𝑐 =
3

2

�̇�𝑐 𝑖𝑛
11

𝜎′11 − �̄�𝑐
, 𝜆II𝑐 =

3

2

�̇�𝑐 𝑠𝑡
11

𝜎′11 − (3/2)𝜌𝑐11 − �̄�𝑐
,

где �̇�𝑐 𝑖𝑛
11 — начальная скорость деформации ползучести в точке 𝑒𝑐11 = 0 на

кривой 𝑒𝑐11(𝑡), �̇�
𝑐 𝑠𝑡
11 — скорость деформации ползучести на участке установив-

шейся ползучести (участок II на рис. 2).
Экспериментальное определение материальных параметров эволюцион-

ных уравнений накопления повреждений проводится на второй стадии про-
цесса накопления повреждений, с которой начинается значимое влияние по-
врежденности на физико-механические характеристики материала, при одно-
временном расчете экспериментальных процессов деформирования на этой
стадии с использованием определяющих соотношений МПС. Метод заклю-
чается в том, что все отклонения результатов численного моделирования
процессов деформирования без учета влияния поврежденности от экспери-
ментальных на второй стадии процесса накопления повреждений приписы-
ваются влиянию поврежденности 𝜔 (уменьшение модуля упругости, падение
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амплитуды напряжений при постоянной амплитуде деформаций, увеличение
амплитуды деформаций при постоянной амплитуде напряжений и т.п.).

Приближенно границы 𝑊 𝑎
𝑐 и 𝑊 𝑓

𝑐 могут быть определены из испытаний
на ползучесть при заданной амплитуде напряжений по моменту начала разу-
прочнения материала (𝑊 𝑎

𝑐 определяются по началу второго участка кривой

ползучести, а 𝑊 𝑓
𝑐 — по моменту образования макроскопической трещины).

В табл. 1, 2 и 3 приведены материальные параметры титанового сплава
ВТ6 в зависимости от уровня наводораживания при температуре 600 ℃.

Таблица 1

Материальные параметры математической модели ползучести [Material parameters
of the mathematical creep model]

исходное уровень наводоражи-
Материальные параметры модели состояние вания [hydrogen

[Material model parameters] сплава saturation level], %
[initial state

of alloy] 0.15 0.3

Модуль объемной упругости 𝐾, МПа
[Module of volumetric elasticity 𝐾, MPa] 62 855

Модуль сдвига 𝐺, МПа
[Shear modulus 𝐺, MPa] 29 010

Длина участка неустановившейся ползуче-

сти 𝜒
(1)
𝑐 [Length of the unsteady creep area 𝜒

(1)
𝑐 ]

0.005 0.003

Модуль кинематического упрочнения 𝑔𝑐1,
МПа [Kinematic hardening module 𝑔𝑐1, MPa] 3 500

Модуль кинематического упрочнения 𝑔𝑐2
[Kinematic hardening module 𝑔𝑐2]

157.7 330.0 340.0

Энергия окончания первой стадии накопле-
ния повреждений 𝑊 𝑎

𝑐 , МДж/м3 [Energy of the
ҥrst level of damage accumulation 𝑊 𝑎

𝑐 , MJ/m3]
4.00 3.00 0

Энергия разрушения при ползучести 𝑊 𝑓
𝑐 ,

МДж/м3 [Energy of damage during creep 𝑊 𝑓
𝑐 ,

MJ/m3]
19.0 10.0 8.50

Начальный радиус поверхности ползучести
нулевого уровня 𝐶𝑐, МПа [Initial radius of the
zero-level creep surface 𝐶𝑐, MPa]

15.0 14.0 12.0

Таблица 2

Зависимость радиуса 𝐶𝑐 (МПа) поверхности ползучести нулевого уровня от длины
пути 𝜒𝑐 пластического деформирования [Dependence of the radius of the zero-level

creep surface (𝐶𝑐, MPa) on the length of the plastic deformation path (𝜒𝑐)]

Длина пути 𝜒𝑐 пластического деформирования
Length of the plastic deformation path (𝜒𝑐)

0 0.03 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.20

исходное состояние спла-
ва [initial state of alloy] 15.0 14.9 14.7 14.3 13.0 8.50 3.75

2.00уровень наводо-
раживания 0.15 14.0 13.95 13.9 13.7 13.3 12 7.50 2.75

[hydrogen satura-
tion level], % 0.3 12.0 11.0 8.00 5.50 3.60 2.00 1.45 1.20 1.00
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Таблица 3

Зависимость коэффициентов пропорциональности 𝜆0𝑐 и 𝜆II𝑐 (1/МПа·ч) от интенсив-
ности напряжения 𝜎𝑖 (МПа) [Dependence of the proportionality coefficients 𝜆0𝑐 and 𝜆II𝑐

(1/MPa·h) on the stress intensity 𝜎𝑖 (MPa)]

Интенсивности напряжения 𝜎𝑖 (МПа)
[Stress intensity 𝜎𝑖 (MPa)]

0 20 40 50 70 80

Коэффициент 𝜆0
𝑐 (1/МПа·ч) [Coefficient 𝜆0

𝑐 (1/MPa·h)]
исходное состояние спла-
ва [initial state of alloy] 0.00100

уровень наводо-
раживания 0.15 0.00075

[hydrogen satura-
tion level], % 0.3 0.00040 0.00075 0.00120 0.00170

Коэффициент 𝜆II
𝑐 (1/МПа·ч) [Coefficient 𝜆II

𝑐 (1/MPa·h)]
исходное состояние спла-
ва [initial state of alloy]

0.00041уровень наводо-
раживания 0.15

[hydrogen satura-
tion level], % 0.3 0.00015 0.00024 0.00045 0.00065

Рис. 5. Кривые ползучести при круче-
нии (схема нагружения A, исходное состо-

яние)

[Figure 5. Torsional creep curves (loading
scheme A, initial state; solid line — cal-
culation; dashed line — experimental data)]

Рис. 6. Кривые ползучести при круче-
нии (схема нагружения B, исходное состо-

яние)

[Figure 6. Torsional creep curves (loading
scheme B, initial state; solid line — cal-
culation; dashed line — experimental data)]

Рис. 7. Кривые ползучести при растяже-
нии (схема нагружения C, исходное состо-

яние)

[Figure 7. Tensile creep curves (loading
scheme C, initial state; solid line — cal-
culation; dashed line — experimental data)]

Рис. 8. Кривые ползучести при растяже-
нии (схема нагружения D, исходное состо-

яние)

[Figure 8. Tensile creep curves (loading
scheme D, initial state; solid line — cal-
culation; dashed lines — experimental data)]

447



Иг у мн о в Л. А., В о л к о в И. А., К а з а к о в Д. А., Ши ш у лин Д. Н., М о д ин И. А.

Рис. 9. Кривые ползучести при растяже-
нии (схема нагружения E, исходное состо-

яние)

[Figure 9. Tensile creep curves (loading
scheme E, initial state; solid line — cal-
culation; dashed line — experimental data)]

Рис. 10. Зависимость осевой деформации
𝑒𝑐11 от времени (схема нагружения F, ис-

ходное состояние)

[Figure 10. Dependence of axial deformation
𝑒𝑐11 on the time (loading scheme F, initial
state; solid line — calculation; dashed

lines — experimental data)]

Рис. 11. Зависимость осевой деформации
𝑒𝑐12 от времени (схема нагружения F, ис-

ходное состояние)

[Figure 11. Dependence of axial deformation
𝑒𝑐12 on the time (loading scheme F, initial
state; solid line — calculation; dashed

lines — experimental data)]

Рис. 12. Зависимость сдвиговой дефор-
мации 𝑒𝑐11 от времени (схема нагруже-

ния J, исходное состояние)

[Figure 12. Dependence of the shear defor-
mation 𝑒𝑐11 on the time (loading scheme J,
initial state; solid line — calculation; dashed

line — experimental data)]

Рис. 13. Зависимость сдвиговой дефор-
мации 𝑒𝑐12 от времени (схема нагруже-

ния J, исходное состояние)

[Figure 13. Dependence of the shear defor-
mation 𝑒𝑐12 on the time (loading scheme J,
initial state; solid line — calculation; dashed

line — experimental data)]

Рис. 14. Кривая ползучести при круче-
нии (схема нагружения A, уровень наво-

дораживания — 0.15%)

[Figure 14. Torsional creep curve (loading
scheme A, hydrogen saturation level —
0.15%; solid line — calculation; dashed

line — experimental data)]
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Рис. 15. Кривая ползучести при круче-
нии (схема нагружения D, уровень наво-

дораживания — 0.15%)

[Figure 15. Torsional creep curve (loading
scheme D, hydrogen saturation level —
0.15%; solid line — calculation; dashed

line — experimental data)]

Рис. 16. Зависимость осевой деформации
𝑒𝑐11 от времени (схема нагружения F, уро-

вень наводораживания — 0.3 %)

[Figure 16. Dependence of axial deformation
𝑒𝑐11 on the time (loading scheme F, hydrogen
saturation level — 0.3 %; solid line — cal-
culation; dashed line — experimental data)]

Рис. 17. Зависимость осевой деформации
𝑒𝑐11 от времени (схема нагружения F, уро-

вень наводораживания — 0.3 %)

[Figure 17. Dependence of axial deformation
𝑒𝑐11 on the time (loading scheme F, hydrogen
saturation level — 0.3 %; solid line — cal-
culation; dashed line — experimental data)]

Рис. 18. Кривая ползучести при круче-
нии (схема нагружения A, уровень наво-

дораживания — 0.3 %)

[Figure 18. Torsional creep curve (loading
scheme A, hydrogen saturation level —
0.3 %; solid line — calculation; dashed

line — experimental data)]

Рис. 19. Кривая ползучести при круче-
нии (схема нагружения B, уровень наво-

дораживания — 0.3 %)

[Figure 19. Torsional creep curve (loading
scheme B, hydrogen saturation level —
0.3 %; solid line — calculation; dashed

line — experimental data)]

Рис. 20. Кривая ползучести при растяже-
нии (схема нагружения D, уровень наво-

дораживания — 0.3 %)

[Figure 20. Tensile creep curve (loading
scheme D, hydrogen saturation level —
0.3 %; solid line — calculation; dashed

line — experimental data)]

449



Иг у мн о в Л. А., В о л к о в И. А., К а з а к о в Д. А., Ши ш у лин Д. Н., М о д ин И. А.

Рис. 21. Зависимость осевой деформации
𝑒𝑐11 от времени (схема нагружения F, уро-

вень наводораживания — 0.3 %)

[Figure 21. Dependence of axial
deformation 𝑒𝑐11 on the time (loading
scheme F, hydrogen saturation level —
0.3 %; solid line — calculation; dashed

lines — experimental data)]

Рис. 22. Зависимость осевой деформации
𝑒𝑐12 от времени (схема нагружения F, уро-

вень наводораживания — 0.3 %)

[Figure 22. Dependence of axial
deformation 𝑒𝑐12 on the time (loading
scheme F, hydrogen saturation level —
0.3 %; solid line — calculation; dashed

lines — experimental data)]

4. Численные результаты и сравнение с опытными данными.
На рис. 5ҫ22 представлены результаты расчетов процесса ползучести при
растяжении и кручении по программе испытаний, приведенной на рис. 1.
Здесь сплошными линиями приведены результаты численного моделирова-
ния экспериментальных процессов с использованием определяющих соотно-
шений МПС (1)ҫ(19), а пунктирными — соответствующие экспериментальные
данные.

Сравнивая экспериментальные данные с результатами численного моде-
лирования экспериментальных процессов, можно отметить качественное и ко-
личественное совпадение результатов. Некоторые отличия расчетных данных
от экспериментальных могут быть объяснены неточностью при задании ма-
териальных параметров и скалярных функций.

Заключение. Развита математическая модель МПС, описывающая про-
цессы высокотемпературной нестационарной ползучести и длительной проч-
ности конструкционных материалов (металлов и их сплавов) при многоосных
напряженных состояниях и произвольных сложных режимах комбинирован-
ного термомеханического нагружения.

Разработана экспериментально-теоретическая методика определения ма-
териальных параметров и скалярных функций предложенных определяющих
соотношений МПС. Получены материальные параметры и скалярные функ-
ции математической модели МПС для титанового сплава ВТ6 при температу-
ре 600 ℃ в исходном состоянии и при уровнях наводораживания 0.15 и 0.3%.

Проведены численные исследования процессов высокотемпературной пол-
зучести титанового сплава ВТ6 при одноосных и многоосных напряженных
состояниях. Численные результаты сопоставлялись с экспериментальными
данными, что позволило сделать выводы о достаточной для инженерных рас-
четов точности описания процессов нестационарной ползучести и длительной
прочности конструкционных сплавов при одноосных и многоосных напряжен-
ных состояниях с учетом влияния агрессивной среды.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract

The problem of assessing the strength and resource of critical engineering
objects is considered. The operating conditions of objects are characterized
by high-temperature non-stationary thermomechanical effects, which lead to
degradation of the initial strength properties of structural materials by the
mechanism of long-term strength.

From the standpoint of the mechanics of a damaged medium, a mathe-
matical model has been developed that describes the kinetics of the stress-
strain state and the accumulation of damage during material degradation
by the mechanism of long-term strength under conditions of a complex mul-
tiaxial stress state.

An experimental-theoretical method for őnding the material parameters
and scalar functions of the constitutive relations of the mechanics of a dam-
aged medium based on the results of specially set experiments on laboratory
samples is proposed.

The results of experimental studies and numerical modeling of the short-
term high-temperature creep of VT6 titanium alloy under uniaxial and mul-
tiaxial stress states are presented. The numerical results are compared with
the data of őeld experiments. Particular attention is paid to the issues of
modeling the process of unsteady creep for complex deformation modes, ac-
companied by the rotation of the main areas of stress tensors, deformations
and creep deformations, taking into account the effect of an aggressive en-
vironment, which is simulated by preliminary hydrogenation of laboratory
samples to various hydrogen concentrations by mass.
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It is shown that the developed version of the constitutive relations of
the mechanics of a damaged medium allows, with sufficient accuracy for
engineering calculations, to describe unsteady creep and long-term strength
of structural alloys under multiaxial stress states, taking into account the
effect of an aggressive medium (hydrogen corrosion).
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Аннотация

Обсуждаются определяющие псевдоскаляры, связанные с теорией
гемитропного микрополярного континуума. Приводятся основные поня-
тия алгебры псевдотензоров. Определяется псевдотензорная форма ге-
митропного микрополярного упругого потенциала, основанная на 9 опре-
деляющих псевдоскалярах (из них 3 псевдоскаляра и 6 абсолютных ска-
ляров). Вычисляются веса определяющих псевдоскаляров. С помощью
фундаментального ориентирующего псевдоскаляра веса +1 формули-
руются правила преобразования определяющих псевдоскаляров. Выво-
дятся определяющие уравнения гемитропного микрополярного упругого
континуума. Обсуждаются уравнения динамики гемитропного микропо-
лярного континуума в терминах псевдотензоров в право- и левоориен-
тированных декартовых системах координат. Показано наличие инверс-
ных мод наряду с прямыми при распространении волн по гемитропному
микрополярному континууму.

Ключевые слова: микрополярный гемитропный континуум, микропо-
ворот, псевдоскаляр, относительный тензор, фундаментальный ориен-
тирующий псевдоскаляр, определяющее уравнение, инверсия простран-
ства, поляризация.
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Введение. Современные конструкционные и метаматериалы обладают
такими физико-механическими свойствами, о существовании которых нель-
зя было даже подозревать еще несколько десятилетий назад: отрицательный
коэффициент Пуассона (ауксетические материалы), отрицательное тепловое
расширение, отрицательная электрическая и магнитная проницаемость. Ме-
таматериал демонстрирует характеристики отклика, которые либо не наблю-
даются, либо усиливаются по сравнению с индивидуальными откликами со-
ставляющих его материалов. Сотовые конструкции являются системами из
хорошо известных конструкционных элементов, в целом могут проявлять
нестандартное поведение в ответ на механические воздействия. Биологиче-
ские ткани животного происхождения (мышечная ткань, длинные (трубча-
тые) кости, стенки кровеносных сосудов) проявляют ярко выраженные ге-
митропные свойства, что подтверждается многочисленными исследования-
ми [1ҫ3]. Поэтому при математическом моделировании процессов деформи-
рования и роста таких материалов необходимо понимать, что классические
модели механики сплошных сред будут накладывать чрезмерные ограниче-
ния. При построении таких моделей важно соблюдать геометрическую и тер-
модинамическую непротиворечивость. Механические свойства материалов,
проявляющих гемитропные свойства, зависят от зеркальных отражений мик-
роструктурного состояния микрополярного упругого тела. Последователь-
ное применение принципа виртуальных перемещений и алгебры псевдотен-
зоров [4ҫ10] в механике микрополярного континуума приводит к физически
и геометрически корректным формулировкам определяющих уравнений.

Отметим, что построение определяющего упругого потенциала для ге-
митропного континуума возможно исключительно при использовании псев-
дотензорных формулировок, только после этого возможен корректный пе-
реход к абсолютным тензорам и вывод всех основных уравнений механики
гемитропных тел. Еще одним существенным аспектом оперирования с уравне-
ниями гемитропного тела является необходимость постоянно согласовывать
баланс весов, особенно при использовании символов перестановок, которые
можно трактовать одновременно как псевдотензоры весов +1 и −1. Для этих
же символов (как хорошо известно [9]) нарушается стандартное правило жон-
глирования индексами.

Многочисленные руководства по тензорному исчислению чаще всего об-
ходят стороной вопросы, связанные с алгеброй псевдотензоров [11]. Ранее
в работах авторов [12ҫ14] обсуждались вопросы применения алгебры псевдо-
тензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упруго-
сти. В настоящей работе обсуждаются вопросы задания определяющих псев-
доскаляров теории гемитропного континуума. Приводятся правила преобра-
зования определяющих псевдоскаляров при изменении системы координат.
Выводятся определяющие уравнения гемитропного микрополярного упруго-
го континуума. Обсуждаются уравнения динамики гемитропного микропо-
лярного континуума в терминах псевдотензоров для прямых и зеркальных
мод. С целью компактности изложения используемые термины и обозначения
сведены в табл. 1ҫ3.

1. Основные сведения из алгебры псевдотензоров. Рассмотрим в 𝑛-
мерном пространстве две системы координат 𝑥𝑘 и 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . 𝑛). Преобра-
зование относительного тензора веса 𝑊 (псевдотензора веса 𝑊 ) от системы
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координат 𝑥𝑘 к новой системе координат 𝑥𝑘 осуществляется по закону [15,16]

𝑇
𝑙𝑚···𝑛
𝑖𝑗···𝑘 = Δ𝑊 (𝜕𝑝𝑥

𝑙)(𝜕𝑞𝑥
𝑚) · · · (𝜕𝑠𝑥𝑛)(𝜕𝑖𝑥𝑎)(𝜕𝑗𝑥𝑏) · · · (𝜕𝑘𝑥𝑐)𝑇 𝑝𝑞···𝑠

𝑎𝑏···𝑐 , (1)

где

Δ = det(𝜕𝑗𝑥
𝑖), 𝜕𝑝 =

𝜕

𝜕𝑥𝑝
, 𝜕𝑝 =

𝜕

𝜕𝑥𝑝
.

Здесь черта сверху указывает на значение величины в новой системе коор-
динат 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . 𝑛), Δ— якобиан преобразования, 𝑊 — вес псевдотензо-
ра. Отметим, что закон преобразования псевдотензоров отличается от зако-
на преобразования абсолютных тензоров дополнительным множителем Δ𝑊 ;
𝑊 — целое число, так как в противном случае значение Δ𝑊 не будет одно-
значным.

Для псевдотензоров справедливы следующие утверждения:
1) сумма двух псевдотензоров одинаковой валентности и веса будет псев-

дотензором той же валентности и веса:

[𝑊 ]

𝐴 𝑖𝑗
𝑘𝑙 =

[𝑊 ]

𝐵 𝑖𝑗
𝑘𝑙 +

[𝑊 ]

𝐶 𝑖𝑗
𝑘𝑙 ;

2) тензорное произведение псевдотензоров (возможно, различных валент-
ностей) дает псевдотензор с итоговым весом, равным сумме весов со-
множителей

[𝑊1+𝑊2]

𝐴 𝑖𝑗𝑝𝑞𝑠
𝑘𝑙𝑟𝑡𝑚 =

[𝑊1]

𝐵 𝑖𝑗
𝑘𝑙

[𝑊2]

𝐶 𝑝𝑞𝑠
𝑟𝑡𝑚;

3) результатом свертки псевдотензора будет псевдотензор того же веса;
в том числе, полная свертка псевдотензора веса 𝑊 будет псевдоскаля-
ром того же веса.

Одним из фундаментальных объектов многомерной геометрии являет-

ся абсолютный тензор 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑖1𝑖2...𝑖𝑘
, называемый обобщенной дельтой Кронекера

и определяемый в 𝑛-мерном пространстве для 𝑘 6 𝑛 по правилу

𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑖1𝑖2...𝑖𝑘
=

⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

+1, если 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘 — различные натуральные числа 1, 2, . . . , 𝑛
и если 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘 — четная перестановка 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘;

−1, если 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘 — различные натуральные числа 1, 2, . . . , 𝑛
и если 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘 — нечетная перестановка 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘;

0, во всех остальных случаях.

С помощью тензора 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑖1𝑖2...𝑖𝑘
легко вычисляются символы перестановок:

1) относительный ковариантный 𝑛-вектор 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 веса −1:

𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 = 𝛿12...𝑛𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 ;

2) относительный контравариантный 𝑛-вектор 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 веса +1:

𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 = 𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑛12...𝑛 .

Определение косого произведения 𝑛 абсолютных ковариантных векторов
a
1
, a
2
, . . . , a

𝑛
в 𝑛-мерном пространстве имеет вид [17]

⌈a
1
,a
2
, . . . ,a

𝑛
⌋ = 𝑒𝑖1𝑖2···𝑖𝑛𝑎

1

𝑖1𝑎
2

𝑖2 · · · 𝑎
𝑛

𝑖𝑛 , (2)
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где 𝑒𝑖1𝑖2···𝑖𝑛 = 𝑒𝜖𝑖1𝑖2···𝑖𝑛 , 𝑒 = 𝑒12···𝑛 — псевдоскаляр веса +1, позволяет вве-
сти понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра и разделить
правые и левые локальные базисные системы. В самом деле, если в каче-
стве системы векторов a

1
, a

2
, . . . , a

𝑛
принять векторы ковариантного базиса

𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑛
в 𝑛-мерном пространстве, то на основании (2) находим

⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑛
⌋ = 𝑒 det(𝚤

𝑎

𝑐).

Заметим, что вектор 𝚤
𝑎

может быть разложен по базису 𝚤
𝑐
:

𝚤
𝑎
= 𝚤

𝑎

𝑐
𝚤
𝑐
,

откуда

𝚤
𝑎

𝑐 = 𝚤
𝑎
· 𝑐𝚤 =

𝑐
𝛿
𝑎
,

откуда

det(𝚤
𝑎

𝑐) = det(
𝑐
𝛿
𝑎
) = 1,

т.е.
⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑛
⌋ = 𝑒.

В трехмерном пространстве 𝑒 определяется смешанным произведением
базисных векторов:

𝑒 =
[+1]
𝑒 = ⌈𝚤

1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
⌋ = 𝚤

1
· (𝚤

2
× 𝚤

3
),

а фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр отрицательного веса −1
есть

1

𝑒
=

[−1]
𝑒 −1 = ⌈1𝚤, 2𝚤, 3𝚤⌋ = 1

𝚤 · (2𝚤× 3
𝚤).

Здесь
1
𝚤,

2
𝚤,

3
𝚤— векторы базиса, взаимного (reciprocal) с базисом 𝚤

1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
.

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволя-
ет легко преобразовывать псевдотензоры в абсолютные тензоры. Введем тен-
зор T согласно

T = 𝑒−𝑊
[𝑊 ]

T . (3)

Подсчитывая баланс весов, приходим к заключению, что T является аб-
солютным тензором.

Известное в тензорной алгебре уравнение Гамильтона—Кэли остается спра-
ведливым для псевдотензоров второго ранга произвольного веса. Для дока-

зательства этого утверждения введем комитанты
[𝑘𝑊 ]

𝐶
𝑘

𝑖·
·𝑗 и инвариантны

[𝑘𝑊 ]

I
𝑘

псевдоаффинора
[𝑊 ]

𝑇 𝑖·
·𝑗 , согласно формулам [5]

𝑘!
[𝑘𝑊 ]

𝐶
𝑘

𝑖·
·𝑗 = (−1)𝑘(𝑘 + 1)𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑖𝑗1𝑗2...𝑗𝑘𝑗

[𝑊 ]

𝑇 𝑗1·
·𝑖1

[𝑊 ]

𝑇 𝑗2·
·𝑖2 · · ·

[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑘·
·𝑖𝑘 , (4)
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𝑘!
[𝑘𝑊 ]

I
𝑘

= 𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑗1𝑗2...𝑗𝑘

[𝑊 ]

𝑇 𝑗1·
·𝑖1

[𝑊 ]

𝑇 𝑗2·
·𝑖2 · · ·

[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑘·
·𝑖𝑘 . (5)

Можно показать [18], что комитанты (4) выражаются через псевдоинва-
рианты (5) и степени псевдоаффинора зависимостью

[𝑘𝑊 ]

𝐶
𝑘

𝑖·
·𝑗 = (−1)𝑘

[𝑘𝑊 ]

I
𝑘
𝛿𝑖𝑗 +

[(𝑘−1)𝑊 ]

𝐶
𝑘−1

𝑖·
·𝑖1

[𝑊 ]

𝑇 𝑖1·
·𝑗 .

В итоге при 𝑘 = 𝑛 правая часть равенства (4) содержит операцию альтер-
нирования по 𝑛+ 1 индексу и поэтому равна нулю:

[𝑛𝑊 ]

C
𝑛

=
[𝑛𝑊 ]

0 =
[𝑊 ]

T · · ·
[𝑊 ]

T
⏟  ⏞  

𝑛

−
[𝑊 ]

I
1

[𝑊 ]

T · · ·
[𝑊 ]

T
⏟  ⏞  

𝑛−1

+
[2𝑊 ]

I
2

[𝑊 ]

T · · ·
[𝑊 ]

T
⏟  ⏞  

𝑛−2

− · · ·+ (−1)𝑛
[𝑛𝑊 ]

I
𝑛

[0]

I . (6)

Соотношение (6) означает справедливость уравнения Гамильтона—Кэли для
псевдотензоров в случае 𝑛-мерного пространства.

2. Определяющие уравнения гемитропного микрополярного те-
ла. Псевдотензорная формулировка. Динамические уравнения гемит-
ропного микрополярного тела в подавляющем большинстве литературных
источников выводятся в терминах абсолютных тензоров [19ҫ21]. Однако, как
показали недавние исследования [12,14], геометрически и физически коррект-
ная формулировка уравнений гемитропной микрополярной теории возможна
только в терминах относительных тензоров.

Следствием принципа виртуальных перемещений [14, 22] являются урав-
нения динамики микрополярной среды, которые примем в форме

∇𝑖𝑡
𝑖𝑘 = 𝜌 𝜕2

··
𝑢𝑘, ∇𝑖

[−1]
𝜇 𝑖·
·𝑘 − 2

[−1]
𝜏 𝑘 = 𝜌

[−2]

ℑ 𝜕2
··

[+1]

𝜑𝑘,

где
[−1]
𝜏 𝑗 — ассоциированный (сопутствующий) вектор силовых напряжений

−[−1]
𝜏 𝑗 =

1

2
𝜖𝑗𝑖𝑘𝑡

[𝑖𝑘], 𝑡[𝑖𝑘] = −𝜖𝑖𝑘𝑗 [−1]
𝜏 𝑗 . (7)

Ассоциированный (сопутствующий) вектор моментных напряжений опреде-
ляется по аналогии с (7):

𝜇𝑖 =
1

2
𝜖𝑖𝑘𝑠

[−1]
𝜇 [𝑘𝑠],

[−1]
𝜇 [𝑖𝑠] = 𝑒𝑖𝑠𝑗𝜇

𝑗 .

В табл. 1 приведем псевдотензорные величины микрополярной упругости
с указанием их веса и преобразования к абсолютным тензорам.

Введем микрополярный упругий потенциал 𝒰 , рассчитанный на едини-
цу инвариантного элемента объема, с псевдотензорными аргументами (см.
табл. 1):

𝒰 = 𝒰 (𝜖(𝑖𝑗),
[+1]
𝜅 (𝑖𝑗),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖),
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Таблица 1

Относительные тензоры микрополярной упругости
[Relative tensors of the micropolar elasticity]

Standard terminology Root notation Weight Transformation to
absolute tensor

elastic potential 𝒰 0 —

mass density 𝜌 0 —

displacements vector 𝑢𝑘 0 —

asymmetric strain tensor 𝜖𝑖𝑗 0 —

small strain tensor 𝜀𝑖𝑗 = 𝜖(𝑖𝑗) 0 —

force traction vector 𝑡𝑘 = 𝑛𝑖𝑡
𝑖𝑘 0 —

force stress tensor 𝑡𝑖𝑘, 𝜎𝑖𝑘 0 —

body forces 𝑋𝑘 0 —

couple traction pseudovector 𝑚𝑘 = 𝑛𝑖𝜇
𝑖·
·𝑘 −1 𝑚𝑘 = 𝑒

[−1]
𝑚𝑘

couple stress pseudotensor 𝜇𝑖·
·𝑘 −1 𝜇𝑖·

·𝑘 = 𝑒
[−1]
𝜇 𝑖·
·𝑘

associated couple stress vector 𝜇𝑖 0 —

associated couple stress pseudovector 𝜏𝑘 −1 𝜏𝑘 = 𝑒
[−1]
𝜏 𝑘

body couples 𝑌 𝑘 −1 𝑌 𝑘 = 𝑒
[−1]

𝑌 𝑘

coefficient of microinertia ℑ −2 ℑ = 𝑒2
[−2]

ℑ
microrotation tensor Ω𝑖𝑘 0 —

microrotation pseudovector 𝜑𝑖 +1 𝜑𝑖 =
1

𝑒

[+1]

𝜑 𝑖

wryness pseudotensor 𝜅·𝑠𝑖· +1 𝜅·𝑠𝑖· =
1

𝑒

[+1]
𝜅 ·𝑠
𝑖·

associated wryness vector 𝜅𝑖 0 —
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где

𝜖𝑖𝑗 = ∇𝑖𝑢𝑗 − 𝜖𝑖𝑗𝑘
[+1]
𝜙 𝑘,

[+1]
𝜙 𝑖 =

[+1]

𝜑 𝑖 − 1

2
𝜖𝑖𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙, 𝜅𝑖 =

1

2
𝜖𝑖𝑗𝑠

[+1]
𝜅 [𝑗𝑠].

Обычно аргументами упругого потенциала выступают абсолютные тензоры.
Здесь существенным является использование формализма псевдотензоров,
обеспечивающего чувствительность определяющих псевдоскаляров к преоб-
разованиям инверсии пространства и зеркальным отражениям.

Упругий потенциал 𝒰 по физическому смыслу является объективной ве-
личиной и не может меняться при повороте осей системы координат. Поэтому
он (так же как и его первая вариация 𝛿𝒰 ) является абсолютным скаляром.
Первая вариация упругого потенциала представляется сбалансированной по
весам суммой

𝛿𝒰 = 𝑡(𝑖𝑗)𝛿𝜀𝑖𝑗 +
[−1]
𝜇 (𝑖𝑗)𝛿

[+1]
𝜅 (𝑖𝑗) + 2

[−1]
𝜏 𝑖𝛿

[+1]
𝜙 𝑖 + 2𝜇𝑖𝛿𝜅𝑖,

откуда могут быть получены определяющие уравнения:

𝑡(𝑖𝑗) =
𝜕𝒰

𝜕𝜀𝑖𝑗
,

[−1]
𝜇 (𝑖𝑗) =

𝜕𝒰

𝜕
[+1]
𝜅 (𝑖𝑗)

, 2
[−1]
𝜏 𝑖 =

𝜕𝒰

𝜕
[+1]
𝜙 𝑖

, 2𝜇𝑖 =
𝜕𝒰

𝜕𝜅𝑖
.

В качестве потенциала 𝒰 , который, как указывалось выше, инвариантен
относительно поворотов и переносов пространства, а также относительно пре-
образований инверсии пространства и зеркальных отражений, в гемитропном
случае следует выбрать квадратичную функцию

𝒰 = 𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) +

[−2]

𝐴
2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)[+1]

𝜅 (𝑙𝑚) +𝐴
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+
[−2]

𝐴
4
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑙)[+1]

𝜅 (𝑠𝑚) +
[−2]

𝐴
5
𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑖[+1]

𝜙 𝑠 +𝐴
6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠+

+
[−1]

𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
8
𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠) +

[−1]

𝐴
9
𝜅𝑖

[+1]
𝜙 𝑖, (8)

где символы
[𝑊 ]

𝐴
𝑖

(𝑖 = 1, . . . , 9) с соответствующими весами — определяющие

псевдоскаляры гемитропной микрополярной среды (в табл. 2 представлены

определяющие псевдоскаляры с указанием их веса), из них
[−1]

𝐴
7

,
[−1]

𝐴
8

,
[−1]

𝐴
9

чув-

ствительны к преобразованиям инверсии пространства и зеркальным отра-
жениям.

Важно отметить, что псевдоскаляры
[−2]

𝐴
2

,
[−2]

𝐴
4

,
[−2]

𝐴
5

,
[−1]

𝐴
7

,
[−1]

𝐴
8

,
[−1]

𝐴
9

, в отличие

от абсолютных скаляров 𝐴
1
, 𝐴

3
, 𝐴

6
, меняются при переходе от одной системы

координат 𝑥𝑘 к другой системе 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) в соответствии с правилом (1)
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Таблица 2

Веса микрополярных гемитропных определяющих скаляров
[The weights of the micropolar hemitropic constitutive scalars]

Standard terminology Root notation Weight Transformation to
absolute tensor

shear modulus of elasticity 𝐺 0 —

Poisson ratio 𝜈 0 —

characteristic length
𝐿 −1 𝐿 = 𝑒

[−1]

𝐿of micropolar theory

ҥrst micropolar modulus 𝑐1 −2 𝑐1 = 𝑒2
[−2]
𝑐1

second micropolar modulus 𝑐2 +2 𝑐2 =
1

𝑒2
[+2]
𝑐2

third micropolar modulus 𝑐3 0 —

forth micropolar modulus 𝑐4 0 —

ҥfth micropolar modulus 𝑐5 0 —

sixth micropolar modulus 𝑐6 0 —

ҥrst constitutive pseudoscalar 𝐴
1

0 —

second constitutive pseudoscalar 𝐴
2

−2 𝐴
2
= 𝑒2

[−2]

𝐴
2

third constitutive pseudoscalar 𝐴
3

0 —

ҥrth constitutive pseudoscalar 𝐴
4

−2 𝐴
4
= 𝑒2

[−2]

𝐴
4

ҥfth constitutive pseudoscalar 𝐴
5

−2 𝐴
5
= 𝑒2

[−2]

𝐴
5

sixth constitutive pseudoscalar 𝐴
6

0 —

seventh constitutive pseudoscalar 𝐴
7

−1 𝐴
7
= 𝑒

[−1]

𝐴
7

eighth constitutive pseudoscalar 𝐴
8

−1 𝐴
8
= 𝑒

[−1]

𝐴
8

ninth constitutive pseudoscalar 𝐴
9

−1 𝐴
9
= 𝑒

[−1]

𝐴
9
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по формулам

[−2]

𝐴
2

= Δ−2
[−2]

𝐴
2
,

[−2]

𝐴
4

= Δ−2
[−2]

𝐴
4
,

[−2]

𝐴
5

= Δ−2
[−2]

𝐴
5
,

[−1]

𝐴
7

= Δ−1
[−1]

𝐴
7
,

[−1]

𝐴
8

= Δ−1
[−1]

𝐴
8
,

[−1]

𝐴
9

= Δ−1
[−1]

𝐴
9
.

(9)

В декартовых системах координат определяющие псевдоскаляры
[𝑊 ]

𝐴
𝑖

оста-

ются неизменными, может меняться только их знак. В этом случае соотно-
шения (9) примут вид

[−2]

𝐴
2

=
[−2]

𝐴
2
,

[−2]

𝐴
4

=
[−2]

𝐴
4
,

[−2]

𝐴
5

=
[−2]

𝐴
5
,

[−1]

𝐴
7

= ±
[−1]

𝐴
7
,

[−1]

𝐴
8

= ±
[−1]

𝐴
8
,

[−1]

𝐴
9

= ±
[−1]

𝐴
9
.

При выводе уравнений стандартной модели гемитропного микрополярно-
го континуума в качестве определяющих постоянных принимаются постоян-
ные абсолютные скаляры. Перейти к абсолютным скалярам в выражении (8)
можно согласно правилу (3), тогда

𝐴
2
= 𝑒2

[−2]

𝐴
2
, 𝐴

4
= 𝑒2

[−2]

𝐴
4
, 𝐴

5
= 𝑒2

[−2]

𝐴
5
,

𝐴
7
= 𝑒

[−1]

𝐴
7
, 𝐴

8
= 𝑒

[−1]

𝐴
8
, 𝐴

9
= 𝑒

[−1]

𝐴
9
.

(10)

Воспользовавшись формулой (10), потенциал (8) можно представить в виде

𝒰 = 𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) + 𝑒−2𝐴

2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)[+1]

𝜅 (𝑙𝑚) +𝐴
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+ 𝑒−2𝐴
4
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑙)[+1]

𝜅 (𝑠𝑚) + 𝑒−2𝐴
5
𝑔𝑖𝑠𝛿

[+1]
𝜙 𝑖𝛿

[+1]
𝜙 𝑠 +𝐴

6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠+

+ 𝑒−1𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝑒−1𝐴

8
𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠) + 𝑒−1𝐴

9
𝜅𝑖

[+1]
𝜙 𝑖.

Выберем систему координат, подчинив ее условию1

√
𝑔 = 1,

т.е.
𝑒 = sgn 𝑒.

1Ограничение
√
𝑔 = 1 часто используется не только в теории относительности [23], но

и в механике деформируемого твердого тела [24]. На страницах 135ҫ142 монографии [23]
условие

√
𝑔 = 1 используется при выводе уравнения тяготения в 4-пространствеҫвремени,

что существенно упрощает уравнения теории относительности.
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В трехмерном пространстве таких систем существует бесконечно много, на-
пример декартовы лево- и правоориентированные системы координат. Потен-
циал (11) для таких систем преобразуется к виду

𝒰 = 𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)𝜖(𝑙𝑚) +𝐴

2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)[+1]

𝜅 (𝑙𝑚) +𝐴
3
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑙)𝜖(𝑠𝑚)+

+𝐴
4
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑖𝑙)[+1]

𝜅 (𝑠𝑚) +𝐴
5
𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑖[+1]

𝜙 𝑠 +𝐴
6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑖𝜅𝑠+

±𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) ±𝐴

8
𝜖(𝑖𝑠)

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠) ±𝐴

9
𝜅𝑖

[+1]
𝜙 𝑖, (11)

где ҡ+ә соответствует правоориентированной системе координат, а знак ҡ−ә —
левоориентированной; 𝐴

1
, . . . , 𝐴

9
являются постоянными.

Определяющие уравнения для силовых и моментных напряжений в тер-
минах псевдотензоров в криволинейной системе координат получаются в виде

𝑡(𝑖𝑠) = 2𝐴
1
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 2𝐴

3
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚𝜖(𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
8

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠),

[−1]
𝜇(𝑖𝑠) = 2

[−2]

𝐴
2
𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 2

[−2]

𝐴
4
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[−1]

𝐴
7
𝑔𝑖𝑠𝑔

𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) +
[−1]

𝐴
8
𝜖(𝑖𝑠),

2
[−1]
𝜏 𝑖 = 2

[−2]

𝐴
5
𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑠 +

[−1]

𝐴
9
𝜅𝑖, 2𝜇𝑖 = 2𝐴

6
𝑔𝑖𝑠𝜅𝑠 +

[−1]

𝐴
9

[+1]
𝜙 𝑖.

(12)

Вместо девяти определяющих псевдоскаляров 𝐴
𝑖
, появляющихся в выра-

жении для упругого потенциала (8), удобнее ввести другие определяющие
псевдоскаляры:

𝐴
1
= 𝐺𝜈(1− 2𝜈)−1,

[−2]

𝐴
2

= 𝐺
[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 𝑐3, 𝐴
3
= 𝐺,

[−2]

𝐴
4

= 𝐺
[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 ,
[−2]

𝐴
5

= 2𝐺
[−2]
𝑐1, 𝐴

6
= 𝐺

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿
[+2]
𝑐2,

[−1]

𝐴
7

= 𝐺
[−1]

𝐿 𝑐4,
[−1]

𝐴
8

= 𝐺
[−1]

𝐿 𝑐5,
[−1]

𝐴
9

= 𝐺
[−1]

𝐿 𝑐6,

с тем чтобы в итоге пришлось иметь дело с двумя размерными и семью без-
размерными параметрами:

ҫ 𝐺— модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений);
ҫ 𝜈 — коэффициент Пуассона (не имеет физической размерности);

ҫ
[−1]

𝐿 — характеристическая микродлина;

ҫ
[−2]
𝑐1,

[+2]
𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6 — не имеющие физической размерности псевдоска-

ляры.
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В результате вместо (12) приходим к определяющим уравнениям гемит-
ропной микрополярной среды:

𝑡(𝑖𝑠) = 2𝐺
(︀
𝜈(1− 2𝜈)−1𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚

)︀
𝜖(𝑙𝑚) +𝐺

[−1]

𝐿
(︀
𝑐4𝑔

𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚
[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝑐5

[+1]
𝜅 (𝑖𝑠)

)︀
,

[−1]
𝜇(𝑖𝑠) = 2𝐺

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿 (𝑐3𝑔𝑖𝑠𝑔𝑙𝑚 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑠𝑚)
[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +𝐺

[−1]

𝐿 (𝑐4𝑔𝑖𝑠𝑔
𝑙𝑚𝜖(𝑙𝑚) + 𝑐5𝜖(𝑖𝑠)),

[−1]
𝜏 𝑖 = 2𝐺

[−2]
𝑐1𝑔𝑖𝑠

[+1]
𝜙 𝑠 +

1

2
𝐺

[−1]

𝐿 𝑐6𝜅𝑖, 𝜇𝑖 = 𝐺
[−1]

𝐿
[−1]

𝐿
[+2]
𝑐2𝑔

𝑖𝑠𝜅𝑠 +
1

2
𝐺

[−1]

𝐿 𝑐6
[+1]
𝜙 𝑖.

3. Уравнения динамики гемитропного микрополярного тела.
Псевдотензорная формулировка. Уравнения динамики гемитропного
микроплярного упругого континуума в криволинейных координатах, исполь-

зуя обозначения для дифференциальных операторов ℒ 𝑖 и
[−1]

ℳ𝑖 и для опреде-
ляющих постоянных

𝑐′4 = 𝑐4 +
1

2
𝑐5 +

1

4
𝑐6, 𝑐′5 =

1

2
𝑐5 −

1

4
𝑐6, 𝑐′6 = −𝑐6,

запишем в форме

ℒ
𝑖
(︀
𝜕
·
,∇𝑘, 𝑢

𝑘,
[+1]

𝜑 𝑘
)︀
= 𝐺

[︁(︀
1 + 𝑒2

[−2]
𝑐1

)︀
∇𝑠∇𝑠𝑢

𝑖+

+
(︀
1− 𝑒2

[−2]
𝑐1 + 2𝜈(1− 2𝜈)−1

)︀
∇𝑖∇𝑘𝑢

𝑘+

+ 2
[−2]
𝑐1𝜖

𝑖𝑘𝑙∇𝑘

[+1]

𝜑𝑙 +
[−1]

𝐿 𝑐′4∇𝑖∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑘+

+
[−1]

𝐿 𝑐′5∇𝑘∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑖
]︁

− 𝜌 𝜕2
··
𝑢𝑖 = 0,

[−1]

ℳ𝑖

(︀
𝜕
·
,∇𝑘, 𝑢

𝑘,
[+1]

𝜑 𝑘
)︀
= 𝐺

[−1]

𝐿
[−1]

𝐿
[︁(︀
1 + 𝑒−2[+2]

𝑐2
)︀
∇𝑠∇𝑠

[+1]

𝜑𝑖+

+
(︀
1− 𝑒−2[+2]

𝑐2 + 2𝑐3
)︀
∇𝑖∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑘 +
[−1]

𝐿 −1𝑐′4∇𝑖∇𝑘𝑢𝑘+

+
[−1]

𝐿 −1𝑐′5∇𝑘∇𝑘𝑢𝑖 +
[−1]

𝐿 −1𝑐′6𝜖𝑖𝑠𝑙∇𝑠
[+1]

𝜑 𝑙
]︁

−

− 2𝐺
[−2]
𝑐1(2

[+1]

𝜑𝑖 − 𝑒2𝜖𝑖𝑘𝑙𝑔
𝑘𝑠∇𝑠𝑢

𝑙)− 𝜌
[−2]

I 𝜕2
··

[+1]

𝜑𝑖 =
[−1]

0 .

(13)

На основании данных выше определений дифференциальный оператор

ℒ 𝑖 имеет нулевой вес, а оператор
[−1]

ℳ𝑖 имеет вес −1. Для правоориентиро-
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ванной декартовой системы координат уравнения (13) запишутся в виде (см.
также табл. 32)

ℒ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘) = 𝐺
[︀
(1 + 𝑐1)𝜕𝑠𝜕𝑠𝑢𝑖 +

(︀
1− 𝑐1 + 2𝜈(1− 2𝜈)−1

)︀
𝜕𝑖𝜕𝑘𝑢𝑘+

+ 2𝑐1𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕𝑘0𝑙 + 𝐿𝑐′4𝜕𝑖𝜕𝑘0𝑘 + 𝐿𝑐′5𝜕𝑘𝜕𝑘0𝑖

]︀
− 𝜌 𝜕2

··
𝑢𝑖 = 0,

ℳ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘) = 𝐺𝐿2
[︀
(1 + 𝑐2)𝜕𝑠𝜕𝑠0𝑖 + (1− 𝑐2 + 2𝑐3)𝜕𝑖𝜕𝑘0𝑘+

+ 𝐿−1𝑐′4𝜕𝑖𝜕𝑘𝑢𝑘 + 𝐿−1𝑐′5𝜕𝑘𝜕𝑘𝑢𝑖 + 𝐿−1𝑐′6𝜖𝑖𝑠𝑙𝜕𝑠0𝑙

]︀
−

− 2𝐺𝑐1(20𝑖 − 𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕𝑘𝑢𝑙)− 𝜌I𝜕2
··
0𝑖 = 0.

(14)

Рассмотрим преобразование инверсии пространства (𝑥𝑘 → 𝑥
*𝑘

). Величины

в новой системе координат обозначим звездочкой снизу. В табл. 3 укажем
объекты в правоориентированной декартовой системе координат, инверсной
к ней системе координат и формулы связи. На основании уравнений (13),
заменяя материальные постоянные в соответствии c табл. 3, получаем

ℒ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = 𝐺[(1 + 𝑐1)𝜕*𝑠

𝜕
*𝑠
𝑢
* 𝑖

+ (1− 𝑐1 + 2𝜈(1− 2𝜈)−1)𝜕
* 𝑖
𝜕
*𝑘
𝑢
*𝑘
+

+ 2𝑐1𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕*𝑘
0
* 𝑙 − 𝐿𝑐′4𝜕* 𝑖

𝜕
*𝑘

0
* 𝑘 − 𝐿𝑐′5𝜕*𝑘

𝜕
*𝑘

0
* 𝑖]− 𝜌 𝜕2

··
𝑢
* 𝑖

= 0,

ℳ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = 𝐺𝐿2

[︀
(1 + 𝑐2)𝜕*𝑠

𝜕
*𝑠

0
* 𝑖 + (1− 𝑐2 + 2𝑐3)𝜕* 𝑖

𝜕
*𝑘

0
* 𝑘−

− 𝐿−1𝑐′4𝜕* 𝑖
𝜕
*𝑘
𝑢
*𝑘

− 𝐿−1𝑐′5𝜕*𝑘
𝜕
*𝑘
𝑢
* 𝑖

− 𝐿−1𝑐′6𝜖𝑖𝑠𝑙𝜕*𝑠
0
* 𝑙

]︀
−

− 2𝐺𝑐1(20* 𝑖 − 𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕*𝑘
𝑢
* 𝑙
)− 𝜌I𝜕2

··
0
* 𝑖 = 0.

(15)

Производя в дифференциальных операторах замены в соответствии с тре-
тьим столбцом табл. 3, находим

ℒ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = −ℒ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘),

ℳ
* 𝑖(𝜕·, 𝜕*𝑘

, 𝑢
*𝑘
,0
* 𝑘) = ℳ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘).

Откуда следует, что если выполняются уравнения (14) для исходной пра-
воориентированной декартовой системы координат, то выполняются (в силу
выполнимости (14)) и уравнения (15) в инверсной координатной системе3.
Указанное обстоятельство влечет за собой, например, наличие прямых и зер-
кальных мод при распространении волн по гемитропному микрополярному
упругому континууму. В случае распространения гармонических волн по ге-
митропной микрополярной среде оператор дифференцирования по времени
в указанных выше уравнениях преобразуется по правилу 𝜕2

··
→ −𝜔2, где 𝜔—

циклическая частота гармонической волны.

Заключение. В статье обсуждаются определяющие псевдоскаляры, свя-
занные с теорией гемитропного микрополярного континуума.

1. Приводятся основные понятия алгебры псевдотензоров, включая обоб-
щение теоремы Гамильтона—Кэли.

2
0

𝑘 — специальный символ, вес которого мы не будем указывать, точно так же как это
имеет место для 𝜖-символов.

3Справедливо и обратное утверждение.
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Таблица 3

Таблица соответствия для прямой и инверсной декартовых координатных систем
[Correspondence table for straight and inverse Cartesian coordinate systems]

Curvilinear
coordinate system

Right-handed Cartesian
coordinate system

Inverse coordinate system Conversion formulae

𝑥𝑘 𝑥𝑘 𝑥
∗

𝑘 𝑥
∗

𝑘 = −𝑥𝑘

𝑒 1 −1 𝑒
∗

= −𝑒
𝑔𝑖𝑗 𝛿𝑖𝑗 𝛿𝑖𝑗 —

𝜖𝑖𝑗𝑘 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝜖𝑖𝑗𝑘 —

𝜖𝑖𝑗𝑘 𝜖𝑖𝑗𝑘 𝜖𝑖𝑗𝑘 —

𝑢𝑖 𝑢𝑖 𝑢
∗

𝑖 𝑢
∗

𝑖 = −𝑢𝑖
[+1]

𝜑 𝑘
0𝑘 0

∗

𝑘 0
∗

𝑘 = 0𝑘

∇𝑖 𝜕𝑖 𝜕
∗

𝑖 𝜕
∗

𝑖 = −𝜕𝑖
𝜕
·

𝜕
·

𝜕
∗

·
—

ℒ 𝑖(𝜕
·
,∇𝑘, 𝑢

𝑘,0𝑘) ℒ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘) ℒ
∗

𝑖(𝜕·, 𝜕
∗

𝑘, 𝑢
∗

𝑘,0
∗

𝑘) ℒ
∗

𝑖(𝜕·, 𝜕
∗

𝑘, 𝑢
∗

𝑘,0
∗

𝑘) = −ℒ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘)

[−1]

ℳ 𝑖(𝜕·,∇𝑘, 𝑢
𝑘,0𝑘) ℳ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘) ℳ

∗

𝑖(𝜕·, 𝜕
∗

𝑘, 𝑢
∗

𝑘,0
∗

𝑘) ℳ
∗

𝑖(𝜕·, 𝜕
∗

𝑘, 𝑢
∗

𝑘,0
∗

𝑘) = ℳ𝑖(𝜕·, 𝜕𝑘, 𝑢𝑘,0𝑘)

[−1]

𝐿 𝐿 𝐿
∗

𝐿
∗

= −𝐿
[−2]
𝑐1 𝑐1 𝑐1 —

[+2]
𝑐2 𝑐2 𝑐2 —

[−2]

I I I —
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2. Определяется псевдотензорная форма гемитропного микрополярного
потенциала упругой деформации, основанная на 9 определяющих псев-
доскалярах (из них 3 псевдоскаляра и 6 абсолютных скаляров).

3. Вычисляются веса определяющих псевдоскаляров.
4. Продемонстрировано, что упругий потенциал инвариантен относитель-

но поворотов и переносов пространства, а также относительно преоб-
разований инверсии пространства и зеркальных отражений, а опреде-

ляющие псевдоскаляры
[−1]

𝐴
7

,
[−1]

𝐴
8

,
[−1]

𝐴
9

чувствительны к преобразованиям

инверсии пространства и зеркальным отражениям.
5. Выводятся определяющие уравнения гемитропного микрополярного

упругого континуума. С помощью фундаментального ориентирующего
скаляра веса +1 формулируются правила преобразования определяю-
щих псевдоскаляров.

6. Обсуждаются уравнения динамики гемитропного микрополярного кон-
тинуума в терминах псевдотензоров для прямых и зеркальных мод.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
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Аннотация

При решении краевых задач о построении напряженно-деформиро-
ванного состояния линейно-упругого изотропного тела важным шагом
является отыскание внутреннего состояния, порожденного силами, рас-
пределенными по занятой телом области. В классическом варианте су-
ществует численный способ оценки состояния в любой точке тела, ба-
зирующийся на сингулярно-интегральном представлении Чезаро. В ва-
рианте консервативных объемных сил возможно выписывание решений
в аналитической форме. При произвольных регулярных воздействиях
механической и иной физической природы силы потенциальными не яв-
ляются и подходы ПапковичаҫНейбера и АржаныхҫСлободянского ока-
зываются бессильными. Кроме этого, решение нелинейных задач эла-
стостатики средствами метода возмущений, а также использование при
решении задач для исследования многополостных тел алгоритма Швар-
ца приводят к необходимости решения последовательности линейных
задач. При этом в обязательном порядке зарождаются фиктивные объ-
емные силы, имеющие, как правило, полиномиальный характер.

Разработанный авторами ранее метод оценки напряженно-деформи-
рованного состояния тела, вызванного воздействием полиномиальных
объемных сил, представляемых в декартовых координатах, получил раз-
витие. Внутреннее состояние восстанавливается в строгом соответствии
с силами, статически воздействующими на односвязное ограниченное
линейно-упругое тело. Предложены и описаны эффективный метод по-
строения решения и алгоритм его компьютерной реализации. Продемон-
стрированы тестовые расчеты. Выполнен анализ состояния шара, на-
ходящегося под воздействием суперпозиции объемных сил различного
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характера при различных соотношениях параметров, подчеркивающих
уровень влияния этих факторов. Результаты оформлены графически.
Сделаны следующие выводы:

а) обоснована процедура выписывания напряженно-деформирован-
ного состояния от объемных сил, представляемых полиномами от
декартовых координат;

б) алгоритм реализован в вычислительной системе Mathematica и
проведено тестирование на многочленах высокого порядка;

в) проведен анализ квазистатического состояния линейно-упругого
изотропного шара, подверженного воздействию сил гравитации
и инерции при различных сочетаниях параметров, отвечающих
вариантам медленного, быстрого, компенсационного (инерцион-
ные силы соразмерны с гравитационными) вращений.

Отмечены перспективы развития нового подхода на класс ограниченных
и неограниченных тел, содержащих произвольное число полостей.

Ключевые слова: объемные силы, частное решение, напряженно-де-
формированное состояние от объемных сил, линейная эластостатика,
теория упругости, частное решение уравнений Ламе.

Получение: 22 апреля 2021 г. / Исправление: 7 сентября 2021 г. /
Принятие: 20 сентября 2021 г. / Публикация онлайн: 30 сентября 2021 г.

Введение. Восстановление полей напряженно-деформированного состо-
яния эластостатических тел, обусловленных объемными силами, относится
к теме построения частного решения задач математической физики для объ-
ектов, описываемых системой соотношений, определяющих упругую среду:

1) соотношений Коши, выражающих тензор деформаций через вектор пе-
ремещений точек;

2) обобщенного закона Гука, связывающего между собой компоненты тен-
зоров напряжений и деформаций;

3) уравнений равновесия, в которых объемные силы согласуются с полем
тензора напряжений.

Последние уравнения как раз и характеризуют систему уравнений как неод-
нородную и требуют при построении решения краевой задачи предваритель-
но восстанавливать в форме частного решения внутреннее состояние, отве-
чающее объемному силовому воздействию.

Классические положения о возможностях реализации такой процедуры
известны [1ҫ6]. В общем случае за частное решение отвечает интегральное
представление Чезаро [1ҫ3], выражающее поле вектора перемещения через
сингулярный интеграл пространственного типа, но не позволяющее получить
для тел произвольной формы даже приближенное аналитическое выражение.
Использование точечного численного подхода при применении способов в по-
строении численно-аналитических решений, форма представления которых
имеет вид аналитических выражений, весьма неудобно.

Приведение совокупности определяющих соотношений к системе трех диф-
ференциальных уравнений (каждое второго порядка) относительно трех два-
жды дифференцируемых функций, описывающих перемещение точек тела
в форме Ламе [2, 3], позволило П. Ф. Папковичу и Г. Ф. Нейберу [7] выпи-
сать общее решение, но с существенным ограничением на класс допускаемых
к рассмотрению объемных сил — они должны быть потенциальными. Эффек-
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тивному развитию такого подхода служат общие решения И. С. Аржаных,
М. Г. Слободянского [2, 3], записанные как для односвязного ограниченного
тела, так и для внешности ограниченной полости. Их суперпозиция позволяет
строить решения для произвольных многополостных тел.

Отметим, что традиционные силы, порожденные причинами чисто меха-
нического характера (силы тяжести, силы инерции при равномерном враще-
нии тел, силы гравитационного взаимодействия), обладают именно такими
свойствами [8ҫ11]. В современных условиях развития науки и техники воз-
никли новые причины зарождения сил, распределенных по области, занятой
упругим телом. Обнаружены причины нарушения межмолекулярного вза-
имодействия на наноуровне [12]. Обеспечение специфически направленных
потоков заряженных частиц сквозь упругое тело, помещенное во внешнее
магнитное поле, порождает силы электромагнитного взаимодействия Лорен-
ца [13]. Эти силы уже не относятся к классу консервативных, но на упругое
состояние тела оказывают прямое воздействие.

Еще одна причина, порождающая формальные объемные силы, связана
со средствами решения неоднородных и термоупругих [14], геометрически
[15] и физически [16,17] нелинейных задач средствами метода возмущений.
Здесь решение нелинейной проблемы сводится к последовательности шагов,
на каждом из которых решается задача линейного типа для соотношений
классического характера, но обязательно содержащая фиктивную объемную
силу, как правило, полиномиального характера [14].

Способ определения частного решения для такого случая построен — до-
казана теорема о существовании базиса пространства полиномиальных объ-
емных сил, указаны эффективные алгоритмы выписывания частного реше-
ния [18ҫ20]. Приведены примеры их эффективного применения. Эти алгорит-
мы связаны с необходимостью вычисления скалярных произведений элемен-
тов базиса, что при высоких размерностях полиномов, описывающих внут-
реннее состояние, требует существенных затрат времени счета.

Разработка более эффективного способа выписывания внутреннего состо-
яния, порождаемого полиномиальными объемными силами, является темой
актуальной, ресурсосберегающей.

Цель соответствующего исследования заключается в создании метода,
позволяющего выписывать напряженно-деформированное состояние от по-
линомиальных объемных сил, минуя необходимость вычисления кратных ин-
тегралов при решении задачи. Эта цель достигнута, о чем свидетельствует
изложенное ниже.

1. Полиномиальные базисы объемных сил. Полиномиальным на-
зываем континуальное пространство 𝑋𝑝 объемных сил, описываемое много-
членами. Это определение характеризует его как линейное. Будем полагать
тело односвязным, ограниченным, занимающим область 𝑉 с границей 𝜕𝑉 .
Это пространство имеет сепарабельный базис [19], полнота которого и линей-
ная независимость его элементов строго доказаны [20]. Описаны два способа
формирования отрезков базиса 𝑋𝑘 произвольного порядка 𝑘:

1) обеспечивающий алгоритм, одновременно служащий конструктивным
доказательством упомянутых обязательных свойств элементов базиса;

2) сортировочный алгоритм, ведущий к достижению цели ресурсосберега-
ющими средствами.
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Реально построенный любым способом исходный базис 𝑋𝑘 будем называть
опорным базисом.

В любом варианте организации опорного базиса исходим из того, что про-
извольный моном 𝑤 = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑧𝛾 , {𝑥, 𝑦, 𝑧} ∈ R

3 порождает в соответствии с опре-
деляющими соотношениями линейной однородной эластостатической среды
(изотропной, анизотропной) три варианта полиномиальных сил в соответ-
ствии с цепочкой действий

u → �̂� → �̂� → X, u ∈
{︀
{𝑤, 0, 0}, {0, 𝑤, 0}, {0, 0, 𝑤}

}︀
, (1)

где u, X — векторы перемещений и сил; �̂�, �̂� — тензоры деформаций и на-
пряжений. Если через 𝑘 обозначить порядок полиномиального вектора X,
то 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 − 2 = 𝑘. Каждому полиномиальному внутреннему состоянию
𝜉𝑝 = {u, �̂�, �̂�} соответствует вектор X𝑝, компонентами которого являются од-
нородные полиномы порядка 𝑘.

Например, изотропной эластостатической цепочке (1) соответствуют опре-
деляющие соотношения [3]:

�̂� = 1
2 [(∇u)⊤ +∇u], �̂� = 𝜆ΘÊ + 2𝜇�̂�, X = − div �̂�,

где Ê — единичный тензор; Θ = 𝐼1(�̂�)— первый инвариант тензора деформа-

ций (объемная деформация); 𝜆, 𝜇— параметры Ламе (𝜆 = 2𝜈𝜇
1−2𝜈 , 𝜈 — коэффи-

циент Пуассона).
Ранее используемые подходы к разложению вектора X по элементам от-

резка базиса {X𝑘} максимального порядка 𝐾, 𝑘 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝐾}, опирались
на применение метода наименьших квадратов или рядов Фурье. В обоих слу-
чаях использовалось скалярное произведение

(X𝑘,X𝑗) =

∫︁

𝑉0

X𝑘 · X𝑗 𝑑𝑉,

где 𝑉0 не обязано совпадать с 𝑉 и может иметь более тривиальную форму
для цели экономии ресурсов, например, куб:

𝑉0 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3, −1 6 𝑥, 𝑦, 𝑧 6 1}.

Это обстоятельство обусловлено регулярностью элементов базиса не толь-
ко внутри 𝑉 , но также и в любой ограниченной области благодаря именно
полиномиальному характеру представления.

Практика проведения расчетов показала, что в некоторых задачах (нели-
нейные среды, декомпозируемые применением метода возмущений в последо-
вательность линейных, но содержащих искусственно порожденную полино-
миальную объемную нагрузку) для удовлетворительного приближения част-
ного решения относительно состояний от объемных сил требуется достаточно
большой порядок 𝐾 аппроксимирующих многочленов, из-за чего вычисление
𝐾2 интегралов даже в «канонических» областях требует приличных затрат
времени. Проблема была бы снята, если бы опорный базис имел не полино-
миальный, а более узкий, мономный характер. Это предполагает, что вектор
X𝑘 содержит моном порядка 𝑘 ровно в одной позиции:

X𝑘 ∈
{︀
{𝑤𝑋 , 0, 0}, {0, 𝑤𝑋 , 0}, {0, 0, 𝑤𝑋}

}︀
, 𝑤𝑋 = 𝑥𝑎𝑦𝑏𝑧𝑐, 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 𝑘.
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Действительно, любой однородный полиномиальный вектор X является
заданной линейной комбинацией элементов базиса {X𝑘}:

X =

𝐾∑︁

𝑘=0

𝜒𝑘X
𝑘. (2)

Если при этом каждому элементу X𝑘 соответствует состояние 𝜉𝑘 (которое
надо построить), то можно предположить аналогичное разложение для внут-
реннего состояния 𝜉* от объемных сил:

𝜉* =
𝐾∑︁

𝑘=0

𝜒𝑘𝜉
𝑘.

Предположение не оказывается ограничивающим, его доказывать нет необхо-
димости, поскольку расчетчика устраивает любое частное решение 𝜉*, лишь
бы выполнялось линейное отображение 𝜉* → X. Последнее гарантировано
цепочкой (1).

Таким образом, возникла задача о формировании мономного базиса {X𝑘}
на основе опорного однородно-полиномиального базиса {X𝑘}.

2. Алгоритм формирования внутренних состояний для мономно-
го базиса объемных сил. Совокупность мономов порядка 𝑘 будем назы-
вать «кластером 𝑘». Число различных мономов 𝑤𝑘 = 𝑥𝑎𝑦𝑏𝑧𝑐, 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑘
определяет мощность этого кластера

𝑛𝑘 = 1
2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2).

Поскольку каждый из мономов может быть помещен в любую позицию трех-
мерного вектора X𝑘, количество различных векторов этого порядка оценива-
ется как 𝑁𝑘 = 3𝑛𝑘 = 3

2(𝑘+ 1)(𝑘+ 2). Каким-либо способом введем индивиду-

альную нумерацию всех элементов мономного отрезка базиса векторов X𝑘,
например, в соответствии с табл. 1. После этого множество номеров элемен-
тов кластера принадлежит списку 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁𝑘}.

При формировании отрезка опорного базиса {X𝑘} в соответствии с при-
нятым обозначением (табл. 1) каждый элемент опорного базиса приобретает
свой индекс 𝑖 и представляется линейной комбинацией

X𝑖 =

𝑁𝐾∑︁

𝑗=1

𝑐𝑖 𝑗X
𝑗 (3)

Таблица 1

Внутрикластерная нумерация элементов мономного базиса
[Intracluster numbering of elements of a monomic basis]

position of 𝑤𝑘 𝑥𝑘 𝑥𝑘−1𝑦 𝑥𝑘−2𝑦2 . . . 𝑧𝑘

1 1 2 3 . . . 𝑛𝑘

2 𝑛+ 1 𝑛+ 2 𝑛+ 3 . . . 2𝑛𝑘
3 2𝑛+ 1 2𝑛+ 2 2𝑛+ 3 . . . 3𝑛𝑘
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или в матричной форме (индексом 𝑘 матрицу 𝐶 помечать нет необходимости:
она используется внутрикластерно):

{X𝑖} = 𝐶{X𝑗}, 𝐶 = [𝑐𝑖𝑗 ], 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁𝑘}.

Все коэффициенты матрицы 𝐶 определены, причем det𝐶 ̸= 0 в силу линей-
ной независимости элементов опорного базиса. Обращение матрицы 𝐶 поз-
воляет получить выражение элементов мономного базиса {X𝑗} через уже
известное представление опорного базиса в виде

{X𝑗} = 𝐶−1{X𝑖},

что нам и требовалось.
Эти же схемы позволяют назначить базис полиномиальных внутренних

состояний:

𝜉𝑗 =

𝑁𝐾∑︁

𝑖=1

𝑑𝑗𝑖𝜉𝑖,

где 𝑑𝑗𝑖 — элементы матрицы 𝐷 = 𝐶−1 = [𝑑𝑗𝑖].
Перебирая поочередно кластеры до их максимального значения, накапли-

ваем последовательность внутренних состояний {𝜉𝑙}. Поскольку полиноми-
альный вектор объемных сил X* известен и является линейной комбинацией
элементов базиса

X* =
∑︁

𝑙

𝜒𝑙X
𝑙, (4)

ему соответствующее внутреннее состояние определяется аналогично:

𝜉* =
∑︁

𝑙

𝜒𝑙𝜉
𝑙. (5)

В выражениях (4), (5) нумерация элементов базиса изменена в соответ-
ствии с фактом накопления базиса списками {X𝑗}; таких списков столько же,
сколько имеется различных кластеров.

Ниже приводится более детальное описание алгоритма формирования
внутреннего состояния, строго соответствующее полиномиальной объемной
силе X.

А. Внутрикластерные операции. Входной информацией для блока слу-
жит порядок кластера 𝑘 и однородный полиномиальный вектор X.

A.1. Определяются мощность 𝑛𝑘 множества мономов порядка 𝑘 и размер-
ность 𝑁𝑘 матрицы 𝐶.

A.2. Перебираются позиции 𝑝 ∈ {1, 2, 3} для формирования мономного ба-
зиса {X𝑗}. Полагаем 𝑗 = 0. Осуществляется перебор порядков степеней
переменных 𝑥, 𝑦, 𝑧 в соответствии с табл. 1:

∀𝑐 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘} : ∀𝑏 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛𝑘 − 𝑐} : 𝑎 = 𝑛𝑘 − 𝑐− 𝑏; 𝑗 := 𝑗 + 1. (6)

Формируется моном 𝑤𝑥 = 𝑥𝑎𝑦𝑏𝑧𝑐 и вектор X𝑗 в соответствии с позици-
ей 𝑝.
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Использование «сортировочного алгоритма» [20] позволяет для каждо-
го набора параметров 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑝 указать значения 𝛼, 𝛽, 𝛾 и сформировать
вектор X𝑖, являющийся линейной комбинацией (3) элементов мономно-
го базиса. Определяются все коэффициенты 𝑐𝑖𝑗 строки 𝑖 матрицы 𝐶.
По завершении перебора (6) матрица 𝐶 сформирована.

A.3. Выполняется обращение матрицы 𝐶: 𝐶−1 = 𝐷 = [𝑑𝑗𝑖]; тем самым список
элементов опорного базиса {X𝑖} представляется линейной комбинацией
элементов мономного базиса {X𝑗}:

{X𝑖} = 𝐷{X𝑗}, X𝑖 =
∑︁

𝑗

𝑥𝑗𝑖X
𝑗 .

A.4. Входной кластерный вектор объемных сил X представляется линейной
комбинацией элементов мономного базиса

X = 𝐻{X𝑗}, X =
∑︁

𝑗

𝜒𝑗X
𝑗 .

Здесь 𝐻 = {𝜒𝑗}— вектор-строка коэффициентов разложения (2) раз-
мерности 𝑁𝑘.

A.5. Осуществляется перебор элементов мономного базиса. Изначально по-
лагается значение внутреннего состояния среды нулевым: 𝜉* = 0.
Номеру 𝑗 элемента мономного базиса соответствуют номер 𝑖 = 𝑗 элемен-
та опорного базиса и отвечающие ему значения 𝛼, 𝛽, 𝛾. «Сортировочный
алгоритм» формирует состояние 𝜉*𝑖 = {u𝑖, �̂�𝑖, �̂�𝑖}, причем такую проце-
дуру необходимо делать в том случае, если коэффициент 𝑏𝑖 =

∑︀

𝑗 𝜒𝑗𝑥𝑗𝑖
матрицы 𝐵 = 𝐻𝐾 = {𝑏𝑖} не равен нулю (экономия ресурсов).
В процессе перебора осуществляется накопление внутреннего состоя-
ния 𝜉* для кластера 𝑘:

𝜉* := 𝜉* + 𝜉*𝑖 .

По окончании цикла внутреннее состояние 𝜉*, отвечающее однородному
полиномиальному вектору X, построено.

В. Внекластерные операции.

В.0. Определяется максимальный порядок 𝐾max полиномов вектора объем-
ных сил F0. Приводится его представление F0 в форме линейной ком-
бинации однородных полиномиальных векторов f𝑘:

F0 =

𝐾max∑︁

𝑘=0

f𝑘,

где 𝑘 далее обозначает порядок кластера.
Устанавливается нулевое значение для накапливаемых внутреннего со-
стояния 𝜉 = 0 вектора сил (F = 0).

В.1. Осуществляется перебор кластеров в порядке возрастания: ∀𝑘 ∈ {0, 1, . . . ,
𝐾max}; выделяется вектор X = f𝑘 и выполняются внутрикластерные
операции пункта А.
Результаты внутрикластерных операций накапливаются:

𝜉 := 𝜉 + 𝜉*, F := F + X.
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В.2. Выполняется проверка точности построения внутреннего состояния, от-
вечающего приложенным объемным силам. Это легче всего сделать на
основе оценки нормы вектора:

‖F0 − F‖ → min .

Процесс построения напряженно-деформированного состояния, отвечаю-
щего внешним объемным силам, завершен.

Замечание. Все операции в алгоритме дают однозначное представление
результата. Если описывать исходную числовую информацию в рациональ-
ной форме, то окончательный результат также имеет однозначно определяе-
мую рациональную форму. Следовательно, для заданного вектора объемных
сил указывается строго соответствующее ему внутреннее состояние 𝜉*.

3. Примеры построения напряженно-деформированных состоя-
ний тел от объемных сил. Ниже приведены примеры восстановления на-
пряженно-деформированного состояния односвязных эластостатических тел,
порожденного объемными силами полиномиального характера.

3.1. Тестирование алгоритма восстановления напряженно-дефор-
мированного состояния, строго соответствующего объемной силе.
Процедура восстановления строгого решения задачи о напряженно-деформи-
рованном состоянии односвязного линейно-упругого тела, вызванном полино-
миальными силами, была успешно проверена на объектах довольно высокого
13-го порядка полиномов и убедила в факте строгого построения соответ-
ствующего внутреннего состояния.

В качестве примера приводим вариант задачи, результаты решения ко-
торой имеют компактный характер. Пусть односвязное тело находится под
воздействием объемной силы

X =

⎛

⎝

1 + 𝑥𝑦
−6𝑥2𝑧
2𝑥𝑦𝑧

⎞

⎠ , (7)

разложенной в сумму слагаемых четырех кластеров X⟨𝑘⟩:

X =

3∑︁

𝑘=0

X⟨𝑘⟩,

X⟨0⟩ =

⎛

⎝

1
0
0

⎞

⎠ , X⟨1⟩ =

⎛

⎝

0
0
0

⎞

⎠ , X⟨2⟩ =

⎛

⎝

𝑥𝑦
0
0

⎞

⎠ , X⟨3⟩ =

⎛

⎝

0
−6𝑥2𝑧
2𝑥𝑦𝑧

⎞

⎠ .

С каждым слагаемым этой суммы выполнялись внутрикластерные опе-
рации, рационально строились соответствующие внутренние состояния. На-
копленное суммарно внутреннее состояние 𝜉 =

∑︀

𝑘 𝜉
*⟨𝑘⟩ дало результат

u =

⎛

⎜
⎝

− 1
18𝑥

3𝑦 − 1
2𝑧

2 + 1
18𝑦𝑧

4

1
36𝑥

4 + 1
2𝑥

4𝑧 + 1
18𝑥𝑧

4

−1
9𝑥𝑦𝑧

3

⎞

⎟
⎠ ,
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𝜀 =

⎛

⎜
⎝

−1
6𝑥

2𝑦 1
36𝑥

3 + 𝑥3𝑧 + 1
18𝑧

4 −1
2𝑧 +

1
18𝑦𝑧

3

1
36𝑥

3 + 𝑥3𝑧 + 1
18𝑧

4 0 1
4𝑥

4 + 1
18𝑥𝑧

3

−1
2𝑧 +

1
18𝑦𝑧

3 1
4𝑥

4 + 1
18𝑥𝑧

3 −1
3𝑥𝑦𝑧

2

⎞

⎟
⎠ ,

�̂� =

⎛

⎜
⎝

−1
2𝑥

2𝑦 − 1
3𝑥𝑦𝑧

2 1
18𝑥

3 + 2𝑥3𝑧 + 1
9𝑧

4 −𝑧 + 1
9𝑦𝑧

3

1
18𝑥

3 + 2𝑥3𝑧 + 1
9𝑧

4 −1
6𝑥

2𝑦 − 1
3𝑥𝑦𝑧

2 1
2𝑥

4 + 1
9𝑥𝑧

3

−𝑧 + 1
9𝑦𝑧

3 1
2𝑥

4 + 1
9𝑥𝑧

3 −1
6𝑥

2𝑦 − 𝑥𝑦𝑧2

⎞

⎟
⎠ .

При этом цепочка действий (1) привела в точности к состоянию (7), что под-
черкнуло строгий характер полученного решения.

3.2. Состояние шара, находящегося под действием центральных
сил и сил инерции. В качестве расчетного примера рассматривается одно-
родный шар безразмерного радиуса 1, находящегося под действием централь-
ных сил (силы типа удельного веса в плоти Земли) и сил инерции, вызванных
вращением шара вокруг оси 𝑆𝑁 (см. рисунок, 𝜔— угловая скорость).

Схема нагружения однородного шара объемными силами

[Scheme of loading a homogeneous ball with bulk forces]

Будем полагать положение точки 𝑀 описываемым радиус-вектором r
в центральной системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Величины сил F1, F2 зависят от фи-
зико-геометрических параметров объекта. После обезразмеривания считаем
их характеризуемыми константами 𝑓1, 𝑓2 соответственно:

F1 = −𝑓1

⎛

⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞

⎠ , F2 = 𝑓2

⎛

⎝

𝑥
𝑦
0

⎞

⎠ ,

так что их сумма

X = F1 + F2 =

⎛

⎝

(𝑓2 − 𝑓1)𝑥
(𝑓2 − 𝑓1)𝑦

−𝑓1𝑧

⎞

⎠

и определяет внутреннюю объемную силу шара.
Интерес представляет модификация внутреннего состояния при различ-

ных соотношениях параметров 𝑓1, 𝑓2. В табл. 2 приведены результаты обсле-
дования трех ярко выраженных состояний:
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1) медленное вращение: 𝑓2 ≪ 𝑓1 (положено 𝑓2 = 0);
2) компенсационное вращение: 𝑓2 ≈ 𝑓1 (положено 𝑓2 = 𝑓1);
3) быстрое вращение 𝑓2 ≫ 𝑓1 (положено 𝑓1 = 0).
В табл. 2 приведены качественные картины распределения напряжений

в радиальном сечении однородного упругого тела с коэффициентом Пуас-
сона 𝜈 = 1/4 (первый квадрант сечения в плоскости 𝑂𝑥𝑦𝑧). Фон за преде-
лами четверти круга соответствует нулевому уровню соответствующих на-
пряжений, более светлые тона отвечают большим напряжениям (при растя-
жении соответствующих волокон — нормальным напряжениям; при сужении

Таблица 2

Напряженное состояние гравитационного вращающегося тела
[Stress state of a gravitational rotating body]

Slow rotation Compensation rotation Fast rotation
𝑓2 ≪ 𝑓1 (supposed to 𝑓2 = 0) 𝑓2 ≈ 𝑓1 (supposed to 𝑓2 = 𝑓1) 𝑓2 ≫ 𝑓1 (supposed to 𝑓1 = 0)

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜎𝑧𝑧

𝜎𝑥𝑧
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угла 𝑥𝑂𝑧 — напряжениям сдвига 𝜎𝑥𝑧). При комментировании рисунков будем
употреблять термины, принятые при описании геометрии Земного шара —
экваториальное сечение, полярная ось 𝑆𝑁 , широта. Вследствие непрерывной
зависимости решения от значения коэффициента 𝜈 будем допускать прогнозы
при его малой вариации.

При медленном вращении шара наибольшее сжатие материала тела про-
исходит в его центре. Расширение углов сдвиговых деформаций наибольшее
в средних широтах на поверхности шара. В реальности для слабо сжимаемых
тел здесь следует ожидать эффектов, ориентирующихся на хрупкое разру-
шение, образование трещин (то же при компенсационном вращении).

При компенсационном вращении, когда силы инерции частично уравнове-
шивают гравитационные силы, радиальные волокна вблизи экваториальной
плоскости практически не деформируются, а при приближении к полюсам
𝑆𝑁 ожидается их сжатие. Вблизи полюсов также сжимаются окружные во-
локна, а вот вблизи поверхности шара в «граничных» зонах они, наоборот,
растягиваются.

При быстром вращении радиальные и окружные волокна значительно
растягиваются вблизи центра шара, в то время как осевые волокна в этой об-
ласти, наоборот, укорачиваются. На большей части поверхности (чем ближе
к экватору, тем сильнее) осевые волокна, напротив, удлиняются. При очень
быстром вращении «мягких» материалов это может служить причиной их
стремления к образованию тороидальных тел (на геометрически линейном
уровне это констатировать не удается). В средних широтах поверхности ша-
ра происходит сужение межволоконных углов, что препятствует образованию
радиальных трещин хрупких сред в этих местах. В этом состоит принципи-
альное отличие от медленных и компенсационных вращений.

Выводы.
1. Теоретически обеспечены процедуры восстановления внутреннего со-

стояния односвязного линейно-упругого тела при квазистатическом на-
гружении полиномиальными объемными силами произвольного физи-
ческого смысла.

2. Построен и реализован в системе Mathematica эффективный алгоритм
весьма быстрого восстановления напряженно-деформированного состо-
яния, отвечающего объемным силам. Время счета измеряется минута-
ми; при использовании энергетических методов затрачиваются часы.

3. Выполнено тестирование указанных процедур для полиномиальных объ-
емных сил высокой степени многочленов, что гарантирует его эффек-
тивное применение даже в задачах нелинейной теории упругости, в ко-
торых нелинейные соотношения раскладываются средствами метода воз-
мущений в последовательность линейных с традиционно искусственно
порождаемыми объемными силами именно полиномиального характе-
ра.

4. Эффективность алгоритма продемонстрирована на задаче о вращении
однородного гравитационного шара при различных соотношениях пара-
метров гравитации и вращения. Это позволило сделать ряд качествен-
ных выводов о состоянии тела.

Ближайшей перспективой развития подхода к восстановлению напряжен-
но-деформированного состояния от объемных сил является расширение об-
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ласти его применения на однополостные и многополостные ограниченные
и неограниченные тела. Технически такой приближенный подход уже реа-
лизуется [21], но соответствующее обоснование еще не выполнено. Еще более
весомым явился бы результат, дающий строгое решение таких задач.
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Abstract

When solving boundary value problems about the construction of the
stress-strain state of an linearly elastic, isotropic body, an important step is
őnding the internal state generated by the forces, distributed over the area
occupied by the body. In the classical version, there is a numerical method for
estimating the state at any point of the body based on the singular-integral
representation of Cesaro. In the variant of conservative bulk forces, it is
possible to construct solutions in an analytical form. With arbitrary regular
effects of mechanical and other physical nature the force is not potential
and the approaches of PapkovichśNeiber and ArzhanykhśSlobodyansky are
powerless. In addition, the solution of nonlinear problems of elastostatics
by means of the perturbation method, as well as the use of the Schwarz
algorithm in solving problems for the study of multi-cavity solids, lead to
the need to solve a sequence of linear problems. At the same time, őctitious
bulk forces are necessarily generated, which as a rule have a polynomial
nature.

The method proposed by the authors earlier for estimating the stress-
strain state of a solid caused by the action of polynomial bulk forces rep-
resented in Cartesian coordinates has been improved. The internal state is
restored in strict accordance with the forces statically acting on a simply
connected bounded linear-elastic body. An effective method for constructing
a solution and an algorithm for its computer implementation are proposed
and described. Test calculations are demonstrated. The analysis of the state
of the ball under the action of a superposition of bulk forces of different na-
ture at different ratios of parameters that emphasize the level of inŕuence of
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these factors is performed. The results are presented graphically. Conclusions
are drawn:

a) the procedure for writing out the stress-strain state on the volume
forces represented by polynomials from Cartesian coordinates is jus-
tiőed;

b) the algorithm is implemented in the Mathematica computing system
and tested on high-order polynomials;

c) the analysis of the quasi-static state of a linear-elastic isotropic ball
exposed to the forces of gravity and inertia at various combinations
of parameters corresponding to the variants of slow, fast, compen-
satory (inertial forces are proportional to the gravitational) rotations
is carried out.

The prospects for the development of a new approach to the class of bounded
and unbounded bodies containing an arbitrary number of cavities are noted.

Keywords: bulk forces, partial solution, stress-strain state from bulk forces,
linear elastostatics, elasticity theory, partial solution of the Lame equations.
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Abstract

The paper considers the necessity of constructing exact solutions to the
equations of dynamics of a viscous ŕuid stratiőed in terms of several physical
characteristics, with density and viscosity taken as an example. The applica-
tion of the families of exact solutions constructed for stratiőed ŕuids to mod-
eling various technological processes dealing with moving viscous ŕuid media
is discussed. Based on Lin’s exact solutions, linear in some coordinates, a
class of exact solutions to the NavierśStokes equations is constructed for
viscous multilayer media in a mass force őeld. The class is then extended to
the case of the arbitrary relation of kinetic force őelds to all three Cartesian
coordinates and time. The issues of overdetermination and solvability of the
reduced (based on the families under study) NavierśStokes equation system
supplemented by the incompressibility equation are discussed. The case of
isobaric shearing ŕow outside the mass force őeld is considered in detail as
an illustration. Three approaches to obtaining consistency conditions for the
overdetermined reduced system of motion equations are discussed, and their
interrelation is shown.

Keywords: NavierśStokes equations, exact solution, stratiőed ŕuid, mass
force őeld, overdetermined reduced system.
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Introduction. When exact solutions to the NavierśStokes equations are
sought, the main attention is given to homogeneous incompressible ŕuids with
a constant density [1ś12]. These theoretical results describe a very wide class of
hydrodynamic phenomena for various time and spatial scales and enable viscome-
ters and chemical engineering devices to be designed [13ś18]. The construction of
mathematical models of őlm ŕows [19ś23], the analysis of processes in chemical
engineering devices [19,24,25], and the solution of problems in astrophysics, aero-
physics and geophysical hydrodynamics are based on the use of stratiőed ŕuids
[26ś32].

Multilayer structures in isothermal ŕows of viscous incompressible ŕuids arise
from density stratiőcation. Fluid incompressibility means that density is a La-
grangian invariant [32ś35]. In other words, the characteristics of velocity őeld
distribution vary in time and space. The most essential variation of ŕuid ŕow at a
constant temperature manifests itself with respect to the vertical (transverse) co-
ordinate. Density stratiőcation along the vertical coordinate affects the dynamics
of large structures and the energy exchange between vortices of different magni-
tudes, and it generates the appearance of internal waves [32,36ś39]. Note that the
presence of density gradients with respect to the horizontal (longitudinal) coordi-
nates induces various convections [1,4ś7]. Undoubtedly, the density stratiőcation
is determined by a continuous time and coordinate function. However, this depen-
dence may prove unknown, or its value may be obtained rather approximately,
and this may eventually lead to studying ill-deőned problems of hydrodynamics
and mathematical physics. In this case, researchers use models of a step density
function; i.e., density and, strictly speaking, the coefficient of dynamic viscosity
are speciőed for each ŕuid ŕow layer. This approach is applied, e.g., to study the
instability of large-scale circulation. The study of hydrodynamic instability is in
this case associated with the substitution of continuous stratiőcation by multilayer
models, two-layer ones being the most widespread [36, 40ś44]. Another example
of using two-layer and three-layer ŕuids is their application to the description of
equatorial ŕows [31, 32, 45, 46]. The discussion found in [47ś58] is based on the
numerical integration of motion equations.

Thus, it seems urgent to construct a class of exact solutions to the Navierś
Stokes problems for describing stratiőed ŕuid ŕows with a step density function.
This paper constructs several families of exact solutions.

1. Problem statement. We consider a ŕowing ŕuid consisting of 𝑛 layers
(Fig. 1). Each 𝑖-th layer is characterized by density 𝜌𝑖, dynamic viscosity 𝜂𝑖, and
thickness ℎ𝑖. The motion equations for each layer can then be written in the
invariant form as

𝜌𝑖
𝑑�⃗� (𝑖)

𝑑𝑡
= −∇𝑃 (𝑖) + 𝜂𝑖 M �⃗� (𝑖) + 𝐹 (𝑖), (1)

∇ · �⃗� (𝑖) = 0. (2)

Here, the velocity vector �⃗� (𝑖) has the coordinates �⃗� (𝑖) =
(︀
𝑉

(𝑖)
𝑥 , 𝑉

(𝑖)
𝑦 , 𝑉

(𝑖)
𝑧

)︀
, and the

mass force vector 𝐹 (𝑖) has the coordinates 𝐹 (𝑖) =
(︀
𝐹

(𝑖)
𝑥 , 𝐹

(𝑖)
𝑦 , 𝐹

(𝑖)
𝑧

)︀
. The differential
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Figure 1. Schematic ŕow of a stratiőed ŕuid

operator 𝑑
𝑑𝑡 = 𝜕

𝜕𝑡 +
(︀
�⃗� (𝑖) · ∇

)︀
. Note that the equation system (1), (2) is closed

since the number of equations in it coincides with the number of required functions

which here are the projections of the velocity vector �⃗� (𝑖) and pressure 𝑃 (𝑖). Note
that the function 𝑃 (𝑖) is introduced for the convenience of the analytical and
numerical integration of the system (1), (2), which consists of the NavierśStokes
equation (1) and the incompressibility equation (2).

2. The families of exact solutions for describing three-dimensional
ŕows. To study the properties of stratiőed ŕuid ŕows, it is necessary to have a
store of exact solutions to the NavierśStokes equations satisfying the incompress-
ibility equation. The exact solution to the system (1), (2) will be sought within
the LinśSidorovśAristov family [1]. For each layer (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) the velocity őeld
is representable as

𝑉 (𝑖)
𝑥 = 𝑈 (𝑖)(𝑧, 𝑡) + 𝑢

(𝑖)
1 (𝑧, 𝑡)𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 (𝑧, 𝑡)𝑦,

𝑉 (𝑖)
𝑦 = 𝑉 (𝑖)(𝑧, 𝑡) + 𝑣

(𝑖)
1 (𝑧, 𝑡)𝑥+ 𝑣

(𝑖)
2 (𝑧, 𝑡)𝑦, (3)

𝑉 (𝑖)
𝑧 = 𝑤(𝑖)(𝑧, 𝑡).

Note that Eqs. (3) can be treated as a Taylor series expansion of the velocity
vector components, restricted to only linear terms.

The structure of Eq. (1) suggests that the pressure 𝑃 (𝑖) and some projections

of the mass force vector 𝐹 (𝑖) needs to be treated as quadratic forms of the same
spatial coordinates,

𝑃 (𝑖) = 𝑃
(𝑖)
0 (𝑧, 𝑡) + 𝑃

(𝑖)
1 (𝑧, 𝑡)𝑥+ 𝑃

(𝑖)
2 (𝑧, 𝑡)𝑦 +

+ 𝑃
(𝑖)
11 (𝑧, 𝑡)

𝑥2

2
+ 𝑃

(𝑖)
12 (𝑧, 𝑡)𝑥𝑦 + 𝑃

(𝑖)
22 (𝑧, 𝑡)

𝑦2

2
,

𝐹 (𝑖)
𝑥 = 𝐴

(𝑖)
0 (𝑧, 𝑡) +𝐴

(𝑖)
1 (𝑧, 𝑡)𝑥+𝐴

(𝑖)
2 (𝑧, 𝑡)𝑦,

𝐹 (𝑖)
𝑦 = 𝐵

(𝑖)
0 (𝑧, 𝑡) +𝐵

(𝑖)
1 (𝑧, 𝑡)𝑥+𝐵

(𝑖)
2 (𝑧, 𝑡)𝑦,

(4)
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𝐹 (𝑖)
𝑧 = 𝐶

(𝑖)
0 (𝑧, 𝑡) + 𝐶

(𝑖)
1 (𝑧, 𝑡)𝑥+ 𝐶

(𝑖)
2 (𝑧, 𝑡)𝑦 +

+ 𝐶
(𝑖)
11 (𝑧, 𝑡)

𝑥2

2
+ 𝐶

(𝑖)
12 (𝑧, 𝑡)𝑥𝑦 + 𝐶

(𝑖)
22 (𝑧, 𝑡)

𝑦2

2
.

Substitute the representations (3), (4) in turns into each scalar equation of the
system (1), (2), starting with the projection of the NavierśStokes equation (1)
onto the 𝑂𝑥 axis:

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑉 (𝑖)
𝑥

𝜕𝑉
(𝑖)
𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑉 (𝑖)

𝑦

𝜕𝑉
(𝑖)
𝑥

𝜕𝑦
+ 𝑉 (𝑖)

𝑧

𝜕𝑉
(𝑖)
𝑥

𝜕𝑧

)︁

=

= −𝜕𝑃
(𝑖)

𝜕𝑥
+ 𝜂𝑖

(︁ 𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

)︁

𝑉 (𝑖)
𝑥 + 𝐹 (𝑖)

𝑥 .

Substituting the expressions for velocity, pressure, and mass forces into the latter
equation, we obtain

𝜌𝑖

[︁𝜕(𝑈 (𝑖) + 𝑢
(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦)

𝜕𝑡
+

(︀
𝑈 (𝑖) + 𝑢

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦

)︀𝜕(𝑈 (𝑖) + 𝑢
(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦)

𝜕𝑥
+

+
(︀
𝑉 (𝑖) + 𝑣

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑣

(𝑖)
2 𝑦

)︀𝜕(𝑈 (𝑖) + 𝑢
(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦)

𝜕𝑦
+ 𝑤(𝑖)𝜕(𝑈

(𝑖) + 𝑢
(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦)

𝜕𝑧

]︁

=

= −𝜕(𝑃
(𝑖)
0 + 𝑃

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑃

(𝑖)
2 𝑦 + 𝑃

(𝑖)
11

𝑥2

2 + 𝑃
(𝑖)
12 𝑥𝑦 + 𝑃

(𝑖)
22

𝑦2

2 )

𝜕𝑥
+

+ 𝜂𝑖

(︁ 𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

)︁(︀
𝑈 (𝑖) + 𝑢

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦

)︀
+

(︀
𝐴

(𝑖)
0 +𝐴

(𝑖)
1 𝑥+𝐴

(𝑖)
2 𝑦

)︀
.

Then, by calculating the partial derivatives involved in this equation, we can
simplify the latter relationship as follows:

𝜌𝑖

[︁(︁𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

(𝑖)
1

𝜕𝑡
𝑥+

𝜕𝑢
(𝑖)
2

𝜕𝑡
𝑦
)︁

+
(︀
𝑈 (𝑖) + 𝑢

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦

)︀
𝑢
(𝑖)
1 +

+
(︀
𝑉 (𝑖) + 𝑣

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑣

(𝑖)
2 𝑦

)︀
𝑢
(𝑖)
2 + 𝑤(𝑖)

(︁𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑧
+
𝜕𝑢

(𝑖)
1

𝜕𝑧
𝑥+

𝜕𝑢
(𝑖)
2

𝜕𝑧
𝑦
)︁]︁

=

= −
(︀
𝑃

(𝑖)
1 + 𝑃

(𝑖)
11 𝑥+ 𝑃

(𝑖)
12 𝑦

)︀
+ 𝜂𝑖

(︁𝜕2𝑈 (𝑖)

𝜕𝑧2
+
𝜕2𝑢

(𝑖)
1

𝜕𝑧2
𝑥+

𝜕2𝑢
(𝑖)
2

𝜕𝑧2
𝑦
)︁

+

+
(︀
𝐴

(𝑖)
0 +𝐴

(𝑖)
1 𝑥+𝐴

(𝑖)
2 𝑦

)︀
.

Note that both the left- and right-hand sides of this equation are linear forms in the
𝑥- and 𝑦-coordinates. Taking into account that these coordinates are independent
parameters and applying the principle of undetermined coefficients, we arrive at
the following partial differential system:

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑈 (𝑖)𝑢

(𝑖)
1 + 𝑉 (𝑖)𝑢

(𝑖)
2 + 𝑤(𝑖)𝜕𝑈

(𝑖)

𝜕𝑧

)︁

= −𝑃 (𝑖)
1 + 𝜂𝑖

𝜕2𝑈 (𝑖)

𝜕𝑧2
+𝐴

(𝑖)
0 ,

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑢
(𝑖)
1

𝜕𝑡
+ (𝑢

(𝑖)
1 )2 + 𝑣

(𝑖)
1 𝑢

(𝑖)
2 + 𝑤(𝑖)𝜕𝑢

(𝑖)
1

𝜕𝑧

)︁

= −𝑃 (𝑖)
11 + 𝜂𝑖

𝜕2𝑢
(𝑖)
1

𝜕𝑧2
+𝐴

(𝑖)
1 , (5)
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𝜌𝑖

(︁𝜕𝑢
(𝑖)
2

𝜕𝑡
+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑢

(𝑖)
1 + 𝑣

(𝑖)
2 𝑢

(𝑖)
2 + 𝑤(𝑖)𝜕𝑢

(𝑖)
2

𝜕𝑧

)︁

= −𝑃 (𝑖)
12 + 𝜂𝑖

𝜕2𝑢
(𝑖)
2

𝜕𝑧2
+𝐴

(𝑖)
2 .

The functions involved in the equations of system (5) depend only on the vertical
variable 𝑧 and time 𝑡, with respect to which the differentiation is performed. In
the case of steady-state ŕows, system (5) becomes an ordinary differential system
preserving nonlinearity and inhomogeneity.

Acting the same way, we obtain the following consequences from the second
and third NavierśStokes equations (1). Having substituted Eqs. (3) and (4) into
these equations and calculated the corresponding derivatives, we arrive at the
following two equations:

𝜌𝑖

[︁(︁𝜕𝑉 (𝑖)

𝜕𝑡
+
𝜕𝑣

(𝑖)
1

𝜕𝑡
𝑥+

𝜕𝑣
(𝑖)
2

𝜕𝑡
𝑦
)︁

+
(︀
𝑈 (𝑖) + 𝑢

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦

)︀
𝑣
(𝑖)
1 +

+
(︀
𝑉 (𝑖) + 𝑣

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑣

(𝑖)
2 𝑦

)︀
𝑣
(𝑖)
2 + 𝑤(𝑖)

(︁𝜕𝑉 (𝑖)

𝜕𝑧
+
𝜕𝑣

(𝑖)
1

𝜕𝑧
𝑥+

𝜕𝑣
(𝑖)
2

𝜕𝑧
𝑦
)︁]︁

=

= −
(︀
𝑃

(𝑖)
2 + 𝑃

(𝑖)
12 𝑥+ 𝑃

(𝑖)
22 𝑦

)︀
+ 𝜂𝑖

(︁𝜕2𝑉 (𝑖)

𝜕𝑧2
+
𝜕2𝑣

(𝑖)
1

𝜕𝑧2
𝑥+

𝜕2𝑣
(𝑖)
2

𝜕𝑧2
𝑦
)︁

+

+
(︀
𝐵

(𝑖)
0 +𝐵

(𝑖)
1 𝑥+𝐵

(𝑖)
2 𝑦

)︀
,

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑤(𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑤(𝑖)𝜕𝑤

(𝑖)

𝜕𝑧

)︁

=

= −
(︁𝜕𝑃

(𝑖)
0

𝜕𝑧
+
𝜕𝑃

(𝑖)
1

𝜕𝑧
𝑥+

𝜕𝑃
(𝑖)
2

𝜕𝑧
𝑦 +

𝜕𝑃
(𝑖)
11

𝜕𝑧

𝑥2

2
+
𝜕𝑃

(𝑖)
12

𝜕𝑧
𝑥𝑦 +

𝜕𝑃
(𝑖)
22

𝜕𝑧

𝑦2

2

)︁

+

+ 𝜂𝑖
𝜕2𝑤(𝑖)

𝜕𝑧2
+

(︁

𝐶
(𝑖)
0 + 𝐶

(𝑖)
1 𝑥+ 𝐶

(𝑖)
2 𝑦 + 𝐶

(𝑖)
11

𝑥2

2
+ 𝐶

(𝑖)
12 𝑥𝑦 + 𝐶

(𝑖)
22

𝑦2

2

)︁

.

By equating the coefficients of identical powers of the variables 𝑥 and 𝑦 in these
equations, as well as their various nonlinear combinations, we arrive at the fol-
lowing relationships:

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑉 (𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑉 (𝑖)𝑣

(𝑖)
1 + 𝑉 (𝑖)𝑣

(𝑖)
2 + 𝑤(𝑖)𝜕𝑉

(𝑖)

𝜕𝑧

)︁

= −𝑃 (𝑖)
2 + 𝜂𝑖

𝜕2𝑉 (𝑖)

𝜕𝑧2
+𝐵

(𝑖)
0 ,

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑣
(𝑖)
1

𝜕𝑡
+ 𝑢

(𝑖)
1 𝑣

(𝑖)
1 + 𝑣

(𝑖)
1 𝑣

(𝑖)
2 + 𝑤(𝑖)𝜕𝑣

(𝑖)
1

𝜕𝑧

)︁

= −𝑃 (𝑖)
12 + 𝜂𝑖

𝜕2𝑣
(𝑖)
1

𝜕𝑧2
+𝐵

(𝑖)
1 ,

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑣
(𝑖)
2

𝜕𝑡
+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑣

(𝑖)
1 + (𝑣

(𝑖)
2 )2 + 𝑤(𝑖)𝜕𝑣

(𝑖)
2

𝜕𝑧

)︁

= −𝑃 (𝑖)
22 + 𝜂𝑖

𝜕2𝑣
(𝑖)
2

𝜕𝑧2
+𝐵

(𝑖)
2 ,

𝜌𝑖

(︁𝜕𝑤(𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑤(𝑖)𝜕𝑤

(𝑖)

𝜕𝑧

)︁

= −𝜕𝑃
(𝑖)
0

𝜕𝑧
+ 𝜂𝑖

𝜕2𝑤(𝑖)

𝜕𝑧2
+ 𝐶

(𝑖)
0 ;

(6)

𝜕𝑃
(𝑖)
1

𝜕𝑧
= 𝐶

(𝑖)
1 ,

𝜕𝑃
(𝑖)
2

𝜕𝑧
= 𝐶

(𝑖)
2 ,

𝜕𝑃
(𝑖)
11

𝜕𝑧
= 𝐶

(𝑖)
11 ,

𝜕𝑃
(𝑖)
12

𝜕𝑧
= 𝐶

(𝑖)
12 ,

𝜕𝑃
(𝑖)
22

𝜕𝑧
= 𝐶

(𝑖)
22 .

(7)
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Consideration of Eqs. (3) and (4) in the incompressibility equation (2) results in
the following conditions:

𝑢
(𝑖)
1 + 𝑣

(𝑖)
2 +

𝜕𝑤(𝑖)

𝜕𝑧
= 0. (8)

System (5)ś(8) contains thirteen equations with respect to thirteen coefficients in
Eqs. (3) and (4) for the velocity őeld and the pressure őeld in the 𝑖-th layer under
study. Thus, the reduced system (5)ś(8) inherits nonlinearity and closedness from
system (1), (2).

Besides, in view of system (7), the linear and nonlinear terms in the represen-
tation of pressure in Eq. (4) can be considered unknown functions uniquely deter-
mined from the boundary condition for pressure and the boundary conditions at

the layer boundaries. The constant term in Eqs. (4) (background pressure 𝑃
(𝑖)
0 ) is

determined by the integration of the őrst equation in system (7) after the vertical

velocity 𝑤(𝑖) is found.
The formulae in system (5)ś(8) determine the class of exact solutions to the

NavierśStokes equations with the linear dependence of velocities on the spatial
coordinates 𝑥 and 𝑦. These variables are often referred to as horizontal in applied
research. Recall that the pressure őeld (4) is a quadratic form. Exact solutions to
the NavierśStokes equations for the velocity őeld quadratically dependent on two
spatial variables were presented in [59] as

𝑉𝑥 = 𝑈1(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑈2(𝑧, 𝑡) + 𝑦𝑈3(𝑧, 𝑡) +
𝑥2

2
𝑈4(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑦𝑈5(𝑧, 𝑡) +

𝑦2

2
𝑈6(𝑧, 𝑡),

𝑉𝑦 = 𝑉1(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑉2(𝑧, 𝑡) + 𝑦𝑉3(𝑧, 𝑡) +
𝑥2

2
𝑉4(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑦𝑉5(𝑧, 𝑡) +

𝑦2

2
𝑉6(𝑧, 𝑡),

𝑉𝑧 =𝑊1 + 𝑥𝑊2 + 𝑦𝑊3.

In this case, the pressure őeld and the mass force őeld are described by a polyno-
mial relationship as

𝑃 = 𝑃1(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑃2(𝑧, 𝑡) + 𝑦𝑃3(𝑧, 𝑡) +
𝑥2

2
𝑃4(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑦𝑃5(𝑧, 𝑡) +

+
𝑦2

2
𝑃6(𝑧, 𝑡) +

𝑥3

6
𝑃7(𝑧, 𝑡) +

𝑥2𝑦

2
𝑃8(𝑧, 𝑡) +

𝑥𝑦2

2
𝑃9(𝑧, 𝑡) +

𝑦3

6
𝑃10(𝑧, 𝑡) +

+
𝑥4

24
𝑃11(𝑧, 𝑡) +

𝑥3𝑦

6
𝑃12(𝑧, 𝑡) +

𝑥2𝑦2

4
𝑃13(𝑧, 𝑡) +

𝑥𝑦3

6
𝑃14(𝑧, 𝑡) +

𝑦4

24
𝑃15(𝑧, 𝑡),

𝐴 = 𝐴1(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝐴2(𝑧, 𝑡) + 𝑦𝐴3(𝑧, 𝑡) +
𝑥2

2
𝐴4(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑦𝐴5(𝑧, 𝑡) +

𝑦2

2
𝐴6(𝑧, 𝑡) +

+
𝑥3

6
𝐴7(𝑧, 𝑡) +

𝑥2𝑦

2
𝐴8(𝑧, 𝑡) +

𝑥𝑦2

2
𝐴9(𝑧, 𝑡) +

𝑦3

6
𝐴10(𝑧, 𝑡),

𝐵 = 𝐵1(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝐵2(𝑧, 𝑡) + 𝑦𝐵3(𝑧, 𝑡) +
𝑥2

2
𝐵4(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑦𝐵5(𝑧, 𝑡) +

𝑦2

2
𝐵6(𝑧, 𝑡) +

+
𝑥3

6
𝐵7(𝑧, 𝑡) +

𝑥2𝑦

2
𝐵8(𝑧, 𝑡) +

𝑥𝑦2

2
𝐵9(𝑧, 𝑡) +

𝑦3

6
𝐵10(𝑧, 𝑡),
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𝐶 = 𝐶1(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝐶2(𝑧, 𝑡) + 𝑦𝐶3(𝑧, 𝑡) +
𝑥2

2
𝐶4(𝑧, 𝑡) + 𝑥𝑦𝐶5(𝑧, 𝑡) +

𝑦2

2
𝐶6(𝑧, 𝑡) +

+
𝑥3

6
𝐶7(𝑧, 𝑡) +

𝑥2𝑦

2
𝐶8(𝑧, 𝑡) +

𝑥𝑦2

2
𝐶9(𝑧, 𝑡) +

𝑦3

6
𝐶10(𝑧, 𝑡) +

+
𝑥4

24
𝐶11(𝑧, 𝑡) +

𝑥3𝑦

6
𝐶12(𝑧, 𝑡) +

𝑥2𝑦2

4
𝐶13(𝑧, 𝑡) +

𝑥𝑦3

6
𝐶14(𝑧, 𝑡) +

𝑦4

24
𝐶15(𝑧, 𝑡).

The equation system describing the unknown functions consists of thirty-eight
equations for the determination of thirty unknown functions [59]. Thus, there is
great arbitrariness in the construction of exact solutions to the NavierśStokes
equations. The route of őnding łexcess” equations when obtaining a partial dif-
ferential system of the heat-conduction type was shown in [59].

By analogy, other solutions with an arbitrary dependence of the velocity őeld
on the horizontal coordinates can be constructed. System (1), (2) is linear in this
case; therefore, the following exact solution is valid:

𝑉𝑥 =

𝑛∑︁

𝑘=0

𝑈𝑘, 𝑉𝑦 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑉𝑘, 𝑉𝑧 =
𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑊𝑘,

𝐴 =
𝑛2−𝑛∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘, 𝐵 =
𝑛2−𝑛∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘, 𝐶 =
𝑛2−𝑛+1∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘, 𝑃 =
𝑛2−𝑛+1∑︁

𝑘=0

𝑃𝑘.

Here, the forms 𝑈𝑘, 𝑉𝑘, 𝑊𝑘, 𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝐶𝑘, and 𝑃𝑘 are determined by the expressions

𝑈𝑘 =
1

𝑘!

𝑘∑︁

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘𝑈𝑖(𝑘−𝑖) (𝑧; 𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑘−𝑖, 𝑉𝑘 =
1

𝑘!

𝑘∑︁

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘𝑉𝑖(𝑘−𝑖) (𝑧; 𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑘−𝑖,

𝑊𝑘 =
1

𝑘!

𝑘∑︁

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘𝑊𝑖(𝑘−𝑖) (𝑧; 𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑘−𝑖, 𝐴𝑘 =
1

𝑘!

𝑘∑︁

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘𝐴𝑖(𝑘−𝑖) (𝑧; 𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑘−𝑖,

𝐵𝑘 =
1

𝑘!

𝑘∑︁

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘𝐵𝑖(𝑘−𝑖) (𝑧; 𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑘−𝑖, 𝐶𝑘 =
1

𝑘!

𝑘∑︁

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘𝐶𝑖(𝑘−𝑖) (𝑧; 𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑘−𝑖,

𝑃𝑘 =
1

𝑘!

𝑘∑︁

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘𝑃𝑖(𝑘−𝑖) (𝑧; 𝑡)𝑥

𝑖𝑦𝑘−𝑖,

(9)

where 𝐶𝑖
𝑘 is the number of combinations without repetition. Note that, if the

crawling (slow) ŕow of a viscous incompressible ŕuid is considered, the exact
solution is transformed as follows:

𝑉𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑈𝑘, 𝑉𝑦 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑉𝑘, 𝑉𝑧 =
𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑊𝑘,

𝐴 =
𝑛+1∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘, 𝐵 =
𝑛+1∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘, 𝐶 =
𝑛+1∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘, 𝑃 =
𝑛+1∑︁

𝑘=0

𝑃𝑘.
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3. Exact solutions for shearing ŕows. Let us now consider shearing ŕows
outside the mass force őeld, i.e., an important particular case of isothermal ŕows

of stratiőed ŕuids deőned by Eqs. (3)ś(8). Assume further that 𝑉
(𝑖)
𝑧 = 0, 𝑃 (𝑖) = 0,

𝐹 (𝑖) = 0. System (5)ś(8) then becomes

𝜕𝑢1
(𝑖)

𝜕𝑡
+ (𝑢1

(𝑖))2 + 𝑣1
(𝑖)𝑢2

(𝑖) = 𝜈𝑖
𝜕2𝑢1

(𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑢2
(𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑢2

(𝑖)(𝑢1
(𝑖) + 𝑣2

(𝑖)) = 𝜈𝑖
𝜕2𝑢2

(𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑣1
(𝑖)

𝜕𝑡
+ (𝑢1

(𝑖) + 𝑣2
(𝑖))𝑣1

(𝑖) = 𝜈𝑖
𝜕2𝑣1

(𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑣2
(𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑢2

(𝑖)𝑣1
(𝑖) + (𝑣2

(𝑖))
2
= 𝜈𝑖

𝜕2𝑣2
(𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝑢1
(𝑖) + 𝑣2

(𝑖) = 0;

(10)

𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑈 (𝑖)𝑢1

(𝑖) + 𝑉 (𝑖)𝑢2 = 𝜈𝑖
𝜕2𝑈 (𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑉 (𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑈 (𝑖)𝑣1

(𝑖) + 𝑉 (𝑖)𝑣2
(𝑖) = 𝜈𝑖

𝜕2𝑉 (𝑖)

𝜕𝑧2
.

(11)

Here 𝜈𝑖 = 𝜂𝑖/𝜌𝑖 is the kinematic viscosity of the 𝑖-th layer.
These ŕows are of interest due to the fact that the equations of system (10),

(11) enable one to study the balance of convective and viscous forces. This is why
incompressible ŕuid ŕows under constant pressure arouse great interest when they
occur in large currents [1].

The slope of isobaric surfaces relative to isopotential (sea-level) surfaces gener-
ates gradient ŕows in the global ocean. In a rotating ŕuid, the Coriolis force makes
the gradient ŕow deviate from the direction of gradient pressure, the direction of
this deviation being different in different hemispheres. Thus, we have something
like the geostrophic wind studied in meteorology [60]. The study of these ŕows is
necessitated by practical considerations.

Note that changing to shearing ŕows, on the one hand, facilitates the problem
due to a reduced number of unknown functions to be determined and, on the other
hand, complicates it since the system of constitutive relations (10), (11) becomes
overdetermined. The overdetermination lies in system (10). If the latter system is
solved, i.e. if a nontrivial simultaneous solution is found, a single integration of
the equations in system (11) will yield the homogeneous components of Eq. (1)
for the velocity őeld.

Let us now discuss three ways of deriving consistency conditions for construct-
ing exact solutions to the NavierśStokes equations (1) and the incompressibility
equation (2).

Approach I is the most general [2]. It allows us to obtain consistency conditions
without reference to the solution structure (without using Eqs. (3) and (4). We
write the NavierśStokes equation (1) for isobaric shearing ŕows in the coordinate
form as

𝜕𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑥

(𝑖)𝜕𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑥
+ 𝑉𝑦

(𝑖)𝜕𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑦
= 𝜈𝑖

(︁𝜕2𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑧2

)︁

, (12)
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𝜕𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑥

(𝑖)𝜕𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑥
+ 𝑉𝑦

(𝑖)𝜕𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑦
= 𝜈𝑖

(︁𝜕2𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑧2

)︁

. (13)

Equations (12) and (13) close with the continuity equation

𝜕𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑦
= 0. (14)

We now differentiate Eqs. (12) and (13) with respect to the variables 𝑥 and 𝑦,
respectively, and stratify the obtained expressions. Some simple transformations
and the use of the incompressibility equation (14) result in the following relation-
ship (consistency condition):

𝜕𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑥

𝜕𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑦

𝜕𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑥
. (15)

Approach II to the derivation of the consistency condition for the overde-
termined system (12)ś(14) is also general (i.e. not tied to the selected solution
structure) and based on the use of the stream function and Eq. (15) [2]. Let us

now consider the scalar stream function 𝜓(𝑖) = 𝜓(𝑖) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) has the following
property:

𝑉𝑥
(𝑖) =

𝜕𝜓(𝑖)

𝜕𝑦
, 𝑉𝑦

(𝑖) = −𝜕𝜓
(𝑖)

𝜕𝑥
. (16)

Note that, substituting Eqs. (16) into the incompressibility equation (14), due to
the commutativity of the derivatives with respect to the spatial variables 𝑥, 𝑦, we
arrive at a correct identity.

The expressions of Eqs. (16) are also substituted into the consistency condi-
tion (15),

𝜕

𝜕𝑥

(︁𝜕𝜓(𝑖)

𝜕𝑦

)︁ 𝜕

𝜕𝑦

(︁

−𝜕𝜓
(𝑖)

𝜕𝑥

)︁

=
𝜕

𝜕𝑦

(︁𝜕𝜓(𝑖)

𝜕𝑦

)︁ 𝜕

𝜕𝑥

(︁

−𝜕𝜓
(𝑖)

𝜕𝑥

)︁

.

Again, due to the commutativity of the derivatives, the consistency condition (15)
acquires the form of the homogeneous MongeśAmpère equation

(︁𝜕2𝜓(𝑖)

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︁2

=
𝜕2𝜓(𝑖)

𝜕𝑥2
𝜕2𝜓(𝑖)

𝜕𝑦2
. (17)

Approach III appeals to the structure of the exact solution (3). We decrease the

number of unknowns in system (10), express the spatial acceleration 𝑣
(𝑖)
2 = −𝑢(𝑖)1

from the equation 𝑢
(𝑖)
1 + 𝑣

(𝑖)
2 = 0 in system (10) and substitute it into the other

equations of this system. Some simple transformations result in the following
system:

𝜕𝑢1
(𝑖)

𝜕𝑡
+ (𝑢1

(𝑖))
2
+ 𝑣1

(𝑖)𝑢2
(𝑖) = 𝜈𝑖

𝜕2𝑢1
(𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑢1
(𝑖)

𝜕𝑡
−

(︀
𝑢2

(𝑖)𝑣1
(𝑖) + (𝑢1

(𝑖))
2)︀

= 𝜈𝑖
𝜕2𝑢1

(𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑢2
(𝑖)

𝜕𝑡
= 𝜈𝑖

𝜕2𝑢2
(𝑖)

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑣1
(𝑖)

𝜕𝑡
= 𝜈𝑖

𝜕2𝑣1
(𝑖)

𝜕𝑧2
.

(18)
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The comparison of the őrst two equations in system (18) infers that

(𝑢1
(𝑖))

2
+ 𝑣1

(𝑖)𝑢2
(𝑖) = 0. (19)

The algebraic condition (19) is the consistency condition for the nontrivial solu-
tions of the overdetermined system (10). In view of Eq. (19), we rewrite Eqs. (18)
in the operator form as

𝐿(𝑖)𝑢1
(𝑖) = 0 = −𝐿(𝑖)𝑣2

(𝑖), 𝐿(𝑖)𝑢2
(𝑖) = 0, 𝐿(𝑖)𝑣1

(𝑖) = 0. (20)

Here, the linear operator 𝐿(𝑖) is determined by the expression 𝐿(𝑖) = 𝜕
𝜕𝑡 − 𝜈𝑖

𝜕2

𝜕𝑧2
.

The solution of system (20) can be written as

𝑢
(𝑖)
1 = 𝑢(𝑖)(𝑧, 𝑡) cos𝜗(𝑖) sin𝜗(𝑖), 𝑢

(𝑖)
2 = 𝑢(𝑖)(𝑧, 𝑡) cos2 𝜗(𝑖),

𝑣
(𝑖)
1 = −𝑢(𝑖)(𝑧, 𝑡) sin2 𝜗(𝑖), 𝑣

(𝑖)
2 = −𝑢(𝑖)(𝑧, 𝑡) cos𝜗(𝑖) sin𝜗(𝑖).

(21)

The angle 𝜗(𝑖) is an arbitrary constant, and the function 𝑢(𝑖) = 𝑢(𝑖)(𝑧, 𝑡) satisőes
the linear operator equation of the heat-conduction type

𝐿(𝑖)𝑢 = 0.

Note that, if the ŕow under study is steady-state, the linear operator 𝐿(𝑖) de-
generates simply into the operation of double differentiation with respect to the
variable 𝑧, and the function 𝑢 in the general solution (21) becomes simply a 𝑧-
linear function with constant coefficients.

Additionally, note that the consistency condition (19) for class (3) can be
easily obtained from Eq. (17). To do this, it would suffice to őnd the form of the

stream function 𝜓(𝑖) for class (3) from Eqs. (16),

𝜕𝜓(𝑖)

𝜕𝑦
= 𝑉 (𝑖)

𝑥 = 𝑈 (𝑖) + 𝑢
(𝑖)
1 𝑥+ 𝑢

(𝑖)
2 𝑦,

𝜕𝜓(𝑖)

𝜕𝑥
= −𝑉 (𝑖)

𝑦 = −
(︀
𝑉 (𝑖) + 𝑣

(𝑖)
1 𝑥+ 𝑣

(𝑖)
2 𝑦

)︀
.

(22)

The independent integration of Eqs. (22) yields the following expressions:

𝜓(𝑖) = 𝑈 (𝑖)𝑦 + 𝑥𝑦𝑢
(𝑖)
1 + 𝑦2

2 𝑢
(𝑖)
2 +Ψ

(𝑖)
1 (𝑥, 𝑧),

𝜓(𝑖) = −𝑉 (𝑖)𝑥− 𝑥𝑦𝑣
(𝑖)
2 − 𝑥2

2 𝑣
(𝑖)
1 +Ψ

(𝑖)
2 (𝑦, 𝑧).

Equating these relationships and taking into account the relation 𝑢1 = −𝑣2 be-
tween the velocity gradients 𝑉𝑥 and 𝑉𝑦, we arrive at a quadratic (in terms of the
variables 𝑥, 𝑦) representation with the coefficients determined by the 𝑧, 𝑡 depen-
dences of an arbitrary form

𝜓(𝑖) = 𝑈 (𝑖)𝑦 + 𝑥𝑦𝑢
(𝑖)
1 +

𝑦2

2
𝑢
(𝑖)
2 − 𝑉 (𝑖)𝑥− 𝑥2

2
𝑣
(𝑖)
1 =

= 𝑈 (𝑖)𝑦 − 𝑥𝑦𝑣
(𝑖)
2 +

𝑦2

2
𝑢
(𝑖)
2 − 𝑉 (𝑖)𝑥− 𝑥2

2
𝑣
(𝑖)
1 . (23)
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Then, Eq. (23) is substituted into the consistency condition (17),

(𝑢1
(𝑖))

2
= (−𝑣1(𝑖))𝑢2(𝑖).

This expression coincides with the consistency condition (19) obtained from
absolutely different reasonings. Note that the operator equations (20) are solved
by standard methods, e.g., by variable separation. After őnding their solution
and satisfying the consistency condition (19), the nonlinear equations (11) are
integrated.

The class of exact solutions (3) for system (10), (11) can be extended similarly
to the results reported in [2]. It can be easily shown that the velocity őeld

𝑉 (𝑖)
𝑥 =

𝑛∑︁

𝑘=0

𝑈
(𝑖)
𝑘 (𝑧, 𝑡)

𝑦𝑘

𝑘!
, 𝑉 (𝑖)

𝑦 = 𝑉 (𝑖)(𝑧, 𝑡)

satisőes the reduced NavierśStokes equation system and the incompressibility
equation (system (10), (11)). By rotational transformation of the coordinates and
velocities

𝑥→ 𝑥 cos𝜙− 𝑦 sin𝜙, 𝑦 → 𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙,

𝑉 (𝑖)
𝑥 → 𝑉 (𝑖)

𝑥 cos𝜙− 𝑉 (𝑖)
𝑦 sin𝜙, 𝑉 (𝑖)

𝑦 → 𝑉 (𝑖)
𝑥 sin𝜙+ 𝑉 (𝑖)

𝑦 cos𝜙,

we obtain a family of exact solutions of the form (9) with a nonlinear dependence
on two coordinates.

Conclusion. The paper discusses a family of exact solutions to the Navierś
Stokes equations for describing ŕows of stratiőed viscous ŕuids in various force
őelds. The reported solutions are based on the known LinśSidorovśAristov fam-
ily of exact solutions, and they enable us to take into account the difference of
the physical characteristics of the stratiőed ŕuid layers (viscosity, density) from
the geometrical ones (thickness). An algorithm for a subsequent extension of the
family to the case of arbitrary dependence of the velocity őeld on the horizontal
coordinates has been shown.

A particular case of the family has been separately discussed, namely, the class
of solutions for describing shearing isothermal ŕows of stratiőed ŕuids outside
the mass force őeld. It has been demonstrated that the reduced overdetermined
NavierśStokes equation system has a simultaneous solution determined by the in-
tegration of a system of operator equations like the nonstationary heat conduction
equation.

Besides, the paper has shown the transformation undergone by the discussed
families of exact solutions when the coordinate system is rotated. This is a key
issue, e.g., in the description of stratiőed ŕuid ŕow in an inclined layer, where
gravitation affects the ŕow structure in all three orthogonal directions determined
by the magnitude of the ŕow surface slope.
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Аннотация

Статья посвящена рассмотрению вопросов необходимости построе-
ния точных решений для уравнений динамики вязкой жидкости, страти-
фицированной по нескольким физическим характеристикам (на приме-
ре плотности и вязкости). Обсуждаются вопросы применения семейств
точных решений, построенных для многослойных жидкостей, при моде-
лировании различных технологических процессов, имеющих дело с дви-
жущимися вязкими жидкими средами. В работе на основе точных ре-
шений Линя, линейных по части координат, построен класс точных ре-
шений уравнений НавьеҫСтокса для вязких многослойных сред в поле
массовых сил. Далее производится обобщение приведенного класса на
случай произвольной зависимости кинетико-силовых полей от всех трех
декартовых координат и времени. Обсуждаются вопросы переопреде-
ленности и разрешимости редуцированной (на основе данных семейств)
системы уравнений НавьеҫСтокса, дополненных уравнением несжимае-
мости. В качестве наглядной иллюстрации подробно разбирается случай
изобарических сдвиговых течений вне поля массовых сил. Обсуждают-
ся три подхода к получению условий совместности переопределенной
редуцированной системы уравнений движения, показывается их взаи-
мосвязь.
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Abstract

Equations with derivatives and fractional order differences are widely
used to describe various processes and phenomena. Currently, methods of
identiőcation of systems described by equations with fractional order dif-
ferences are actively developing. The paper is devoted to the identiőcation
of discrete dynamical systems described by equations with fractional order
differences with errors in variables. The problems of identifying systems with
errors in variables are often ill-conditioned. The paper proposes an algorithm
that uses the representation of a normal biased system as an augmented
equivalent system. This representation allows to reduce the number of con-
ditionality of the problem to be solved. Test examples have shown that the
proposed algorithm has a higher accuracy than the algorithms based on the
decomposition of Cholesky and the minimization of the generalized Rayleigh
quotient.

Keywords: fractional difference, total least square, errors-in-variables, ill-
conditioning.
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Introduction. Equations with fractional-order derivatives and differences are
widely used to describe various processes and phenomena. Models based on equa-
tions with fractional-order derivatives and differences őnd wide application in hy-
drology, economics, and forecasts of network data usage [1ś3]. Besides, the branch
of management theory dealing with the synthesis of fractional order regulators is
developing actively. Mechanics was one of the őrst őelds to use equations with
fractional order derivatives. A large amount of research deals with viscoelasticity
models [4ś7].
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Generally, the creep and relaxation processes for actual nonuniform media are
nonlinear both in space and in time. As a result, using fractional-order derivatives
in the state equations for viscoelastic media makes it possible to display and factor
in the nonuniform structures of viscous and elastic elements and the nonuniformity
of mechanical processes in time.

Because equations with fractional order derivatives and differences are actively
being developed and used for forecast and modeling problems, methods for identi-
fying systems described by fractional-order equations and differences are actively
being developed as well. Noise-free identiőcation methods have been treated for
ordinary differential equations with fractional order derivatives [8] and for partial
differential equations with fractional order derivatives [9].

Most of the research in the őeld deals with parameter identiőcation of frac-
tional order differential equations by using the error in an equation or in an output
signal. References [10, 11] describe time domain identiőcation methods based on
the least-square technique. Reference [12] presents an overview of different meth-
ods for identifying systems with fractional-order derivatives.

It is noteworthy that a fairly large amount of research addresses the problem
of identifying viscoelasticity models [13ś16]. That research deals with identifying
fractional order models such as a generalized model with a őxed number of param-
eters. Results generalization for the case of an arbitrary number of parameters is
a nontrivial operation. Most of the methods we considered disregard the presence
of measurement errors.

The problem of identifying systems that have errors in input and output signals
is much more complicated. Reference [17] gives an overview of the contemporary
state of this problem. A relatively small amount of research attention has been
given to identifying systems with fractional order derivatives and differences in the
presence of those errors. Methods based on higher statistics have been proposed
in [18, 19]; methods based on minimizing the generalized Rayleigh ratio have been
treated in [20] (for white noise) and in [22] (for fractional white noise).

This paper proposes generalizing the identiőcation algorithm [23] for equations
with fractional order differences. The proposed algorithm makes it possible to
achieve more accurate estimates than those in [20] for ill-conditioned systems.

1. Problem statement. Fractional-order systems can be represented by the
fractional difference equation given by

𝑧𝑖 =

𝑟∑︁

𝑚=1

𝑏
(𝑚)
0 Δ𝛼𝑚𝑧𝑖−1 +

𝑟1∑︁

𝑚=1

𝑎
(𝑚)
0 Δ𝛽𝑚𝑥𝑖, 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖 + 𝜉𝑖, 𝑤𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝜁𝑖, (1)

where 𝑏
(𝑚)
0 , 𝑎

(𝑚)
0 are coefficients; 0 < 𝛼1 . . . < 𝛼𝑟, 0 < 𝛽1 . . . < 𝛽𝑟1 ;

Δ𝛼𝑚𝑧𝑖 =

𝑖∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗
(︂
𝛼𝑚

𝑗

)︂

𝑧𝑖−𝑗 , Δ𝛽𝑚𝑥𝑖 =

𝑖∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗
(︂
𝛽𝑚
𝑗

)︂

𝑥𝑖−𝑗

are fractional differences [1];

(︂
𝛼𝑚

𝑗

)︂

=
Γ(𝛼𝑚 + 1)

Γ(𝑗 + 1)Γ(𝛼𝑚 − 𝑗 + 1)
,

(︂
𝛽𝑚
𝑗

)︂

=
Γ(𝛽𝑚 + 1)

Γ(𝑗 + 1)Γ(𝛽𝑚 − 𝑗 + 1)
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are the generalized binomial coefficients; the Euler’s function Γ is deőned as

Γ(𝛼) =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝛼−1𝑑𝑡.

Autoregressions with fractional differences are widely used in the analysis
of time series with long memory [24, 25]. In [26], a discrete Kalman őlter with
fractional differences is proposed. Equations with fractional order differences of
the form (1) are also used to approximate differential equations with Grunfeldś
Letnikov derivatives; the identiőcation of such systems is considered in [27]. Mod-
eling of various physical processes based on equations with fractional-order differ-
ences is considered in [28, 29].

The following assumptions are introduced:
1. The dynamic system (1) is asymptotically stable. Results on the asymptotic

stability of discrete-time fractional difference systems in [30, 31].
If system (1) is unstable, then the output signal increases indeőnitely. This
leads to overŕow of the bit grid. Therefore, obtaining a solution for unstable
systems has additional computational difficulties that are not considered
in this paper. There is also no theoretical proof of strong consistency for
discrete fractional systems with errors in variables.

2. Noises {𝜉𝑖} and {𝜁𝑖} are statistically independent sequences with E{𝜉𝑖} = 0,
E{𝜁𝑖} = 0, E{𝜉2𝑖 } = 𝜎2𝜉 < ∞, E{𝜁2𝑖 } = 𝜎2𝜁 < ∞ a.s., where E is the
expectation operator.

3. The sequences {𝜉𝑖} and {𝜁𝑖} are mutually uncorrelated and uncorrelated
with sequences {𝑧𝑖}, {𝑥𝑖}.

4. The noise-free input sequence {𝑥𝑖} is persistently exciting of sufficiently
high order.

5. Noise ratio 𝛾 = 𝜎2𝜉/𝜎
2
𝜁 is known.

It is required to estimate the unknown coefficients linear fractional order dy-
namical system, described by the equation (1) in observable sequences {𝑦𝑖}, {𝑤𝑖}.

2. Criteria for parameter estimation. In [20] the following criterion was
proposed for estimating the parameters of a system described by equations

min
𝜃∈B̃

𝑁∑︁

𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝜙⊤
𝑖 𝜃)

2

1 + 𝑏⊤𝐻𝜉𝑏+ 𝛾𝑎⊤𝐻𝜁𝑎
, (2)

where

𝐻
(𝑚𝑘)
𝜉 = lim

𝑁→∞
1

𝑁

(︂𝑁−1∑︁

𝑗=0

(︂
𝛼𝑚

𝑗

)︂(︂
𝛼𝑘

𝑗

)︂

· 𝑁 − 𝑗

𝑁

)︂

, 𝑚 = 1, 𝑟, 𝑘 = 1, 𝑟;

𝐻
(𝑚𝑘)
𝜁 = lim

𝑁→∞
1

𝑁

(︂𝑁−1∑︁

𝑗=0

(︂
𝛽𝑚
𝑗

)︂(︂
𝛽𝑘
𝑗

)︂

· 𝑁 − 𝑗

𝑁

)︂

, 𝑚 = 1, 𝑟1, 𝑘 = 1, 𝑟1;

𝜃 =
(︀

𝑏(1), . . . , 𝑏(𝑟) 𝑎(1), . . . , 𝑎(𝑟1)
)︀⊤
,

𝜙𝑖 =
(︀
Δ𝛼1𝑧𝑖−𝑗−1, . . . , Δ

𝛼𝑟𝑧𝑖−𝑗−1 Δ𝛽1𝑥𝑖−𝑗 , . . . , Δ
𝛽𝑟1𝑥𝑖−𝑗

)︀⊤
.
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We transform the criterion (2) in the following form

min
𝜃∈B̃

‖𝑑− 𝐶𝜃‖22
1 + 𝜃⊤𝐻 ′

𝜉𝜁𝜃
, (3)

𝐻𝜉𝜁 =

(︂
𝐻𝜉 0
0 𝛾𝐻𝜁

)︂

, 𝑑 =
(︀
𝑦1, . . . , 𝑦𝑁

)︀⊤
, 𝐶 =

(︀
𝜙⊤
1 , . . . , 𝜙⊤

𝑁

)︀⊤
.

Theorem. Suppose that the dynamical system is described by equation (1) with
initial zero conditions and that assumptions 1ś5 are satisőed. Then the estimate

for coefficients 𝜃(𝑁) determined by expression (2) exists, is unique, and converges
to the true value of the coefficients with a probability of 1Ðthat is,

𝜃(𝑁)
𝑎.𝑠.−→

N→∞
𝜃0.

The proof of the theorem is similar to the proof given in [21].
The modeling results show that the accuracy of the algorithm proposed in [20]

is not satisfactory for ill-conditioned systems.
One of the approaches used to write numerically stable algorithms is trans-

forming problem (3) into a problem of total least squares for which stable numer-
ical implementations exist.

Let us transform problem (3) into a problem of total least squares. According
to condition 4, the matrix 𝐻𝜉𝜁 is positively deőnite, and so we will express it as
the Cholesky decomposition

𝐻𝜉𝜁 = 𝑈⊤
𝜉𝜁𝑈𝜉𝜁 .

Let us introduce a new variable

𝜗 = 𝑈𝜉𝜁𝜃.

Then criterion (3) can be written as

min
𝜗∈B′

‖𝑑− 𝐶𝑈−1
𝜉𝜁 𝜗‖22

1 + 𝜗⊤𝜗
. (4)

3. Numerical methods for the problem of total least squares. There
are several approaches to minimizing (4). One of them is based on the fact that
solving problem (4) requires calculating the minimal singular value for the ex-
tended matrix

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁 , 𝑑
)︀

and the right singular vector corresponding to that
value.

The problem of őnding the singular vector is a nonlinear vector problem.
Solving that problem numerically involves signiőcant difficulties [32] related to
convergence issues, high computational complexity, and the stability of search
algorithms.

Another approach is based on solving a biased normal system. Reference [33]
shows that given the satisfaction of the condition

𝜆 = 𝜆min

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁 , 𝑑
)︀
< 𝜆min

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀
, (5)
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solution to problem (4) is obtainable from the system ofequations

(︁(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀⊤
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁 − 𝜆2𝐼
)︁

𝜗 =
(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀⊤
𝑑. (6)

When system (6) is solved, only the scalar problem of őnding the minimal
singular value 𝜆min

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁 , 𝑑
)︀

is remained nonlinear. This problem is always well-

conditioned [32]. The vector problem is in turn linear. But system (6) is often
ill-conditioned. The condition number of the shifted normal matrix is obtainable
from the expression

cond2
(︀
𝐶⊤𝐶

)︀ Δ
= cond2

(︁(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀⊤
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁 − 𝜆2𝐼
)︁

=
𝜆2max

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀
− 𝜆2

𝜆2min

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀
− 𝜆2

.

There are two reasons why (5) is ill-conditioned: the multiplication
(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀⊤
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

and the possible proximity of numbers 𝜆2min

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀
and 𝜆2.

The use of the Cholesky method can make the solution more stable. As this
method applies to systems of linear equations with symmetrical positively deőnite
matrices, it can also be used for the biased normal system (6). But the Cholesky
method suffers from a severe drawback: if the matrix is ill-conditioned, the method
yields a solution with unacceptable error.

Reference [23] proposes using an augmented system of equations that is equiv-
alent to the biased normal system:

𝐴𝜗 = 𝑑,

or ⎛

⎜
⎝

𝐼 0 𝐶𝑈−1
𝜉𝜁

0 𝐼 𝑗𝜆𝐼
(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀⊤
𝑗𝜆𝐼 0

⎞

⎟
⎠

⎛

⎝

𝑟
𝑟𝜉𝜁
𝜗

⎞

⎠ =

⎛

⎝

𝑑
0
0

⎞

⎠ .

The expression for the condition number of matrix 𝐴 is written as

cond2(𝐴) =

√︀

1 + 𝜇max + 𝜆2
√︀

1 + 𝜇min + 𝜆2

⃒
⃒
⃒
⃒
⃒

cos
(︁
1
3 arccos

(︀
3
√
3

2
𝜇max−𝜆2

(1+𝜇max+𝜆2)3/2

)︀)︁

cos
(︁
𝜋
3 + 1

3 arccos
(︀
3
√
3

2
𝜇min−𝜆2

(1+𝜇min+𝜆2)3/2

)︀)︁

⃒
⃒
⃒
⃒
⃒
, (7)

where 𝜇max and 𝜇min are the maximal and minimal eigenvalues of the matrix

𝐶𝑈−1
𝜉𝜁

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀⊤
.

An analysis of expression (7) shows that using the augmented system of equa-
tions does not always reduce the condition number of the matrix compared to the
biased normal system (6).

Let us consider the system

⎛

⎜
⎝

𝐼 0 𝑘𝐶𝑈−1
𝜉𝜁

0 𝐼 𝑗𝑘𝜆𝐼
(︀
𝑘𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀⊤
𝑗𝑘𝜆𝐼 0

⎞

⎟
⎠

⎛

⎝

𝑘𝑟
𝑘𝑟𝜉𝜁
𝜗

⎞

⎠ =

⎛

⎝

𝑘𝑑
0
0

⎞

⎠ , (8)
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where 𝑘 is an arbitrary positive variable multiplier.
The condition number of matrix 𝐴 (𝑘) is written as

cond2(𝐴(𝑘)) =

√︀

1 + 𝑘2𝜇max + 𝑘2𝜆2
√︀

1 + 𝑘2𝜇min + 𝑘2𝜆2

⃒
⃒
⃒
⃒
⃒

cos
(︁
1
3 arccos

(︀
3
√
3

2
𝑘2(𝜇max−𝜆2)

(1+𝑘2𝜇max+𝑘2𝜆2)3/2

)︀)︁

cos
(︁
𝜋
3+

1
3 arccos

(︀
3
√
3

2
𝑘2(𝜇min−𝜆2)

(1+𝑘2𝜇min+𝑘2𝜆2)3/2

)︀)︁

⃒
⃒
⃒
⃒
⃒
.

The problem of őnding the minimal condition number can be considered as
the problem of selecting the optimal multiplier 𝑘:

inf
𝑘>0

cond2(𝐴(𝑘)). (9)

Problem (9) does not have an analytical solution but is solvable with numerical
methods. In practice, an estimate of 𝑘opt can be given by

𝑘opt =
𝜆max

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀
+ 𝜆

𝜆min

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀
+ 𝜆

√︃

2

𝜆2max

(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁

)︀
+ 𝜆2

. (10)

The augmented system of equations (8) is solvable with the standard methods
for solving equation systems, such as LU decomposition.

The equation 𝜗 = 𝑈𝜉𝜁𝜃 can yield an estimate for the parameter vector 𝜃:

𝜃 = 𝑈−1
𝜉𝜁 𝜗.

Algorithm.

Step 1. Decompose
𝐻 ′

𝜉𝜁 = 𝑈⊤
𝜉𝜁𝑈𝜉𝜁 .

Step 2. Find the minimal singular value for the matrix
(︀
𝐶𝑈−1

𝜉𝜁 , 𝑑
)︀
.

Step 3. Calculate the multiplier with (9) or (10).
Step 4. Solve equation system (8) with the Gauss method or with algo-
rithm [23].

Step 5. Find an estimate of the coefficient vector by 𝜃 = 𝑈−1
𝜉𝜁 𝜗.

4. Test Examples. The proposed algorithm has been compared with the
algorithm based on Cholesky decomposition and the algorithm based on the gen-
eralized Rayleigh quotient (GRQ) in [20].

Test cases were compared by the following characteristics:
ś the normalized root mean square error (NRMSE) of parameter estimation

deőned as

𝛿𝜃 =

√︁

‖𝜃 − 𝜃0‖2
⧸︀
‖𝜃0‖2 · 100%,

ś and normalized root mean square error of modelling deőned as

𝛿𝑧 =
√︁

‖𝑧 − 𝑧‖2
⧸︀
‖𝑧‖2 · 100%.

The number of data points 𝑁 in each simulation was 200.
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Example 1. A dynamic system is described by the equation

𝑧𝑖 = 0.5Δ0.2𝑧𝑖−1 + 0.3Δ0.1𝑧𝑖−1 +Δ0.2𝑥
(1)
𝑖 + 0.9Δ0.15𝑥

(1)
𝑖 . (11)

Noise standard deviation ratio

𝜎𝜉/𝜎𝑧 = 10−3, 𝜎𝜁/𝜎𝑥 = 0.2.

The results are presented in tables 1, 2.

Table 1

Normalized root mean square error for dynamic system (11)

cond2

(︀

𝐶⊤𝐶
)︀

cond2(𝐴) cond2(𝐴(𝑘))

3.143 · 105 9.55 · 103 1.73 · 103

Table 2

Values of condition numbers for a dynamic system (11)

NRMSE GRQ Cholesky decomposition Proposed algorithm

𝛿𝜃, % 4.55 4.55 4.55
𝛿𝑧, % 1.03 1.03 1.03

Example 2. A dynamic system is described by the equation

𝑧𝑖 = 0.5Δ0.2𝑧𝑖−1 + 0.3Δ0.19𝑧𝑖−1 +Δ0.2𝑥
(1)
𝑖 + 0.9Δ0.15𝑥

(1)
𝑖 . (12)

Noise standard deviation ratio

𝜎𝜉/𝜎𝑧 = 10−10, 𝜎𝜁/𝜎𝑥 = 0.2.

The results are presented in tables 3, 4.

Table 3

Normalized root mean square error for dynamic system (12)

cond2

(︀

𝐶⊤𝐶
)︀

cond2(𝐴) cond2(𝐴(𝑘))

1.03 · 1019 1.07 · 1015 4.14 · 109

Table 4

Values of condition numbers for a dynamic system (12)

NRMSE GRQ Cholesky decomposition Proposed algorithm

𝛿𝜃, % 1126.45 3.03 3.03
𝛿𝑧, % 241.03 0.67 0.67

Example 3. A dynamic system is described by the equation

𝑧𝑖 = 0.5Δ0.2𝑧𝑖−1 + 0.3Δ0.199𝑧𝑖−1 +Δ0.2𝑥
(1)
𝑖 + 0.9Δ0.15𝑥

(1)
𝑖 . (13)

Noise standard deviation ratio

𝜎𝜉/𝜎𝑧 = 10−14, 𝜎𝜁/𝜎𝑥 = 0.2.

The results are presented in tables 5, 6.
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Table 5

Normalized root mean square error for dynamic system (13)

cond2

(︀

𝐶⊤𝐶
)︀

cond2(𝐴) cond2(𝐴(𝑘))

9.46 · 1033 5.01 · 1015 5.86 · 109

Table 6

Values of condition numbers for a dynamic system (13)

NRMSE GRQ Cholesky decomposition Proposed algorithm

𝛿𝜃, % 6528.96 235.58 0.14
𝛿𝑧, % 162.93 0.77 0.53

Conclusion. The examples show that with relatively small condition num-
bers, all three algorithms exhibit identical results. The least stable is the algorithm
based on minimizing the generalized Rayleigh ratio, while the proposed algorithm
is the most stable.
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Аннотация

Уравнения с производными и разностями дробного порядка нахо-
дят широкое применение для описания различных процессов и явле-
ний. В настоящее время активно развиваются методы идентификации
систем, описываемых уравнениями с разностями дробного порядка. Ста-
тья посвящена идентификации дискретных динамических систем, опи-
сываемых уравнениями с разностями дробного порядка с ошибками в пе-
ременных. Задачи идентификации систем с ошибками в переменных
часто бывают плохо обусловленными. В статье предложен алгоритм,
использующий представление нормальной смещенной системы в виде
расширенной эквивалентной системы. Данное представление позволяет
уменьшить число обусловленности решаемой задачи. Тестовые приме-
ры показали, что предложенный алгоритм обладает более высокой точ-
ностью по сравнению с алгоритмами на основе разложения Холецкого
и минимизации обобщенного отношения Релея.

Ключевые слова: разность дробного порядка, полные наименьшие
квадраты, ошибки в переменных, плохая обусловленность.
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Аннотация

На основе анализа трехмерных уравнений Эйлера исследуются ста-
ционарные безвихревые баротропные течения газа. Критическими в ста-
тье называются течения, в которых число Маха всюду меньше или рав-
но единице, и при этом хотя бы в одной точке число Маха достигает
единицы. В 1954 году Гилбарг и Шифман показали, что если в кри-
тическом течении существует внутренняя (не лежащая на обтекаемой
поверхности) звуковая точка, то она лежит на плоской звуковой поверх-
ности, которая во всех своих точках перпендикулярна вектору скорости
газа и не может заканчиваться внутри потока (теорема о звуковой точ-
ке). На основе этой теоремы Гилбарг и Шифман получили важный для
задач максимизации критического числа Маха вывод. Он состоит в том,
что при критическом обтекании для широкого класса обтекаемых тел
звуковые точки могут располагаться только на его поверхности. Этот
вывод существенным образом используется при построении форм обте-
каемых тел с максимальным значением критического числа Маха (при
заданных изопериметрических условиях).

В представляемой статье рассматривается вопрос о кривизне линий
тока во внутренних звуковых точках критических течений. Показыва-
ется, что эта кривизна равна нулю. В результате получается новое необ-
ходимое условие существования внутренней звуковой точки (и звуковой
поверхности). Оно состоит в том, что в точке пересечения со звуковой
поверхностью нормальная кривизна обтекаемой поверхности в направ-
лении нормали к звуковой поверхности должна равняться нулю. Приво-
дятся примеры обтекаемых тел, для которых теорема Гилбарга и Шиф-
мана (о звуковой точке) не дает ответа на вопрос о месте расположения
звуковых точек. При этом новое необходимое условие позволяет дока-
зать, что существование внутренних звуковых точек при критическом
обтекании этих тел невозможно.
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Введение. Дозвуковые течения, в каждой точке которых местное число
Маха M 6 1 и при этом хотя бы в одной точке число Маха достигает единицы,
называются критическими течениями. В задачах обтекания они соответству-
ют критическому числу Маха M

* набегающего потока, разграничивающему
чисто дозвуковые течения и обтекания с местными сверхзвуковыми зонами.
Если в набегающем потоке число Маха M∞ > M

*, то при обтекании тела воз-
никают местные сверхзвуковые зоны, что может привести к возникновению
скачков уплотнения, которые, в свою очередь, могут вызывать отрыв потока.
И скачки, и отрыв резко увеличивают сопротивление. Поэтому практически
важной является задача максимизации M

*, состоящая в построении форм
обтекаемых тел с максимальным значением M

* (при заданных изоперимет-
рических условиях).

Известен эмпирический факт, что при медленном повышении дозвуко-
вой скорости набегающего потока первые звуковые точки, в которых местное
число Маха M = 1, появляются именно на поверхности обтекаемого тела [1].
Из этого эмпирического факта возникло предположение о том, что среди
первых звуковых точек обязательно есть точки, которые расположены на по-
верхности обтекаемого тела. Поэтому при поиске M

* для разных чисел Маха
набегающего потока выясняют наличие звуковых точек не во всем течении,
а только на поверхности обтекаемого тела. Это существенно упрощает реше-
ние задач максимизации M

* [2ҫ7].
Теоретические исследования этого вопроса были проведены в работе [2],

где было получено необходимое условие существования внутренних звуковых
точек в течениях с M 6 1 (т.е. в критических течениях). Ниже это необхо-
димое условие будет называться теоремой о звуковой точке. Согласно этой
теореме, если в дозвуковом стационарном безвихревом баротропном течении
существует внутренняя звуковая (M = 1) точка, то она лежит на плоской
звуковой поверхности (в двумерном случае — на прямой звуковой линии),
которая в каждой точке перпендикулярна скорости газа и не может закан-
чиваться внутри течения. В работе [2] на основе теоремы о звуковой точке
для широкого класса конфигураций обтекаемых тел был сделан вывод о том,
что первые звуковые точки располагаются только на границе течения. Та-
ким образом, при максимизации M

* в работах [2ҫ7] использовался не толь-
ко эмпирический, но и теоретически обоснованный факт появления первых
звуковых точек именно на поверхности обтекаемого тела. В [2] рассмотре-
ны только такие конфигурации обтекаемых тел, для которых любая плос-
кая поверхность, проходящая через внутренние точки течения и, возможно,
имеющая граничные точки на поверхности тела, либо простирается в беско-
нечность (в частности, это верно для любых выпуклых тел), либо эта поверх-
ность расположена в углублении обтекаемого тела и со всех сторон ограниче-
на поверхностью тела. Для случая, когда плоская поверхность простирается
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в бесконечность, в [2] использовалось следующее рассуждение. Если во всем
течении M 6 1, а в набегающем потоке M∞ < 1, то существование звуковой
поверхности, простирающейся в бесконечность, невозможно вследствие усло-
вия затухания возмущений. Поэтому звуковые точки могут находиться толь-
ко на поверхности таких тел. В [2] также рассмотрен случай, когда плоская
звуковая поверхность расположена в углублении обтекаемого тела и со всех
сторон ограничена поверхностью тела. Этот случай не противоречит условию
M = M∞ < 1 на бесконечности, поскольку звуковая поверхность ограничена.
Однако в этом случае нарушался бы закон сохранения массы для области,
ограниченной звуковой поверхностью и частью поверхности тела в каверне
(через звуковую поверхность постоянно со звуковой скоростью двигался бы
газ, в то время как оставшаяся часть границы области была бы непроницае-
ма). Поэтому наличие углублений не меняет вывод о том, что звуковые точки
могут находиться только на поверхности тел, рассмотренных в [2].

Однако для некоторых тел существование звуковых плоскостей не проти-
воречит условию M = M∞ < 1 на бесконечности и закону сохранения массы.
Это имеет место, например, в каналах, где существуют плоские поверхности,
ограниченные стенками канала. Невозможность существования некоторых
таких звуковых поверхностей вытекает из того, что в точках поверхности те-
ла звуковая поверхность и касательная к поверхности тела плоскость долж-
ны быть перпендикулярны. Это условие, которое ниже для краткости будем
называть первым геометрическим условием, вытекает из ортогональности
скорости газа к звуковой поверхности и из того, что скорость невязкого газа
направлена по касательной к обтекаемой поверхности.

Таким образом, для вывода о появлении первых звуковых точек только на
поверхности тела нет необходимости представлять картину течения и учиты-
вать направление набегающего потока. Ответ на этот вопрос для некоторых
обтекаемых тел можно получить без специальных знаний в области аэро-
динамики. Достаточно убедиться, что при любом взаимном расположении
плоскости и тела либо часть плоскости, находящаяся в течении, простира-
ется (хотя бы по одной кривой линии, лежащей на этой части плоскости)
в бесконечность, либо эта часть ограничена поверхностью тела, но в ней либо
нарушено первое геометрическое условие, либо она вместе с частью поверх-
ности тела составляет замкнутую поверхность (нарушение закона сохранения
массы). Примером тел, для которых такой подход легко приводит к выводу
о появлении первых звуковых точек только на поверхности тела, являются
все выпуклые тела, заглушенный цилиндр, полый конус и т.д. Однако для
некоторых тел можно найти не простирающуюся в бесконечность плоскую
поверхность 𝜎, удовлетворяющую первому геометрическому условию. Напри-
мер, самое узкое сечение сопла Лаваля. Целое семейство таких поверхностей
можно указать для цилиндра с открытыми торцами — это плоские поверх-
ности внутри цилиндра, перпендикулярные его стенкам. Одна поверхность
существует для тора — это «перепонка» на самой узкой части отверстия тора
(см. рисунок).

Эти примеры показывают, что для достаточно обширного класса обте-
каемых тел вопрос о месте возникновения первых звуковых точек остается
открытым. Цель данной статьи — сузить этот класс. Для решения некоторых
проблем аэрогидродинамики недостаточно использования моделей идеаль-
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Расположение звуковой поверхности на круглой части
плоскости симметрии тора удовлетворяет первому гео-

метрическому условию

[The location of the sonic surface on the circular part
of the plane of symmetry of the torus satisҥes the ҥrst

geometric condition]

ных жидкости и газа (уравнения Эйлера) и требуется учитывать вязкость
и другие, более сложные эффекты. Однако, как показывают работы [8ҫ15],
потенциал исследования идеальных жидкости и газа до сих пор не исчерпан.
Еще одним подтверждением этого будет результат данной статьи, получен-
ный на основе анализа уравнений Эйлера.

1. Баротропное безвихревое течение. Рассмотрим стационарное без-
вихревое баротропное течение идеального газа в общем пространственном
случае. Используем обычные обозначения: V — скорость; 𝜌— плотность газа;
𝑝 = 𝑝(𝜌)— давление, причем для каждой макрочастицы газа давление 𝑝(𝜌) яв-
ляется строго возрастающей функцией 𝜌. Будем считать, что все параметры
течения (как функции пространственных координат) и функция 𝑝(𝜌) имеют
необходимую для дальнейшего исследования гладкость.

В баротропном течении местная скорость звука является функцией плот-
ности 𝑐 = 𝑐(𝜌) =

√︀

𝑝′(𝜌) > 0. Обозначим

𝑔(𝜌) =

∫︁
𝑝′(𝜌)
𝜌

𝑑𝜌, 𝑉 = |V|.

Из уравнений Эйлера следует, что, поскольку rotV = 0, величина ℎ0 =

= 𝑔(𝜌) + 𝑉 2

2 постоянна во всем поле течения (закон Бернулли). Так как
неопределенный интеграл определяется с точностью до константы, без огра-
ничения общности будем считать, что постоянная ℎ0 > 0. Давление, по пред-

положению, растет с ростом плотности. Следовательно, 𝑔′(𝜌) = 𝑝′(𝜌)
𝜌 > 0,

и обратная функция 𝑔−1 однозначно определена. Поэтому плотность, а вме-
сте с ней и скорость звука, являются однозначными функциями скорости
газа — 𝑐 = 𝑐(𝜌(𝑉 )). При этом плотность строго монотонно убывает с ростом
𝑉 , что следует из выражения для постоянной ℎ0. Во всех точках дозвукового
течения 𝑉 6 𝑐(𝜌(𝑉 )), а в звуковых точках 𝑉 = 𝑐(𝜌(𝑉 )).

В общем случае из баротропности и монотонности 𝑝 = 𝑝(𝜌) не следует мо-
нотонность 𝑐 = 𝑐(𝜌). Поэтому уравнение 𝑉 = 𝑐(𝜌(𝑉 )) может иметь несколько
решений. Однако если дополнительно предположить, что скорость звука воз-
растает с ростом плотности, решение уравнения 𝑉 = 𝑐(𝜌(𝑉 )) будет единствен-
ным. И тогда, если во всем течении M 6 1, звуковые точки будут не только
точками максимума числа Маха M, но и точками максимума скорости га-
за 𝑉 (и точками максимума безразмерного параметра Чаплыгина 𝜏 = 𝑉√

2ℎ0
),

т.е. можно будет считать, что во всем критическом течении скорость газа не
превосходит скорость в звуковой точке.

Предположение о том, что в критическом течении скорость газа не пре-
восходит скорость в звуковой точке, существенным образом использовалось
в работе [2]. Однако для общего случая баротропных течений оно не следует
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из сформулированного в [2] предположения о возрастании функции 𝑝 = 𝑝(𝜌).
Поэтому в данной работе предлагается принять физически обоснованное до-
полнительное предположение о росте скорости звука с ростом плотности. Да-
лее, используя в формулировках термин «баротропность», будем подразуме-
вать не только требование роста функции 𝑝 = 𝑝(𝜌), но и требование роста
функции 𝑐 = 𝑐(𝜌) с ростом 𝜌.

Отметим, что эти требования выполнены, например, при изоэнтропиче-
ском течении совершенного газа (подчиняющегося уравнению Менделеева—
Клапейрона), для которого баротропность означает 𝑝 = 𝑠0𝜌

𝑘, где 𝑘 > 1—
показатель адиабаты, 𝑠0 — энтропийная функция.

2. Кривизна линии тока во внутренней звуковой точке. Посколь-
ку исследуются свойства течений вблизи звуковых точек, без ограничения
общности будем считать, что величина скорости 𝑉 = |V| отлична от ну-
ля, и поэтому в каждой точке существует единичный вектор, касательный
к линии тока e = V/𝑉 . Кроме того, параметр Чаплыгина 𝜏 = 𝑉√

2ℎ0
также

будет отличен от нуля в окрестности звуковой точки. Представим выражение
для ℎ0 в виде

(1− 𝜏2)ℎ0 =

∫︁
𝑝′(𝜌)
𝜌

𝑑𝜌.

Производная по направлению e от обеих частей этого равенства дает

−2ℎ0𝜏(e·∇𝜏) =
𝑝′(𝜌)
𝜌

(e·∇𝜌), или − 2ℎ0𝜏
2(e·∇ ln 𝜏) = 𝑐2(e·∇ ln 𝜌).

Отношение 2ℎ0𝜏
2/𝑐2 есть квадрат местного числа Маха M. Поэтому

−M
2(e·∇ ln 𝜏) = (e·∇ ln 𝜌). (1)

Уравнение неразрывности

div(𝜌V) = div(𝜌𝜏
√︀

2ℎ0e) = 0

представляется в виде

div e+ (e·∇) ln{𝜌𝜏
√︀

2ℎ0} = 0

или, с учетом (1),
div e+ (1−M

2)(e·∇ ln 𝜏) = 0.

Градиент этого равенства с использованием известной формулы векторного
анализа

∇ divb = rot rotb+Δb

(где Δ— оператор Лапласа) приводит к уравнению

rot rot e+Δe+ (1−M
2)∇(e·∇ ln 𝜏) + (e·∇ ln 𝜏)∇(1−M

2) = 0. (2)

Получим выражение для rot rot e из условия отсутствия завихренности

rot(
√︀

2ℎ0𝜏e) = 0,
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которое, как замечено в [12], равносильно равенству

rot e = [e×∇ ln 𝜏 ]. (3)

Вычисляя ротор от обеих частей (3) и используя формулу для ротора век-
торного произведения, получим

rot rot e = (∇ ln 𝜏 ·∇)e− (e ·∇)∇ ln 𝜏 + eΔ ln 𝜏 − (div e)∇ ln 𝜏. (4)

Рассмотрим внутреннюю звуковую точку 𝐴 в критическом (M 6 1) тече-
нии. Как замечено в разделе 1, в этой точке параметр Чаплыгина 𝜏 принима-
ет максимальное значение и, следовательно, выполнено необходимое условие
максимума

∇ ln 𝜏 = 0.

Поэтому в звуковой (M = 1) точке 𝐴 уравнения (2) и (4) упрощаются и при-
нимают соответственно вид

rot rot e+Δe = 0 и rot rot e = −(e·∇)∇ ln 𝜏 + eΔ ln 𝜏.

Исключим вектор rot rot e из этих уравнений, а результат умножим скалярно
на вектор e:

Δ ln 𝜏 − (e·((e·∇)∇ ln 𝜏)) = −(e·Δe). (5)

Выберем прямоугольную декартову систему координат 𝐴𝑥1𝑥2𝑥3 так, чтобы
ось 𝐴𝑥3 совпадала с направлением вектора e в точке 𝐴. В этой системе ко-
ординат уравнение (5) принимает вид

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥21
+
𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥22
= −(e·Δe). (6)

Через 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 обозначим координаты вектора e в системе координат
𝐴𝑥1𝑥2𝑥3. Используя координатную запись операторов Δ и ∇, получаем (по-
дробные выкладки можно найти в [12])

Δ(𝑒21 + 𝑒22 + 𝑒23) = 2(∇𝑒1)
2 + 2(∇𝑒2)

2 + 2(∇𝑒3)
2 + 2𝑒1Δ𝑒1 + 2𝑒2Δ𝑒2 + 2𝑒3Δ𝑒3,

или
Δ(𝑒21 + 𝑒22 + 𝑒23) = 2(∇𝑒1)

2 + 2(∇𝑒2)
2 + 2(∇𝑒3)

2 + 2(e·Δe).

Из последнего равенства с учетом того, что Δ(𝑒21+𝑒
2
2+𝑒

2
3) = Δ(1) = 0, имеем

(e·Δe) = −(∇𝑒1)
2 − (∇𝑒2)

2 − (∇𝑒3)
2,

и уравнение (6) принимает вид

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥21
+
𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥22
= (∇𝑒1)

2 + (∇𝑒2)
2 + (∇𝑒3)

2. (7)

Во внутренней точке 𝐴 выполнены необходимые условия максимума:

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥21
6 0,

𝜕2 ln 𝜏

𝜕𝑥22
6 0.
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В силу (7) это возможно только в случае

(∇𝑒1)
2 + (∇𝑒2)

2 + (∇𝑒3)
2 = 0.

Таким образом, доказано следующее

Утверждение. Пусть в рассматриваемом течении газа M 6 1 и есть
внутренняя звуковая точка 𝐴. Тогда в точке 𝐴 пространственные произ-
водные всех компонент вектора e = V/𝑉 равны нулю. В частности, это
означает, что кривизна линии тока во внутренней звуковой точке равна
нулю.

Замечание. Новизна полученного результата относится только к общему
трехмерному случаю. Для плоскопараллельных безвихревых течений давно
известно [16], что кривизна линии тока равна нулю в точке на звуковой линии,
в которой вектор скорости перпендикулярен данной звуковой линии (такая
точка в [16] называется центром околозвукового течения).

3. Второе геометрическое условие. В силу непрерывности на звуковой
поверхности кривизна линий тока равна нулю не только во внутренних точках
течения, но и в тех точках, которые лежат на пересечении звуковой поверх-
ности с поверхностью обтекаемого тела. Таким образом, в точке пересечения
со звуковой поверхностью нормальная кривизна обтекаемой поверхности в
направлении нормали к звуковой поверхности должна равняться нулю. Это
необходимое условие существования звуковой поверхности является основ-
ным результатом данной работы. Авторы предлагают называть его вторым
геометрическим условием.

Использование второго геометрического условия расширяет класс обтека-
емых тел, для которых появление первых звуковых точек только на поверх-
ности тела строго обосновано. Так, например, это условие нарушено для по-
верхности, изображенной на рисунке. Поэтому при обтекании тора (с любого
направления) первые звуковые точки будут появляться на поверхности тора,
а не во внутренних точках течения. В случае сопла Лаваля существование
звуковых поверхностей, доходящих до стенок в сужающейся и в расширяю-
щейся частях канала, противоречит первому геометрическому условию. Что
касается самой узкой части сопла Лаваля, где первое геометрическое условие
выполнено, то существование звуковой поверхности невозможно, если стен-
ки сопла имеют в самой узкой части ненулевую нормальную кривизну в на-
правлении оси сопла. Следовательно, в таком сопле Лаваля первые звуковые
точки будут появляться на стенках, а не во внутренних точках течения. Эти
примеры показывают действенность полученного выше второго геометриче-
ского условия.

Заключение. В общем пространственном случае на основе анализа пол-
ных уравнения Эйлера исследован вопрос о месте расположения звуковых
точек при критическом обтекании тела. Рассмотрены баротропные безвихре-
вые стационарные течения с числом Маха M 6 1. Условие M 6 1 соответ-
ствует появлению первых звуковых точек при медленном повышении скоро-
сти набегающего потока. Ранее было известно, что если в течении существует
внутренняя звуковая точка, то существует и плоская звуковая поверхность,
на которой лежит эта точка. Плоская звуковая поверхность состоит из зву-
ковых точек, и она в каждой своей точке перпендикулярна скорости газа и
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не может заканчиваться внутри потока. Также было известно, что в точках
поверхности тела звуковая поверхность и касательная к поверхности тела
плоскость должны быть перпендикулярны (первое геометрическое условие).
В данной работе получено второе геометрическое условие — в точке пересе-
чения со звуковой поверхностью нормальная кривизна обтекаемой поверх-
ности в направлении нормали к звуковой поверхности должна быть равна
нулю. Это второе условие расширяет класс тел, для которых появление пер-
вых звуковых точек только на поверхности тела строго обосновано.

Результаты могут быть применены для качественного анализа течений,
а также при построении пространственных конфигураций с максимальным
критическим числом Маха.
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Abstract

Stationary irrotational barotropic gas ŕows are investigated on the basis
of the analysis of three-dimensional Euler equations. Critical ŕows in the
article are those in which the Mach number is everywhere less than or equal
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Аннотация

Стремление к уменьшению массы машин и конструкций при улуч-
шении их качества, а также к наиболее полному использованию меха-
нических свойств материалов требует постоянного совершенствования
и развития известных методов расчета и анализа напряженно-деформи-
рованного состояния материалов в условиях ползучести.

В статье предлагается численный метод оценивания характеристик
третьей стадии неизотермической ползучести по совокупности диаграмм
ползучести, построенных при обработке результатов испытаний для раз-
личных значений номинального напряжения и температур.

В основе метода лежат нелинейные регрессионные модели, средне-
квадратичные оценки параметров которых находятся посредством лине-
аризации, в том числе на основе разностных уравнений, описывающих
результаты наблюдений. Предлагаемый численный метод может быть
также использован для оценки параметров третьей стадии ползучести,
когда результаты эксперимента в форме совокупности диаграмм испы-
таний представлены только для одной температуры.

Приведены результаты апробации разработанного численного мето-
да при обработки результатов эксперимента в форме диаграмм ползу-
чести сплава 09Г2С при различных температурах. Достоверность и эф-
фективность представленных в работе алгоритмов вычислений и ме-
тодов нелинейного оценивания подтверждаются результатами числен-
но-аналитических исследований и построенными на основе эксперимен-
тальных данных математическими моделями третьей стадии неизотер-
мической ползучести.

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние материа-
ла, неизотермическая ползучесть, диаграммы испытаний, нелинейная
регрессионная модель, разностные уравнения, среднеквадратичные оцен-
ки параметров.
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Введение. Одна из важнейших проблем современного машиностроения —
повышение долговечности и увеличение ресурса элементов конструкций при
одновременном снижении их материалоемкости — неразрывно связана с со-
вершенствованием и развитием математических методов расчета и анализа
напряженно-деформированного состояния материалов в условиях ползуче-
сти. В связи с этим возрастает роль математического моделирования процес-
сов появления и накопления деформации от напряжения, накопления повре-
жденности и разрушения как материалов, так и элементов конструкций. Все
это указывает на актуальность разработки новых численных методов опре-
деления параметров моделей реологического деформирования, повышения
достоверности оценок этих параметров на основе статистической обработки
результатов наблюдений.

Одним из видов неупругой (необратимой) реологической деформации яв-
ляется деформация ползучести. Математическим описанием закономерно-
стей ползучести занимались многие ученые, в том числе Ю. Н. Работнов [1,2],
Н. Н. Малинин [3, 4], А. М. Локощенко [5, 6], О. В. Соснин [7, 8], Ю. П. Са-
марин [9, 10], В. П. Радченко [11ҫ13] и другие [14ҫ17]. Однако построение
обобщенных моделей деформирования и разрушения элементов конструкций,
определяющих соотношений, описывающих зависимости появления и накоп-
ления деформации от напряжения, является только первым этапом в реали-
зации триады «модель ҫ алгоритм ҫ программа». Следующим важнейшим
этапом математического моделирования является разработка эффективных
численных методов и алгоритмов параметрической идентификации, ориенти-
рованных на применение современных средств вычислений и математических
методов статистической обработки результатов наблюдений.

К особенностям деформационно-прочностного поведения материалов при
высоких температурах относятся отсутствие первых двух стадий ползучести
(стадий упрочнения) и сравнительно короткая по продолжительности третья
стадия (стадия разупрочнения) [8]. Вместе с тем именно третья стадия пол-
зучести, как стадия, предшествующая разрушению, является определяющей
при расчете срока службы проектируемого элемента конструкции.

Известные методики расчета параметров третьей стадии ползучести об-
ладают рядом существенных недостатков [8, 12, 14, 15]. Они не используют
статистические методы оценивания параметров модели, вследствие чего об-
ладают низкими значениями помехозащищенности и точности результатов
расчета. При этом известное математическое описание процессов деформи-
рования и разрушения материалов не учитывает существенной зависимости
параметров модели деформации ползучести от температуры [1ҫ12].

1. Постановка задачи исследования и методы ее решения. Целью
данной работы является разработка и исследование математической модели
и методов оценки параметров третьей стадии деформации неизотермической
ползучести, характеристики которой зависят от температуры. Для достиже-
ния поставленной цели в работе решаются следующие основные задачи:

ҫ анализ существующего математического описания процессов деформа-
ции ползучести;
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ҫ разработка алгоритма нового численного метода оценивания парамет-
ров математической модели третьей стадии неизотермической ползуче-
сти;

ҫ статистический анализ построенной математической модели и резуль-
татов вычислений;

ҫ апробация нового численного метода оценивания характеристик неизо-
термической ползучести при обработке результатов эксперимента для
сплава 09Г2С.

С учетом известного математического описания напряженно-деформиро-
ванного состояния материалов в условиях ползучести задача оценки парамет-
ров модели как неизотермической, так и изотермической ползучести по ре-
зультатам эксперимента относится к задаче нелинейной регрессии [18,19]. Од-
нако, как показали численно-аналитические исследования, применение клас-
сических методов нелинейного оценивания при решении поставленной зада-
чи существенно ограничивается небольшим размером области допустимых
начальных приближений в итерационной процедуре уточнения среднеквад-
ратичных оценок характеристик деформации ползучести.

В работах [20,21] сделана попытка решить эту проблему на основе разност-
ных уравнений, коэффициенты которых известным образом связаны с па-
раметрами третьей стадии деформации изотермической ползучести. Описан-
ный в этих работах алгоритм численного метода параметрической идентифи-
кации на основе разностных уравнений позволяет строить модели реологи-
ческого деформирования, отклонение которых от результатов эксперимента,
представленных в форме совокупности кривых ползучести при различном
напряжении, минимально по евклидовой норме. Однако задача построения
моделей температурных зависимостей и достоверная оценка характеристик
неизотермической ползучести в этих работах не решалась.

При построении математической модели в форме временной зависимости
деформации ползучести можно воспользоваться определяющими уравнения-
ми, полученными на основе энергетического подхода к решению задачи мо-
делирования процесса деформации и разрушения материалов. Этот подход
базируется на принципе суперпозиции упругой, пластической деформаций
и деформации ползучести, а также на методе разделения деформации пол-
зучести. Основной вариант определяющих соотношений представлен в [12].
Из этих соотношений с учетом отсутствия вязкоупругой и вязкопластической
составляющих в деформации ползучести 𝑝 вытекают следующие уравнения:

𝑑𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐𝜎𝑚(𝑡), 𝜎(𝑡) = 𝜎0[1 + 𝜔(𝑡)],

𝑑𝜔(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛼𝜎(𝑡)

𝑑𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
, (1)

где 𝜎0 и 𝜎(𝑡)— соответственно номинальное и истинное напряжения (𝜎0 > 0);
𝜔(𝑡)— параметр поврежденности; 𝑐 и 𝑚— константы модели, при помощи ко-
торых описываются первая и вторая стадии ползучести; 𝛼— параметр моде-
ли, контролирующий процесс разупрочнения материала на деформации пол-
зучести. Из системы дифференциальных уравнений (1) для нулевых началь-
ных условий (𝑝(0) = 𝜔(0) = 0) можно построить временные зависимости
деформации ползучести

𝑝(𝑡, 𝜎0𝑖) = − 1

𝜎0𝑖𝑚𝛼
ln(1− 𝛼𝑚𝑐𝜎𝑚+1

0𝑖 𝑡), (2)
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которые используются для описания третьей стадии изотермической дефор-
мации ползучести при различных постоянных значениях 𝜎0𝑖 номинального
напряжения.

Одной из важнейших проблем при оценке параметров модели (2) являет-
ся выбор метрики, описывающей отклонение результатов расчета по модели
от результатов наблюдений (𝑡exp𝑘,𝑖 , 𝑝

exp
𝑘,𝑖 ), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 𝐿, где

𝑁𝑖 — число точек эксперимента для 𝑖-той кривой ползучести, 𝐿— число экс-
периментальных диаграмм ползучести, построенных для одной температуры.
Для третьей стадии деформации ползучести важнейшим временным проме-
жутком является область в окрестности момента разрушения материала, в
которой график кривой ползучести приближается к вертикальной асимпто-
те. Поэтому очевидно, что оценки параметров математической модели (2)
следует находить из условия минимизации нормы разности по временной ко-
ординате:

‖𝑡exp − 𝑡‖ → min,

где 𝑡exp — вектор данных эксперимента 𝑡exp𝑘,𝑖 , сформированный по 𝐿 диаграм-

мам ползучести, в каждой из которых взято по 𝑁𝑖 точек; 𝑡— вектор резуль-
татов вычислений 𝑡𝑘,𝑖 по модели (2) при значениях деформации ползучести
𝑝exp𝑘𝑖 , соответствующих точкам эксперимента (𝑡exp𝑘,𝑖 , 𝑝

exp
𝑘,𝑖 ), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑖−1,

𝑖 = 1, 𝐿. При этом зависимость 𝑡𝑘,𝑖 от 𝑝𝑘,𝑗 в явном виде можно получить из
выражения (2):

𝑡𝑘,𝑖 =
1

𝑐𝑚𝜎𝑚+1
0𝑖 𝛼

[1− exp(−𝑚𝛼𝜎0𝑖𝑝𝑘,𝑖)], 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 𝐿.

При такой постановке для решения этой задачи можно было бы восполь-
зоваться известными методами прикладного регрессионного анализа [18, 19,
22ҫ24]. Однако численно-аналитические исследования эффективности приме-
нения классических методов нелинейной регрессии выявили серьезную про-
блему, связанную с выбором начального приближения вектора оценок, вслед-
ствие которой эти методы оказались практически бесполезными. Решить эту
проблему при решении задачи параметрической идентификации удалось с по-
мощью численных методов нелинейного оценивания, в основе которых ле-
жат разностные уравнения, описывающие результаты наблюдений [25, 26].
В работах [20, 21] приведены результаты построения математической моде-
ли и оценки параметров деформации ползучести при степенной зависимости
параметра разупрочнения от напряжения. Описанные в этих работах алго-
ритмы нелинейного оценивания и результаты их апробации при обработке
четырех экспериментально построенных диаграмм изотермической ползуче-
сти алюминиевого сплава подтверждают высокую достоверность полученных
оценок и эффективность численного метода на основе разностных уравнений.

В данной работе решается задача параметрической идентификации мате-
матической модели вида

𝑝(𝑡, 𝜎0𝑖,𝑗 , 𝑇𝑗) = − 1

𝜎0𝑖,𝑗𝑚(𝑇𝑗)𝛼(𝑇𝑗)
ln[1− 𝛼(𝑇𝑗)𝑚(𝑇𝑗)𝑐(𝑇𝑗)𝜎

𝑚(𝑇𝑗)+1
0𝑖,𝑗 𝑡], (3)

описывающей неизотермическую деформацию ползучести на основе резуль-
татов наблюдений в форме совокупности диаграмм ползучести для разных
напряжений и при различной температуре.
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Результаты эксперимента после предварительной обработки диаграмм пол-
зучести будем представлять в виде точек (𝑦𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑝𝑘,𝑖,𝑗), где 𝑦𝑘,𝑖,𝑗 = 𝑡exp𝑘,𝑖,𝑗 — ор-
дината точки на диаграмме ползучести, абсцисса которой равна 𝑝𝑘,𝑖,𝑗 , при-
чем при равномерной дискретизации каждой кривой ползучести с шагом ℎ𝑖,𝑗
имеем 𝑝𝑘,𝑖,𝑗 = ℎ𝑖,𝑗𝑘, где 𝑘 = 0, 𝑁𝑖,𝑗 — номер результата эксперимента для 𝑖-той
кривой ползучести в 𝑗-той совокупности кривых для каждой температуры 𝑇𝑗 ;

𝑖 = 1, 𝐿𝑗 — номер кривой ползучести для 𝜎0𝑖,𝑗 напряжения в 𝑗-той совокупно-

сти кривых для одной температуры; 𝑗 = 1,𝑀 — номер совокупности кривых
для температуры 𝑇𝑗 ; 𝐿𝑗 — число кривых ползучести в 𝑗-той совокупности
кривых для температуры 𝑇𝑗 ; 𝑀 — число различных температур (совокупно-
стей кривых ползучести); 𝜎0𝑖,𝑗 — напряжение, соответствующее 𝑖-той кривой
ползучести в 𝑗-той совокупности кривых для одной температуры.

Для решения поставленной задачи предлагается новый численный метод
оценки параметров математической модели третьей стадии неизотермической
ползучести по всей совокупности экспериментальных диаграмм ползучести
для разных напряжений и различной температуры, в основе которого лежит
минимизация суммы квадратов отклонения результатов расчета (𝑡𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑝𝑘,𝑖,𝑗)
по формуле

𝑡𝑘,𝑖,𝑗 =
1

𝛼(𝑇𝑗)𝑚(𝑇𝑗)𝑐(𝑇𝑗)𝜎
𝑚(𝑇𝑗)+1
0𝑖,𝑗

[1− 𝑒−𝛼(𝑇𝑗)𝑚(𝑇𝑗)𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗 ] (4)

от результатов эксперимента (𝑦𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑝𝑘,𝑖,𝑗) по совокупности
𝑀∑︀

𝑗=1

𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗 точек

всех кривых ползучести для всех температур:

‖𝑦 − 𝑡‖2 =
𝑀∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖,𝑗−1
∑︁

𝑘=0

(𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗)
2 → min .

Основными особенностями предлагаемого численного метода являются:
ҫ применение разностных уравнений при оценке параметров отдельной

кривой ползучести при данном напряжении и известной температуре;
ҫ промежуточная оценка параметров изотермической деформации ползу-

чести как один из этапов алгоритма численного метода;
ҫ возможность использования различных математических моделей зави-

симости параметров третьей стадии деформации ползучести от темпе-
ратуры;

ҫ применение классических методов нелинейной регрессии для уточнения
параметров модели неизотермической деформации ползучести.

Алгоритм предлагаемого численного метода включает два основных эта-
па. На первом этапе решается задача построения моделей изотермической
ползучести одновременно для всех совокупностей диаграмм ползучести для
разных температур. На втором этапе строятся математические модели тем-
пературных зависимостей характеристик модели (3) и уточняются оценки их
параметров.

Первый этап. Формирование результатов расчета для оценки парамет-
ров математических моделей температурных зависимостей 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и𝑚(𝑇 ).
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Шаг 1.1. Параметрическая идентификация на основе разностных урав-
нений двухпараметрической математической модели кривой ползучести для
каждой экспериментально построенной диаграммы ползучести при извест-
ных напряжении 𝜎0𝑖𝑗 и температуре 𝑇𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .

Шаг 1.2. Промежуточная оценка параметров 𝛼𝑗 , 𝑚𝑗 и 𝑐𝑗 модели (2) для
каждой 𝑗-той совокупности диаграмм ползучести, построенной при одной
температуре 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .

Шаг 1.3. Уточнение оценок параметров 𝛼𝑗 , 𝑚𝑗 и 𝑐𝑗 модели (2) для каждой
𝑗-той совокупности диаграмм ползучести, соответствующей одной темпера-
туре 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .

Второй этап. Среднеквадратичная оценка параметров математических
моделей температурных зависимостей 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ) на основе результа-
тов расчета, полученных на первом этапе.

Шаг 2.1. Выбор вида математических моделей температурных зависимо-
стей 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ).

Шаг 2.2. Предварительная оценка параметров математических моделей
𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ) температурных зависимостей на основе результатов рас-
чета �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 , �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .

Шаг 2.3. Уточнение оценок параметров математических моделей темпе-
ратурных зависимостей 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ) на основе классических методов
нелинейного регрессионного анализа.

2. Формирование результатов расчета для построения матема-
тических моделей зависимостей параметров 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ) от
температуры. На первом этапе предлагаемого численного метода парамет-
рической идентификации решается задача оценки параметров 𝛼𝑗 , 𝑐𝑗 и 𝑚𝑗

третьей стадии ползучести для каждой совокупности 𝐿𝑗 диаграмм ползуче-

сти, построенных для температуры 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .
На первом шаге находятся оценки двух параметров 𝑢𝑖,𝑗 и 𝑣𝑖,𝑗 математи-

ческой модели

𝑡𝑘,𝑖,𝑗 =
1

𝑢𝑖,𝑗𝑣𝑖,𝑗𝜎0𝑖,𝑗
(1− 𝑒−𝑢𝑖,𝑗𝜎0𝑖,𝑗ℎ𝑖,𝑗𝑘), 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (5)

для каждой индивидуальной кривой ползучести, построенной с учетом из-
вестных значений напряжения 𝜎0𝑖,𝑗 и температуры 𝑇𝑗 , ℎ𝑖,𝑗 — период равно-
мерной дискретизации по переменной 𝑝: 𝑝𝑘,𝑖,𝑗 = ℎ𝑖,𝑗𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 − 1,

𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 . Эти параметры связаны с характеристиками деформации
ползучести соотношениями:

𝑢𝑖,𝑗 = 𝛼𝑗𝑚𝑗 , 𝑣𝑖,𝑗 = 𝑐𝑗𝜎
𝑚𝑗

0𝑖,𝑗 , (6)

где 𝛼𝑗 = 𝛼(𝑇𝑗), 𝑚𝑗 = 𝑚(𝑇𝑗) и 𝑐𝑗 = 𝑐(𝑇𝑗)— параметры модели (3), соответству-

ющие изотермической деформации ползучести при температуре 𝑇𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 .
Оценки �̂�𝑖,𝑗 и 𝑣𝑖,𝑗 этих параметров находятся из условия минимизации

суммы квадратов отклонения

𝑄𝑖,𝑗(𝜆1𝑖,𝑗 , 𝜆2𝑖,𝑗) =

𝑁𝑖,𝑗−1
∑︁

𝑘=0

(𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗)
2 =

𝑁𝑖,𝑗∑︁

𝑘=0

𝑒2𝑘,𝑖,𝑗 → min
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на основе построенных разностных уравнений

{︃

𝑡0,𝑖,𝑗 = 0;

𝑡𝑘,𝑖,𝑗 = 𝜆1𝑖,𝑗𝑡𝑘−1,𝑖,𝑗 + 𝜆2𝑖,𝑗 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 − 1,
(7)

коэффициенты в которых 𝜆1𝑖,𝑗 и 𝜆2𝑖,𝑗 связаны с параметрами 𝑢𝑖,𝑗 и 𝑣𝑖,𝑗 соот-
ношениями

𝜆1𝑖,𝑗 = 𝑒−𝑢𝑖,𝑗𝜎0𝑖,𝑗ℎ𝑖,𝑗 , 𝜆2𝑖,𝑗 =
1− 𝜆1𝑖,𝑗
𝑢𝑖,𝑗𝑣𝑖,𝑗𝜎0𝑖,𝑗

, (8)

где 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .
С учетом равенства

𝑦𝑘,𝑖,𝑗 = 𝑡𝑘,𝑖,𝑗 + 𝜀𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑘 = 0, 𝑁𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀,

где 𝑦𝑘,𝑖,𝑗 — результаты наблюдений, 𝜀𝑘,𝑖,𝑗 — случайные величины, описываю-
щие разброс данных эксперимента относительно модели (4), на основе раз-
ностных уравнений (7) построена обобщенная регрессионная модель вида

{︃

𝑏 = 𝐹𝜆+ 𝜂;

𝜂 = 𝑃𝜆𝜀,
(9)

где 𝑏 = (𝑦0,𝑖,𝑗 , 𝑦1,𝑖,𝑗 , . . . , 𝑦𝑁𝑖,𝑗−1,𝑖,𝑗)
⊤ — вектор результатов наблюдений; 𝜆 =

= (𝜆1𝑖,𝑗 , 𝜆2𝑖,𝑗)
⊤ — вектор неизвестных коэффициентов; 𝜀 = (𝜀0,𝑖,𝑗 , 𝜀1,𝑖,𝑗 , . . . ,

𝜀𝑁𝑖,𝑗−1,𝑖,𝑗)
⊤ — вектор случайной помехи в результатах наблюдений; 𝐹 — мат-

рица регрессоров размера [𝑁𝑖,𝑗×2], элементы которой описываются форму-
лами

𝑓1,1 = 𝑓1,2 = 0, 𝑓𝑘,1 = 𝑦𝑘−2,𝑖,𝑗 , 𝑓𝑘,2 = 1, 𝑘 = 2, 𝑁𝑖,𝑗 ;

𝑃𝜆 — матрица линейного преобразования вектора случайной помехи 𝜀 в ре-
зультатах наблюдений размера [𝑁𝑖,𝑗×𝑁𝑖,𝑗 ], элементы которой описываются
формулами

𝑝𝑖,𝑗 =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1, 𝑙 = 𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁𝑖,𝑗 ;
−𝜆1𝑖,𝑗 , 𝑙 = 𝑘 − 1, 𝑘 = 2, 𝑁𝑖,𝑗 ;

0, 1 6 𝑙 6 𝑘 − 2, 𝑘 = 3, 𝑁𝑖,𝑗 ;
0, 𝑘 + 1 6 𝑙 6 𝑁𝑖,𝑗 , 𝑘 = 1, 𝑁𝑖,𝑗 − 1;

𝜂 = (𝜂1,𝑖,𝑗 , 𝜂2,𝑖,𝑗 , . . . , 𝜂𝑁𝑖,𝑗 ,𝑖,𝑗)
⊤ — вектор эквивалентного случайного возмуще-

ния (вектор невязки), элементы которого описываются формулами

𝜂1,𝑖,𝑗 = 𝜀0,𝑖,𝑗 , 𝜂𝑘+1,𝑖,𝑗 = −𝜆1𝑖,𝑗𝜀𝑘−1,𝑖,𝑗 + 𝜀𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 − 1.

Алгоритм оценивания коэффициентов обобщенной регрессионной моде-
ли (9), обеспечивающий минимизацию суммы квадратов отклонения 𝑄𝑖,𝑗 для
каждой кривой ползучести, включает итерационную процедуру, которая опи-
сывается формулой

�̂�(𝑠+1) = (𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑠)
𝐹 )−1𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑠)
𝑏, (10)
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где 𝑠 = 0, 1, 2, . . . — номер итерации, Ω
�̂�
(𝑠)
𝑖𝑗

= 𝑃
�̂�
(𝑠)
𝑖𝑗

𝑃⊤
�̂�
(𝑠)
𝑖𝑗

, начальное приближе-

ние: �̂�(0) = (0; 0)⊤, 𝑃�̂�(0) = Ω�̂�(0) = Ω−1

�̂�(0)
= 𝐸 — единичная матрица размера

[𝑁𝑖,𝑗×𝑁𝑖,𝑗 ].

По найденным оценкам �̂�1𝑖,𝑗 и �̂�2𝑖,𝑗 с учетом соотношений (8) для каж-
дой экспериментально построенной диаграммы ползучести при напряжении
𝜎0𝑖,𝑗 и температуре 𝑇𝑗 вычисляются оценки параметров математической мо-
дели (5):

�̂�𝑖,𝑗 = − 1

𝜎0𝑖,𝑗ℎ𝑖,𝑗
ln �̂�1𝑖,𝑗 , 𝑣𝑖,𝑗 =

1− �̂�1𝑖,𝑗

�̂�𝑖,𝑗𝜎0𝑖,𝑗 �̂�2𝑖,𝑗
, 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀. (11)

На втором шаге первого этапа находятся промежуточные оценки пара-
метров 𝛼𝑗 , 𝑚𝑗 и 𝑐𝑗 модели

𝑝(𝑡, 𝜎0𝑖,𝑗 , 𝑇𝑗) = − 1

𝜎0𝑖,𝑗𝑚𝑗𝛼𝑗
ln[1− 𝛼𝑗𝑚𝑗𝑐𝑗𝜎

𝑚𝑗+1
0𝑖,𝑗 𝑡], 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (12)

для каждой 𝑗-той совокупности диаграмм ползучести, построенной при одной
и той же температуре 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 . В основе вычисления этих оценок лежат
регрессионные модели, построенные с учетом формул (6):

𝑣𝑖,𝑗 = 𝑐𝑗𝜎
𝑚𝑗

0𝑖,𝑗 + 𝜀𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (13)

�̂�𝑖,𝑗 = 𝛼𝑗𝑚𝑗 + 𝜉𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀,

где 𝜀𝑖,𝑗 и 𝜉𝑖,𝑗 — случайные величины, удовлетворяющие предпосылкам клас-
сического регрессионного анализа [19,24].

Среднеквадратичные оценки параметров 𝑐𝑗 и 𝑚𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , находятся из
условия минимизации

𝑀∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗∑︁

𝑖=1

(𝑣𝑖,𝑗 − 𝑐𝑗𝜎
�̂�𝑗

0𝑖,𝑗)
2 =

𝑀∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗∑︁

𝑖=1

𝑒2𝑖,𝑗 → min

на основе линеаризации нелинейной модели (13) посредством логарифмиро-
вания. С учетом аппроксимации ln

(︀
1 +

𝜀𝑖,𝑗
𝑣𝑖,𝑗

)︀
≈ 𝜀𝑖,𝑗

𝑣𝑖,𝑗
нелинейная модель (13)

преобразуется к виду

𝑣𝑖,𝑗 ln 𝑣𝑖,𝑗 = 𝑣𝑖,𝑗𝜆𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗 ln𝜎0𝑖,𝑗𝜆𝑀+𝑗 + 𝜀𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (14)

где 𝜆𝑗 = ln 𝑐𝑗 , 𝜆𝑀+𝑗 = 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .
Представив линейную регрессию (14) в матричном виде, имеем

𝑏 = 𝐹𝜆+ 𝜀,

где 𝑏 =
[︀
𝑏1 𝑏2 𝑏3 · · · 𝑏𝑀

]︀⊤
— блочная матрица-столбец размера

[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1
𝐿𝑗×1

]︀
,

в которой 𝑏𝑗 = (𝑣1,𝑗 ln 𝑣1,𝑗 , 𝑣2,𝑗 ln 𝑣2,𝑗 , . . . , 𝑣𝐿𝑗 ,𝑗 ln 𝑣𝐿𝑗 ,𝑗)
⊤ — векторы размера
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[𝐿𝑗×1], 𝑗 = 1,𝑀 ; 𝐹 =
[︀
𝐹1 𝐹2 · · · 𝐹𝑀

]︀⊤
— блочная матрица-столбец раз-

мера
[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1
𝐿𝑗×2𝑀

]︀
, в которой

𝐹𝑗 =

⎡

⎢
⎢
⎣

0 · · · 𝑣1,𝑗 · · · 0 0 · · · 𝑣1,𝑗 ln𝜎01,𝑗 · · · 0
0 · · · 𝑣2,𝑗 · · · 0 0 · · · 𝑣2,𝑗 ln𝜎02,𝑗 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 · · · 𝑣𝐿𝑗 ,𝑗 · · · 0 0 · · · 𝑣𝐿𝑗 ,𝑗 ln𝜎0𝐿𝑗 ,𝑗 · · · 0

⎤

⎥
⎥
⎦

— матрицы размера [𝐿𝑗×2𝑀 ], 𝑗 = 1,𝑀 ; 𝜆 = (ln 𝑐1, ln 𝑐2, . . . , ln 𝑐𝑀 ,𝑚1,𝑚2, . . . ,

𝑚𝑀 )⊤ — вектор неизвестных коэффициентов, оценка которого находится по
формуле

�̂� = (𝐹⊤𝐹 )−1𝐹⊤𝑏. (15)

Оценки параметров 𝑐𝑗 и 𝑚𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , модели (12) вычисляются по фор-
мулам

𝑐𝑗 = 𝑒�̂�𝑗 , �̂�𝑗 = �̂�𝑀+𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀. (16)

С учетом найденных оценок �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , предварительные оценки пара-

метров �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , находятся на основе регрессионной модели

𝑏 = 𝐹𝛼+ 𝜉,

где 𝑏 =
[︀
𝑏1 𝑏2 𝑏3 · · · 𝑏𝑀

]︀⊤
— блочная матрица-столбец, в которой 𝑏𝑗 =

= (�̂�1,𝑗 , �̂�2,𝑗 , . . . , �̂�𝐿𝑗 ,𝑗)
⊤, 𝑗 = 1,𝑀 ; 𝐹 = diag

[︀
𝑓1 𝑓2 · · · 𝑓𝑀

]︀
— блочно-диа-

гональная матрица размера
[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1
𝐿𝑗×𝑀

]︀
, в которой 𝑓𝑗 = �̂�𝑗(1, 1, . . . , 1)

⊤ —

векторы размера [𝐿𝑗×1]; 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑀 )⊤. С учетом минимизации оста-
точной суммы квадратов

𝑀∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗∑︁

𝑖=1

(�̂�𝑖,𝑗 − �̂�𝑗�̂�𝑗)
2 =

𝑀∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗∑︁

𝑖=1

𝜉2𝑖,𝑗 → min

имеем

�̂� = (𝐹⊤𝐹 )−1𝐹⊤𝑏. (17)

На последнем шаге первого этапа предварительные оценки параметров
𝑐𝑗 = 𝑐(𝑇𝑗), 𝑚𝑗 = 𝑚(𝑇𝑗) и 𝛼𝑗 = 𝛼(𝑇𝑗) для каждой 𝑗-той совокупности кривых
при температуре 𝑇𝑗 уточняются методом нелинейной регрессии, в основе ко-
торого лежит параметрическая линеаризация функциональной зависимости:

𝑡𝑘,𝑖,𝑗 =
1

𝑐𝑗𝑚𝑗𝜎
𝑚𝑗+1
0𝑖,𝑗 𝛼𝑗

[︀
1− exp(−𝑚𝑗𝛼𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗)

]︀
,

𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 − 1, 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀. (18)
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Линеаризируя по параметрам в окрестности точки (�̂�
(𝑠)
𝑗 , 𝑐

(𝑠)
𝑗 , �̂�

(𝑠)
𝑗 ) нели-

нейную зависимость (18), получаем:

𝑡𝑘,𝑖,𝑗(𝛼𝑗 , 𝑐𝑗 ,𝑚𝑗) ≈

≈ 𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗 +

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝛼
(𝛼𝑗 − �̂�

(𝑠)
𝑗 ) +

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝑐
(𝑐𝑗 − 𝑐

(𝑠)
𝑗 ) +

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝑚
(𝑚𝑗 − �̂�

(𝑠)
𝑗 ), (19)

где 𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗 = 𝑡𝑘,𝑖,𝑗(�̂�

(𝑠)
𝑗 , 𝑐

(𝑠)
𝑗 , �̂�

(𝑠)
𝑗 ), а частные производные вычисляются по фор-

мулам

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝛼

=
𝑒−𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗 (𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗 + 1)− 1

𝛼2
𝑗𝑚𝑗𝑐𝑗𝜎

𝑚𝑗+1
0𝑖,𝑗

=

= − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝛼𝑗

+
𝑝𝑘,𝑖,𝑗𝑒

−𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑐𝑗𝜎
𝑚𝑗

0𝑖,𝑗

, (20)

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑐

= −1− 𝑒−𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘𝑖𝑗

𝛼𝑗𝑚𝑗𝑐2𝑗𝜎
𝑚𝑗+1
0𝑖,𝑗

= − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝑐𝑗

, (21)

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑚

= − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗(1 +𝑚𝑗 ln𝜎0𝑖,𝑗)

𝑚𝑗
+
𝑝𝑘,𝑖,𝑗𝑒

−𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗

𝑚𝑗𝑐𝑗𝜎
𝑚𝑗

0𝑖,𝑗

. (22)

С учетом линеаризации (19) и условия минимизации (критерия средне-
квадратичного оценивания)

‖𝑦 − 𝑡‖2 = ‖𝜀‖2 =
𝑀∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖,𝑗−1
∑︁

𝑘=0

(𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗)
2 → min

сформирована линейная регрессионная модель

Δ𝑡(𝑠) = 𝐹 (𝑠)Δ𝑎(𝑠) + 𝜀, (23)

где Δ𝑡(𝑠) =
[︁

Δ𝑡
(𝑠)
1 Δ𝑡

(𝑠)
2 · · · Δ𝑡

(𝑠)
𝑀

]︁⊤
— блочная матрица-столбец размера

[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1

𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, состоящая из 𝑀 блочных матриц-столбцов Δ𝑡

(𝑠)
𝑗 =

=
[︁

Δ𝑡
(𝑠)
1,𝑗 Δ𝑡

(𝑠)
2,𝑗 · · · Δ𝑡

(𝑠)
𝐿𝑗 ,𝑗

]︁⊤
размера

[︀ 𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, 𝑗 = 1,𝑀 , каждая из ко-

торых включает вектор Δ𝑡
(𝑠)
𝑖,𝑗 = {𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡

(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗}, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 − 1, раз-

мера [𝑁𝑖,𝑗×1], 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 ; 𝐹 (𝑠) =
[︁

𝐹
(𝑠)
1 𝐹

(𝑠)
2 𝐹

(𝑠)
3

]︁

— блочная матри-

ца-строка регрессоров размера
[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1

𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×3𝑀

]︀
, состоящая из трех блочно-

диагональных матриц 𝐹
(𝑠)
𝑝 = diag

[︁

𝑓
(𝑠)
1𝑝 𝑓

(𝑠)
2𝑝 · · · 𝑓

(𝑠)
𝑀𝑝

]︁

, 𝑝 = 1, 3, размера
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[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1

𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×𝑀

]︀
, каждая из которых включает блочные матрицы-столбцы

𝑓
(𝑠)
𝑗𝑝 =

[︁

𝑓
(𝑠)
1,𝑗,𝑝 𝑓

(𝑠)
2,𝑗,𝑝 · · · 𝑓

(𝑠)
𝐿𝑗 ,𝑗,𝑝

]︁⊤
, 𝑗 = 1,𝑀 , размера

[︀ 𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, состоящие

из векторов размера [𝑁𝑖,𝑗×1]:

𝑓
(𝑠)
𝑖,𝑗,1 =

(︁𝜕𝑡
(𝑠)
0,𝑖,𝑗

𝜕𝛼
,
𝜕𝑡

(𝑠)
1,𝑖,𝑗

𝜕𝛼
,
𝜕𝑡

(𝑠)
2,𝑖,𝑗

𝜕𝛼
, . . . ,

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑁𝑖,𝑗−1,𝑖,𝑗

𝜕𝛼

)︁⊤
,

𝑓
(𝑠)
𝑖,𝑗,2 =

(︁𝜕𝑡
(𝑠)
0,𝑖,𝑗

𝜕𝑐
,
𝜕𝑡

(𝑠)
1,𝑖,𝑗

𝜕𝑐
,
𝜕𝑡

(𝑠)
2,𝑖,𝑗

𝜕𝑐
, . . . ,

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑁𝑖,𝑗−1,𝑖,𝑗

𝜕𝑐

)︁⊤
,

𝑓
(𝑠)
𝑖,𝑗,3 =

(︁𝜕𝑡
(𝑠)
0,𝑖,𝑗

𝜕𝑚
,
𝜕𝑡

(𝑠)
1,𝑖,𝑗

𝜕𝑚
,
𝜕𝑡

(𝑠)
2,𝑖,𝑗

𝜕𝑚
, . . . ,

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑁𝑖,𝑗−1,𝑖,𝑗

𝜕𝑚

)︁⊤
,

элементы которых — частные производные, взятые в точке (�̂�
(𝑠)
𝑗 , 𝑐

(𝑠)
𝑗 , �̂�

(𝑠)
𝑗 ),

𝑗 = 1,𝑀 ; 𝜀 =
[︀
𝜀1 𝜀2 · · · 𝜀𝑀

]︀⊤
— блочная матрица-столбец размера

[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1

𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, состоящая из 𝑀 блочных матриц-столбцов 𝜀𝑗 =

=
[︀
𝜀1,𝑗 𝜀2,𝑗 · · · 𝜀𝐿𝑗 ,𝑗

]︀⊤
размера

[︀ 𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, 𝑗 = 1,𝑀 , каждая из кото-

рых включает векторы 𝜀𝑖,𝑗 = (𝜀0,𝑖,𝑗 , 𝜀1,𝑖,𝑗 , . . . , 𝜀𝑁𝑖,𝑗−1,𝑖,𝑗)
⊤ размера [𝑁𝑖,𝑗×1],

𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , элементы которых — случайные величины, описывающие
разброс модели (18) относительно результатов наблюдений;

�̂�(𝑠) =
(︀
�̂�
(𝑠)
1 , �̂�

(𝑠)
2 , . . . , �̂�

(𝑠)
𝑀 , 𝑐

(𝑠)
1 , 𝑐

(𝑠)
2 , . . . , 𝑐

(𝑠)
𝑀 , �̂�

(𝑠)
1 , �̂�

(𝑠)
2 , . . . , �̂�

(𝑠)
𝑀

)︀⊤
— матрица-

столбец промежуточных оценок размера [3𝑀×1];

Δ𝑎(𝑠) = 𝑎− �̂�(𝑠) =

= (Δ�̂�
(𝑠)
1 , . . . ,Δ�̂�

(𝑠)
𝑀 ,Δ𝑐

(𝑠)
1 , . . . ,Δ𝑐

(𝑠)
𝑀 ,Δ�̂�

(𝑠)
1 , . . . ,Δ�̂�

(𝑠)
𝑀 )⊤ =

= (𝛼1− �̂�(𝑠)
1 , . . . , 𝛼𝑀 − �̂�(𝑠)

𝑀 , 𝑐1−𝑐(𝑠)1 , . . . , 𝑐𝑀 −𝑐(𝑠)𝑀 ,𝑚1−�̂�(𝑠)
1 , . . . ,𝑚𝑀 −�̂�(𝑠)

𝑀 )⊤

— матрица-столбец коэффициентов, подлежащих оценке, размера [3𝑀×1].
Алгоритм уточнения среднеквадратичных оценок параметров модели (18)

описывается итерационной формулой

�̂�(𝑠+1) = �̂�(𝑠) + [𝐹 (𝑠)⊤𝐹 (𝑠)]−1𝐹 (𝑠)⊤Δ𝑡(𝑠), 𝑠 = 0, 1, 2, 3, . . . (24)

В качестве начального приближения вектора оценок параметров моде-

ли (18) �̂�(0) = (�̂�
(0)
1 , �̂�

(0)
2 , . . . , �̂�

(0)
𝑀 , 𝑐

(0)
1 , 𝑐

(0)
2 , . . . , 𝑐

(0)
𝑀 , �̂�

(0)
1 , �̂�

(0)
2 , . . . , �̂�

(0)
𝑀 )⊤ могут

быть приняты промежуточные оценки, полученные на предыдущем шаге ал-
горитма. Итерационная процедура (24) уточнения среднеквадратичных оце-
нок параметров модели (18) завершается при выполнении условия

‖Δ𝑎(𝑠+1)‖ < 𝛿, где 𝛿— некоторое наперед заданное положительное малое чис-
ло.

541



Зо т е е в В. Е.

При 𝑀 = 1 описанный выше алгоритм первого этапа может быть исполь-
зован для оценки параметров третьей стадии изотермической ползучести,
когда результаты эксперимента в форме совокупности диаграмм ползучести
представлены для одной температуры.

3. Среднеквадратичная оценка параметров моделей температур-
ных зависимостей 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ) на основе результатов расчета,
полученных на первом этапе. На втором этапе предлагаемого численного
метода строятся температурные зависимости параметров 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 )
математической модели (3). Вид этих зависимостей выбирается на основе
анализа совокупностей диаграмм ползучести, построенных для различных
температур 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 . В первом приближении можно использовать поли-
номиальную форму температурных зависимостей:

𝛼(𝑇 ) = 𝜈0 + 𝜈1𝑇 + 𝜈2𝑇
2 + . . .+ 𝜈𝑛𝑇

𝑛,
𝑐(𝑇 ) = 𝜇0 + 𝜇1𝑇 + 𝜇2𝑇

2 + . . .+ 𝜇𝑛𝑇
𝑛,

𝑚(𝑇 ) = 𝛽0 + 𝛽1𝑇 + 𝛽2𝑇
2 + . . .+ 𝛽𝑛𝑇

𝑛.
(25)

При этом степень 𝑛 алгебраического многочлена не должна превышать
величины 𝑀 − 1: 𝑛 6𝑀 − 1.

Предварительная оценка параметров моделей температурных зависимо-
стей (25) на основе результатов расчета �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , полученных на
первом этапе, реализуется на основе линейных регрессионных моделей вида

�̂�𝑗 = 𝜈0 + 𝜈1𝑇 + 𝜈2𝑇
2 + . . .+ 𝜈𝑛𝑇

𝑛 + 𝜀1𝑗 ,
𝑐𝑗 = 𝜇0 + 𝜇1𝑇 + 𝜇2𝑇

2 + . . .+ 𝜇𝑛𝑇
𝑛 + 𝜀2𝑗 ,

�̂�𝑗 = 𝛽0 + 𝛽1𝑇 + 𝛽2𝑇
2 + . . .+ 𝛽𝑛𝑇

𝑛 + 𝜀3𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀,
(26)

где случайные величины 𝜀1𝑗 , 𝜀2𝑗 и 𝜀3𝑗 удовлетворяют основным положениям
классического регрессионного анализа и не коррелированы между собой.

В матричной форме уравнения (26) можно представить в виде

𝐵 = 𝐹𝐴+Σ,

где 𝐵 =

⎡

⎢
⎢
⎣

�̂�1 𝑐1 �̂�1

�̂�2 𝑐2 �̂�2
...

...
...

�̂�𝑀 𝑐𝑀 �̂�𝑀

⎤

⎥
⎥
⎦

— матрица размера [𝑀×3] результатов расчетов,

полученных на первом этапе; 𝐹 =

⎡

⎢
⎢
⎣

1 𝑇1 𝑇 2
1 · · · 𝑇𝑛

1
1 𝑇2 𝑇 2

2 · · · 𝑇𝑛
2

...
...

...
...

...
1 𝑇𝑀 𝑇 2

𝑀 · · · 𝑇𝑛
𝑀

⎤

⎥
⎥
⎦

— матрица регрес-

соров размера [𝑀×(𝑛+1)]; 𝐴 =

⎡

⎢
⎢
⎣

𝑣0 𝜇0 𝛽0
𝑣1 𝜇1 𝛽1
...

...
...

𝑣𝑛 𝜇𝑛 𝛽𝑛

⎤

⎥
⎥
⎦

— матрица размера [(𝑛+1)×3]

коэффициентов, подлежащих оценке на основе результатов расчетов, полу-
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ченных на первом этапе; Σ =

⎡

⎢
⎢
⎣

𝜀11 𝜀12 𝜀13
𝜀21 𝜀22 𝜀23
...

...
...

𝜀𝑀1 𝜀𝑀2 𝜀𝑀3

⎤

⎥
⎥
⎦

— матрица размера [𝑀×3]

случайных возмущений в результатах расчетов.
Оценки элементов матрицы 𝐴 находятся с учетом минимизации суммы

квадратов отклонений для каждой из трех моделей (25):

‖𝜀𝑖‖2 =
𝑀∑︁

𝑗=1

𝜀2𝑗𝑖 =
𝑀∑︁

𝑗=1

(︂

𝑏𝑗𝑖 −
𝑛∑︁

𝑝=0

𝑓𝑗,𝑝+1𝑎𝑝+1,𝑖

)︂2

→ min, 𝑖 = 1, 3,

где 𝑏𝑗1 = �̂�𝑗 , 𝑏𝑗2 = 𝑐𝑗 , 𝑏𝑗3 = �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 — столбцы матрицы 𝐵; 𝑎𝑝+1,1 = 𝑣𝑝,
𝑎𝑝+1,2 = 𝜇𝑝, 𝑎𝑝+1,3 = 𝛽𝑝, 𝑝 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛— столбцы матрицы 𝐴; 𝑓𝑗,𝑝+1 = 𝑇 𝑝

𝑗 ,

𝑗 = 1,𝑀 , 𝑝 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛— столбцы матрицы регрессоров 𝐹 .

Легко убедиться, что в этом случае матрица 𝐴 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

𝑣0 �̂�0 𝛽0
𝑣1 �̂�1 𝛽1
...

...
...

𝑣𝑛 �̂�𝑛 𝛽𝑛

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

средне-

квадратичных оценок может быть найдена по формуле

𝐴 = (𝐹⊤𝐹 )−1𝐹⊤𝐵. (27)

4. Уточнение оценок параметров моделей температурных зави-
симостей 𝛼(𝑇 ), 𝑚(𝑇 ) и 𝑐(𝑇 ), обеспечивающих наименьшее средне-
квадратичное отклонение построенной модели от результатов экс-
перимента. Полученные среднеквадратичные оценки параметров моделей
температурных зависимостей 𝛼(𝑇 ), 𝑚(𝑇 ) и 𝑐(𝑇 ) могут быть уточнены на ос-
нове параметрической линеаризации модели (4).

Введем (𝑛+1)-мерные векторы 𝑎1 = (𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑛)
⊤, 𝑎2 = (𝜇0, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛)

⊤

и 𝑎3 = (𝛽0, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)
⊤ — столбцы матрицы 𝐴.

Линеаризация по параметрам нелинейной зависимости (4) 3(𝑛+ 1)-пара-
метрической функции

𝑡𝑘,𝑖,𝑗(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = 𝑡𝑘,𝑖,𝑗(𝜈0, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑛, 𝜇0, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛, 𝛽0, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)

имеет вид

𝑡𝑘,𝑖,𝑗(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ≈ 𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗 +

𝑛∑︁

𝑝=0

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜈𝑝
(𝜈𝑝 − 𝜈(𝑠)𝑝 )+

+
𝑛∑︁

𝑝=0

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜇𝑝
(𝜇𝑝 − �̂�(𝑠)𝑝 ) +

𝑛∑︁

𝑝=0

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝛽𝑝
(𝛽𝑝 − 𝛽(𝑠)𝑝 ), (28)

где 𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗 = 𝑡𝑘,𝑖,𝑗(𝜈

(𝑠)
0 , 𝜈

(𝑠)
1 , . . . , 𝜈

(𝑠)
𝑛 , �̂�

(𝑠)
0 , �̂�

(𝑠)
1 , . . . , �̂�

(𝑠)
𝑛 , 𝛽

(𝑠)
0 , 𝛽

(𝑠)
1 , . . . , 𝛽

(𝑠)
𝑛 ), а част-

ные производные вычисляются по формулам

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝜈𝑝

=
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝛼

· 𝜕𝛼
𝜕𝜈𝑝

= 𝑇 𝑝
𝑗

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝛼

,
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𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝜇𝑝

=
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑐

· 𝜕𝑐
𝜕𝜇𝑝

= 𝑇 𝑝
𝑗

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑐

,

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝛽𝑝

=
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑚

· 𝜕𝑚
𝜕𝛽𝑝

= 𝑇 𝑝
𝑗

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑚

, 𝑝 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛,

где производные
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝛼

,
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑐

и 𝑑
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑚 описываются соотношениями (20)ҫ

(22):
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝛼

= − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝛼𝑗

+
𝑝𝑘,𝑖,𝑗𝑒

−𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑐𝑗𝜎
𝑚𝑗

0𝑖,𝑗

,

𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑐

= −1− 𝑒−𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑚𝑗𝑐2𝑗𝜎
𝑚𝑗+1
0𝑖,𝑗

= − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝑐𝑗

и
𝜕𝑡𝑘,𝑖,𝑗
𝜕𝑚

= − 𝑡𝑘𝑖𝑗(1 +𝑚𝑗 ln𝜎0𝑖,𝑗)

𝑚𝑗
+
𝑝𝑘,𝑖,𝑗𝑒

−𝛼𝑗𝑚𝑗𝜎0𝑖,𝑗𝑝𝑘,𝑖,𝑗

𝑚𝑗𝑐𝑗𝜎
𝑚𝑗

0𝑖,𝑗

,

𝑘 = 0, 𝑁𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , 𝑀 > 1.
С учетом линеаризации (28) и условия минимизации (критерия средне-

квадратичного оценивания)

‖𝑦 − 𝑡‖2 = ‖𝜀‖2 =
𝑀∑︁

𝑗=1

𝐿𝑗∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖,𝑗−1
∑︁

𝑘=0

(𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗)
2 → min

сформирована линейная регрессионная модель вида (23):

Δ𝑡(𝑠) = 𝐹 (𝑠)Δ𝑎(𝑠) + 𝜀,

где Δ𝑡(𝑠) =
[︁

Δ𝑡
(𝑠)
1 Δ𝑡

(𝑠)
2 · · · Δ𝑡

(𝑠)
𝑀

]︁⊤
— блочная матрица-столбец размера

[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1

𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, состоящая из 𝑀 блочных матриц-столбцов Δ𝑡

(𝑠)
𝑗 =

=
[︁

Δ𝑡
(𝑠)
1,𝑗 Δ𝑡

(𝑠)
2,𝑗 · · · Δ𝑡

(𝑠)
𝐿𝑗 ,𝑗

]︁⊤
размера

[︀ 𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, 𝑗 = 1,𝑀 , каждая из ко-

торых включает вектор Δ𝑡
(𝑠)
𝑖,𝑗 = {𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡(𝑠)𝑘,𝑖,𝑗}, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 −1, размера

[𝑁𝑖,𝑗 × 1], 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 ; 𝐹 (𝑠) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜈0

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜈1
· · ·

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜈𝑛
𝜕𝑡

(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜇0

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜇1
· · ·

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝜇𝑛
𝜕𝑡

(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝛽0

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝛽1
· · ·

𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝛽𝑛

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

— матрица

регрессоров размера
[︀ 𝑀∑︀

𝑗=1

𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×3(𝑛+ 1)

]︀
, столбцы которой образуют част-

ные производные по параметрам моделей температурных зависимостей 𝛼(𝑇 ),
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𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ), вычисленные в точке 𝑦𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 ,

при значениях параметров 𝜈
(𝑠)
0 , 𝜈

(𝑠)
1 , . . . , 𝜈

(𝑠)
𝑛 , �̂�

(𝑠)
0 , �̂�

(𝑠)
1 , . . . , �̂�

(𝑠)
𝑛 , 𝛽

(𝑠)
0 , 𝛽

(𝑠)
1 , . . . ,

𝛽
(𝑠)
𝑛 , где 𝑠 = 0, 1, 2, 3, . . . — номер итерации.

Каждый из 3(𝑛+1) столбцов 𝑓
(𝑠)
𝑝 =

[︁

𝑓
(𝑠)
1,𝑝 𝑓

(𝑠)
2,𝑝 · · · 𝑓

(𝑠)
𝑀,𝑝

]︁⊤
, 𝑝 = 1, 3(𝑛+ 1),

матрицы 𝐹 (𝑠) включает 𝑀 блоков:

𝑓
(𝑠)
𝑗,𝑝 =

[︁

𝑓
(𝑠)
1,𝑗,𝑝 𝑓

(𝑠)
2,𝑗,𝑝 · · · 𝑓

(𝑠)
𝐿𝑗 ,𝑗,𝑝

]︁⊤
, 𝑗 = 1,𝑀,

размера
[︀ 𝐿𝑗∑︀

𝑖=1
𝑁𝑖,𝑗×1

]︀
, которые, в свою очередь, содержат 𝐿𝑗 векторов 𝑓

(𝑠)
𝑖,𝑗,𝑝,

𝑖 = 1, 𝐿𝑗 , размера [𝑁𝑖,𝑗×1] вида

𝑓
(𝑠)
𝑖,𝑗,𝑝 = 𝑇 𝑝−1

𝑗

{︁𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝛼

}︁

, 𝑝 = 1, 𝑛+ 1;

𝑓
(𝑠)
𝑖,𝑗,𝑝 = 𝑇 𝑝−1

𝑗

{︁𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝑐

}︁

, 𝑝 = 𝑛+ 2, 2𝑛+ 2;

𝑓
(𝑠)
𝑖,𝑗,𝑝 = 𝑇 𝑝−1

𝑗

{︁𝜕𝑡
(𝑠)
𝑘,𝑖,𝑗

𝜕𝑚

}︁

, 𝑝 = 2𝑛+ 3, 3𝑛+ 3; 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑖,𝑗 ;

�̂�(𝑠) = (𝜈
(𝑠)
0 , 𝜈

(𝑠)
1 , . . . , 𝜈

(𝑠)
𝑛 , �̂�

(𝑠)
0 , �̂�

(𝑠)
1 , . . . , �̂�

(𝑠)
𝑛 , 𝛽

(𝑠)
0 , 𝛽

(𝑠)
1 , . . . , 𝛽

(𝑠)
𝑛 )⊤ — вектор проме-

жуточных оценок параметров модели размера [3(𝑛+ 1)×1];

Δ𝑎(𝑠) = 𝑎− �̂�(𝑠) =

= (Δ𝜈
(𝑠)
0 ,Δ𝜈

(𝑠)
1 , . . . ,Δ𝜈(𝑠)𝑛 ,Δ�̂�

(𝑠)
0 ,Δ�̂�

(𝑠)
1 , . . . ,Δ�̂�(𝑠)𝑛 ,Δ𝛽

(𝑠)
0 ,Δ𝛽

(𝑠)
1 , . . . ,Δ𝛽(𝑠)𝑛 )⊤ =

= (𝜈0 − 𝜈
(𝑠)
0 , 𝜈1 − 𝜈

(𝑠)
1 , . . . , 𝜈𝑛 − 𝜈(𝑠)𝑛 , 𝜇0 − �̂�

(𝑠)
0 , 𝜇1 − �̂�

(𝑠)
1 , . . . , 𝜇𝑛 − �̂�(𝑠)𝑛 ,

𝛽0 − 𝛽
(𝑠)
0 , 𝛽1 − 𝛽

(𝑠)
1 , . . . , 𝛽𝑛 − 𝛽(𝑠)𝑛 )⊤

— вектор коэффициентов, подлежащих нахождению, размера [3(𝑛+ 1)×1].
Алгоритм уточнения среднеквадратичных оценок параметров модели (4)

с учетом температурных зависимостей (25) и среднеквадратичного критерия
оценивания

‖𝜀‖2 = ‖Δ𝑡(𝑠) − 𝐹 (𝑠)Δ𝑎(𝑠)‖2 → min

описывается итерационной формулой (24):

�̂�(𝑠+1) = �̂�(𝑠) + [𝐹 (𝑠)𝑇𝐹 (𝑠)]−1𝐹 (𝑠)𝑇Δ𝑡(𝑠), 𝑠 = 0, 1, 2, 3, . . .

В качестве начального приближения вектора оценок параметров моде-

лей (25) �̂�(0) = (𝜈
(0)
0 , 𝜈

(0)
1 , . . . , 𝜈

(0)
𝑛 , �̂�

(0)
0 , �̂�

(0)
1 , . . . , �̂�

(0)
𝑛 , 𝛽

(0)
0 , 𝛽

(0)
1 , . . . , 𝛽

(0)
𝑛 )⊤ могут

быть приняты промежуточные оценки, полученные на предыдущем шаге ал-
горитма. Итерационная процедура (24) уточнения среднеквадратичных оце-
нок параметров модели (4) с учетом температурных зависимостей (25) за-

вершается при выполнении условия ‖Δ𝑎(𝑠+1)‖ < 𝛿, где 𝛿— некоторое наперед
заданное положительное малое число.
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Вопрос о целесообразности уточнения оценок моделей температурных за-
висимостей (25) на втором этапе предлагаемого алгоритма численного метода
оценивания характеристик неизотермической ползучести решается с учетом
априорной информации о величине случайной помехи в результатах наблю-
дений и требований к точности оценок.

Отметим, что если не ставится промежуточная задача построения мо-
делей изотермической ползучести для каждой из температур 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 ,
в отдельности, то в ряде случаев последний шаг первого этапа — уточнение
оценок �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , на основе итерационной процедуры (24) — может
быть пропущен. А в качестве результатов расчета в формулах (26) на втором

этапе могут быть использованы оценки �̂�
(0)
𝑗 , 𝑐

(0)
𝑗 и �̂�

(0)
𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 .

При степени аппроксимирующих многочленов (26) 𝑛 =𝑀 − 1 задача вы-
числения среднеквадратичных оценок их коэффициентов на основе формулы
(27) сводится к задаче построения интерполяционного многочлена. В этом
случае оценки параметров 𝛼(𝑇𝑗), 𝑐(𝑇𝑗) и 𝑚(𝑇𝑗) в модели (3), описывающей

неизотермическую деформацию ползучести при температурах 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 ,

будут совпадать с результатами расчетов �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , полученными
на первом этапе алгоритма. Так как на последнем шаге первого этапа на осно-
ве итерационной процедуры уточнения этих оценок обеспечивается минимум
суммы квадратов отклонений модели от данных эксперимента, то очевид-
но, что оценки коэффициентов в моделях температурных зависимостей (26),
найденные по формуле (27), будут оптимальными, и их уточнения на основе
итерационной процедуры не требуется. Применение последнего шага второго
этапа алгоритма — итерационной процедуры уточнения оценок коэффициен-
тов температурных зависимостей параметров модели (3) — при 𝑛 = 𝑀 − 1
имеет смысл только в том случае, когда не используется итерационная про-
цедура уточнения результатов расчета параметров �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , на
последнем шаге первого этапа.

5. Апробация численного метода оценки параметров третьей ста-
дии неизотермической ползучести по результатам эксперимента. Раз-
работанный численный метод оценки характеристик третьей стадии неизо-
термической ползучести прошел апробацию при обработке результатов экс-
перимента, представленных в виде диаграмм испытаний на ползучесть для
сплава 09Г2С [27]. На рисунке точками представлены результаты испытаний,
проведенных при 𝑀 = 3 температурах: 𝑇1 = 700℃, 𝑇2 = 730℃ и 𝑇3 = 750℃

и 𝐿1 = 𝐿2 = 𝐿3 = 2 напряжениях: 𝜎01,1 = 69.67 МПа, 𝜎02,1 = 𝜎01,2 =
= 58.86 МПа, 𝜎02,2 = 𝜎01,3 = 49.05 МПа и 𝜎02,3 = 39.24 МПа.

В результате предварительной обработки диаграмм испытаний, парамет-
ры которых приведены в табл. 1, где 𝑁 e

𝑖,𝑗 — объем первоначальной выборки,
были сформированы выборки результатов эксперимента 𝑦𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 20,
одинакового объема 𝑁𝑖,𝑗 = 21, 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 3, и с шагом равномерной дис-
кретизации ℎ𝑖,𝑗 ,% кривой ползучести 𝑝𝑖,𝑗 , %, 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 3.

В соответствии с описанным выше алгоритмом на первом шаге на основе
итерационной процедуры (10) находились оценки коэффициентов обобщен-

ной регрессионной модели (9) �̂�1𝑖,𝑗 и �̂�2𝑖,𝑗 , а затем на их основе по формулам
(11) вычислялись оценки �̂�𝑖,𝑗 и 𝑣𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 3, параметров модели (5)
для каждой отдельной кривой ползучести (см. табл. 2).
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Результаты эксперимента [27] (точки)
и кривые ползучести сплава 09Г2С при

различных температурах

[Experimental results [27] (points) and creep
curves for the 09G2C alloy at different tempe-

ratures]

Таблица 1

Исходные данные для построения математической модели на основе результа-
тов экперимента [Initial data for the mathematical model construction based on the

experimental results]

𝑖
𝑗

1 2 3

𝑇𝑗 , ℃ — 700 730 750

𝜎0𝑖,𝑗 , MPa
1 69.67 58.86 49.05
2 58.86 49.05 39.24

𝑁 e

𝑖,𝑗

1 14 9 10
2 19 14 13

𝑁𝑖,𝑗

1 21 21 21
2 21 21 21

ℎ𝑖,𝑗 ,%
1 3.33 3.59 3.32
2 3.33 3.57 3.15
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Таблица 2
Результаты промежуточных расчетов параметров по каждой кривой ползучести (первый
шаг первого этапа алгоритма) [Results of intermediate calculations of parameters for each

creep curve (the ҥrst step of the ҥrst stage of the algorithm)]

𝑖
𝑗

1 2 3

𝑇𝑗 , ℃ — 700 730 750

𝜎0𝑖,𝑗 , MPa
1 69.67 58.86 49.05
2 58.86 49.05 39.24

�̂�1𝑖,𝑗
1 0.887 0.922 0.912
2 0.881 0.894 0.893

�̂�2𝑖,𝑗
1 0.329 0.116 0.173
2 0.487 0.384 0.579

�̂�𝑖,𝑗
1 5.14 · 10−4 3.82 · 10−4 5.63 · 10−4

2 6.44 · 10−4 6.41 · 10−4 9.13 · 10−4

𝑣𝑖,𝑗
1 9.557 29.862 18.304
2 6.436 8.789 5.140

𝑠𝑖,𝑗 ,%
1 1.7 1.7 2.3
2 1.7 1.5 1.7

В последней строке табл. 2 представлены оценки адекватности построен-
ных моделей экспериментальным данным в форме их среднеквадратичных
отклонений от результатов наблюдений в относительных единицах:

𝑠𝑖,𝑗 , % =
‖𝑦 − 𝑡‖
‖𝑦‖ · 100% =

⎯
⎸
⎸
⎷

20∑︁

𝑘=0

(𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗)2
⧸︁ 20∑︁

𝑘=0

𝑦2𝑘,𝑖,𝑗 · 100%.

В табл. 3 приведены результаты вычислений оценок параметров моделей
деформации ползучести, описывающих совокупности диаграмм при различ-
ных напряжениях 𝜎0𝑖,𝑗 для каждой из температур 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1, 3.

В третьем, четвертом и пятом столбцах табл. 3 приведены значения пред-

варительных оценок параметров �̂�
(0)
𝑗 , 𝑐

(0)
𝑗 и �̂�

(0)
𝑗 , 𝑗 = 1, 3, полученные на

основе формул (15)ҫ(17). А в столбцах седьмом, восьмом и девятом этой же
таблицы — оценки параметров �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , уточненные на основе итераци-
онной процедуры (24) и минимизирующие среднеквадратичное отклонение

Таблица 3

Оценки параметров моделей третьей стадии ползучести при различных темпера-
турах (второй и третий шаги первого этапа алгоритма) [Estimates of the model
parameters for the third creep stage at different temperatures (the second and third

steps of the ҥrst stage of the algorithm)]

𝑗 𝑇𝑗 ,℃ �̂�
(0)
𝑗 𝑐

(0)
𝑗 �̂�

(0)
𝑗 𝑠

(0)
𝑗 ,% �̂�𝑗 𝑐𝑗 �̂�𝑗 𝑠𝑗 ,%

1 700 2.47 · 10−4 4.56 · 10−4 2.345 7.0 3.88 · 10−4 1.28 · 10−2 1.537 2.4
2 730 7.62 · 10−5 4.01 · 10−11 6.708 13.3 1.16 · 10−4 1.48 · 10−8 5.197 2.7
3 750 1.30 · 10−4 4.36 · 10−9 5.692 12.7 1.93 · 10−4 3.96 · 10−7 4.472 2.8
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моделей от результатов эксперимента по каждой совокупности 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1, 3,
диаграмм ползучести. Полученные на данном шаге алгоритма результаты мо-
гут быть использованы при построении математических моделей (2) третьей
стадии изотермической ползучести для известной температуры 𝑇𝑗 , 𝑗 = 1, 3:

𝑝(𝑡, 𝜎0𝑖) = − 1

5.964 · 10−4𝜎0𝑖
ln(1− 7.633 · 10−6𝜎2.5370𝑖 𝑡) для 𝑇 = 700℃; (29)

𝑝(𝑡, 𝜎0𝑖) = − 1

6.029 · 10−4𝜎0𝑖
ln(1− 8.922 · 10−12𝜎6.1970𝑖 𝑡) для 𝑇 = 730℃; (30)

𝑝(𝑡, 𝜎0𝑖) = − 1

8.631 · 10−4𝜎0𝑖
ln(1− 34.18 · 10−11𝜎5.4720𝑖 𝑡) для 𝑇 = 750℃. (31)

В шестом и последнем столбцах табл. 3 приведены оценки адекватности
построенных моделей в форме их среднеквадратичных отклонений от резуль-
татов наблюдений в относительных единицах:

𝑠𝑗 , % =

⎯
⎸
⎸
⎷

2∑︁

𝑖=1

20∑︁

𝑘=0

(𝑦𝑘,𝑖,𝑗 − 𝑡𝑘,𝑖,𝑗)2
⧸︁ 2∑︁

𝑖=1

20∑︁

𝑘=0

𝑦2𝑘,𝑖,𝑗 · 100%.

В шестом столбце табл. 3 оценки адекватности соответствуют моделям,

параметры которых �̂�
(0)
𝑗 , 𝑐

(0)
𝑗 и �̂�

(0)
𝑗 , 𝑗 = 1, 3, получены на основе формул

(15)ҫ(17). В последнем столбце этой же таблицы приведены оценки адекват-
ности моделей, построенных на основе итерационной процедуры (24) уточне-
ния оценок параметров �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , минимизирующих величину 𝑠𝑗 , %, 𝑗 = 1, 3.
Очевидно, что применение итерационной процедуры уточнения оценок пара-
метров модели изотермической ползучести (2) позволило существенно повы-
сить адекватность построенных моделей (29)ҫ(31) результатам испытаний.

При апробации разработанного численного метода на втором этапе ал-
горитма в качестве математических моделей, описывающих температурные
зависимости 𝛼(𝑇 ), 𝑐(𝑇 ) и 𝑚(𝑇 ) параметров математической модели неизо-
термической деформации ползучести (3), с учетом соотношения 𝑛 6 𝑀 − 1
были выбраны алгебраические многочлены второй степени 𝑛 = 2:

𝛼(𝑇 ) = 𝜈0+𝜈1𝑇+𝜈2𝑇
2, 𝑐(𝑇 ) = 𝜇0+𝜇1𝑇+𝜇2𝑇

2, 𝑚(𝑇 ) = 𝛽0+𝛽1𝑇+𝛽2𝑇
2. (32)

Предварительная оценка параметров моделей температурных зависимо-
стей (32) на основе результатов расчета �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 , полученных на
первом этапе, выполнялась на основе формулы (27):

𝐴 = (𝐹⊤𝐹 )−1𝐹⊤𝐵,

в которой матрицы 𝐹 и 𝐵 имеют вид

𝐹 =

⎡

⎣

1 700 490000
1 730 532900
1 750 562500

⎤

⎦ , 𝐵 =

⎡

⎣

3.88 · 10−4 1.28 · 10−2 1.537
1.16 · 10−4 1.48 · 10−8 5.197
1.93 · 10−4 3.96 · 10−7 4.472

⎤

⎦ .
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Отсюда получаем

𝐹⊤𝐹 =

⎡

⎣

3 2.18 · 103 1.59 · 106
2.18 · 103 1.59 · 106 1.15 · 109
1.59 · 106 1.15 · 109 8.40 · 1011

⎤

⎦ ,

𝐹⊤𝐵 =

⎡

⎣

6.98 · 10−4 0.0128 11.21
0.501 8.991 8223.6
360.83 6293.8 6.04 · 106

⎤

⎦ ,

(𝐹⊤𝐹 )−1 =

⎡

⎣

1.16 · 106 −3.21 · 103 2.213
−3.21 · 103 8.859 −6.12 · 10−3

2.213 −6.12 · 10−3 4.22 · 10−6

⎤

⎦ ,

𝐴 =

⎡

⎣

0.139 4.688 −1701.7
−3.78 · 10−4 −1.27 · 10−2 4.649
2.58 · 10−7 8.56 · 10−6 −3.17 · 10−3

⎤

⎦ .

Полученные на основе результатов расчетов �̂�𝑗 , 𝑐𝑗 и �̂�𝑗 , 𝑗 = 1, 3, пред-
ставленных в табл. 3, предварительные оценки параметров моделей темпера-
турных зависимостей (32) приведены во второй строке табл. 4.

Таблица 4

Оценки параметров моделей температурных зависимостей характеристик неизотер-
мической ползучести (второй и третий шаги второго этапа алгоритма) [Estimates
of the model parameters for the temperature dependence of the non-isothermal creep

characteristics (the second and third steps of the second stage of the algorithm)]

𝜈0 𝜈1 · 104 𝜈2 · 107 �̂�0 �̂�1 · 102 �̂�2 · 106 𝛽0 𝛽1 𝛽2 · 103 𝑠,%
Preliminary
estimates 0.139 −3.78 2.58 4.69 −1.27 8.56 −1701.7 4.65 −3.17 2.93

Revised
estimates 0.141 −3.86 2.63 4.69 −1.27 8.56 −1752.1 4.79 −3.26 2.89

Уточнение этих оценок проводилось на основе параметрической линеари-
зации (28) нелинейной зависимости (4), моделей (32) и результатов испыта-
ний (𝑡𝑘,𝑖,𝑗 , 𝑝𝑘,𝑖,𝑗), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 e

𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 3. Уточненные оценки

параметров моделей температурных зависимостей (32) приведены в третьей
строке табл. 4. В последнем столбце табл. 4 приведены оценки адекватности
построенных моделей экспериментальным данным в относительных едини-
цах. Очевидно, что уточнение среднеквадратичных оценок параметров тем-
пературных зависимостей практически не повлияло на адекватность модели
неизотермической ползучести результатам испытаний в форме диаграмм пол-
зучести.

Таким образом, математическая модель третьей стадии неизотермической
ползучести, построенная на основе результатов эксперимента, представлен-
ных в виде диаграмм испытаний на ползучесть для сплава 09Г2С, имеет
вид (3):

𝑝(𝑡, 𝜎0, 𝑇 ) = − 1

𝜎0𝑚(𝑇 )𝛼(𝑇 )
ln[1− 𝛼(𝑇 )𝑚(𝑇 )𝑐(𝑇 )𝜎

𝑚(𝑇 )+1
0 𝑡], (33)

где
𝛼(𝑇 ) = 0.141− 3.86 · 10−4 · 𝑇 + 2.63 · 10−7 · 𝑇 2, (34)
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𝑐(𝑇 ) = 4.69− 1.27 · 10−2 · 𝑇 + 8.56 · 10−6 · 𝑇 2, (35)

𝑚(𝑇 ) = −1752.1 + 4.79 · 𝑇 − 3.26 · 10−3 · 𝑇 2. (36)

Кривые ползучести, построенные по модели (33) с учетом температурных
зависимостей (34)ҫ(36) при температурах 𝑇1 = 700℃, 𝑇2 = 730℃, 𝑇3 = 750℃

и напряжениях 𝜎01,1 = 69.67 МПа, 𝜎02,1 = 58.86 МПа, 𝜎01,2 = 58.86 МПа,
𝜎02,2 = 𝜎01,3 = 49.05 МПа, 𝜎02,3 = 39.24 МПа, приведены на рисунке.

Заключение. Разработан численный метод оценивания характеристик
третьей стадии неизотермической ползучести по совокупности диаграмм пол-
зучести, построенных при обработке результатов испытаний для различных
значений номинального напряжения и температур. В основе метода лежат
нелинейные регрессионные модели, среднеквадратичные оценки параметров
которых находятся посредством линеаризации, в том числе на основе раз-
ностных уравнений, описывающих результаты наблюдений. Предлагаемый
численный метод может быть также использован для оценки параметров
третьей стадии деформации ползучести, когда результаты эксперимента
в форме совокупности диаграмм испытаний представлены только для од-
ной температуры. Результаты апробации численного метода при обработке
результатов эксперимента в форме диаграмм ползучести сплава 09Г2С при
температурах 700, 730 и 750 ℃ подтвердили достоверность полученных со-
отношений и выводов, а также высокую эффективность нового численного
метода в задачах оценивания параметров моделей третьей стадии неизотер-
мической ползучести.
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Abstract

The desire to reduce the mass of machines and structures while improving
their quality, as well as to make the most complete use of the mechanical
properties of materials, requires permanent improvement and development
of known methods for calculating and analyzing the stress-strain state of
materials under creep conditions.

The article proposes a numerical method for estimating the characteris-
tics of the third stage of non-isothermal creep based on a set of creep dia-
grams constructed when processing test results for various values of nominal
stress and temperature.

The method is based on the nonlinear regression model, the root-mean-
square estimates of the parameters of which are found by linearization,
including on the basis of difference equations describing the experimental
results. The proposed numerical method can also be used to estimate the
parameters of the third creep stage, when the experimental results are pre-
sented in the form of a set of test diagrams for only one temperature.

The results of testing the developed numerical method for processing
the experimental results in the form of creep diagrams for the 09G2C alloy
at different temperatures are presented. The reliability and efficiency of the
calculation algorithms and methods of nonlinear estimation presented in the
work are conőrmed by the results of numerical and analytical studies and
mathematical models of the third stage of non-isothermal creep constructed
on the basis of experimental data.
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Аннотация

Предложен алгоритм решения задач о нелинейном динамическом
поведении осесимметричных неразветвленных мягкооболочечных кон-
струкций, основанный на использовании метода дифференцирования по
параметру. Алгоритм не накладывает каких-либо ограничений на диапа-
зон деформаций и перемещений, свойства материала, условия закрепле-
ния или форму меридиана конструкции. При этом уравнения движения
в частных производных сводятся к нелинейным обыкновенным диффе-
ренциальным уравнениям с использованием метода прямых. Получен-
ная система уравнений дифференцируется по календарному параметру.
В результате решение задачи сводится к решению двух взаимосвязан-
ных задач ҫ квазилинейной многоточечной краевой задачи и нелинейной
задачи Коши с правой частью специального вида. Особенности исполь-
зования данного алгоритма применительно к задачам динамики мяг-
ких оболочек проявляются при его программной реализации и описаны
в работе. Тестирование алгоритма выполнено на примере решения зада-
чи динамического раздувания шарнирно опертой полусферы из неогу-
ковского материала. Отмечено, что хотя формально рассматриваемая
в примере оболочка не является составной, для построения численного
решения необходимо использование метода сегментации интервала ин-
тегрирования по координате, что соответствует анализу составной кон-
струкции. Исследовано влияние выбора шага по времени и схемы ап-
проксимации ускорения на результаты решения.
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Решение нелинейных задач стационарной динамики осесимметричных мягких оболочек

Введение. Задачи динамического деформирования мягких оболочек в до-
ступной литературе освещены лишь в ограниченном количестве публикаций,
а работы зарубежных авторов, по сути, касаются лишь трех частных про-
стейших задач. Очевидно, причиной этого является вычислительная слож-
ность рассматриваемой проблемы. Уравнения динамического деформирова-
ния мягких оболочек как систем с распределенной массой сформулированы
в работах [1ҫ5]. При этом в [1] рассматриваются лишь стационарные колеба-
ния оболочек конкретных форм и условий закрепления, а решения построены
в аналитической форме. В работах [2,3] постановки и решения задач даны для
оболочек специфической формы — каркасированных абсолютно гибкими дис-
кретно расположенными нитями. Во всех упомянутых работах, несмотря на
то, что постановка задачи дается для материала с произвольными нелинейны-
ми физическими соотношениями, результаты расчета приводятся лишь для
линейного поведения материала оболочек (за исключением тестового приме-
ра удара по гибкой нити — квадратичной зависимости усилия от деформации
нити). Авторами [2, 3, 5] используются метод конечных разностей и метод
конечных элементов. Примечательно, что все расчеты нестационарного ди-
намического поведения мягкооболочечных конструкций указанных авторов
являются решениями конкретных прикладных задач парашютостроения. Та-
ким образом, применимость или особенности применения данных методов
для случая истинной физической нелинейности материала и истинно боль-
ших деформаций остались неизученными.

В зарубежной литературе, за исключением монографии [4], не уделяется
внимания построению разрешающих соотношений динамического деформи-
рования мягкооболочечных конструкций в общей математической постанов-
ке. Однако множество работ посвящено решению соответствующих частных
задач. Принципиальным отличием в подходе к постановке задач динамики
от работ отечественных исследователей является отсутствие прикладной на-
правленности задачи. Начиная с первых работ 60-х годов XX века до работ
2020 года зарубежными авторами рассматриваются лишь задачи динамиче-
ского раздувания цилиндрической и сферической оболочек и плоских мем-
бран [6ҫ16]. Исходные данные задач отличаются формами упругих потенци-
алов материала, толщиной стенки рассматриваемой оболочки, зависимостью
нагрузки от времени. Разрешающие соотношения во всех работах сводят-
ся к уравнению движения системы с одной степенью свободы. В абсолют-
ном большинстве работ получены аналитические решения этого уравнения
и исследуются свойства диаграмм нагружения и фазовых кривых. Числен-
ное исследование сводится как максимум к решению системы обыкновенных
дифференциальных уравнений методом Рунге—Кутта [17], методом конеч-
ных разностей [18], методом множественной пристрелки с использованием
встроенной процедуры языка программирования ФОРТРАН [19] и методом
конечных элементов в комплексе ABAQUS [20, 21]. Подчеркнем, что каж-
дый раз система разрешающих уравнений формулируется для конкретной
рассматриваемой задачи, т.е. речь о разработке универсального алгоритма
решения задач динамики мягкооболочечных конструкций не идет.

Можно выделить лишь две более сложные постановки задачи, рассмот-
ренные зарубежными исследователями. Одна из них посвящена анализу
прыжка мягкого актюатора, надуваемого жидкостью [22]. Однако в указан-
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ной работе решение задачи динамики сводится к решению системы обык-
новенных дифференциальных уравнений для системы с двумя степенями
свободы, причем для построения уравнений используются результаты ква-
зистатического решения, полученного с использованием конечноэлементного
комплекса ABAQUS, а далее применяется встроенная процедура MATLAB
решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений ODE45. В за-
дачах второго типа [23,24] исследуется распространение нестационарных волн
в гиперупругом теле. Решения соответствующих систем ищутся в аналитиче-
ском виде.

Подводя итог обзора, можно заключить, что несмотря на проводимые ис-
следования задач динамики мягкооболочечных конструкций на протяжении
более 60-ти лет, до сих пор не существует ни их математической постановки,
ни вычислительного алгоритма, одновременно ориентированных на решение
задач максимально широкого класса и удобных для использования в числен-
ной реализации. Большие перемещения и деформации в задачах динамики
численными методами не получены, а сопутствующие этому вычислительные
трудности лишь декларируются отдельными исследователями, но до сих пор
не изучены.

В настоящей работе предлагается математическая постановка и алгоритм
решения задачи осесимметричного динамического деформирования состав-
ной мягкооболочечной конструкции как системы с распределенной массой
и исследуются особенности реализации алгоритма на примере тестовой зада-
чи о динамическом раздувании полусферы из неогуковского материала.

1. Математическая постановка и алгоритм решения. Пусть зада-
ча динамического деформирования мягкой оболочки описывается системой
дифференциальных уравнений в векторно-матричной форме

𝜕�⃗�𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 𝑓𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖) +𝑀𝑖

𝜕2�⃗�𝑖
𝜕𝑡2

, 𝑖 ∈ [1, 𝑁 ] (1)

и системой дополнительных алгебраических соотношений

�⃗�𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖) = 0⃗. (2)

Соотношения (1), (2) дополняются начальными условиями

�⃗�(𝑥, 0) = �⃗�0, �⃗� ′(𝑥, 0) = �⃗� ′
0,

условиями сопряжения сегментов конструкции

�⃗�𝑗(𝑥𝑗,𝑒) = �⃗�𝑗+1(𝑥𝑗+1,𝑏) + 𝑑𝑗+1; 𝑗 ∈ [1, 𝑁 − 1]

и граничными условиями

�⃗�1(𝑥1, �⃗�1, �⃗�, �⃗�, 𝑡) = 0⃗, 1 
 2.

Здесь �⃗�𝑖 — вектор-функция 𝑛 компонентов разрешающих переменных;

𝑓𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖)— вектор-функция 𝑛 компонентов правых частей системы
дифференциальных уравнений; �⃗�𝑖 — вектор дополнительных переменных, т.е.
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переменных, не входящих под знак производной в системе (1), а рассчитывае-
мых из дополнительных алгебраических соотношений (2); �⃗�𝑖(𝑥𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖, �⃗�𝑖)—
вектор-функция нелинейных дополнительных алгебраических соотношений;
�⃗�𝑖(𝑥, 𝑡)— вектор-функция из 𝑙 компонентов поверхностных нагрузок; �⃗�𝑖 — век-

тор параметров задачи; 𝑑𝑗 — вектор сосредоточенных нагрузок в точках со-
пряжения сегментов конструкции; 𝑀𝑖 — матрица инерционных свойств эле-
мента конструкции; 𝑁 — число сегментов краевой задачи.

При построении алгоритма решения задачи (5)ҫ(8) представим нагрузку,
действующую на деформируемый элемент, суммой заданных поверхностных
нагрузок и инерционных нагрузок:

�⃗�𝑖
*(𝑥, 𝑡) = �⃗�𝑖(𝑥, 𝑡) +𝑀𝑖

𝜕2�⃗�𝑖
𝜕𝑡2

. (3)

При использовании метода дифференцирования по параметру для реше-
ния системы (5)ҫ(8) вводится параметр нагрузки 𝛼, т.е. нагрузка (3) записы-
вается в виде

�⃗�𝑖
**(𝑥, 𝑡) = 𝛼�⃗�𝑖

*(𝑥, 𝑡). (4)

Используя 𝑚-точечную аппроксимацию вектора ускорений для момента
времени 𝑡 = 𝑡𝑘, 𝑘 > 𝑚, запишем

𝜕2�⃗�

𝜕𝑡2

⃒
⃒
⃒
𝑡=𝑡𝑘

=
𝑚∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗 �⃗�𝑚+1−𝑗 .

Тогда с учетом представления (4) система уравнений (1) для моментов вре-
мени 𝑡1 6 𝑡𝑘 < 𝑡𝑚 принимает вид

𝑑�⃗�𝑖,1
𝑑𝑥𝑖

= 𝐹𝑖,1(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,1, 𝑡1, 𝛼),

...
𝑑�⃗�𝑖,𝑚−1

𝑑𝑥𝑖
= 𝐹𝑖,𝑚−1(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑚−1, �⃗�𝑖,𝑚−2, . . . , �⃗�𝑖,1, �⃗�𝑖,𝑚−1, �⃗�𝑖,𝑚−1, �⃗�𝑖,𝑚−1, 𝑡𝑚−1, 𝛼),

а для моментов времени 𝑡𝑘 > 𝑡𝑚 —

𝑑�⃗�𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

= 𝐹𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘−1, �⃗�𝑖,𝑘−2, . . . , �⃗�𝑖,𝑘−𝑚+1, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝑡𝑘, 𝛼),

где 𝑖 ∈ [1, 𝑁 ].
При этом на первых (𝑚−1) шагах по времени для аппроксимации вектора

ускорений используются законтурные точки [25]. Таким образом, для 𝑘-того
регулярного шага по времени полная система уравнений, описывающих ди-
намическое поведение конструкции, имеет вид

𝑑�⃗�𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

= 𝐹𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘−1, �⃗�𝑖,𝑘−2, . . . , �⃗�𝑖,𝑘−𝑚+1, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝑡𝑘, 𝛼), (5)

�⃗�𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝛼) = 0⃗, 𝑖 ∈ [1, 𝑁 ] (6)
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с условиями сопряжения сегментов конструкции

�⃗�𝑗,𝑘(𝑥𝑗,𝑒) = �⃗�𝑗+1,𝑘(𝑥𝑗+1,𝑏) + 𝑑𝑗+1,𝑘, 𝑗 ∈ [1, 𝑁 − 1] (7)

и граничными условиями

�⃗�1,𝑘(𝑥1, �⃗�1,𝑘, �⃗�𝑘, �⃗�𝑘, 𝜏𝑘) = 0⃗, 1 
 2. (8)

Тогда при дифференцировании по некоторому заранее выбранному пара-
метру 𝑇 системы уравнений (5) получим

𝑑 ˙⃗𝑦𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

=
𝜕𝐹𝑖,𝑘

𝜕�⃗�𝑖,𝑘
˙⃗𝑦𝑖,𝑘 +

𝜕𝐹𝑖,𝑘

𝜕�⃗�𝑖,𝑘
˙⃗𝑧𝑖,𝑘 +

𝜕𝐹𝑖,𝑘

𝜕�⃗�𝑖,𝑘**
𝜕�⃗�𝑖,𝑘

**

𝜕𝑇
,

где
𝜕�⃗�𝑖,𝑘

**

𝜕𝑇
= �̇�

(︂

�⃗�𝑖,𝑘 +
𝑚∑︁

𝑗=1

𝛽𝑗 �⃗�𝑘+1−𝑗

)︂

+ 𝛼
(︀
˙⃗𝑞𝑖,𝑘 + 𝛽1 ˙⃗𝑦𝑘

)︀
.

Точка здесь обозначает дифференцирование по параметру 𝑇 .
Отметим, что решение задачи проводится последовательно на каждом

временном слое, поэтому при дифференцировании по параметру аппроксими-
рованного вектора ускорений скорости векторов разрешающих переменных
по параметру предыдущих шагов по времени полагаются равными нулю.

Таким образом, при дифференцировании по параметру 𝑇 системы (5)ҫ
(8), выражая из продифференцированного соотношения (6) скорости допол-

нительных переменных по параметру ˙⃗𝑧𝑖,𝑘, получим квазилинейную краевую
задачу, которую можно представить в виде

𝑑 ˙⃗𝑦𝑖,𝑘
𝑑𝑥𝑖

= 𝐴𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, 𝛼) ˙⃗𝑦𝑖,𝑘 +

+ �⃗�𝑖,𝑘(𝑥𝑖, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘, �⃗�𝑖,𝑘−1, . . . , �⃗�𝑖,𝑘−𝑚+1)�̇�, (9)

˙⃗𝑦𝑗,𝑘(𝑥𝑗,𝑒) = ˙⃗𝑦𝑗+1,𝑘(𝑥𝑗+1,𝑏) +
˙⃗
𝑑𝑗+1,𝑘, 𝑗 ∈ [1, 𝑁 − 1], (10)

𝐵1,𝑘(𝑥1, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, 𝛼) ˙⃗𝑦1 +

+ �⃗�1,𝑘(𝑥1, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘, �⃗�1,𝑘)�̇� = 0⃗, 1 
 2. (11)

Как и обычно, при использовании метода дифференцирования по пара-
метру квазилинейная краевая задача дополняется задачей Коши относитель-
но искомых векторов разрешающих и дополнительных переменных и пара-
метра нагрузки 𝛼:

𝑑�⃗�𝑖,𝑗
𝑑𝑇

= ˙⃗𝑦𝑖,𝑗(�⃗�𝑖,𝑗 , 𝑥𝑖,𝑗 , 𝑇 ),
𝑑�⃗�𝑖,𝑗
𝑑𝑇

= ˙⃗𝑧𝑖,𝑗(�⃗�𝑖,𝑗 , 𝑥𝑖,𝑗 , 𝑇 ),
𝑑𝛼

𝑑𝑇
= �̇�(�⃗�𝑖,𝑗 , 𝑇 ). (12)

Здесь 𝑗 ∈ [1,𝑀𝑖], где 𝑀𝑖 — число точек дискретизации 𝑖-того сегмента кон-
струкции, а индекс момента времени 𝑘 опущен.
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Алгоритм решения взаимосвязанных задач (9)ҫ(11) и (12) и его особенно-
сти, связанные с реализацией применительно к задачам статики мягких обо-
лочек, представлены в [26]. Для задач динамики поиск решения проводится
при значениях параметра 𝛼 ∈ [0, 1], где решение при 𝛼 = 1 соответствует
решению исходной задачи (5)ҫ(8) с точностью до принятой аппроксимации
вектора ускорений.

2. Динамическое раздувание шарнирно опертой полусферы из
неогуковского материала (пример). Систему уравнений для описания
динамического поведения мягкой оболочки получим с использованием прин-
ципа наименьшего действия Остроградского—Гамильтона. Она включает в се-
бя следующие соотношения:

ҫ уравнения движения:

𝜕𝑇1𝑥
𝜕𝛼

=
𝐴

𝑅1
𝑇1𝑧 +

1

𝐴

𝑑𝐵

𝑑𝛼
𝑇2𝑦 −𝐴𝐵𝑝𝜗1(1 + 𝑒2) +𝐴𝐵𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

𝜕𝑇1𝑧
𝜕𝛼

= − 𝐴

𝑅1
𝑇1𝑥 −

𝐵

𝑅2
𝑇2𝑦 +𝐴𝐵𝑝(1 + 𝜀1)(1 + 𝑒2)−𝐴𝐵𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
;

ҫ геометрические дифференциальные уравнения:

𝜕𝑢

𝜕𝑆
= 𝐴𝜀1 −

𝐴

𝑅1
𝑤,

𝜕𝑤

𝜕𝑆
= −𝐴𝜗1 +

𝐴

𝑅1
𝑢;

ҫ дополнительные алгебраические соотношения:

𝑒2 =
1

𝐴𝐵

𝑑𝐵

𝑑𝛼
𝑢+

1

𝑅2
𝑤, 𝑒1 +

1

2
𝑒21 = 𝜀1 +

1

2
(𝜀21 + 𝜗21);

𝑇1𝑥 = 𝑇 *
1 (1 + 𝜀1)𝐵, 𝑇2𝑦 = 𝑇 *

2 (1 + 𝑒2)𝐴, 𝑇1𝑧 = 𝑇 *
1 𝜗1𝐵;

𝑇 *
1 = 𝑇1

1 + 𝑒2
1 + 𝑒1

, 𝑇 *
2 = 𝑇2

1 + 𝑒1
1 + 𝑒2

ҫ и в общем случае нелинейные физические соотношения:

𝑇1 = 𝑇1(𝑒1, 𝑒2), 𝑇2 = 𝑇2(𝑒1, 𝑒2).

Все обозначения соответствуют принятым в [30].
Рассмотрим раздувание шарнирно опертой полусферы внезапно прило-

женным постоянным во времени равномерно распределенным по меридиану
давлением. Для определенности примем, что материал оболочки является
неогуковским, для которого функция упругого потенциала имеет вид [15]:

𝑊 = 𝐶(𝜆21 + 𝜆22 + 𝜆23 − 3).

Здесь 𝜆𝑖 = 1 + 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, а 𝐶 — параметр материала оболочки.
Используя связь функции упругого потенциала с напряжениями в несжи-

маемом изотропном материале [31], можно получить следующие физические
соотношения:

𝑇1 = 2𝐶ℎ0

(︁𝜆1
𝜆2

− 1

(𝜆1𝜆2)3

)︁

, 1 
 2,

где ℎ0 — толщина оболочки в начальном состоянии.
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Для аппроксимации ускорения применим четырехточечную схему метода
Хуболта [28] и трехточечную схему центральных разностей. Кроме того, при
реализации предлагаемого алгоритма необходимо учесть особенности расче-
та мягких оболочек, указанные в [26]. В частности, необходимо задать малое
предварительное давление, действующее на оболочку в начальный момент
времени, и выполнить регуляризацию системы уравнений движения оболоч-
ки. Численные эксперименты показали, что при решении задачи динамики
достаточно провести регуляризацию лишь на первом шаге по времени. Пара-
метр продолжения решения был выбран в форме, предложенной В. И. Ша-
лашилиным [32].

Необходимо также отметить, что в связи с плохой обусловленностью рас-
сматриваемой задачи построение ее решения невозможно без использования
метода сегментации. Указанный метод переводит двухточечную краевую за-
дачу, формируемую из системы уравнений динамики мягкой оболочки при
применении описанного выше метода прямых, к многоточечной. Таким обра-
зом, несмотря на то, что меридиан оболочки представляет собой однородную
кривую, для построения численного решения необходимо представление этой
кривой совокупностью сегментов с условиями сопряжения, характеризующи-
ми неразрывность меридиана.

На рис. 1 показана зависимость прогиба полюса полусферы, раздуваемой
равномерно распределенной по меридиану нагрузкой 𝑝* = 0.02, отнесенного
к ее начальному радиусу, от времени для значений шагов по времени 𝑑𝜏 = 0.5,
𝑑𝜏 = 0.25, 𝑑𝜏 = 0.125, 𝑑𝜏 = 0.08 при четырехточечной аппроксимации ускоре-
ния; на рис. 2 — аналогичные результаты при трехточечной аппроксимации.
Отношение радиуса оболочки к ее толщине в начальном состоянии принято
равным 𝑅0/ℎ0 = 100. Безразмерные величины времени и нагрузки связаны
с размерными следующими соотношениями:

𝑝* =
𝑝

𝐶
, 𝜏 = 𝑡

√︃

𝐶

𝑅2
0𝜌
,

где 𝜌— плотность материала оболочки.
В таблице указаны значения периода колебаний оболочки, полученные

в результате расчетов. При этом точное значение безразмерного периода ко-
лебаний оболочки для данной задачи составляет 𝑇 = 2.31, а величины ампли-
туды прогиба, отнесенного к начальному радиусу оболочки, —𝑤0 = 0.38 [15].

Как следует из представленных графиков и таблицы, на результаты рас-
чета влияет выбор как шага по времени, так и схемы аппроксимации уско-
рения. Рис. 1 и 2 демонстрируют особенности численного решения задач ди-
намики, проявляющиеся при использовании конечно-разностной аппрокси-
мации ускорения и отмеченные в работах [25, 29], т.е. затухание амплитуды
колебаний при использовании слишком большого шага по времени и умень-
шение периода колебаний при уменьшении шага, причем затухание является
наиболее выраженным для случая трехточечной аппроксимации. При этом
с увеличением шага по времени решение затухает к решению статической
задачи при приложении постоянной нагрузки рассматриваемой величины.
Такие результаты представляются обоснованными, т.к. в предлагаемом алго-
ритме инерционные слагаемые в разрешающей системе уравнений рассматри-
ваются как внешняя нагрузка, действующая на оболочку, и, следовательно,
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Рис. 1. Зависимость прогиба полюса раз-
дуваемой постоянным давлением полусфе-
ры от времени при четырехточечной ап-
проксимации ускорения: 1 — 𝑑𝜏 = 0.5; 2 —
𝑑𝜏 = 0.25; 3 — 𝑑𝜏 = 0.125; 4 — 𝑑𝜏 = 0.08

[Figure 1. Time dependence of inѕated
by constant pressure hemisphere pole at
four-point acceleration approximation: 1 —
𝑑𝜏 = 0.5; 2 — 𝑑𝜏 = 0.25; 3 — 𝑑𝜏 = 0.125;

4 — 𝑑𝜏 = 0.08

Рис. 2. Зависимость прогиба полюса разду-
ваемой постоянным давлением полусферы
от времени при трехточечной аппроксима-
ции ускорения: 1 — 𝑑𝜏 = 0.5; 2 — 𝑑𝜏 = 0.25;

3 — 𝑑𝜏 = 0.125; 4 — 𝑑𝜏 = 0.08

[Figure 2. Time dependence of inѕated
by constant pressure hemisphere pole at
three-point acceleration approximation: 1 —
𝑑𝜏 = 0.5; 2 — 𝑑𝜏 = 0.25; 3 — 𝑑𝜏 = 0.125;

4 — 𝑑𝜏 = 0.08

Значения периода колебаний полусферы при различных шагах по времени
[The values of hemisphere vibrations period for different values of time step]

Значения 𝑇 для аппроксимации ускорения
[Values of 𝑇 for acceleration approximation]

𝑑𝜏
для четырехточечной для трехточечной

[for four-point] [for three-point]

0.5 3 —
0.25 2.75 2.75
0.125 2.625 2.5
0.08 2.56 2.4

вносят вклад в значение амплитуды колебаний. Чем больше выбранная вели-
чина шага по времени, тем большая погрешность вносится в аппроксимацию
ускорения в сторону уменьшения его величины и, следовательно, тем с боль-
шей погрешностью определяется амплитуда также в сторону уменьшения.
Решение задачи проводится последовательно на каждом шаге по времени,
и, таким образом, с каждым шагом происходит накопление погрешностей
расчета, обусловленных аппроксимацией ускорения. Очевидно, что чем боль-
ше величина шага по времени, тем быстрее произойдет уменьшение амплитуд
колебаний и, как следствие, аппроксимированного значения ускорения вплоть
до нуля, что соответствует системе уравнений статического деформирования
оболочки.

При этом, как показала практика вычислений, существует некоторое ми-
нимально допустимое для расчетов значение шага по времени, определяе-
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мое в результате численного эксперимента. Так, для рассматриваемой зада-
чи наиболее близкие к теоретически определенным значения указанных вели-
чин получены в результате расчета по четырехточечной схеме аппроксимации
ускорения при величине шага по времени 𝑑𝜏 = 0.08 и составляют 𝑇 = 2.56,
𝑤0 = 0.4 соответственно (амплитуда прогиба определяется на первом пери-
оде колебаний, когда ее затухание, обусловленное особенностями вычисли-
тельного алгоритма, минимально). Отметим, что даже при этом значении
шага не удается получить незатухающее решение. Однако провести расчеты
при значении шага 𝑑𝜏 < 0.08 оказалось невозможным вследствие либо поте-
ри устойчивости счета, либо отсутствия сходимости итераций. По-видимому,
отмеченные особенности являются следствием ухудшения обусловленности
матрицы Якоби разрешающей системы уравнений при уменьшении шага по
времени. Таким образом, ввиду вычислительной сложности рассматривае-
мой задачи возможность получения незатухающего решения ограничена ее
обусловленностью, а использование предлагаемого алгоритма требует обос-
нованного выбора шага интегрирования по времени.

Необходимо также подчеркнуть, что результаты аналитического решения
задачи о раздувании сферы могут служить лишь для качественной оцен-
ки точности численного решения, но их нельзя считать точным решением
рассматриваемой в примере задачи, т.к. аналитическое решение получено
в предположении отсутствия предварительного напряженного состояния обо-
лочки, а реализация численного алгоритма требует регуляризации решения,
т.е., в том числе, задания некоторой величины предварительного давления
на первом шаге по времени [26].

Отметим, что предлагаемый алгоритм впервые позволяет определить как
временное, так и пространственное распределение компонент напряженно-
деформированного состояния оболочки. Для рассматриваемой задачи послед-
нее является простейшим, т.е. зависимость компонент от меридиональной
координаты отсутствует, но выбор такой задачи обусловлен лишь необходи-
мостью тестирования алгоритма и сравнения с имеющимися в литературе
результатами аналитического решения.

Подчеркнем, что в проведенных расчетах, по-видимому, впервые при чис-
ленном решении задачи динамического раздувания мягкой оболочки полу-
чены значения прогиба оболочки порядка половины ее радиуса. При этом,
в отличие от работ большинства исследователей динамики мягкооболочеч-
ных конструкций, рассмотренная в качестве примера задача является лишь
одной из широкого класса задач, охватываемых предлагаемым алгоритмом,
а функция упругого потенциала материала оболочки может быть произволь-
ной.

Заключение. Предложенный в работе подход к решению нелинейных
задач динамики мягкооболочечных конструкций отличается от способов ре-
шения, разработанных другими авторами, возможностью численного иссле-
дования действительно больших перемещений и деформаций с учетом как
геометрической, так и физической нелинейности. При этом предлагаемый ал-
горитм ориентирован на анализ целого класса мягкооболочечных конструк-
ций, динамическое поведение которых может быть описано системой нели-
нейных уравнений в частных производных с дополнительными нелинейны-
ми алгебраическими соотношениями. Наиболее существенным ограничением
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является лишь предположение о зависимости компонент вектора разрешаю-
щих переменных только от одной обобщенной координаты и неразветвлен-
ности конструкции. При этом практика расчетов показала, что чем меньше
ограничений накладывается на исходные данные решаемой задачи (геомет-
рия конструкции, свойства материала, условия нагружения и закрепления,
диапазон исследуемых перемещений и деформаций), тем более тщательным
должен быть подбор параметров вычислительного алгоритма решения такой
задачи. Это связано с тем, что при получении численного решения в каждом
конкретном случае условий работы конструкции могут возникать различные
вычислительные сложности. Этим и обусловлены описанные в работе огра-
ничения, связанные с выбором шага по времени, заданием предварительного
напряженного состояния, необходимостью использования метода сегмента-
ции и т.п., причем характер ограничений можно установить только в про-
цессе проведения расчетов. Однако достоинством такого подхода к решению
задач динамики мягких оболочек, в отличие от численных алгоритмов, пред-
ложенных другими авторами, является возможность исследования поведения
конструкции в диапазоне перемещений, величина которых сопоставима с гео-
метрическими размерами конструкции, а по сравнению с работами, в которых
решения подобных задач получены аналитически, здесь имеется возможность
анализа распределения компонент напряженно-деформированного состояния
конструкции не только во времени, но и по координате.
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Глобализация анализа моделей размещения
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Аннотация

Рассматривается общий подход к доасимптотическому анализу схем
с разными качествами во всех сочетаниях по их различимости составля-
ющих их элементов (ячеек и частиц). Для этого в каждой группе таких
схем с общими ограничениями вместо непосредственного их изучения на
основе учета специфики каждой схемы предлагается некоторый общий
набор алгоритмических процедур пересчета результатов их доасимпто-
тического анализа в схеме начиная со схемы с наибольшей дифферен-
циацией их исходов последовательно для остальных схем группы с раз-
личиями в качестве одного элемента. Анализ каждой схемы проводится
по традиционным и по ряду следующих новых направлений: построе-
ние случайного процесса формирования и нумерованного бесповторно-
го перечисления исходов схемы в порядке их получения; нахождение
числа исходов схемы; решение задачи нумерации для исходов схемы, со-
стоящей в установлении взаимно однозначного соответствия между их
видами и номерами; задание их вероятностного распределения и моде-
лирования исходов схемы с этим вероятностным распределением.

В частности, отдельно изучаются случаи групп схем без ограничений
размещения частиц и с ограничением (не более одной частицы в ячейке),
приводящие к некоторым известным аналитическим результатам. При
любых ограничениях в рассматриваемой группе схем их анализ прово-
дится путем реализации алгоритмических процедур последовательного
преобразования результатов анализа одной схемы группы для другой.
Объединения в такие пары схем производятся по признаку различия
качества одного их элемента.

Ключевые слова: размещение частиц по ячейкам, доасимптотический
анализ.
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Э на т с к а я Н. Ю.

Введение

Интерпретация многих комбинаторных задач в терминах размещений ча-
стиц по ячейками приводит их к простой наглядной постановке и находит
многочисленные применения во многих научных областях, таких как теория
вероятностей, математическая статистика, статистическая физика, теория
автоматов и т.д., а для случаев схем размещений (без ограничений и с огра-
ничением — не более одной частицы в ячейке) их числа исходов с разными
качествами по различимости ячеек и частиц1 представляет основные комби-
наторные схемы в книгах известных авторов [1ҫ7].

В литературе по комбинаторике широко представлены асимптотические
исследования комбинаторных схем и методы их проведения. Большое место
в них отводится востребованным на практике схемам размещения частиц по
ячейкам. Для нас и целей нашего исследования наибольший интерес пред-
ставляет начальная схема размещений с наибольшей различимостью исходов
при различии составляющих ее ячеек и частиц — схемы размещений с повто-
рением без ограничений. В монографии [8] был проведен точный и асимп-
тотический анализ статистик размещения; в частности, получены моменты
и изучено асимптотическое поведение для числа пустых ячеек и моментов
при разном асимптотическом поведении ее параметров.

Большинство доасимптотических исследований сводятся к элементарным
результатам числа исходов основных комбинаторных схем. Исследования ком-
бинаторных схем алгоритмического характера не привлекают особого внима-
ния математиков из-за ограниченности области применения и громоздкости
представлений и сводятся к решению отдельных комбинаторных задач. Но
в связи с ростом производительности электронных вычислительных средств,
усложнением комбинаторных схем и востребованностью информации о кон-
кретных видах исходов актуальность таких исследований растет и требует
выработки общих методов их проведения. Поэтому представляет интерес,
например, монография [9], в которой проведено систематическое изложение
задач перечислительной комбинаторики нахождения чисел исходов комбина-
торных схем и конфигураций некоторых конечных совокупностей на общей
основе использования производящих функций.

В настоящей работе вводится класс комбинаторных схем, для которых
проводится доасимптотический анализ в возможных сочетаниях различимо-
сти ячеек и частиц новым авторским перечислительным методом, удовлетво-
ряющим современным практическим требованиям построения итерационного
случайного процесса бесповторного нумерованного перечисления всех исхо-
дов схемы (путем последовательного поединичного добавления на каждой
итерации следующего элемента схемы или ранее изученного этапа перечисле-
ния предсостояний исходов схемы), т.е., по сути, формируются исходы схемы
с управляемым вероятностным распределением. Графическое представление
процесса перечисления исходов схемы, называемое методом графов, приводит
к получению полной информации о них и дает наглядный способ вычисле-
ния вероятностей ее итоговых исходов по итерационным переходам в процессе
(см. [10]).

Часть результатов непосредственного анализа каждой схемы с учетом ее
специфики со ссылками на конкретные работы приведены в [11].

1Здесь и далее различимость частиц или ячеек означает различие в их номерах.
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В перечислительном методе предложен прием универсального моделиро-
вания исхода комбинаторной схемы, состоящий в разыгрывании одним слу-
чайным числом его номера по принятому вероятностному распределению ис-
ходов схемы с дальнейшим получением его смоделированного вида по резуль-
тату решения задачи нумерации в соответствии с его разыгранным номером
(прямой задачи нумерации — нахождения вида исхода схемы по ее номеру —
при бесповторном нумерованном перечислении исходов схемы).

Рассматриваемый здесь общий подход, называемый глобализацией, при-
меняется к исследованию схем размещения частиц по ячейкам в доасимптоти-
ческой области изменения параметров через установление связей при разных
качествах составляющих их элементов (ячеек и частиц). Он состоит в ре-
шении задач перечислительной комбинаторики, пересчете их результатов из
схем с большей дифференциацией в исходах, проведении маркировок, упо-
рядочении и отбраковке повторов. Смысл преобразований совокупностей —
в последовательном уменьшении дифференциации исходов схемы до разли-
чий в исследуемой схеме, где упорядочение (с указанием правила) частиц
в ячейках или информации о заполнении ячеек производится при их нераз-
личимостях; маркировка — преобразование в виде частот определенных вве-
денных признаков их совпадений, например, составов ячеек по их уровням
заполнения или исходов схемы, производится при неразличимости частиц или
исходов; отбраковка повторов исходов схемы проводится для их бесповтор-
ного перечисления.

В анализе схемы для определения числа ее исходов будет использовать-
ся операция суммы по перечислению исходов предшествующих процедур их
итогового формировании по методу графов при его зависимости от их ви-
дов (с явным перечислением видов этих последовательных исходов) функций
этой зависимости.

Для этого вводится индикаторная функция 𝐼(𝑍) = {0 при 𝑍 = 0; 1 при
𝑍 > 0}. Число исходов схемы определяется числом исходов итогового ал-
горитмического преобразования (отбраковки), приводящего к перечислению
различимых исходов схемы. Это значит, что оно выражается суммой индика-
торных функций от маркировок исходов предпоследнего преобразования по
совпадению исходов для исследуемой схемы, что записывается через опера-
цию сложения по перечислению всех ее различимых исходов слагаемых вида
𝐼(𝑍) с аргументом 𝑍 > 0.

Такой подход по сравнению с отдельным анализом каждой схемы имеет
преимущество в естественности и общности исследований, но приводит к ре-
зультатам алгоритмического характера.

Будут представлены как основные схемы размещения частиц по ячейкам
(без ограничений), соответствующие всем вариантам варьирования сочетаний
качеств элементов ячеек и частиц по их различимости, так и схемы с любыми,
совпадающими в них ограничениями, которые будем изучать по направлени-
ям, указанным в аннотации, со следующими описаниями схем:

ҫ схема 𝐴 размещения различимых частиц по различимым ячейкам;
ҫ схема 𝐵 размещения неразличимых частиц по различимым ячейкам;
ҫ схема 𝐶 размещения различимых частиц по неразличимым ячейкам;
ҫ схема 𝐷 размещения неразличимых частиц по неразличимым ячейкам,

так и их аналоги с ограничениями.
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Отдельно будут анализироваться частные случаи основных схем при от-
сутствии ограничений в них и при размещении в каждую ячейку не более
одной частицы, где наряду с указанными алгоритмическими процедурами
получения исходной информации о бесповторном перечислении их исходов
для части схем аналитически определяются числа их исходов.

Схемы будут рассматриваться в порядке их алфавитного обозначения, что
обусловлено логикой последовательных пересчетов результатов анализа схем,
связанной с поединичным уменьшением признаков различий в их исходах,
кроме порядка изучения схем 𝐵 и 𝐶.

1. Виды исходов схем, их перечисления
и известные числа исходов

1.1. Схемы без ограничений.2 Виды и числа исходов схем 𝐴 и 𝐵 изу-
чены, перечисления построены в [11, 12], а для схем 𝐶 и 𝐷 будут проанали-
зированы позже, как частные случаи схемы 𝐴.

Вид исхода схемы 𝐴 (известной как схема размещения с повторением)
представляется составами номеров частиц в ячейках в порядке ячеек �̄� =
= (�̄�1, . . . , �̄�𝑛), где �̄�𝑖 — состав номеров частиц в 𝑖-той ячейке, 𝑖 = 1, 𝑛. Число
ее исходов 𝑁𝐴 = 𝑛𝑟 известно. Перечислительный анализ схемы 𝐴 проведен
в [12] (без ограничений и с ограничением — без пустых ячеек) по следующим
направлениям: прямое перечисление ее исходов; решение задачи нумерации;
введение вероятностного распределения ее исходов и построение процедуры
моделирования.

Вид исхода схемы 𝐵 (известной как схема сочетания с повторением) пред-
ставляется последовательностью уровней заполнения ячеек в порядке ячеек
𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛). Число ее исходов 𝑁𝐵 = 𝐶𝑟

𝑛+𝑟−1 известно. Перечислительный
анализ схемы 𝐵 следует из анализа схемы сочетаний c его результатами в [11]
(в силу взаимно однозначного соответствия их исходов с исходами схемы со-
четаний с повторением) по следующим направлениям: прямое перечисление
ее исходов; решение задачи нумерации; введение вероятностного распределе-
ния ее исходов и построение процедуры моделирования.

Перечисление исходов схемы 𝐵 получается из перечисления исходов схе-
мы 𝐴 проведением маркировки ее исходов по совпадению уровней заполнения
ячеек в порядке ячеек с последующей отбраковкой повторов с результатом
бесповторного перечисления наборов уровней заполнения ячеек в порядке
ячеек {𝑟*} = (𝑟*1, . . . , 𝑟

*
𝑛).

1.2. Схемы с ограничением (ячейка вмещает одну частицу при
𝑟 6 𝑛). Вид исхода схемы 𝐴 (известной как схема размещения) представля-
ется номерами частиц в ячейках в порядке ячеек �̄� = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑟). Число ее
исходов 𝑁𝐴 = 𝐴𝑟

𝑛 известно. Результаты перечислительного анализа схемы 𝐴
приведены в [11] по следующим направлениям: прямое перечисление ее исхо-
дов; решение задачи нумерации; введение вероятностного распределения ее
исходов и моделирование по результату решения прямой задачи нумерации
в схеме размещений.

Вид исхода схемы 𝐵 (известной как схема сочетаний) представляется
номерами непустых ячеек в порядке роста их номеров. Число ее исходов

2Здесь и далее 𝑛— число ячеек, 𝑟 — число частиц.
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𝑁𝐵 = 𝐶𝑟
𝑛 известно. Результаты перечислительного анализа схемы 𝐵 приведе-

ны в [11] по следующим направлениям: прямое перечисление ее исходов; ре-
шение задачи нумерации; введение вероятностного распределения ее исходов
и моделирование по результату решения прямой задачи нумерации в схеме
сочетаний.

Исход схемы 𝐶 один (𝑁𝐶 = 1) и имеет вид набора номеров попавших
в ячейки частиц (0, . . . , 0, 1, 2, . . . , 𝑟) в заранее заданном порядке, например,
в порядке роста номеров частиц, где нули означают пустые ячейки.

Исход схемы 𝐷 один (𝑁𝐷 = 1) и имеет вид маркировки по совпадению
уровней заполнения ячеек (𝑛−𝑟, 𝑟) исхода схемы 𝐶, где (𝑛−𝑟)— число пустых
ячеек, а 𝑟— число ячеек, содержащих по одной частице.

Таким образом, вопрос о перечислениях, видах и числах исходов схем раз-
мещения частиц по ячейкам с ограничением данного вида при всех качествах
ячеек и частиц полностью изучен.

2. Вычисление чисел исходов
схем размещения частиц по ячейкам

По способу вычисления чисел исходов схем будем различать схемы без
ограничений и с ограничениями.

2.1. Структура формирования исходов схемы 𝐴 и числа исхо-
дов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷 без ограничений. В процедуре перечисления исходов
схемы 𝐴, приведенной в [11], структура исходов формируется поитерационно
с учетом различимости ячеек и частиц. При этом разделение этого учета для
составляющих его элементов (ячеек и частиц) для пересчета из нее перечисле-
ния исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷 не представляется возможным. Поэтому построим
другую разделяемую структуру перечисления исходов схемы 𝐴 в виде после-
довательных действий по отдельному учету признаков их различимости.

Число 𝑁𝐴 = 𝑛𝑟 схемы 𝐴 учитывает все разные составы различимых ча-
стиц в ячейках и все разные порядки этих составов частиц по ячейкам в схеме
размещений с повторениями.

Под структурой исходов схемы 𝐴 понимаются последовательные проце-
дуры по характеру учета условий их перечисления, что в дальнейшем даст
возможность пересчета чисел исходов остальных схем из перечисления исхо-
дов схемы 𝐴 выбором соответствующих им условий.

Теорема 1. Пусть 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛)— маркировка по совпадению яче-
ек размещенных частиц, т.е. уровни заполнения ячеек в исходах схемы 𝐴,
а �̄� = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑝)— маркировка 𝑟 по совпадению уровней заполнения яче-
ек. Здесь 𝜇𝑗 — положительная частота ячеек с уровнем заполнения ячеек 𝑗,
𝑗 = 1, 𝑝; 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, 𝜇1, . . . , 𝜇𝑝 — целые числа, для которых 𝑟1 + · · · + 𝑟𝑛 = 𝑟,
∑︀𝑝

𝑗=1 𝜇𝑗 = 𝑛,
∑︀𝑝

𝑗=1 𝑗𝜇𝑗 = 𝑟. Тогда справедливо представление с операцией

(суммирования) по перечислению (*) разных наборов уровней заполнения яче-
ек {𝑟*} = {(𝑟*1, . . . , 𝑟*𝑛)}, упорядоченных по возрастанию:

𝑁𝐴 = 𝑛𝑟 =
∑︁

(*)

𝑟!

𝑟*1! · · · 𝑟*𝑛!
· 𝑛!

𝜇1! · · ·𝜇𝑝!
. (1)

До к а з ат е л ь ств о. Число исходов схемы 𝐴 (схемы размещений с по-
вторением) 𝑁𝐴 = 𝑛𝑟 можно интерпретировать как число размещений 𝑟 раз-
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личимых частиц по 𝑛 различимым ячейкам по перечислению всех разных
наборов уровней заполнения ячеек {𝑟*} всех вариантов размещения частиц
по каждому набору их уровней заполнения в каждом их порядке (c совпада-
ющими количествами в каждом порядке) и во всех различимых порядках.

Первый перебор всех наборов {𝑟*} в формуле (1) соответствует сумме по
(*), а следующие два по каждому набору из (*)— схемам перестановок с по-
вторением в количествах первого и второго сомножителей в (1): размещения
частиц по ячейкам в одном порядке уровней их заполнения, учитывающем
различимость частиц, и перебора всех различимых порядков уровней запол-
нения ячеек делением ячеек на группы размерами чисел совпадающих уров-
ней заполнения, учитывающим различимость ячеек, что и приводит к фор-
муле (1). �

Явное перечисление элементов множества (*) представляет собой все ис-
ходы схемы 𝐷 без ограничений с числом 𝑁𝐷 и, когда их визуальное перечис-
ление затруднительно, определяется по шагам следующего алгоритма.

Алгоритм.

1) Перечисляем все исходы схемы 𝐵 без ограничений как исходы схемы
сочетаний с повторением выбором (𝑛− 1) мест 𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛−1) среди
(𝑛+𝑟−1) для 𝑟 частиц и (𝑛−1) внутренних перестановок между ячей-
ками числом способов 𝑁𝐵 = 𝐶𝑛−1

𝑛+𝑟=1, что с пересчетом из них уровней

заполнения ячеек при 𝑖 = 2, 𝑛− 1 дает 𝑟𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 − 1; 𝑟1 = 𝑡1 − 1;
𝑡𝑛 = 𝑛+ 𝑟 − 1− 𝑡𝑛−1;

2) упорядочиваем исходы шага 1) в терминах уровней заполнения ячеек
в порядке их возрастания;

3) отбраковываем в исходах шага 2) повторы — получаем все исходы схе-
мы 𝐷 без ограничений (число 𝑁𝐷 определяется визуально).

Пример 1. Пусть 𝑛 = 2, 𝑟 = 3. Тогда 𝑁𝐶 = 𝐶1
4 = 4 исхода номеров

мест перегородки вида: (1), (2), (3), (4), что соответствует 4-м исходам схемы
𝐵 в терминах уровней заполнения ячеек: (0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0). После упо-
рядочения и отбраковки повторов получаем два исхода схемы 𝐷: (0, 3), (1, 2).

Вычисление 𝑁𝐴 с небольшими значениями параметров 𝑛 и 𝑟 схемы 𝐴
можно производить в следующем порядке:

1) визуально выпишем все 𝑁𝐴 = 𝑛𝑟 исходов схемы;
2) по всем исходам 1) проведем их маркировку по уровням заполнения

ячеек в порядке роста минимальных уровней заполнения в них и с от-
браковкой повторов — получаем наборы {𝑟*};

3) по всем исходам 2) проведем их маркировку по совпадению наборов
уровней заполнения ячеек в порядке роста этих уровней;

4) произведем вычисление числа исходов схемы 𝐴 по формуле (1), сравни-
вая со значением 𝑁𝐴 = 𝑛𝑟.

Приведем примеры вычисления по вышеприведенным шагам числа 𝑁𝐴

при небольших значениях параметров схемы, сверяя их с результатами 𝑁𝐴 =
= 𝑛𝑟 и визуальным перечислением исходов схемы 𝐴.

Пример 2. Пусть 𝑛 = 2, 𝑟 = 2.
1) Визуально перечислим все 𝑛𝑟 =22=4 исхода схемы𝐴: (0, (1, 2)), ((1, 2), 0),

(1, 2), (2, 1);
2) {𝑟} = (0, 2), (2, 0), (1, 1), (1, 1), откуда после упорядочения и отбраковки
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получаем {𝑟*} = {(𝑟*1, . . . , 𝑟*𝑛)} = ((0, 2), (1, 1));
3) из результатов 2) находим {�̄�} = ((1, 1), (2));
4) по (1) определяем

𝑁𝐴 =
2!

0! · 2! ·
2!

1! · 1! +
2!

1! · 1! ·
2!

2!
= 4,

что совпало с полученными выше результатами.

Пример 3. Пусть 𝑛 = 3, 𝑟 = 2.
1) Визуально перечислим все 𝑛𝑟 = 32 = 9 исходов схемы 𝐴: (0, 0, (1, 2)),

(0, (1, 2), 0), ((1, 2), 0, 0), (0, 1, 2), (1, 0, 2), (1, 2, 0), (0, 2, 1), (2, 0, 1), (2, 1, 0);
2) из {𝑟} после упорядочения и отбраковки получаем {𝑟*} = ((0, 0, 2),

(0, 1, 1));
3) из результатов 2) находим {�̄�} = {(𝜇𝑖1 , . . . , 𝜇𝑖𝑝)} = (2, 1), (1, 2);
4) по (1) вычисляем

𝑁𝐴 =
2!

0! · 0! · 2! ·
3!

2! · 1! +
2!

0! · 1! · 1! ·
3!

1! · 2! = 9,

что совпало с полученными выше результатами.

Теорема 2. В условиях и обозначениях теоремы 1 для схем 𝐵, 𝐶, 𝐷
численности их исходов 𝑁𝐵, 𝑁𝐶 , 𝑁𝐷 определяются по формулам

𝑁𝐵 =
∑︁

(*)

𝑛!

𝜇𝑖1 ! · · ·𝜇𝑖𝑝 !
, (2)

𝑁𝐶 =
∑︁

(*)

𝑟!

𝑟*1! · · · 𝑟*𝑛!
, (3)

𝑁𝐷 =
∑︁

(*)
1. (4)

До к а з ат е л ь ств о. Формулы (2)ҫ(4) для чисел исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷
следуют из интерпретаций сомножителей формулы (1) в доказательстве тео-
ремы 1:

ҫ для получения 𝑁𝐵 при неразличимости частиц в (1) первый сомножи-
тель заменяется на 1, что приводит к (2);

ҫ для получения 𝑁𝐶 при неразличимости ячеек в (1) второй сомножитель
заменяется на 1, что приводит к (3);

ҫ для получения 𝑁𝐷 при неразличимости частиц в (1) оба сомножителя
заменяется на 1, что приводит к (4). �

2.2. Перечисление исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷 из исходов схемы 𝐴.
Указанные перечисления можем теперь производить двумя способами:

1) получением исходов схемы из исходов схемы 𝐴 по соответствующим
алгоритмическим процедурам;

2) непосредственным получением их итогового итерационного (через стре-
лочку между итерациями) перечисления методом графов [10].

Проверим полученное число исходов по формулам теоремы 2.

Пример 4. Пусть 𝑛 = 2, 𝑟 = 2. Выпишем исходы схемы 𝐴 по примеру 1:
(0, (1, 2)), ((1, 2), 0), (1, 2), (2, 1); 𝑁𝐴 = 4.
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Схема 𝐵:
1) (0, 2), (1, 1), (2, 0);
2) (0, 0) → (0, 1) → (0, 2), (1, 1), (2, 0);

𝑁𝐵 =
2!

1! · 1! +
2!

2!
= 3,

что совпадает с полученным результатом их перечисления и по формуле
числа исходов для сочетания с повторением 𝐶𝑟

𝑛+𝑟−1 = 𝐶2
3 = 3.

Схема 𝐶:
1) (0, (1, 2)), (1, 2);
2) (0, 0) → (0, 1) → (0, (1, 2)), (1, 2);

𝑁𝐶 =
2!

0! · 2! +
2!

2!
= 2,

что совпадает с полученным результатом их перечисления.
Схема 𝐷:

1) (0, 2), (1, 1);
2) (0, 0) → (0, 1) → (0, (1, 2)), (1, 2);

𝑁𝐷 = 1 + 1 = 2,

что совпало с полученным в 2) результатом.

2.3. Перечисления и числа исходов схем 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 с любы-
ми ограничениями. Далее будем использовать следующие обозначения:
�̄�=(�̄�1, . . . , �̄�𝑛)— составы частиц в ячейках в порядке ячеек от 1 до 𝑛 (вид
исхода схемы 𝐴); {�̄�}— все исходы схемы 𝐴; �̄�* = (�̄�*

1, . . . , �̄�
*
𝑛)— составы

частиц в ячейках в порядке роста минимальных номеров частиц в них от 1
до 𝑛 (вид исхода схемы 𝐶); {�̄�}— результат отбраковки в {�̄�*} повторов
исходов (все разные исходы схемы 𝐶); 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛)— уровни заполнения
ячеек в порядке ячеек от 1 до 𝑛 (результат маркировки �̄� по совпадению
ячеек размещения в них частиц; вид исхода схемы 𝐵); {𝑟*} = {(𝑟*1, . . . , 𝑟*𝑛)}—
результат отбраковки в {𝑟} повторов исходов (все разные исходы схемы 𝐵);
�̄�— частоты уровней заполнения ячеек от 0 до 𝑟 (результат маркировки 𝑟
по совпадению их размеров повторов исходов — составов частиц в ячейках по
совпадению их размеров; вид исхода схемы 𝐷); {�̄�*}— результат отбраковки
в {�̄�} повторов исходов — в количестве разных исходов схемы 𝐷.

В условиях ограничения число 𝑁𝐴 и перечисление исходов схемы 𝐴 будем
считать известными.

2.3.1. Перечисление исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷. Ограничения в схемах
приводят к удалению в соответствующих схемах без ограничений не удовле-
творяющих им исходов. Тогда при совпадающих во всех схемах ограничениях
будем находить перечисления исходов остальных схем пересчетом из схемы 𝐴
в соответствии с данными для них во введении алгоритмическими процеду-
рами, определяя для каждой близкую схему, исходы которой за наименьшее
число алгоритмических процедур могут преобразовываться в исходы изуча-
емой. В нашей группе схем — это схема 𝐴 для схем 𝐵 и 𝐶 и схемы 𝐵 или 𝐶
для схемы 𝐷.
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При различии в качестве частиц проводится маркировка составов запол-
нения ячеек в виде их уровней заполнения по совпадению ячеек размещения
частиц с последующей отбраковкой повторов, а при различии в качестве яче-
ек — упорядочение информации о частицах в ячейках в заранее определенном
их порядке с последующей отбраковкой повторов.

Получение исходов схемы 𝐵 из исходов схемы 𝐴:
1) маркируем исходы {�̄�} по совпадению ячеек размещения частиц и по-

лучаем наборы уровней заполнения частиц {𝑟} в порядках ячеек;
2) проводим отбраковку повторов в {𝑟} и получаем {𝑟*}— бесповторное

перечисление исходов схемы 𝐵.

Получение исходов схемы 𝐶 из исходов схемы 𝐴:
1) упорядочиваем {�̄�} по росту минимальных элементов в ячейках и по-

лучаем составы {�̄�*} частиц в ячейках;
2) проводим отбраковку повторов в результате 1) и получаем {�̄�}— бес-

повторное перечисление исходов схемы 𝐶.

Получение исходов схемы 𝐷 из исходов схемы 𝐵:
1) маркируем исходы {𝑟*} схемы 𝐵 по совпадению уровней заполнения

ячеек в порядке роста уровней от 0 до 𝑟 и получаем {�̄�};
2) проводим отбраковку повторов исходов вида {�̄�} и получаем {�̄�*}—

бесповторное перечисление исходов схемы 𝐷.

2.3.2 Числа исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷.
Теорема 3. В данных обозначениях для схем 𝐵, 𝐶, 𝐷 числа их исходов

𝑁𝐵, 𝑁𝐶 , 𝑁𝐷 определяются формулами

𝑁𝐵 =
∑︁

({𝑇})
𝐼(𝑇 ), (5)

где 𝑇 — результат маркировки исходов {𝑟} по их совпадению;

𝑁𝐶 =
∑︁

({𝑀*})
𝐼(𝑀*), (6)

где 𝑀* — результат маркировки исходов {�̄�} по их совпадению;

𝑁𝐷 =
∑︁

({𝑉 })
𝐼(𝑉 ), (7)

где 𝑉 — результат маркировки исходов {�̄�*} по их совпадению.

До к а з ат е л ь ств о. Формулы (5)ҫ(7) для чисел исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷
следуют из завершающего шага отбраковки повторов в алгоритмических про-
цедурах получения их перечисления из исходов близких схем с повторами.
Тогда формульная запись числа разных исходов в их совокупности с повто-
рами представляется суммой индикаторных функций от результатов марки-
ровки по их совпадениям вместо отбраковки повторов при их перечислении.
А так как маркировки на совпадения проводятся по бесповторным исходам,
числа исходов схем совпадают с размерностями маркировок. �
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3. Задача нумерации для исходов схем

Решение задачи нумерации в схеме 𝐴 (без ограничений) — схеме разме-
щений с повторением — приведена в [12] в прямой и обратной постановках.
Пересчет этих результатов решения задачи нумерации схемы 𝐴 для других
схем размещения частиц по ячейкам будем производить в связи с двумя ти-
пами отличий в них от начальной схемы: введением ограничений или измене-
нием качества ее элементов, приводящих к схемам 𝐵, 𝐶, 𝐷. Первое отличие
приводит к рассмотрению части исходов начальной схемы, а второе — к груп-
пированию ее исходов по причине уменьшения их дифференциации.

Оказывается, что в обоих случаях задачи пересчета результатов решения
задачи нумерации в начальной схеме 𝑆 к исследуемой 𝑆* можно рассматри-
вать, считая ее исходы частью исходов схемы 𝑆, т.к. при пересчете результа-
тов задачи нумерации в близкой схеме в качестве исходов схемы 𝑆* можно
брать первые исходы групп в их порядке в соответствующей начальной схе-
ме 𝑆.

Для построения алгоритмов решения задачи нумерации введем общие
обозначения для указанных случаев в схемах 𝑆 и 𝑆*: 𝑁*

𝑆 , 𝑁*
𝑆* — номера их

исходов и 𝑅*
𝑆 , 𝑅*

𝑆* — их виды в этих схемах, которые обладают свойствами
взаимной однозначности и парности.

Тогда пересчет результатов решения задачи нумерации схемы 𝑆 для схемы
𝑆* реализуется двумя следующими алгоритмами в прямой задаче нумерации
(по данному 𝑁*

𝑆* найти 𝑅*
𝑆*) и обратной задаче нумерации (по данному 𝑅*

𝑆*

найти 𝑁*
𝑆*).

Алгоритм решения прямой задачи нумерации.

1) Приводим исходы схемы 𝑆 к виду исходов схемы 𝑆* (с повторами за счет
уменьшения различий в них) и получаем исходы в том же количестве
в порядке исходов схемы 𝑆;

2) в порядке исходов схемы 𝑆 в виде результата шага 1) считаем число
𝑁* сравнений каждого со всеми предыдущими в результате шага 1) до
получения 𝑁*

𝑆*-ного нового включительно;
3) по номеру 𝑁* из шага 2) по результату решения прямой задачи ну-

мерации в схеме 𝑆 находим его вид 𝑅*, совпадающий с искомым 𝑅*
𝑆*

в схеме 𝑆*.

Алгоритм решения обратной задачи нумерации.

1) Приводим исходы схемы 𝑆 к виду исходов схемы 𝑆* (с повторами за счет
уменьшения различий в них) и получаем исходы в том же количестве
в порядке исходов схемы 𝑆 (исходы {𝐿});

2) в порядке исходов схемы 𝑆 в виде результата шага 1) {𝐿} считаем число
𝑁* сравнений их видов с данным видом 𝑅*

𝑆* до первого с ним совпаде-
ния включительно;

3) маркируем часть исходов {𝐿} от первого до 𝑁*-ного по их совпадениям
и получаем исходы {𝐿*};

4) находим искомый номер 𝑁*
𝑆* =

∑︀

(𝐿*) 𝐼(𝐿
*), где 𝐼(𝐿*)— индикаторная

функция, определенная во введении, а суммирование проводится по
множеству исходов {𝐿*}.
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4. Вероятностные распределения на множествах
исходов схем 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷

Итерационный случайный процесс перечисления исходов комбинаторной
схемы определяет все результаты ее анализа, в том числе и вероятностное
распределение на множестве ее исходов. В рассматриваемых схемах разме-
щения частиц по ячейкам он для каждой схемы состоит в последовательном
поединичном добавлении ее элементов и задается структурой своего графа
поитерационного перечисления ее исходов и вероятностями итерационных пе-
реходов из каждого его промежуточного состояния, определенным заданием
которых управляется, т.е. приводит к разным вероятностным распределени-
ям итоговых исходов каждой схемы. Здесь будем рассматривать случай «со-
гласованности» вероятностных распределений всех схем группы, понимая под
этим задание распределения вероятностей их итоговых исходов через вероят-
ности итерационных переходов в процессе перечисления исходов начальной
схемы как вероятностей их траекторий в графе. Установление вероятностных
распределений исходов рассматриваемых схем группы состоит в их получе-
нии из распределения исходов начальной (базовой) схемы путем установления
специфического соответствия между ее исходами и исходами каждой схемы
по ее конкретным условиям.

В идее глобализации исследований таких комбинаторных схем, состоящей
в возможности пересчета результатов анализа из схемы с большей дифферен-
циацией исходов, являющейся базовой, будем рассматривать единую логику
введения вероятностных параметров процессов схем данного класса. Она бу-
дет заключаться, например, в том, что каждая добавляемая в итерации ча-
стица равновероятно размещается по возможным в условиях схемы ячейкам.
Множество исходов каждой схемы определяется по п. 2.3.1 из исходов близкой
в группе схемы. А любые ограничения, общие для схем группы, учитываются
удалением из графа базовой схемы лишних траекторий с пропорциональным
пересчетом вероятностей итерационных переходов в ней в каждом пучке каж-
дой его итерации с сохранением их суммарной единичной вероятности. Тогда
на каждой итерации переходные вероятности формирования исходов процес-
сами их перечисления в остальных схемах при отбраковках повторов будут
иметь для каждого исхода суммарные вероятности их траекторий в графе
перечисления до отбраковки.

Для примера рассмотрим процедуру пересчета исходов схем без ограни-
чений 𝐵, 𝐶, 𝐷 и их вероятностей из схемы 𝐴 при 𝑛 = 3, 𝑟 = 2 с равно-
вероятными итерационными переходами, что в ней означает равновероятное
размещение каждой добавленной частицы по всем ячейкам схемы парами: из
𝐴 в 𝐵 (рис. 1); из 𝐴 в 𝐶 (рис. 2); из 𝐴 в 𝐷 (рис. 3). (Для схемы 𝐷 базовыми
можно еще считать схемы 𝐵 и 𝐶.)

Сравним полученные исходы и их вероятности с непосредственным их на-
хождением по условиям схем 𝐵, 𝐶, 𝐷 перечислительным методом при равно-
вероятном размещении каждой добавленной частицы в них по всем ячейкам
(см. рис. 4ҫ6).

Совпадение с ранее полученными последовательными пересчетами из на-
чальных схем, начиная с 𝐴, результатов итоговых исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷 и их
вероятностных распределений на рисунках с их непосредственным исследова-
нием перечислительным методом иллюстрирует логику расчета вероятностей

581



Э на т с к а я Н. Ю.

Рис. 1. Пересчет исходов схемы 𝐵 и их вероятностей из схемы 𝐴

[Figure 1. Recalculation of outcomes of the 𝐵 scheme and their
probabilities from the 𝐴 scheme]

Рис. 2. Пересчет исходов схемы 𝐶 и их вероятностей из схемы 𝐴

[Figure 2. Recalculation of outcomes of the 𝐶 scheme and their
probabilities from the 𝐴 scheme]

Рис. 3. Пересчет исходов схемы 𝐷 и их вероятностей из схемы 𝐴

[Figure 3. Recalculation of outcomes of the 𝐷 scheme and their
probabilities from the 𝐴 scheme]
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Рис. 4. Определение распределения и исходов схемы 𝐵 перечисли-
тельным методом

[Figure 4. Determination of the distribution and outcomes
of the 𝐵 scheme by the enumeration method]

Рис. 5. Определение распределения и исходов схемы 𝐶 перечисли-
тельным методом

[Figure 5. Determination of the distribution and outcomes
of the 𝐶 scheme by the enumeration method]

Рис. 6. Определение распределения и исходов схемы 𝐷 перечисли-
тельным методом

[Figure 6. Determination of the distribution and outcomes
of the 𝐷 scheme by the enumeration method]
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итерационных переходов и итоговых вероятностных распределений исходов
во всех схемах 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 двумя способами.

5. Моделирование исходов схем 𝐵, 𝐶, 𝐷
По смоделированному исходу схемы 𝐴 (без или с ограничениями) для

моделирования исхода каждой из схем 𝐵,𝐶,𝐷 при «согласованности» их ве-
роятностных распределений достаточно применить к нему соответствующую
процедуру приведения его к виду исхода изучаемой схемы по п. 1.

Кроме этого, моделирование каждого исхода изучаемой схемы (𝐵, 𝐶, 𝐷)
по результату решения прямой задачи нумерации в каждой из них можно
производить путем разыгрывания его номера одним случайным числом с по-
лученным в ней из схемы 𝐴 при их «согласованности» распределением.

Заключение (выводы)
В глобализации анализа схем размещения частиц по ячейкам в группах

с совпадающими ограничениями предложена организация пересчета резуль-
татов исследований из одной начальной схемы группы с наибольшей диффе-
ренциацией исходов для других схем группы последовательно уменьшением
видов различимых в них элементов (ячеек и частиц) соответствующим набо-
ром алгоритмических преобразований без необходимости непосредственного
учета специфики каждой схемы группы.

Характер пересчитываемых результатов определен перечислительным ме-
тодом, формирующим исходы начальной схемы группы случайным процессом
перечисления ее исходов с их управляемым вероятностным распределением.
Это дает возможность более широкого их применения для схем размещения
частиц по ячейкам в реальных процессах.
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The title of the paper means that its goal is a general approach to the
pre-asmptotic analysis of schemes with different qualities in all combinations
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Аннотация

Исследуются стационарные течения идеального газа за отошедшим
головным скачком в общем 3D-случае. Известный интегральный инва-
риант (В.Н. Голубкин, Г.Б. Сизых, 2019), обобщающий осесимметрич-
ный инвариант (Л. Крокко, 1937) на несимметричные течения, есть кри-
волинейный интеграл по замкнутой вихревой линии (такие линии лежат
на изоэнтропийных поверхностях) от давления, деленного на завихрен-
ность. Этот интеграл принимает одно и то же значение на всех (замкну-
тых) вихревых линиях, лежащих на одной изоэнтропийной поверхности.
Он был получен после обнаружения факта замкнутости вихревых ли-
ний в течении за скачком в общем 3D-случае. Недавно было найдено
еще одно семейство замкнутых линий за скачком, лежащих на изоэн-
тропийных поверхностях (Г.Б. Сизых, 2020). Это векторные линии a —
векторного произведения скорости газа и градиента энтропийной функ-
ции. В общем 3D-случае эти линии и вихревые линии не совпадают.

В представленном исследовании предпринимается попытка найти ин-
тегральный инвариант, связанный с замкнутыми векторными линия-
ми a. Без использования асимптотических, численных и других при-
ближенных методов проводится анализ уравнений Эйлера для класси-
ческой модели течения идеального совершенного газа с постоянными
теплоемкостями. Используется представление о воображаемых части-
цах, «переносящих» линии тока реального течения газа, основанное на
критерии ГельмгольцаҫЗоравского. Получен новый интегральный ин-
вариант изоэнтропийных поверхностей. Показано, что криволинейный
интеграл по замкнутой векторной линии a, в котором подынтегральная
функция есть давление, деленное на проекцию завихренности на направ-
ление a, принимает одинаковые значения для всех линий a, лежащих на
одной изоэнтропийной поверхности. Этот инвариант, как и другой ранее
известный интегральный инвариант (В.Н. Голубкин, Г.Б. Сизых, 2019)
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Второе интегральное обобщение инварианта Крокко. . .

в частном случае незакрученных осесимметричных течений совпадает
с неинтегральным инвариантом Л. Крокко и обобщает его на общий
пространственный случай.

Ключевые слова: критерий ГельмгольцаҫЗоравского, изоэнергетиче-
ские течения, завихренность, отошедший скачок уплотнения, инвариант
Крокко, интегральный инвариант изоэнтропийных поверхностей.

Получение: 20 апреля 2021 г. / Исправление: 12 августа 2021 г. /
Принятие: 31 августа 2021 г. / Публикация онлайн: 30 сентября 2021 г.

Введение. Полная энергия (полная энтальпия) газа не меняется при пе-
реходе через скачок уплотнения. Поэтому если набегающий сверхзвуковой
поток однороден, то течение за скачком остается изоэнергетическим. Ото-
шедший головной скачок имеет искривленную форму, и течение за ним ста-
новится вихревым (кроме лидирующей линии тока, на которой завихренность
равна нулю [1]). В осесимметричном (без закрутки) случае для изоэнергети-
ческих течений Л. Крокко показал [2], что вдоль линий тока сохраняется
отношение завихренности к давлению, умноженному на расстояние до оси
симметрии (𝐼𝐾 = Ω/𝑝𝑟). Для закрученных осесимметричных течений ин-
вариант Л. Крокко обобщен в [3]. Оказалось, что окружная составляющая
завихренности Ω𝜙 представима в виде Ω𝜙 = 𝑟−1𝜌𝐶1 + 𝑟𝑝𝐶2, где 𝐶1 и 𝐶2 —
функции линий тока (𝜌— плотность), причем в отсутствие закрутки 𝐶1 ≡ 0.

В общем пространственном случае неинтегральный инвариант Л. Крокко
был обобщен в [4] интегральным инвариантом. В [4] показано, что величина
криволинейного интеграла по замкнутой вихревой линии

𝐼1 =

∫︁

𝛾
(𝑝/Ω) d𝑙

одинакова для всех вихревых линий 𝛾, лежащих на одной изоэнтропийной
поверхности. Это был первый инвариант, пригодный для верификации рас-
четов течений за скачком в общем пространственном случае.

Появлению инварианта 𝐼1 предшествовало обнаружение факта замкнуто-
сти вихревых линий за отошедшим скачком [1]. Если рассматривать вектор-
ные поля, связанные с течением (то есть такие, которые выражаются через
скорость, плотность и давление газа и через производные этих параметров),
то следует отметить, что недавно в [5] найдено еще одно (кроме завихренно-
сти) векторное поле с замкнутыми векторными линиями. Речь идет о векторе
a = V ×∇𝜎, где 𝜎 = 𝑝𝜌−𝑘 (V, 𝜌 и 𝑝— скорость, плотность и давление газа,
𝑘— показатель адиабаты).

Данная работа посвящена поиску интегрального инварианта, связанного
с замкнутыми линиями вектора a.

1. Уравнения движения. Рассмотрим течение идеального (вязкость
и теплопроводность отсутствуют) газа, в частицах которого выполняется со-
отношение 𝑝 = 𝑅𝜌𝑇 , где 𝑇 — температура, 𝑅— отношение универсальной га-
зовой постоянной к молярной массе, за отошедшим головным скачком, воз-
никшим при обтекании тела равномерным сверхзвуковым потоком. Энтро-
пийная функция 𝜎 = 𝑝𝜌−𝑘 постоянна вдоль линий тока: (V·∇)𝜎 = 0, но мо-
жет иметь разные значения на различных линиях тока за скачком. Течение
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за скачком вследствие однородности набегающего потока является изоэнер-
гетическим, и уравнение Эйлера, записанное в форме Крокко [6], имеет вид

Ω×V = (𝑘 − 1)−1𝑅𝑇∇ln𝜎, Ω = rotV. (1)

Замыкает систему уравнение неразрывности

div(𝜌V) = 0. (2)

2. Воображаемые частицы. Критерий Гельмгольца—Зоравского [7, 8]
применительно к стационарному и соленоидальному (см. формулу (2)) полю
вектора 𝜌V можно сформулировать следующим образом.

Если в области 𝐺 существует такое векторное поле q (имеющее раз-
мерность скорости), что во всей области выполнено равенство

𝜌V × rot(q× (𝜌V)) = 0, (3)

то воображаемые частицы, составляющие в некоторый момент времени
сегмент векторной линии 𝜌V, лежащий в области 𝐺, двигаясь со скоро-
стью q, будут составлять сегмент одной из векторных линий 𝜌V в каж-
дый последующий момент времени (до тех пор, пока эти частицы находят-
ся в области 𝐺).

Такие воображаемые частицы, следуя [8], будем называть q-частицами.
Очевидно, что векторные линии 𝜌V совпадают с линиями тока. Поэтому если
скорость q существует, можно считать, что сегменты линий тока переносятся
q-частицами. Докажем существование в течении за скачком поля q и найдем
его выражение через параметры течения и их производные.

В течении газа за скачком будем искать q в виде q = 𝜆a, где 𝜆— некоторое
скалярное поле. Тогда выражение q× (𝜌V), стоящее под знаком ротора в (3),
примет вид 𝜆a× (𝜌V) = 𝜆𝜌(V×∇𝜎)×V. Раскроем двойное векторное произ-
ведение и учтем ортогональность скорости V и градиента ∇𝜎, вытекающую
из (1). Получим q× (𝜌V) = 𝜆𝜌V2

∇𝜎.
Следовательно, если положить 𝜆 = 𝜆0𝜌

−1V−2, где 𝜆0 — произвольная нену-
левая константа, обеспечивающая для вектора q = 𝜆a = 𝜆0𝜌

−1V−2a размер-
ность скорости, то уравнение (3) окажется выполненным (поскольку в этом
случае под знаком ротора окажется градиент ∇𝜎, умноженный на констан-
ту 𝜆0). Таким образом, существование скорости q доказано, и можно считать,
что линии тока переносятся q-частицами, движущимися со скоростью

q = 𝜆0𝜌
−1V−2a = 𝜆0𝜌

−1V−2(V ×∇𝜎). (4)

3. О ненулевом значении q. В следующем разделе будет интегриро-
ваться величина, обратная к |q|. Поэтому докажем, что всюду, за исключе-
нием лидирующей линии тока (линии торможения), величина q отлична от
нуля. Будем исходить из общепринятого [4, 5, 9ҫ11] допущения о том, что по
крайней мере в некоторой окрестности выпуклой носовой части скорость V
обращается в нуль только в передней точке торможения. Поэтому исходя из
(4) и из ортогональности V и ∇𝜎 приходим к выводу, что величина q может
обращаться в нуль только вместе с ∇𝜎.
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Докажем, что всюду, за исключением лидирующей линии тока, величина
∇𝜎, а вместе с ней и величина q, отличны от нуля. Поскольку (V·∇𝜎) = 0,
градиент этого скалярного произведения также будет равен нулю, то есть
∇(V·∇𝜎) = 0. Используя известное векторное тождество для градиента ска-
лярного произведения и учитывая, что ротор градиента равен нулю, получим

(V·∇)(∇𝜎) + ((∇𝜎)·∇)V + (∇𝜎)× rotV = 0. (5)

Это выражение замечательно тем, что компоненты ∇𝜎 дифференцируют-
ся только в первом слагаемом (V·∇)(∇𝜎), а в другие слагаемые (5) компо-
ненты ∇𝜎 входят линейно как коэффициенты при различных производных
компонент скорости. Поэтому можно применить известный [1, 10, 11] способ —
представить (5) в виде

𝑑

𝑑 𝑙
(∇𝜎) =

1

|V|𝐴(∇𝜎),

где 𝑙— переменная длина дуги вдоль линии тока, 𝐴— матрица размером 3×3
с коэффициентами, непрерывно зависящими от производных компонент ско-
рости V. При заданном поле скорости эту систему уравнений можно считать
автономной относительно компонент ∇𝜎. Поэтому, согласно известным свой-
ствам автономных систем обыкновенных дифференциальных уравнений [12],
получаем следующее

Утверждение 1. В течении за отошедшим головным скачком на любой
линии тока на всем ее участке, на котором |V| > 0, либо |∇𝜎| ≡ 0, либо
|∇𝜎| > 0.

Сразу за скачком искривленной формы завихренность равна нулю только
в начале лидирующей линии [13, 14]. При этом завихренность на скачке с до-
звуковой стороны лежит в касательной к скачку плоскости [1], а скорость на
скачке с дозвуковой стороны имеет ненулевую нормальную к скачку состав-
ляющую. Поэтому всюду, кроме начала лидирующей линии (где Ω = 0), на
дозвуковой стороне скачка вектор Ω ×V отличен от нуля. С учетом (1) это
значит, что в начале всех линий тока на скачке, кроме начала лидирующей
линии, |∇𝜎| > 0. Согласно утверждению 1, это значит, что во всем течении
за скачком, кроме лидирующей линии тока, градиент энтропийной функции
отличен от нуля (|∇𝜎| > 0).

Как замечено в начале данного раздела, величина q может обращаться
в нуль только вместе с ∇𝜎. Поэтому во всем течении за скачком, кроме ли-
дирующей линии тока, скорость q, определяемая формулой (4), отлична от
нуля.

4. Интегральный инвариант. В [5] показано, что по крайней мере вбли-
зи передней точки торможения линии вектора a = V×∇𝜎 замкнуты и один
раз охватывают лидирующую линию тока (линию тока, которая пересека-
ет отошедший скачок по нормали и которая, как доказано в [9], совпадает
с линией торможения). Поскольку траектории q-частиц лежат на замкнутых
линиях a, эти траектории (как и линии a) не только лежат на изоэнтропий-
ных поверхностях, но и один раз опоясывают их.

Применим теперь идею доказательства, предложенную в [4], для замкну-
тых траекторий q-частиц, лежащих на изоэнтропийных поверхностях. Если
𝛾 — замкнутая линия вектора a, 𝑙— переменная длина дуги на 𝛾, то q-частица
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проходит по кривой 𝛾 расстояние d𝑙 за время d𝑙/|q|. Поэтому время, за ко-
торое q-частица сделает полный оборот по замкнутой линии 𝛾, равно кри-

волинейному интегралу

∫︁

𝛾
|q|−1 d𝑙. Если q-частицы составляли в начальный

момент времени одну из линий тока, то, сделав один оборот, они должны
составлять ту же самую линию тока. Поэтому время полного оборота у всех
q-частиц, лежащих на одной изоэнтропийной поверхности, одинаково, и ве-

личина 𝐼 =

∫︁

𝛾
|q|−1d𝑙 есть новый (второй) интегральный инвариант изоэн-

тропийных поверхностей. Используя (4) и (1), получим

q = 𝜆0𝜌
−1V−2V ×∇𝜎 = 𝜆0(𝑘 − 1)𝜎

1

𝑝
(Ω−V(Ω·V)/V2). (6)

Легко проверить, что вектор Ωa = Ω − V(Ω·V)/V2, входящий в вы-
ражение (6), есть проекция завихренности на вектор a, то есть, что Ωa =
= a(Ω·a)/a2. Любая замкнутая линия 𝛾, по которой производится интегри-
рование в новом инварианте, лежит на изоэнтропийной поверхности. Следо-
вательно, множитель 𝜆0(𝑘−1)𝜎 в (6) остается постоянным вдоль 𝛾 и одинаков
для всех 𝛾, лежащих на одной изоэнтропийной поверхности. Поэтому выра-
жение для нового инварианта можно упростить:

𝐼2 =

∫︁

𝛾

𝑝

|Ωa|
d𝑙. (7)

В незакрученном осесимметричном течении любая линия 𝛾 совпадает
с вихревой линией, то есть Ωa = Ω, а отношение 𝑝/|Ω| не меняется вдоль 𝛾,
и интеграл (7) равен 2𝜋𝑟𝑝/|Ω|. Таким образом, в осесимметричном случае ин-
вариант (7) совпадает с неинтегральным инвариантом Крокко 𝐼𝐾 = Ω/(𝑝𝑟),
а в общем пространственном случае обобщает его.

Заключение. Течение за отошедшим головным скачком исследовано с
использованием полных (без каких-либо упрощений) уравнений Эйлера. Ра-
нее было известно, что векторные линии a = V × ∇𝜎 замкнуты, лежат на
изоэнтропийных поверхностях и один раз опоясывают их. (Такие линии обо-
значены символом 𝛾.) В данной работе обнаружено, что криволинейный ин-
теграл (7) сохраняет свое значение для всех линий 𝛾, лежащих на одной изо-
энтропийной поверхности. Это второй из известных интегральных инвариан-
тов, пригодных для проверки численных расчетов несимметричных течений
за скачком.
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Abstract

Stationary ŕows of an ideal gas behind the detached bow shock are inves-
tigated in the general 3D case. The well-known integral invariant (V.N. Go-
lubkin, G.B. Sizykh, 2019), generalizing the axisymmetric invariant of
(L. Crocco, 1937) to asymmetric ŕows, is a curvilinear integral over a closed
vortex line (such lines lie on isentropic surfaces), in which the integrand is
the pressure divided by the vorticity. This integral takes on the same value
on all (closed) vortex lines lying on one isentropic surface. It was obtained
after the discovery of the fact that the vortex lines are closed in the ŕow
behind the shock in the general 3D case. Recently, another family of closed
lines behind the shock was found, lying on isentropic surfaces (G.B. Sizykh,
2020). It is given by vector lines a Ð the vector product of the gas velocity
and the gradient of the entropy function. In the general 3D case, these lines
and vortex lines do not coincide.

In the presented study, an attempt is made to őnd the integral invariant
associated with closed vector lines a. Without using asymptotic, numerical
and other approximate methods, the Euler equations are analyzed for the
classical model of the ŕow of an ideal perfect gas with constant heat capac-
ities. The concept of imaginary particles łcarrying” the streamlines of a real
gas ŕow, based on the HelmholtzśZoravsky criterion, is used. A new integral
invariant of isentropic surfaces is obtained. It is shown that the curvilinear
integral over a closed vector line a, in which the integrand is the pressure
divided by the projection of the vorticity on the direction a, has the same
values for all lines a lying on one isentropic surface. This invariant, like
another previously known integral invariant (V.N. Golubkin, G.B. Sizykh,
2019), in the particular case of non-swirling axisymmetric ŕows, coincides
with the non-integral invariant of L. Crocco and generalizes it to the general
spatial case.
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