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Abstract

On the space 𝐻1 = 𝐿2(𝐻, [0, 1]), where 𝐻 is a separable Hilbert space, we
study the asymptotic behavior of the eigenvalues of a boundary value prob-
lem for the operator Schrödinger equation for the case when one, and the
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ically in the boundary condition. Asymptotic formulae are obtained for the
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Ha s h im o g l u I. F.

Introduction

In this paper, on the space 𝐻1 = 𝐿2(𝐻, [0, 1]), where 𝐻 is a separable Hilbert
space, we study the asymptotics of the eigenvalues of the following boundary value
problem for the operator Schrödinger equation:

−𝑢′′(𝑥) + 𝜈2 − 1
4

𝑥2
𝑢(𝑥) +𝐴𝑢(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), 𝜈 >

1

2
, (1)

𝑢(0) = 0, 𝑢′(1)− 𝜆2𝑢(1) = 0, (2)

where 𝜆 is a spectral parameter, 𝐴 is a self-adjoint, positive-deőnite operator in
𝐻 and the inverse operator 𝐴−1 is completely continuous in 𝐻.

In [1], the discreetness and some other properties of the spectrum are investi-
gated for the Schrödinger operator on the space 𝐻1 = 𝐿2(𝐻, [0,∞)).

In the papers [2] and [3], the asymptotic behavior of the eigenvalues of the
following boundary value problem for a second-order elliptic differential operator
equation

−𝑢′′(𝑥) +𝐴𝑢(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), (3)

with boundary conditions

𝑢′(0) + 𝜆𝑢(0) = 0, 𝑢(1) = 0 (4)

was studied on the space 𝐻1 = 𝐿2(𝐻, [0, 1]).
In [4], Aliev investigated the eigenvalues of two boundary value problems: (3),

(4) and (3) with boundary conditions

𝑢′(0) + 𝜆𝑢(0) = 0, 𝑢′(1)− 𝜆𝑢(1) = 0

and proved that the set of eigenvalues of these problems is discrete and has two
series of eigenvalues: 𝜆𝑘 ∼ √

𝜇𝑘 and 𝜆𝑛,𝑘 ∼ 𝑛2𝜋2 + 𝜇𝑘, 𝑘, 𝑛 ∈ N.
In [5], similar problem for equation (4) with boundary conditions of the form

𝑢′(0) + 𝑑𝜆2𝑢(0) = 0, 𝑢(1) = 0

was studied.
In the paper [6], the author considered the asymptotic behavior of eigenvalues

for the equation (3) with the boundary conditions

𝑢′(0) + 𝜆2𝑢(0) = 0, 𝑢′(1)− 𝜆2𝑢(1) = 0. (5)

It was shown that the problem (3), (5) has three series of eigenvalues, one of
which converges to zero, and the other two asymptotically behave as (2𝑛)2𝜋2+𝜇𝑘
and (2𝑛− 1)2𝜋2 + 𝜇𝑘, where 𝜇𝑘 = 𝜇𝑘 (𝐴) are the eigenvalues of the operator 𝐴.

In [7] and [8], a boundary value problem for a second-order ordinary differential
equation is considered in the case when one and the same spectral parameter 𝜆
linearly participates in the equation and quadratically in one of the boundary
conditions. The asymptotic behavior of the eigenvalues of the considered boundary
value problem was studied.

In [9], the authors considered a boundary value problem for a second-order
ordinary differential equation, when one and the same, spectral parameter 𝜆
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quadratically participates in the equation, while in the boundary conditions it
appears as a quadratic trinomial (with respect to 𝜆) and it is studied the asymp-
totic behavior of eigenvalues of the considered boundary value problem.

In [10], Aslanova studied the asymptotics of the eigenvalues of boundary prob-
lem for the operator Schrödinger equation where spectral parameter participates
linearly in the equation and in the boundary condition. She proved that the
Schrödinger equation (1) with the boundary conditions

𝑢(0) = 0, 𝑢′(1)− ℎ𝑢(1) = 𝜆𝑢(1) (6)

has a discrete spectrum and two series of eigenvalues: 𝜆𝑘 ∼ −ℎ√𝜇𝑘 and 𝜆𝑚,𝑘 ∼(︀
𝜋𝑚+ 1

2𝜈𝜋 − 1
4𝜋

)︀2
+ 𝜇𝑘.

Problems such as (1), (2) and (1), (6) arise upon separation of variables in
heat or wave equations, where one of the boundary conditions contains a partial
derivative with respect to time. This is why it is so important to study such
problems. Especially, problems with nonlinear boundary conditions are important.

The purpose of this study is to determine the asymptotics of the eigenvalues
of boundary value problem for the operator Schrödinger equation in the case
when one and the same spectral parameter participates linearly in the equation
and quadratically in the boundary condition. We prove that the eigenvalues of
the problem (1), (2) are real and simple. Furthermore, it will be shown that the

eigenvalues asymptotically behave as
(︀
1
2𝜈𝜋 + 3

4𝜋 + 𝜋𝑛
)︀2

+ 𝜇𝑘 or (𝑗𝑛+1)
2 + 𝜇𝑘,

where the numbers 𝑗1 < 𝑗2 < 𝑗3 < · · · < 𝑗𝑛 < · · · are the roots of the equation
𝐽𝜈(𝑧) = 0, and 𝜇𝑘 = 𝜇𝑘(𝐴) are the eigenvalues of the operator 𝐴.

Some properties of eigenvalues

Lemma 1. The eigenvalues of the boundary value problem (1), (2) are real
numbers.

P r o o f. Let 𝜇1 6 𝜇2 6 · · · 6 𝜇𝑛 6 · · · be the eigenvalues and {𝑒𝑘}∞𝑘=1 be the
corresponding eigenvectors of the operator 𝐴. The set {𝑒𝑘}∞𝑘=1 forms a complete
orthonormal basis in the space 𝐻, and each vector-function 𝑢(𝑥) can be expanded
as 𝑢(𝑥) =

∑︀∞
𝑘=1

(︀
𝑢(𝑥), 𝑒𝑘

)︀
𝐻
· 𝑒𝑘. For the Fourier coefficients 𝑢𝑘(𝑥) =

(︀
𝑢(𝑥), 𝑒𝑘

)︀
𝐻

,
we get the following spectral problem

−𝑢′′𝑘(𝑥) +
𝜈2 − 1

4

𝑥2
𝑢𝑘(𝑥) + 𝜇𝑘𝑢𝑘(𝑥) = 𝜆𝑢𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), 𝜈 >

1

2
, (7)

𝑢𝑘(0) = 0, 𝑢′𝑘(1)− 𝜆2𝑢𝑘(1) = 0. (8)

The study of the eigenvalue problem (1), (2) is reduced to the study of eigen-
values of the problem (7), (8) for different natural 𝑘. The spectrum of the problem
(1), (2) consists of the union of eigenvalues of the problem (7), (8) for all natural 𝑘.

Let 𝜆 be an eigenvalue of the problem (7), (8) and 𝑢𝑘(𝑥) be the corresponding

eigenfunction. Multiplying both sides of equality (7) by the function 𝑢𝑘(𝑥, 𝜆) and
integrating the identity with respect to 𝑥 from 0 to 1; we have
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−
∫︁ 1

0
𝑢′′𝑘(𝑥, 𝜆)𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥+ 𝜇𝑘

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫︁ 1

0

𝜈2 − 1
4

𝑥2
⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥 =

= 𝜆

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥 (9)

Calculating the őrst integral and using the boundary conditions (8), we get

−
∫︁ 1

0
𝑢′′𝑘(𝑥, 𝜆)𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥 = 𝑢′𝑘(𝑥, 𝜆)𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒
⃒
1

0
−

∫︁ 1

0
𝑢′𝑘(𝑥, 𝜆)𝑢

′
𝑘(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥 =

= 𝑢′𝑘(1, 𝜆)𝑢𝑘(1, 𝜆)− 𝑢′𝑘(0, 𝜆)𝑢𝑘(0, 𝜆)−
∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢′𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥 =

= 𝜆2
⃒⃒
𝑢𝑘(1, 𝜆)

⃒⃒2 −
∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢′𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥.

Consequently, from (9), it follows that

𝜆2
⃒⃒
𝑢𝑘(1, 𝜆)

⃒⃒2
+ 𝜆

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥−

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢′𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥−

−
∫︁ 1

0

𝜈2 − 1
4

𝑥2
⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥− 𝜇𝑘

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥 = 0. (10)

Denote

𝑎𝑘(𝜆) = |𝑢𝑘(1, 𝜆)|2, 𝑏𝑘(𝜆) =

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥,

𝑐𝑘(𝜆) = −
∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢′𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥−

∫︁ 1

0

𝜈2 − 1
4

𝑥2
⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥− 𝜇𝑘

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)

⃒⃒2
𝑑𝑥.

From (10), it follows that the eigenvalue 𝜆 is a root of the equation

𝑎𝑘(𝜆)𝑧
2 + 𝑏𝑘(𝜆)𝑧 + 𝑐𝑘(𝜆) = 0,

for every 𝑘.
Since 𝑎𝑘(𝜆) > 0, 𝑏𝑘(𝜆) > 0, 𝑐𝑘(𝜆) < 0 for any 𝑘 ∈ N, then

𝑏2𝑘(𝜆)− 4𝑎𝑘(𝜆)𝑐𝑘(𝜆) > 0.

Consequently, for every 𝑘, the problem (7), (8) has only real roots. Lemma 1 is
proved. �

Lemma 2. The number 𝜆 = 0 is not an eigenvalue of the boundary value
problem (1), (2).

P r o o f. It is sufficient to prove that the boundary value problem (7), (8) for
𝜆 = 0, i.e., the problem

−𝑢′′𝑘(𝑥) +
𝜈2 − 1

4

𝑥2
𝑢𝑘(𝑥) + 𝜇𝑘𝑢𝑘(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝜈 >

1

2
, (11)

𝑢𝑘(0) = 0, 𝑢′𝑘(1) = 0 (12)

has only a trivial solution for every natural 𝑘.
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Denote by 𝐿0 the differential operator acting in the space 𝐿2(0, 1) generated
by the differential expression

𝑙0[𝑢] = −𝑢′′(𝑥) + 𝜈2 − 1
4

𝑥2
𝑢(𝑥) + 𝜇𝑘𝑢(𝑥)

and boundary conditions
𝑢(0) = 0, 𝑢′(1) = 0.

Consider the scalar product (𝐿0𝑢, 𝑢). We have:

(𝐿0𝑢, 𝑢) = −
∫︁ 1

0
𝑢′′(𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 1

0

𝜈2 − 1
4

𝑥2
𝑢(𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥+ 𝜇𝑘

∫︁ 1

0
𝑢(𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥 =

= −𝑢′(𝑥)𝑢(𝑥)
⃒⃒
⃒
1

0
+

∫︁ 1

0
𝑢′(𝑥)𝑢′(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 1

0

𝜈2 − 1
4

𝑥2
𝑢(𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥+𝜇𝑘

∫︁ 1

0
𝑢(𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥.

Therefore,

(𝐿0𝑢, 𝑢) =

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢′(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥+

∫︁ 1

0

𝜈2 − 1
4

𝑥2
⃒⃒
𝑢(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥+ 𝜇𝑘

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢(𝑥)

⃒⃒2
𝑑𝑥. (13)

From (13), it follows that (𝐿0𝑢, 𝑢) > 0, when 𝑢(𝑥) ̸= 0; and 𝐿0𝑢 = 0, when
𝑢(𝑥) = 0. Hence, for every natural 𝑘, the problem (11),(12) has only a trivial
solution. This proves the Lemma 2. �

Lemma 3. The eigenvalues of the boundary value problem (1), (2) are simple.

P r o o f. The problem (1), (2) is reduced to the study of problem (7), (8), for
every 𝑘.

To prove the lemma, it suffices to establish that the equation

𝑢′𝑘(1, 𝜆)− 𝜆2𝑢𝑘(1, 𝜆) = 0 (14)

has only simple roots. We will prove this assertion by the method proposed in
[9]. Let 𝑢𝑘(𝑥, 𝜆) be a solution to the equation (11) with the initial condition
𝑢𝑘(0, 𝜆) = 0. Then, if 𝜆 = 𝜆* is a multiple root of equation (14), then the following
equalities hold:

𝑢′𝑘(1, 𝜆)− 𝜆2𝑢𝑘(1, 𝜆) = 0, (15)

𝜕𝑢′𝑘(1, 𝜆)

𝜕𝜆
− 2𝜆𝑢𝑘(1, 𝜆)− 𝜆2

𝜕𝑢𝑘(1, 𝜆)

𝜕𝜆
= 0. (16)

Since 𝑢𝑘(𝑥, 𝜆) is a solution of the equation (11), we have

𝑑

𝑑𝑥

[︀
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)𝑢

′
𝑘(𝑥, 𝜇)− 𝑢𝑘(𝑥, 𝜇)𝑢

′
𝑘(𝑥, 𝜆)

]︀
= (𝜆2 − 𝜇2)𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)𝑢𝑘(𝑥, 𝜇).

Integrating this equality in the interval [0, 1], and taking 𝑢𝑘(0, 𝜆) = 0, we
obtain:

𝑢𝑘(1, 𝜆)𝑢
′
𝑘(1, 𝜇)− 𝑢𝑘(1, 𝜇)𝑢

′
𝑘(1, 𝜆)

𝜆− 𝜇
= (𝜆+ 𝜇)

∫︁ 1

0
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)𝑢𝑘(𝑥, 𝜇)𝑑𝑥,
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where 𝜆 ̸= 𝜇. By taking the limit when 𝜇 → 𝜆 in the last equality and putting
𝜆 = 𝜆*, we have:

𝑢′𝑘(1, 𝜆
*)
𝜕𝑢𝑘(1, 𝜆

*)
𝜕𝜆

− 𝑢𝑘(1, 𝜆
*)
𝜕𝑢′𝑘(1, 𝜆

*)

𝜕𝜆
= 2𝜆*

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆

*)
⃒⃒2
𝑑𝑥. (17)

Equalities (15) and (16), respectively, imply the equalities

𝑢′𝑘(1, 𝜆
*) = (𝜆*)2𝑢𝑘(1, 𝜆

*),

𝜕𝑢′𝑘(1, 𝜆
*)

𝜕𝜆
= 2𝜆*𝑢𝑘(1, 𝜆

*) + (𝜆*)2
𝜕𝑢𝑘(1, 𝜆

*)
𝜕𝜆

.

Using these equalities in (17), we obtain

(𝜆*)2𝑢𝑘(1, 𝜆
*)
𝜕𝑢𝑘(1, 𝜆

*)
𝜕𝜆

− 𝑢𝑘(1, 𝜆
*)
(︁
2𝜆*𝑢𝑘(1, 𝜆

*) + (𝜆*)2
𝜕𝑢𝑘(1, 𝜆

*)
𝜕𝜆

)︁
=

= 2𝜆*
∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆

* )
⃒⃒2
𝑑𝑥,

or

2𝜆*
(︂
𝑢2𝑘(1, 𝜆

*) + 2𝜆*
∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆

*)
⃒⃒2
𝑑𝑥

)︂
= 0. (18)

Lemma 2 implies that 𝜆* ̸= 0. On the other hand,

𝑢2𝑘(1, 𝜆
*) + 2𝜆*

∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑘(𝑥, 𝜆

*)
⃒⃒2
𝑑𝑥 > 0.

Therefore, equality (18) cannot hold. Thus, Lemma 3 is proved. �

Asymptotic formulae for eigenvalues
Theorem 1. Let 𝐴 be a self-adjoint, positive-definite operator in a separable

Hilbert space 𝐻 and 𝐴−1 be completely continuous in 𝐻. Then the following
asymptotic expression holds for the eigenvalues of the boundary value problem
(1), (2):

𝜆𝑘,𝑛 ∼ 𝜇𝑘 +
(︁1
2
𝜈𝜋 +

3

4
𝜋 + 𝜋𝑛

)︁2
= 𝜇𝑘 + (𝑗𝑛+1)

2,

where the numbers 𝑗1 < 𝑗2 < 𝑗3 < · · · < 𝑗𝑛 < · · · are the roots of the equa-
tion 𝐽𝜈(𝑧) = 0, and 𝜇𝑘 = 𝜇𝑘(𝐴) → ∞ (as 𝑘 → ∞) are the eigenvalues of the
operator 𝐴.

P r o o f. The general solution of the differential equations (7) is of the form

𝑢𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝑘1
√
2𝑥 · 𝐽𝜈

(︀√︀
𝜆− 𝜇𝑘𝑥

)︀
+ 𝑘2

√
2𝑥 · 𝑌𝜈

(︀√︀
𝜆− 𝜇𝑘𝑥

)︀
,

where 𝑘1 and 𝑘2 are arbitrary constants; 𝐽𝜈(𝑧) and 𝑌𝜈(𝑧) are the Bessel functions
of the őrst and second kinds, respectively. From the őrst boundary condition
𝑢𝑘(0, 𝜆) = 0 it follows that 𝑘2 = 0. Therefore,

𝑢𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝑘1
√
2𝑥 · 𝐽𝜈

(︀√︀
𝜆− 𝜇𝑘𝑥

)︀
.
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From the second condition of (8) we get

𝑢′𝑘(1, 𝜆)− 𝜆2𝑢𝑘(1, 𝜆) =
(︁ 1√

2
−
√
2𝜈

)︁
𝐽𝜈

(︀√︀
𝜆− 𝜇𝑘

)︀
+

+
√︀

2(𝜆− 𝜇𝑘)𝐽𝜈−1

(︀√︀
𝜆− 𝜇𝑘

)︀
−
√
2𝜆2𝐽𝜈

(︀√︀
𝜆− 𝜇𝑘

)︀
= 0,

or

(1− 2𝜈 − 2𝜆2) · 𝐽𝜈
(︀√︀

𝜆− 𝜇𝑘
)︀
+ 2

√︀
𝜆− 𝜇𝑘 · 𝐽𝜈−1

(︀√︀
𝜆− 𝜇𝑘

)︀
= 0. (19)

Denote
√
𝜆− 𝜇𝑘 = 𝑦. Hence, 𝜆 = 𝜇𝑘 + 𝑦2, 𝜆2 = (𝜇𝑘 + 𝑦2)2 and 𝑦 → ∞ as

𝜆→ ∞. Then equation (19) takes the form
(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀
· 𝐽𝜈(𝑦) + 2𝑦 · 𝐽𝜈−1(𝑦) = 0.

Using the asymptotic expression for 𝐽𝜈(𝑦) at 𝑦 → ∞ we obtain

(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀
·
[︁
cos

(︁
𝑦 − 1

2
𝜈𝜋 − 1

4
𝜋
)︁(︁

1− 𝑐1
𝑦2

+
𝑐2
𝑦4

+𝑂
(︁ 1

𝑦6

)︁)︁
−

− sin
(︁
𝑦 − 1

2
𝜈𝜋 − 1

4
𝜋
)︁(︁4𝜈2 − 1

8𝑦
− 𝑐3
𝑦3

+𝑂
(︁ 1

𝑦5

)︁)︁]︁
−

− 2𝑦
[︁
sin

(︁
𝑦 − 1

2
𝜈𝜋 − 1

4
𝜋
)︁(︁

1 +𝑂
(︁ 1

𝑦2

)︁)︁
+

+ cos
(︁
𝑦 − 1

2
𝜈𝜋 − 1

4
𝜋
)︁(︁4𝜈2 − 1

8𝑦
+𝑂

(︁ 1

𝑦3

)︁)︁]︁
= 0,

where 𝑐1, 𝑐2 and 𝑐3 are some positive real constants.
Denote 𝑦 − 1

2𝜈𝜋 − 1
4𝜋 = 𝑧. After some processing we get

cos(𝑧)
[︁(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀(︁
1− 𝑐1

𝑦2
+
𝑐2
𝑦4

+𝑂
(︁ 1

𝑦6

)︁)︁
+

4𝜈2 − 1

4
+𝑂

(︁ 1

𝑦2

)︁]︁
−

− sin(𝑧)
[︁(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀(︁4𝜈2 − 1

8𝑦
− 𝑐3
𝑦3

+𝑂
(︁ 1

𝑦5

)︁)︁
+ 2𝑦 +𝑂

(︁1
𝑦

)︁]︁
= 0.

(20)

Equation (20) takes the form

tan(𝑧) =

(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀
·
(︀
1− 𝑐1

𝑦2
+ 𝑐2

𝑦4
+𝑂

(︀
1
𝑦6

)︀)︀
+ 4𝜈2−1

4 +𝑂
(︀

1
𝑦2

)︀
(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀
·
(︀
4𝜈2−1
8𝑦 − 𝑐3

𝑦3
+𝑂

(︀
1
𝑦5

)︀)︀
+ 2𝑦 +𝑂

(︀
1
𝑦

)︀ .

When 𝑦 → ∞,

tan(𝑧) =

(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀(︀
1 +𝑂

(︀
1
𝑦2

)︀)︀
(︀
1− 2𝜈 − 2(𝜇𝑘 + 𝑦2)2

)︀(︀
4𝜈2−1
8𝑦 +𝑂

(︀
1
𝑦3

)︀)︀ =
8𝑦

4𝜈2 − 1
+𝑂

(︁1
𝑦

)︁
.

Equation tan(𝑧) = 8𝑦
4𝜈2−1

+ 𝑂
(︀
1
𝑦

)︀
has roots 𝑧𝑘 = 𝑦𝑘 − 1

2𝜈𝜋 − 1
4𝜋 ∼ 𝜋

2 + 𝜋𝑘,

𝑘 ∈ Z
+ when 𝑦 → ∞.
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From here: 𝑦𝑘 =
√
𝜆− 𝜇𝑘 = 1

2𝜈𝜋 + 3
4𝜋 + 𝜋𝑘 or

𝜆𝑘,𝑛 ∼ 𝜇𝑘 +
(︁1
2
𝜈𝜋 +

3

4
𝜋 + 𝜋𝑛

)︁2
. (21)

Let numbers 𝑗1 < 𝑗2 < 𝑗3 < · · · < 𝑗𝑛 < · · · satisfy the equality 𝐽𝜈(𝑗𝑛) = 0 for
𝑛 = 1, 2, 3, . . ..

Taking into account the asymptotics of the numbers 𝑗𝑛, i.e. 𝑗𝑛 ∼ 1
2𝜈𝜋− 1

4𝜋+𝜋𝑛,
for 𝑛→ ∞, from (21) we obtain the following evaluation:

𝜆𝑘,𝑛 ∼ 𝜇𝑘 + (𝑗𝑛+1)
2.

Theorem 1 is proved. �
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Аннотация

Составлены уравнения (анти)автодуальности для компонент связно-
сти Леви—Чивита (а не для тензора Римана) положительно опреде-
ленной эрмитовой метрики. Этим известным приемом получается бо-
лее простая система дифференциальных уравнений в частных произ-
водных, влекущая (анти)автодуальность тензора Римана. Эта система
1-го порядка, тогда как уравнения (анти)автодуальности тензора Рима-
на — 2-го порядка. Однако этим способом можно получить лишь часть
решений уравнений (анти)автодуальности тензора Римана. Составлен-
ные уравнения оказались существенно разными в автодуальном и ан-
тиавтодуальном случаях. В случае автодуальности уравнения разбива-
ются на три класса, для каждого из которых найдено общее решение.
В антиавтодуальном случае мы общего решения не нашли, но приве-
ли две серии частных решений. Известно, что из (анти)автодуальности
тензора Римана вытекает равенство нулю тензора Риччи. Следователь-
но, найдены пять серий новых решений вакуумных уравнений тяготе-
ния Эйнштейна, причем все решения в квадратурах или в явном виде.
Указана связь найденных решений с кэлеровыми метриками. В случае
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приведен общий вид параллельных почти комплексных структур, со-
храняющих метрику. Они все без кручения. Для произвольной положи-
тельно определенной 4-метрики найден общий вид почти комплексных
структур, сохраняющих эту метрику.
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Эрмитовы метрики с (анти)автодуальным тензором Римана

Введение. Отыскание решений вакуумных уравнений Эйнштейна 𝑅𝑖𝑗 = 0
не потеряло актуальности до настоящего времени. Помимо многочисленных
геометрических применений [1] метрики Эйнштейна находят новые примене-
ния и в физике. Например, в теории магнитных монополей фундаменталь-
ную роль играет одна из антиавтодуальных метрик Эйнштейна, инвариант-
ная относительно группы 𝑆𝑂(3) (см. [2]). Напрямую найти общее решение
вакуумных уравнений Эйнштейна не удается, хотя частных решений найде-
но большое количество (см. [3]). Для отыскания других частных решений
существенных успехов удалось добиться обходными путями. Один из них —
твисторный метод Пенроуза. Другой путь — использование уравнений (ан-
ти)автодуальности (проще говоря — дуальности) тензора Римана [4ҫ6]. Мет-
рики, полученные последним способом, называются (анти)автодуальными мет-
риками Эйнштейна. Дифференциальные уравнения дуальности тензора Ри-
мана тоже достаточно сложные, они 2-го порядка. Но есть еще и третий об-
ходной путь. В работе [4] показано, что поскольку матрица компонент связно-
сти Леви—Чивита кососимметричная, можно потребовать выполнения усло-
вий дуальности для этих компонент (хотя они и не образуют тензора). Тогда
и тензор Римана тоже станет дуальным. Обратно, всякий дуальный тензор
Римана порождается дуальной связностью Леви—Чивита при некоторой ка-
либровке. Дуальность связности Леви—Чивита выражается более простыми
дифференциальными уравнениями 1-го порядка. Недостаток этого метода
лишь в том, что таким путем нельзя найти все решения уравнений дуально-
сти тензора Римана. Приведем элементарные соображения.

В неголономном базисе, в котором положительно определенная метрика
имеет канонический вид

(𝜔1)2 + (𝜔2)2 + (𝜔3)2 + (𝜔4)2, (1)

дуальность матрицы связности Леви—Чивита

Ω =

⎛
⎜⎝

0 −𝜔2
1 −𝜔3

1 −𝜔4
1

𝜔2
1 0 −𝜔3

2 −𝜔4
2

𝜔3
1 𝜔3

2 0 −𝜔4
3

𝜔4
1 𝜔4

2 𝜔4
3 0

⎞
⎟⎠ (2)

выражается следующими равенствами:

𝜔2
1 = 𝜖𝜔4

3, 𝜔3
1 = −𝜖𝜔4

2, 𝜔4
1 = 𝜖𝜔3

2, 𝜖 = ±1 (3)

(автодуальность при 𝜖 = 1, антиавтодуальность при 𝜖 = −1). Внешнее диф-
ференцирование равенств (3) и формула

𝑅𝑗
𝑖 = 𝑑𝜔𝑗

𝑖 + 𝜔𝑗
𝑘 ∧ 𝜔𝑘

𝑖

для 2-форм римановой кривизны приводят к равенствам

𝑅2
1 = 𝜖𝑅4

3, 𝑅3
1 = −𝜖𝑅4

2, 𝑅4
1 = 𝜖𝑅3

2, 𝜖 = ±1, (4)

выражающим условия дуальности тензора Римана. Но если условия (3) обоб-
щить

𝜔2
1 = 𝜖𝜔4

3 + 𝛼𝑑𝑓, 𝜔3
1 = −𝜖𝜔4

2 + 𝛽𝑑𝑓, 𝜔4
1 = 𝜖𝜔3

2 + 𝛾𝑑𝑓, 𝜖 = ±1, (5)
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где 𝑓 — новая неизвестная функция от всех 4 переменных, а 𝛼, 𝛽, 𝛾 — произ-
вольные константы, то внешнее дифференцирование равенств (5) приводит
к тем же равенствам (4). Иначе говоря, решения уравнений (5) относительно
неизвестных коэффициентов метрики (1) дают метрику с дуальным тензором
Римана. Очевидно, решения уравнений (3) не исчерпывают всех решений си-
стемы (5) и уж тем более не исчерпывают всех решений системы (4).

Авторы статьи [7] предприняли попытку (неудачную) найти все дуаль-
ные метрики Эйнштейна. Они применили уравнения (3) к одной из метрик,
считая ее (без доказательства) универсальной в классе всех положительно
определенных 4-метрик. В итоге пришли к решению

𝑢−1
(︀
𝑑𝑡+ (𝐴, 𝑑𝑋)

)︀2
+ 𝑣(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2), (6)

где 𝑢— произвольная функция от 𝑡, 𝑥, 𝑦 и 𝑧; 𝑣— произвольная гармоническая
функция от 𝑥, 𝑦, 𝑧; вектор-функция 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) выражается в квадра-
турах через 𝑢, 𝑣 и 𝜖 = ±1. Метрика (6) дает красивые дуальные решения
вакуумных уравнений Эйнштейна. Она является общим решением уравнений
(3), но лишь частным решением уравнений (4). Другими словами, метрика
(6) не исчерпывает всех дуальных метрик Эйнштейна.

В настоящей статье мы применяем уравнения (3) к эрмитовой метрике.
Любая эрмитова метрика в комплексных переменных 𝑧1, 𝑧2 записывается в
виде

𝜓 = 𝐴𝑑𝑧1𝑑𝑧1 +𝐵𝑑𝑧2𝑑𝑧2 + 𝐶𝑑𝑧1𝑑𝑧2 + 𝐶𝑑𝑧1𝑑𝑧2,

где 𝐴 и 𝐵 — вещественные функции, 𝐶 и 𝐶 — комплексно сопряженные функ-
ции. Выражая 𝑧1 и 𝑧2 через вещественную и мнимую части, придем к веще-
ственным переменным 𝑡, 𝑥, 𝑦 и 𝑧. С учетом положительной определенности
метрика 𝜓 примет вид

𝜓 = (𝑎𝑑𝑡+ 𝑢𝑑𝑦 + 𝑣𝑑𝑧)2 + (𝑎𝑑𝑥− 𝑣𝑑𝑦 + 𝑢𝑑𝑧)2 + 𝑏2(𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2). (7)

Матрицу этой метрики обозначим

𝐺 =

⎛
⎜⎝

𝑎2 0 𝑎𝑢 𝑎𝑣
0 𝑎2 −𝑎𝑣 𝑎𝑢
𝑎𝑢 −𝑎𝑣 𝑏2 + 𝑢2 + 𝑣2 0
𝑎𝑣 𝑎𝑢 0 𝑏2 + 𝑢2 + 𝑣2

⎞
⎟⎠ .

Оператор комплексной структуры 𝐼, относительно которого метрика (7) ин-
вариантна, 𝐼⊤𝐺𝐼 = 𝐺, имеет вид

𝐼 =

⎛
⎜⎝

0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎞
⎟⎠ . (8)

В первом разделе мы вычисляем компоненты связности Леви—Чивита для
метрики (7) в неголономном каноническом базисе и составляем уравнения (3).
Они оказываются существенно разными для 𝜖 = 1 (уравнения автодуально-
сти) и для 𝜖 = −1 (уравнения антиавтодуальности). Аналогичная ситуация
обсуждалась в [8] для метрик с нулевой сигнатурой.
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Во втором разделе мы решаем уравнения автодуальности. Они разбива-
ются на три класса. Для каждого из этих классов найдены общие решения в
квадратурах. В этом разделе вычисления наиболее сложные.

В третьем разделе мы упрощаем уравнения антиавтодуальности и приво-
дим два класса частных решений в явном виде. Отметим, что наши решения
не могут быть преобразованы в решение (6) статьи [7], так как в решение (6)
переменные 𝑥, 𝑦, 𝑧 входят равноправно, а в наших решениях этого равнопра-
вия нет. Это еще раз подтверждает, что статья [7], вопреки ее заголовку, не
решила проблему отыскания общего решения для (анти)автодуальных мет-
рик Эйнштейна.

Кэлеровым многообразиям (в частности, гиперкэлеровым) посвящена об-
ширная литература [9ҫ16]. Известно, что риманово многообразие (𝑀, 𝑔) яв-
ляется гиперкэлеровым тогда и только тогда, когда на 𝑀 существуют две
антикоммутирующие комплексные структуры 𝐼 и 𝐽 , каждая из которых
параллельна относительно 𝑔 и сохраняет 𝑔. В этом случае оператор

𝑥𝐼 + 𝑦𝐽 + 𝑧𝐽𝐼 (9)

при любых вещественных (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R
3, для которых 𝑥2+𝑦2+𝑧2 = 1, определя-

ет параллельную комплексную структуру [1, разделы 14.10, 14.11]. В четвер-
том разделе для размерности 4 и метрики (7) мы устанавливаем следующее:

1) конкретный вид операторов 𝐼 и 𝐽 ;
2) для заданной ориентации многообразия формула (9) исчерпывает все

параллельные комплексные структуры;
3) таких семейств (9) ровно два: по одному для каждой из ориентаций

многообразия;
4) общий вид почти комплексной структуры, сохраняющей любую поло-

жительно определенную 4-метрику.

1. Уравнения (3) для эрмитовой метрики. Введем для эрмитовой
метрики (7) неголономный канонический базис, положив

𝜔1 = 𝑎𝑑𝑡+ 𝑢𝑑𝑦 + 𝑣𝑑𝑧, 𝜔2 = 𝑎𝑑𝑥− 𝑣𝑑𝑦 + 𝑢𝑑𝑧, 𝜔3 = 𝑏𝑑𝑦, 𝜔4 = 𝑏𝑑𝑧. (10)

Тогда она примет вид (1). Дифференцируем внешне:

𝑑𝜔1 = −𝑎𝑥
𝑎2
𝜔1 ∧ 𝜔2 +

(︁ �̇�
𝑎𝑏

− 𝑎𝑦
𝑎𝑏

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2𝑏

)︁
𝜔1 ∧ 𝜔3 +

(︁ �̇�
𝑎𝑏

− 𝑎𝑧
𝑎𝑏

+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2𝑏

)︁
𝜔1 ∧ 𝜔4 +

+
(︁𝑢𝑥
𝑎𝑏

− 𝑢𝑎𝑥
𝑎2𝑏

)︁
𝜔2 ∧ 𝜔3 +

(︁𝑣𝑥
𝑎𝑏

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2𝑏

)︁
𝜔2 ∧ 𝜔4 +

+
(︁𝑢𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑢2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑣𝑎𝑦
𝑎𝑏2

+
𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑥𝑢

𝑎𝑏2
− 𝑢𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑣𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑣𝑦
𝑏2

)︁
𝜔3 ∧ 𝜔4,

𝑑𝜔2 =
�̇�

𝑎2
𝜔1 ∧ 𝜔2 +

(︁ 𝑣�̇�
𝑎2𝑏

− �̇�

𝑎𝑏

)︁
𝜔1 ∧ 𝜔3 +

(︁ �̇�
𝑎𝑏

− 𝑢�̇�

𝑎2𝑏

)︁
𝜔1 ∧ 𝜔4 +

+
(︁ 𝑢�̇�
𝑎2𝑏

− 𝑣𝑥
𝑎𝑏

− 𝑎𝑦
𝑎𝑏

)︁
𝜔2 ∧ 𝜔3 +

(︁𝑢𝑥
𝑎𝑏

+
𝑣�̇�

𝑎2𝑏
− 𝑎𝑧
𝑎𝑏

)︁
𝜔2 ∧ 𝜔4 +

+
(︁ 𝑣2�̇�
𝑎2𝑏2

+
𝑢2�̇�

𝑎2𝑏2
− 𝑢𝑎𝑦
𝑎𝑏2

− 𝑣𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
− 𝑣𝑥𝑢

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑢𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑢𝑦
𝑏2

)︁
𝜔3 ∧ 𝜔4,
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𝑑𝜔3 =
�̇�

𝑎𝑏
𝜔1 ∧ 𝜔3 +

𝑏𝑥
𝑎𝑏
𝜔2 ∧ 𝜔3 +

(︁ 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑏𝑥
𝑎𝑏2

− 𝑏𝑧
𝑏2

)︁
𝜔3 ∧ 𝜔4,

𝑑𝜔4 =
�̇�

𝑎𝑏
𝜔1 ∧ 𝜔4 +

𝑏𝑥
𝑎𝑏
𝜔2 ∧ 𝜔4 +

(︁𝑣𝑏𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑏𝑦
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2

)︁
𝜔3 ∧ 𝜔4.

Отсюда находим компоненты связности Леви—Чивита:

𝜔2
1 = −𝑎𝑥

𝑎2
𝜔1 +

�̇�

𝑎2
𝜔2 +

(︂
𝑢𝑎𝑥 + 𝑣�̇�

2𝑎2𝑏
− �̇� + 𝑢𝑥

2𝑎𝑏

)︂
𝜔3 +

(︂
�̇�− 𝑣𝑥
2𝑎𝑏

+
𝑣𝑎𝑥 − 𝑢�̇�

2𝑎2𝑏

)︂
𝜔4,

𝜔3
1 =

(︁ �̇�
𝑎𝑏

− 𝑎𝑦
𝑎𝑏

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2𝑏

)︁
𝜔1 +

1

2

(︁𝑢𝑥
𝑎𝑏

− 𝑢𝑎𝑥
𝑎2𝑏

+
𝑣�̇�

𝑎2𝑏
− �̇�

𝑎𝑏

)︁
𝜔2 +

�̇�

𝑎𝑏
𝜔3 −

− 1

2

(︁𝑢𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑢2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑣𝑎𝑦
𝑎𝑏2

+
𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑥𝑢

𝑎𝑏2
− 𝑢𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑣𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑣𝑦
𝑏2

)︁
𝜔4,

𝜔4
1 =

(︁ �̇�
𝑎𝑏

− 𝑎𝑧
𝑎𝑏

+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2𝑏

)︁
𝜔1 +

1

2

(︁𝑣𝑥
𝑎𝑏

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2𝑏

− 𝑢�̇�

𝑎2𝑏
+

�̇�

𝑎𝑏

)︁
𝜔2 +

�̇�

𝑎𝑏
𝜔4 +

+
1

2

(︁𝑢𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑢2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑣𝑎𝑦
𝑎𝑏2

+
𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑥𝑢

𝑎𝑏2
− 𝑢𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑣𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑣𝑦
𝑏2

)︁
𝜔3,

𝜔3
2 =

1

2

(︁ 𝑣�̇�
𝑎2𝑏

− �̇�

𝑎𝑏
+
𝑢𝑥
𝑎𝑏

− 𝑢𝑎𝑥
𝑎2𝑏

)︁
𝜔1 +

(︁ 𝑢�̇�
𝑎2𝑏

− 𝑣𝑥
𝑎𝑏

− 𝑎𝑦
𝑎𝑏

)︁
𝜔2 +

𝑏𝑥
𝑎𝑏
𝜔3 −

− 1

2

(︁ 𝑣2�̇�
𝑎2𝑏2

+
𝑢2�̇�

𝑎2𝑏2
− 𝑢𝑎𝑦
𝑎𝑏2

− 𝑣𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
− 𝑣𝑥𝑢

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑢𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑢𝑦
𝑏2

)︁
𝜔4,

𝜔4
2 =

1

2

(︁𝑣𝑥
𝑎𝑏

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2𝑏

− 𝑢�̇�

𝑎2𝑏
+

�̇�

𝑎𝑏

)︁
𝜔1 +

(︁𝑢𝑥
𝑎𝑏

+
𝑣�̇�

𝑎2𝑏
− 𝑎𝑧
𝑎𝑏

)︁
𝜔2 +

𝑏𝑥
𝑎𝑏
𝜔4 +

+
1

2

(︁ 𝑣2�̇�
𝑎2𝑏2

+
𝑢2�̇�

𝑎2𝑏2
− 𝑢𝑎𝑦
𝑎𝑏2

− 𝑣𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
− 𝑣𝑥𝑢

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑢𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑢𝑦
𝑏2

)︁
𝜔3,

𝜔4
3 =

1

2

(︁𝑢𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑢2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑣𝑎𝑦
𝑎𝑏2

+
𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑥𝑢

𝑎𝑏2
− 𝑢𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑣𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑣𝑦
𝑏2

)︁
𝜔1 +

+
1

2

(︁ 𝑣2�̇�
𝑎2𝑏2

+
𝑢2�̇�

𝑎2𝑏2
− 𝑢𝑎𝑦
𝑎𝑏2

− 𝑣𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
− 𝑣𝑥𝑢

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑢𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑢𝑦
𝑏2

)︁
𝜔2 +

+
(︁ 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑏𝑥
𝑎𝑏2

− 𝑏𝑧
𝑏2

)︁
𝜔3 +

(︁𝑣𝑏𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑏𝑦
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2

)︁
𝜔4.
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Уравнения дуальности (3) принимают следующий вид:

𝑢𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑢2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑣𝑎𝑦
𝑎𝑏2

+
𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑥𝑢

𝑎𝑏2
− 𝑢𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑣𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑣𝑦
𝑏2

+
2𝜖𝑎𝑥
𝑎2

= 0,

𝑣2�̇�

𝑎2𝑏2
+
𝑢2�̇�

𝑎2𝑏2
− 𝑢𝑎𝑦
𝑎𝑏2

− 𝑣𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
− 𝑣𝑥𝑢

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑢𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑢𝑦
𝑏2

− 2𝜖�̇�

𝑎2
= 0,

2
(︁𝑏𝑧
𝑏
− 𝑣�̇�

𝑎𝑏
− 𝑢𝑏𝑥

𝑎𝑏

)︁
+ 𝜖

(︁𝑣�̇�
𝑎2

− �̇�

𝑎
− 𝑢𝑥

𝑎
+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2

)︁
= 0,

2
(︁𝑢�̇�
𝑎𝑏

− 𝑣𝑏𝑥
𝑎𝑏

− 𝑏𝑦
𝑏

)︁
+ 𝜖

(︁ �̇�
𝑎
− 𝑢�̇�

𝑎2
− 𝑣𝑥

𝑎
+
𝑣𝑎𝑥
𝑎2

)︁
= 0,

2
(︁ �̇�
𝑎
− 𝑎𝑦

𝑎
− 𝑣𝑎𝑥

𝑎2

)︁
+ 𝜖

(︁𝑣𝑥
𝑎

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2

− 𝑢�̇�

𝑎2
+
�̇�

𝑎

)︁
= 0,

2
(︁𝑢𝑥
𝑎

+
𝑣�̇�

𝑎2
− 𝑎𝑧

𝑎

)︁
+ 𝜖

(︁𝑢𝑥
𝑎

− 𝑢𝑎𝑥
𝑎2

+
𝑣�̇�

𝑎2
− �̇�

𝑎

)︁
= 0,

𝑣2�̇�

𝑎2𝑏2
+
𝑢2�̇�

𝑎2𝑏2
− 𝑢𝑎𝑦
𝑎𝑏2

− 𝑣𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣�̇�

𝑎𝑏2
− 𝑣𝑥𝑢

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑢𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑢𝑦
𝑏2

+
2𝜖�̇�

𝑎𝑏
= 0,

𝑢𝑎𝑧
𝑎𝑏2

− 𝑣2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑢2𝑎𝑥
𝑎2𝑏2

− 𝑣𝑎𝑦
𝑎𝑏2

+
𝑣�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑢𝑥𝑢

𝑎𝑏2
− 𝑢𝑧
𝑏2

− 𝑢�̇�

𝑎𝑏2
+
𝑣𝑣𝑥
𝑎𝑏2

+
𝑣𝑦
𝑏2

− 2𝜖𝑏𝑥
𝑎𝑏

= 0,

2
(︁𝑎𝑧
𝑎

− �̇�

𝑎
− 𝑢𝑎𝑥

𝑎2

)︁
+ 𝜖

(︁𝑢𝑥
𝑎

− 𝑢𝑎𝑥
𝑎2

+
𝑣�̇�

𝑎2
− �̇�

𝑎

)︁
= 0,

2
(︁𝑣𝑥
𝑎

+
𝑎𝑦
𝑎

− 𝑢�̇�

𝑎2

)︁
+ 𝜖

(︁𝑣𝑥
𝑎

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2

− 𝑢�̇�

𝑎2
+
�̇�

𝑎

)︁
= 0.

(11)

Вычтем (11)1 и (11)8, а также (11)2 и (11)7:

𝑎𝑥
𝑎

+
𝑏𝑥
𝑏

= 0,
�̇�

𝑎
+
�̇�

𝑏
= 0. (12)

Теперь вычтем (11)6 и (11)9, а также (11)5 и (11)10:

𝑢𝑥
𝑎

+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2

+
𝑣�̇�

𝑎2
+
�̇�

𝑎
=

2𝑎𝑧
𝑎
,

�̇�

𝑎
+
𝑢�̇�

𝑎2
− 𝑣𝑎𝑥

𝑎2
− 𝑣𝑥

𝑎
=

2𝑎𝑦
𝑎
. (13)

Сложим (11)6 и (11)9, а также (11)5 и (11)10:

(𝜖+ 1)
(︁𝑢𝑥
𝑎

− 𝑢𝑎𝑥
𝑎2

+
𝑣�̇�

𝑎2
− �̇�

𝑎

)︁
= 0, (𝜖+ 1)

(︁𝑣𝑥
𝑎

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2

+
�̇�

𝑎
− 𝑢�̇�

𝑎2

)︁
= 0. (14)

Запишем уравнения (11)3,4, упростив их с помощью (13)

𝑏𝑧
𝑏
− 𝑣�̇�

𝑎𝑏
− 𝑢𝑏𝑥
𝑎𝑏

+𝜖
(︁𝑣�̇�
𝑎2

+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2

− 𝑎𝑧
𝑎

)︁
= 0,

𝑢�̇�

𝑎𝑏
− 𝑣𝑏𝑥
𝑎𝑏

− 𝑏𝑦
𝑏
+𝜖

(︁𝑎𝑦
𝑎
− 𝑢�̇�

𝑎2
+
𝑣𝑎𝑥
𝑎2

)︁
= 0.

Исключим из этих уравнений 𝑏𝑥/𝑏 и �̇�/𝑏 с помощью (12):

𝑏𝑧
𝑏
− 𝜀𝑎𝑧

𝑎
+ (𝜖+ 1)

(︁𝑣�̇�
𝑎2

+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2

)︁
= 0,

𝑏𝑦
𝑏
− 𝜀𝑎𝑦

𝑎
+ (𝜖+ 1)

(︁𝑢�̇�
𝑎2

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2

)︁
= 0. (15)

Итак, система (11) из 10 уравнений равносильна 10 уравнениям (11)1,2,
(12), (13), (14) и (15).
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2. Автодуальный случай, 𝜖 = 1. Уравнения (14) примут вид

𝑢𝑥
𝑎

− 𝑢𝑎𝑥
𝑎2

+
𝑣�̇�

𝑎2
− �̇�

𝑎
= 0,

𝑣𝑥
𝑎

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2

+
�̇�

𝑎
− 𝑢�̇�

𝑎2
= 0. (16)

Уравнения (12) равносильны

𝑎𝑏 = 𝐶(𝑦, 𝑧), (17)

откуда
𝑏𝑦
𝑏

=
𝐶𝑦

𝐶
− 𝑎𝑦

𝑎
,

𝑏𝑧
𝑏

=
𝐶𝑧

𝐶
− 𝑎𝑧

𝑎
.

С учетом этого, уравнения (15) примут вид

𝐶𝑧

𝐶
− 2𝑎𝑧

𝑎
+ 2

(︁𝑣�̇�
𝑎2

+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2

)︁
= 0,

𝐶𝑦

𝐶
− 2𝑎𝑦

𝑎
+ 2

(︁𝑢�̇�
𝑎2

− 𝑣𝑎𝑥
𝑎2

)︁
= 0.

Подставим сюда выражения из (13):

𝐶𝑧

𝐶
− 𝑢𝑥

𝑎
− �̇�

𝑎
+
𝑣�̇�

𝑎2
+
𝑢𝑎𝑥
𝑎2

= 0,
𝐶𝑦

𝐶
− �̇�

𝑎
+
𝑣𝑥
𝑎

+
𝑢�̇�

𝑎2
− 𝑣𝑎𝑥

𝑎2
= 0

и еще упростим с помощью (16):

�̇� =
𝑣�̇�

𝑎
+
𝑎𝐶𝑧

2𝐶
, 𝑣𝑥 =

𝑣𝑎𝑥
𝑎

− 𝑎𝐶𝑦

2𝐶
. (18)

Сами уравнения (16) после исключения из них �̇� и 𝑣𝑥 позволяют выразить

�̇� =
𝑢�̇�

𝑎
+
𝑎𝐶𝑦

2𝐶
, 𝑢𝑥 =

𝑢𝑎𝑥
𝑎

+
𝑎𝐶𝑧

2𝐶
. (19)

С учетом (17) уравнения (11)1,2 перепишем в виде

𝑢𝑎𝑧 − (𝑢2 + 𝑣2)
𝑎𝑥
𝑎

− 𝑣𝑎𝑦 + 𝑣�̇�+ 𝑢𝑥𝑢− 𝑎𝑢𝑧 − 𝑢�̇� + 𝑣𝑣𝑥 + 𝑎𝑣𝑦 + 2𝐶2𝑎𝑥
𝑎3

= 0,

(𝑢2 + 𝑣2)
�̇�

𝑎
− 𝑢𝑎𝑦 − 𝑣𝑎𝑧 − 𝑣�̇� − 𝑣𝑥𝑢+ 𝑎𝑣𝑧 − 𝑢�̇�+ 𝑣𝑢𝑥 + 𝑎𝑢𝑦 − 2𝐶2 �̇�

𝑎3
= 0.

После подстановки в них выражений из (18) и (19) они упрощаются:

𝑢𝑎𝑧 − 𝑎𝑢𝑧 + 𝑎𝑣𝑦 − 𝑣𝑎𝑦 +2𝐶2𝑎𝑥
𝑎3

= 0, 𝑎𝑣𝑧 − 𝑣𝑎𝑧 + 𝑎𝑢𝑦 − 𝑢𝑎𝑦 − 2𝐶2 �̇�

𝑎3
= 0. (20)

Уравнения (13) после исключения из них �̇�, 𝑣𝑥, �̇� и 𝑢𝑥 с помощью (18) и (19)
дают

𝑎𝑦 =
𝑢�̇�

𝑎
+
𝑎𝐶𝑦

2𝐶
− 𝑣𝑎𝑥

𝑎
, 𝑎𝑧 =

𝑢𝑎𝑥
𝑎

+
𝑎𝐶𝑧

2𝐶
+
𝑣�̇�

𝑎
. (21)

Положим
𝑈 ≡ 𝑢

𝑎
, 𝑉 ≡ 𝑣

𝑎
, 𝐶 ≡ 𝑒𝑃 , (22)
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где 𝑃 зависит только от 𝑦 и 𝑧. Тогда (18) и (19) принимают вид

�̇� =
𝑃𝑦

2
, 𝑈𝑥 =

𝑃𝑧

2
, �̇� =

𝑃𝑧

2
, 𝑉𝑥 = −𝑃𝑦

2
.

Отсюда, интегрируя, получаем

𝑈 =
1

2
𝑃𝑦𝑡+

1

2
𝑃𝑧𝑥+𝐷(𝑦, 𝑧), 𝑉 =

1

2
𝑃𝑧𝑡−

1

2
𝑃𝑦𝑥+ 𝐸(𝑦, 𝑧). (23)

Уравнения (20) после обозначений (22) записываются в виде

𝑉𝑧 + 𝑈𝑦 = −1

2
𝑒2𝑃 (𝑎−4)̇, 𝑉𝑦 − 𝑈𝑧 =

1

2
𝑒2𝑃 (𝑎−4)𝑥.

Подставим сюда 𝑈 и 𝑉 из (23):

(𝑎−4)𝑥 =
2(𝐸𝑦 −𝐷𝑧)− 𝑥Δ𝑃

𝑒2𝑃
, (𝑎−4)̇ =

−2(𝐸𝑧 +𝐷𝑦)− 𝑡Δ𝑃

𝑒2𝑃
, (24)

где Δ𝑃 ≡ 𝑃𝑦𝑦 + 𝑃𝑧𝑧 — лапласиан функции 𝑃 (𝑦, 𝑧). Интегрируя, получаем

𝑎−4 = 𝑒−2𝑃
(︁
𝐹 (𝑦, 𝑧)− 1

2
(𝑡2 + 𝑥2)Δ𝑃 − 2(𝐸𝑧 +𝐷𝑦)𝑡+ 2(𝐸𝑦 −𝐷𝑧)𝑥

)︁
, (25)

где 𝑃 , 𝐷, 𝐸 и 𝐹 — функции только от 𝑦 и 𝑧.
Уравнения (21) после обозначений (22) можно записать в виде

(𝑎−4)𝑦 = 𝑈(𝑎−4)̇− 𝑉 (𝑎−4)𝑥 − 2𝑎−4𝑃𝑦, (𝑎−4)𝑧 = 𝑈(𝑎−4)𝑥 + 𝑉 (𝑎−4)̇− 2𝑎−4𝑃𝑧.

Вычисляя левые части с помощью (25), а правые — с помощью (23), (24)
и (25), получим систему из 8 дифференциальных уравнений на 4 функции 𝑃 ,
𝐷, 𝐸 и 𝐹 от переменных 𝑦 и 𝑧:

Δ𝑃𝑦 = 𝑃𝑦Δ𝑃, Δ𝑃𝑧 = 𝑃𝑧Δ𝑃, Δ𝐷 = 𝐷Δ𝑃, Δ𝐸 = 𝐸Δ𝑃, (26)

2𝐸𝑦𝑧 = 𝐷𝑧𝑧 −𝐷𝑦𝑦 + 𝑃𝑦𝐷𝑦 − 𝑃𝑧𝐷𝑧 + 𝑃𝑦𝐸𝑧 + 𝑃𝑧𝐸𝑦,

2𝐷𝑦𝑧 = 𝐸𝑦𝑦 − 𝐸𝑧𝑧 + 𝑃𝑦𝐷𝑧 + 𝑃𝑧𝐷𝑦 − 𝑃𝑦𝐸𝑦 + 𝑃𝑧𝐸𝑧,
(27)

𝐹𝑦 = 2𝐸𝐷𝑧−2𝐷𝐷𝑦−2𝐷𝐸𝑧−2𝐸𝐸𝑦, 𝐹𝑧 = 2𝐷𝐸𝑦−2𝐷𝐷𝑧−2𝐸𝐷𝑦−2𝐸𝐸𝑧, (28)

знак Δ— лапласиан от двух переменных 𝑦 и 𝑧.
Уравнения (26) запишем в виде

Δ𝑃 + 𝛼𝑒𝑃 = 0, Δ𝐷 + 𝛼𝐷𝑒𝑃 = 0, Δ𝐸 + 𝛼𝐸𝑒𝑃 = 0, (29)

где 𝛼— неотрицательная константа. Уравнения (27) преобразуем так:

(︁𝐷𝑦 + 𝐸𝑧

𝑒𝑃

)︁

𝑦
=

(︁𝐷𝑧 − 𝐸𝑦

𝑒𝑃

)︁

𝑧
,

(︁𝐷𝑦 + 𝐸𝑧

𝑒𝑃

)︁

𝑧
= −

(︁𝐷𝑧 − 𝐸𝑦

𝑒𝑃

)︁

𝑦
.
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Это означает, что функции 𝑄 ≡ 𝑒−𝑃 (𝐷𝑦 +𝐸𝑧) и 𝑆 ≡ 𝑒−𝑃 (𝐷𝑧 −𝐸𝑦) являются
вещественной и мнимой частями комплексной голоморфной функции, то есть
являются сопряженными гармоническими функциями от 𝑦 и 𝑧. Отсюда

𝐷𝑦 + 𝐸𝑧 = 𝑄𝑒𝑃 , 𝐷𝑧 − 𝐸𝑦 = 𝑆𝑒𝑃 . (30)

Записывая условия интегрируемости для функций 𝐷 и 𝐸 с помощью (29),
получаем

𝛼𝐸 = 𝑆𝑦 + 𝑆𝑃𝑦 −𝑄𝑧 −𝑄𝑃𝑧, −𝛼𝐷 = 𝑆𝑧 + 𝑆𝑃𝑧 +𝑄𝑦 +𝑄𝑃𝑦. (31)

Далее рассмотрим два случая.

I случай, 𝛼 ̸= 0. Тогда функции 𝐷 и 𝐸 выражаются через 𝑃, 𝑄 и 𝑆 из
(31), и легко проверить, что они обращают в тождество (29)2,3. Непосред-
ственной подстановкой можно убедиться, что функция

𝐹 = 𝛽 − 2

𝛼
(𝑄2 + 𝑆2)𝑒𝑃 , 𝛽 = const

является общим решением уравнений (28).
Итак, общее решение уравнений автодуальности при 𝛼 ̸= 0 зависит от

пары сопряженных гармонических функций 𝑄(𝑦, 𝑧), 𝑆(𝑦, 𝑧), двух констант
𝛼, 𝛽 и функции 𝑃 (𝑦, 𝑧), удовлетворяющей уравнению (29)1. При этом из (25)
и (17) получаем

𝑎−4 = 𝑒−𝑃
(︁
𝛽𝑒−𝑃 − 2

𝛼
(𝑄2 + 𝑆2) +

𝛼

2
(𝑡2 + 𝑥2)− 2𝑄𝑡− 2𝑆𝑥

)︁
, 𝑏 =

𝑒𝑃

𝑎
,

а из (23) и (31) —

𝑢 =
(︁1
2
(𝑃𝑦𝑡+ 𝑃𝑧𝑥)−

1

𝛼
(2𝑆𝑧 + 𝑆𝑃𝑧 +𝑄𝑃𝑦)

)︁
𝑎,

𝑣 =
(︁1
2
(𝑃𝑧𝑡− 𝑃𝑦𝑥) +

1

𝛼
(2𝑆𝑦 + 𝑆𝑃𝑦 −𝑄𝑃𝑧)

)︁
𝑎.

II случай, 𝛼 = 0. Тогда уравнения (29) означают, что Δ𝑃 = Δ𝐷 =
= Δ𝐸 = 0. Равенства (31) с учетом того, что 𝑄𝑧 = −𝑆𝑦 и 𝑄𝑦 = 𝑆𝑧, можно
записать в виде

2𝑆𝑦 = 𝑄𝑃𝑧 − 𝑆𝑃𝑦, 2𝑄𝑦 = −𝑆𝑃𝑧 −𝑄𝑃𝑦.

Умножим первое из них на 𝑆, второе — на 𝑄 и сложим:

(𝑆2 +𝑄2)𝑦 = −(𝑆2 +𝑄2)𝑃𝑦.

Аналогичными манипуляциями из (31) можно получить

(𝑆2 +𝑄2)𝑧 = −(𝑆2 +𝑄2)𝑃𝑧.

Отсюда
𝑆2 +𝑄2 = 𝛽𝑒−𝑃 , 𝛽 = const > 0. (32)
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Это общее решение уравнений (31) при 𝛼 = 0. Здесь снова возможны два
случая.

Случай II1, 𝛽 = 𝑆 = 𝑄 = 0. Тогда формулы (30) перепишутся в виде

𝐷𝑦 + 𝐸𝑧 = 0, 𝐷𝑧 − 𝐸𝑦 = 0. (33)

Это означает, что 𝐷 и 𝐸 — пара сопряженных гармонических функций. В си-
лу (33) правые части уравнений (28) равны нулю. Следовательно, 𝐹 = const.
Из (25) видно, что 𝐹 может быть только положительной. Удобно положить

𝐹 = 𝛾−4. Тогда из (25) 𝑎 = 𝛾𝑒𝑃/2, а из (17) 𝑏 = 𝛾−1𝑒𝑃/2. Наконец, из (22)
и (23) получаем

𝑢 = 𝛾𝑒𝑃/2
(︁1
2
𝑃𝑦𝑡+

1

2
𝑃𝑧𝑥+𝐷

)︁
, 𝑣 = 𝛾𝑒𝑃/2

(︁1
2
𝑃𝑧𝑡−

1

2
𝑃𝑦𝑥+ 𝐸

)︁
.

Произвол решения случая II1 почти такой же, как и в случае I: 𝑃 (𝑦, 𝑧)—
произвольная гармоническая функция, 𝐷(𝑦, 𝑧) и 𝐸(𝑦, 𝑧)— сопряженные гар-
монические функции и одна константа 𝛾 > 0. Однако тензор Римана для
случая II1 нулевой, то есть эрмитова метрика (7) — плоская. При нулевом
тензоре Римана автодуальность не отличается от антиавтодуальности.

Случай II2, 𝛽 > 0. Из (32) и (30) можно явно выразить гармонические
функции 𝑃, 𝑄 и 𝑆 через гармонические функции 𝐷 и 𝐸:

𝑒𝑃 =
(𝐷𝑦 + 𝐸𝑧)

2 + (𝐷𝑧 − 𝐸𝑦)
2

𝛽
, 𝑄 = 𝑒−𝑃 (𝐷𝑦 + 𝐸𝑧), 𝑆 = 𝑒−𝑃 (𝐷𝑧 − 𝐸𝑦),

причем из этих формул и из гармоничности 𝐷 и 𝐸 вытекает гармоничность
𝑃, 𝑄 и 𝑆. Функция 𝐹 тоже выражается через 𝐷 и 𝐸 из формул (28) одной
квадратурой с точностью до константы интегрирования 𝛾. Таким образом, в
случае II2 произвол решения определяется двумя не связанными между собой
несопряженными гармоническими функциями 𝐷 и 𝐸 и двумя константами
𝛽 и 𝛾, а само решение использует лишь одну квадратуру. Из (25) и (17)
вычисляются 𝑎 и 𝑏:

𝑎−4 =
𝛽2(𝐹 − 2(𝐸𝑧 +𝐷𝑦)𝑡+ 2(𝐸𝑦 −𝐷𝑧)𝑥)

((𝐷𝑦 + 𝐸𝑧)2 + (𝐷𝑧 − 𝐸𝑦)2)2
, 𝑏 =

(𝐷𝑦 + 𝐸𝑧)
2 + (𝐷𝑧 − 𝐸𝑦)

2

𝛽𝑎
.

Из (23) получаются 𝑢 и 𝑣:

𝑢 =
(︁1
2
𝑃𝑦𝑡+

1

2
𝑃𝑧𝑥+𝐷

)︁
𝑎, 𝑣 =

(︁1
2
𝑃𝑧𝑡−

1

2
𝑃𝑦𝑥+ 𝐸

)︁
𝑎.

3. Антиавтодуальный случай, 𝜖 = −1. Уравнения (14) выполняются
тождественно, а уравнения (15) дают

𝑏𝑧
𝑏
+
𝑎𝑧
𝑎

= 0,
𝑏𝑦
𝑏
+
𝑎𝑦
𝑎

= 0.

Вместе с (12) это эквивалентно 𝑎𝑏 = 𝐶 = const.Перенормировкой переменных
𝑦 и 𝑧 можно добиться равенства 𝐶 = 1, так что считаем 𝑏 = 𝑎−1. Остались 4
уравнения: (13) и (11)1,2. Положим

𝑢𝑎 ≡ 𝑈, 𝑣𝑎 ≡ 𝑉, 𝑎2 ≡ 𝐴.
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Тогда уравнения (13) принимают вид

𝑈𝑥 + �̇� = 𝐴𝑧, �̇� − 𝑉𝑥 = 𝐴𝑦, (34)

а (11)1,2 становятся такими:

𝑈𝑦 + 𝑉𝑧 =
(︁𝑉 2 + 𝑈2 + 1

𝐴

)︁
, 𝑈𝑧 − 𝑉𝑦 =

(︁𝑉 2 + 𝑈2 + 1

𝐴

)︁

𝑥
. (35)

Итак, все уравнения антиавтодуальности свелись к 4 уравнениям в част-
ных производных 1-го порядка (34) и (35) на 3 функции: 𝑈, 𝑉 и 𝐴 от всех
четырех переменных. Можно исключить правые части как из уравнений (34),
так и из уравнений (35). Это приводит к одному и тому же условию

𝑈𝑥𝑦 − �̇�𝑧 + �̇�𝑦 + 𝑉𝑥𝑧 = 0.

Нам не удалось найти общее решение системы (34), (35). Но можно получить
частное решение в элементарных функциях, если наложить дополнительное
условие 𝐴 = 𝑈. Тогда уравнения (34) и (35) запишутся в виде

𝑉𝑥 = �̇� − 𝑈𝑦, �̇� = 𝑈𝑧 − 𝑈𝑥, (36)

𝑉𝑦 = 𝑈𝑧 − 𝑈𝑥 +
2𝑉 (𝑈𝑦 − �̇�)

𝑈
+
𝑈𝑥(𝑉

2 + 1)

𝑈2
, (37)

𝑉𝑧 = �̇� − 𝑈𝑦 +
2𝑉 (𝑈𝑧 − 𝑈𝑥)

𝑈
− �̇�(𝑉 2 + 1)

𝑈2
. (38)

Система уравнений (36)ҫ(38) все еще достаточно сложная. Но структу-
ра этих уравнений подсказывает, какие необходимо еще ввести ограничения,
чтобы получить легко интегрируемые уравнения. Положим дополнительно

𝑈𝑦 − �̇� = 0, 𝑈𝑧 − 𝑈𝑥 = 0. (39)

Тогда в силу (36) функция 𝑉 не будет зависеть от 𝑡 и 𝑥, а уравнения (37)
и (38) запишутся в виде

𝑉𝑦
𝑉 2 + 1

=
𝑈𝑥

𝑈2
,

𝑉𝑧
𝑉 2 + 1

= − �̇�

𝑈2
.

Так как левые части не зависят от 𝑡 и 𝑥, находим

𝑈 =
𝑉 2 + 1

𝑡𝑉𝑧 − 𝑥𝑉𝑦 + 𝑓
,

где 𝑓(𝑦, 𝑧)— произвольная функция. Подставим это в уравнения (39) и полу-
чим 5 уравнений:

𝑉𝑦𝑧(𝑉
2 + 1) = 2𝑉 𝑉𝑦𝑉𝑧, 2𝑉 𝑉 2

𝑦 = 𝑉𝑦𝑦(𝑉
2 + 1), 2𝑉 𝑉 2

𝑧 = 𝑉𝑧𝑧(𝑉
2 + 1),

(𝑉 2 + 1)(𝑓𝑦 − 𝑉𝑧) = 2𝑉 𝑉𝑦𝑓, (𝑉 2 + 1)(𝑓𝑧 + 𝑉𝑦) = 2𝑉 𝑉𝑧𝑓.
(40)

626



Эрмитовы метрики с (анти)автодуальным тензором Римана

Из (40)1,2,3 сначала находим

𝑉𝑦 = 𝐶1(𝑉
2 + 1), 𝑉𝑧 = 𝐶2(𝑉

2 + 1), 𝐶1, 𝐶2 = const,

а затем и
𝑉 = tg(𝐶1𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐶3), 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 = const.

Оставшиеся два уравнения (40)4,5 позволяют найти

𝑓 =
𝐶2𝑦 − 𝐶1𝑧 + 𝐶4

cos2(𝐶1𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐶3)
, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 = const.

Параметры метрики (7) таковы:

𝑎 = 𝑢 =
1√︀

𝐶2(𝑡+ 𝑦)− 𝐶1(𝑥+ 𝑧) + 𝐶4

, 𝑏 = 𝑎−1,

𝑣 = 𝑎−1 tg(𝐶1𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐶3), 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 = const.

Другое частное решение системы уравнений (34), (35) получается при

𝑉 = 𝛾𝑈, 𝑈𝑥 = �̇� = 0, 𝛾 = const.

Решение для этого случая таково:

𝑎 =
1√

𝐶1𝑡+ 𝐶2𝑥+ 𝐶3
, 𝑏 = 𝑎−1, 𝑣 = 𝛾𝑢,

𝑢 =
1

𝑎
√︀
1 + 𝛾2

tg
(𝐶1 − 𝐶2𝛾)𝑦 + (𝐶1𝛾 + 𝐶2)𝑧 + 𝐶4√︀

1 + 𝛾2
, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 = const.

4. Связь с кэлеровыми метриками. Известно, что в размерности 4
многообразие гиперкэлерово тогда и только тогда, когда оно эйнштейново и
антиавтодуально [2, гл. 9]. С другой стороны, справедливо следующее утвер-
ждение: риманово 4-многообразие гиперкэлерово тогда и только тогда, когда
оно кэлерово и Риччи-плоско [1, разд. 14.22]. Следовательно, все наши антиав-
тодуальные решения дают гиперкэлерову метрику, а автодуальные решения
дают кэлерову метрику только в плоском случае, то есть это решения II1.

В данном разделе мы найдем явный вид всех параллельных относительно
метрики (7) комплексных структур, сохраняющих эту метрику (в случае ду-
альности связности Леви—Чивита). Во введении мы отмечали, что комплекс-
ная структура (8) сохраняет метрику (7). Найдем условие ее параллельности.
Матрица (8) задана в голономном базисе (𝑑𝑡, 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧), а 1-формы связно-
сти Леви—Чивита подсчитаны в неголономном базисе (1). Из (10) видно, что
матрица перехода от голономного базиса к неголономному такова:

𝑃 =

⎛
⎜⎝

𝑎 0 𝑢 𝑣
0 𝑎 −𝑣 𝑢
0 0 𝑏 0
0 0 0 𝑏

⎞
⎟⎠ . (41)
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Оказывается, что в неголономном базисе матрица (8) сохраняет свой вид:

𝑃𝐼𝑃−1 = 𝐼.

Чтобы метрика (7) была кэлеровой, оператор 𝐼 должен быть параллелен
относительно метрики (7), то есть его ковариантный дифференциал должен
быть равен нулю (𝐷𝐼 = 0). Ввиду постоянства компонент матрицы 𝐼 это
равенство равносильно перестановочности матрицы 𝐼 и матрицы связности
Леви—Чивита (2) Ω:

𝐼Ω = Ω𝐼. (42)

Последнее равенство равносильно равенствам

𝜔3
1 = 𝜔4

2, 𝜔4
1 = −𝜔3

2.

Сравнивая эти равенства с условиями дуальности (3) связности, заключаем,
что оператор 𝐼 параллелен в антиавтодуальном случае (при 𝜖 = −1).

Если почти комплексная структура 𝐶, заданная в неголономном базисе
𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4, сохраняет квадратичную форму (1), то должны выполняться
два условия:

𝐶2 = −𝐸, 𝐶⊤𝐶 = 𝐸,

где 𝐸 — единичная матрица 4-го порядка. Отсюда 𝐶⊤ = −𝐶. Иначе говоря,
матрица 𝐶 ортогональная и кососимметричная. Запишем подробно условия
ортогональности кососимметричной матрицы 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗):

(𝑐12)
2 + (𝑐13)

2 + (𝑐14)
2 = 1, (𝑐12)

2 + (𝑐23)
2 + (𝑐24)

2 = 1,

(𝑐13)
2 + (𝑐23)

2 + (𝑐34)
2 = 1, (𝑐14)

2 + (𝑐24)
2 + (𝑐34)

2 = 1,
𝑐13𝑐23 + 𝑐14𝑐24 = 0, 𝑐12𝑐23 − 𝑐14𝑐34 = 0,
𝑐12𝑐24 + 𝑐13𝑐34 = 0, 𝑐12𝑐13 + 𝑐24𝑐34 = 0,
𝑐12𝑐14 − 𝑐23𝑐34 = 0, 𝑐13𝑐14 + 𝑐23𝑐24 = 0.

(43)

Предполагая, что 𝑐14 и 𝑐23 не равны нулю, исключим 𝑐12 из уравнений (43)6,9:

𝑐34
(︀
(𝑐14)

2 − (𝑐23)
2
)︀
= 0.

Отсюда возможны три случая:
1) 𝑐14 = 𝑐23; остальные равенства (43) дают

(𝑐12)
2 + (𝑐13)

2 + (𝑐14)
2 = 1, 𝑐13 = −𝑐24, 𝑐12 = 𝑐34; (44)

2) 𝑐14 = −𝑐23; остальные равенства (43) сводятся к

(𝑐12)
2 + (𝑐13)

2 + (𝑐14)
2 = 1, 𝑐13 = 𝑐24, 𝑐12 = −𝑐34; (45)

3) 𝑐34 = 0; в этом случае условия (43) приводят либо к случаю 1), либо
к случаю 2), поэтому случай 3) не дает новых решений системы (43).
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Мы получили решения (44) и (45) в предположении, что 𝑐14 и 𝑐23 не равны
нулю. Легко убедиться, что и при равенстве нулю 𝑐14 или 𝑐23 формулы (44)
и (45) остаются верными, то есть они дают общее решение системы (43).

В случае 1) в силу (44) имеем

𝐶 = 𝑐12𝐼 + 𝑐13𝐽 + 𝑐14𝐾, (𝑐12)
2 + (𝑐13)

2 + (𝑐14)
2 = 1, (46)

где

𝐽 =

⎛
⎜⎝

0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

⎞
⎟⎠ , 𝐾 = 𝐽𝐼 =

⎛
⎜⎝

0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

⎞
⎟⎠ .

В случае 2) в силу (45) получаем

𝐶 = 𝑐12𝑁 + 𝑐13𝑀 + 𝑐14𝑄, (𝑐12)
2 + (𝑐13)

2 + (𝑐14)
2 = 1, (47)

где

𝑁 =

⎛
⎜⎝

0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

⎞
⎟⎠ , 𝑀 =

⎛
⎜⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

⎞
⎟⎠ ,

𝑄 = 𝑁𝑀 =

⎛
⎜⎝

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

⎞
⎟⎠ .

Условие параллельности (42) операторов 𝐽 и 𝐾 сводится к равенствам

𝜔4
1 = −𝜔3

2, 𝜔3
1 = 𝜔4

2, 𝜔2
1 = −𝜔4

3.

Эти равенства выполняются в силу условий антиавтодуальности (3) (при
𝜖 = −1). Чтобы оператор 𝐶, заданный формулой (46), был параллелен, необ-
ходимо и достаточно, чтобы коэффициенты 𝑐12, 𝑐13, 𝑐14 были константами.

Операторы 𝑀 , 𝑁 и 𝑄 параллельны только при выполнении условий ав-
тодуальности (3) (при 𝜖 = 1). Чтобы оператор 𝐶, заданный формулой (47),
был параллелен, необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты 𝑐12, 𝑐13, 𝑐14
были константами.

Возвращение оператора 𝐶 к голономному базису по формуле 𝑃−1𝐶𝑃 дает
операторы почти комплексной структуры в голономном базисе, сохраняющие
метрику (7) и параллельные относительно этой метрики как в случае (46),
так и в случае (47). Однако для автодуального случая операторов (47) это
дает противоречие с утверждением, сформулированным в начале настоящего
раздела, которое требует эйнштейновости и антиавтодуальности.

Для снятия этого противоречия рассмотрим оператор 𝑇 перестановки эле-
ментов 𝜔2 и 𝜔3 неголономного канонического базиса. Он имеет вид

𝑇 =

⎛
⎜⎝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎠ , 𝑇 2 = 𝐸.
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Легко проверить справедливость формул

𝑇𝑁𝑇 = 𝐽, 𝑇𝑀𝑇 = 𝐼, 𝑇𝑄𝑇 = 𝐾.

Следовательно, операторы (47) переходят в (46) и наоборот. Перестановка
двух элементов базиса меняет ориентацию многообразия (но не меняет квад-
ратичную форму (1)), а смена ориентации меняет знак оператора Ходжа
(см. [8]). При этом понятия автодуальности и антиавтодуальности меняются
местами. Заметим, что определитель матрицы перехода (41) от голономного
базиса к неголономному положительный, поэтому виды дуальности в базисах
𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4 и 𝑑𝑡, 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧 совпадают.

Итак, (46) — это общий вид операторов почти комплексной структуры,
параллельных и сохраняющих метрику (7), для одной ориентации многооб-
разия, а формула (47) — для другой ориентации.

На самом деле начальное утверждение этого раздела по умолчанию пред-
полагает следующую формулировку: в размерности 4 многообразие с задан-
ной ориентацией гиперкэлерово тогда и только тогда, когда оно эйнштей-
ново и антиавтодуально. В этом случае никаких противоречий с нашими
результатами нет. Из известного утверждения, сформулированного в конце
введения, следует, что все операторы (46) и (47) — без кручения.

Приведенный в данном разделе анализ показывает, что формулы (46)
и (47) дают (в неголономном каноническом базисе) все почти комплексные
структуры, сохраняющие произвольную положительно определенную метри-
ку (1). Однако у произвольной метрики коэффициенты 𝑐12, 𝑐13 и 𝑐14 будут
не константами, а функциями от точки многообразия с условием (𝑐12)

2 +
+ (𝑐13)

2 + (𝑐14)
2 = 1. Среди этих структур может не найтись структур с ну-

левым кручением. Поэтому такая метрика не обязана быть эрмитовой. Тем
не менее всякую положительно определенную метрику можно считать почти
эрмитовой.

Заключение. В данной статье мы исследовали положительно определен-
ную эрмитову 4-метрику (7). Нас интересовал вопрос нахождения условий
на коэффициенты этой метрики 𝑎, 𝑏, 𝑢, 𝑣, при которых ее тензор Римана
является дуальным (автодуальным или антиавтодуальным). Всякая метри-
ка с дуальным тензором Римана имеет нулевой тензор Риччи 𝑅𝑖𝑗 = 0, то
есть удовлетворяет вакуумным уравнениям Эйнштейна, поэтому данный во-
прос имеет не только геометрический интерес. Решить задачу нахождения
условий дуальности тензора Римана напрямую не представляется возмож-
ным, потому что компоненты тензора Римана, выражающиеся через частные
производные 2-го порядка от функций 𝑎, 𝑏, 𝑢, 𝑣, оказываются очень гро-
моздкими. Поэтому мы воспользовались методом, который заменяет очень
сложные условия дуальности на значительно более простую систему диффе-
ренциальных уравнений в частных производных 1-го порядка, а именно —
на требование дуальности связности. Уравнения дуальности тензора Рима-
на являются следствием этой системы, но в общем случае не равносильны
ей. Поэтому, хотя нами и найдено общее решение уравнений автодуальности
связности, мы не можем утверждать, что получили все эрмитовы метрики
с автодуальным тензором Римана. Тем не менее, решая проблему дуальности
тензора Римана для эрмитовой метрики, мы получили 5 новых решений ва-
куумных уравнений Эйнштейна в квадратурах или в явном виде. Все наши
антиавтодуальные решения дают гиперкэлеровы метрики, в то время как ав-

630



Эрмитовы метрики с (анти)автодуальным тензором Римана

тодуальные решения приводят к гиперкэлеровой метрике только в плоском
случае, когда тензор Римана равен нулю.
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Аннотация

Изучается последовательность дифференциальных операторов высо-
кого четного порядка, потенциалы которых сходятся к дельта-функции
Дирака. Рассматривается один из видов разделённых граничных усло-
вий. В точках разрыва потенциала необходимо изучить условия склей-
ки для корректного определения решений соответствующих дифферен-
циальных уравнений. При больших значениях спектрального парамет-
ра методом Наймарка выписаны асимптотические решения дифферен-
циальных уравнений. Изучены условия склейки, исследованы гранич-
ные условия, выведено уравнение на собственные значения рассмат-
риваемого дифференциального оператора. Методом последовательных
приближений найдена асимптотика спектра изучаемых дифференци-
альных операторов, предел которой задаёт спектр оператора с потен-
циалом дельта-функцией.
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Об асимптотике спектра дифференциального оператора четного порядка . . .

Введение и исторический обзор. Дифференциальный оператор, по-
тенциалом которого является дельта-функция, можно рассматривать как пре-
дел последовательности операторов с кусочно-гладкими потенциалами. Раз-
витие спектральной теории дифференциальных операторов идет в сторону
уменьшения гладкости коэффициентов дифференциальных уравнений, зада-
ющих эти операторы. Различные вопросы спектральной теории операторов
второго порядка с негладкими коэффициентами (с кусочно-гладкими потен-
циалами либо кусочно-гладкой весовой функцией) были рассмотрены в ра-
ботах [1ҫ5].

В работе [6] были найдены асимптотики собственных значений дифферен-
циальных операторов второго порядка с суммируемым потенциалом. В рабо-
тах [7ҫ9] были изучены спектральные свойства операторов четвертого, ше-
стого и выше порядков с разделенными граничными условиями, а в работе
[10] — с неразделенными граничными условиями с суммируемым на отрезке
потенциалом.

В работах [11ҫ13] рассматривались различные операторы второго поряд-
ка с сингулярными потенциалами, в том числе и операторы с потенциалом
дельта-функцией. Необходимость изучения операторов, потенциалом кото-
рых является дельта-функция Дирака, следует из богатства их физических
приложений, примеры которых изложены в работах [14ҫ18].

Во всех этих работах рассматривались операторы второго порядка. Опе-
раторы порядка выше второго, потенциалами которых является дельта-функ-
ция, до сих пор не изучались.

1. Постановка задачи. Изучим дифференциальный оператор с кусочно-
гладкими коэффициентами, задаваемый на отрезке [0;𝜋] дифференциальны-
ми уравнениями

𝑦
(8)
1 (𝑥) + 𝑞1(𝑥)𝑦1(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦1(𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑥1𝑛; (1)

𝑦
(8)
2 (𝑥) + 𝑞2(𝑥)𝑦2(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦2(𝑥), 𝑥1𝑛 6 𝑥 6 𝑥0; (2)

𝑦
(8)
3 (𝑥) + 𝑞3(𝑥)𝑦3(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦3(𝑥), 𝑥0 < 𝑥 6 𝑥2𝑛; (3)

𝑦
(8)
4 (𝑥) + 𝑞4(𝑥)𝑦4(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦4(𝑥), 𝑥2𝑛 < 𝑥 6 𝜋, (4)

где 𝜆 ∈ C— спектральный параметр; 𝜌(𝑥) = 𝑎8 — весовая функция, 𝑎 > 0;
𝑄𝑛(𝑥) = 𝑞1(𝑥)∨ 𝑞2(𝑥)∨ 𝑞3(𝑥)∨ 𝑞4(𝑥)— потенциал, на который накладываются
следующие условия:

𝑞1(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑥1𝑛]; 𝑞4(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (𝑥2𝑛, 𝜋];

𝑥1𝑛 = 𝑥0 −
𝑘0
𝑛
, 𝑘0 > 0; 𝑥2𝑛 = 𝑥0 +

𝑚0

𝑛
, 𝑚0 > 0;

𝑞2(𝑥) ∈ 𝐶7[𝑥1𝑛;𝑥0]; 𝑞3(𝑥) ∈ 𝐶7(𝑥0, 𝑥2𝑛];

lim
𝑥→𝑥1𝑛+0

𝑞2(𝑥) = 0; lim
𝑥→𝑥0−0

𝑞2(𝑥) = +∞;

lim
𝑥→𝑥0+0

𝑞3(𝑥) = +∞; lim
𝑥→𝑥2𝑛−0

𝑞3(𝑥) = 0;
∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐻1𝑛;

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐻2𝑛; 𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛 = 1.

(5)
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В точках 𝑥1𝑛, 𝑥0, 𝑥2𝑛 разрыва коэффициентов потребуем выполнения следу-
ющих условий склейки:

𝑦1(𝑥1𝑛− 0) = 𝑦2(𝑥1𝑛+0); 𝑦
(𝑚)
1 (𝑥1𝑛− 0) = 𝑦

(𝑚)
2 (𝑥1𝑛+0), 𝑚=1, 2, . . . , 7; (6)

𝑦2(𝑥0 − 0) = 𝑦3(𝑥0 + 0); 𝑦
(𝑚)
2 (𝑥0 − 0) = 𝑦

(𝑚)
3 (𝑥0 + 0), 𝑚=1, 2, . . . , 7; (7)

𝑦3(𝑥2𝑛− 0) = 𝑦4(𝑥2𝑛+0); 𝑦
(𝑚)
3 (𝑥2𝑛− 0) = 𝑦

(𝑚)
4 (𝑥2𝑛+0), 𝑚=1, 2, . . . , 7. (8)

Будем рассматривать граничные условия вида

𝑦
(𝑚1)
1 (0) = 𝑦

(𝑚2)
1 (0) = · · · = 𝑦

(𝑚6)
1 (0) = 𝑦

(𝑛1)
4 (𝜋) = 𝑦

(𝑛2)
4 (𝜋) = 0,

𝑚1 < 𝑚2 < · · · < 𝑚6, 𝑛1 < 𝑛2; 𝑚𝑘, 𝑛1, 𝑛2 ∈ {0, 1, 2, . . . , 7}, 𝑘 = 1, 2, . . . , 6.
(9)

Из условий (5) следует, что потенциал 𝑄𝑛(𝑥) удовлетворяет следующим
условиям:

lim
𝑛→+∞

𝑄𝑛(𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑥0) =

⎡
⎣

0, 𝑥 ∈ [0;𝑥0);
+∞, 𝑥 = 𝑥0;
0, 𝑥 ∈ (𝑥0;𝜋],∫︁ 𝜋

0
𝑄𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

0
𝛿(𝑥− 𝑥0)𝑑𝑥 = 𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛 = 1.

Поэтому мы фактически изучим асимптотику спектра оператора, задаваемо-
го дифференциальным уравнением

𝑦(8)(𝑥) + 𝛿(𝑥− 𝑥0)𝑦(𝑥) = 𝜆𝑎8𝑦(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝜋, 𝑎 > 0,

с граничными условиями (9).

2. Асимптотика решений дифференциальных уравнений (1)ҫ(4)
при больших значениях спектрального параметра 𝜆. Пусть 𝜆 = 𝑠8,
𝑠 = 8

√
𝜆, при этом для корректности дальнейших вычислений зафиксируем

ту ветвь арифметического корня восьмой степени, для которой 8
√
1 = +1.

Обозначим через 𝜔𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) различные корни восьмой степени из
единицы:

𝜔8
𝑘 = 1; 𝜔𝑘 = 𝑒

2𝜋𝑖
8

(𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝜔1 = 1, 𝜔2 = 𝑒
2𝜋𝑖
8 =

√
2

2
+

√
2𝑖

2
= 𝑧 ̸= 0;

𝜔3 = 𝜔2
2 = 𝑒

4𝜋𝑖
8 = 𝑖, 𝜔4 = −

√
2

2
+

√
2𝑖

2
,

𝜔5 = −1, 𝜔6 = −
√
2

2
−

√
2𝑖

2
= �̄�4,

𝜔7 = −𝑖 = �̄�3, 𝜔8 =

√
2

2
−

√
2𝑖

2
= �̄�2;

𝜔𝑚 = 𝑧𝑚−1, 𝑚 = 1, 2, . . . , 8.

(10)
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Числа 𝜔𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из (10) делят единичную окружность на восемь
равных частей и для них справедливы следующие свойства:

8∑︁

𝑘=1

𝜔𝑚
𝑘 = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

8∑︁

𝑘=1

𝜔𝑚
𝑘 = 8, 𝑚 = 0,𝑚 = 8; (11)

7∑︁

𝑘=0

𝜔𝑘
𝑚 = 0, 𝑚 = 2, 3, . . . , 8;

7∑︁

𝑘=0

𝜔𝑘
𝑚 = 8, 𝑚 = 1. (12)

Аналогично монографии [19, гл. 2] устанавливаются следующие утвер-
ждения.

Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) (𝑞1(𝑥) = 0
при 𝑥 ∈ [0;𝑥1𝑛)) имеет вид

𝑦1(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
1 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7,

(13)

где 𝐶1𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, 𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥,
𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(14)

Теорема 2. Общее решение дифференциального уравнения (2) представ-
ляется в виде

𝑦2(𝑥, 𝑠) =

8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
2 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑥1𝑛 6 𝑥 6 𝑥0, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7,

(15)

где 𝐶2𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, при этом для фундамен-
тальной системы решений {𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 справедливы следующие асимпто-
тические формулы и оценки:

𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥)

𝑠7
+
𝐴0

8(𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

(16)

𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥)

𝑠7
+
𝐴𝑚

8 (𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

(17)

𝐴7(𝑥) = − 1

8𝑎7

∫︁ 𝑥

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡; 𝐴7(𝑥1𝑛) = 0; 𝐴′
7(𝑥) = −𝑞2(𝑥)

8𝑎7
; (18)
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𝐴0
8(𝑥) =

7𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
; 𝐴0

8(𝑥1𝑛) = 0; 𝐴1
8(𝑥) =

5𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
;

𝐴𝑚
8 (𝑥) =

(7− 2𝑚)𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 7;

𝐴7
8(𝑥) =

−7𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1𝑛)

16𝑎8
;

(19)

7∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥) =

7∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥1𝑛) =

7∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥0) = 𝐷8 =

−7𝑞2(𝑥1𝑛)

2𝑎8
. (20)

Теорема 3. Общее решение дифференциального уравнения (3) имеет вид

𝑦3(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
3 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7, 𝑥0 < 𝑥 6 𝑥2𝑛,

(21)

где 𝐶3𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑦3𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

(22)

𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵𝑚

8 (𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︁𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

(23)

𝐵7(𝑥) = − 1

8𝑎7

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡; 𝐵7(𝑥0) = 0; 𝐵′
7(𝑥) = −𝑞3(𝑥)

8𝑎7
; (24)

𝐵0
8(𝑥) =

7𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
; 𝐵0

8(𝑥0) = 0; 𝐵1
8(𝑥) =

5𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
;

𝐵𝑚
8 (𝑥) =

(7− 2𝑚)𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 7;

𝐵7
8(𝑥) =

−7𝑞3(𝑥)− 7𝑞3(𝑥0)

16𝑎8
;

(25)

7∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥) =

7∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥2𝑛) = 𝐸8 =

−7𝑞3(𝑥0)

2𝑎8
. (26)

Теорема 4. Общее решение дифференциального уравнения (4) (𝑞4(𝑥) = 0
при 𝑥 ∈ (𝑥2𝑛;𝜋)) представляется в виде

𝑦4(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘𝑦4𝑘(𝑥, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
4 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘𝑦
(𝑚)
4𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7,

(27)

638



Об асимптотике спектра дифференциального оператора четного порядка . . .

где 𝐶4𝑘 — произвольные постоянные, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑦4𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, 𝑦
(𝑚)
4𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎𝜔𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥,
𝑘 = 1, 2, . . . , 8, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(28)

Обозначим через Δ00 — определитель Вандермонда чисел 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔8

из (10)ҫ(12):

Δ00 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

1 1 1 . . . 1 1
𝜔1 𝜔2 𝜔3 . . . 𝜔7 𝜔8

𝜔2
1 𝜔2

2 𝜔2
3 . . . 𝜔2

7 𝜔2
8

. . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔7
1 𝜔7

2 𝜔7
3 . . . 𝜔7

7 𝜔7
8

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
=

∏︁

𝑘>𝑚;
𝑘,𝑚=1,2,...,8

(𝜔𝑘 − 𝜔𝑚) ̸= 0. (29)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть (𝛿𝑚𝑘) (𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8)— матрица алгебраических
миноров к элементам 𝑏𝑚𝑘 (𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8) определителя Δ00 из (29). Тогда

(𝛿𝑚𝑘) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝛿11 𝛿12 . . . 𝛿18
𝛿21 𝛿22 . . . 𝛿28
. . . . . . . . . . .
𝛿71 𝛿72 . . . 𝛿78
𝛿81 𝛿82 . . . 𝛿88

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

=
Δ00

8

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 1 −1 . . . 1 −1
−𝜔−1

1 𝜔−1
2 −𝜔−1

3 𝜔−1
4 . . . −𝜔−1

7 𝜔−1
8

𝜔−2
1 −𝜔−2

2 𝜔−2
3 −𝜔−2

4 . . . 𝜔−2
7 −𝜔−2

8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔−6
1 −𝜔−6

2 𝜔−6
3 −𝜔−6

4 . . . 𝜔−6
7 −𝜔−6

8

−𝜔−7
1 𝜔−7

2 −𝜔−7
3 𝜔−7

4 . . . −𝜔−7
7 𝜔−7

8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (30)

Доказательство теоремы 5 можно найти в работе [20].

3. Изучение условий склейки (8). С помощью формул (21) и (27) из
условий склейки (8) получим следующую систему уравнений:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦4(𝑥2𝑛 + 0, 𝑠)
(8)
= 𝑦3(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘𝑦4𝑘(𝑥2𝑛 + 0, 𝑠) =

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
4 (𝑥2𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(8)
=
𝑦
(𝑚)
3 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘
𝑦
(𝑚)
4𝑘 (𝑥2𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
=

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(31)
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Из метода Крамера следует, что решение системы (31) имеет следующий
вид:

𝐶41 =
Δ41

Δ04(𝑠) ̸= 0
, 𝐶42 =

Δ42

Δ04(𝑠) ̸= 0
, . . . , 𝐶48 =

Δ48

Δ04(𝑠) ̸= 0
; (32)

Δ04(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑦41(𝑥, 𝑠) 𝑦42(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦48(𝑥, 𝑠)

𝑦′41(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

𝑦′42(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

. . .
𝑦′48(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
41 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
42 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
48 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥2𝑛+0

=

=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑒𝑎𝜔1𝑠𝑥 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝑥 . . . 𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥

𝜔1𝑒
𝑎𝜔1𝑠𝑥 𝜔2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥 . . . 𝜔8𝑒
𝑎𝜔8𝑠𝑥

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔7
1𝑒

𝑎𝜔1𝑠𝑥 𝜔7
2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥 . . . 𝜔7
8𝑒

𝑎𝜔8𝑠𝑥

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
=

= 𝑒𝑎(𝜔1+𝜔2+···+𝜔8)𝑠𝑥Δ00
(11)
= 𝑒0Δ00 = Δ00 ̸= 0. (33)

Определители Δ4𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из формулы (32) получаются из опре-
делителя Δ04(𝑠) из (33) заменой 𝑘-го столбца на столбец

(︂ 8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
· · ·

8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

)︂⊤
.

(34)
Таким образом, из (32)ҫ(34) следует, что определитель Δ41 выписывается

в следующем виде:

Δ41 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔8𝑒
𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8∑︀

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
2𝑒

𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔7
8𝑒

𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

=

= 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛(. . . )𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘Δ41𝑘 =

= 𝐶31Δ411 + 𝐶32Δ412 + · · ·+ 𝐶38Δ418; (35)
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Δ41𝑘
(11)
= 𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 1 . . . 1

𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔2 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
2 . . . 𝜔7

8

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

(22),(23)
=

= 𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

1 ·
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
1 . . . 1

𝜔𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔2 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔7
2 . . . 𝜔7

8

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8. (36)

Аналогичным образом из (32)ҫ(34) имеем

Δ42 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑒𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

𝜔1𝑒
𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔3𝑒

𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔8𝑒
𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
1𝑒

𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛

8∑︀
𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
3𝑒

𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛 . . . 𝜔7
8𝑒

𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

=

= 𝑒𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔3𝑠𝑥2𝑛(. . . )𝑒𝑎𝜔8𝑠𝑥2𝑛

8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘Δ42𝑘 =

= 𝐶31Δ421 + 𝐶32Δ422 + · · ·+ 𝐶38Δ428; (37)

Δ42𝑘=𝑒
−𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

1 𝑦3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠) 1 . . . 1

𝜔1
𝑦′3𝑘(𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
1

𝑦
(7)
3𝑘 (𝑥2𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

=

= 𝑒−𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

1 1 ·
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
1 . . . 1

𝜔1 𝜔𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
1 𝜔7

𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥2𝑛)

𝑠8
+ . . .

]︁
𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8. (38)
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Разложим определитель Δ41𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из формулы (36) по перво-
му столбцу на сумму определителей, применим формулы (30) из теоремы 5
и получим

Δ41𝑘 = 𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

[︁
Δ41𝑘,0 +

Δ41𝑘,7

𝑠7
+

Δ41𝑘,8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;
(39)

Δ41𝑘,0 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

1 1 1 . . . 1
𝜔𝑘 𝜔2 𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . .
𝜔7
𝑘 𝜔7

2 𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
=

[︂
Δ00, 𝑘 = 1;
0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,

(40)

Δ41𝑘,7 = 𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)Δ41𝑘,0 =

[︂
Δ00𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛), 𝑘 = 1;

0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,
(41)

Δ41𝑘,8=𝐵
0
8(𝑥2𝑛)𝛿11−𝐵1

8(𝑥2𝑛)𝜔𝑘𝛿21+𝐵
2
8(𝑥2𝑛)𝜔

2
𝑘𝛿31− · · · −𝐵7

8(𝑥2𝑛)𝜔
7
𝑘𝛿81

(30)
=

=
Δ00

8

[︁
𝐵0

8(𝑥2𝑛) · 1+𝐵1
8(𝑥2𝑛)

𝜔𝑘

𝜔1
+𝐵2

8(𝑥2𝑛)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁2
+ · · ·+𝐵7

8(𝑥2𝑛)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁7]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8.

(42)

Подставляя в формулу (42) 𝑘 = 1, находим

Δ411,8 =
Δ00

8

7∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥2𝑛)

(26)
=

Δ00

8
𝐸8. (43)

Используя формулы (25), (26), из формулы (42) при 𝑘 = 2, 3, . . . , 8 полу-
чаем

Δ41𝑘,8 =
Δ00

8

1

16𝑎8

[︁
(−7)𝑞3(𝑥0)

7∑︁

𝑛=0

(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑛
+

+ 𝑞3(𝑥2𝑛)

7∑︁

𝑚=0

(7− 2𝑚)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑚]︁
= Δ00𝑉𝑘,

𝑉𝑘 =
𝑞3(𝑥2𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
, 𝐺𝑘 =

7∑︁

𝑚=0

(7− 2𝑚)
(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑚
, 𝑚 = 2, 3, . . . , 8, (44)

так как
∑︀7

𝑛=0(
𝜔𝑘

𝜔1
)𝑛 = 0 в силу формул (10)ҫ(12). При этом

𝐺5 = 8 = 7 + 5𝜔5 + 3𝜔2
5 + 𝜔3

5 − 𝜔4
5 − 3𝜔5

5 − 7𝜔7
5, 𝜔5

(10)
= −1 = −𝜔1. (45)

Вычисляя аналогичным образом определители Δ42 и Δ42𝑘 из (37), (38),
находим

Δ42𝑘 = 𝑒−𝑎𝜔2𝑠𝑥2𝑛𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥2𝑛

[︁
Δ42𝑘,0 +

Δ42𝑘,7

𝑠7
+

Δ42𝑘,8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;
(46)
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Δ42𝑘,0 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

1 1 1 . . . 1
𝜔1 𝜔𝑘 𝜔3 . . . 𝜔8

. . . . . . . . . . . . .
𝜔7
1 𝜔7

𝑘 𝜔7
3 . . . 𝜔7

8

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
=

[︂
Δ00, 𝑘 = 2;
0, 𝑘 = 1, 3, 4, . . . , 8,

(47)

Δ42𝑘,7 = 𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)Δ42𝑘,0 =

[︂
Δ00𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛), 𝑘 = 2;

0, 𝑘 = 1, 3, 4, . . . , 8,
(48)

Δ42𝑘,8 =
7∑︁

𝑛=0

𝐵0
8(𝑥2𝑛)𝜔

𝑛
𝑘 𝛿𝑛+1,2

(30)
=

Δ00

8

7∑︁

𝑛=0

𝐵𝑛
8 (𝑥2𝑛)

(︁𝜔𝑘

𝜔2

)︁
(10)
=

=
Δ00

8

7∑︁

𝑛=0

𝐵𝑛
8 (𝑥2𝑛)

(︁𝜔𝑘−1

𝜔1

)︁𝑛
= Δ00𝑉𝑘−1, 𝑘 = 1, 3, 4, . . . , 8, (49)

Δ422,8
(49),(43)

=
Δ00

8
𝐸8. (50)

При этом 𝜔𝑘+8 = 𝜔𝑘, 𝐺𝑘+8 = 𝐺𝑘, 𝑉𝑘+8 = 𝑉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8.
Вычисляя аналогичным образом определители Δ43, Δ44, . . . , Δ48 из (32)ҫ

(34), применяя формулы (35)ҫ(50), приходим к выводу о справедливости сле-
дующей теоремы.

Теорема 6. Для определителей Δ4𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . . , 8) из (32)ҫ(34) справед-
ливы следующие формулы:

Δ4𝑛 =

8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘Δ4𝑛𝑘 = 𝐶31Δ4𝑛1 + 𝐶32Δ4𝑛2 + · · ·+ 𝐶38Δ4𝑛8. (51)

При этом элементы матрицы

Δ4𝑛𝑘 =

⎛
⎜⎝
Δ411 Δ412 . . . Δ418

Δ421 Δ422 . . . Δ428

. . . . . . . . . . . . . . .
Δ481 Δ482 . . . Δ488

⎞
⎟⎠ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,

находятся по следующим формулам:

Δ4𝑘𝑘 = 𝑒𝑎(𝜔𝑘−𝜔𝑘)𝑠𝑥2𝑛Δ00

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐸8

8𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8;
(52)

Δ4𝑘𝑚 = 𝑒𝑎(𝜔𝑚−𝜔𝑘)𝑠𝑥2𝑛Δ00

[︁
0 +

0

𝑠7
+
𝑉𝑚−𝑘+1

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑚 ̸= 𝑘; 𝑉𝑚±8 = 𝑉𝑚; 𝑘,𝑚 = 1, 2, . . . , 8,
(53)

где числа 𝑉𝑘 определены формулой (44).
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4. Изучение условий склейки (7). Применяя формулы (21) и (16), из
условий склейки (7) получаем

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦3(𝑥0 + 0, 𝑠)
(7)
= 𝑦2(𝑥0 − 0, 𝑠)⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝑦3𝑘(𝑥0 + 0, 𝑠) =

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
3 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(7)
=
𝑦
(𝑚)
2 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘
𝑦
(𝑚)
3𝑘 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
=

=

8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(54)

Из метода Крамера и общей теории свойств решений дифференциального
уравнения (3) следует, что система (54) имеет единственное решение, которое
представляется в виде

𝐶31 =
Δ31

Δ03(𝑠) ̸= 0
, 𝐶32 =

Δ32

Δ03(𝑠)
, . . . , 𝐶38 =

Δ38

Δ03(𝑠)
; (55)

Δ03(𝑠) = Δ03(𝑥, 𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑦31(𝑥, 𝑠) 𝑦32(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦38(𝑥, 𝑠)

𝑦′31(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

𝑦′32(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

. . .
𝑦′38(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
31 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
32 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
38 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥0±0

̸= 0. (56)

Так как Δ03(𝑥, 𝑠)— определитель Вронского фундаментальной системы ре-
шений {𝑦3𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 дифференциального уравнения (3), он не зависит от 𝑥
и не равен нулю. Определители Δ3𝑘(𝑠) (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) получаются из опре-
делителя Δ03(𝑥, 𝑠) из (56) заменой 𝑘-го столбца на столбец

(︂ 8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠)
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦′2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(7)
2𝑘 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

)︂⊤
.

(57)
Применяя формулы (22)ҫ(26), определитель Δ03(𝑠) из (56) можно пред-

ставить в виде

Δ03(𝑠) =

=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑣1

[︁
1 +

𝜔1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . 𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁

𝜔𝑘𝑣1

[︁
1 +

𝜔1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . 𝜔8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
𝑘𝑣1

[︁
1 +

𝜔1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁
. . . 𝜔7

8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥)

𝑠8
+ . . .

]︁

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

,

(58)
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где

𝑣𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

𝑣1𝑣2(. . . )𝑣8 = 𝑒𝑎(𝜔1+𝜔2+···+𝜔8)𝑠𝑥 = 𝑒0 = 1.

Для вычисления определителя Δ03(𝑠) из (58) вынесем из 𝑘-го столбца мно-
житель 𝑣𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥, затем разложим по столбцам на сумму определителей,
получим

Δ03(𝑠) = Δ00 +
Δ03,7(𝑠)

𝑠7
+

Δ03,8(𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
, (59)

Δ03,7(𝑠)
(29)
= 𝜔1𝐵7(𝑥)Δ00 + 𝜔2𝐵7(𝑥)Δ00 + · · ·+ 𝜔8𝐵7(𝑥)Δ00 =

= Δ00𝐵7(𝑥)

8∑︁

𝑘=1

𝜔𝑘
(12)
= 0,

(60)

Δ03,8(𝑠) = 𝐵0
8(𝑥)

8∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1 · 1 · 𝛿1𝑘 +𝐵1
8(𝑥)

8∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘𝜔𝑘𝛿2𝑘+

+𝐵2
8(𝑥)

8∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝜔2
𝑘𝛿3𝑘 + · · ·+𝐵7

8(𝑥)

8∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘𝜔7
𝑘𝛿8𝑘

(28)
=

= Δ00

7∑︁

𝑚=0

𝐵𝑚
8 (𝑥)

(26)
= Δ00𝐸8.

(61)

Поэтому из формул (59)ҫ(61) следует формула

Δ03(𝑠) = Δ00

[︁
1 +

0

𝑠7
+
𝐸8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
̸= 0, 𝐸8

(26)
=

−7𝑞3(𝑥0)

2𝑎8
. (62)

Из формул (56), (57) следует формула для вычисления определителя Δ31

из (55):

Δ31 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

8∑︀
𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠) 𝑦32(𝑥0 + 0, 𝑠) . . . 𝑦38(𝑥0 + 0, 𝑠)

8∑︀
𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦′2𝑘(𝑥0 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′32(𝑥0 + 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

𝑦′38(𝑥0 + 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8∑︀

𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(7)
2𝑘 (𝑥0 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
32 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
38 (𝑥0 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

=

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘Δ31𝑘 = 𝐶21Δ311 + 𝐶22Δ312 + · · ·+ 𝐶28Δ318. (63)

При этом, применяя формулы (58) и (16), (17), имеем
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Δ31𝑘 =

=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑣𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐴0

8(𝑥0)

𝑠8
+
]︁

. . . 𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐵0

8(𝑥0)

𝑠8
+ . . .

]︁

𝜔𝑘𝑣𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐴1

8(𝑥0)

𝑠8
+
]︁
. . . 𝜔8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐵1

8(𝑥0)

𝑠8
+ . . .

]︁

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜔7
𝑘𝑣𝑘

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐴7

8(𝑥0)

𝑠8
+
]︁
. . . 𝜔7

8𝑣8

[︁
1 +

𝜔8𝐵7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐵7

8(𝑥0)

𝑠8
+ . . .

]︁

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

,

𝑣𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥0 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝐵7(𝑥0)
(24)
= 0. (64)

Вычисляя определители Δ31𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из (64) аналогично вычис-
лению определителей Δ41𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из (36), (39)ҫ(45), получаем

Δ31𝑘 = 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝑥0𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥0

[︁
Δ31𝑘,0 +

Δ31𝑘,7

𝑠7
+

Δ31𝑘,8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 8,
(65)

Δ31𝑘,0 =

[︂
Δ00, 𝑘 = 1;
0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,

Δ31𝑘,7 =

[︂
Δ00𝜔1𝐴7(𝑥0), 𝑘 = 1;

0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8,

(66)

Δ311,8 = 𝑒𝑎𝜔1𝑠𝑥0𝑒−𝑎𝜔1𝑠𝑥0

[︂ 7∑︁

𝑚=0

𝐴𝑚
8 (𝑥0)(−1)𝑚𝜔𝑚

1 𝛿𝑚+1,1+

+
7∑︁

𝑚=0

𝐵𝑚
8 (𝑥0)

(︂ 8∑︁

𝑛=2

(−1)𝑚+𝑛−1𝜔𝑚
𝑛 𝛿𝑚+1,𝑛

)︂]︂
=

Δ00

8
[𝐷8 + 7𝐸8],

𝐷8
(20)
=

−7𝑞2(𝑥1𝑛)

2𝑎8
; (67)

Δ31𝑘,8 =
Δ00

8

7∑︁

𝑛=0

[︀
𝐴𝑛

7 (𝑥0)−𝐵𝑛
7 (𝑥0)

]︀(︁𝜔𝑘

𝜔1

)︁𝑛
= Δ00𝑅𝑘,

𝑅𝑘 =
1

128𝑎8
Δ̃︀𝑞(𝑥0)𝐺𝑘; Δ̃︀𝑞(𝑥0) = 𝑞2(𝑥0 − 0)− 𝑞3(𝑥0 + 0),

𝑘 = 2, 3, . . . , 8,
(68)

где числа 𝐺𝑘 определены формулой (44).
Определители Δ32, Δ33, . . . , Δ38 из (55)ҫ(57) выписываются и вычисля-

ются аналогично определителям Δ4𝑘 (𝑘 = 2, 3, . . . , 8) из (37), (38), (46)ҫ(53),
в результате придем к выводу о справедливости следующей теоремы.

Теорема 7. Для определителей Δ3𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . . , 8) из (55)ҫ(57) справед-
ливы следующие формулы:

Δ3𝑛 =
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘Δ3𝑛𝑘 = 𝐶21Δ3𝑛1 + 𝐶22Δ3𝑛2 + · · ·+ 𝐶28Δ3𝑛8,

𝑛 = 1, 2, . . . , 8.

(69)
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При этом элементы матрицы

Δ3𝑛𝑘 =

⎛
⎜⎝
Δ311 Δ312 . . . Δ318

Δ321 Δ322 . . . Δ328

. . . . . . . . . . . . . . .
Δ381 Δ382 . . . Δ388

⎞
⎟⎠ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,

находятся по формулам

Δ3𝑘𝑘 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑘−𝜔𝑘)𝑠𝑥0

[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐻8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝐻8 =
𝐷8 + 7𝐸8

8
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8;

(70)

Δ3𝑘𝑚 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑚−𝜔𝑘)𝑠𝑥0

[︁
0 +

0

𝑠7
+
𝑅𝑚−𝑘+1

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
,

𝑚 ̸= 𝑘; 𝑅𝑚±8 = 𝑅8, 𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,
(71)

где величины 𝑅𝑘 определены формулой (68).

Доказательство формул (69)ҫ(71) проводится обобщением формул (63)ҫ
(68).

5. Изучение условий склейки (6). Применяя формулы (13) и (15), из
условий склейки (6) получаем

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦2(𝑥1𝑛 + 0, 𝑠)
(6)
= 𝑦1(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥1𝑛 + 0, 𝑠) =

=

8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠);

𝑦
(𝑚)
2 (𝑥1𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(6)
=
𝑦
(𝑚)
1 (𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥1𝑛 + 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
=

=
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.

(72)

Решая систему (72) методом Крамера, аналогично решению систем (31)
и (54), получаем

𝐶21 =
Δ21

Δ02(𝑠) ̸= 0
, 𝐶22 =

Δ22

Δ02(𝑠)
, . . . , 𝐶28 =

Δ28

Δ02(𝑠)
; (73)

Δ02(𝑠) = Δ02(𝑥, 𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑦21(𝑥, 𝑠) 𝑦22(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦28(𝑥, 𝑠)

𝑦′21(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

𝑦′22(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

. . .
𝑦′28(𝑥, 𝑠)
𝑎𝑠

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(7)
21 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦
(7)
22 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
. . .

𝑦
(7)
28 (𝑥, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

̸= 0. (74)
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Определитель Δ02(𝑥, 𝑠)— определитель Вронского фундаментальной систе-
мы решений {𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 дифференциального уравнения (2), поэтому он не
зависит от 𝑥 и не равен нулю. Определители Δ2𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) получаются
из определителя Δ02(𝑥, 𝑠) из (74) заменой 𝑘-го столбца на столбец

(︂ 8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦′1𝑘(𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(7)
1𝑘 (𝑥1𝑛 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

)︂⊤
.

(75)
Применяя формулы (16)ҫ(20) и (14), аналогично выводу формул (58)ҫ(71)

можно доказать следующее утверждение.

Теорема 8. Для определителей Δ2𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . . , 8) из (73)ҫ(75) справед-
ливы следующие формулы:

Δ2𝑛 =

8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘Δ2𝑛𝑘 = 𝐶11Δ2𝑛1 + 𝐶12Δ2𝑛2 + · · ·+ 𝐶18Δ2𝑛8, 𝑛 = 1, 2, . . . , 8,

при этом элементы матрицы

Δ2𝑛𝑘 =

⎛
⎜⎝
Δ211 Δ212 . . . Δ218

Δ221 Δ222 . . . Δ228

. . . . . . . . . . . . . . .
Δ281 Δ282 . . . Δ288

⎞
⎟⎠ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8,

вычисляются по формулам

Δ2𝑘𝑘 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑘−𝜔𝑘)𝑠𝑥1𝑛

[︁
1 +

0

𝑠7
+

7𝐷8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, (76)

Δ2𝑘𝑚 = Δ00𝑒
𝑎(𝜔𝑚−𝜔𝑘)𝑠𝑥1𝑛

[︁
0 +

0

𝑠7
+
𝑇𝑚−𝑘+1

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
, 𝑚 ̸= 𝑘;

𝑇𝑘 =
−𝑞2(𝑥1𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
, 𝑇𝑘±8 = 𝑇𝑘; 𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, (77)

где величины 𝐺𝑘 определены формулами (44), (45).

6. Изучение граничных условий (9). Из первых шести граничных
условий (9) с помощью формул (13), (14) получаем

𝑦
(𝑚𝑝)
1 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚𝑝

(9)
= 0 ⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(𝑚𝑝)
1𝑘 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚𝑝
= 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝜔
𝑚𝑝

𝑘 𝑒0 = 0 ⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝜔
𝑚𝑝

𝑘 = 0, 𝑝 = 1, 2, . . . , 6. (78)

Из последних двух граничных условий (9), применяя формулы (27), (28),
получаем

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝

(9)
= 0 ⇔

8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘
𝑦
(𝑛𝑝)
4𝑘 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔
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⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶4𝑘𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 = 0, 𝑝 = 1, 2. (79)

Применяя формулы (32) и (51)ҫ(53), из (79) выводим, что

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔

8∑︁

𝑘=1

Δ4𝑘

Δ04(𝑠)
𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 = 0 ⇔

⇔ 1

Δ04(𝑠)

8∑︁

𝑘=1

(︂ 8∑︁

𝑛=1

𝐶3𝑛Δ4𝑘𝑛

)︂
𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 = 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶3𝑘𝜓3𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) = 0, 𝑝 = 1, 2, (80)

где Δ04(𝑠) ̸= 0 и введены обозначения

𝜓3𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) =

8∑︁

𝑛=1

Δ4𝑘𝑛𝜔
𝑛𝑝
𝑛 𝑒𝑎𝜔𝑛𝑠𝜋, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (81)

Подставляя формулы (55) и (69)ҫ(71) в формулу (80), получаем

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔

8∑︁

𝑘=1

Δ3𝑘

Δ03(𝑠)
𝜓3𝑘,𝑛𝑝

(𝜋, 𝑠) = 0, Δ03(𝑠) ̸= 0 ⇔

⇔ 1

Δ03(𝑠)

8∑︁

𝑘=1

(︂ 8∑︁

𝑛=1

𝐶2𝑛Δ3𝑘𝑛

)︂
𝜓3𝑘,𝑛𝑝

(𝜋, 𝑠) = 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝜑2𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) = 0, (82)

𝜑2𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) =

8∑︁

𝑛=1

Δ3𝑘𝑛𝜓3𝑛,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠), 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (83)

Применяя формулы (73) и (76), (77), из (82) находим

𝑦
(𝑛𝑝)
4 (𝜋, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑛𝑝
= 0 ⇔

8∑︁

𝑘=1

Δ2𝑘

Δ02(𝑠)
𝜑2𝑘,𝑛𝑝

(𝜋, 𝑠) = 0, Δ02(𝑠) ̸= 0 ⇔

⇔ 1

Δ02(𝑠)

8∑︁

𝑘=1

(︂ 8∑︁

𝑛=1

𝐶1𝑛Δ2𝑘𝑛

)︂
𝜑2𝑘,𝑛𝑝

(𝜋, 𝑠) = 0 ⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑢1𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) = 0, (84)

𝑢1𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) =

8∑︁

𝑛=1

Δ2𝑘𝑛𝜑2𝑛,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠), 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2.
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Объединяя (78) и (84) в одну систему, получим систему из восьми одно-
родных уравнений с восемью неизвестными 𝐶11, 𝐶12, . . . , 𝐶18, которая имеет
ненулевые решения только в том случае, когда ее определитель равен нулю.
Поэтому справедливо следующее утверждение.

Теорема 9. Уравнение на собственные значения дифференциального опе-
ратора (1)ҫ(8) с граничными условиями (9) имеет следующий вид :

𝑓(𝑠) =

=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝜔𝑚1
1 𝜔𝑚1

2 𝜔𝑚1
3 . . . 𝜔𝑚1

7 𝜔𝑚1
8

𝜔𝑚2
1 𝜔𝑚2

2 𝜔𝑚2
3 . . . 𝜔𝑚2

7 𝜔𝑚2
8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
1 𝜔𝑚6

2 𝜔𝑚6
3 . . . 𝜔𝑚6

7 𝜔𝑚6
8

𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) . . . 𝑢17,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢18,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) . . . 𝑢17,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢18,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

= 0,

(85)

𝑢1𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) =

8∑︁

𝑛=1

Δ2𝑘𝑛𝜑2𝑛,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)
(83)
=

8∑︁

𝑛=1

Δ2𝑛𝑘

(︂ 8∑︁

𝑚=1

Δ3𝑚𝑛𝜑3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)

)︂
. (86)

Применяя формулы (70), (71) и (78), (77), оставляя только главные по
росту 𝑠 величины, проводя оценки величин с точностью до 𝑂(𝑠−8), в формуле
(86) имеем

𝑢1𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) = Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘𝜓3𝑘,𝑛𝑝

+Δ2𝑘𝑘

8∑︁

𝑚=1
𝑚 ̸=𝑘

Δ3𝑚𝑘𝜓3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)+

+Δ3𝑘𝑘

8∑︁

𝑚=1
𝑚 ̸=𝑘

Δ2𝑚𝑘𝜓3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) +𝑂
(︁ 1

𝑠16

)︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (87)

Подставляя в формулу (87) формулу для 𝜓3𝑚,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) из (81) и оставляя
только главные по росту 𝑠 величины, получаем

𝑢1𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) = Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘𝜔

𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 +

+Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘

8∑︁

𝑚=1
𝑚 ̸=𝑘

Δ4𝑚𝑘𝜔
𝑛𝑝
𝑚 𝑒𝑎𝜔𝑚𝑠𝜋 +Δ2𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘

8∑︁

𝑚=1

Δ3𝑚𝑘𝜔
𝑛𝑝
𝑚 𝑒𝑎𝜔𝑚𝑠𝜋 +

+Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘

8∑︁

𝑚=1

Δ2𝑚𝑘𝜔
𝑛𝑝
𝑚 𝑒𝑎𝜔𝑚𝑠𝜋 +𝑂

(︁ 1

𝑠16

)︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑝 = 1, 2. (88)

В формуле (88) первое слагаемое — величина порядка 𝑂(1), второе, третье
и четвертое слагаемое — величины порядка 𝑂(𝑠−8).

Применяя теорему Лапласа, разложим определитель 𝑓(𝑠) из (85) по по-
следним двум строкам и получим
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𝑓(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒𝐷345678 +

⃒⃒
⃒⃒𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒𝐷145678+

+

⃒⃒
⃒⃒𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒𝐷125678 + · · · −

−
⃒⃒
⃒⃒𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒𝐷245678 + · · · = 0, (89)

𝐷𝑘1𝑘2𝑘3𝑘4𝑘5𝑘6 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

𝜔𝑚1
𝑘1

𝜔𝑚1
𝑘2

. . . 𝜔𝑚1
𝑘6

𝜔𝑚2
𝑘1

𝜔𝑚2
𝑘2

. . . 𝜔𝑚2
𝑘6

. . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
𝑘1

𝜔𝑚6
𝑘2

. . . 𝜔𝑚6
𝑘6

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
;

𝐷123456 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

𝜔𝑚1
1 𝜔𝑚1

2 . . . 𝜔𝑚1
6

𝜔𝑚2
1 𝜔𝑚2

2 . . . 𝜔𝑚2
6

. . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
1 𝜔𝑚6

2 . . . 𝜔𝑚6
6

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

(10)
=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

1𝑚1 𝑧𝑚1 . . . 𝑧5𝑚1

1𝑚2 𝑧𝑚2 . . . 𝑧5𝑚2

. . . . . . . . . . . . .
1𝑚6 𝑧𝑚6 . . . 𝑧5𝑚6

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
=

= det Wandermond′s(𝑧𝑚1 , 𝑧𝑚2 , . . . , 𝑧𝑚6) =

=
∏︁

𝑘>𝑛,
𝑘,𝑛=1,2,...,8

(𝑧𝑚𝑘 − 𝑧𝑚𝑛) = 𝐷6 ̸= 0; (90)

𝐷234567 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

𝜔𝑚1
2 𝜔𝑚1

3 . . . 𝜔𝑚1
7

𝜔𝑚2
2 𝜔𝑚2

3 . . . 𝜔𝑚2
7

. . . . . . . . . . . . .
𝜔𝑚6
2 𝜔𝑚6

3 . . . 𝜔𝑚6
7

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑧𝑚1 𝑧2𝑚1 . . . 𝑧6𝑚1

𝑧𝑚2 𝑧2𝑚2 . . . 𝑧6𝑚2

. . . . . . . . . . . . . .
𝑧𝑚6 𝑧26 . . . 𝑧6𝑚6

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
=

= 𝑧𝑚1𝑧𝑚2(. . . )𝑧𝑚6𝐷123456 = 𝑧𝑀6𝐷6, 𝑀6 =
6∑︁

𝑘=1

𝑚𝑘; 𝐷345678 = 𝑧2𝑀6𝐷6;

𝐷456789 = 𝐷456781 = −𝐷145678 = (−1)𝑧3𝑀6𝐷6; 𝐷124567 = 𝑧4𝑀6𝐷6; . . . (91)

Подставляя формулы (90), (91) в уравнение (89), поделим на 𝑧2𝑀6𝐷6 ̸= 0,
получим

𝑓(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒− 𝑧𝑀6

⃒⃒
⃒⃒𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒+

+ 𝑧2𝑀6

⃒⃒
⃒⃒𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒− · · · −

−
⃒⃒
⃒⃒𝑢11,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢11,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒𝐷245678 + · · · = 0, (92)

величины 𝑢1𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) определены формулой (88).

Для нахождения корней уравнения (92) необходимо изучить индикатор-
ную диаграмму (см. [9, гл. 12]) этого уравнения, т. е. выпуклую оболочку
множества точек {𝜔𝑘 + 𝜔𝑚, 𝑘 ̸= 𝑚; 𝑘,𝑚 = 1, 2, . . . , 8}.
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Индикаторная диаграмма уравнения (92)
[The indicator diagram for Eq. (92)]

Индикаторная диаграмма уравнения (92) имеет следующий вид (см. рису-
нок). Индикаторная диаграмма показывает, что на асимптотику корней урав-
нения (92) влияют экспоненты с показателями 𝜔1 + 𝜔2, 𝜔2 + 𝜔3, . . . , 𝜔7 + 𝜔8,
𝜔8+𝜔1; экспоненты с показателями 𝜔1+𝜔3, 𝜔1+𝜔4, . . . , 𝜔𝑚+𝜔𝑛 при |𝑚−𝑛| > 2
на асимптотику корней уравнения (92) не влияют (они представляют собой
бесконечно малые величины, их можно отбросить).

7. Асимптотика собственных значений в секторе 1) индикатор-
ной диаграммы. Чтобы найти асимптотику корней уравнения (92) в сек-
торе 1), необходимо оставить экспоненты с показателями 𝜔2 + 𝜔3 и 𝜔3 + 𝜔4.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 10. Уравнение на собственные значения дифференциального опе-
ратора (1)ҫ(8) с граничными условиями (9) в секторе 1) индикаторной диа-
граммы имеет вид

𝑔1(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒+ 𝑧𝑀6

⃒⃒
⃒⃒𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒ = 0, (93)

величины 𝑢1𝑘,𝑛𝑝
(𝜋, 𝑠) определены формулой (88).

Поделим (93) на 𝑧𝑀6 ̸= 0 и, используя свойства определителей, перепишем
уравнение (93) в виде

𝑔1(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒𝑢13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝑧𝑀6𝑢14,𝑛1(𝜋, 𝑠) + 𝑢12,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝑢13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝑧𝑀6𝑢14,𝑛2(𝜋, 𝑠) + 𝑢12,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒ = 0, (94)

причем, оставляя главные по росту 𝑠 для сектора 1) величины, из (88) и ри-
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сунка имеем

𝑢1𝑘,𝑛1(𝜋, 𝑠) = Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘𝜔
𝑛𝑝

𝑘 𝑒𝑎𝜔𝑘𝑠𝜋 +
𝜑1𝑘,𝑛𝑝

(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑘 = 2, 3, 4;
(95)

𝜑13,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝜔
𝑛𝑝

2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋[Δ233Δ333Δ423 +Δ233Δ422Δ323 +Δ322Δ422Δ223] +

+ 𝜔
𝑛𝑝

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋[Δ233Δ333Δ443 +Δ233Δ444Δ343 +Δ344Δ444Δ243],
𝜑14,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝜔

𝑛𝑝

3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋[Δ244Δ344Δ434 +Δ244Δ433Δ334 +Δ333Δ433Δ234] +

+ 𝜔
𝑛𝑝

2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋[Δ244Δ344Δ424 +Δ244Δ422Δ324 +Δ322Δ422Δ224],
𝜑12,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝜔

𝑛𝑝

3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋[Δ222Δ322Δ432 +Δ222Δ433Δ332 +Δ333Δ433Δ232] +

+ 𝜔
𝑛𝑝

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋[Δ222Δ322Δ442 +Δ222Δ444Δ342 +Δ344Δ444Δ242],

𝑝 = 1, 2,
(96)

при этом из формул (76), (70) и (52) получаем

Δ2𝑘𝑘Δ3𝑘𝑘Δ4𝑘𝑘 =
[︁
1 +

7𝐷8

8𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁[︁
1 +

𝜔𝑘𝐴7(𝑥0)

𝑠7
+
𝐻8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
×

×
[︁
1 +

𝜔𝑘𝐵7(𝑥2𝑛)

𝑠7
+
𝐸8

8𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
= 1 +

𝜔𝑘𝑃7

𝑠8
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
; (97)

𝑃7 = 𝐴7(𝑥0) +𝐵7(𝑥2𝑛); 𝑃8 =
7𝐷8

8
+𝐻8 +

𝐸8

8
= 𝐷8 + 𝐸8;

𝐻8
(70)
=

𝐷8 + 7𝐸8

8
; 𝐷8

(20)
=

−7𝑞2(𝑥1𝑛)

2𝑎8
; 𝐸8

(26)
=

−7𝑞3(𝑥0)

2𝑎8
; 𝑘 = 1, 2, . . . , 8.

С помощью формул (95)ҫ(97) уравнение (94) запишем в виде

𝑔1(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒𝑎11(𝑠) 𝑎12(𝑠)
𝑎21(𝑠) 𝑎22(𝑠)

⃒⃒
⃒⃒ = 0, (98)

где

𝑎11(𝑠) =
[︁
1 +

𝜔3𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 +

𝜑13,𝑛1(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑎12(𝑠) = 𝑧𝑀6

[︁
1 +

𝜔4𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛1
4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋+

+
[︁
1 +

𝜔2𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋 +

𝜑21,𝑛1(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑎21(𝑠) =
[︁
1 +

𝜔3𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 +

𝜑13,𝑛2(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
,

𝑎22(𝑠) = 𝑧𝑀6

[︁
1 +

𝜔4𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛2
4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋+
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+
[︁
1 +

𝜔2𝑃7

𝑠7
+
𝑃8

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁]︁
𝜔𝑛2
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋 +

𝜑21,𝑛2(𝜋, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
;

𝜑21,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) = 𝑧𝑀6𝜑14,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) + 𝜑12,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠), 𝑝 = 1, 2. (99)

Раскладывая уравнение (98) по столбцам на сумму определителей, полу-
чаем

𝑔1(𝑠) = 𝑔1,0(𝑠) +
𝑔1,7(𝑠)

𝑠7
+
𝑔1,8(𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︁ 1

𝑠9

)︁
= 0, (100)

𝑔1,0(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛1

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛2

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

⃒⃒
⃒⃒ =

= 𝑧𝑀6

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒
⃒⃒ 𝑒𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋 +

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

⃒⃒
⃒⃒ 𝑒𝑎(𝜔2+𝜔3)𝑠𝜋;

𝑔1,7(𝑠) = 𝜔3𝑃7

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛1

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛2

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

⃒⃒
⃒⃒+

+ 𝜔4𝑃7

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒
⃒⃒ 𝑧𝑀6𝑒𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋 + 𝜔4𝑃7

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

⃒⃒
⃒⃒ 𝑒𝑎(𝜔2+𝜔3)𝑠𝜋;

𝑔1,8(𝑠) = 𝑔1,8,1(𝑠) + 𝑔1,8,2(𝑠),

𝑔1,8,1(𝑠) = 𝑃8

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛1

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

𝜔𝑛2
3 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋 𝑧𝑀6𝜔𝑛2

4 𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 + 𝜔𝑛1
2 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋

⃒⃒
⃒⃒+

+ 𝑃8

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒
⃒⃒ 𝑧𝑀6𝑒𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋 + 𝑃8

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

⃒⃒
⃒⃒ 𝑒𝑎(𝜔2+𝜔3)𝑠𝜋,

𝑔1,8,2(𝑠) =

⃒⃒
⃒⃒𝜑13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛1

4
𝜑13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛2

4

⃒⃒
⃒⃒ 𝑧𝑀6𝑒𝑎𝜔4𝑠𝜋 +

⃒⃒
⃒⃒𝜑13,𝑛1(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛1

2
𝜑13,𝑛2(𝜋, 𝑠) 𝜔𝑛2

2

⃒⃒
⃒⃒ 𝑒𝑎𝜔2𝑠𝜋 +

+

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜑21,𝑛1(𝜋, 𝑠)
𝜔𝑛2
3 𝜑21,𝑛2(𝜋, 𝑠)

⃒⃒
⃒⃒ 𝑒𝑎𝜔3𝑠𝜋;

𝜑21,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠)
(99)
= 𝑧𝑀6𝜑14,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠) + 𝜑12,𝑛𝑝(𝜋, 𝑠); 𝑝 = 1, 𝑝 = 2. (101)

Из формул (10) следует, что

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
1 𝜔𝑛1

2

𝜔𝑛2
1 𝜔𝑛2

2

⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒
⃒⃒1

𝑛1 𝑧𝑛1

1𝑛2 𝑧𝑛2

⃒⃒
⃒⃒ = 𝑧𝑛2 − 𝑧𝑛1 = 𝑅2 ̸= 0;

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
2 𝜔𝑛1

3

𝜔𝑛2
2 𝜔𝑛2

3

⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧𝑛1 𝑧2𝑛1

𝑧𝑛2 𝑧2𝑛2

⃒⃒
⃒⃒
⃒ = 𝑧𝑁2𝑅2, 𝑁2 = 𝑛1 + 𝑛2;

⃒⃒
⃒⃒𝜔

𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

⃒⃒
⃒⃒ = 𝑧2𝑁2𝑅2, . . . .

(102)
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Подставляя формулы (102) в уравнение (100), поделим полученное урав-

нение на (−1)𝑧𝑁2𝑅2𝑒
𝑎(𝜔4+𝜔3)𝑠𝜋 ̸= 0:

̃︀𝑔1(𝑠) = ̃︀𝑔1,0(𝑠) +
̃︀𝑔1,7(𝑠)
𝑠7

+
̃︀𝑔1,8,1(𝑠)
𝑠8

+
̃︀𝑔1,8,2(𝑠)
𝑠8

+𝑂
(︁ 1

𝑠9

)︁
= 0, (103)

̃︀𝑔1,0(𝑠) = 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 ,

̃︀𝑔1,7(𝑠) = 𝑃7[(𝜔2 + 𝜔3)𝑒
𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − (𝜔3 + 𝜔4)𝑧

𝑀6𝑧𝑁2 ];

̃︀𝑔1,8,1(𝑠) = 𝑃8 · 2 · [𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 ],

̃︀𝑔1,8,2(𝑠) = (−1)𝑧−𝑁2
1

𝑅2
𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋𝑔1,8,2(𝑠).

Основное приближение уравнения (103) имеет вид

̃︀𝑞1,0(𝑠) = 0 ⇔ 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 = 0 ⇔

⇔ 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋 = 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑁2 ⇔ 𝑠𝑘,1,осн =
2𝑖̃︀𝑘

𝑎(𝜔2 − 𝜔4)
, (104)

̃︀𝑘 = 𝑘 +
𝑀6 +𝑁2

8
, 𝑘 ∈ N.

Из общей теории нахождения асимптотики корней квазиполиномов вида
(103) (см. [21, гл. 12; 22]) следует вид асимптотики. Справедливо следующее
утверждение.

Теорема 11. Асимптотика собственных значений дифференциального
оператора (1)ҫ(8) с граничными условиями (9) в секторе 1) имеет вид

𝑠𝑘,1 =
2𝑖

𝑎(𝜔2 − 𝜔4)

[︁
̃︀𝑘 + 𝑑7𝑘,1

̃︀𝑘7
+
𝑑8𝑘,1
̃︀𝑘8

+𝑂
(︁ 1

̃︀𝑘9
)︁]︁
, (105)

̃︀𝑘 = 𝑘 +
𝑀6 +𝑁2

8
, 𝑀6 =

6∑︁

𝑘=1

𝑚𝑘; 𝑁2 = 𝑛1 + 𝑛2;

𝜔2 = 𝑛1 + 𝑛2; 𝜔2 − 𝜔4
(10)
=

√
2; 𝑘 ∈ N.

До к а з ат е л ь ств о. Применяя формулу Тейлора, подставляя 𝑠𝑘,1 из
(105) в уравнение (103), получаем

[︁
1 +

2𝜋𝑖𝑑7𝑘,1
̃︀𝑘7

+
2𝜋𝑖𝑑8𝑘,1

̃︀𝑘8
+𝑂

(︁ 1

̃︀𝑘9
)︁]︁
𝑧𝑀6𝑧𝑁2 − 𝑧𝑀6𝑧𝑁2 +

+
1

̃︀𝑘7
𝑎7(𝜔2 − 𝜔4)

7

27𝑖7

(︁
1 +𝑂

(︁ 1

̃︀𝑘8
)︁)︁
𝑃7

[︁
(𝜔2 + 𝜔3)𝑧

𝑀6𝑧𝑁2

(︁
1 +𝑂

(︁ 1

̃︀𝑘7
)︁)︁

−

− (𝜔3 + 𝜔4)𝑧
𝑀6𝑧𝑁2

]︁
+

1

̃︀𝑘8
2𝑃8

[︁
𝑧𝑀6𝑧𝑁2

(︁
1 +𝑂

(︁ 1

̃︀𝑘7
)︁)︁

− 𝑧𝑀6𝑧𝑁2

]︁
−

− 1

̃︀𝑘8
𝑧−𝑁2

1

𝑅2
𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋

⃒⃒
⃒
𝑠𝑘,1

𝑔1,8,2(𝑠)
⃒⃒
⃒
𝑠𝑘,1

𝑎8(𝜔2 − 𝜔4)
8

28𝑖8
+𝑂

(︁ 1

̃︀𝑘9
)︁
= 0. (106)
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Приравнивая в уравнении (106) коэффициенты при ̃︀𝑘0, получаем верное
равенство

𝑧𝑀6𝑧𝑁2 − 𝑧𝑁6𝑧𝑁2 = 0,

что свидетельствует о правильности выбора асимптотики (105).

При ̃︀𝑘−7 в (106) имеем

𝑑7𝑘,1 =
1

2𝜋𝑖

𝑃7𝑎
7(𝜔2 − 𝜔4)

7

27𝑖7
[(𝜔3 + 𝜔4)− (𝜔2 + 𝜔3)] =

=
(−1)𝑃7𝑎

7(𝜔2 − 𝜔4)
8

28𝜋

(97)
=

(−1)𝑎7(𝜔2 − 𝜔4)
8

28𝜋
[𝐴7(𝑥0) +𝐵7(𝑥2𝑛)],

откуда, применяя формулы (10), (18), и (24), находим

𝑑7𝑘,1 =
(−1)𝑎7(

√
2)7

28𝜋

(︁
− 1

8𝑎7

)︁[︂∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡

]︂
=

=
1

128𝜋

[︂ ∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡

]︂
(5)
=

=
𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛

128𝜋

(5)
=

1

128𝜋
, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . (107)

В предельном случае (при 𝑛 → +∞, в случае, когда потенциалом изуча-
емого оператора является дельта-функция), получаем

lim
𝑛→+∞

𝑑7𝑘,1(𝑛) = lim
𝑛→+∞

1

128𝜋

[︂ ∫︁ 𝑥0

𝑥1𝑛

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑥2𝑛

𝑥0

𝑞3(𝑡)𝑑𝑡

]︂
(5)
=

=
𝐻1𝑛 +𝐻2𝑛

128𝜋

(5)
=

1

128𝜋
.

При ̃︀𝑘−8 в (106) получаем

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8(𝜔2 − 𝜔4)

8

282𝜋𝑖

[︁
2𝑃8(−1 + 1) +

+ 𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2𝑅−1
2 𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋𝑔1,8,2(𝑠)

⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

]︁
=

=
𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2𝑅−1

2 𝑎8

242𝜋𝑖
𝑒−𝑎(𝜔3+𝜔4)𝑠𝜋

⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

𝑔1,8,2(𝑠)
⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . (108)

Применяя формулы (101), (96), (76), (70) и (52), формулу (108) можно
переписать следующим образом:

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8

2𝜋𝑖

𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2

16

1

𝑅2
×

×
[︃
𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝜋

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

2

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚24

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

2

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚24

⃒⃒
⃒⃒
⃒ 𝑧

𝑀6 +

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝜔𝑛1
3 𝜔𝑛1

4

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚42

𝜔𝑛2
3 𝜔𝑛2

4

∑︀4
𝑚=2Δ𝑚42

⃒⃒
⃒⃒
⃒

]︃ ⃒⃒
⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

=
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=
𝑎8

2𝜋𝑖

𝑧−𝑀6𝑧−2𝑁2

16

1

𝑅2

[︂
𝑧𝑀6𝑧𝑁2𝑧𝑀6

4∑︁

𝑚=2

Δ𝑚24(−1)𝑧𝑁2𝑅2+

+
4∑︁

𝑚=2

Δ𝑚42𝑧
2𝑁2𝑅2

]︂⃒⃒
⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

,

откуда, используя формулы (77), (71) и (53), находим 𝑑8𝑘,1:

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8

32𝜋𝑖

[︀
𝑧−𝑀6(Δ242+Δ342+Δ442)− 𝑧−𝑀6(Δ224+Δ324+Δ424)

]︀⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

=

=
𝑎8

32𝜋𝑖

{︀
[𝑧−𝑀6𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥1𝑛𝑇7 − 𝑧−𝑀6𝑒−𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥1𝑛𝑇3]+

+ [𝑧−𝑀6𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥0𝑅7 − 𝑧−𝑀6𝑒−𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥0𝑅3]+

+ [𝑧−𝑀6𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥2𝑛𝑉7 − 𝑧𝑀6𝑒−𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥2𝑛𝑉3]
}︀⃒⃒

𝑠𝑘,1,осн
, (109)

𝑇𝑘
(77)
=

−𝑞2(𝑥1𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
; 𝑅𝑘

(68)
=

Δ̃︀𝑞(𝑥0)𝐺𝑘

128𝑎8
; 𝑉𝑘

(44)
=

𝑞3(𝑥2𝑛)𝐺𝑘

128𝑎8
;

𝐺3
(44)
= 7 + 5𝜔3+3𝜔2

3+𝜔
3
3−𝜔4

3−3𝜔5
3−5𝜔6

3−7𝜔7
3 = 8+8𝑖 = 8

√
2𝑒

𝜋𝑖
4 , (110)

𝐺7 = �̄�3 = 8
√
2𝑒−

𝜋𝑖
4 ; 𝑒𝑎(𝜔2−𝜔4)𝑠𝑥0

⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

(104)
= 𝑒2

̃︀𝑘𝑥0𝑖.

Поэтому, подставив (110) в (109) и сделав необходимые преобразования,
получим

𝑑8𝑘,1 =
𝑎8

32𝜋𝑖

8
√
2

128𝑎8
{︀[︀
𝑒−

2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
−𝜋𝑖
4 𝑒2

̃︀𝑘𝑥1𝑛𝑖 − 𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
𝜋𝑖
4 𝑒−2̃︀𝑘𝑥1𝑛𝑖

]︀
(−𝑞2(𝑥1𝑛)) +

+
[︀
𝑒−

2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
−𝜋𝑖
4 𝑒2

̃︀𝑘𝑥0𝑖 − 𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
𝜋𝑖
4 𝑒−2̃︀𝑘𝑥0𝑖

]︀
Δ̃︀𝑞(𝑥0) +

+
[︀
𝑒−

2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
−𝜋𝑖
4 𝑒2

̃︀𝑘𝑥2𝑛𝑖 − 𝑒
2𝜋𝑖
8

𝑀6𝑒
𝜋𝑖
4 𝑒−2̃︀𝑘𝑥2𝑛𝑖

]︀
𝑞3(𝑥2𝑛)

}︀
, 𝑘 ∈ N,

откуда находим

𝑑8𝑘,1 =

√
2

256𝜋

{︁
𝑞(𝑥2𝑛) sin

(︁
2̃︀𝑘𝑥2𝑛 − 𝜋

4
− 𝜋𝑀6

4

)︁
+

+Δ̃︀𝑞(𝑥0) sin
(︁
2̃︀𝑘𝑥0 −

𝜋

4
− 𝜋𝑀6

4

)︁
−

− 𝑞2(𝑥1𝑛) sin
(︁
2̃︀𝑘𝑥1𝑛 − 𝜋

4
− 𝜋𝑀6

4

)︁}︁
, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ;̃︀𝑘 = 𝑘 +

𝑀6 +𝑁2

8
; (111)

𝑀6 =
6∑︁

𝑘=1

𝑚𝑘; 𝑁2 = 𝑛1 + 𝑛2; Δ̃︀𝑞(𝑥0) = 𝑞2(𝑥0 − 0)− 𝑞3(𝑥0 + 0).

Формулы (107) и (111) показывают, что коэффициенты 𝑑7𝑘,1 и 𝑑8𝑘,1 асимп-
тотического разложения (105) находятся единственным образом. Мы привели
явные формулы для их вычисления, поэтому теорема 11 полностью доказана.

�
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Изучая аналогичным образом секторы 2), 3), . . . , 8) индикаторной диа-
граммы (см. рисунок), можно доказать следующую теорему.

Теорема 12. В секторах 2), 3), . . . , 8) индикаторной диаграммы асимп-
тотика собственных значений дифференциального оператора (1)ҫ(8) с гра-
ничными условиями (9) подчиняется следующему закону :

𝑠𝑘,2 = 𝑠𝑘,1𝑒
2𝜋𝑖
8 , 𝑠𝑘,3 = 𝑠𝑘,2𝑒

2𝜋𝑖
8 = 𝑠𝑘,1𝑒

4𝜋𝑖
8 , . . . ,

𝑠𝑘,𝑚 = 𝑠𝑘,𝑚−1𝑒
2𝜋𝑖
8 = 𝑒

2𝜋𝑖
8

(𝑚−1), 𝑚 = 1, 2, . . . , 8.

Величины 𝑠𝑘,1 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) определены формулами (105), (107), (111). При
этом

𝜆𝑘,𝑚 = 𝑠8𝑘,𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . 8; 𝑘 = 1, 2, 3, . . . .

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.

Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Аннотация

Исследована модель двухкомпонентного массопереноса в неоднород-
ной сферической системе, протекающего в нелинейном электромагнит-
ном поле. Показано, что величины концентрации во внутренней области,
на границе областей, а также концентрации, пересекшей границу и по-
павшей во вторую область, зависят от параметра нелинейности электро-
динамической задачи.
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тродинамические уравнения, тепломассообмен.
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Введение. В настоящее время большой интерес представляют исследо-
вания в области фазовых переходов, барьерных эффектов и качественных
преобразований гетерогенных систем (в том числе наносистем) различного
типа (физических, технических, биофизических). В частности, это относит-
ся к исследованиям процессов такого рода, происходящих под воздействием
электромагнитных полей, что связано с возможностью управления. Рассея-
ние и поглощение монохроматической волны на сферической частице, как
известно, может быть описано на основе классической теории Ми [1]. Позже
теория была развита в применении к цилиндрам, несферическим частицам,
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коллективам частиц. В последнее десятилетие большой интерес вызывают ис-
следования по распространению электромагнитных волн в нелинейных сре-
дах с учетом мнимых составляющих оптических характеристик. Такие про-
цессы могут моделироваться с помощью комплексного уравнения Гинзбур-
га—Ландау. Исследования такого рода были отчасти инициированы успехами
в области получения точных решений нелинейных гамильтоновых уравнений
в виде солитонов [2, 3]. Получаемые решения имеют различные физические
приложения, в частности, позволяют рассматривать эффекты, возникающие
при взаимодействии электромагнитных волн с суспензиями [4]. Также в на-
стоящее время проводятся экспериментальные и теоретические исследования
в области влияния радиационной составляющей на теплоперенос в неоднород-
ных средах, содержащих включения различных размеров [5]. При рассмот-
рении процессов фазовых переходов, барьерных эффектов, процессов типа
«реакцияҫдиффузия» необходимо рассматривать гетерогенные системы, ко-
торые в общем случае обладают нелинейными свойствами [6ҫ8].

В данной работе рассматривается процесс массопереноса в гетерогенной
системе, вызванный реакцией и диффузией и протекающий в нелинейном
электромагнитном поле.

1. Некоторые решения нелинейных электродинамических урав-
нений. В этом разделе мы рассмотрим перенос электромагнитных волн
в двухслойной оптически нелинейной сфере с целью определения поглощен-
ной электромагнитной энергии и, соответственно, источников тепла. В ква-
зистационарном приближении система уравнений Максвелла для амплитуд
электрического и магнитного векторов может быть сведена к следующим
уравнениям:

Δ
−→
𝐸 𝑖 + 𝑘2𝜀𝑖(𝐸𝑖1, 𝐸𝑖2, 𝐸𝑖3)

−→
𝐸 𝑖 = ∇(∇ · −→𝐸 𝑖),

Δ
−→
𝐻 𝑖 + 𝑘2𝜀𝑖(𝐸𝑖1, 𝐸𝑖2, 𝐸𝑖3)

−→
𝐻 𝑖 = ∇(𝑘1𝑖 ×

−→
𝐸 𝑖),

∇ · (𝑘1𝑖
−→
𝐸 𝑖) = 0, ∇ · −→𝐻𝑖 = 0,

(1)

где

𝑘2 =
𝜔2

𝑐2
, 𝑘1𝑖 =

𝑗𝜔

𝑐

(︁
𝜀𝑖 + 𝑗

4𝜋𝜎𝑖
𝑐

)︁
, 𝑗 =

√
−1;

𝐸𝑚𝑖 — компоненты электрического вектора в ортогональной системе коорди-

нат, 𝑚 = 1, 2, 3;
−→
𝐻 𝑖 — вектор магнитного поля; индекс 𝑖 = 1 относится к внут-

ренней области (слою) рассматриваемой сферы, а индекс 𝑖 = 2— к внешней
области. Комплексная диэлектрическая проницаемость 𝜀𝑖 определяется так:

𝜀𝑖 = 𝜀′𝑖(𝐸𝑖1, 𝐸𝑖2, 𝐸𝑖3) + 𝑗
4𝜋𝜎𝑖
𝑐

.

Для описания нелинейной зависимости диэлектрической проницаемости от
электрического вектора часто используется закон Керра или его модифика-
ция:

𝜀′𝑖 = 𝜀𝑖0 − |𝛼𝑖||
−→
𝐸 𝑖|2, (2)

𝜀′𝑖 = 𝜀𝑖0 − |𝛼𝑖|
−→
𝐸 2

𝑖 , (3)
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где 𝛼𝑖 — параметр нелинейности для среды 𝑖. Ранее некоторые классы точ-
ных решений системы (1), (2) и (1), (3) были найдены в предположении, что
среды являются подобными друг другу телами с общим центром или осью
симметрии (сферы, кубы, цилиндры, торы). Особенностью этих решений яв-
ляется постоянство модуля электрического вектора (для зависимости (2)) или
квадрата электрического вектора (для зависимости (3)). Обозначим эти ре-

шения через
−→
𝐸 𝑖𝑇 ,

−→
𝐻 𝑖𝑇 . Они получены из условия 𝜀𝑖 = 0 и, таким образом,

удовлетворяют системе (1) [9, 10].
Приближенные решения вблизи этих точных решений можно найти из

линеаризованных уравнений (1), представив векторы напряжений в виде

−→
𝐸 𝑖 =

−→
𝐸 𝑖𝑇 +

−→
𝐸 𝑖,

−→
𝐻 𝑖 =

−→
𝐻 𝑖𝑇 +

−→
𝐻 𝑖.

Тогда система (1) сводится к виду [11]

Δ
−→
𝐸 ′

𝑖 − 2𝑘2
(︁
𝜀𝑖0 + 𝑗

4𝜋𝜎𝑖
𝑐

)︁
Δ
−→
𝐸 ′

𝑖 = 0,

Δ
−→
𝐻 ′

𝑖 − 2𝑘2
(︁
𝜀𝑖0 + 𝑗

4𝜋𝜎𝑖
𝑐

)︁
Δ
−→
𝐻 ′

𝑖 = 0,

∇ · −→𝐻 ′
𝑖 = 0, ∇ · −→𝐸 ′

𝑖 = 0.

(4)

Граничные условия для (радиуса внутренней сферы) можно записать в виде

𝐸
(𝑡)
1𝑇 = 𝐸

(𝑡)
2𝑇 , 𝐸

′(𝑡)
1 = 𝐸

′(𝑡)
2 , 𝐻

′(𝑡)
1 = 𝐻

′(𝑡)
2 ,

где индекс 𝑡 означает «тангенциальная составляющая».
Из уравнений (4) следует, что они формально совпадают с линейными

уравнениями Гельмгольца для определения векторов напряжений. Однако
роль диэлектрической проницаемости играет величина 𝜀𝑖 = −2𝜀0𝑖 и роль
коэффициента поглощения — 𝑘𝑖 = 8𝜋𝜎𝑖/𝜔. Будем считать, что поглощения
во внешней сфере нет, т.е. 𝜎2 = 0. Мы также предполагаем, что справедливо
следующее неравенство:

𝑅2 ≫ 𝑅1.

В этом случае решение для рассеянной и поглощенной электромагнитной вол-

ны
−→
𝐸 ′

1,
−→
𝐻 ′

1,
−→
𝐸 ′

1

−→
𝐻 ′

1 во внутренней частице совпадает с решением Ми в виде
ряда с одним различием. Отличие связано с тем, что аргументом для ради-
альных функций является величина (−𝑗2𝜀20𝑘𝑟), что приводит к необходимо-
сти использования функций Ганкеля второго рода (вместо функций Ганкеля
первого рода), которые исчезают на бесконечности в комплексной плоскости
с отрицательной мнимой частью.

2. Модель тепломассообмена. Исходя из результатов предыдущего
раздела можно определить количество поглощенной электромагнитной энер-
гии во внутренней области системы и, следовательно, величину плотности
источника тепла:

𝑞 =
𝑚′

1𝑚
′′
1𝐼0𝑘|

−→
𝐸 1|2

√
𝜀20|

−→
𝐸 0|2

, (5)
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где 𝐼0 — мощность лазерного излучения, 𝑚1 = 𝑚′
1 + 𝑗𝑚′′

1 — комплексный по-
казатель преломления,

𝑚′
1 =

[︁1
2

(︁
𝜀10 +

(︁
𝜀210 +

16𝜋2𝜎2

𝜔2

)︁1/2)︁]︁1/2
, 𝑚′′

1 =
2𝜋𝜎

𝜔𝑚′
1

.

Конкретизируем выражение (5) для рассмотренных выше решений (для
зависимости (3) как более общей). Формула получается с помощью условия
(3), которое для точных решений можно записать так:

(
−→
𝐸 ′

𝑖𝑇 + 𝑗
−→
𝐸 ′′

𝑖𝑇 )
2 =

(𝜀′𝑖0 + 𝑗𝜀′′𝑖0)
|𝛼1|

. (6)

Поскольку
−→
𝐸 ′

𝑇 является вектором, в зависимости от вида системы и за-

висимости
−→
𝐸 ′

𝑇 от координат могут быть получены различные зависимости
для компонент данного вектора. В данном случае рассматриваются сферы
и в простейшем случае зависимости компонент 𝐸𝑇𝑟, 𝐸𝑇𝜃, 𝐸𝑇𝜙 только от ра-
диальной координаты решения имеют вид [12]

𝐸𝑖𝑟 = 𝐸′
𝑖𝑟 + 𝑗𝐸′′

𝑖𝑟 =
[︁ 𝜀𝑖0
2|𝛼𝑖|

+
1

2

(︁(︁ 𝜀𝑖0
|𝛼𝑖|

)︁2
+

16𝜋2𝜎2𝑖
𝜔2|𝛼𝑖|2

)︁1/2]︁1/2
, 𝐸𝑖𝜃 = 𝐸𝑖𝜙 = 0. (7)

В данном случае нас интересует внутренняя область, для которой 𝑖 = 1.

Поскольку в статье рассматриваются и приближенные решения
−→
𝐸 ′, необхо-

димо также записать

−→
𝐸 ′ =

−→
𝐸 ′

1𝑇 +Re(
−→
𝐸 ′

1) + 𝑗
(︀−→
𝐸 ′

1𝑇 +Re(
−→
𝐸 ′

1)
)︀
. (8)

С помощью выражений (5)ҫ(8) можно получить следующую формулу для
плотности теплового потока:

𝑞 =
𝐼0𝑘𝑚

′
1𝑚

′′
1√︀

𝜀′20|𝐸0|2
[︁
|𝐸′

1|2 + 2
(︀
Re(𝐸′

1𝑟)𝐸
′
1𝑟 + Im(𝐸′

1𝑟)𝐸
′
1𝑟

)︀
+

+
(︁(︁ 𝜀𝑖0

|𝛼𝑖|
)︁2

+
16𝜋2𝜎2𝑖
𝜔2|𝛼𝑖|2

)︁1/2]︁
, (9)

где 𝐸′
1𝑟 — радиальная компонента вектора

−→
𝐸 ′

1. Здесь мы предполагаем, что
внутренняя область мала (порядка нескольких нанометров). Поэтому мож-
но усреднить плотность источника по его объему или, при необходимости,
только по полярному и азимутальному углам. При усреднении по объему ве-
личина плотности источника становится постоянной (𝑞 = 𝑞). Из выражений
(7) и (9) можно видеть, что процедура усреднения путем интегрирования

имеет смысл только для вектора
−→
𝐸 ′

1.
Соответственно, уравнения для температуры в каждой из областей имеют

следующий вид:

𝐶𝑖
𝑝𝜌

(𝑖)𝜕
2𝑇 (𝑖)

𝜕𝑡
= 𝜒(𝑖)

(︁𝜕2𝑇 (𝑖)

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝑇 (𝑖)

𝜕𝑟

)︁
+ 𝑞𝑖𝑓𝑖(𝑡), (10)
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где 𝐶𝑖
𝑝 — теплоемкость при постоянном давлении, 𝜌(𝑖) — плотность, 𝑞2 = 0,

𝑞1 = 𝑞, 𝜒(𝑖) — коэффициент теплопроводности. Здесь вводится функция 𝑓𝑖(𝑡),
поскольку действие источника может быть прекращено или возобновлено во
внутренней области:

𝑓1(𝑡) =

{︃
1, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 0, 2, 4, . . . ,

0, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 1, 3, 5, . . .

Граничные условия на внутренней границе следующие:

𝑇 (1) = 𝑇 (2), −𝜒(1)𝜕𝑇
(1)

𝜕𝑟
= −𝜒(2)𝜕𝑇

(2)

𝜕𝑟
, 𝜒 =

𝜒(1)

𝜒(2)
,

𝑥 =
𝑟

𝑅1
, 𝑑 =

𝑅2

𝑅1
, 𝑏 =

(︁𝜒𝐶(1)
𝑝 𝜌(1)

𝐶
(2)
𝑝 𝜌(2)

)︁1/2
, 𝜏 =

𝑡

𝑡𝜒
, 𝑡𝜒 =

𝐶
(2)
𝑝 𝜌(2)𝑅2

1

𝜒(2)
.

(11)

Решения краевой задачи (10), (11) рассматривались, например, в работе
[13] при моделировании переноса электронов на большие расстояния в бел-
ковой глобуле. В нашем случае на первом этапе воздействия постоянного
электромагнитного источника решение для температуры имеет вид

𝑇 (1) = 𝑇
(1)
0 +

2𝜒𝑞𝑅1𝑡𝜒

𝐶
(1)
𝑝 𝜌(1)𝑟

∞∑︁

𝑛=1

sin(𝑦𝑛𝑏𝑥)𝜙𝑛𝜓𝑛(𝜏)

sin(𝑦𝑛𝑏)𝑦2𝑛
,

𝑇 (2) = 𝑇
(2)
0 +

2𝜒𝑞𝑅1𝑡𝜒

𝐶
(1)
𝑝 𝜌(1)𝑟

∞∑︁

𝑛=1

sin
(︀
𝑦𝑛(𝑑− 𝑥)

)︀
𝜙𝑛𝜓𝑛(𝜏)

sin
(︀
𝑦𝑛(𝑑− 1)

)︀
𝑦2𝑛

;

(12)

1− 𝜒+ 𝜒𝑏𝑦 ctg(𝑏𝑦) + 𝑦 ctg
(︀
𝑦(𝑑− 1)

)︀
= 0,

𝜙𝑛 =
(︀
1− 𝑏𝑦𝑛 ctg(𝑏𝑦𝑛)

)︀(︁
1− 𝜒+

𝜒𝑏2𝑦2𝑛
sin2(𝑏𝑦𝑛)

+
𝑦2𝑑−1

sin2
(︀
(𝑑− 1)𝑦𝑛

)︀
)︁
,

𝜓𝑛(𝜏) = 1− exp(−𝑦2𝑛𝜏)

в течение первого периода времени воздействия источника.
Определив температуру, можно рассмотреть перенос вещества (концен-

трацию) в каждой из областей и между ними. Предполагается, что измене-
ние концентрации компонентов во внутренней области происходит за счет
реакции, а во внешней области — за счет диффузии:

𝜕𝑐
(1)
1

𝜕𝑡
= −𝜈(𝑇 (1))𝑐

(1)
1 𝑐

(1)
2 ,

𝜕𝑐
(1)
2

𝜕𝑡
= −𝜈(𝑇 (1))𝑐

(1)
1 𝑐

(1)
2 ,

𝜕𝑐(2)

𝜕𝑡
= 𝐷(𝑇 (2))Δ𝑐

(2)
1 , 𝑐

(2)
2 = 0,

𝑐
(1)
1 (0, 𝑟) = 𝑐

(0)
1 , 𝑐

(2)
1 (0, 𝑟) = 𝑐10, 𝑐

(1)
2 (0, 𝑟) = 𝑐20.

(13)

Здесь верхний показатель относится к среде, 𝐷(𝑇 (2))— коэффициент диффу-

зии, оператор Δ ≡ 𝜕2

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
. Скорость реакции в общем случае зависит от
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температуры по закону Аррениуса:

𝜈(𝑇1) = 𝜈0 exp(−𝑈/𝑇 (1)), (14)

где 𝑈 — энергия, характеризующая реакцию; 𝑅𝑔 — универсальная газовая по-
стоянная. В работе [14] приведены некоторые модификации данного закона,
которые в конкретных случаях также могут быть использованы. Интегрируя
первые два уравнения (13) вместе с выражением (14), можно рассматривать
два подхода:

1) температуру, зависящую от радиальной координаты и времени;

2) среднюю температуру по объему 𝑇
(1)

(𝑡).

Средняя температура 𝑇
(1)

(𝑡) определяется по объему 4𝜋𝑅3
1/3:

𝑇
(1)

= 𝑇
(1)
0 +

6𝜓𝑞𝑡𝑥

𝑐
(1)
𝑝 𝜌1

∞∑︁

𝑛=1

𝑦𝑛𝜙𝑛(𝜏)

𝑦3𝑛𝑏

(︁ 1

𝑦𝑛𝑏
− ctg(𝑦𝑛𝑏)

)︁
. (15)

На границе 𝑅1 граничные условия имеют следующий вид:

𝑐
(1)
1 = 𝑐

(2)
1 ,

𝜕𝑐
(1)
1

𝜕𝑟
=
𝜕𝑐

(2)
1

𝜕𝑟
, 𝑐

(1)
2 = 0. (16)

Из системы (13) и условий (16) следует, что для определения концентра-
ции первого компонента, проникшего во внешнюю область, в которой перенос
происходит по диффузионному механизму, можно рассматривать (в зависи-
мости от постановки задачи) как условия Дирихле, так и условия Неймана.

Это возможно, так как значение 𝑐
(1)
1 уже будет известно. При определении

этой концентрации при скорости реакции, зависящей от средней температуры
(15), необходимо использовать условия Дирихле из краевых условий (16), так
как условия Неймана становятся однородными (производная по координате
равна нулю), и концентрация не проникает во внешнюю область.

Решение для 𝑐
(1)
1 имеет вид

𝑐
(1)
1 =

𝑐01(𝑐20 − 𝑐01) exp
(︀
− 𝜈0(𝑐20 − 𝑐01)𝐽(𝑡)

)︀

𝑐20 − 𝑐01 exp
(︀
− 𝜈0(𝑐20 − 𝑐01)𝐽(𝑡)

)︀ , 𝐽(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡𝑗

exp
(︁ −𝑈
𝑇
(1)

(𝑆)

)︁
𝑑𝑠, (17)

где 𝑡𝑗 — начало соответствующего периода времени. Решение для 𝑐
(2)
1 полу-

чается из третьего уравнения системы (13), первого из условий (16) и выра-
жения (17) путем решения задачи в частных производных с неоднородными
краевыми условиями Дирихле

𝑐
(2)
1 (𝑅1) = 𝑐

(1)
1 (𝑅1).

На внешней границе можно поставить однородные условия Неймана

𝜕𝑐
(2)
1

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅2

= 0
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или Дирихле

𝑐
(2)
1 (𝑅2) = 0.

В этих случаях вводится величина 𝜉(𝑡) =

∫︁
𝐷(𝑇

(2)
)𝑑𝑡 в качестве аналога

времени. Запишем решение в случае смешанных условий как более реали-
стичных. Обозначим через 𝑡 = 𝛾(𝜉) функцию для определения времени, то
есть обратную к функции 𝜉(𝑡) при заданной зависимости коэффициента диф-
фузии от температуры. Она может быть найдена с использованием выраже-
ния для температуры во внешней области. Решение указанной задачи имеет
следующий вид:

𝑐
(2)
1 =

𝑐
(1)
1

(︀
𝛾(𝜉)

)︀
𝑅1(𝑅2 − 𝑟)2

𝑟(𝑅2 −𝑅1)2
+

+

∞∑︁

𝑛=2

𝐴𝑛

𝑟
exp

(︁
−𝜇

2
𝑛𝜉

𝑅2

)︁(︁
sin

(︁𝜇𝑛𝑟
𝑅2

)︁
− tg

(︁𝜇𝑛
𝑑

)︁
cos

(︁𝜇𝑛𝑟
𝑅2

)︁)︁
. (18)

Здесь через 𝜇𝑛 обозначены корни уравнения

𝜇𝑛 tg
(︁
𝜇𝑛

(︁
1− 1

𝑑

)︁)︁
= 1.

Поскольку рассматривается случай 𝑑≫ 1, решение (15), (16) можно упро-
стить:

𝑐
(2)
1 =

𝑐
(1)
1

(︀
𝛾(𝜉)

)︀
𝑅1(𝑅2 − 𝑟)2

𝑟(𝑅2 −𝑅1)2
+

+
∞∑︁

𝑛=0

𝑅2

𝑟
exp

(︁
−𝜇

2
𝑛𝜉

𝑅2
2

)︁(︁
𝐾1𝑛 sin

(︁𝜋𝑛𝑟
𝑅2

)︁
+𝐾2𝑛 cos

(︁𝜋𝑛𝑟
𝑅2

)︁)︁
, (19)

где

𝐾10 =𝑀1

∫︁ 1

𝜅

𝑥𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ −𝑀2

∫︁ 1

𝜅

(1− 𝑥)2𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ ,

𝐾1𝑛 = 2𝑀1

∫︁ 1

𝜅

𝑥 cos(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ − 2𝑀2

∫︁ 1

𝜅

(1− 𝑥)2 cos(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

sin
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ ,

𝐾2𝑛 = 2𝑀1

∫︁ 1

𝜅

𝑥 sin(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

cos
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ − 2𝑀2

∫︁ 1

𝜅

(1− 𝑥)2 sin(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥

cos
(︀
𝜇0(1− 𝜅)𝑥

)︀ ,

𝑀1 = 𝑐10 cos
𝜇0𝜅

1− 𝜅
, 𝑀2 = 𝑐

(0)
1 𝜅 cos

𝜇0𝜅

(1− 𝜅)3
, 𝜅 =

1

𝑑
.

Величина 𝜇0 определяется из уравнения 𝜇0 = arctg(1/𝜇0): 𝜇0 ≈ 0.863.
Интегралы вычисляются численно.
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Для дальнейшего анализа приведем некоторые частные случаи формулы
для концентрации (17) с учетом (14), (15).

В первом таком случае рассмотрим изотермический процесс, который под-
держивается дополнительным подводом тепла или условиями теплоизоляции

после того, как произошел нагрев до некоторой температуры 𝑇
(1)
𝑘 = 𝑇 (1)(𝑡𝑘),

например, за первый период времени 𝑡 = 𝑡𝑘. В этом случае для концентрации
в первой области можно записать следующее выражение:

𝑐
(1)
1 =

𝑐01(𝑐20 − 𝑐01) exp
(︀
−𝜈0(𝑐20 − 𝑐01) exp

(︀
− 𝑈

𝑇
(1)
𝑘 𝑅𝑔

)︀
𝑡
)︀

𝑐20 − 𝑐01 exp
(︀
−𝜈0(𝑐20 − 𝑐01) exp

(︀
− 𝑈

𝑇
(1)
𝑘 𝑅𝑔

)︀
𝑡
)︀ . (20)

Во втором случае рассмотрим влияние изменяющейся во времени темпе-
ратуры на концентрацию при малых временах, когда можно ограничиться
линейными членами в разложении экспоненты, входящей в функцию 𝜓𝑛(𝑡),
в ряд, ограничиваясь несколькими первыми членами ряда 𝑁 (при этом коэф-
фициенты ряда для температуры (15) убывают примерно как 1/𝑦2𝑛 , например
при 𝜒 ∼ 1, 𝑏 ∼ 1 величина 𝑦𝑛 = 𝜋𝑛

𝑑 ). В этом случае выражение для интеграла
𝐽(𝑡) из (17) имеет вид

𝐽(𝑡) ≈ 𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡

2.3𝑞𝑄
exp

(︁
− 𝑈

𝑅𝑔(𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡)

)︁
− 𝑇

(1)
0

2.3𝑞𝑄
exp

(︁
− 𝑈

𝑅𝑔𝑇
(1)
0

)︁
+

+
𝑈

𝑅𝑔𝑞𝑄

[︂
ln
(︁ 𝑇

(1)
0

𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡

)︁
+

𝑇
(1)
0

𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡

+

+
∞∑︁

𝑛=2

(−1)𝑛

𝑛𝑛!

(︂(︁ 𝑈

𝑅𝑔(𝑇
(1)
0 + 𝑞𝑄𝑡)

)︁𝑛
−

(︁ 𝑈

𝑅𝑔𝑇
(1)
0

)︁𝑛
)︂]︂
, (21)

где

𝑄 =
6𝜒

𝑐
(1)
𝑝 𝜌(1)

∞∑︁

𝑛=1

𝜙𝑛

𝑦2𝑛𝑏
2

(︀
1− 𝑦𝑛𝑏 ctg(𝑦𝑛𝑏)

)︀
.

При получении (21) возникающий интегральный логарифм был разложен
в ряд согласно известной формуле:

li(𝑥) = 𝛾 + ln(ln𝑥) +

∞∑︁

𝑛=1

(ln𝑥)𝑛

𝑛𝑛!
,

где 𝛾 — постоянная Эйлера.

Заключение. Исследована модель двухкомпонентного массопереноса
в неоднородной сферической системе, протекающего в нелинейном электро-
магнитном поле. Из полученных решений для источника тепла, температуры
и концентрации (формулы (9), (15), (17), (19), (21)) следует, что величины
концентрации во внутренней области, на границе областей, а также концен-
трации, пересекшей границу и попавшей во вторую область, зависят от пара-
метра нелинейности электродинамической задачи, от которого зависит плот-
ность теплового источника. Действительно, как видно из (7), (9), в выражение
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для теплового источника входит параметр нелинейности 𝛼. Соответственно,
от него зависит температура в каждой из областей, поскольку она пропор-
циональна плотности теплового источника. Следовательно, через скорость
реакции массоперенос зависит от характера зависимости диэлектрической
проницаемости от поля. Такого рода влияние будет также иметь место и для
модификаций закона Аррениуса [14]. В статье также в общем виде учитывает-
ся зависимость коэффициента диффузии от температуры. Соответственно, из
формул (9), (12), (17) (18) следует, что на диффузионный механизм переноса
концентрации также может влиять параметр электродинамической нелиней-
ности. Реакция может протекать как со скоростью, практически не зависящей
от температуры, так и в режиме активации, когда температура значитель-
но влияет на скорость реакции. В данном случае в активационном режиме
скорость реакции зависит от температуры внутренней области (как отмечено
выше, данная температура напрямую зависит от плотности источника тепла)
и радиуса 𝑅1. В рассматриваемой задаче возможны два механизма перехода
из одного режима протекания в другой. Первый механизм обусловлен варьи-
рованием параметра нелинейности. Из (7), (9), (15), (17), (20), (21) следует,
что при относительно больших 𝛼 скорость реакции и массоперенос заметно
зависят от температуры, т.е. реализуется активационный режим. При малых

𝛼 величины точных решений для электрического вектора
−→
𝐸 𝑇 значительно

возрастают (7). Тогда можно приближенно записать 𝑞 ≈ 𝑆
|𝛼| и соответственно

𝑇
(1) ∼ 𝑆

|𝛼| . Здесь через 𝑆 обозначена величина, приближенно полученная из

(7), (9) при 𝛼→ 0.
Отметим, что приведенный результат 𝑞 ∼ 1

|𝛼| , 𝑇 ∼ 1
|𝛼| является достаточно

общим и справедлив для точных решений рассматриваемого класса, опира-
ющихся на выражение (6) и приведенных в [12]. Таким образом, происходит

качественное изменение процесса переноса концентрации 𝑐
(1)
1 (𝑡), обусловлен-

ное значительным возрастанием температуры в формуле (14) — независимо
от параметров, входящих в формулу (15), и величины энергетического ба-
рьера 𝑈 , экспоненциальная зависимость для концентрации в (17) и (20) при-
нимает вид exp(−𝜈0(𝑐02 − 𝑐01)𝑡). Таким образом, происходит переход в режим,
когда скорость реакции практически не зависит от температуры (в пределе
𝛼 → 0 данный результат получается точно). В этом режиме массоперенос
происходит наиболее быстро. Полагая, что 99 % от скорости реакции, не за-
висящей от температуры, можно считать скоростью при отсутствии барьера
𝑈 , из закона Аррениуса можно получить, что температура при этом долж-
на быть приближенно равна 𝑇+ ≈ 99.602𝑈/𝑅𝑔. Соответствующую плотность
теплового источника можно оценить по формуле

𝑞+ ≈ 99.602𝑈

𝑆1𝑅𝑔
− −𝑇 (1)

0

𝑆1
,

где

𝑆1 =
6𝜒𝑡𝜒

𝑐
(1)
𝑝 𝜌(1)

∞∑︁

𝑛=1

𝜓𝑛(𝜏𝑘)𝜙𝑛

𝑦4𝑛𝑏
2

(︀
1− 𝑦𝑛𝑏 ctg(𝑦𝑛𝑏)

)︀
.

Важным также представляется рассмотрение перехода концентрации че-
рез границу раздела. Поскольку среда внешней области является непоглоща-
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ющей, скорость реакции, которая способствует распространению концентра-
ции из области (1) в область (2), зависит от плотности теплового источника 𝑞.
Как показано выше, параметр нелинейности непосредственно влияет на эту
величину и через температуру — на скорость реакции (12), (17), (19). Боль-
шие значения параметра 𝛼 приводят к увеличению энергетического барьера.

Это, в свою очередь, приводит к тому, что основная часть концентрации 𝑐
(2)
1

некоторое время находится вблизи границы раздела (возникает барьерный
эффект для распространения концентрации), а затем она постепенно диф-
фундирует далее. Такой концентрационный барьер, в свою очередь, влияет
и на электродинамические характеристики внешней области. При уменьше-
нии 𝛼 во внешней области (так же, как и во внутренней) происходит переход
от активационного к независящему от температуры режиму реакции.

Другим механизмом, переводящим активационный режим реакции в ре-
жим, который не зависит от температуры, является возникновение электро-
магнитного резонанса. Резонанс возникает при равенстве нулю знаменателей

коэффициентов в решении
−→
𝐸 ′

1 (решение представляет собой ряд, знаменате-
ли членов которого зависят от 𝑅1 и 𝑚1). При этом также происходит каче-

ственное изменение зависимости 𝑐
(1)
1 (𝑡) вследствие значительного возраста-

ния температуры в выражении (17). Как и в первом рассмотренном механиз-
ме, экспоненциальная зависимость для указанной концентрации принимает
вид exp(−𝜈0(𝑐02− 𝑐01)𝑡) . Из вышеизложенного следует, что параметр электро-
динамической нелинейности и размер внутренней области 𝑅1 могут являться
управляющими параметрами для массопереноса в рассматриваемой системе.
В том числе, от их значений может зависеть режим, в котором происходит
распространение концентрации.
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Аннотация

Проведено исследование ползучести и длительного разрушения уз-
кой прямоугольной мембраны в стесненных условиях (внутри высокой
жесткой матрицы) при пропорциональной зависимости величины попе-
речного давления от времени.

Деформирование мембраны рассматривается как последовательность
трех стадий. На первой стадии мембрана деформируется в свободных
условиях вплоть до касания продольных сторон жесткой матрицы. На
второй стадии она деформируется при касании продольных стенок мат-
рицы вплоть до касания ее поперечной стенки. На третьей стадии она
уже деформируется при одновременном касании продольных и попереч-
ной стенок матрицы. Деформирование мембраны происходит в условиях
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Ползучесть и длительное разрушение узкой прямоугольной мембраны. . .

ползучести при двух видах контактных условий: скольжение мембраны
вдоль стенок матрицы и прилипание мембраны к стенкам матрицы.

Для анализа постепенного длительного разрушения мембраны ис-
пользуется кинетическая теория ползучести Ю. Н. Работнова, при этом
параметр поврежденности материала в данной задаче имеет скалярный
характер. Решение системы, состоящей из определяющего и кинетиче-
ского уравнений, показало, что во время деформирования мембраны на
первой стадии в ней независимо от вида контактных условий накапли-
вается поврежденность, близкая к ее предельному значению. В связи
с этим процессы ползучести мембраны на второй и третьей стадиях де-
формирования при обоих рассматриваемых видах контактных условий
практически совпадают. Получена зависимость времени до разрушения
мембраны при различных скоростях возрастания величины поперечного
давления.

Полученные уравнения использованы для анализа ползучести и дли-
тельного разрушения мембраны, изготовленной из хромомолибденовой
стали 2.15Cr-1Mo steel, деформируемой при переменном поперечном дав-
лении при температуре 600 ∘C.

Ключевые слова: прямоугольная мембрана, жесткая матрица, пере-
менное поперечное давление, ползучесть, длительное разрушение, пара-
метр поврежденности, кинетическая теория, длительная прочность.
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Введение. В работе рассматриваются ползучесть и длительное разруше-
ние длинной узкой прямоугольной мембраны, закрепленной вдоль длинных
сторон и нагруженной равномерным поперечным давлением 𝑞, которое воз-
растает пропорционально времени 𝑡. Решение этой задачи при постоянной
и кусочно-постоянной зависимостях 𝑞(𝑡) при различных физических и гео-
метрических условиях приведено в монографиях Л. М. Качанова [1], Одкви-
ста [2], Сторакерса [3], Н. Н. Малинина [4] и др. Особый интерес представ-
ляет исследование ползучести рассматриваемой мембраны внутри жесткой
матрицы. В монографиях [4, 5] рассмотрен цикл задач о ползучести такой
мембраны внутри жесткой матрицы. В [5] приведены решения задач при уче-
те различных форм матриц (клиновидной, криволинейной и прямоугольной)
при двух типах контактных условий на границе мембраны: идеальное сколь-
жение и прилипание. В [6] исследуется ползучесть длинной узкой мембраны
внутри высокой жесткой матрицы при кусочно-постоянной зависимости вели-
чины поперечного давления от времени. Исследование проведено при трех ва-
риантах контакта матрицы и мембраны: идеальное скольжение, прилипание
и скольжение с учетом трения. В [7] проведено исследование установившей-
ся ползучести мембраны внутри высокой жесткой матрицы при пропорцио-
нальной зависимости величины поперечного давления от времени. Расчеты
проводятся до времени практически полного прилегания мембраны к матри-
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це. Проведено сравнение этих времен при различных контактных условиях.
А. Б. Ефимов с соавторами [8] составили обзор основных феноменологиче-
ских закономерностей, описывающих постановку задачи контактного взаимо-
действия общего вида. Во всех этих работах исследуется только ползучесть
мембраны, а длительное разрушение нигде не рассматривается.

В конце 50-х годов ХХ века Л. М. Качанов и Ю. Н. Работнов пришли
к выводу, что используемые в то время термины механики деформируемого
твердого тела (тензоры напряжений и деформаций и вектор перемещений)
недостаточны для описания процесса длительного разрушения материалов
и элементов конструкций в условиях ползучести. Ими был предложен новый
подход к исследованию длительной прочности, этот подход был назван ки-
нетическим. Он основан на использовании введенного Л. М. Качановым [9]
параметра сплошности среды 𝜓 и Ю. Н. Работновым [10] — параметра по-
врежденности 𝜔, связанного с 𝜓 соотношением 𝜓 = 1 − 𝜔, и разработан-
ной впоследствии Ю. Н. Работновым [11] кинетической теории ползучести
и длительной прочности. Основой этого подхода при одноосном растяжении
является введение скалярного параметра поврежденности 𝜔(𝑡), характеризу-
ющего структурное состояние материала при произвольном значении време-
ни 𝑡. Исходному состоянию материала (при 𝑡 = 0) соответствует значение
𝜔 = 0, при разрушении (𝑡 = 𝑡*) поврежденность 𝜔(𝑡*) принимает значение 1.
При рассмотрении длительной прочности в случае одноосного растяжения
Л. М. Качанов [9] дополнил уравнение ползучести дифференциальным кине-
тическим уравнением, характеризующим изменение параметра 𝜓 во времени,
а Ю. Н. Работнов [12] дополнительно ввел параметр 𝜔 в уравнение ползу-
чести (для учета влияния процесса накопления поврежденности на процесс
ползучести).

1. Постановка задачи. Рассматривается деформирование в условиях
ползучести длинной узкой прямоугольной мембраны толщины𝐻0, закреплен-
ной вдоль длинных сторон и расположенной внутри высокой жесткой матри-
цы прямоугольной формы, вплоть до ее (мембраны) разрушения (рис. 1).
Ширина 2𝑎 и длина мембраны и матрицы 𝐿 удовлетворяют неравенству
2𝑎/𝐿 ≪ 1. Отношение высоты матрицы 𝑏 к половине ее ширины 𝑎 в дан-
ной статье удовлетворяет неравенству 𝑏/𝑎 > 1 (высокая матрица).

Рис. 1. Общая схема деформирования прямоугольной мембраны внутри жесткой матрицы

[Figure 1. General scheme of deformation of a rectangular membrane inside a rigid matrix]

678



Ползучесть и длительное разрушение узкой прямоугольной мембраны. . .

Рассматривается пропорциональная зависимость величины поперечного
давления 𝑞 от времени 𝑡:

𝑞(𝑡) = 𝑞𝑡,

где 𝑞 = const— скорость возрастания величины 𝑞, точкой всюду обозначаются
производные по времени 𝑡.

Деформирование мембраны в условиях ползучести рассматривается как
последовательность трех стадий. На первой стадии мембрана деформирует-
ся в свободных условиях вплоть до касания продольных сторон матрицы.
На второй стадии она деформируется при касании продольных стенок мат-
рицы вплоть до касания ее поперечной стенки. На третьей стадии она уже
деформируется при одновременном касании продольных и поперечной стенок
матрицы.

Задача рассматривается в стандартной цилиндрической системе коорди-
нат, поэтому при моделировании напряженно-деформированного состояния
при 𝑡 > 0 рассматриваются радиальное 𝜎𝑟𝑟, окружное 𝜎𝜃𝜃 и осевое 𝜎𝑧𝑧 глав-
ные напряжения и соответствующие компоненты тензора деформаций пол-
зучести 𝑝𝑟𝑟, 𝑝𝜃𝜃 и 𝑝𝑧𝑧. Недиагональные компоненты тензоров напряжений
и деформаций равны нулю.

Рассмотрим элемент мембраны [4]. Принимаем напряжения в элементе
равномерно распределенными по толщине и, записывая уравнения равнове-
сия в проекциях на нормаль и касательную, получаем

𝜎𝜃𝜃 = 𝑞𝜌/𝐻, 𝑑(𝜎𝜃𝜃𝐻) = 0, (1)

где 𝜌— радиус кривизны срединной поверхности, 𝐻 — толщина мембраны.
Следовательно,

𝜎𝜃𝜃𝐻 = const. (2)

Сопоставляя равенства (1) и (2), заключаем, что рассматриваемый ради-
ус кривизны срединной поверхности мембраны 𝜌 = const во всех ее точках,
т. е. срединная поверхность мембраны при ее деформировании является ча-
стью поверхности кругового цилиндра с углом раствора 2𝛼 [4]. В этом случае
очевидно, что если толщина мембраны до деформирования постоянна, то
она останется постоянной и при любых значениях деформации ползучести.
Следовательно, согласно равенству (1), окружное напряжение 𝜎𝜃𝜃 по длине
окружности радиуса 𝜌 не изменяется.

Целью данного исследования является определение зависимости времени
до разрушения мембраны 𝑡* от величины скорости возрастания величины
поперечного давления 𝑞, в случае разрушения на 𝑖-той стадии эти параметры
будем обозначать через 𝑡*𝑖 и 𝑞𝑖 соответственно, 𝑖 = 1, 2, 3.

Для учета накопления поврежденности в материале мембраны в процессе
ползучести вводится тензорный параметр поврежденности 𝜔𝑖𝑗(𝑡), который
при активном нагружении (𝑞 > 0) удовлетворяет уравнению

𝑑𝜔𝑖𝑗

𝑑𝑡
=

3

2
𝐹 (𝜎𝑘𝑙, 𝜔𝑘𝑙, 𝑡)𝑠𝑖𝑗 , (3)

где 𝑠𝑖𝑗 — компоненты девиатора напряжений.
Для описания ползучести мембраны при 𝑡 > 0 с учетом накопления повре-

жденности материала вплоть до ее разрушения рассмотрим гипотезу пропор-
циональности девиаторов напряжений и девиаторов скоростей деформаций
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ползучести при учете несжимаемости материала в следующем виде (в даль-
нейшем 𝜔𝑢 представляет собой аналог интенсивности напряжений 𝜎𝑢):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�𝑖𝑗 =
3

2

𝐴𝜎𝑛−1
𝑢

(1− 𝜔𝑢)
𝑛 𝑠𝑖𝑗 , 𝑝𝑖𝑗(0) = 0;

𝜎𝑢 =
1√
2

√︁
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃)

2 + (𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧)
2 + (𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟)

2;

𝜔𝑢 =
1√
2

√︁
(𝜔𝑟𝑟 − 𝜔𝜃𝜃)

2 + (𝜔𝜃𝜃 − 𝜔𝑧𝑧)
2 + (𝜔𝑧𝑧 − 𝜔𝑟𝑟)

2;

(4)

где 𝑝𝑖𝑗 — компоненты тензора деформаций ползучести; 𝐴, 𝑛— постоянные ве-
личины соответствующих размерностей.

В рассматриваемом плоском деформированном состоянии скорость осевой
деформации ползучести �̇�𝑧𝑧 принимается равной нулю:

�̇�𝑧𝑧 = 0. (5)

Примем, как обычно для тонкостенных цилиндрических оболочек, равенство

𝜎𝑟𝑟 = 0. (6)

В этом случае из гипотезы пропорциональности девиаторов напряжений и ско-
ростей деформаций ползучести (4) при учете (5), (6) следует

𝜎𝑧𝑧 =
1

2
𝜎𝜃𝜃, 𝜎𝑢 =

√
3

2
𝜎𝜃𝜃.

Компоненты девиатора напряжений 𝑠𝑖𝑗 в мембране определяются соотноше-
ниями

𝑠𝜃𝜃 =
𝜎𝜃𝜃
2

> 0, 𝑠𝑧𝑧 = 0, 𝑠𝑟𝑟 = −𝜎𝜃𝜃
2

< 0, 𝑠𝜃𝑧 = 𝑠𝑟𝑧 = 𝑠𝑟𝜃 = 0.

Следовательно, в соответствии с (3) в тензоре поврежденности 𝜔𝑖𝑗 только
𝜔𝜃𝜃 ̸= 0, т. е. параметр поврежденности в данной задаче является скалярной
величиной: 𝜔 = 𝜔(𝑡). Примем кинетическое уравнение (3) в форме

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=

𝐵𝜎𝑘𝜃𝜃
(1− 𝜔)𝑚

, 𝜔(0) = 0. (7)

Таким образом, ползучесть мембраны внутри прямоугольной матрицы
вплоть до разрушения определяется из системы определяющего уравнения

�̇�𝜃𝜃 =
3

2

𝐴𝜎𝑛−1
𝑢

(1− 𝜔)𝑛
𝑠𝜃𝜃 =

√
3

2

𝐴
(︀√

3
2 𝜎𝜃𝜃

)︀𝑛

(1− 𝜔)𝑛
, 𝑝𝜃𝜃(0) = 0 (8)

и кинетического уравнения (7), а момент разрушения 𝑡 = 𝑡* характеризуется
условием

𝜔(𝑡*) = 1. (9)
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Из уравнения (7) после серии преобразований получаем

𝜔(𝑡) = 1−
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

, (10)

(1− 𝜔)𝑛 =

(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 𝑛
𝑚+1

.

Подставляя выражение (1 − 𝜔)𝑛 в уравнение (8), получаем выражение для
скорости окружной компоненты тензора деформации ползучести:

�̇�𝜃𝜃 =

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

. (11)

Дальнейшей целью исследований является определение зависимости окруж-
ного напряжения 𝜎𝜃𝜃 (1) от скорости возрастания давления 𝑞 при обоих рас-
сматриваемых контактных условиях (идеальное скольжение и прилипание),
а затем с помощью (7) и (9) — анализ задачи о возможности разрушения на
той или иной стадии ползучести.

2. Разрушение мембраны в процессе свободного деформирова-
ния в условиях ползучести (первая стадия). На первой стадии мембра-
на (плоская в начальном состоянии) под действием давления 𝑞(𝑡) приобретает
форму незамкнутой цилиндрической оболочки с центральным углом 2𝛼 (см.
рис. 2). На этой стадии мембрана деформируется в условиях установившейся
ползучести вплоть до касания продольных стенок жесткой матрицы.

Введем безразмерные переменные

𝐻 𝑖 = 𝐻𝑖/𝐻0, 𝐻0 = 𝐻0/𝑎, 𝑏 = 𝑏/𝑎, 𝜌 = 𝜌/𝑎, (12)

где𝐻0 — начальная толщина мембраны,𝐻𝑖 — толщина мембраны на 𝑖-той ста-
дии, 𝑖 = 1, 2, 3.

Далее черточки над всеми безразмерными переменными опустим. В этом
пункте рассматривается длительное разрушение мембраны при постоянной
скорости возрастания поперечного давления 𝑞1 = const.

Рис. 2. Схема деформации прямоугольной мембраны на первом этапе
[Figure 2. The scheme of deformation of a rectangular membran at the ҥrst stage]
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Рассматривая два близких деформированных состояния мембраны, опре-
делим приращение окружной деформации ползучести:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝜌+ 𝑑𝜌)(𝛼+ 𝑑𝛼)− 𝜌𝛼

𝜌𝛼
=
𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝛼

𝛼
.

Следовательно, для скорости окружной компоненты деформации ползучести
имеем

�̇�𝜃𝜃 =
�̇�

𝜌
+
�̇�

𝛼
. (13)

Поскольку
𝜌 sin𝛼 = 1, (14)

имеем
�̇� sin𝛼+ 𝜌�̇� cos𝛼 = 0.

Поэтому выражение (13) преобразуется к виду

�̇�𝜃𝜃 = (𝛼−1 − ctg𝛼)�̇�. (15)

Из условия несжимаемости в случае плоского деформированного состоя-
ния имеем

�̇�𝑟𝑟 + �̇�𝜃𝜃 + �̇�𝑧𝑧 = 0, �̇�𝑧𝑧 = 0, �̇�𝑟𝑟 = −�̇�𝜃𝜃.
Так как скорость радиальной компоненты деформации ползучести

�̇�𝑟𝑟 = �̇�1/𝐻1, (16)

согласно равенствам (15), (16), с учетом �̇�𝑟𝑟 = −�̇�𝜃𝜃 получаем

�̇�𝜃𝜃 = −�̇�1

𝐻1
= (𝛼−1 − ctg𝛼)�̇�. (17)

Интегрируя (17) при начальном условии 𝐻1(0) = 1, 𝛼(0) = 0, получаем

𝐻1(𝛼) =
sin𝛼

𝛼
, 𝐻1

(︁𝜋
2

)︁
=

2

𝜋
= 𝐻0

1 , (18)

где 𝐻0
1 — значение толщины мембраны в конце первой стадии, т. е. при 𝛼 =

= 𝜋/2. Величина 𝜎𝜃𝜃 (1) при учете (12), (14) и (18) принимает следующий
вид:

𝜎𝜃𝜃 =
𝑞1𝜌

𝐻0𝐻1
=
𝑞1𝑡

𝐻0

𝛼

sin2𝛼
.

Подставляя выражение (11) в (17), получаем

𝑑𝛼

𝑑𝑡
= (𝛼−1 − ctg𝛼)−1

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

, (19)

𝛼(0) = 0.
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В конце первой стадии (𝑡 = 𝑡1) раствор мембраны 2𝛼(𝑡1) = 2𝛼1 в случае
ее неразрушения удовлетворяет равенству 2𝛼1 = 𝜋. Момент времени 𝑡1, со-
ответствующий окончанию первой стадии, и толщина мембраны 𝐻0

1 = 𝐻(𝑡1)
вычисляются согласно зависимости (18):

𝑡1 = 𝑡(𝛼1), 𝐻0
1 = 𝐻1(𝑡1) =

sin𝛼1

𝛼1
=

2

𝜋
.

Определим скорость увеличения поперечного давления 𝑞1, при котором мем-
брана разрушается в процессе первой стадии (𝑡 = 𝑡*1). Для этого воспользу-
емся уравнением (19) при начальном значении 𝛼(0) = 0. Конечное значение
𝛼* = 𝛼(𝑡*) определяется с помощью уравнения (10) при 𝜔(𝑡*) = 1:

(𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*1

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡 = 1.

Далее рассматривается ползучесть мембраны внутри жесткой матрицы при
различных контактных условиях в случае, если не произошло разрушения на
первой стадии.

3. Деформирование и разрушение мембраны в условиях идеаль-
ного скольжения мембраны вдоль сторон матрицы. Введем коорди-
наты поперечного сечения матрицы 𝑥 и 𝑦 (см. рис. 2) и дополнительные без-
размерные координаты:

�̄� =
𝑥

𝑎
, 𝑦 =

𝑦

𝑎
, �̄� =

𝑏

𝑎
, �̄�0 =

𝑥0
𝑎
, 𝑦0 =

𝑦0
𝑎
,

где 𝑥0, 𝑦0 — координаты точек касания мембраны и матрицы; далее черточки
над этими безразмерными переменными также будем опускать.

3.1. Деформирование и разрушение мембраны в процессе второй
стадии (0 6 𝑦0 6 𝑦∗

0
, 𝑦∗

0
6 𝑏 − 1). Рассмотрим характеристики разрушения

мембраны 𝑞2 и 𝑡*2 в процессе второй стадии. При этом исследование ползу-
чести проводится сначала на первой стадии (0 6 𝑡 6 𝑡1), а затем на второй
стадии 𝑡1 6 𝑡 6 𝑡*2.

Ползучесть мембраны на первой стадии описывается дифференциальным
уравнением (19) при 𝛼(0) = 0 и 𝛼(𝑡1) = 𝜋/2, при этом

𝜎𝜃𝜃(𝛼) =
𝑞2𝛼𝑡

𝐻0 sin
2 𝛼

.

Поврежденность материала в конце первой стадии определяется согласно (10):

𝜔(𝑡1) = 1−
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡1

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

= 𝜔1. (20)

После окончания первой стадии деформирования (𝑡 = 𝑡1) наступает вторая
стадия (𝑡1 6 𝑡 6 𝑡*2, 0 6 𝑦 6 𝑦*0, 𝜔1 6 𝜔 6 1).

Решение задачи имеет различный характер для относительно высокой
матрицы (𝑏 > 1) и относительно низкой матрицы (𝑏 6 1). Для определенно-
сти в данной работе будет рассмотрена ползучесть мембраны внутри относи-
тельно высокой матрицы.
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В связи с осевой симметрией мембраны и матрицы далее рассматривается
ползучесть правой половины мембраны в координатах 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑦 6 𝑏.

При 𝑡 > 𝑡1 часть поверхности мембраны прилегает к внутренней боковой
поверхности матрицы.

При исследовании деформирования мембраны на второй стадии выделим
два близких деформированных состояния с радиусом свободной дуги мем-
браны 𝜌 = 1: одно характеризуется длиной участка контакта 𝑦0, а другое —
длиной участка контакта 𝑦0 + 𝑑𝑦0. Согласно определению 𝑑𝑝𝜃𝜃, имеем

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝑦0 + 𝑑𝑦0 + 𝜋/2)− (𝑦0 + 𝜋/2)

𝑦0 + 𝜋/2
=

𝑑𝑦0
𝑦0 + 𝜋/2

= −𝑑𝐻2

𝐻2
, (21)

−
∫︁ 𝐻2(𝑦0)

𝐻0
1

𝑑𝐻2

𝐻2
=

∫︁ 𝑦0

0

𝑑𝑦0
𝑦0 + 𝜋/2

,

𝐻2(𝑦0) =
𝜋

2

𝐻0
1

𝑦0 + 𝜋/2
=

1

𝑦0 + 𝜋/2
. (22)

Толщина в конце второй стадии определяется согласно (22):

𝐻0
2 = 𝐻2(𝑡2) =

1

𝑏− 1 + 𝜋/2
. (23)

Окончание второй стадии (𝑡 = 𝑡2) происходит при разрушении мембраны,
т. е. когда 𝜔(𝑡*2) = 1.

Рассмотрим зависимость параметра поврежденности на второй стадии от
времени. Из (7) при 𝜔 > 𝜔1, 𝑡 > 𝑡1 имеем

𝜔(𝑡) = 1−
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

.

Тогда при разрушении в момент времени 𝑡 = 𝑡*2 из последнего соотношения
имеем

(1− 𝜔1)
𝑚+1 = (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*2

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡. (24)

Из (21) следует
𝑑𝑦0
𝑑𝑡

= (𝑦0 + 𝜋/2)�̇�𝜃𝜃.

Отсюда с учетом (11) получаем

𝑑𝑦0
𝑑𝑡

= (𝑦0+𝜋/2)

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
(1−𝜔1)

𝑚+1− (𝑚+1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

. (25)

Окружное напряжение на второй стадии при 𝜌 = 1 определяется из соотно-
шений (1) и (22):

𝜎𝜃𝜃(𝑦0) =
𝑞𝜌

𝐻0𝐻2(𝑦0)
=

𝑞2𝑡

𝐻0𝐻2(𝑦0)
=
𝑞2𝑡

𝐻0
(𝑦0 + 𝜋/2). (26)
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Определим зависимость времени разрушения 𝑡*2 от скорости возрастания
величины давления 𝑞2, т. е. 𝑡*2 = 𝑡*2(𝑞2). Задавая произвольное значение 𝑞2
(𝑞2 6 𝑞1) и подставляя его в выражение (26), находим решение дифферен-
циального уравнения (25) при 𝑡1 6 𝑡 6 𝑡*2. При этом начальное значение
𝑦0(𝑡1) = 0, а конечное значение 𝑡 = 𝑡*2 определяется с помощью уравне-
ния (24).

3.2. Деформирование и разрушение мембраны в процессе тре-
тьей стадии (𝑏 − 1 6 𝑦0 6 𝑦∗

0
). Рассмотрим процесс деформирования

и разрушения мембраны при 𝑞3 (𝑞3 < 𝑞2) на третьей стадии. Этот процесс
происходит после окончания второй стадии деформирования.

Ползучесть мембраны в процессе первой стадии описывается дифферен-
циальным уравнением (19) при условиях

𝛼(0) = 0, 𝛼(𝑡1) = 𝜋/2, 𝜎𝜃𝜃(𝛼) =
𝑞3𝛼𝑡

𝐻0sin
2𝛼
.

В конце первой стадии (при 𝑡 = 𝑡1) поврежденность материала мембраны
определяется равенством (20).

Вторая стадия деформирования характеризуется следующими значения-
ми параметров:

𝑡1 6 𝑡 6 𝑡2, 0 6 𝑦0 6 𝑏− 1, 𝜔1 6 𝜔 6 𝜔2.

Толщина мембраны𝐻2(𝑦0) на второй стадии ползучести и ее значение в конце
второй стадии 𝐻0

2 определяются равенствами (22) и (23) соответственно.
Процесс деформирования мембраны на второй стадии определяется сле-

дующим дифференциальным уравнением:

𝑑𝑦0
𝑑𝑡

= (𝑦0 + 𝜋/2)

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

;

𝑦0(𝑡1) = 0, 𝑦0(𝑡2) = 𝑏− 1, 𝜎𝜃𝜃(𝑦0) =
𝑞3𝑡

𝐻0𝐻2(𝑦0)
=
𝑞3𝑡

𝐻0
(𝑦0 + 𝜋/2).

Поврежденность материала мембраны 𝜔2 = 𝜔2(𝑡) в конце второй стадии опре-
деляется с помощью интегрирования дифференциального уравнения (7) при
𝑡 > 𝑡1:

𝜔2 = 1−
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

. (27)

Третья стадия деформирования мембраны характеризуется параметрами

𝑡2 6 𝑡 6 𝑡*3, 𝑏− 1 6 𝑦0 6 𝑦*0, 𝜔2 6 𝜔 6 1.

Кинетика параметра 𝜔(𝑡) в процессе третьей стадии определяется из диффе-
ренциального уравнения (7) при 𝑡 > 𝑡2:

𝜔(𝑡) = 1−
(︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

. (28)
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Отсюда для разрушения при 𝑡 = 𝑡*3 (𝜔(𝑡*3) = 1) имеем уравнение

(1− 𝜔2)
𝑚+1 = (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*3

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡. (29)

На этой стадии мембрана касается обеих сторон матрицы:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(2− 𝜋/2)𝑑𝑦0

2𝑦0 − 𝑏+ 1 + (𝑏− 𝑦0)𝜋/2
,

−
∫︁ 𝐻3(𝑦0)

𝐻0
2

𝑑𝐻3

𝐻3
= ln

𝐻0
2

𝐻3(𝑦0)
= ln

1 + 𝑏𝜋/2− 𝑏+ 𝑦0(2− 𝜋/2)

𝑏− 1 + 𝜋/2
,

𝐻3(𝑦0) =
1

1 + 𝑏𝜋/2− 𝑏+ 𝑦0(2− 𝜋/2)
,

�̇�0 =
2𝑦0 − 𝑏+ 1 + (𝑏− 𝑦0)𝜋/2

2− 𝜋/2
�̇�𝜃𝜃.

Подставляя в последнее уравнение выражение (8) при учете (10) вместо �̇�𝜃𝜃,
получаем

�̇�0 =
2𝑦0 − 𝑏+ 1 + (𝑏− 𝑦0)𝜋/2

2− 𝜋/2

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
×

×
(︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝐵
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑘
𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

, (30)

𝜎𝜃𝜃(𝑦0) =
𝑞3𝑡

𝐻0

(︀
1 + 𝑏𝜋/2− 𝑏+ 𝑦0(2− 𝜋/2)

)︀
(𝑏− 𝑦0).

При решении дифференциального уравнения (30) начальное значение 𝑦0(𝑡2) =
= 𝑏 − 1, а конечное значение 𝑡*3 удовлетворяет равенству (29) с учетом най-
денного значения для 𝜎𝜃𝜃.

4. Деформирование и разрушение мембраны в условиях прили-
пания мембраны вдоль сторон матрицы. Как и для предыдущего случая
граничных условий рассмотрим вторую и третью стадии деформирования
мембраны в условиях ползучести и определим условия ее разрушения.

4.1. Деформирование и разрушение мембраны в процессе второй
стадии (0 6 𝑦0 6 𝑦∗

0
, 𝑦∗

0
6 𝑏 − 1). Чтобы определить условия разрушения

мембраны в процессе ее деформирования на второй стадии при 𝑞2 необходимо
последовательно рассмотреть ее ползучесть на первой и второй стадиях.

Ползучесть мембраны на первой стадии при условии ее неразрушения на
ней (0 6 𝑡 6 𝑡1, 0 6 𝛼 6 𝜋/2, 0 6 𝜔 6 𝜔1) описывается дифференциальным
уравнением (19) при условиях

𝛼(0) = 0, 𝛼(𝑡1) = 𝜋/2, 𝜎𝜃𝜃(𝛼) =
𝑞2𝛼𝑡

𝐻0sin
2 𝛼

.

Поврежденность материала мембраны в конце первой стадии определяется
равенством (20).
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В процессе второй стадии деформирования мембраны зависимость пара-
метра поврежденности от времени определяется соотношением (24). При ис-
следовании второй стадии деформирования мембраны выделим два близких
состояния с радиусом свободной дуги мембраны 𝜌 = 1. Согласно определению
𝑝𝜃𝜃 имеем

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝜋/2 + 𝑑𝑦0)− 𝜋/2

𝜋/2
=

2

𝜋
𝑑𝑦0 = −𝑑𝐻2

𝐻2
,

−
∫︁ 𝐻2(𝑦0)

𝐻0
1

𝑑𝐻2

𝐻2
=

∫︁ 𝑦0

0

2𝑑𝑦0
𝜋

,

отсюда

𝐻2(𝑦0) = 𝐻0
1 exp

(︁
− 2

𝜋
𝑦0

)︁
.

Окружная компонента тензора напряжений при учете 𝜌 = 1 удовлетворяет
следующему соотношению:

𝜎𝜃𝜃(𝑦0) =
𝑞𝜌

𝐻0𝐻2(𝑦0)

⃒⃒
⃒
𝜌=1

=
𝑞2𝑡

𝐻0𝐻2(𝑦0)
=
𝑞2𝑡

𝐻0

𝜋

2
exp

(︁ 2

𝜋
𝑦0

)︁
. (31)

Далее имеем

𝑑𝑦0
𝑑𝑡

=
𝜋

2

𝑑𝑝𝜃𝜃
𝑑𝑡

=

√
3𝜋

4
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
(1−𝜔1)

𝑚+1−(𝑚+1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

. (32)

Подставляя (31) в (32), получаем дифференциальное уравнение относитель-
но 𝑦0, при этом начальное значение 𝑦0(𝑡1) = 0, конечное значение 𝑡*2 опреде-
ляется с помощью уравнения (24).

4.2. Деформирование и разрушение мембраны в процессе тре-
тьей стадии (𝑏 − 1 6 𝑦0 6 𝑦∗

0
). Рассмотрим ползучесть мембраны при 𝑞3

последовательно на первой, второй и третьей стадиях в случае, если разру-
шение не произошло на первой и второй стадии.

Ползучесть мембраны в процессе первой стадии описывается дифферен-
циальным уравнением (19) при условиях

𝛼(0) = 0, 𝛼(𝑡1) = 𝜋/2, 𝜎𝜃𝜃(𝛼) =
𝑞3𝛼𝑡

𝐻0sin
2𝛼
.

В конце первой стадии (при 𝑡 = 𝑡1) поврежденность 𝜔(𝑡1) = 𝜔1 материала
мембраны задается соотношением

𝜔1 = 1−
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡1

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

.

Вторая стадия процесса деформирования мембраны характеризуется сле-
дующими значениями параметров:

𝑡1 6 𝑡 6 𝑡2, 0 6 𝑦0 6 𝑏− 1, 𝜔1 6 𝜔 6 𝜔2.
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Процесс ползучести на второй стадии определяется следующим дифферен-
циальным уравнением:

𝑑𝑦0
𝑑𝑡

=

√
3𝜋

4
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

,

𝑦0(𝑡1) = 0, 𝑦0(𝑡2) = 𝑏− 1,

𝜎𝜃𝜃(𝑦0) =
𝑞3𝑡

𝐻0𝐻2(𝑦0)
=
𝑞3𝑡

𝐻0

𝜋

2
exp

(︁ 2

𝜋
𝑦0

)︁
.

Поврежденность материала мембрана в конце второй стадии 𝜔(𝑡2) = 𝜔2 опре-
деляется из уравнения (27).

Третья стадия деформирования мембраны характеризуется параметрами

𝑡2 6 𝑡 6 𝑡*3, 𝑏− 1 6 𝑦0 6 𝑦*0, 𝜔2 6 𝜔 6 1.

На этой стадии ползучесть мембраны при касании ею обеих сторон матрицы
описывается следующими уравнениями:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(2− 𝜋/2)𝑑𝑦0
(𝑏− 𝑦0)𝜋/2

,

�̇�0 =
(𝑏− 𝑦0)𝜋/2

2− 𝜋/2
�̇�𝜃𝜃 =

𝑏− 𝑦0
(2− 𝜋/2)

√
3𝜋

4
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
×

×
(︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡2

(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑘
𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

; (33)

−
∫︁ 𝐻3(𝑦0)

𝐻0
2

𝑑𝐻3

𝐻3
=

∫︁ 𝑦0

(𝑏−1)
𝑑𝑝𝜃𝜃, − ln

𝐻3(𝑦0)

𝐻0
2

= −2− 𝜋/2

𝜋/2
ln(𝑏− 𝑦0),

𝐻3(𝑦0) =
2

𝜋
exp

(︁
− 2

𝜋
(𝑏− 1)

)︁
(𝑏− 𝑦0)

4
𝜋
−1; (34)

𝜎𝜃𝜃(𝑦0) =
𝑞3𝑡

𝐻0𝐻3(𝑦0)
(𝑏− 𝑦0). (35)

Зависимость 𝜔(𝑡) на третьей стадии процесса деформирования при 𝑡 > 𝑡2
имеет вид (28).

Подставим (34) в (35), а затем в (33). С помощью интегрирования диф-
ференциального уравнения (7) выпишем зависимость 𝜔(𝑡) на третьей стадии
процесса:

𝜔(𝑡) = 1−
[︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

]︂ 1
𝑚+1

.

При разрушении в момент времени 𝑡 = 𝑡*3 величина 𝜔(𝑡*3) = 1, поэтому

(1− 𝜔2)
𝑚+1 = (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*3

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡. (36)

Вычисление значений 𝑞3 и 𝑡*3, соответствующих разрушению на третьей
стадии деформирования при условиях прилипания, производится аналогично
случаю идеального скольжения.
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Дифференциальное уравнение (33) решается при 𝑡2 6 𝑡 6 𝑡*3, при этом
начальное условие 𝑦0(𝑡2) = 𝑏 − 1, конечное значение 𝑡 = 𝑡*3 удовлетворяет
условию (36).

5. Приложение. В качестве примера рассмотрим ползучесть и длитель-
ное разрушение прямоугольной мембраны, изготовленной из хромомолибде-
новой стали 2.15Cr-1Mo steel и деформируемой при 600 ℃ внутри жесткой
матрицы высотой 𝑏 = 1.2.

Химический состав этой стали [13]:

C = 0.06%, Si = 0.18%, Mn = 0.48%, P = 0.008%, S = 0.008%,

Cr = 2.18%, Mo = 0.93%, Fe− баланс.

Материальные константы этой стали, используемые в кинетической модели
ползучести и длительной прочности (7), (8), имеют следующие значения [13]:

𝐴 = 9.17 ·10−17 МПа/ч, 𝐵 = 0.91 ·10−17 МПа/ч, 𝑛 = 6.0, 𝑚 = 4.8, 𝑘 = 6.7.

Кроме того, во всех вычислениях в качестве безразмерной начальной толщи-
ны мембраны использовано значение 𝐻0 = 0.01.

В табл. 1ҫ3 приведены характеристики длительного разрушения мембра-
ны на первой, второй и третьей стадиях деформирования соответственно.
Расчеты показали, что характеристики ползучести мембраны вплоть до ее
разрушения практически не зависят от вида контактных условий мембра-
ны и матрицы. Это объясняется тем, что при переходе от первой стадии ко
второй накопленная поврежденность материала мембраны 𝜔1 имеет порядок
значений 0.86÷ 0.94, а при переходе от второй стадии к третьей поврежден-
ность 𝜔2 уже имеет порядок значений 0.91 ÷ 0.94. Другими словами, почти
весь ресурс поврежденности материала мембраны уже вырабатывается в про-
цессе первой стадии, которая не зависит от вида контактных условий.

На рис. 3 приведена зависимость 𝛼(𝑡) при 0 6 𝑡 6 𝑡*1 при различных зна-
чениях 𝑞1. На рис. 4 в логарифмических координатах приведена зависимость
времени до разрушения мембраны 𝑡* от величины 𝑞, полученная при анализе
результатов ползучести мембраны на всех трех стадиях.

Таблица 1

Характеристики длительного разрушения мембраны на первой стадии [Characteris-
tics of long-term destruction of the membrane at the ҥrst stage of deformation]

𝑞1, MPa/hr 𝑡*, hr 𝛼*

2 0.67 1.37
1.5 0.87 1.387
1 1.26 1.4
0.8 1.54 1.414
0.5 2.36 1.44
0.2 5.39 1.48
0.15 6.98 1.5
0.1 10.05 1.56
0.08 12.29 1.57
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Таблица 2

Характеристики длительного разрушения мембраны на второй стадии [Characteris-
tics of long-term destruction of the membrane at the second stage of deformation]

𝑦*0𝑞2, adhesion slip
𝑡*1, 𝑡* − 𝑡1,

𝜔1MPa/hr
conditions conditions

hr s

0.02 0.003 0.003 42.71 0 0.938
0.01 0.02 0.02 79.6 0.02 0.929
0.005 0.07 0.067 148.4 0.14 0.923
0.003 0.11 0.105 234.4 0.44 0.916
0.002 0.14 0.136 337.2 0.99 0.91
0.0016 0.159 0.15 411.8 1.46 0.907
0.0014 0.175 0.166 464.2 2.01 0.904
0.0012 0.182 0.171 532.9 2.45 0.902
0.0011 0.188 0.177 576.13 2.65 0.902
0.001 0.197 0.184 627.5 3.37 0.9

Рис. 3. Зависимость 𝛼(𝑡) в процессе первой стадии деформирования мембраны для раз-
личных значений скорости 𝑞1 (в МПа/ч): 1 — 𝑞1 = 2, 2 — 𝑞1 = 1, 3 — 𝑞1 = 0.8, 4 — 𝑞1 = 0.5,

5 — 𝑞1 = 0.2, 6 — 𝑞1 = 0.1, 7 — 𝑞1 = 0.08
[Figure 3. Dependence 𝛼(𝑡) during the ҥrst stage of membrane deformation for different values
of the rate 𝑞1 (in MPa/hr): 1 — 𝑞1 = 2, 2 — 𝑞1 = 1, 3 — 𝑞1 = 0.8, 4 — 𝑞1 = 0.5, 5 — 𝑞1 = 0.2, 6 —

𝑞1 = 0.1, 7 — 𝑞1 = 0.08]
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Таблица 3

Характеристики длительного разрушения мембраны на третьей стадии [Characte-
ristics of long-term destruction of the membrane at the third stage of deformation]

𝑦*0𝑞3,
adhesion slip

𝑡*2, 𝑡* − 𝑡2,
𝜔2MPa/hr

conditions conditions
hr s

0.0009 0.211 0.19 689.6 0 0.939
0.0007 0.249 0.216 863.6 0.04 0.937
0.0005 0.305 0.269 1167 0.13 0.93
0.0002 0.479 0.405 2646 0.99 0.92
0.0001 0.634 0.521 4779 4.24 0.91

Рис. 4. График зависимости 𝑡* от 𝑞 в логарифмических координатах
[Figure 4. A plot of 𝑡* versus 𝑞 in logarithmic coordinates]

Заключение. Исследована ползучесть узкой мембраны внутри высокой
прямоугольной матрицы вплоть до ее разрушения при пропорциональной за-
висимости величины поперечного давления от времени. Рассмотрены два ти-
па контактных условий: идеальное скольжение мембраны относительно мат-
рицы и прилипание мембраны к матрице. Для описания процесса накопле-
ния поврежденности материала мембраны использована кинетическая теория
Ю. Н.Работнова, при этом параметр поврежденности материала в данной за-
даче имеет скалярный характер. Решение системы, состоящей из определя-
ющего и кинетического уравнений, проводится при последовательном чере-
довании первой, второй и третьей стадий деформирования. Модельные рас-
четы показали, что в процессе первой стадии, не зависящей от контактных
условий, накапливается уровень поврежденности материала мембраны, кото-
рый близок к предельному значению. Поэтому процесс деформирования на
последующих стадиях дает практически одинаковые результаты при обоих
рассматриваемых контактных условиях (идеальное скольжение и прилипа-
ние). Основной результат проведенного исследования — зависимость времени
до разрушения мембраны от скорости возрастания величины поперечного
давления.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract

In this work, we studied the creep and long-term fracture of a narrow
rectangular membrane in conőned conditions (inside a high rigid matrix)
with a proportional dependence on the magnitude of transverse pressure on
time.

Deformation of the membrane is considered as a sequence of three stages.
At őrst stage, the membrane is deformed under free conditions until it
touches the longitudinal sides of the rigid matrix. At second stage, the mem-
brane is deformed when it touches the longitudinal walls of matrix until it
touches its transverse wall. At third stage, the membrane is already deformed
while simultaneously touching the longitudinal and transverse walls of ma-
trix. Membrane deformation occurs under creep conditions under two types
of contact conditions: sliding of the membrane along the walls of matrix and
adhesion of membrane to the walls of matrix. The dependence of the time
until the fracture of membrane at different rates of increase in the magnitude
of the transverse pressure is obtained.

The analysis of the gradual long-term fracture of the membrane is carried
out using the kinetic theory of creep by Yu. N. Rabotnov, while the param-
eter of material damage in this problem has a scalar character. The solution
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of the system consisting of constitutive and kinetic equations showed that
during the membrane deformation at the őrst stage regardless of the type
of contact conditions, the level of damage accumulates in the membrane,
which is close to its limiting value. In this regard, the creep processes of the
membrane at second and third stages of deformation under both considered
types of contact conditions practically coincide.

The obtained equations are used to analyze the creep and long-term
fracture of a membrane made of 2.15Cr-1Mo steel, which is deformed under
variable transverse pressure at a temperature of 600 ∘C.

Keywords: rectangular membrane, rigid matrix, variable transverse pres-
sure, creep, long-term fracture, damage parameter, kinetic theory, long-term
strength.
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Пластическое течение и ползучесть
в полом цилиндре с жестким внешним покрытием
под действием внутреннего давления

С. В. Фирсов
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Аннотация

Изучается изотермическое деформирование толстостенной трубы
с жестким покрытием боковой поверхности под воздействием изменя-
ющегося внутреннего давления. Рассматриваются четыре стадии нагру-
жения: (1) плавный рост нагрузки, (2) ее фиксация на максимальном
значении в течение продолжительного времени, (3) плавное уменьшение
нагрузки до нуля и (4) частичная релаксация напряжений. В качестве
материала взята сталь 45, разогретая до температуры 725 ℃.

Изучается влияние ползучести на процесс пластического течения и
на изменение уровня напряжений и деформаций в течение процесса
деформирования, а также на их остаточные значения. Для изучения
влияния ползучести также рассматривается задача деформирования с
нулевыми скоростями ползучести. Рассматриваются два варианта на-
гружения: при распространении пластичности на часть среды (давле-
ние 200 МПа) и при распространении пластического течения на всю
среду (давление 320 МПа при отсутствии ползучести).

По результатам расчетов получено, что ползучесть оказывает зна-
чительное влияние на распределение напряжений и деформаций в ма-
териале. Особенно сильно это проявляется на более продолжительных
стадиях выдержки и релаксации. Расчеты для двух случаев нагружения
давлением в 200 МПа и 320 МПа в конце стадии выдержки приводят к
близким значениям напряжений, а после релаксации также сравнивают-
ся значения деформаций и перемещения. При сравнении случаев упру-
гопластического деформирования и деформирования с учетом ползуче-
сти видим, что ползучесть замедляет распространение пластичности, а
также сокращает итоговую область влияния пластического течения. Од-
нако в связи с большими накопленными необратимыми деформациями
ползучесть приводит к увеличению влияния повторного пластического
течения, которое появляется раньше и затрагивает большую часть де-
формируемой среды.
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Введение. В работе рассматривается задача накопления необратимых
деформаций вследствие механизмов вязкого и пластичного деформирования,
где под вязким подразумевается механизм накопления деформаций ползуче-
сти, а под пластичным — деформаций пластического течения. Более подробно
рассматривается вопрос о том, какое влияние оказывает процесс ползучести
на распределение напряжений и деформаций в образце в то время, когда
в части образца напряжения достигают поверхности нагружения. Данный
процесс рассматривается на примере типовой задачи изотермического де-
формирования трубы под воздействием внутреннего давления при повышен-
ных температурах. Решению подобной задачи посвящено множество работ. К
ним можно отнести работу Надаи [1], в которой было получено решение для
идеально-пластического материала. Работа Хилла [2] посвящена изучению
данной задачи деформирования, где наряду с пластическими деформациями,
задаваемыми с помощью условия пластичности Треска, также учитываются
сжимающие упругие деформации. Данная статья является одной из первых,
в которых рассматривалось упругопластическое деформирование трубы под
действием внутреннего давления. По данной теме также был опубликован
ряд работ [3ҫ8], сравнительный обзор части из которых приведен в статье [9].
В приведенных ранее работах расчеты производятся в рамках теории малых
деформаций. Изучению конечных деформаций в трубах под давлением по-
священы статьи [10ҫ15]. В работах [16,17] рассматривалось деформирование
упругопластического материала с учетом упрочнения. В работе [18] приво-
дится расчет вращающегося цилиндрического сосуда под давлением, сделан-
ного из функционально-градиентного материала.

Параллельно с пластическим деформированием толстостенной трубы под
давлением также изучается вопрос вязкого деформирования. Среди первых
можно отметить работы [19,20]. Наряду с трубами рассматривалось также де-
формирование тонкостенных цилиндрических оболочек [21ҫ25]. Много работ
посвящено изучению сосудов под давлением, сделанных из материалов, обла-
дающих анизотропными свойствами. Так, работы [26,27] являются одними из
первых, в которых изучается деформирование сосудов под давлением из ор-
тотропных материалов в рамках теории ползучести. В работе [28] рассматри-
вались большие деформации толстостенной цилиндрической трубы изготов-
ленной, как из изотропного, так и ортотропного материала. В данной работе
рассматривалась задача деформирования как под действием только внут-
реннего давления, так и под совместным действием внутреннего и внешнего
давлений. Было отмечено, что анизотропия значительно влияет на радиаль-
ные напряжения и деформации, и что внешнее давление, приложенное к бо-
ковой поверхности, снижает скорость накопления деформаций ползучести.
В последнее время в связи с широким распространением композитных ма-
териалов также изучаются задачи деформирования труб из трансверсально-
изотропных (или транстропных) материалов [29,30].
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В большинстве случаев для описания ползучести используется степенная
зависимость деформаций от напряжений, однако в работе [31] было отмечено,
что для ряда термостойких материалов в определенном диапазоне напряже-
ний характерна линейная зависимость скоростей ползучести от напряжений.
В приведенной работе была представлена модель, которая совмещает в себе
как линейную, так и степенную зависимость скоростей ползучести от напря-
жений, что позволяет описывать поведение подобных материалов.

Помимо анизотропных в последнее время приобрели популярность неод-
нородные материалы, такие как функционально-градиентные. Работы [32,33]
являются одними из первых, в которых рассматриваются деформации пол-
зучести сосудов под давлением, сделанных из функционально-градиентных
материалов. В работе [34] к данной задаче также добавляется температурное
поле, а в [35] — магнитное. Деформации ползучести в сосуде под давлением,
изготовленном из функционально-градиентного материала, при наличии на-
копленных остаточных напряжений рассматривались в работе [36]. Ряд задач
был решен в рамках теории Сета [29,37,38].

В данной работе будет рассматриваться поведение сосуда под давлени-
ем, разогретого до высоких температур и подверженного большой нагрузке,
достаточной для выхода напряжений на поверхность нагружения. В связи
с этим в материале можем наблюдать как пластические деформации, так
и деформации ползучести. Так, в работах [39ҫ41] рассматривается необра-
тимое деформирование материала, связанное как с пластичностью, так и с
ползучестью. В работе [42] данный процесс рассматривается на примере со-
суда под давлением. В приведенных работах считается, что до выхода на-
пряжений на поверхность нагружения накопление необратимых деформаций
происходит в связи с ползучестью. При этом в областях, в которых началось
пластическое деформирование, скорости ползучести считаются неизменными
и равными тем скоростям, которых достигла ползучесть в момент выхода на-
пряжений на поверхность нагружения. В тоже время в других работах [43ҫ45]
предполагается, что скорости ползучести продолжат изменяться даже после
выхода напряжений на поверхность нагружения. Здесь будет использоваться
последний подход к совместному учету механизмов накопления необратимых
деформаций.

В качестве модельного материала рассмотрим сталь 45, широко исполь-
зующуюся в производстве стержней и труб. Деформации ползучести данной
марки стали при высоких температурах рассматривались в работах [46, 47].
Воспользуемся здесь коэффициентами ползучести при температуре в 725 ℃,
приведенными в работе [46].

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу деформирования толстостен-
ной трубы с зафиксированными торцами и жестким покрытием боковой по-
верхности под действием внутреннего давления. Решение будем искать в ци-
линдрической системе координат 𝑟, 𝜙, 𝑧. Данная задача обладает осевой сим-
метрией, из-за зафиксированных торцов труба находится в состоянии плоско-
го деформирования. Ненулевые компоненты вектора перемещений запишем
в форме 𝑢 = 𝑢𝑟(𝑟, 𝑡). Внутренний и внешний радиусы трубы обозначим соот-
ветственно 𝑅1 и𝑅2. К поверхности внутренней полости 𝑟 = 𝑅1 прикладывает-
ся давление 𝑃 = 𝑃 (𝑡). Считаем, что на боковую поверхность 𝑟 = 𝑅2 нанесено
жесткое покрытие (например, из сплава на основе бериллия), предотвращаю-
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щее расширение трубы 𝑢(𝑅2, 𝑡) = 0. Будем рассматривать квазистатический
процесс деформирования, то есть заданная нагрузка 𝑃 = 𝑃 (𝑡) будет претер-
певать малые изменения с течением времени. Это позволяет разбить весь
процесс деформирования на временные шаги, каждый из которых может
рассматриваться как отдельная задача с заданной статической нагрузкой.
Предполагаем, что деформации, возникающие при данном нагружении, бу-
дут малыми. Соответственно, тензор малых деформаций Альманси в нашем
случае примет вид

𝑑𝑟𝑟 = 𝑒𝑟𝑟 + 𝑝𝑟𝑟 = 𝑢,𝑟, 𝑑𝜙𝜙 = 𝑒𝜙𝜙 + 𝑝𝜙𝜙 = 𝑟−1𝑢, 𝑑𝑧𝑧 = 𝑒𝑧𝑧 + 𝑝𝑧𝑧 = 0. (1)

Напряжения будем определять согласно закону Гука:

𝜎𝑟𝑟 = 𝜆 (𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜙𝜙 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝜇𝑒𝑟𝑟,

𝜎𝜙𝜙 = 𝜆 (𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜙𝜙 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝜇𝑒𝜙𝜙,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆 (𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝜙𝜙 + 𝑒𝑧𝑧) + 2𝜇𝑒𝑧𝑧.

(2)

Уравнения равновесия для данной кинематической постановки сведутся
к одному уравнению:

𝜎𝑟𝑟,𝑟 + 𝑟−1(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) = 0. (3)

Используя соотношения (1), (2), уравнение равновесия (3) можно свести
к дифференциальному уравнению второго порядка относительно перемеще-
ния:

𝑢,𝑟𝑟 + 𝑟−1𝑢,𝑟 − 𝑟−2𝑢 = 𝑟−1 2𝜇

𝜆+ 2𝜇
(𝑝𝑟𝑟 − 𝑝𝜙𝜙)+

+ 𝑝𝑟𝑟,𝑟 +
𝜆

𝜆+ 2𝜇
(𝑝𝜙𝜙,𝑟 + 𝑝𝑧𝑧,𝑟). (4)

Представив левую часть уравнения (4) в форме [48]

𝑢,𝑟𝑟 + 𝑟−1𝑢,𝑟 − 𝑟−2𝑢 =
𝑑

𝑑𝑟

(︁1
𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑢𝑟)

)︁
,

проинтегрируем его и получим соотношение для нахождения компоненты
вектора перемещений:

𝑢(𝑟, 𝑡) =
1

2
𝐶1(𝑡)𝑟 + 𝐶2(𝑡)𝑟

−1 +
𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑟𝐼1(𝑟, 𝑡) + 𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡),

𝐼1(𝑟, 𝑡) =

∫︁ 𝑟

𝑅1

𝑥−1
(︀
𝑝𝑟𝑟(𝑥, 𝑡)− 𝑝𝜙𝜙(𝑥, 𝑡)

)︀
𝑑𝑥,

𝐼2(𝑟, 𝑡) =

∫︁ 𝑟

𝑅1

𝑥
(︁ 𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝑝𝑟𝑟(𝑥, 𝑡) + 𝑝𝜙𝜙(𝑥, 𝑡)

)︀
+

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑥.

(5)

Ненулевые компоненты тензора напряжений примут вид

𝜎𝑟𝑟 = (𝜆+ 𝜇)𝐶1 − 2𝜇𝐶2𝑟
−2 + 2𝜇

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1 − 2𝜇𝑟−1𝐼2,
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𝜎𝜙𝜙 = (𝜆+ 𝜇)𝐶1 + 2𝜇𝐶2𝑟
−2 + 2𝜇

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1 + 2𝜇𝑟−1𝐼2−

− 2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧 + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙

)︀
,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜆𝐶1 + 2𝜇
(︁ 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝐼1 − 2

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧 −

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙

)︁
.

(6)

Коэффициенты интегрирования 𝐶1(𝑡) и 𝐶2(𝑡) найдем из граничных усло-
вий

𝜎𝑟𝑟(𝑅1, 𝑡) = 𝑝(𝑡) = −𝑃 (𝑡), 𝑢(𝑅2, 𝑡) = 0. (7)

Здесь 𝑝(𝑡)— значение нормальной компоненты тензора напряжений на внут-
ренней граничной поверхности, которая должна компенсировать приложен-
ное к поверхности полости давление 𝑃 (𝑡).

Подставив полученные значения перемещения (5) и напряжений (6) в гра-
ничные условия (7), найдем

𝐶1(𝑡) =
𝑝(𝑡)𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

− 2𝜇𝐼3(𝑡),

𝐶2(𝑡) = −𝑅
2
1

2

𝑝(𝑡)𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

− (𝜆+ 𝜇)𝑅2
1𝐼3(𝑡),

𝐼3(𝑡) =
1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

(︁ 𝜇𝑅2
2

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑅2, 𝑡) + 𝐼2(𝑅2, 𝑡)

)︁
.

(8)

С учетом коэффициентов (8) перемещение (5) запишется в виде

𝑢(𝑟, 𝑡) =
𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑟𝐼1(𝑟, 𝑡) + 𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡)−

− 1

2
𝑟−1 𝑅2

1(𝑟
2 −𝑅2

2)

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡) +
(︀
𝑟𝜇+ (𝜆+ 𝜇)𝑅2

1𝑟
−1

)︀
𝐼3(𝑡). (9)

Напряжения (6) будут находиться согласно формулам

𝜎𝑟𝑟 = 2𝜇
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑟, 𝑡)− 2𝜇𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡)+

+𝑅2
1𝑟

−2 (𝜆+ 𝜇)𝑟2 + 𝜇𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2(𝑟2 −𝑅2
1)𝑟

−2𝜇(𝜆+ 𝜇)𝐼3(𝑡),

𝜎𝜙𝜙 = 2𝜇
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑟, 𝑡) + 2𝜇𝑟−1𝐼2(𝑟, 𝑡)−

2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧 + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙

)︀
+

+𝑅2
1𝑟

−2 (𝜆+ 𝜇)𝑟2 − 𝜇𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2(𝑟2 +𝑅2
1)𝑟

−2𝜇(𝜆+ 𝜇)𝐼3(𝑡),

𝜎𝑧𝑧 = 2𝜇
(︁ 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝐼1(𝑟, 𝑡)− 2

𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧 −

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙

)︁
+

+
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2𝜆𝜇𝐼3(𝑡).

(10)
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Полученные соотношения (9), (10) можно использовать для нахождения
напряженно-деформированного состояния трубы при заданной нагрузке 𝑝(𝑡)
на поверхности полости 𝑟 = 𝑅1 и известных накопленных необратимых де-
формациях 𝑝𝑖𝑗 на данном временном шаге. На внутренней (𝑟 = 𝑅1) и внеш-
ней (𝑟 = 𝑅2) боковых поверхностях трубы данные соотношения примут более
простой вид. Для поверхности внутренней полости (𝑟 = 𝑅1) получим

𝑢(𝑅1, 𝑡) = −1

2

𝑅1(𝑅
2
2 −𝑅2

1)

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− (𝜆+ 2𝜇)𝑅1𝐼3(𝑡),

𝜎𝑟𝑟(𝑅1, 𝑡) = 𝑝(𝑡),

𝜎𝜙𝜙(𝑅1, 𝑡) =
(𝜆+ 𝜇)𝑅2

1 − 𝜇𝑅2
2

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 4𝜇(𝜆+ 𝜇)𝐼3(𝑡)−

− 2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧(𝑅1, 𝑡) + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙(𝑅1, 𝑡)

)︀
,

𝜎𝑧𝑧(𝑅1, 𝑡) =
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡)− 2𝜆𝜇𝐼3(𝑡)−

− 2𝜇
(︁
2
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧(𝑅1, 𝑡) +

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙(𝑅1, 𝑡)

)︁
.

(11)

На боковой поверхности (𝑟 = 𝑅2) они примут вид

𝑢(𝑅2, 𝑡) = 0,

𝜎𝑟𝑟(𝑅2, 𝑡) = 2𝜇(𝜆+ 2𝜇)𝐼4(𝑡) +
(𝜆+ 2𝜇)𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡),

𝜎𝜙𝜙(𝑅2, 𝑡) =
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡) + 2𝜆𝜇𝐼4(𝑡)−

− 2𝜇

𝜆+ 2𝜇

(︀
𝜆𝑝𝑧𝑧(𝑅2, 𝑡) + 2(𝜆+ 𝜇)𝑝𝜙𝜙(𝑅2, 𝑡)

)︀
,

𝜎𝑧𝑧(𝑅2, 𝑡) =
𝜆𝑅2

1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝑝(𝑡) + 2𝜆𝜇𝐼4(𝑡)−

− 2𝜇
(︁
2
𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝑧𝑧(𝑅2, 𝑡) +

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝𝜙𝜙(𝑅2, 𝑡)

)︁
,

𝐼4(𝑡) =
1

(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

(︁ 𝜆+ 𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝑅2

1𝐼1(𝑅2, 𝑡)− 𝐼2(𝑅2, 𝑡)
)︁
.

(12)

2. Задание источника необратимых деформаций. Соотношения (9),
(10) вместе с упрощенными формулами для границ расчетной области (11),
(12) позволяют найти напряженно-деформированное состояние в теле в лю-
бой фиксированный момент времени при заданной нагрузке 𝑝(𝑡) и известных
накопленных необратимых деформациях 𝑝𝑖𝑗 . Следовательно, осталось найти,
как будут изменяться необратимые деформации при переходе с одного вре-
менного шага на следующий. Так как наибольший интерес в данной задаче
представляет изучение вопроса о влиянии ползучести на процесс пластиче-
ского течения, будем рассматривать процесс деформирования при высоких
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температурах. Это позволит при относительно небольших нагрузках и малой
продолжительности времени наблюдать влияние на процесс деформирования
как пластического течения, так и ползучести.

Для расчетов воспользуемся предположением, что скорость накопления
необратимых деформаций равна сумме скоростей деформаций ползучести 𝜀𝑣𝑖𝑗
и пластичности 𝜀𝑝𝑖𝑗 [43ҫ45]:

𝑑𝑝𝑖𝑗
𝑑𝑡

= 𝛾𝑖𝑗 = 𝜀𝑣𝑖𝑗 + 𝜀𝑝𝑖𝑗 . (13)

Для нахождения скоростей деформаций ползучести воспользуемся тео-
рией типа течения [49] с потенциалом, соответствующим степенному закону
Нортона [50] с октаэдрической мерой напряжения:

𝜀𝑣𝑖𝑗 =
𝜕Φ

𝜕Σ

𝜕Σ

𝜕𝜎𝑖𝑗
,

𝜕Φ

𝜕Σ
= 𝐵Σ𝑛, Σ =

√︂
3

2
𝜏𝑖𝑗𝜏𝑗𝑖,

𝜏𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 , 𝜎 =
1

3
(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜙𝜙 + 𝜎𝑧𝑧) , (14)

𝜀𝑣𝑖𝑗 =
3

2
𝐵Σ𝑛−1𝜏𝑖𝑗 .

Здесь 𝐵, 𝑛— параметры ползучести, которые для стали 45 при температуре
725 ℃ согласно [46] примут соответственно значения 𝐵 = 3.5·10−14 МПа−𝑛 · с−1

и 𝑛 = 5.22. В рассматриваемом случае соотношения (14) сведутся к

𝜀𝑣𝑟𝑟 =
1

2
𝐵Σ𝑛−1 (2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑣𝜙𝜙 =
1

2
𝐵Σ𝑛−1 (2𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑣𝑧𝑧 =
1

2
𝐵Σ𝑛−1 (2𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) ,

Σ =
√︁
𝜎2𝑟𝑟 + 𝜎2𝜙𝜙 + 𝜎2𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝜙𝜙𝜎𝑧𝑧.

(15)

Для нахождения скоростей деформаций пластичности воспользуемся тео-
рией пластического течения с обобщенным условием максимальных октаэд-
рических напряжений Мизеса для случая вязкопластического течения:

𝜀𝑝𝑖𝑗 = 𝜑
𝜕𝑓

𝜕𝜏𝑖𝑗
, 𝑓(𝜎𝑖𝑗 , 𝜀

𝑝
𝑖𝑗) =

√︂
3

2

(︀
𝜏𝑖𝑗 − 𝜂𝜀𝑝𝑖𝑗

)︀(︀
𝜏𝑗𝑖 − 𝜂𝜀𝑝𝑗𝑖

)︀
− 𝜎0,

𝜀𝑝𝑖𝑗 =
𝜑

1 + 𝜑𝜂
𝜏𝑖𝑗 , 𝜑 =

1

𝜂

(︁ 1

2𝜎0

√︂
3

2
𝜏𝑖𝑗𝜏𝑖𝑗 − 1

)︁
, (16)

𝜀𝑝𝑖𝑗 =
1

𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

𝜏𝑖𝑗 .

В рассматриваемом случае скорости деформации пластичности (16) примут
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вид

𝜀𝑝𝑟𝑟 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑝𝜙𝜙 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑝𝑧𝑧 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) .

(17)

Здесь 𝜂— коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению, 𝜎0 —
предел текучести материала.

Исходя из формул (13), (15), (17) получим, что скорость необратимых
деформаций до начала пластического течения (при Σ < 𝜎0) будет находиться
из соотношений (15), в то время как в области пластического течения (где
выполняется неравенство Σ(𝑟, 𝑡) > 𝜎0) они будут находиться из соотношений

𝑑𝑝𝑟𝑟
𝑑𝑡

= 𝜒 (2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) ,
𝑑𝑝𝜙𝜙
𝑑𝑡

= 𝜒 (2𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝑑𝑝𝑧𝑧
𝑑𝑡

= 𝜒 (2𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) , 𝜒(𝑟, 𝑡) =
1

6Σ

(︁
3𝐵Σ𝑛 +

2

𝜂
(Σ− 𝜎0)

)︁
.

(18)

К сожалению, нахождение аналитического решения для полученных со-
отношений (15), (18) затруднительно, поэтому будем искать их решение чис-
ленно. Для этого расчетную область разобьем на прямоугольные ячейки; зна-

чения функций в узлах полученной сетки будем обозначать как 𝑓 𝑗𝑖 = 𝑓(𝑟𝑖, 𝑡
𝑗),

где 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚. Соответственно, 𝑟0 = 𝑅1, 𝑟𝑛 = 𝑅2, 𝑡
0 = 0.

Запишем производную по времени через конечную разность и получим явную
разностную схему:

𝑝𝑙𝑚
𝑗+1
𝑖 = 𝑝𝑙𝑚

𝑗
𝑖 + 𝛾𝑙𝑚

𝑗
𝑖Δ𝑡, (19)

где 𝛾𝑙𝑚 находится соответственно либо из соотношений (15), либо из (18).

Значения 𝜎𝑙𝑚
𝑗
𝑖 , которые будут использоваться в соотношениях (19), будем

находить из уравнений (10) при значениях 𝑟 = 𝑟𝑖 и 𝑡 = 𝑡𝑗 .

3. Результаты расчетов. Рассмотрим деформирование трубы из стали
45 при температуре 725 ℃. Параметры материала возьмем согласно [46]:

𝜆 = 113 · 109 Па, 𝜇 = 59 · 109 Па, 𝑅1 = 0.003 м, 𝑅2 = 0.008 м,

𝜎0 = 80 · 106 Па, 𝜂 = 600 · 106 Па, 𝐵 = 1.675 · 10−45 Па−𝑛 · с−1 𝑛 = 5.22.

Функцию нагружения 𝑝(𝑡) зададим следующим образом:

𝑝(𝑡) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑝max

(︀
𝑡
𝑡1
− 1

2𝜋 sin 2𝜋𝑡
𝑡1

)︀
, 0 6 𝑡 < 𝑡1,

𝑝max, 𝑡1 6 𝑡 < 𝑡2,

𝑝max

(︀
1− 𝑡−𝑡2

𝑡3−𝑡2
+ 1

2𝜋 sin 2𝜋(𝑡−𝑡2)
𝑡3−𝑡2

)︀
, 𝑡2 6 𝑡 < 𝑡3,

0, 𝑡3 6 𝑡 6 𝑡4.

Будем считать, что рост давления до максимального значения происходит за
10 секунд (𝑡1 = 10 с), труба выдерживается при данном давлении в течение
10 минут (𝑡2 = 610 с), затем происходит снятие давления также за 10 секунд
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(𝑡3 = 620 с) и еще в течение 3 минут продолжаем следить за релаксацией
напряжений. Это в сумме приводит к общей продолжительности рассматри-
ваемого процесса 𝑡4 = 800 с.

Для оценки нагрузки, достаточной для появления пластического течения,
рассмотрим чисто упругое деформирование. Из условия начала пластическо-
го течения (Σ = 𝜎0) получим выражение

𝑝 = ±(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝜇𝑅2
1

√︀
𝑟4 + 3𝑅4

2

𝜎0𝑟
2.

Полученная в правой части последнего выражения функция является мо-
нотонно возрастающей по абсолютной величине. Следовательно, свое наи-
меньшее значение она принимает при минимально допустимом значении 𝑟.
В нашем случае это 𝑟 = 𝑅1. Это показывает, что пластическое течение зарож-
дается на поверхности внутренней полости (𝑟 = 𝑅1) при величине нагрузки

𝑝 = ±(𝜆+ 𝜇)𝑅2
1 + 𝜇𝑅2

2

𝜇
√︀
𝑅4

1 + 3𝑅4
2

𝜎0 ≈ ±64.9096 · 106 Па.

Однако в рассматриваемом случае ползучесть оказывает существенное
влияние на снижение уровня напряжений в деформируемой среде, что в свою
очередь приводит к увеличению значения нагрузки, необходимой для дости-
жения напряжениями поверхности нагружения. Причем чем медленнее рас-
тет нагрузка, тем сильнее напряжения успевают релаксировать. Это, в свою
очередь, приводит к увеличению минимальной нагрузки, необходимой для
начала пластического течения. В связи с этим рассмотрим два случая со зна-
чениями максимальной нагрузки, равными соответственно 𝑝1max = −200 МПа
и 𝑝2max = −320 МПа. Чтобы оценить, какое влияние оказывает ползучесть на
процесс деформирования, найдем решение данных задач без учета ползуче-
сти, то есть положив скорость деформации ползучести 𝜀𝑣𝑖𝑗 всегда равной ну-
лю. Обозначим данные случаи через 𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2, в то время как случаи решения
исходных задач будем обозначать через 𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 при соответствующих мак-
симальных нагрузках 𝑝1max и 𝑝2max. Полученные результаты представлены на
рис. 1 и 2. Для оценки уровня необратимых деформаций использовалась ок-
таэдрическая мера деформаций, аналогичная таковой для напряжений (15):

𝑃 =
√︁
𝑝2𝑟𝑟 + 𝑝2𝜙𝜙 + 𝑝2𝑧𝑧 − 𝑝𝑟𝑟𝑝𝜙𝜙 − 𝑝𝑟𝑟𝑝𝑧𝑧 − 𝑝𝜙𝜙𝑝𝑧𝑧.

Представленные на рисунках данные показывают, что при отсутствии
ползучести (случаи 𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2) пластическое течение начинается у полости
(𝑟 = 𝑅1) и с ростом нагрузки постепенно распространяется в направлении бо-
ковой поверхности (𝑟 = 𝑅2) (см. рис. 1, a). При достаточном значении нагруз-
ки упругопластическая граница достигает боковой поверхности (случай 𝑝𝑙2).
При фиксации нагрузки пластическое течение останавливается, то есть ско-
рости деформаций пластичности становятся равными нулю (𝜀𝑝𝑖𝑗 = 0), но на-

пряжения продолжают находиться на поверхности нагружения (Σ = 𝜎0), что
хорошо видно из рис. 1, c и 1, d.

При уменьшении нагрузки уровень напряжений начинает снижаться, од-
нако в связи с накопленными необратимыми деформациями 𝑝𝑖𝑗 с определен-
ного момента октаэдрическое напряжение Σ снова начинает расти и повторно
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a b

c d

Рис. 1. Деформирование полой трубы с за-
данным максимальным внутренним давле-
нием 𝑃 1

max = 200 МПа и 𝑃 2
max = 320 МПа

с учетом деформации ползучести (случаи
𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 соответственно) и без нее (слу-
чаи 𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2). Движение упругопластиче-
ской границы на стадии увеличения внут-
реннего давления (a) и на стадии его умень-
шения (b). Распределение октаэдрического
напряжения Σ при 𝑡 = 𝑡1 (c), 𝑡 = 𝑡2 (d)

и 𝑡 = 𝑡4 (e)
e

[Figure 1. Deformation of thick-walled cylinder under internal pressures 𝑃 1
max = 200 MPa and

𝑃 2
max = 320 MPa with creep properties (for 𝑐𝑟1 and 𝑐𝑟2 respectively) and without it (for 𝑝𝑙1

and 𝑝𝑙2). Evolution of the plastic regions with increasing (a) and decreasing (b) inner pressure.
Stresses at time 𝑡 = 𝑡1 (c), 𝑡 = 𝑡2 (d) and 𝑡 = 𝑡4 (e)]

достигает поверхности нагружения (см. рис. 1, e), что, в свою очередь, приво-
дит к появлению вторичного (повторного) пластического течения. Как и при
росте нагрузки (𝑡 ∈ [0; 𝑡1]), область пластического течения начинает распро-
страняться от внутренней полости (𝑟 = 𝑅1) к боковой поверхности (𝑟 = 𝑅2)
и накопление пластических деформаций останавливается при прекращении
изменения нагрузки 𝑝(𝑡) (см. рис. 1, b). Можно заметить, что при бо́льших
накопленных необратимых деформациях (см. рис. 2, d), то есть при большем
значении изначальной нагрузки (случай 𝑝𝑙2) повторное пластическое тече-
ние затрагивает большую область деформируемой среды. Из-за повторной
пластичности уровень необратимых деформаций в окрестности внутренней
полости (𝑟 = 𝑅1) уменьшается (см. рис. 2, e).

Если же к рассмотрению добавить ползучесть материала (случаи 𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2),
то можно заметить, что ползучесть оказывает значительное влияние на рас-
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a b

c d

e

Рис. 2. Деформирование полой трубы с за-
данным максимальным внутренним давле-
нием 𝑃 1

max = 200 МПа и 𝑃 2
max = 320 МПа

с учетом деформации ползучести (случаи
𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 соответственно) и без нее (случаи
𝑝𝑙1 и 𝑝𝑙2). Перемещение точек среды при
𝑡 = 𝑡2 (a) и 𝑡 = 𝑡4 (b). Распределение окта-
эдрической меры необратимых деформаций
𝑃 при 𝑡 = 𝑡1 (c), 𝑡 = 𝑡2 (d) и 𝑡 = 𝑡4 (e)

[Figure 2. Deformation of thick-walled cylinder under internal pressures 𝑃 1
max = 200 MPa and

𝑃 2
max = 320 MPa with creep properties (for 𝑐𝑟1 and 𝑐𝑟2 respectively) and without it (for 𝑝𝑙1

and 𝑝𝑙2). Displacements at time 𝑡 = 𝑡2 (a) and 𝑡 = 𝑡4 (b). Irreversible strains at time 𝑡 = 𝑡1 (c),
𝑡 = 𝑡2 (d) and 𝑡 = 𝑡4 (e)]

пределение напряжений (см. рис. 1) и деформаций (см. рис. 2) в деформиру-
емой среде. Так как с ростом напряжений в среде влияние ползучести ста-
новится более явным, можно заметить, что пластическое течение начинается
лишь немного позднее (см. рис. 1, a), в то время как по мере распростране-
ния пластичности и уменьшения скорости роста нагрузки упругопластиче-
ская граница движется все медленнее. Это происходит вплоть до того момен-
та, когда скорость релаксации напряжений начинает превышать скорость их
прироста, связанного с увеличением нагрузки, что приводит к сходу напря-
жений с поверхности нагружения и сокращению области пластического тече-
ния еще во время роста нагрузки 𝑝(𝑡) (см. рис. 1, a). Наряду с сокращением
уровня напряжений в среде ползучесть также приводит к их перераспределе-
нию (см. рис. 1, c), а именно к их оттоку из наиболее загруженного участка
(в окрестности внутренней полости) к наименее загруженному (в окрестности
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боковой поверхности), что также хорошо видно на рис. 1, c.
Интересно, что после выдержки в течение 10 минут при фиксированной

максимальной нагрузке уровень напряжений для двух рассматриваемых слу-
чаев становится практически одинаковым (см. рис. 1, d), в то время как пе-
ремещения и накопленные необратимые деформации остаются различными
(см. рис. 2, a и 2, d). При уменьшении нагрузки также появляется повторное
пластическое течение (см. рис. 1, b), и, как и ранее, чем больше накопленные
необратимые деформации (см. рис. 2, d), тем раньше напряжения выходят
на поверхность нагружения и тем большую область затрагивает пластиче-
ское течение. Однако, как и при нагрузке, ползучесть приводит к релакса-
ции напряжений, что сказывается на распространении пластического течения
(см. рис. 1, b).

После снятия нагрузки и выдержки в течение трех минут напряжения
релаксируют и опять становятся одинаковыми для рассматриваемых случа-
ев 𝑐𝑟1 и 𝑐𝑟2 (см. рис. 1, e). Аналогичным образом сократятся и сравняются
перемещения (см. рис. 2, b) и необратимые деформации (см. рис. 2, e). Это
связано с тем, что после снятия нагрузки ползучесть приводит к интенсивной
релаксации напряжений за счет сокращения деформаций и, соответственно,
перемещений. При указанной выдержке в три минуты релаксация достаточно
велика, чтобы нивелировать разницу между двумя рассматриваемыми слу-
чаями нагружения 𝑝1max и 𝑝2max.

Заключение (выводы). В результате проделанной работы составлена
математическая модель, позволяющая рассчитать перемещения и напряже-
ния в толстостенной трубе с жестким покрытием при заданном внутреннем
давлении и известном распределении необратимых деформаций. Произведен
расчет по данной модели для случая деформирования особо толстостенной
трубы с наружным диаметром 16 мм и толщиной стенки 5 мм из стали 45
под давлением 200 и 320 МПа при температуре 725 ℃.

Результаты расчетов показали, что при заданных условиях ползучесть
оказывает значительное влияние на процесс деформирования даже при от-
носительно небольших временных промежутках. Ползучесть значительно со-
кращает область влияния пластического течения (см. рис. 1, a) и при дли-
тельном воздействии сокращает и выравнивает уровень напряжений в дефор-
мируемой среде (см. рис. 1, d). Однако это происходит за счет значительного
роста деформаций и, соответственно, перемещений (см. рис. 2).

После снятия нагрузки наблюдается постепенная релаксация напряжений
(см. рис. 1, e), также сопровождающаяся сокращением деформаций и пере-
мещений (см. рис. 2, b и 2, e). В результате данного процесса в течение трех
минут напряжения, перемещения и деформации в материале снижаются до
определенного уровня, практически одинакового для двух рассматриваемых
случаев. Если увеличить время выдержки, то напряжения и деформации про-
должат уменьшаться и разница между двумя рассматриваемыми случаями
станет еще меньше. Стоит отметить, что уровень остаточных деформаций
и перемещений при учете ползучести все еще выше случая упругопластиче-
ского деформирования при давлении 200 МПа, однако ниже, чем при давле-
нии 320 МПа.

Данные выводы сделаны только для рассматриваемых граничных усло-
вий, и неизвестно, останутся ли они справедливыми при других граничных
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условиях. Как было показано ранее в работах [43ҫ45], при различных гра-
ничных условиях и кинематических постановках для задач вращения цилин-
дров ползучесть будет вести себя по-разному. Соответственно, в дальнейшем
планируется рассмотреть задачу деформирования трубы и сравнить полу-
ченные значения с приведенными здесь результатами, что позволит узнать,
какое влияние оказывает наличие жесткого покрытия на боковой стенке на
эволюцию напряжений и деформаций в среде. Ведь в трубе, по крайней мере,
пластическое течение начнется при меньших значениях внутреннего давле-
ния, что легко можно получить из упругого решения:

𝑝 = ± (𝜆+ 𝜇)(𝑅2
2 −𝑅2

1)√︀
𝜇2𝑅4

1 + 3(𝜆+ 𝜇)2𝑅4
2

𝜎0 ≈ ±39.6774 МПа.
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Abstract

The creep and plastic ŕow of cylindrical pressurized vessel with rigid
casing was considered. To combine creep and plastic deformations the vessel
was heated and subjected to the high inner pressure. The semi-analytical
solution for plain strain problem of a thick-walled cylinder with rigid casing
in the frame of small strain theory was obtained in this paper. This solution
consists of analytical formula for displacement distribution with asking val-
ues of pressure and irreversible strains (plastic and creep) and a numerical
solution for irreversible strain values. The Norton power law and advanced
Mises condition for viscoplasticity, associated with ŕow rules have been used
to describe creep and plastic behavior of medium.

Four stages of the deformation process were considered: pressure increas-
ing, pressure őxed on maximum value for a long time, pressure decreasing
and relaxing stage with zero pressure. Two cases of maximum pressure values
of 200 MPa and 320 MPa were studied. An additional case of elastoplastic
deformation was considered to investigate the inŕuence of creep on the defor-
mational process. It has been observed that creep has a signiőcant inŕuence
on stress and strain evolution in medium, especially on stages with maxi-
mum and zero pressure. Also, because of the creep plastic ŕow evolves slower
and stoppes earlier on the loading stage. In the unloading stage, the plastic
ŕow starts earlier and affects greater area due to greater irreversible strains.
Creep leads to sufficient stress relaxation and stresses for two pressure cases
get similar values at the end of the stage with maximum pressure value. At
the end of the relaxing stage besides stresses displacement and deformation
also became similar for the two cases.

Keywords: cylinder, thick-walled tube, tube with a rigid casing, creep and
plastic ŕow, viscoplasticity, internal pressure, plain strain, small strain.
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Аннотация

Рассматривается задача математического моделирования процесса
идентификации коэффициентов уравнения в частных производных в
моделях конвективно-диффузионного переноса по результатам зашум-
ленных измерений значений искомой функции с применением нового
метода, относящегося к классу рекуррентных методов параметрической
идентификации на основе алгоритмов оптимальной дискретной филь-
трации калмановского типа. Рассматриваются одномерные модели с по-
стоянными коэффициентами, граничными условиями первого рода или
смешанными граничными условиями первого и третьего рода.

Предлагаемый метод решения задачи основан на переходе от исход-
ной непрерывной модели с уравнением в частных производных к модели,
описываемой линейной дискретной динамической системой в простран-
стве состояний, и применении к ней метода максимального правдоподо-
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на основе величин, вычисляемых SVD-модификацией фильтра Калма-
на. Данный фильтр основан на сингулярном разложении ковариацион-
ной матрицы ошибок оценивания вектора состояния и устойчиво рабо-
тает даже в тех случаях, когда она близка к вырожденной. SVD-фильтр
хорошо зарекомендовал себя при решении различных задач дискретной
фильтрации и параметрической идентификации и обладает целым ря-
дом преимуществ по сравнению с традиционно используемым стандарт-
ным фильтром Калмана, главным из которых является устойчивость
к ошибкам машинного округления.

Приводятся результаты компьютерного моделирования процессов па-
раметрической идентификации в системе MATLAB с использованием
специализированного программного комплекса. Результаты численных
экспериментов подтверждают работоспособность предложенного мето-
да и его преимущества по сравнению с аналогичным методом на основе
стандартного фильтра Калмана.

Ключевые слова: модель конвективно-диффузионного переноса, па-
раметрическая идентификация, фильтр Калмана, SVD-фильтр.
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Введение и постановка задачи. Математические модели, описывае-
мые уравнениями в частных производных, в частности, модели конвективно-
диффузионного переноса, широко используются для описания природных
и технических процессов [1, 2]. Для данных моделей актуальными являются
задачи идентификации их параметров по результатам измерений значений
искомой функции в отдельных точках рассматриваемой области. Такие зада-
чи относятся к обратными задачам математической физики и в общем случае
являются некорректно поставленными [3].

В ряде работ (см., например, [4ҫ9] для решения задач параметрической
идентификации моделей, описываемых уравнениями в частных производных,
предложено использовать рекуррентные методы, основанные на алгоритмах
дискретной фильтрации калмановского типа. Такой подход обладает рядом
преимуществ, например для систем, работающих в реальном времени, одна-
ко следует заметить, что эффективность реализации рекуррентных методов
параметрической идентификации может существенно зависеть от выбора со-
ответствующих алгоритмов оптимальной дискретной фильтрации, посколь-
ку недостатки классического фильтра Калмана, в частности неустойчивость
к ошибкам машинного округления, широко известны и описаны в литера-
туре [10]. В связи с этим актуальными являются вопросы разработки алго-
ритмов параметрической идентификации на основе численно эффективных
модификаций фильтра Калмана.

Пусть дана математическая модель конвективно-диффузионного перено-
са, описываемая следующими уравнениями:

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐

𝜕2𝑥
, (1)

𝑐(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), (2)

𝑐(𝑎, 𝑡) = 𝑓(𝑡), (3)

𝑐(𝑏, 𝑡) = 𝑔(𝑡), (4)
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или
𝜕𝑐(𝑏, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝜆[𝑐(𝑏, 𝑡)− 𝑔(𝑡)], (5)

где 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]— пространственная координата; 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]— время; 𝑐(𝑥, 𝑡)— иско-
мая функция, например концентрация некоторого вещества в потоке жидко-
сти в точке с координатой 𝑥 в момент времени 𝑡; 𝑣— скорость конвекции; 𝛼—
коэффициент диффузии; (2) — начальное условие; (3), (4), (5) — граничные
условия. Таким образом, рассматриваются модели либо с граничными усло-
виями первого рода, либо со смешанными граничными условиями первого
и третьего рода.

Рассмотрим задачу параметрической идентификации, состоящую в опре-
делении коэффициентов 𝑣 и 𝛼 в уравнении (1) по результатам зашумленных
измерений значений функции 𝑐(𝑥, 𝑡) в отдельных точках рассматриваемого
отрезка в различные моменты времени (функции 𝜙(𝑥), 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) и коэф-
фициентов 𝜆, входящих в начальное и граничные условия предполагаются
известными).

Данная задача ранее исследовалась авторами в работах [11ҫ13], однако
в них использовались методы идентификации на основе стандартного филь-
тра Калмана. Основной целью данной статьи является разработка нового ме-
тода параметрической идентификации для моделей конвективно-диффузион-
ного переноса на основе SVD-модификации фильтра Калмана и исследование
его преимуществ по сравнению со стандартным фильтром с применением ме-
тодов и средств компьютерного моделирования.

1. Дискретизация исходной модели. Перейдем от исходной непре-
рывной модели к дискретной модели, описываемой линейной динамической
системой в пространстве состояний. Следуя [12,13], зададим в рассматривае-
мой пространственно-временной области конечно-разностную сетку {(𝑥𝑖, 𝑡𝑘) |
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝐾}, где

𝑥𝑖 = 𝑎+ 𝑖Δ𝑥, 𝑡𝑘 = 𝑘Δ𝑡, Δ𝑥 =
𝑏− 𝑎

𝑁 − 1
, Δ𝑡 =

𝑇

𝐾 − 1
.

Обозначим 𝑐𝑘𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖, 𝑡𝑘), 𝑐
0
𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖, 0) = 𝜙(𝑥𝑖), 𝑓

𝑘 = 𝑓(𝑡𝑘), 𝑔
𝑘 = 𝑔(𝑡𝑘). Заменяя

частные производные в уравнении (1) их конечно-разностными аппроксима-
циями, в случае граничных условий (3), (4) получаем дискретную линейную
динамическую систему

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑛−2

𝑐𝑘𝑛−1

𝑐𝑘𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝑐𝑘

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎3 0 . . . 0 0 0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0
0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0
0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 0 𝑎1 𝑎2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝐹𝑘−1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑛−2

𝑐𝑘−1
𝑛−1

𝑐𝑘−1
𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝑐𝑘−1

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0
0 0
0 0
. . . . . .
0 0
0 0
0 𝑎3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝐵𝑘−1

[︂
𝑓𝑘−1

𝑔𝑘−1

]︂

⏟  ⏞  
𝑢𝑘−1

,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾, (6)
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а в случае граничных условий (3), (5) —

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑛−2

𝑐𝑘𝑛−1

𝑐𝑘𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝑐𝑘

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎3 0 . . . 0 0 0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0
0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0
0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝐹𝑘−1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑛−2

𝑐𝑘−1
𝑛−1

𝑐𝑘−1
𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝑐𝑘−1

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0
0 0
0 0
. . . . . .
0 0
0 0
0 𝑎5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⏟  ⏞  
𝐵𝑘−1

[︂
𝑓𝑘−1

𝑔𝑘

]︂

⏟  ⏞  
𝑢𝑘−1

,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾. (7)

Системы (6) и (7) являются дискретными линейными динамическими си-
стемами, в которых граничные условия входят в двумерный вектор входных
воздействий 𝑢𝑘. Коэффициенты в матрицах обеих систем имеют следующий
вид:

𝑎1 = 𝑟1 + 𝑟2, 𝑎2 = 1− 2𝑟2, 𝑎3 = 𝑟2 − 𝑟1, 𝑎4 =
1

1 + 𝜆Δ𝑥
, 𝑎5 =

𝜆Δ𝑥

1 + 𝜆Δ𝑥
,

где

𝑟1 =
𝑣Δ𝑡

2Δ𝑥
, 𝑟2 =

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
,

а сами матрицы являются постоянными (𝐹𝑘 = 𝐹 ∈ R
𝑛×𝑛, 𝐵𝑘 = 𝐵 ∈ R

𝑛×2).
В системе (6) 𝑛 = 𝑁−1— вектор состояния 𝑐𝑘 состоит из всех внутренних

узлов пространственной сетки, а в системе (7) 𝑛 = 𝑁 — вектор состояния 𝑐𝑘
состоит из всех внутренних узлов пространственной сетки и правой границы.

2. Выбор структуры измерителя. Добавим к уравнениям (6) и (7)
модель измерителя в следующем виде:

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝑧𝑘1
𝑧𝑘2
...
𝑧𝑘𝑚

⎤
⎥⎥⎥⎦ = 𝐻

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
...
𝑐𝑘𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝜉𝑘1
𝜉𝑘2
...
𝜉𝑘𝑚

⎤
⎥⎥⎥⎦ , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾, (8)

где 𝐻 ∈ R
𝑚×𝑛 — матрица измерений, определяющая структуру измерителя;

𝑚— количество измеряемых компонент вектора состояния 𝑐𝑘; 𝜉𝑘 ∈ R
𝑚 — по-

грешность измерителя. Очевидным выбором является 𝐻 = 𝐼, где 𝐼 — единич-
ная матрица. Однако это решение избыточное, поскольку единичная матрица
означает наличие 𝑛 сенсоров для сбора данных измерений.

Обозначим через 𝜃 неизвестный (в общем случае векторный) параметр
линейной динамической системы (6) или (7), подлежащий идентификации.
Поставим задачу выбора структуры измерителя с минимальным количеством
сенсоров, при которой обеспечивается существование и единственность стаци-
онарного оптимального дискретного фильтра Калмана при истинном значе-
нии параметра 𝜃 [14]. Достаточным условием является полная наблюдаемость
линейной динамической системы. Данное условие накладывает ограничения
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на область определения 𝐷(𝜃) параметра 𝜃, а также на возможность реализа-
ции процесса параметрической идентификации.

Для проверки условия полной наблюдаемости необходимо вычислить ранг
матрицы наблюдаемости [15]

ℳ𝐷𝑇𝐼 =
[︀
𝐻⊤ (𝐻𝐹 )⊤ (𝐻𝐹 2)⊤ . . . (𝐻𝐹𝑛−1)⊤

]︀⊤
,

который должен быть равен 𝑛 (размеру вектора состояния 𝑐𝑘).
Следовательно, для решения задачи выбора подходящей структуры из-

мерителя необходимо найти такую матрицу с минимальным количеством
сенсоров, для которой rank ℳ𝐷𝑇𝐼 = 𝑛.

В [16] проведен анализ полной наблюдаемости модели (6) и решена за-
дача выбора структуры измерителя для 𝑛 = 5. Доказано, что при выборе
матрицы 𝐻 в виде

𝐻 =

[︂
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

]︂

модель (6), (8) является полностью наблюдаемой при условии, что коэффи-
циенты 𝑎1 и 𝑎3 в модели (6) не равны нулю. Можно показать, что и в общем
случае при выборе матрицы 𝐻 в виде

𝐻 =

[︂
𝑒⊤𝑖
𝑒⊤𝑗

]︂
,

где 𝑖 ̸= 𝑗 и строка 𝑒⊤𝑖 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (единица на 𝑖-м месте), модель
(6), (8) является полностью наблюдаемой при условии, что коэффициенты 𝑎1
и 𝑎3 в модели (6) не равны нулю.

Аналогичные результаты получаются для модели (7). Таким образом, для
идентификации параметра 𝜃 в моделях (6) и (7) достаточно всего лишь двух
сенсоров для сбора данных измерений.

3. Описание процесса параметрической идентификации. Предпо-
ложим, что характеристики шума в измерителе известны, а шаги простран-
ственно-временной сетки Δ𝑥 и Δ𝑡 заданы, тогда неизвестными параметрами
дискретных моделей (6) и (7), подлежащими идентификации, являются ско-
рость конвекции 𝑣 и коэффициент диффузии 𝛼, от которых зависят коэффи-
циенты 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, входящие в элементы матриц 𝐹 и 𝐵.

Дискретные модели (6), (7) с моделью измерителя (8) в общем виде можно
записать как {︂

𝑐𝑘 = 𝐹 (𝜃)𝑐𝑘−1 +𝐵(𝜃)𝑢𝑘−1,
𝑧𝑘 = 𝐻𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾,

(9)

где 𝜃 = (𝑣, 𝛼)⊤ ∈ R
2, 𝑐𝑘 ∈ R

𝑛 — вектор состояния, 𝑢𝑘 ∈ R
2 — вектор входных

воздействий, 𝑧𝑘 ∈ R
𝑚 — вектор измерений. Предположим, что погрешность

измерителя 𝜉𝑘 ∈ R
𝑚 является гауссовым белым шумом с нулевым математи-

ческим ожиданием и ковариационной матрицей 𝑅 > 0. Матрицы моделей (6)
и (7) 𝐹 (𝜃) ∈ R

𝑛×𝑛, 𝐵(𝜃) ∈ R
𝑛×2, зависят от параметра 𝜃.

Рассмотрим задачу параметрической идентификации модели (9) по до-
ступным данным с целью оценки неизвестного (векторного) параметра 𝜃. За-
дача параметрической идентификации заключается в нахождении неизвест-
ного параметра 𝜃 по известным входным сигналам 𝑈𝐾−1

0 = {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝐾−1}
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и выходным данным измерений 𝑍𝐾
1 = {𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝐾} в соответствии с вы-

бранным критерием качества идентификации 𝒥 (𝜃;𝑍𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ). В этом случае

задача оценки неизвестного параметра требует решения задачи нелинейного
программирования

𝜃min = argmin
𝜃∈𝐷(𝜃)

𝒥 (𝜃;𝑍𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ), (10)

где 𝐷(𝜃) ⊆ R
2 — область определения параметра 𝜃.

Одним из известных и наиболее популярных методов решения задачи па-
раметрической идентификации является метод максимального правдоподо-
бия [17], который заключается в отыскании экстремума функции правдоподо-
бия. Для решения данной задачи можно использовать различные численные
методы — градиентный метод, метод Ньютона, метаэвристические методы оп-
тимизации (например генетический алгоритм или метод имитации отжига) и
др. [18]. Готовые программные реализации данных методов, как правило, тре-
буют от пользователя задания начального значения параметра 𝜃, ограниче-
ний на переменные и описания целевой функции. Вопрос выбора конкретно-
го численного метода оптимизации также может быть предметом отдельного
исследования.

В качестве целевой функции для реализации процедуры параметрической
идентификации выберем критерий идентификации (10) в виде отрицательной
логарифмической функции правдоподобия [17]

𝒥𝐾𝐹_𝐿𝑅(𝜃;𝑍
𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ) =

=
𝐾𝑚

2
ln(2𝜋) +

1

2

𝐾∑︁

𝑘=1

{︀
ln[det(Σ𝜈,𝑘(𝜃))] + 𝜈⊤𝑘 (𝜃)Σ

−1
𝜈,𝑘(𝜃)𝜈𝑘(𝜃)

}︀
, (11)

где вектор невязки измерений 𝜈𝑘(𝜃) и его ковариационную матрицу

Σ𝜈,𝑘(𝜃) = 𝐸
{︀
𝜈𝑘(𝜃)𝜈

⊤
𝑘 (𝜃)

}︀

при заданных значениях параметра 𝜃 вычисляют по известным уравнениям
фильтра Калмана [10].

Алгоритм 1 (Стандартный фильтр Калмана для модели (9)).

¬ Начальные данные.

Положить 𝑐0|0 = 𝑐0 и 𝑃0|0 = Π0, где 𝑐0 — начальное значение оценки векто-
ра состояния, Π0 > 0— начальное значение ковариационной матрицы ошибки
оценивания.

­ Рекуррентно обновлять величины (𝑘 > 0):

I. Экстраполяция.
I.1. Вычислить матрицу ковариации ошибки оценки

𝑃𝑘+1 = 𝐹𝑃𝑘|𝑘𝐹
⊤.

I.2. Найти оценку вектора состояния 𝑐𝑘+1 = 𝐹𝑐𝑘|𝑘 +𝐵𝑢𝑘.
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II. Фильтрация.

II.1. Вычислить матрицу Калмана

𝐾𝑘+1 = 𝑃𝑘+1𝐻
⊤Σ−1

𝜈,𝑘+1, где Σ𝜈,𝑘+1 = 𝑅+𝐻𝑃𝑘+1𝐻
⊤.

II.2. Найти оценку вектора состояния

𝑐𝑘+1|𝑘+1 = 𝑐𝑘+1 +𝐾𝑘+1𝜈𝑘+1, где 𝜈𝑘+1 = 𝑧𝑘+1 −𝐻𝑐𝑘+1.

II.3. Вычислить матрицу ковариации ошибки оценки

𝑃𝑘+1|𝑘+1 = 𝑃𝑘+1 −𝐾𝑘+1𝐻𝑃𝑘+1.

® Конец.

Отметим, что решение задачи параметрической идентификации парамет-
ра 𝜃 = (𝑣, 𝛼)⊤ для дискретной модели (6) методом максимального правдо-
подобия на основе стандартного фильтра Калмана получено в [13]. Решение
задачи численной идентификации скорости конвекции в модели конвективно-
диффузионного переноса с помощью метаэвристических алгоритмов рассмот-
рено в [11] также с применением стандартного алгоритма Калмана.

Как уже было отмечено ранее, основной целью данной работы является
разработка нового метода параметрической идентификации модели конвек-
тивно-диффузионного переноса, обладающего улучшенными вычислитель-
ными свойствами. Хорошо известно, что стандартная реализация фильтра
(алгоритм 1) является неустойчивой по отношению к ошибкам машинного
округления (см., например, подробный анализ и обсуждение в [10]). Для по-
вышения точности оценки вектора состояния вместо стандартного фильтра
Калмана предпочтительнее использовать его численно устойчивые модифи-
кации [19].

4. Идентификация параметров дискретной модели с применени-
ем SVD-фильтра Калмана. В данной работе мы предлагаем новый подход
к идентификации параметров дискретных моделей конвективно-диффузион-
ного переноса на основе численно устойчивого SVD-фильтра Калмана.

Рассмотрим SVD-факторизацию [20, теорема 1.1.6]. Любую матрицу 𝐴 ∈
C
𝑚×𝑛 ранга 𝑟 можно представить в виде

𝐴 = 𝒲 Σ𝒱 *, Σ =

[︂
𝑆 0
0 0

]︂
∈ C

𝑚×𝑛, 𝑆 = diag{𝜎1, . . . , 𝜎𝑟},

где 𝒲 ∈ C
𝑚×𝑚, 𝒱 ∈ C

𝑛×𝑛 — унитарные матрицы, 𝒱 * — означает сопряжен-
ную и транспонированную к 𝒱 , 𝑆 ∈ R

𝑟×𝑟 — вещественная неотрицательная
диагональная матрица. Величины 𝜎1 > 𝜎2 > . . . > 𝜎𝑟 > 0 являются сингу-
лярными значениями матрицы 𝐴. Заметим, что если 𝑟 = 𝑛 и/или 𝑟 = 𝑚,
некоторые из нулевых подматриц в Σ отсутствуют.

Метод сингулярного разложения (или SVD-факторизация) известен как
наиболее точный метод факторизации матриц, особенно для матриц, близких
к вырожденным. Кроме того, сингулярное разложение существует для любой
матрицы, чего нельзя сказать, например, о разложении Холецкого. Поэтому
модификации фильтра Калмана на основе SVD-факторизации обладают та-
кой же улучшенной численной устойчивостью к ошибкам машинного округ-
ления, что и все известные квадратно-корневые модификации [10,19]. Кроме
того, SVD-фильтры имеют дополнительные преимущества, такие как:
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(1) все собственные значения матриц ковариации ошибок автоматически
вычисляются на каждом шаге работы алгоритма фильтрации и могут
использоваться для автоматического анализа и/или сокращения исход-
ной модели;

(2) информационные матрицы (обратные к ковариационным) легко вычис-
ляются путем инверсии диагональных факторов в SVD-разложении, что
создает элегантный способ построения алгоритмов информационного
типа и фильтров смешанного типа с автоматическим переключением
с ковариационного режима фильтрации на информационный.

Насколько известно авторам данной статьи, впервые идею построения
численно устойчивой модификации фильтра Калмана с применением син-
гулярного разложения предложили Ошман и БарҫИцхак [21]. Авторы назва-
ли свой вариант SVD-фильтра как 𝑉 -Λ-фильтр. Для реализации алгоритма
необходимо выполнить как SVD-разложение, так и разложение Холецкого,
а также минимум три операции матричного обращения. Затем Ошманом бы-
ла предложена информационная форма 𝑉 -Λ-фильтра [22]. В [23] 𝑉 -Λ-фильтр
был применен для решения задачи параметрической идентификации линей-
ной дискретной стохастической системы.

Позднее другие авторы предложили свои варианты SVD-фильтра, соот-
ветствующие стандартному фильтру Калмана [24] и расширенному фильтру
Калмана [25]. Указанные модификации во многом схожи с 𝑉 -Λ-фильтром.
Ограничением их применения является требование положительной опреде-
ленности матриц ковариации шумов в объекте и измерителе на каждой ите-
рации работы алгоритма, поскольку в нем необходимо применять разложе-
ние Холецкого для вычисления квадратного корня ковариационной матрицы.
Также необходимо выполнить минимум три матричных обращения.

С целью устранения указанных недостатков предыдущих версий SVD-
фильтра в [26] авторами был предложен новый, улучшенный вариант SVD-
фильтра Калмана. Его отличие от других известных нам вариантов в том,
что данная модификация фильтра Калмана свободна от выполнения усло-
вий 𝑄𝑘 > 0 и 𝑅𝑘 > 0, требуемых как в стандартном фильтре Калмана, так и
во всех его квадратно-корневых модификациях [19]. Другим значимым пре-
имуществом указанной модификации является наличие всего лишь одного
обращения диагональной матрицы в уравнениях фильтра. Согласно [26], по
результатам сравнительного анализа данный вариант SVD-фильтра показал
наилучшие результаты в плане численной устойчивости к ошибкам машин-
ного округления на примере решения плохообусловленных задач.

Следует также отметить, что SVD-фильтр подтвердил свою эффектив-
ность при решении задач параметрической идентификации [27], задачи оцен-
ки состояния и параметров полета летательного аппарата [25], задачи калма-
новской фильтрации показаний инерциального измерительного модуля (IMU)
[28] и др.

Учитывая изложенное выше, в данной работе для построения процеду-
ры параметрической идентификации мы выбрали улучшенный вариант SVD-
фильтра [26].

Рассмотрим представление ковариационных матриц ошибок оценивания в
виде 𝑃𝑘 = Θ𝑃𝑘

𝐷𝑃𝑘
Θ⊤

𝑃𝑘
, где Θ𝑃𝑘

— ортогональная матрица и 𝐷𝑃𝑘
— диагональ-

ная матрица, содержащая сингулярные значения матрицы 𝑃𝑘. Уравнения
SVD-фильтра позволяют рекуррентно обновлять SVD-факторы {Θ𝑃𝑘

, 𝐷𝑃𝑘
}
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матрицы 𝑃𝑘 с помощью сингулярного разложения (процедуры SVD-факто-
ризации). Далее запишем уравнения SVD-фильтра с учетом модели (9).

Алгоритм 2 (SVD-фильтр для модели (9)).

¬ Начальные данные.

Выполнить SVD-разложение матриц Π0 = ΘΠ0𝐷Π0Θ
⊤
Π0

, 𝑅 = Θ𝑅𝐷𝑅Θ
⊤
𝑅.

Положить 𝑐0|0 = 𝑐0, Θ𝑃0|0
= ΘΠ0 , 𝐷

1/2
𝑃0|0

= 𝐷
1/2
Π0

.

­ Рекуррентно обновлять величины (𝑘 > 0):

I. Экстраполяция.
I.1. Выполнить SVD-разложение матрицы

[︁
𝐷

1/2
𝑃𝑘|𝑘

Θ⊤
𝑃𝑘|𝑘

𝐹⊤
𝑘

]︁
= 𝒲𝑇𝑈

[︁
𝐷

1/2
𝑃𝑘+1

]︁
Θ⊤

𝑃𝑘+1
.

I.2. Получить SVD-факторы {Θ𝑃𝑘+1
, 𝐷𝑃𝑘+1

} матрицы 𝑃𝑘+1.
I.3. Найти оценку вектора состояния 𝑐𝑘+1 = 𝐹𝑐𝑘|𝑘 +𝐵𝑢𝑘.

II. Фильтрация.
II.1. Выполнить SVD-разложение матрицы

[︃
𝐷

1/2
𝑅 Θ⊤

𝑅

𝐷
1/2
𝑃𝑘+1

Θ⊤
𝑃𝑘+1

𝐻⊤

]︃
= 𝒲

(1)
𝑀𝑈

[︃
𝐷

1/2
Σ𝜈,𝑘+1

0

]︃
Θ⊤

Σ𝜈,𝑘+1
.

II.2. Найти

�̄�𝑘+1 = 𝑃𝑘+1𝐻
⊤ΘΣ𝜈,𝑘+1

, 𝐾𝑘+1 = �̄�𝑘+1𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘+1

Θ⊤
Σ𝜈,𝑘+1

.

II.3. Выполнить SVD-разложение матрицы

[︃
𝐷

1/2
𝑃𝑘+1

Θ⊤
𝑃𝑘+1

(𝐼 −𝐾𝑘+1𝐻)⊤

𝐷
1/2
𝑅 Θ⊤

𝑅𝐾
⊤
𝑘+1

]︃
= 𝒲

(2)
𝑀𝑈

[︃
𝐷

1/2
𝑃𝑘+1|𝑘+1

0

]︃
Θ⊤

𝑃𝑘+1|𝑘+1
.

II.4. Получить SVD-факторы {Θ𝑃𝑘+1|𝑘+1
, 𝐷𝑃𝑘+1|𝑘+1

} матрицы 𝑃𝑘+1|𝑘+1.

II.5. Найти оценку вектора состояния 𝑐𝑘+1|𝑘+1 = 𝑐𝑘+1 + �̄�𝑘+1𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘+1

𝜈𝑘+1,

где 𝜈𝑘+1 = Θ⊤
Σ𝜈,𝑘+1

(𝑧𝑘+1 −𝐻𝑐𝑘+1).

® Конец.

Теперь для построения процедуры параметрической идентификации необ-
ходимо переписать выражение для вычисления логарифмической функции
правдоподобия (11) в терминах SVD-фильтра. Учитывая, что

det(Σ𝜈,𝑘) = det(𝐷Σ𝜈,𝑘
) и 𝜈⊤𝑘 Σ

−1
𝜈,𝑘𝜈𝑘 = 𝜈⊤𝑘 𝐷

−1
Σ𝜈,𝑘

𝜈𝑘,

запишем

𝒥𝑆𝑉 𝐷_𝐿𝑅(𝜃;𝑍
𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ) =

=
𝐾𝑚

2
ln(2𝜋) +

1

2

𝐾∑︁

𝑘=1

{︀
ln[det(𝐷Σ𝜈,𝑘

)] + 𝜈⊤𝑘 𝐷
−1
Σ𝜈,𝑘

𝜈𝑘
}︀
, (12)
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где диагональная матрица 𝐷Σ𝜈,𝑘
и вектор 𝜈𝑘 доступны на каждом шаге ра-

боты алгоритма 2.

5. Численный анализ эффективности предложенного подхода.
Рассмотрим на численных примерах работоспособность и преимущества пред-
ложенного подхода. Пусть требуется идентифицировать параметры 𝑣 и 𝛼 сле-
дующей модели:

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐

𝜕2𝑥
, (13)

𝑐(𝑥, 0) = 0, (14)

𝑐(0, 𝑡) = 4𝑡| sin𝜋𝑡|, (15)

𝑐(1, 𝑡) = 𝑡, (16)

или
𝜕𝑐(1, 𝑡)

𝜕𝑥
= −[𝑐(1, 𝑡)− 𝑡], (17)

где 𝑐(𝑥, 𝑡)— концентрация вещества в одномерном потоке; 𝑥 ∈ [0; 1]; 𝑡 ∈ [0; 2];
начальное условие (14) соответствует концентрации вещества в начальный
момент времени; граничное условие (15) — периодическому изменению кон-
центрации вещества с возрастающей амплитудой на левом конце отрезка;
граничное условие (16) — линейному возрастанию концентрации вещества на
правом конце отрезка; граничное условие (17) — линейному возрастанию кон-
центрации вещества в окружающей среде на правом конце отрезка.

Пусть в уравнении (13) 𝑣 = 2, 𝛼 = 1. Процесс идентификации будем моде-
лировать в системе MATLAB при помощи специализированного программ-
ного комплекса авторской разработки. Зададим на отрезке [0; 1] простран-
ственную сетку c 6 узлами по оси 𝑂𝑥 (Δ𝑥 = 0.2). Шаг по оси 𝑂𝑡 выберем

из условия устойчивости конечно-разностной схемы: Δ𝑡 6 (Δ𝑥)2

2 = 0.02, что
соответствует 𝐾 = 101. Получим решения рассматриваемой задачи мето-
дом конечных разностей для различных комбинаций граничных условий. На
рис. 1 приведены графики соответствующих решений.

Рассмотрим процесс идентификации коэффициентов уравнения (13) по
результатам зашумленных измерений в узлах пространственной сетки, со-
ответствующих первой и последней компонентам вектора состояния. В этом
случае для задачи с граничными условиями (15), (16) измеритель будет иметь
вид

[︂
𝑧𝑘1
𝑧𝑘2

]︂
=

[︂
1 0 0 0
0 0 0 1

]︂
⎡
⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
𝑐𝑘4

⎤
⎥⎥⎦+

[︂
𝜉𝑘1
𝜉𝑘2

]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾,

а для задачи с граничными условиями (15), (17):

[︂
𝑧𝑘1
𝑧𝑘2

]︂
=

[︂
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

]︂
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
𝑐𝑘4
𝑐𝑘5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
+

[︂
𝜉𝑘1
𝜉𝑘2

]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾.
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a

b

Рис. 1. Графики решения задачи с граничными условиями (15), (16) (a)
и (15), (17) (b)

[Figure 1. Plots of solutions of problem with boundary conditions (15), (16)
(a) and (15), (17) (b)]
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a

b

Рис. 2. Графики измерений для задачи с граничными условиями (15), (16) (a)
и (15), (17) (b)

[Figure 2. Plots of measurements for problem with boundary conditions (15), (16) (a)
and (15), (17) (b)]
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Таблица 1

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅0 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅0 and boundary

conditions (15), (16)]

Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

CKF 1.9951 0.9962 4.63 · 10−2 2.23 · 10−2 1.8242 1.8325
SVD 1.9951 0.9962 4.63 · 10−2 2.23 · 10−2 1.8242 1.8325

Таблица 2

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅0 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅0 and boundary

conditions (15), (17)]

Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

CKF 1.9996 0.9984 4.99 · 10−2 2.31 · 10−2 1.9539 1.8660
SVD 1.9996 0.9984 4.99 · 10−2 2.31 · 10−2 1.9539 1.8660

Таблица 3

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅1 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅1 and boundary

conditions (15), (16)]

𝛿 Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 4.55 · 10−6 2.34 · 10−6 1.80 · 10−4 1.80 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 4.55 · 10−6 2.34 · 10−6 1.80 · 10−4 1.85 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.09 · 10−7 5.91 · 10−5 5.78 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.10 · 10−7 5.91 · 10−5 5.78 · 10−5

10−12 CKF 2.0000 1.0000 5.09 · 10−7 1.94 · 10−7 1.99 · 10−5 1.56 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 5.09 · 10−7 1.94 · 10−7 1.99 · 10−5 1.55 · 10−5

10−13 CKF 2.0000 1.0000 1.65 · 10−7 6.73 · 10−8 6.60 · 10−6 5.40 · 10−6

SVD 2.0000 1.0000 1.65 · 10−7 6.74 · 10−8 6.60 · 10−6 5.40 · 10−6

10−14 CKF 2.0909 1.1295 3.72 · 10−1 2.45 · 10−1 13.3856 18.2959
SVD 2.0000 1.0000 4.95 · 10−8 2.44 · 10−8 2.00 · 10−6 1.97 · 10−6

10−15 CKF 2.4525 2.4007 4.92 · 10−1 1.4422 24.2181 141.0602
SVD 2.0000 1.0000 2.84 · 10−8 1.38 · 10−8 1.24 · 10−6 1.21 · 10−6

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 2.77 · 10−8 1.29 · 10−8 1.36 · 10−6 1.26 · 10−6
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Таблица 4

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅2 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅2 and boundary

conditions (15), (16)]

𝛿 Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 1.9998 1.0002 8.53 · 10−3 3.97 · 10−3 3.45 · 10−1 3.09 · 10−1

SVD 1.9998 1.0002 8.53 · 10−3 3.97 · 10−3 3.45 · 10−1 3.09 · 10−1

10−11 CKF 1.9996 1.0003 8.72 · 10−3 3.81 · 10−3 3.44 · 10−1 2.98 · 10−1

SVD 1.9996 1.0003 8.72 · 10−3 3.81 · 10−3 3.44 · 10−1 2.98 · 10−1

10−12 CKF 1.9998 1.0003 9.17 · 10−3 3.58 · 10−3 3.70 · 10−1 2.91 · 10−1

SVD 1.9999 1.0003 9.17 · 10−3 3.58 · 10−3 3.70 · 10−1 2.91 · 10−1

10−13 CKF 2.0008 0.9999 9.03 · 10−3 3.80 · 10−3 3.58 · 10−1 3.06 · 10−1

SVD 2.0008 0.9999 9.04 · 10−3 3.80 · 10−3 3.58 · 10−1 3.07 · 10−1

10−14 CKF 2.0011 1.1824 3.80 · 10−1 3.53 · 10−1 8.5127 18.6786
SVD 1.9998 1.0000 8.23 · 10−3 3.70 · 10−3 3.36 · 10−1 2.96 · 10−1

10−15 CKF 2.0556 1.2045 6.08 · 10−1 3.75 · 10−1 21.0730 23.0515
SVD 1.9998 1.0000 8.67 · 10−3 3.25 · 10−3 3.30 · 10−1 2.64 · 10−1

10−16 CKF 2.1827 1.2980 7.79 · 10−1 6.69 · 10−1 29.2086 41.3944
SVD 2.0002 1.0001 9.15 · 10−3 3.57 · 10−3 3.59 · 10−1 2.79 · 10−1

Таблица 5

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅3 и граничных
условий (15), (16) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅3 and boundary

conditions (15), (16)]

𝛿 Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 5.88 · 10−6 2.97 · 10−6 2.40 · 10−4 2.40 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 4.79 · 10−6 2.97 · 10−6 2.40 · 10−4 2.40 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.67 · 10−6 9.22 · 10−7 6.49 · 10−5 7.50 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.67 · 10−6 9.21 · 10−7 6.48 · 10−5 7.49 · 10−5

10−12 CKF 2.0000 1.0000 5.63 · 10−7 2.94 · 10−7 2.25 · 10−5 2.41 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 5.63 · 10−7 2.94 · 10−7 2.25 · 10−5 2.42 · 10−5

10−13 CKF 2.0000 1.0000 2.04 · 10−7 9.85 · 10−8 8.06 · 10−6 7.78 · 10−6

SVD 2.0000 1.0000 2.05 · 10−7 9.85 · 10−8 8.08 · 10−6 7.78 · 10−6

10−14 CKF 2.4218 2.3225 5.04 · 10−1 1.3914 23.2788 132.5812
SVD 2.0000 1.0000 6.59 · 10−8 3.38 · 10−8 2.60 · 10−6 2.56 · 10−6

10−15 CKF 2.0530 1.2871 6.02 · 10−1 3.99 · 10−1 24.6737 30.9475
SVD 2.0000 1.0000 4.32 · 10−8 2.13 · 10−8 1.94 · 10−6 1.93 · 10−6

10−16 CKF 3.0785 1.6264 1.1877 0.6924 55.5319 63.5329
SVD 2.0000 1.0000 3.54 · 10−8 1.79 · 10−8 1.74 · 10−6 1.76 · 10−6
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Таблица 6

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅1 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅1 and boundary

conditions (15), (17)]

𝛿 Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 5.06 · 10−6 2.23 · 10−6 2.03 · 10−4 1.81 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 5.06 · 10−6 2.23 · 10−6 2.03 · 10−4 1.81 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.24 · 10−7 5.80 · 10−5 5.89 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.47 · 10−6 7.25 · 10−7 5.80 · 10−5 5.90 · 10−5

10−12 CKF 2.2732 1.8860 5.42 · 10−1 1.1367 19.9823 88.8022
SVD 2.0000 1.0000 4.81 · 10−7 2.51 · 10−7 1.80 · 10−5 1.97 · 10−5

10−13 CKF 2.0295 1.5567 4.69 · 10−1 8.75 · 10−1 15.5471 56.4061
SVD 2.0000 1.0000 1.54 · 10−7 7.30 · 10−8 6.09 · 10−6 5.92 · 10−6

10−14 CKF 1.7208 1.8216 9.00 · 10−1 1.06342 36.9710 85.6284
SVD 2.0000 1.0000 5.17 · 10−8 2.34 · 10−8 2.06 · 10−6 1.85 · 10−6

10−15 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 1.86 · 10−8 8.75 · 10−9 7.55 · 10−7 7.05 · 10−7

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 1.02 · 10−8 6.07 · 10−9 4.54 · 10−7 5.55 · 10−7

Таблица 7

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅2 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅2 and boundary

conditions (15), (17)]

𝛿 Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 1.9998 1.0000 1.12 · 10−2 6.20 · 10−3 4.48 · 10−1 5.00 · 10−1

SVD 1.9998 1.0000 1.12 · 10−2 6.20 · 10−3 4.48 · 10−1 5.00 · 10−1

10−11 CKF 2.0011 1.0004 1.20 · 10−2 6.30 · 10−3 4.82 · 10−1 5.02 · 10−1

SVD 2.0011 1.0004 1.20 · 10−2 6.30 · 10−3 4.82 · 10−1 5.02 · 10−1

10−12 CKF 2.0867 1.1835 4.46 · 10−1 4.78 · 10−1 8.9741 19.0136
SVD 2.0008 1.0000 1.18 · 10−2 5.00 · 10−3 4.63 · 10−1 4.60 · 10−1

10−13 CKF 1.7084 1.4499 8.48 · 10−1 6.67 · 10−1 28.9005 45.2698
SVD 2.0000 1.0000 1.14 · 10−2 6.37 · 10−3 4.53 · 10−1 5.07 · 10−1

10−14 CKF 1.3955 1.3397 8.62 · 10−1 5.20 · 10−1 32.7939 34.9237
SVD 1.9994 1.0004 1.19 · 10−2 6.03 · 10−3 4.54 · 10−1 4.66 · 10−1

10−15 CKF 1.5160 1.2420 8.89 · 10−1 4.28 · 10−1 37.9516 30.0707
SVD 1.9988 1.0006 1.12 · 10−2 6.11 · 10−3 4.40 · 10−1 4.85 · 10−1

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0004 1.0001 1.04 · 10−2 6.32 · 10−3 4.18 · 10−1 5.09 · 10−1
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Таблица 8

Средние значения параметров и ошибки идентификации для 𝑅 = 𝑅3 и граничных
условий (15), (17) [Mean values and identiҥcation errors for 𝑅 = 𝑅3 and boundary

conditions (15), (17)]

𝛿 Algorithm
Mean values RMSE MAPE

𝑣 𝛼 𝑣 𝛼 𝑣 𝛼

10−10 CKF 2.0000 1.0000 5.90 · 10−6 2.82 · 10−6 2.38 · 10−4 2.24 · 10−4

SVD 2.0000 1.0000 5.90 · 10−6 2.82 · 10−6 2.38 · 10−4 2.24 · 10−4

10−11 CKF 2.0000 1.0000 1.76 · 10−6 8.62 · 10−7 7.07 · 10−5 6.86 · 10−5

SVD 2.0000 1.0000 1.76 · 10−6 8.62 · 10−7 7.07 · 10−5 6.86 · 10−5

10−12 CKF 2.2020 1.7162 4.04 · 10−1 1.0238 13.9583 71.8292
SVD 2.0000 1.0000 6.42 · 10−7 2.59 · 10−7 2.65 · 10−5 2.05 · 10−5

10−13 CKF 2.4736 2.4251 4.86 · 10−1 1.4618 23.6781 142.5113
SVD 2.0000 1.0000 1.64 · 10−7 9.01 · 10−8 6.53 · 10−6 7.16 · 10−6

10−14 CKF 1.9462 2.2192 7.26 · 10−1 1.3157 29.1861 121.9198
SVD 2.0000 1.0000 5.46 · 10−8 2.38 · 10−8 2.21 · 10−6 1.91 · 10−6

10−15 CKF 2.3016 2.2533 6.05 · 10−1 1.3677 27.1425 128.7952
SVD 2.0000 1.0000 1.88 · 10−8 9.76 · 10−9 7.56 · 10−7 7.76 · 10−7

10−16 CKF — — — — — —
SVD 2.0000 1.0000 1.12 · 10−8 5.98 · 10−9 4.86 · 10−7 5.43 · 10−7

Решение задачи получим при следующих вариантах матрицы ковариации
шума 𝑅 в измерителе:

𝑅0 =

[︂
10−2 0
0 10−2

]︂
, 𝑅1 =

[︂
𝛿 0
0 𝛿

]︂
, 𝑅2 =

[︂
𝛿 0
0 10−4

]︂
, 𝑅3 =

[︂
10−4 0
0 𝛿

]︂
,

где 𝛿 = 10−10, 10−11, . . . , 10−16. При уменьшении 𝛿 погрешность измерений
соответствующего сенсора уменьшается, что соответствует случаю «почти
точных» измерений, которые могут приводить к вырожденности и плохой
обусловленности ковариационной матрицы ошибок оценивания в стандарт-
ном фильтре Калмана.

На рис. 2 приведены примеры графиков смоделированных измерений с
матрицей ковариации шума 𝑅 = 𝑅0 для рассматриваемой задачи с различ-
ными комбинациями граничных условий.

В качестве критериев идентификации возьмем логарифмические функции
правдоподобия (11) и (12).

В табл. 1ҫ8 приведены результаты численных экспериментов по иденти-
фикации коэффициентов 𝑣 и 𝛼 для различных значений матрицы 𝑅 и гра-
ничных условий. Минимизация критериев идентификации выполнялась в об-
ласти 𝐷(𝜃) = {𝜃 = (𝑣, 𝛼)⊤ | 𝑣 ∈ [0; 5], 𝛼 ∈ [0; 5]} при помощи функции fmincon
системы MATLAB. В качестве начальной точки для функции fmincon выбирал-
ся центр области 𝐷. Для каждого варианта матрицы 𝑅 и каждого значения 𝛿
выполнялось усреднение найденных параметров и вычисление ошибок RMSE
и MAPE по результатам 200 запусков.

Полученные данные численных экспериментов показывают, что сначала
для обоих алгоритмов с увеличением точности измерений средние значения
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идентифицированных параметров 𝑣 и 𝛼 стремятся к истинным (2 и 1 соот-
ветственно), а ошибки RMSE и MAPE уменьшаются. Однако начиная со зна-
чения 𝛿 = 10−14 для граничных условий (15), (16) и 𝛿 = 10−13 для граничных
условий (15), (17) ошибки процедуры идентификации на основе стандартного
фильтра Калмана начинают быстро нарастать вплоть до аварийного завер-
шения работы функции минимизации fmincon (прочерки в таблицах). Дан-
ный факт обусловлен расходимостью стандартного фильтра Калмана (рез-
ким ухудшением обусловленности ковариационной матрицы при увеличении
точности измерений) и, как следствие, некорректным вычислением значений
критерия идентификации (11). В то же время процедура идентификации на
основе SVD-фильтра выполняется корректно для всех значений 𝛿.

Таким образом, при использовании рекуррентных методов параметриче-
ской идентификации непосредственное влияние на качество идентификации
могут оказывать вычислительные свойства алгоритма оптимальной дискрет-
ной фильтрации, на основе которого вычисляются значения критерия иден-
тификации.

Заметим, что все вычисления в системе MATLAB по умолчанию проводятся
с двойной точностью, однако на практике встречаются ситуации, когда вы-
числения необходимо проводить с одинарной точностью, например, во встра-
иваемых системах [28]. В этом случае использование SVD-фильтра, несмотря
на больший объем вычислений, будет более предпочтительным.

Заключение. Рассмотрена задача математического моделирования про-
цесса параметрической идентификации моделей конвективно-диффузионно-
го переноса, описываемых уравнениями в частных производных с начальным
и граничными условиями, с применением SVD-модификации фильтра Кал-
мана. Рассматриваются одномерные модели с постоянными коэффициентами,
граничными условиями первого рода или смешанными граничными условия-
ми первого и третьего рода. Начальное и граничные условия предполагаются
известными.

Метод решения задачи основан на переходе от исходной непрерывной мо-
дели с уравнением в частных производных к модели, описываемой линейной
дискретной динамической системой в пространстве состояний, с известными
входными воздействиями, двумя неизвестными параметрами, соответствую-
щими скорости конвекции 𝑣 и коэффициенту диффузии 𝛼, и с зашумленными
измерениями, моделирующими экспериментальные данные.

В работе показано, что для выполнения условия полной наблюдаемости
моделей достаточно, чтобы матрица измерений 𝐻 состояла всего из двух
строк, соответствующих наличию в модели измерителя двух сенсоров.

Основным результатом работы является новый рекуррентный метод па-
раметрической идентификации моделей конвективно-диффузионного пере-
носа, основанный на использовании метода максимального правдоподобия
с построением критерия идентификации (функции правдоподобия) на основе
величин, вычисляемых SVD-модификацией фильтра Калмана. Оптимизация
критерия идентификации выполнена с помощью функции fmincon системы
MATLAB.

С помощью компьютерного моделирования в системе MATLAB проведен
сравнительный анализ численной эффективности алгоритма параметриче-
ской идентификации с применением стандартного фильтра Калмана и SVD-
фильтра. Результаты численных экспериментов подтверждают работоспособ-
ность предложенного метода и его надежность в плане численной устойчиво-
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сти к ошибкам машинного округления при решении задачи параметрической
идентификации.
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Abstract

The paper addresses a problem of mathematical modeling of the process
of identifying the coefficients of a partial differential equation in convection-
diffusion transport models based on the results of noisy measurements of the
function values. Identiőcation process is performed using a new method be-
longing to the class of recurrent parameter identiőcation methods based on
optimal discrete Kalman-type őltering algorithms. One-dimensional mod-
els with constant coefficients, boundary conditions of őrst kind, or mixed
boundary conditions of őrst and third kind are considered.

The proposed method is based on the transition from the initial contin-
uous model with a partial differential equation to the model described by
the state-space linear discrete-time dynamic system and the application of
the maximum likelihood method to it with construction of an identiőcation
criterion (likelihood function) based on the values calculated by the SVD
algorithm of the Kalman őltering. This őlter is based on the singular value
decomposition of error covariance matrix and works stably even in cases
when it is close to singular. The SVD őlter has proven itself well in solving
various problems of discrete őltering and parameter identiőcation. It has
several advantages over the traditionally used conventional Kalman őlter.
The main of which is robustness against machine roundoff errors.
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Computer modeling of parameter identiőcation has been processed with
the MATLAB system using a specialized software package. The results of
numerical experiments conőrm the efficiency of the proposed method and its
advantages compared to the similar one based on the conventional Kalman
őlter.

Keywords: convection-diffusion transport model, parameter identiőcation,
Kalman őlter, SVD őlter.
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Аннотация

Предложены новые стохастические модели динамического развития
предприятий, которые восстанавливают свои производства за счет внут-
ренних и внешних запаздывающих инвестиций. Установлены системы
стохастических дифференциальных уравнений баланса для таких пред-
приятий, описывающие случайные изменения факторов производства
и выпуска продукции. Рассмотрены пропорциональные, прогрессивные
и дигрессивные амортизационные отчисления и исследовано их взаи-
модействие с запаздывающими внутренними и внешними инвестиция-
ми. Сформулированы условия достижения равновесного состояния ра-
боты предприятий и вычислены соответствующие предельные значения
факторов производства. Для численных решений систем стохастических
дифференциальных уравнений развития предприятий получены алго-
ритмы метода Эйлера—Маруямы. Для каждой численной реализации
этих алгоритмов построены соответствующие стохастические траекто-
рии для случайных функций факторов производства и выпуска про-
дукции. Предложен вариант метода расчета математических ожиданий
случайных функций факторов производства, для которых получена со-
ответствующая система дифференциальных уравнений. Численный ана-
лиз решений стохастических дифференциальных уравнений для разра-
ботанных моделей показал хорошее соответствие известным статистиче-
ским данным развития производственных предприятий.

Ключевые слова: предприятие, факторы производства, производствен-
ная функция, выпуск продукции, ресурсы, стохастические уравнения,
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Введение. Одним из важных и актуальных направлений современной
экономической теории является развитие экономико-математических мето-
дов прогнозирования показателей стохастической динамики производствен-
ных предприятий. Разработка на основе таких методов новых стохастических
моделей для оценки деятельности предприятий позволяет проводить адек-
ватный и эффективный анализ их работы, вычислять предельные значения
для их производственных факторов, достоверно прогнозировать объемы вы-
пуска продукции, объемы издержек и объемы прибыли, оценивать эффекты
замещения производственных факторов и т.д.

Развитие и рост экономических систем вообще и производственных пред-
приятий в частности представляет собой долгосрочную тенденцию увеличе-
ния показателей национальной экономики. Значительный вклад в разработку
теоретических положений экономического роста представлен в работах [1ҫ7].

На основе этих положений рядом исследователей разработаны модели ро-
ста, учитывающие влияние технического прогресса и роль информационных
процессов [8ҫ18].

Характер динамического развития предприятия определяется взаимодей-
ствием вкладываемых в его производство объемов инвестиций, объемов амор-
тизации производственных факторов и затрат на модернизацию средств про-
изводства.

Привлечение в производство предприятия внутренних и внешних инвести-
ций представляет собой распределенный во времени процесс, поэтому модель
развития предприятия должна учитывать не только инвестиции, поступаю-
щие в данный момент времени, но и всю историю их постепенного ввода.

Для построения моделей экономического развития предприятий, учиты-
вающих запаздывание внутренних и внешних инвестиций, широко приме-
няются дифференциальные уравнения, содержащие функции распределения
постепенного и непрерывного ввода капиталовложений [9ҫ31].

Известные многочисленные статистические данные деятельности различ-
ных производственных предприятий демонстрируют стохастический харак-
тер формирования объемов их производственных факторов и волатильность
объемов выпуска продукции. Поэтому при построении математических мо-
делей динамики экономических показателей предприятий следует опирать-
ся на теорию случайных функций. Стохастическое моделирование позволяет
наиболее полно учесть нестабильный характер работы реальных предприя-
тий и внести существенные дополнения в имеющиеся аналогичные детерми-
нистские модели. Эффективным инструментом для построения недетерми-
нированных моделей экономического развития предприятий является теория
стохастических дифференциальных уравнений, учитывающая влияние слу-
чайных внешних воздействий.

Построение на основе этой теории определяющих уравнений балансов от-
носительно объемов факторов производства и объемов выпуска продукции
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производственных предприятий существенно обогащает известные детерми-
нированные модели развития предприятий, в которых нельзя учесть внешние
случайные возмущающие факторы [32ҫ38].

Методы исследования приложений теории стохастических дифференци-
альных уравнений для моделирования случайных процессов подробно изло-
жены в работах [39ҫ43].

Применение численных методов решения стохастических дифференци-
альных уравнений для расчетов реализаций случайных процессов и вычис-
ления их математических ожиданий представлены в работах [44ҫ54].

Целью публикуемой работы является разработка новых экономико-мате-
матических моделей стохастической динамики развития производственных
предприятий за счет постепенного ввода внутренних и внешних запаздыва-
ющих инвестиций.

Научная новизна полученных моделей заключается в том, что они учи-
тывают взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрессивных
амортизационных отчислений с внутренними и внешними запаздывающими
инвестициями и позволяют найти предельные значения факторов производ-
ства. Кроме того, эти модели способны описать не только стабильное по-
ступательное развитие предприятий, но и приостановку их работы во время
переоснащения производств и временного кризисного сворачивания произ-
водств при замене оборудования.

1. Постановка задачи. Пусть объемы выпуска продукции предприя-
тием обеспечиваются набором ресурсов в виде производственных факторов
(𝑄1, 𝑄2, . . . , 𝑄𝑛), представляющих собой основной капитал, оборотный капи-
тал, финансовый капитал, трудовые ресурсы, привлекаемые в производство
материалы, технологии и инновации и т.д.

Величины 𝑄𝑠 изменяются во времени 𝑡 и представляют собой некоторые
непрерывные и непрерывно дифференцируемые функции 𝑄𝑠 = 𝑄𝑠(𝑡). Едини-
цы измерения времени определяются экономическими условиями конкретной
задачи. Это может быть один месяц, один квартал или один год.

Функции 𝑄𝑠 = 𝑄𝑠(𝑡) являются ограниченными, для них существуют свои
верхние и нижние предельные границы 𝑄0

𝑠 6 𝑄𝑠 6 𝑄∞
𝑠 , где 𝑄0

𝑠 = 𝑄𝑠(0)—
начальные значения факторов производства 𝑄𝑠, а 𝑄∞

𝑠 = lim
𝑡→∞

𝑄𝑠(𝑡)— их пре-
дельные значения.

Значения компонентов𝑄0
𝑠 в начальный момент времени рассматриваемого

процесса 𝑡 = 0 считаются заданными.
Предельные значения объемов факторов производства 𝑄∞

𝑠 определяются
особенностями развития предприятий и подлежат вычислению.

Выпуск производственной продукции предприятием 𝑉 описывается мно-
гофакторной производственной функцией Кобба—Дугласа

𝑉 = 𝑃

𝑛∏︁

𝑝=1

𝑄
𝑎𝑝
𝑝 . (1)

Здесь 𝑃 — стоимость продукции, произведенной на единичные объемы ре-
сурсов, 𝑎𝑘 — представляют собой эластичности выпуска по соответствующим
ресурсам 𝑄𝑘, (0 < 𝑎𝑘 < 1).
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Приращения объемов факторов производства 𝑄𝑠 = 𝑄𝑠(𝑡) за малый ин-
тервал времени Δ𝑡 составят величины Δ𝑄𝑠(𝑡), которые можно представить
в виде четырех слагаемых [32]:

Δ𝑄𝑠(𝑡) = Δ𝑄𝐴
𝑠 (𝑡) + Δ𝑄𝐼

𝑠(𝑡) + Δ𝑄𝐺
𝑠 (𝑡) + Δ𝑄𝑊

𝑠 (𝑡), (2)

где Δ𝑄𝐴
𝑠 (𝑡)— приращения амортизаций объемов факторов производства𝑄𝑠(𝑡),

Δ𝑄𝐼
𝑠(𝑡)— частичные восстановления объемов факторов производства 𝑄𝑠(𝑡) за

счет внутренних инвестиций, Δ𝑄𝐺
𝑠 (𝑡)— частичные восстановления объемов

факторов производства 𝑄𝑠(𝑡) за счет внешних инвестиций в предприятие,
Δ𝑄𝑊

𝑠 (𝑡)— случайные колебания приращения объемов факторов производ-
ства, обусловленные волатильностью реализации выпускаемой продукции.

Приращения частичных амортизаций Δ𝑄𝐴
𝑠 (𝑡) за промежуток времени Δ𝑡

можно представить в виде

Δ𝑄𝐴
𝑠 (𝑡) = −𝐴𝑠𝜃(𝑡)𝑄

𝑢𝑠
𝑠 (𝑡) ·Δ𝑡. (3)

Здесь 𝐴𝑠 — коэффициенты амортизации доли выбывших за единицу времени
объемов факторов производства 𝑄𝑠(𝑡), 𝑢𝑠 — показатели интенсивности амор-
тизации. Значения параметров 𝑢𝑠 = 1 соответствуют линейной пропорцио-
нальной амортизации, значения параметров 𝑢𝑠 > 1 соответствуют прогрес-
сивным амортизационным отчислениям, значения параметров 𝑢𝑠 < 1 соот-
ветствуют дигрессивным амортизационным отчислениям.

Функция 𝜃 = 𝜃(𝑡) в соотношениях (3) определяет варианты развития рас-
сматриваемого предприятия во время смены технологий производства. Для
постоянной и единичной функции 𝜃(𝑡) ≡ 1 развитие предприятия будет ста-
бильным. При уменьшении значений функции 𝜃(𝑡) процесс развития пред-
приятия будет замедляться вплоть до его временной остановки и частичного
сворачивания производства [26].

Приращения внутренних инвестиций Δ𝑄𝐼
𝑠(𝑡) за промежуток времени Δ𝑡

определяются соотношениями [31]

Δ𝑄𝐼
𝑠(𝑡) = 𝜃(𝑡)𝑊𝑠(𝑡) ·Δ𝑡. (4)

Здесь

𝑊𝑠(𝑡) =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑅𝑠(𝑡, 𝜏)𝐼𝑠(𝜏)𝑑𝜏 (5)

— объемы внутренних инвестиций, накопленные предприятием за счет фак-
торов производства 𝑄𝑠 к моменту времени 𝑡, 𝑅𝑠(𝑡, 𝜏)— функции распределе-
ния потока постепенного и непрерывного ввода инвестиций, соответствующих
факторам производства 𝑄𝑠 за весь период работы предприятия, 𝐼𝑠(𝜏)— объ-
емы инвестиций, соответствующие фактору производства 𝑄𝑠 и сделанные в
момент времени 𝜏 . Постепенный и поэтапный ввод внутренних инвестиций
считается стационарным: 𝑅𝑠(𝑡, 𝜏) = 𝑅𝑠(𝑡 − 𝜏), поэтому формулы (5) прини-
мают вид

𝑊𝑠(𝑡) =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑅𝑠(𝑡− 𝜏)𝐼𝑠(𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ ∞

0
𝐼𝑠(𝑡− 𝜏)𝑅𝑠(𝜏)𝑑𝜏. (6)
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Функции распределения ввода инвестиций 𝑅𝑠(𝑡− 𝜏) удовлетворяют усло-
виям нормировки ∫︁ ∞

0
𝑅𝑠(𝜏)𝑑𝜏 = 1. (7)

Равенство (7) означает, что несмотря на перераспределение во времени пото-
ков капиталовложений запаздывающих внутренних инвестиций суммы вло-
женных инвестиций за весь период остаются постоянными.

Очевидно, что функции распределения ввода инвестиций 𝑅𝑠(𝜏) являются
монотонно убывающими, поскольку эффект от вводимых внутренних инве-
стиций будет тем меньше, чем ранее они были вложены.

Для экспоненциальных распределений ввода внутренних инвестиций
𝑅𝑠(𝜏) = 𝜆𝑠 exp(−𝜆𝑠𝜏) соотношения (6) принимают вид

𝑊𝑠(𝑡) = 𝜆𝑠

∫︁ ∞

0
𝐼𝑠(𝑡− 𝜏) exp(−𝜆𝑠𝜏)𝑑𝜏. (8)

Здесь 𝜆𝑠 — параметры распределения, описывающие степени влияния ранее
сделанных внутренних инвестиций на капиталовложения текущего момента.
Следует отметить, что чем больше значения величин 𝜆𝑠, тем меньше это
влияние, и наоборот.

Интегральные уравнения (8) могут быть представлены в виде системы
дифференциальных уравнений. Для этого обе их части следует продиффе-
ренцировать по времени 𝑡, воспользоваться формулой интегрирования по ча-
стям и учесть очевидные равенства:

𝜕𝐼𝑠(𝑡− 𝜏)

𝜕𝑡
= −𝜕𝐼𝑠(𝑡− 𝜏)

𝜕𝜏
, lim

𝜏→∞
𝑅𝑠(𝜏) = 0.

Уравнения (8) принимают вид

𝑑𝑊𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆𝑠𝐼𝑠(𝑡)− 𝜆𝑠𝑊𝑠(𝑡),

или
𝑑𝑊𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆𝑠

(︀
𝐵𝑠𝑉 (𝑡)−𝑊𝑠(𝑡)

)︀
. (9)

Здесь 𝐵𝑠 — нормы накоплений внутренних инвестиций (0 6 𝐵𝑠 6 1), с по-
мощью которых внутренние инвестиции 𝐼𝑠(𝑡) связаны с производственной
функцией 𝑉 (𝑡) соотношениями 𝐼𝑠(𝑡) = 𝐵𝑠𝑉 (𝑡).

Приращения внешних инвестиций Δ𝑄𝐺
𝑠 (𝑡) за промежуток времени опре-

деляются соотношениями [31]

Δ𝑄𝐺
𝑠 (𝑡) = 𝜃(𝑡)𝑈𝑠(𝑡) ·Δ𝑡. (10)

Здесь

𝑈𝑠(𝑡) =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑆𝑠(𝑡, 𝜏)𝐺𝑠(𝜏)𝑑𝜏. (11)

— объемы внешних инвестиций, накопленные предприятием в моменту вре-
мени 𝑡; 𝑆𝑠(𝑡, 𝜏)— функции распределения постепенного и непрерывного ввода
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внешних инвестиций за весь период работы предприятия; 𝐺𝑠(𝜏) = 𝜂𝑠𝐺(𝜏)—
объемы внешних инвестиций, совершенные в момент времени 𝜏 ; 𝐺(𝑡)— пол-
ный объем внешних инвестиций, приходящихся на все объемы 𝑄𝑠(𝑡) факторов
производства; 𝜂𝑠 — коэффициенты распределения объема внешних инвести-
ций между объемами факторов производства.

Очевидно, что коэффициенты 𝜂𝑠 не являются независимыми, а удовле-
творяют соотношению

∑︀𝑛
𝑠=1 𝜂𝑠 = 1.

Процессы ввода внешних инвестиций считаются стационарными, поэтому
формулы (11) принимают вид

𝑈𝑠(𝑡) =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑆𝑠(𝑡− 𝜏)𝐺𝑠(𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ ∞

0
𝐺𝑠(𝑡− 𝜏)𝑆𝑠(𝜏)𝑑𝜏. (12)

Запаздывание потоков капиталовложений внешних инвестиций сопровож-
дается перераспределением во времени, но суммы внешних инвестиций за
весь период остаются постоянными. Поэтому функции распределения ввода
инвестиций 𝑆𝑠(𝜏) удовлетворяют условиям нормировки

∫︁ ∞

0
𝑆𝑠(𝜏)𝑑𝜏 = 1. (13)

Соотношение (13) означает, что при перераспределении во времени потоков
капиталовложений запаздывающих внешних инвестиций суммы вложенных
инвестиций за весь период остаются постоянными.

Очевидно, что функции распределения ввода внешних инвестиций 𝑆𝑠(𝜏)
являются монотонно убывающими, поскольку эффект от вводимых внешних
инвестиций будет тем меньше, чем ранее они были вложены.

Для экспоненциальных распределений вводов внешних инвестиций 𝑆𝑠(𝜏) =
= 𝜇𝑠 exp(−𝜇𝑠𝜏) соотношения (12) принимают вид

𝑈𝑠(𝑡) = 𝜇𝑠

∫︁ ∞

0
𝐺𝑠(𝑡− 𝜏) exp(−𝜇𝑠𝜏)𝑑𝜏. (14)

Здесь 𝜇𝑠 — параметры распределения, описывающие степени влияния ранее
сделанных внешних инвестиций на капиталовложения текущего момента. Оче-
видно, что чем больше значения величин 𝜇𝑠, тем меньше это влияние, и на-
оборот.

Интегральные уравнения (14) могут быть представлены в виде системы
дифференциальных уравнений. Для этого обе их части следует продиффе-
ренцировать по времени 𝑡, воспользоваться формулой интегрирования по ча-
стям и учесть очевидные равенства:

𝜕𝐺𝑠(𝑡− 𝜏)

𝜕𝑡
= −𝜕𝐺𝑠(𝑡− 𝜏)

𝜕𝜏
, lim

𝜏→∞
𝑆𝑠(𝜏) = 0.

Уравнения (14) принимают вид

𝑑𝑈𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜇𝑠

(︀
𝐺𝑠(𝑡)− 𝑈𝑠(𝑡)

)︀
. (15)
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Случайные колебания приращений объемов факторов производства
Δ𝑄𝑊

𝑠 (𝑡), обусловленные определенной волатильностью объема выпускаемой
продукции, представлены в виде стохастических стандартных винеровских
процессов [32]:

Δ𝑄𝑊
𝑠 (𝑡) = 𝜃(𝑡)𝜌𝑠

(︀
𝑄𝑠(𝑡)−𝑄0

𝑠

)︀(︁
1− 𝑄𝑠(𝑡)

𝑄∞
𝑠

)︁
·Δ𝑤. (16)

Здесь 𝑤— стандартный винеровский процесс, Δ𝑤 = 𝜀(𝑡) ·
√
Δ𝑡; 𝜌𝑠 — уров-

ни волатильности факторов производства 𝑄𝑠(𝑡); 𝜀(𝑡)— случайная величина
с нормальным законом распределения, нулевым средним значением ⟨𝜀⟩ = 0
и единичной дисперсией ⟨𝜀2⟩ = 1.

Из формул (16) следует, что в окрестностях точек 𝑄0
𝑠, соответствующих

началу процесса развития предприятия, и в окрестностях точек 𝑄∞
𝑠 , соот-

ветствующих завершению процесса развития предприятия, стохастический
процесс становится практически детерминированным.

Подставляя формулы (3), (4), (10) и (16) в уравнение баланса (2), полу-
чаем

Δ𝑄𝑠(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︁(︀

−𝐴𝑠𝑄
𝑢𝑠
𝑠 (𝑡) +𝑊𝑠(𝑡) + 𝑈𝑠(𝑡)

)︀
·Δ𝑡+

+ 𝜌𝑠
(︀
𝑄𝑠(𝑡)−𝑄0

𝑠

)︀(︁
1− 𝑄𝑠(𝑡)

𝑄∞
𝑠

)︁
·Δ𝑤

)︁
. (17)

Переходя в соотношениях (17) к пределу при условии Δ𝑡 → 0 и Δ𝑤 → 0,
находим систему нелинейных стохастических дифференциальных уравнений

𝑑𝑄𝑠(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︀
𝑆𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑍𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑤

)︀
. (18)

Здесь
𝑆𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) = −𝐴𝑠𝑄

𝑢𝑠
𝑠 (𝑡) +𝑊𝑠(𝑡) + 𝑈𝑠(𝑡) (19)

— коэффициенты сноса уравнений (18),

𝑍𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) = 𝜌𝑠
(︀
𝑄𝑠(𝑡)−𝑄0

𝑠

)︀(︁
1− 𝑄𝑠(𝑡)

𝑄∞
𝑠

)︁
(20)

— коэффициенты волатильности уравнений (18).
Уравнения (9), (15) и (18) с коэффициентами (19) и (20) образуют систе-

му нормальных нелинейных связанных стохастических дифференциальных
уравнений первого порядка. Подстановка в них выражения для производ-
ственной функции (1) дает

𝑑𝑄𝑠(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︀
𝑆𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑍𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑤

)︀
,

𝑑𝑊𝑠(𝑡) = 𝜆𝑠

(︂
𝐵𝑠𝑃

𝑛∏︁

𝑝=1

𝑄
𝑎𝑝
𝑝 (𝑡)−𝑊𝑠(𝑡)

)︂
𝑑𝑡, (21)

𝑑𝑈𝑠(𝑡) = 𝜇𝑠
(︀
𝐺𝑠(𝑡)− 𝑈𝑠(𝑡)

)︀
𝑑𝑡.
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Начальные условия для системы (21) имеют вид

𝑄𝑠(0) = 𝑄0
𝑠, 𝑊𝑠(0) =𝑊 0

𝑠 , 𝑈𝑠(0) = 𝑈0
𝑠 . (22)

В общем случае нелинейная задача Коши (21), (22) может быть решена толь-
ко численно.

Если вместо функций распределения постепенного и непрерывного ввода
внутренних и внешних инвестиций 𝑅𝑠(𝜏) и 𝑆𝑠(𝜏) выбрать дельта-функцию
Дирака 𝑅𝑠(𝜏) = 𝑆𝑠(𝜏) = 𝛿(𝜏), то система (21) принимает вид

𝑑𝑄𝑠(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︀
𝑆𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑍𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑤

)︀
. (23)

Здесь

𝑆𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) = −𝐴𝑠𝑄
𝑢𝑠
𝑠 (𝑡) +𝐵𝑠𝑃

𝑛∏︁

𝑝=1

𝑄
𝑎𝑝
𝑝 (𝑡) + 𝜂𝑠𝐺(𝑡),

𝑍𝑠(𝑄𝑠(𝑡), 𝑡) = 𝜌𝑠
(︀
𝑄𝑠(𝑡)−𝑄0

𝑠

)︀(︁
1− 𝑄𝑠(𝑡)

𝑄∞
𝑠

)︁ (24)

— коэффициенты сноса и коэффициенты волатильности уравнений (23).
Начальные условия для системы уравнений (23) с коэффициентами (24)

имеют вид
𝑄𝑠(0) = 𝑄0

𝑠. (25)

Структура системы уравнений (21) показывает, что развитие предприя-
тия будет продолжаться до тех пор, пока сумма объемов внутренних и внеш-
них инвестиций будет превосходить объемы амортизационных отчислений.
Если сумма объемов внутренних и внешних инвестиций станет равной объе-
мам амортизационных отчислений, развитие предприятия остановится. Пре-
дельные значения 𝑄∞

𝑠 объемов производственных факторов 𝑄𝑠(𝑡) находятся
из условий

𝑑𝑄𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜃(𝑡)

(︀
−𝐴𝑠𝑄

𝑢𝑠
𝑠 (𝑡) +𝑊𝑠(𝑡) + 𝑈𝑠(𝑡)

)︀
= 0,

𝑑𝑊𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆𝑠

(︂
𝐵𝑠𝑃

𝑛∏︁

𝑝=1

𝑄
𝑎𝑝
𝑝 (𝑡)−𝑊𝑠(𝑡)

)︂
= 0, (26)

𝑑𝑈𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜇𝑠

(︀
𝐺𝑠(𝑡)− 𝑈𝑠(𝑡)

)︀
= 0.

Исключая из уравнений (26) величины 𝑊𝑠(𝑡), 𝑈𝑠(𝑡) и учитывая, что пре-
дельному состоянию работы предприятия соответствует условие 𝑡 → ∞, по-
лучаем систему уравнений для вычисления предельных значений объемов
производственных факторов 𝑄∞

𝑠 :

−𝐴𝑠 · (𝑄∞
𝑠 )𝑢𝑠 +𝐵𝑠𝑃

𝑛∏︁

𝑝=1

(𝑄∞
𝑝 )𝑎𝑝 +𝐺∞

𝑠 = 0. (27)

Здесь 𝐺∞
𝑠 = lim

𝑡→∞
𝐺𝑠(𝑡).

745



С а р а е в А. Л., С а р а е в Л. А.

Вид функции 𝜃(𝑡) существенно влияет на формы интегральных кривых
уравнений (21) и (23). Функция 𝜃(𝑡) определяет центр временного интерва-
ла, его протяженность и максимальную величину отклонения от единичного
значения, при котором предприятие работает стабильно.

Если в интервале времени (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) предприятие производит пол-
ную или частичную замену технологического оборудования, то функцию 𝜃(𝑡)
можно записать в виде [28]

𝜃(𝑡) = 1− 𝜔 exp
(︁
−(𝑡* − 𝑡)2

2𝜎2

)︁
. (28)

Здесь 𝜔— максимальный размер отклонения функции 𝜃(𝑡) от единицы, 𝑡* —
центр временного интервала, 𝜎— радиус временного интервала.

Для стабильно работающего предприятия параметр 𝜔 принимает нулевое
значение. Если 0 < 𝜔 < 1, то в интервале времени (𝑡*−𝜎, 𝑡*+𝜎) будет наблю-
даться некоторое замедление работы предприятия. Если 𝜔 = 1, то в интер-
вале времени (𝑡*−𝜎, 𝑡*+𝜎) будет наблюдаться переоснащение производства.
Если 𝜔 > 1, то в интервале времени (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) будет наблюдаться пере-
оснащение производства, сопровождаемое его некоторым сворачиванием.

Если эффекты стагнации и падения выпуска продукции на предприятии
происходят неоднократно, то в качестве функции относительной удельной
скорости развития рассматриваемого предприятия целесообразно выбрать
произведение функций вида (28):

𝜃(𝑡) =

𝑛∏︁

𝑠=1

(︁
1− 𝜔𝑠 exp

(︁
−(𝑡*𝑠 − 𝑡)2

2𝜎2𝑠

)︁)︁
. (29)

2. Стохастическая модель развития однофакторного производ-
ственного предприятия, учитывающая эффект запаздывания внут-
ренних и внешних инвестиций. Рассмотрим производственное предприя-
тие, выпуск продукции которого обеспечивается только одним ресурсом в ви-
де производственного фактора 𝑄 = 𝑄(𝑡). Непрерывная и непрерывно диф-
ференцируемая функция 𝑄 = 𝑄(𝑡) ограниченна на числовой полуоси (0 <
< 𝑡 < ∞), 𝑄0 6 𝑄 6 𝑄∞, своими предельными значениями 𝑄0 = 𝑄(0),
𝑄∞ = lim

𝑡→∞
𝑄(𝑡). В таком случае общая система уравнений (21) и начальные

условия (22) принимают вид

𝑑𝑄(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︀
𝑆(𝑄(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑍(𝑄(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑤

)︀
,

𝑑𝑊 (𝑡) = 𝜆
(︀
𝐵𝑃𝑄𝑎(𝑡)−𝑊 (𝑡)

)︀
𝑑𝑡, (30)

𝑑𝑈(𝑡) = 𝜇
(︀
𝐺(𝑡)− 𝑈(𝑡)

)︀
𝑑𝑡.

Здесь
𝑆(𝑄(𝑡), 𝑡) = −𝐴𝑄𝑢(𝑡) +𝑊 (𝑡) + 𝑈(𝑡) (31)

— коэффициент сноса уравнений (30),

𝑍(𝑄(𝑡), 𝑡) = 𝜌
(︀
𝑄(𝑡)−𝑄0

)︀(︁
1− 𝑄(𝑡)

𝑄∞

)︁
(32)

— коэффициент волатильности уравнений (30).

746



Модели стохастической динамики развития производственных предприятий. . .

Начальные условия для системы уравнений (30)ҫ(32) имеют вид

𝑄(0) = 𝑄0, 𝑊 (0) =𝑊0, 𝑈(0) = 𝑈0. (33)

Уравнения (27) для вычисления предельного значения 𝑄∞ объема произ-
водственного фактора 𝑄(𝑡) сводятся к уравнению

−𝐴𝑄𝑢
∞ +𝐵𝑃𝑄𝑎

∞ +𝐺∞ = 0. (34)

Здесь 𝐺∞ = lim
𝑡→∞

𝐺(𝑡).

Уравнение (34) имеет аналитическое решение

𝑄∞ =
(︁𝐵𝑃
𝐴

)︁1/(𝑢−𝑎)
(35)

только в случае 𝐺∞ = 0. Если 𝐺∞ ̸= 0, то уравнение (34) можно решить
только численно.

Общая система уравнений (23)ҫ(25), которая не учитывает эффект запаз-
дывания внутренних и внешних инвестиций, принимает вид

𝑑𝑄(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︀
𝑆(𝑄(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑍(𝑄(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑤

)︀
. (36)

Здесь
𝑆(𝑄(𝑡), 𝑡) = −𝐴𝑄𝑢(𝑡) +𝐵𝑃𝑄𝑎(𝑡) +𝐺(𝑡),

𝑍(𝑄(𝑡), 𝑡) = 𝜌
(︀
𝑄(𝑡)−𝑄0

)︀(︁
1− 𝑄(𝑡)

𝑄∞

)︁
(37)

— коэффициенты сноса и коэффициенты волатильности уравнения (36).
Начальное условие для уравнения (36) с коэффициентами (37) имеет вид

𝑄(0) = 𝑄0. (38)

Численные решения системы уравнений (30) с коэффициентами (31), (32)
и начальными условиями (33) выполняются методом последовательных при-
ближений ЭйлераҫМаруямы в соответствии с алгоритмом [31, 53]

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑄𝑖+1 = 𝑄𝑖 + 𝜃(𝑡𝑖)
(︀
𝑆(𝑄𝑖, 𝑡𝑖) ·Δ𝑡𝑖 + 𝑍(𝑄𝑖, 𝑡𝑖)𝜀(𝑡𝑖) ·

√
Δ𝑡𝑖

)︀
,

𝑊𝑖+1 =𝑊𝑖 + 𝜆(𝐵𝑃𝑄𝑎
𝑖 −𝑊𝑖) ·Δ𝑡𝑖,

𝑈𝑖+1 = 𝑈𝑖 + 𝜇
(︀
𝐺(𝑡𝑖)− 𝑈𝑖

)︀
·Δ𝑡𝑖,

𝑆(𝑄𝑖, 𝑡𝑖) = −𝐴𝑄𝑢
𝑖 +𝑊𝑖 + 𝑈𝑖,

𝑍(𝑄𝑖, 𝑡𝑖) = 𝜌(𝑄𝑖 −𝑄0)
(︁
1− 𝑄𝑖

𝑄∞

)︁
.

(39)

Численное решение уравнения (36) с коэффициентами (37) и начальным
условием (38) выполняются методом последовательных приближений Эйле-
раҫМаруямы в соответствии с алгоритмом [31, 53]

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑄𝑖+1 = 𝑄𝑖 + 𝜃(𝑡𝑖)
(︀
𝑆(𝑄𝑖, 𝑡𝑖) ·Δ𝑡𝑖 + 𝑍(𝑄𝑖, 𝑡𝑖)𝜀(𝑡𝑖) ·

√
Δ𝑡𝑖

)︀
,

𝑆(𝑄𝑖, 𝑡𝑖) = −𝐴𝑄𝑢
𝑖 +𝐵𝑃𝑄𝑎

𝑖 +𝐺(𝑡𝑖),

𝑍(𝑄𝑖, 𝑡𝑖) = 𝜌(𝑄𝑖 −𝑄0)
(︁
1− 𝑄𝑖

𝑄∞

)︁
.

(40)
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Для любых вариантов реализации алгоритмов (39) и (40) на каждом ма-
лом временном шаге Δ𝑡𝑖 начиная с начальных значений величин 𝑄0, 𝑊0 и 𝑈0

генерируется случайное число 𝜀(𝑡𝑖) и рассчитываются последующие значения
величин 𝑄𝑖+1, 𝑊𝑖+1 и 𝑈𝑖+1.

В результате образуются четыре случайные числовые последовательности
{𝑡𝑖}, {𝑄𝑖}, {𝑊𝑖} и {𝑈𝑖}. Эти последовательности на координатной плоскости
образуют три системы случайных точек {𝑡𝑖, 𝑄𝑖}, {𝑡𝑖,𝑊𝑖} и {𝑡𝑖, 𝑈𝑖}, которые
порождают три ломаные случайные траектории.

Очевидно, что всякий раз при повторении реализаций алгоритмов (39)
и (40) образуются новые ломаные случайные траектории, поскольку каждый
раз случайная величина генерирует новые случайные значения.

Для численных реализаций алгоритмов (39) и (40) временной интервал
𝑡 ∈ [0, 120] разбивался на 𝑛 = 100 одинаковых частей с шагом Δ𝑡𝑖 = Δ𝑡 = 1.2.
Количество реализаций случайного процесса динамики предприятия прини-
малось 𝑚 = 200.

Следует отметить, что в достаточно малых окрестностях начальных то-
чек {𝑡 = 0, 𝑄 = 𝑄0}, {𝑡 = 0,𝑊 =𝑊0} и {𝑡 = 0, 𝑈 = 𝑈0} и в достаточно малых
окрестностях предельных точек {𝑡 = 120, 𝑄 = 𝑄∞}, {𝑡 = 120,𝑊 = 𝑊∞}
и {𝑡 = 120, 𝑈 = 𝑈∞} стохастические процессы становятся практически де-
терминированными, что является вполне ожидаемым и определяется видом
функции коэффициента волатильности.

Для вычисления математического ожидания величины 𝑄(𝑡) следует ста-
тистически усреднить систему стохастических уравнений (30):

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑑⟨𝑄(𝑡)⟩ = 𝜃(𝑡)⟨−𝐴𝑄𝑢(𝑡) +𝑊 (𝑡) + 𝑈(𝑡)⟩ 𝑑𝑡,
𝑑⟨𝑊 (𝑡)⟩ = 𝜆⟨𝐵𝑃𝑄𝑎(𝑡)−𝑊 (𝑡)⟩ 𝑑𝑡,
𝑑⟨𝑈(𝑡)⟩ = 𝜇⟨𝐺(𝑡)− 𝑈(𝑡)⟩ 𝑑𝑡

или ⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑑⟨𝑄⟩ = 𝜃
(︀
−𝐴⟨𝑄𝑢⟩+ ⟨𝑊 ⟩+ ⟨𝑈⟩

)︀
𝑑𝑡,

𝑑⟨𝑊 ⟩ = 𝜆
(︀
𝐵𝑃 ⟨𝑄𝑎⟩ − ⟨𝑊 ⟩

)︀
𝑑𝑡,

𝑑⟨𝑈⟩ = 𝜇
(︀
𝐺− ⟨𝑈⟩

)︀
𝑑𝑡.

(41)

Система уравнений (41) показывает, что при последовательном вычис-
лении статистических моментов вида ⟨𝑄ℎ⟩ возникает бесконечная система
статистических уравнений, генерирующая статистические моменты все бо-
лее высоких порядков. Для остановки этого процесса генерации необходи-
мо сделать определенные допущения. Будем предполагать, что флуктуации
величины 𝑄(𝑡) относительно ее среднего значения ⟨𝑄(𝑡)⟩ пропорциональны
случайной величине 𝜀(𝑡) [32]:

𝑄− ⟨𝑄⟩ = 𝜉 · 𝜀.

Здесь 𝜉 = 𝜌(⟨𝑄⟩ −𝑄0)
(︀
1− ⟨𝑄⟩

𝑄∞

)︀
— коэффициент пропорциональности.

Тогда выражение для величины 𝑄ℎ принимает вид

𝑄ℎ =
(︀
⟨𝑄⟩+ 𝜉 · 𝜀

)︀ℎ
= ⟨𝑄⟩ℎ

(︁
1 +

𝜉

⟨𝑄⟩ · 𝜀
)︁ℎ
. (42)
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Ограничиваясь в формуле (42) малыми флуктуациями
⃒⃒

𝜉
⟨𝑄⟩ · 𝜀

⃒⃒
< 1, рас-

смотрим три слагаемых сходящегося биномиального ряда:

𝑄ℎ = ⟨𝑄⟩ℎ
(︁
1 + ℎ

𝜉

⟨𝑄⟩ · 𝜀+
ℎ(ℎ− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2 · 𝜀2 + · · ·
)︁
. (43)

Вычисляя по формуле (43) средние величины

⟨𝑄𝑢⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
, ⟨𝑄𝑎⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑎

(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁

и подставляя их в уравнения (41), находим систему дифференциальных урав-
нений для математических ожиданий величин ⟨𝑄(𝑡)⟩, ⟨𝑊 (𝑡)⟩ и ⟨𝑈(𝑡)⟩:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃
(︁
−𝐴⟨𝑄⟩𝑢

(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+ ⟨𝑊 ⟩+ ⟨𝑈⟩

)︁
,

𝑑⟨𝑊 ⟩
𝑑𝑡

= 𝜆
(︁
𝐵𝑃 ⟨𝑄⟩𝑎

(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
− ⟨𝑊 ⟩

)︁
,

𝑑⟨𝑈⟩
𝑑𝑡

= 𝜇
(︀
⟨𝐺⟩ − ⟨𝑈⟩

)︀
.

(44)

Начальные условия для системы уравнений (44) имеют вид

⟨𝑄(0)⟩ = 𝑄0, ⟨𝑊 (0)⟩ =𝑊0, ⟨𝑈(0)⟩ = 𝑈0. (45)

Если не учитывать эффект запаздывания внутренних и внешних инвести-
ций, то система (44) сводится к одному уравнению [32]:

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃
(︁
−𝐴⟨𝑄⟩𝑢

(︁
1 +

𝑢 · (𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+

+𝐵𝑃 ⟨𝑄⟩𝑎
(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+𝐺

)︁
. (46)

Начальное условие для уравнения (46) принимает вид

⟨𝑄(0)⟩ = 𝑄0. (47)

Сравнение результатов численного решения задачи Коши (44), (45) и (46),
(47) с численными значениями статистических средних, вычисленных по всем
двумстам реализациям алгоритмов (39), (40) показывает их почти полное
совпадение.

На рис. 1 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), для случая стабильной работы
рассматриваемого предприятия, при котором параметр 𝜔 функции 𝜃(𝑡) обра-
щается в нуль (𝜔 = 0).

На рис. 2 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), для случая переоснащения про-
цесса производства на временном интервале (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) при 𝑡* = 40 и
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Рис. 1. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия),
для случая стабильной работы рассматри-
ваемого предприятия, при котором пара-
метр 𝜔 функции 𝜃(𝑡) обращается в нуль.
Расчетные значения: 𝑛 = 100, Δ𝑡 = 1.2,
𝑚 = 200, 𝑄0 = 10, 𝑃 = 15, 𝑎 = 0.45, 𝑢 = 1,
𝐴 = 0.12, 𝐵 = 0.12, 𝜌 = 0.1, 𝜔 = 0, 𝜆 = 0.25

[Figure 1. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (45),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line) for
the case of stable operation of the considered
enterprise in which the parameter 𝜔 of the
function 𝜃(𝑡) vanishes. Calculation values:
𝑛 = 100, Δ𝑡 = 1.2,𝑚 = 200,𝑄0 = 10, 𝑃 = 15,
𝑎 = 0.45, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.12, 𝐵 = 0.12, 𝜌 = 0.1,

𝜔 = 0, 𝜆 = 0.25]

Рис. 2. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39),
(40), и кривых математических ожида-
ний, рассчитанных по формулам (44), (45)
(сплошная линия) и (46), (47) (штрихо-
вая линия), для случая переоснащения про-
цесса производства на временном интер-
вале (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎). Расчетные значения:
𝑛 = 100, Δ𝑡 = 1.2,𝑚 = 200,𝑄0 = 10, 𝑃 = 15,
𝑎 = 0.45, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.12, 𝐵 = 0.12, 𝜌 = 0.1,

𝜔 = 1, 𝑡* = 40, 𝜎 = 20, 𝜆 = 0.25

[Figure 2. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (44),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line) for
the case of retooling the production process on
the time interval (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎). Calculation
values: 𝑛 = 100, Δ𝑡 = 1.2; 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 15, 𝑎 = 0.45, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.12, 𝐵 = 0.12,
𝜌 = 0.1, 𝜔 = 1, 𝑡* = 40, 𝜎 = 20, 𝜆 = 0.25]

𝜎 = 20. Размер максимального отклонения 𝜔 функции 𝜃(𝑡) в этом случае
принимается равным единице (𝜔 = 1).

На рис. 3 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), для случая переоснащения про-
цесса производства в условиях кризиса на временном интервале (𝑡*−𝜎, 𝑡*+𝜎)
при 𝑡* = 40 и 𝜎 = 20. Размер максимального отклонения 𝜔 функции 𝜃(𝑡) в
этом случае принимается равным 1.25.

При построении графиков функций на рис. 1ҫ3 не учитывались внешние
инвестиции (𝐺(𝑡) ≡ 0). Предельное значение ресурса 𝑄(𝑡), вычисленное по
формуле (35), составляет 𝑄∞ = 98.7174.

В случае если волатильность 𝜌 обращается в нуль (𝜌 = 0) и процесс ста-
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Рис. 3. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия),
для случая переоснащения процесса произ-
водства в условиях кризиса на временном
интервале (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎). Расчетные значе-
ния: 𝑛 = 100, Δ𝑡 = 1.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 15, 𝑎 = 0.45, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.12, 𝐵 = 0.12,
𝜌 = 0.1, 𝜔 = 1.25, 𝑡* = 40, 𝜎 = 20, 𝜆 = 0.25

[Figure 3. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (45),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line)
for the case of re-equipment of the production
process in a crisis on a time interval (𝑡* − 𝜎,
𝑡* + 𝜎). Calculation values: 𝑛 = 100, Δ𝑡 = 1.2,
𝑚 = 200, 𝑄0 = 10, 𝑃 = 15, 𝑎 = 0.45, 𝑢 = 1,
𝐴 = 0.12, 𝐵 = 0.12, 𝜌 = 0.1, 𝜔 = 1.25,

𝑡* = 40, 𝜎 = 20, 𝜆 = 0.25]

новится детерминированным, полученные результаты совпадают с результа-
тами работы [31].

Сравним теперь построенные расчетные модели (39), (40); (44), (45) и
(46), (47) со статистическими данными для показателей развития предприя-
тия ЗАО «Самарский булочно-кондитерский комбинат» [55]. Статистические
данные по выпуску продукции этим предприятием приведены в табл. 1. Здесь
переменная времени 𝑡 изменяется на отрезке [0, 9], а ее целые значения соот-
ветствуют годам от 2011 до 2020.

В соответствии с данными табл. 1 производственная функция (1) для рас-
сматриваемого предприятия принимает вид

𝑉 = 51.1429 ·𝑄0.53. (48)

На рис. 4 приведен график функции выпуска предприятия, построенный
по формуле (48).

Таблица 1
Статистические данные по выпуску продукции ЗАО «Самарский бу-
лочно-кондитерский комбинат» [55] [Factors of Production and Total

Production for CJSC Samara Bakery and Confectionery Plant [55]]

Years Time, 𝑡
Factors of Production, Total Production,

𝑄 (mln rubles) 𝑉 (mln rubles)

2011 0 125.708 662.900
2012 1 150.235 731.496
2013 2 231.137 856.875
2014 3 245.655 953.532
2015 4 247.904 1 062.253
2016 5 336.925 1 162.925
2017 6 378.737 1 170.557
2018 7 429.265 1 220.274
2019 8 415.676 1 294.213
2020 9 416.390 1 343.184
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Характер данных табл. 1 показывает, что развитие предприятия ЗАО
«Самарский булочно-кондитерский комбинат» происходит в основном за счет
внутренних инвестиций, поэтому при построении графиков функций на рис. 5
внешние инвестиции не учитывались (𝐺(𝑡) ≡ 0). Кроме того, из анализа этих
данных следует, что в 2014 году (𝑡*1 = 3) и в 2019 году (𝑡*2 = 8) наблюдалось
определенное замедление развития предприятия, поэтому в расчетах исполь-
зовалась функция относительной удельной скорости 𝜃(𝑡) вида (29).

На рис. 5 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), со статистическими данными
работы предприятия ЗАО «Самарский булочно-кондитерский комбинат».

Применим теперь построенную модель для расчета показателей развития
предприятия ООО Маслозавод «Пестравский» [56]. Статистические данные

Рис. 4. График функции выпуска (48)
и статистические данные для ЗАО «Са-
марский булочно-кондитерский комбинат».
Расчетные значения: 𝑃 = 51.1429, 𝑎 = 0.53;

точки соответствуют данным табл. 1

[Figure 4. The production function (48) and
statistical data for CJSC Samara Bakery
and Confectionery Plant. Calculation values:
𝑃 = 51.1429, 𝑎 = 0.53; the points correspond

to the data in Table 1]

Рис. 5. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия)
со статистическими данными работы пред-
приятия ЗАО «Самарский булочно-конди-
терский комбинат». Расчетные значения:
𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.09, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 125.708,
𝑃 = 51.1429, 𝑎 = 0.53, 𝐴 = 0.15, 𝑢 = 1,
𝐵 = 0.12, 𝜌 = 0.25, 𝜔1 = 0.7, 𝑡*1 = 3, 𝜎1 = 1,
𝜔2 = 1.25, 𝑡*2 = 8; точки соответствуют дан-

ным табл. 1
[Figure 5. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (44),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line)
and statistical data for CJSC Samara Bakery
and Confectionery Plant. Calculation values:
𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.09, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 125.708,
𝑃 = 51.1429, 𝑎 = 0.53, 𝐴 = 0.15, 𝑢 = 1,
𝐵 = 0.12, 𝜌 = 0.25, 𝜔1 = 0.7, 𝑡*1 = 3, 𝜎1 = 1,
𝜔2 = 1.25, 𝑡*2 = 8; the points correspond to

the data in Table 1]
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Таблица 2
Статистические данные по выпуску продукции ООО Маслозавод
«Пестравский» [56] [Factors of Production and Total Production for

LLC Pestravsky Oil Plant [56]]

Years Time, 𝑡
Factors of Production, Total Production,

𝑄 (mln rubles) 𝑉 (mln rubles)

2014 0 157.182 415.770
2015 1 213.220 825.524
2016 2 258.295 904.156
2017 3 362.699 827.725
2018 4 469.344 942.414
2019 5 560.128 1 001.580
2020 6 1 316.062 2 277.409

по выпуску продукции этим предприятием приведены в табл. 2. Здесь пере-
менная времени 𝑡 изменяется на отрезке [0, 6], а ее целые значения соответ-
ствуют годам от 2014 до 2020.

Анализ данных табл. 2 показывает, что до 2019 года предприятие разви-
валось монотонно за счет внутренних инвестиций. Эта часть графика может
быть хорошо аппроксимирована теоретической кривой

𝑄𝑇 (𝑡) = 𝑄(0) + 49.7263 · 𝑡1.3. (49)

Резкий рост ресурсов предприятия после 2019 года свидетельствует о том, что
на его развитие существенно повлияли внешние инвестиции, которые можно
описать формулой [32]

𝐺𝑇 (𝑡) = 𝐺max · exp
(︁
−(𝑡− 𝑡𝐺)

4

2𝜎2𝐺

)︁
. (50)

На рис. 6 представлены график функции объема фактора производства
𝑄𝑇 , построенный по формуле (49), и график функции объема фактора про-
изводства 𝑄𝑆 , построенный по статистическим данным табл. 2. Кроме того,
на этом же рисунке приведены график функции внешних инвестиций 𝐺𝑇 ,

Рис. 6. Графики функций объемов факто-
ров производства 𝑄𝑇 (сплошная линия) и
𝑄𝑆 (штриховя линия) и графики функций
объемов внешних инвестиций 𝐺𝑇 (сплош-
ная линия) и 𝐺𝑆 (штриховая линия), по-
строенные по формулам (49) и (50) и стати-
стическим данным табл. 2. Точками обозна-
чены значения ресурса 𝑄(𝑡) в соответствии

со статистическими данными табл. 2

[Figure 6. The graphs of functions of volumes
of production factors 𝑄𝑇 (solid line) and
𝑄𝑆 (dashed line), and graphs of functions
of volumes of external investments 𝐺𝑇 (solid
line) and 𝐺𝑆 (dashed line) constructed accor-
ding to the formulae (49) and (50); the points
denote the values of the resource 𝑄(𝑡) and

correspond to the data in Table 2]

753



С а р а е в А. Л., С а р а е в Л. А.

Рис. 7. Сравнение стохастических траекто-
рий, построенных по алгоритмам (39), (40),
и кривых математических ожиданий, рас-
считанных по формулам (44), (45) (сплош-
ная линия) и (46), (47) (штриховая линия)
со статистическими данными работы пред-
приятия ООО Маслозавод «Пестравский».
Расчетные значения: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.06,
𝑚 = 200, 𝑄0 = 157.182, 𝑃 = 37.3695, 𝑎 =
= 0.55, 𝐴 = 0.1, 𝑢 = 1, 𝐵 = 0.165, 𝜌 = 0.25,
𝜔 = 0. Точками обозначены значения ресур-
са, в соответствии со статистическими дан-

ными табл. 2
[Figure 7. The stochastic trajectories construc-
ted by the algorithms (39), (40) and the expec-
tation curves calculated by the formulae (44),
(45) (solid line) and (46), (47) (dashed line)
and statistical data for LLC Pestravsky Oil
Plant. Calculation values: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.06,
𝑚 = 200, 𝑄0 = 157.182, 𝑃 = 37.3695,
𝑎 = 0.55, 𝐴 = 0.1, 𝑢 = 1, 𝐵 = 0.165,
𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0; the points denote the values
of the resource and correspond to the data in

Table 2]

построенный по формуле (50), и график функции внешних инвестиций 𝐺𝑆 ,
построенный по статистическим данным.

На рис. 7 представлено сравнение стохастических траекторий, построен-
ных по алгоритмам (39), (40), и кривых математических ожиданий, рассчи-
танных по формулам (44), (45) и (46), (47), со статистическими данными
работы предприятия ООО Маслозавод «Пестравский».

Заключение. Разработаны новые стохастические модели динамического
развития однофакторных производственных предприятий за счет внутренних
и внешних инвестиций.

Построены стохастические дифференциальные уравнения баланса для та-
ких предприятий, описывающие случайные процессы увеличения выпуска
продукции и роста факторов производства.

Исследовано взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрес-
сивных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвестици-
ями.

Сформулированы условия равновесного состояния работы предприятия и
получены уравнения для определения предельных значений факторов про-
изводства, при достижении которых дальнейший рост выпуска продукции
предприятием прекращается.

Рассмотрены три варианта развития предприятий. В первом случае пред-
приятие развивается стабильно и поступательно. Во втором случае предпри-
ятие временно приостанавливает рост выпуска продукции, переоснащая про-
изводство и заменяя технологическое оборудование. В третьем случае пред-
приятие вынуждено временно сворачивать производство при смене техноло-
гического уклада.

Представлен алгоритм построения стохастических фрактальных линий
для случайной функции фактора производства на основе численного решения
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стохастических дифференциальных уравнений развития предприятий.
Разработан вариант метода статистического осреднения стохастических

дифференциальных уравнений баланса предприятий, с помощью которого
установлены дифференциальные уравнения для определения математиче-
ских ожиданий случайных функций факторов производства.

Показано, что численные решения этих уравнений и статистическое сред-
нее значение функции фактора производства, вычисленное по двумстам ре-
ализациям стохастических фрактальных линий, дают почти одинаковые ре-
зультаты.

Численный анализ разработанных моделей показал хорошее соответствие
известным статистическим данным работы производственного предприятия.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
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ликации. Авторы несут полную ответственность за предоставление окончательной
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Abstract

The article proposes new stochastic models of the dynamic development
of enterprises that restore their production at the expense of internal and
external lagging investments. Systems of stochastic differential balance equa-
tions for such enterprises are established, describing random changes in fac-
tors of production and output. Proportional, progressive and digressive de-
preciation deductions are considered and their interaction with lagging inter-
nal and external investments is investigated. The conditions for achieving an
equilibrium state of the enterprises work are formulated and the correspond-
ing limiting values of the factors of production are calculated. Algorithms
of the EulerśMaruyama method are obtained for numerical solutions of sys-
tems of stochastic differential equations of enterprise development. For each
numerical implementation of these algorithms, the corresponding stochastic
trajectories are constructed for the random functions of factors of production
and output. A variant of the method for calculating the mathematical expec-
tations of random functions of production factors is proposed, for which the
corresponding system of differential equations is obtained. Numerical analy-
sis of solutions of stochastic differential equations for the developed models
showed good agreement with the known statistical data on the development
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Abstract

An exact solution that describes steady ŕow of viscous incompressible
ŕuid with coupled convective and diffusion effects (coupled dissipative Soret
and Dufour effects) has been found. To analyze shear ŕuid ŕow an over-
determined boundary value problem has been solved. The over-determination
of the boundary value problem is caused by the advantage of number of equa-
tions in non-linear OberbeckśBoussinesq system against number of unknown
functions (two components of velocity vector, pressure, temperature and con-
centration of dissolved substance). Non-trivial exact solution of system con-
sisting of OberbeckśBoussinesq equations, incompressibility equation, heat
conductivity equation and concentration equation has been built as Birichś
Ostroumov class exact solution. Since the exact solution a priori satisőes
the incompressibility equation the over-determined system is solvable. Ex-
istence of stagnation points is shown both in general ŕow and in secondary
ŕuid motion without vorticity. Conditions of countercurrent appearance are
found.
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Introduction. The most frequent reason to induce and support ŕuid motion
is known to be convection [1ś5]. Convective mixture principles depend on the
nonhomogeneous distribution of temperature and impurities of the dissolved sub-
stance or solid inclusions, on the presence of magnetic and electric őelds, me-
chanical impacts (vibrations, mixing, rotation) and other reasons [1ś5]. Studying
convective ŕow, two principles of force őeld (especially temperature őeld) stratiő-
cation is distinguished. The vertical temperature őeld stratiőcation corresponds to
Rayleigh convection [1, 3]. The Marangoni effect that excites horizontal convection
was ignored in the classical Benard experiments under heating of the spermaceti
layer (sperm whale brain fat). The selection of convection from the two trends is
enough conditionally because due to the Onsager principle they complement each
other [1, 6].

Horizontal convection analysis began later than the study of Rayleigh prin-
ciple of impulse moment transfer in ŕuids. However, the non-homogeneity of the
exciting force őeld is frequent in nature. Water and air mass ŕow, astrophysical
interstellar medium motion, crystal growing, biological ŕuid ŕow, and other pro-
cesses are caused by horizontal (longitudinal) density gradients. These gradients
may be a sequence of density dependence upon temperature, upon the concen-
tration of dissolved substances, upon pressure, upon magnetic and electrical ŕuid
properties [3ś6].

Experimental study of convection is difficult as it is seen in the theoretical de-
scription. The NavierśStokes equations and the continuity equation together with
transfer correlation are written in Boussinesq approximation [1ś6]. The Oberbeckś
Boussinesq equations are constructed due to the principle of density linear depen-
dence upon the scalar őeld in normal gravitation conditions, neglecting the density
variance in mixing forces and low compressibility [1].

To understand the convection mechanism, it is important to have an extensive
library of exact OberbeckśBoussinesq equations. Theoretical study in this scien-
tiőc direction begins with the pioneer publications of Ostroumov and Birich [7, 8]
where the unidirectional convective ŕows take its origin. By now, several classes of
exact solutions of three-dimensional OberbeckśBoussinesq equation system have
been built to describe viscous incompressible ŕuid ŕow [3ś6, 9ś16]. The main idea
in the construction of classes of exact solutions of NavierśStokes equations is based
on velocity őeld modiőcation with linear dependence on spatial acceleration. The
generalization of OstroumovśBirich exact solution for layered and shear ŕows is
realized in [3, 4, 9, 17ś25].

The essential gap in the horizontal convection study is found in binary liquid
investigations. The coupled dissipative Soret and Dufour effects prevail in this case
[1,6,18,21,25]. Dufour effect is neglected in the majority of analyses [1,18,21,25].
This research work deals with the large-scale ŕow where one geometric variable
is negligible in comparison to the other ones. Hence, a plain horizontal layer can
be taken as a hydrodynamic model where the ŕuid motion represents Couette
ŕow class. The exact solutions for different boundary value problems taking into
account the convection effect were built earlier in works [3, 4, 8, 10ś16, 19ś21, 23].
The exact solution class published in [18] was taken as the foundation of articles
[3, 4, 8, 10ś16, 19ś21, 23] and remains the most wide-expanded solution among
the famous polynomial exact solutions of hydrodynamic equations in our day. The
literature review of this equation class construction is presented in [18] and its
references.
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The analyses within the exact equation class [18] to study binary liquid ŕows
regarding Soret effect and ignoring the cross Dufour effect were published in ar-
ticles [1, 2, 4, 6, 21, 25]. The diffusion processes were added in the development
of the mentioned exact equation class [18] to enable a sufficient and more accu-
rate description of ŕuid ŕow and evaluation of its inŕuence on the formation of
whirling ŕuid countercurrents.

Motion equations and their exact solution. The steady shear ŕow of a
binary viscous incompressible ŕuid is studied between two parallel planes where
the lower one forms the coordinate plane 𝑥𝑂𝑦 and the 𝑂𝑧 axis is normal to the
upper one (Fig. 1).

The lower plane is considered absolutely solid and unmovable and the upper
one is free with no deformation. The deformation neglecting of the free surface of
the ŕuid layer can avoid from consideration the ŕuid ŕow with scale matching to
layer depth. Due to this approach, we cannot consider, for example, surface waves
of different origin (gravitation waves, thermos-capillary waves, etc.) [1ś4]. Fluid
layer depth (distance between planes) is equal to ℎ. Hence, the lower boundary
of the inőnite horizontal ŕuid layer is related to 𝑧 = 0, and the upper boundary
equation is 𝑧 = ℎ.

Equation system of viscous incompressible ŕuid in Boussinesq approximation
for thermos-diffusive shear ŕow is written as [1, 18]:

𝑉𝑥
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑉𝑦
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃
𝜕𝑥

+ 𝜈
(︁𝜕2𝑉𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑉𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑉𝑥
𝜕𝑧2
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,
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+
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Figure 1. Fluid ŕow (the 𝑂𝑥 and 𝑂𝑦 axes are coincided on the őgure, although we mean the
three-dimensional space)
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Here 𝑉𝑥, 𝑉𝑦 are the velocity vector components, 𝑃 is the pressure related to the
constant average ŕuid density 𝜌; 𝜈 is the kinematic (molecular) mixture viscosity;
𝐶, 𝑇 are the concentration of light component and ŕuid temperature, respec-
tively, deviated from equilibrium value; 𝑔 is the gravity acceleration; 𝜒, 𝑑, 𝛼 are
the temperature conductivity, diffusion, thermo-diffusion coefficients, respectively;
𝑛 =

[︀
𝑇
𝑐𝑝

(︀ 𝜕𝜇
𝜕𝐶

)︀
𝑇,𝑃

]︀
0

is the thermo-dynamical parameter.

The system of equations (1) is overdetermined. It consists of six equations
to determine two velocity components, related pressure, temperature, and con-
centration. We will use a further approach based on the method of differential
correlations [18, 25, 26]. It is necessary to őnd correlation between hydrodynamic
őelds that enables to eliminate łextraž equation in the system (1) [18, 25, 26].

The analysis of the solvability of thermodiffusion equations (1) will be made
in the exact solution class presented in articles [18, 25, 26]:

𝑉𝑥 = 𝑈(𝑧), 𝑉𝑦 = 𝑉 (𝑧),

𝑃 = 𝑃0(𝑧) + 𝑥𝑃1(𝑧) + 𝑦𝑃2(𝑧),

𝑇 = 𝑇0(𝑧) + 𝑥𝑇1(𝑧) + 𝑦𝑇2(𝑧),

𝐶 = 𝐶0(𝑧) + 𝑥𝐶1(𝑧) + 𝑦𝐶2(𝑧).

(2)

The velocity őeld (2) depend only upon the vertical (transversal) coordinate 𝑧.
Other hydrodynamic őelds depend on three coordinates and are expressed linearly
in the coordinates 𝑥 and 𝑦. Thus, the formulae (2) generalize the class of Ost-
roumovśBirich exact solutions proposed for the őrst time to solve Marangoni
convection problems [7, 8]. The hydrodynamic őeld presentation (2) describes
horizontal convection induced by special gradients of pressure, temperature, and
concentration [18].

Substitution of the exact solution class (2) into the incompressibility equation

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑉𝑦
𝜕𝑦

= 0

turns it into identity. In this case, we have a system of eleven ordinary differential
equations to determine eleven unknown functions:

(𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛)𝑇 ′′
1 + 𝛼𝑑𝑛𝐶 ′′

1 = 0,

(𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛)𝑇 ′′
2 + 𝛼𝑑𝑛𝐶 ′′

2 = 0,

𝐶 ′′
1 + 𝑑𝑇 ′′

1 = 0, 𝛼𝐶 ′′
2 + 𝛼𝑑𝑇 ′′

2 = 0,

𝑃 ′
1 = 𝑔𝛽1𝑇1 + 𝑔𝛽2𝐶1,

𝑃 ′
2 = 𝑔𝛽1𝑇2 + 𝑔𝛽2𝐶2, (3)

𝜈𝑈 ′′ = 𝑃1, 𝜈𝑉 ′′ = 𝑃2,

𝑈𝑇1 + 𝑉 𝑇2 = (𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛)𝑇 ′′
0 + 𝛼𝑑𝑛𝐶 ′′

0 ,

𝑈𝐶1 + 𝑉 𝐶2 = 𝛼𝐶 ′′
0 + 𝛼𝑑𝑇 ′′

0 ,

𝑃 ′
0 = 𝑔𝛽1𝑇0 + 𝑔𝛽2𝐶0.

Hence, the choice of exact solution (2) enables to avoid overdetermination of
the initial OberbeckśBoussinesq system (1).
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Derivation stroke means 𝑧 variable derivation in the system (3). To calculate
the exact solution of the ordinary differential equations system (3) we consider a
subsystem:

(𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛)𝑇 ′′
1 + 𝛼𝑑𝑛𝐶 ′′

1 = 0, (𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛)𝑇 ′′
2 + 𝛼𝑑𝑛𝐶 ′′

2 = 0,

𝐶 ′′
1 + 𝑑𝑇 ′′

1 = 0, 𝛼𝐶 ′′
2 + 𝛼𝑑𝑇 ′′

2 = 0.
(4)

The subsystem (4) is studied separately because it consists of differential equa-
tions concerning horizontal gradients of temperature 𝑇1, 𝑇2 and concentration
𝐶1, 𝐶2 with different dissipation coefficients. In this case, the situation is possi-
ble when the differential equations system (4) can have no exact equation with
explicit physical interpretation.

We rewrite the system (4) in vector-matrix view for convenience:

⎛
⎜⎝

𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛 0 𝛼𝑑𝑛 0
0 𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛 0 𝛼𝑑𝑛
𝑑 0 1 0
0 𝛼𝑑 0 𝛼

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝

𝑇 ′′
1
𝑇 ′′
2
𝐶 ′′
1

𝐶 ′′
2

⎞
⎟⎠ = 0. (5)

We analyze the equations (5) as the system of linear algebraic equations concern-
ing second derivatives. The matrix determinant is not equal to zero. Consequently,
due to the KroneckerśCapelli theorem, the solution of the system of linear alge-
braic equations (5) is trivial (null solution):

𝑇 ′′
1 = 0, 𝐶 ′′

1 = 0, 𝑇 ′′
2 = 0, 𝐶 ′′

2 = 0.

In this case, the horizontal temperature and concentration gradients are presented
as linear polynomial functions:

𝑇1 = 𝑐1𝑧 + 𝑐2, 𝑇2 = 𝑐3𝑧 + 𝑐4,

𝐶1 = 𝑐5𝑧 + 𝑐6, 𝐶2 = 𝑐7𝑧 + 𝑐8.
(6)

The linear form coefficients in the correlations (6) are the constants of inte-
gration. Regarding the integration of the system (3) due to the formulae (6) we
obtain the exact solution for horizontal pressure and velocity gradients:

𝑃1 = 𝑔𝛽1

(︁
𝑐1
𝑧2

2
+ 𝑐2𝑧

)︁
+ 𝑔𝛽2

(︁
𝑐5
𝑧2

2
+ 𝑐6𝑧

)︁
+ 𝑐9,

𝑃2 = 𝑔𝛽1

(︁
𝑐3
𝑧2

2
+ 𝑐4𝑧

)︁
+ 𝑔𝛽2

(︁
𝑐7
𝑧2

2
+ 𝑐8𝑧

)︁
+ 𝑐10,

𝑈 =
𝑔𝛽1
𝜈

(︁
𝑐1
𝑧4

24
+ 𝑐2

𝑧3

6

)︁
+
𝑔𝛽2
𝜈

(︁
𝑐5
𝑧4

24
+ 𝑐6

𝑧3

6

)︁
+ 𝑐9

𝑧2

2
+ 𝑐11𝑧 + 𝑐12,

𝑉 =
𝑔𝛽1
𝜈

(︁
𝑐3
𝑧4

24
+ 𝑐4

𝑧3

6

)︁
+
𝑔𝛽2
𝜈

(︁
𝑐7
𝑧4

24
+ 𝑐8

𝑧3

6

)︁
+ 𝑐10

𝑧2

2
+ 𝑐13𝑧 + 𝑐14.

(7)

The last three system equations give us the exact expressions for 𝑇0 and 𝐶0 as
seventh power polynomial functions of 𝑧 and 𝑃0 is presented as eighth power
polynomial function of 𝑧. As the expressions for the background őeld components
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of 𝑇0, 𝐶0 and 𝑃0 are bulky, they are not presented. Furthermore, we will consider
only the őeld of velocity.

Boundary value problem. The boundary conditions are needed to be writ-
ten to calculate the constants of integration in formulae (6) and (7). The adhesion
condition is realized on the lower boundary (bottom) 𝑧 = 0:

𝑉𝑥(0) = 𝑉𝑦(0) = 0.

The homogeneous velocity distribution is given on the upper boundary (it moves
as a solid surface):

𝑉𝑥(ℎ) =𝑊 cos𝜓, 𝑉𝑦(ℎ) =𝑊 sin𝜓.

Here 𝑊 is the velocity value on the upper boundary, 𝜓 is the angle formed by the
velocity vector and abscises axis. Boundary condition for the pressure is written
as

𝑃 (ℎ) = 𝑆,

where 𝑆 is the atmosphere pressure on the free surface. The conditions of impen-
etrability and ideal heat exchange are given for concentration and temperature
on the border 𝑧 = 0, respectively:

𝜕𝐶

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
𝑧=0

= 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒
𝑧=0

= 0.

The temperature on the upper boundary is deőned as

𝑇 (ℎ) = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦,

and concentration is determined as

𝐶(ℎ) = 𝑚𝑥+ 𝑛𝑦.

Using the formulae (2) and the linearity of the boundary conditions, we obtain
the following relations at 𝑧 = 0:

𝑈 = 𝑉 = 0,
𝑑𝑇0
𝑑𝑧

= 0,
𝑑𝑇1
𝑑𝑧

=
𝑑𝑇2
𝑑𝑧

= 0,
𝑑𝐶0

𝑑𝑧
= 0,

𝑑𝐶1

𝑑𝑧
=
𝑑𝐶2

𝑑𝑧
= 0. (8)

The next equalities are deőned at 𝑧 = ℎ:

𝑈 =𝑊 cos𝜓, 𝑉 =𝑊 sin𝜓, 𝑇0 = 0, 𝑇1 = 𝑎, 𝑇2 = 𝑏,

𝑃0 = 𝑆, 𝑃1 = 0, 𝑃2 = 0, 𝐶0 = 0, 𝐶1 = 𝑚, 𝐶2 = 𝑛.
(9)

The written boundary conditions (8) and (9) describe Couette type ŕuid ŕow
(horizontal pressure gradients are not regarded).

Boundary value problem solution. The exact solution for the boundary
value problem is obtained using boundary conditions (8) and (9) for the formulae
(6) and (7). The velocity őeld is described by the following correlations:

𝑉𝑥 = 𝑈(𝑧) =
ℎ2𝑔𝐹

3𝜈
𝑧 +

𝑊 cos𝜓

ℎ
𝑧 − 𝑔ℎ𝐹

2𝜈
𝑧2 +

𝑔𝐹

6𝜈
𝑧3,

𝑉𝑦 = 𝑉 (𝑧) =
ℎ2𝑔𝐸

3𝜈
𝑧 +

𝑊 sin𝜓

ℎ
𝑧 − 𝑔ℎ𝐸

2𝜈
𝑧2 +

𝑔𝐸

6𝜈
𝑧3.

(10)
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Two designations are introduced for the coefficients:

𝐸 = 𝛽1𝑏+ 𝛽2𝑛, 𝐹 = 𝛽1𝑎+ 𝛽2𝑚.

The temperature őeld stratiőcation along the vertical coordinates and hori-
zontal variables is expressed in a linear form:

𝑇 = 𝑇0(𝑧) + 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦.

Background temperature

𝑇0(𝑧) = 𝑇 0
0 + 𝑇 3

0 𝑧
3 + 𝑇 4

0 𝑧
4 + 𝑇 5

0 𝑧
5 (11)

is formed by several components:

𝑇 0
0 = −𝐴𝑔𝐹ℎ

5

45𝜈𝐾
− 𝐴𝑊ℎ2 cos𝜓

6𝐾
− 𝑀𝑔𝐸ℎ5

45𝐾𝜈
− 𝑊𝑀ℎ2 sin𝜓

6𝐾
,

𝑇 3
0 =

𝐴𝑔𝐹ℎ2

18𝜈𝐾
+
𝐴𝑊 cos𝜓

6𝐾ℎ
+
𝑀𝑔𝐸ℎ2

18𝐾𝜈
+
𝑊𝑀 sin𝜓

6𝐾ℎ
,

𝑇 4
0 =

−𝐴𝑔𝐹ℎ
24𝜈𝐾

− 𝑀𝑔𝐸ℎ

24𝐾𝜈
, 𝑇 5

0 =
𝐴𝑔𝐹

120𝜈𝐾
+

𝑀𝑔𝐸

120𝐾𝜈
,

where 𝐾 = −𝑑2𝑛𝛼+ 𝜒+ 𝛼2𝑑𝑛, 𝐴 = 𝑎−𝑚𝑛𝑑, 𝑀 = 𝑏− 𝑑𝑛2.
The concentration distribution has the similar correlation

𝐶 = 𝐶0(𝑧) +𝑚𝑥+ 𝑛𝑦, (12)

where 𝐶0(𝑧) = 𝐶0
0 + 𝐶3

0𝑧
3 + 𝐶4

0𝑧
4 + 𝐶5

0𝑧
5 with components

𝐶0
0 = −𝐵𝑔𝐹ℎ

5

45𝜈𝐾
− 𝐵𝑊ℎ2 cos𝜓

6𝐾
− 𝐼𝑔𝐸ℎ5

45𝐾𝜈
− 𝑊𝐼ℎ2 sin𝜓

6𝐾
,

𝐶3
0 =

𝐵𝑔𝐹ℎ2

18𝜈𝐾
+
𝐵𝑊 cos𝜓

6𝐾ℎ
+
𝐼𝑔𝐸ℎ2

18𝐾𝜈
+
𝑊𝐼 sin𝜓

6𝐾ℎ
,

𝐶4
0 = −𝐵𝑔𝐹ℎ

24𝜈𝐾
− 𝐼𝑔𝐸ℎ

24𝐾𝜈
, 𝐶5

0 =
𝐵𝑔𝐹

120𝜈𝐾
+

𝐼𝑔𝐸

120𝐾𝜈
.

Here we add the designations 𝐵 = 𝑚(𝜒𝛼−1+𝛼𝑑𝑛)−𝑑𝑎, 𝐼 = −(𝑛𝜒𝛼−1+𝛼𝑑𝑛2−𝑏𝑑).
The pressure distribution has the sixth power polynomial function of the co-

ordinate 𝑧:
𝑃 = 𝑃0(𝑧) + 𝑥𝑃1(𝑧) + 𝑦𝑃2(𝑧), (13)

where 𝑃0(𝑧) = 𝑃 0
0 + 𝑃 1

0 𝑧 + 𝑃 4
0 𝑧

4 + 𝑃 5
0 𝑧

5 + 𝑃 6
0 𝑧

6 with components

𝑃 0
0 = 𝑆 −

(︁
−11𝐷𝑔𝐹ℎ6

720𝜈𝐾
− 𝐷𝑊ℎ3 cos𝜓

8𝐾
− 11𝐿𝑔𝐸ℎ6

720𝐾𝜈
− 𝑊𝐿ℎ3 sin𝜓

8𝐾

)︁
,

𝑃 1
0 = −𝐷𝑔𝐹ℎ

5

45𝜈𝐾
− 𝐷𝑊ℎ2 cos𝜓

6𝐾
− 𝐿𝑔𝐸ℎ5

45𝐾𝜈
− 𝑊𝐿ℎ2 sin𝜓

6𝐾
,

𝑃 4
0 =

𝐷𝑔𝐹ℎ2

72𝜈𝐾
+
𝐷𝑊 cos𝜓

24𝐾ℎ
+
𝐿𝑔𝐸ℎ2

72𝐾𝜈
+
𝑊𝐿 sin𝜓

24𝐾ℎ
,
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𝑃 5
0 = −𝐷𝑔𝐹ℎ

120𝜈𝐾
− 𝐿𝑔𝐸ℎ

120𝐾𝜈
, 𝑃 6

0 =
𝐷𝑔𝐹

720𝜈𝐾
+

𝐿𝑔𝐸

720𝐾𝜈
,

𝑃1(𝑧) = 𝑔𝐹𝑧 − 𝑔𝐹ℎ, 𝑃2(𝑧) = 𝑔𝐸𝑧 − 𝑔𝐸ℎ.

We add the designations

𝐷 = 𝛽1𝐴+ 𝛽2𝐵, 𝐿 = 𝛽1𝑀 + 𝛽2𝐼

to get the őnal recording of the exact solution (10)ś(13) of the boundary value
problem (3), (8) and (9) and it is written in polynomial function class.

Velocity őeld analysis.To analyze velocity őeld, we introduce dimension-
less values 𝑢 = 𝑈/𝑊 , 𝑣 = 𝑉/𝑊 , and 𝑍 = 𝑧/ℎ (0 6 𝑍 6 1). The third power
polynomial functions are written to analyze the cinematic characteristics of hy-
drodynamic ŕow:

𝑢 = 𝑍
[︁
cos𝜓 +

ℎ3𝑔𝐹

6𝜈𝑊
(𝑍 − 1)(𝑍 − 2)

]︁
,

𝑣 = 𝑍
[︁
sin𝜓 +

ℎ3𝑔𝐸

6𝜈𝑊
(𝑍 − 1)(𝑍 − 2)

]︁
.

(14)

One can note that the dimension of two-dimensional velocity őeld (10) reduces
due to the turning transformation

tan𝜓 =
𝐸

𝐹
=

𝛽1𝑏+ 𝛽2𝑛

𝛽1𝑎+ 𝛽2𝑚
. (15)

In this case, the ŕuid motion transforms from shear motion into a layered (one
direction) one.

Every component of the velocity vector can have maximally one null point
where the sign change of velocity and it corresponds to the direction change of
ŕuid ŕow. The fulőlment of the following correlations for each velocity component
is needed to őnd this null point:

[𝑢(0)] · [𝑢(1)] < 0, [𝑣(0)] · [𝑣(1)] < 0,

where [𝑢( · )], [𝑣( · )] describe the expressions in square brackets for each velocity.
Using the correlations for the exact solution (14) we get

cos𝜓
(︁
cos𝜓 +

ℎ3𝑔𝐹

3𝜈𝑊

)︁
< 0, sin𝜓

(︁
sin𝜓 +

ℎ3𝑔𝐸

3𝜈𝑊

)︁
< 0.

We can note that if 𝐹 = 0 (𝛽1𝑎 = −𝛽2𝑚) or 𝐸 = 0 (𝛽1𝑏 = −𝛽2𝑛), the coun-
tercurrents do not happen in ŕuid ŕow as the velocity proőle within the given
values of the parameters 𝐹 and 𝐸 is described by the classical exact Couette
solution [26,28]. Hence, the ŕuid countercurrents can be found due to the super-
position of the temperature and concentration effects on the structure of hydro-
dynamic ŕow.

The velocity 𝑢(𝑧) proőles for the cases of countercurrent absence and presence
are shown on the Fig. 2. The velocity proőle (14) is not monotonous. The velocity
function can have the extremum and depending on the coefficient values, the
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extremum can be maximum or minimum. Analyzing the formulae (14) it can
be easily shown that the countercurrent formation is connected with the mutual
inŕuence of the boundary conditions of velocity, temperature, and concentration
on physical ŕuid constants characterizing the ŕow of dissipation processes in ŕuid.

The velocity hodographs are presented on the Fig. 3 with the conditions 𝐸 = 𝐹
and 𝜓 = 0 (a), 𝜓 = 𝜋/4 (b), 𝜓 = 3𝜋/4 (c), 𝜓 = 𝜋 (d). The velocity hodograph
shows that the ŕows are said to be locally spiral (Fig. 3, a, c, d). The hodograph
loop formation in stable motion is typical for two-dimensional velocity őeld. If
the ŕuid ŕow has one direction due to the fulőlment of correlation (15) then the
velocity hodograph becomes a segment (Fig. 3, b).

Figure 2. Velocity proőles without countercurrent (left őgure) and with countercurrent (right
őgure)

Figure 3. Velocity hodographs with the conditions 𝐸 = 𝐹 and 𝜓 = 0 (a), 𝜓 = 𝜋/4 (b),
𝜓 = 3𝜋/4 (c), 𝜓 = 𝜋 (d)
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Such effect was noticed in the classical Couette solution for rotating liquid
and its generalizations [3, 4, 27].

Conclusion. The exact solution to describe large-scale stationary Couette
ŕow is presented. The solution is calculated in the class of velocities distributed
due to the certain dependence on the transversal coordinate and linearly on one
horizontal value. The distribution of zeroes of the regarded polynomial functions
is studied. The connection of zeroes with the ŕuid countercurrent formation is
shown.
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with the Navier slip condition, Sādhanā, 2021, vol. 46, no. 1, 55. https://doi.org/10.

1007/s12046-021-01585-5.

24. Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. Exact solutions for steady convective layered ŕows
with a spatial acceleration, Russ. Math., 2021, vol. 65, no. 7, pp. 8ś16. https://doi.org/
10.3103/S1066369X21070021.

25. Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. Exact solutions to the OberbeckśBoussinesq equa-
tions for shear ŕows of a viscous binary ŕuid with allowance made for the Soret effect, The
Bulletin of Irkutsk State University. Series Mathematics, 2021, vol. 37, pp. 17ś30. https://
doi.org/10.26516/1997-7670.2021.37.17.

26. Aristov S. N., Knyazev D. V., Polyanin A. D. Exact solutions of the Navier-Stokes equations
with the linear dependence of velocity components on two space variables, Theor. Found.
Chem. Eng., 2009, vol. 43, no. 5, 642. https://doi.org/10.1134/S0040579509050066.

27. Ekman V. W. On the inŕuence of the Earth’s rotation on ocean-currents, Ark. Mat. Astron.
Fys., 1905, vol. 2, no. 11, pp. 1ś52. http://jhir.library.jhu.edu/handle/1774.2/33989.

28. Couette M. Études sur le frottement des liquids, Ann. de Chim. et Phys. (6), 1890, vol. 21,
pp. 433ś510 (In French).

773



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2021. Т. 25, № 4. С. 763ҫ775

ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1878

УДК 532.51, 517.958:531.3-324
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Аннотация

Найдено точное решение, описывающее установившееся течение вяз-
кой несжимаемой жидкости с учетом перекрестного влияния конвек-
тивного и диффузионного эффектов (перекрестное влияние диссипа-
тивных эффектов Соре и Дюфора). Для исследования сдвигового по-
тока жидкости была решена переопределенная краевая задача. Пере-
определенность краевой задачи обусловлена тем, что количество урав-
нений в нелинейной системе уравнений Обербека—Буссинеска больше,
чем количество неизвестных функций (две компоненты вектора скоро-
сти, давление, температура и концентрация растворенного вещества).
Нетривиальное точное решение системы, состоящей из уравнений Обер-
бека—Буссинеска, уравнения непрерывности, уравнения теплопроводно-
сти и уравнения концентрации, было построено в классе точных ре-
шений Бириха—Остроумова. Разрешимость переопределенной системы
уравнений обусловлена тем, что точное решение автоматически удовле-
творяет уравнению непрерывности. Показано существование застойных
точек как в общем течении, так и во вторичном движении жидкости без
завихренности. Найдены условия, при которых возможны противотече-
ния.

Ключевые слова: уравнения НавьеҫСтокса, точное решение, много-
слойная жидкость, поле массовых сил, переопределенная приведенная
система.
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Аннотация

Рассматриваются проблемы согласования ориентаций реперов для
микрополярного континуума, погруженного во внешнее плоское про-
странство. На основе понятия элементарного тензорного объема (площа-
ди) 𝑀 -ячейки, описывается алгоритм сравнения и согласования внеш-
них пространственных ориентаций 𝑀 -ячеек. Рассматривается процесс
непрерывного переноса реперных направлений, ассоциированных с 𝑀 -
ячейкой. В результате можно вести речь об ориентации самого мик-
рополярного континуума и его границы. Ориентированный континуум
играет важную роль в микрополярной теории упругости, корректное
построение которой возможно только в рамках псевдотензорного фор-
мализма и ориентируемого многообразия. В особенности это касается
теории гемитропных упругих сред. Обсуждается псевдотензорная фор-
мулировка теоремы Стокса.

Ключевые слова: относительный тензор, ориентирующий псевдоска-
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Введение. Наиболее распространенной математической моделью конти-
нуума является дифференцируемое многообразие [1, 2].1 В механике сплош-
ных деформируемых сред обычно требуется, чтобы континуум был погружен
во внешнее «плоское» пространство.2

На дифференцируемом многообразии часто приходится вводить допол-
нительные структуры. Например, риманова структура на многообразии поз-
воляет говорить о целом классе дифференцируемых пространств [1,2], кото-
рые имеют важное прикладное значение. Подобные проблемы возникают при
моделировании процессов деформирования материалов с микроструктурой,
микрополярных сред, процессов аддитивного производства [3, 4].

Другой важной особенностью, возникающей при моделировании поведе-
ния микрополярных материалов, является ориентируемость континуума и
его границы. При формулировке интегральных теорем и законов механики
континуума особое внимание надо уделять согласованию ориентаций репер-
ных направлений элементарных ячеек внутри континуума и на его границе.
Все базовые понятия, связанные с измерениями тензорного объема ячейки,3

требуют привлечения аппарата псевдотензорного исчисления и фундамен-
тального понятия об ориентируемых многообразиях [5ҫ11].

В ходе изложения вопросов, связанных с многомерной геометрией, будем
следовать терминологии и идеям [11,12]. Минимальные сведения о тензорных
элементах объема и площади можно найти в [8, см. приложение Дж. Л. Эрик-
сена] и [11]. Вопросы применения алгебры псевдотензоров к задачам механи-
ки растущих тел и микрополярной теории упругости обсуждались в рабо-
тах [3, 4, 13ҫ18].

В представленной работе рассмотрим проблемы согласования ориентаций
реперов для микрополярного континуума, погруженного во внешнее плоское
пространство. Опираясь на понятие элементарного тензорного объема (пло-
щади) 𝑀 -ячейки, опишем алгоритм сравнения и согласования внешних про-
странственных ориентаций 𝑀 -ячеек. Соответствующие рассмотрения подра-
зумевают выбор ориентации репера, определяющего элемент объема (площа-
ди). Последнее обстоятельство имеет исключительное значение в микропо-
лярных теориях упругости [19ҫ21]. В особенности это касается теории гемит-
ропных упругих сред [3,13,14]. Обсуждается псевдотензорная формулировка
теоремы Стокса.4

1. Тензорные элементы площади 𝑀-многообразия, погруженно-
го в 𝑁 -мерное пространство. В данной работе мы не будем воспроизво-
дить определение и свойства псевдотензоров. Подробное изложение алгебры
псевдотензоров можно найти в руководствах по тензорному анализу [7,9ҫ11]

1Ориентируемое многообразие естественным образом появляется в теории микрополяр-
ной упругости.

2Особенно это актуально для механики растущих тел [3,4], когда растущее тело, вообще
говоря, не допускает погружения в трехмерное пространство наблюдателя.

3Упомянутая процедура измерения и формирования тензорного объема ячейки приве-
дена в работе [18].

4В существующей научной литературе указанная теорема обычно формулируется в тер-
минах дифференциальных форм. В данной статье мы не будем пользоваться теорией диф-
ференциальных форм. Более того, как хорошо известно, теория дифференциальных форм
может быть переизложена в терминах антисимметричных псевдотензоров и ориентируе-
мых многообразий.
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Реперные направления, ассоциированные с 𝑀 -ячейками. Сравнение ориентаций осуществ-
ляется путем непрерывного переноса вдоль пути Π одного репера к другому

[Reper directions associated with 𝑀 -cells. Comparison of orientations is carried out by
continuous transfer along the path Π of one frame to another]

и в статьях [3,14]. В дальнейшем изложении сверху корневого символа отно-
сительного тензора в квадратных скобках будем отмечать его вес. Нулевой
вес, присущий абсолютным тензорам, не отражается нами в обозначениях.

В 𝑁 -мерном «плоском» пространстве выберем криволинейную систему
координат 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁). Будем называть 𝑀 -многообразием — много-
образие (поверхность) математической размерности 𝑀 (𝑀 6 𝑁), погружен-
ное в указанное внешнее пространство. Рассмотрим два репера с различными
угловыми точками 𝑥𝑘 и 𝑥𝑘 и концевыми точками 𝑥𝑘 + 𝑑

c
𝑥𝑘 и 𝑥𝑘 + 𝑑

c
𝑥𝑘, изобра-

женными на рисунке. Тогда внешние координаты векторов первого и второго
реперов будут 𝑑

c
𝑥𝑘 и 𝑑

c
𝑥𝑘 соответственно. Очевидно, что всегда существует

линейное преобразование одного репера к другому, действующее по форму-
ле [2, 22]

𝑑𝑥
c

𝑘 = 𝑃 a·
·c 𝑑

a
𝑥𝑘, (1)

где 𝑃 a·
·c — матрица перехода от старого базиса (репера) к новому [2, 22ҫ24].5

Опираясь на формулу (1), нетрудно сформулировать критерий сравнения
ориентаций реперов 𝑑

b

𝑥𝑘 и 𝑑
a
𝑥𝑘. Для этого, во-первых, должен прежде все-

го существовать непрерывный путь Π переноса одного 𝑀 -репера в другой.
Во-вторых, если det(𝑃 a·

·c ) > 0, то тогда считаем, что реперы имеют одина-
ковые ориентации или они коориентированы, а если det(𝑃 a·

·c ) < 0, то тогда
реперы имеют противоположные ориентации. Более того, таким образом в
каждой точке 𝑀 -многообразия можно задать только два класса ориентаций
реперов, непрерывно зависящих от точки многообразия.

Определим операцию непрерывного переноса репера из 𝑀 направлений
вдоль пути Π точки 𝑥𝑘 в точку 𝑥𝑘 (см. рисунок) [25, c. 532]. Пусть име-
ется кусочно-гладкий путь Π на 𝑀 -многообразии, соединяющий две точки

5В руководствах по векторному анализу и конечномерным пространствам [23,24] иногда
вводится матрица перехода, транспонированная к (1). Мы следуем определению, данному
в [22, c. 105].
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𝑥𝑘 и 𝑥𝑘. Переместим, непрерывно деформируя, репер из начальной точки
в конечную так, чтобы векторы репера оставались линейно независимыми.
Полученный репер можно сравнить с репером в конечной точке, если при
этом ориентация репера не изменилась, т.е. матрица перехода в (1) не ме-
няет знак, то многообразие является ориентируемым или двусторонним. В
противном случае оно неориентируемо. Указанное обстоятельство говорит о
том, что связное 𝑀 -многообразие ориентируемо тогда и только тогда, когда
параллельный перенос вдоль любого цикла внутри многообразия сохраняет
ориентацию репера.

Ориентируемые многообразия имеют исключительное значение в микро-
полярных теориях механики континуума [19ҫ21]. Ясно, что ориентация ре-
пера в точке микрополярного тела задается нумерацией реперных направ-
лений. При перестановке двух номеров реперных направлений ориентация
всего репера изменяется на противоположную, т.е. правоориентированный
репер становится левоориентированным. В механике континуума ориента-
цию базисного репера удобно задавать фундаментальным ориентирующим
скаляром 𝑒 [3, 14]. Его можно определить как косое произведение векторов
ковариантного базиса 𝚤

1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
в 𝑁 -мерном пространстве [12, c. 63]

⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
⌋ = 𝑒.

В трехмерном пространстве 𝑒 определяется смешанным произведением
базисных векторов

𝑒 =
[+1]
𝑒 = ⌈𝚤

1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
⌋ = (𝚤

1
× 𝚤

2
) · 𝚤

3
.

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволяет
легко преобразовывать псевдотензоры произвольного веса 𝑊 в абсолютные
тензоры. Введем тензор T согласно

T = 𝑒−𝑊
[𝑊 ]

T .

Сравнивая веса, приходим к заключению о том, что T является абсо-
лютным тензором. В дальнейшем изложении у фундаментальных символов,
таких как 𝜖, 𝑒 и 𝑔, указание на их вес будем опускать.

Отметим также широко используемую в механике и физике формулу

𝑒2 = 𝑔.

Пусть рассматриваемое дифференцируемое 𝑀 -многообразие можно за-
дать его Гауссовой параметризацией 𝑢𝛼 (𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀)

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 ). (2)

В формуле (2) 𝑥𝑘 являются внешними координатами для 𝑀 -многообразия,
а 𝑢𝛼 — внутренними.

Разобьем 𝑀 -многообразие на систему 𝑀 -ячеек (𝑀 -cell). Каждая 𝑀 -ячей-
ка задается угловым репером, который характеризуется угловой вершиной
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(c внешними координатами 𝑥𝑘 и внутренними координатами 𝑢𝛼) и концевы-
ми точками репера, имеющими внутренние координаты

𝑢𝛼 + 𝑑
c
𝑢𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀

и внешние координаты

𝑥𝑘 + 𝑑
c
𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где индекс шрифта «фрактур» c нумерует реперные направления (c = 1, 2, . . . ,
𝑀). С внешней (пространственной) точки зрения направления рассматрива-
емого репера задаются абсолютными контравариантными векторами

𝑑
1
𝑥𝑘, 𝑑

2
𝑥𝑘, . . . , 𝑑

𝑀
𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Тензорный элемент объема 𝑀 -ячейки (the tensor element of area [8, см.
приложение Дж. Л. Эриксена с. 816])6 определим согласно формуле

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =𝑀 !𝑑
1
𝑥[𝑖1𝑑

2
𝑥𝑖2 · · · 𝑑

𝑀
𝑥𝑖𝑀 ]. (3)

Здесь в квадратные скобки заключены индексы, по которым выполняется
альтернирование.

Учитывая формулу для дифференциалов внешних координат вдоль ре-
перных направлений 𝑀 -ячейки

𝑑
b

𝑥𝑘 = (𝜕𝛼𝑥
𝑘)𝑑

b

𝑢𝛼,

соотношение (3) можно записать в виде [11, c. 256ҫ257]

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝛿𝛼1𝛼2...𝛼𝑀
𝛾1𝛾2...𝛾𝑀

𝜕𝛼1𝑥
𝑖1𝜕𝛼2𝑥

𝑖2 · · · 𝜕𝛼𝑀
𝑥𝑖𝑀𝑑

1
𝑢𝛾1𝑑

2
𝑢𝛾2 · · · 𝑑

𝑀
𝑢𝛾𝑀 ,

где 𝛿𝛼1𝛼2...𝛼𝑀
𝛾1𝛾2...𝛾𝑀

— обобщенные дельты Кронекера. Воспользовавшись известной
из псевдотензорного исчисления формулой для контравариантных символов
перестановок 𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀

𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀 = 𝛿𝛼1𝛼2...𝛼𝑀

12...𝑀 ,

получим

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀𝜕𝛼1𝑥
𝑖1𝜕𝛼2𝑥

𝑖2 · · · 𝜕𝛼𝑀
𝑥𝑖𝑀 det(𝑑

b

𝑢𝛾).

Если элементарные𝑀 -ячейки нарезаны с помощью координатных поверх-
ностей 𝑢𝛼 = 𝑐𝛼, то тогда справедливо соотношение

det(𝑑
c
𝑢𝛾) = 𝑑𝑢1𝑑𝑢2 · · · 𝑑𝑢𝑀

и для случая 𝑀 = 𝑁 получим

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 ,

6Согласно более архаичной терминологии (см. [11, c. 255]) можно также использовать
термин ҡпротяженность 𝑀 -ячейкиә (the extension of the 𝑀 -cell).
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где
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 — естественный элемент объема, представляющий собой псевдо-
скаляр веса −1, который определяется следующим образом:

[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 = det(𝜕𝛼𝑥
𝑘)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 · · · 𝑑𝑢𝑀 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑀 .

С помощью псевдоскаляра
[−1]

𝑑𝜏 и фундаментального ориентирующего ска-
ляра 𝑒 можно образовать абсолютный скаляр 𝑑𝜏 , являющийся инвариантным
элементом объема

𝑑𝜏 = 𝑒
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑀 .

2. Теорема Стокса. Важную роль в механике континуума, особенно при
формулировке законов сохранения, играют интегральные теоремы. Запишем
инвариантный интеграл на 𝑀 -многообразии

∫︁
𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀𝑑𝜏

𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 , (4)

где𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 — абсолютный ковариантный тензор валентности𝑀 . Интеграл (4)
является абсолютным инвариантом.

Рассмотрим граничное (𝑀−1)-многообразие 𝜕 к 𝑀 -многообразию, задан-
ное своей Гауссовой параметризацией

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(̃︀𝑢1, ̃︀𝑢2, . . . , ̃︀𝑢𝑀−1), (5)

тогда (𝑀−1)-ячейка на границе 𝜕 будет определяться репером ̃︀𝜕1𝑥𝑘, ̃︀𝜕2𝑥𝑘, . . . ,
̃︀𝜕𝑀−1𝑥

𝑘, где ̃︀𝜕𝑖 = 𝜕/𝜕̃︀𝑢𝑖. Зададим на границе 𝜕 векторное поле 𝑆𝑘, направлен-
ное вовне по отношению к 𝑀 -многообразию. Согласуем (arrange) параметри-

зации (2) и (5) так, чтобы ориентации систем векторов так ̃︀𝜕1𝑥𝑘, ̃︀𝜕2𝑥𝑘, . . . ,
̃︀𝜕𝑀−1𝑥

𝑘, 𝑆𝑘 и 𝜕1𝑥
𝑘, 𝜕2𝑥

𝑘, . . . , 𝜕𝑀𝑥
𝑘 были одинаковыми, т.е. матрица перехода

от одной системы векторов к другой имела бы положительный детерминант.
Для любого дифференцируемого ковариантного абсолютного тензорного

поля 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 можно сформулировать теорему Стокса [11, p. 269]:

∫︁
𝜕𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1𝑑𝜏

𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

∮︁

𝜕
𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1𝑑𝜏

𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 ,

где 𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 вычисляется с использованием параметризации 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 ,
а 𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 — с использованием параметризации ̃︀𝑢1, ̃︀𝑢2, . . . , ̃︀𝑢𝑀−1.

Подынтегральное выражение для 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 можно преобразовать следу-
ющим образом:

𝜕𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜕[𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]𝑑𝜏

𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = ∇[𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 .

Заключение. В статье рассматриваются проблемы согласования ориен-
таций реперов для микрополярного континуума, погруженного во внешнее
плоское пространство.
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1. На основе понятия элементарного тензорного объема (площади) 𝑀 -
ячейки описывается алгоритм сравнения и согласования внешних про-
странственных ориентаций 𝑀 -ячеек.

2. Рассматривается процесс непрерывного переноса реперных направле-
ний, ассоциированных с 𝑀 -ячейкой. В результате можно вести речь об
ориентации самого микрополярного континуума и его границы.

3. Ориентированный континуум играет важную роль в микрополярной
теории упругости, корректное построение которой возможно только
в рамках псевдотензорного формализма и ориентируемого многообра-
зия. В особенности это касается теории гемитропных упругих сред.

4. Обсуждается псевдотензорная формулировка теоремы Стокса.
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Abstract

The paper deals with the problems of ordering the reper orientations
for a micropolar continuum immersed in an external plane space. Based on
the concept of an elementary tensor volume (area) 𝑀 -cells, an algorithm
for comparing and matching external spatial orientations of 𝑀 -cells is pro-
posed. The process of continuous transfer of reper directions associated with
a 𝑀 -cell is considered. As a result, we can talk about the orientation of mi-
cropolar continuum itself and its boundary. The oriented continuum plays
an important role in micropolar elasticity. This is especially true for the
theory of hemitropic elastic media. The pseudotensor formulation of Stokes’
theorem is discussed.
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Аннотация

Строится модель пространства случайных совместных событий, в ко-
тором дополнительно к симметричной разности событий вводится по-
нятие симметричной суммы событий. В пространстве формулируются
модель стохастического процесса и соответствующее выражение для ве-
роятности перехода системы между двумя событиями. Показано, что
для попарно совместных событий оно эквивалентно уравнению кванто-
вой механики.

Ключевые слова: пространство случайных совместных событий, мо-
дель симметричной суммы случайных совместных событий, модель сто-
хастического процесса в пространстве случайных совместных событий,
вероятности перехода, квантовая механика.
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Введение. Построение математической модели физического процесса яв-
ляется принципиально важным для его адекватного описания. Модели стоха-
стических процессов классической физики успешно представляются в рамках
теории вероятностей и широко освещены в литературе. Например, в моногра-
фии [1] представлены как оригинальные исследования авторов, так и обзор
обширной литературы по теории классических стохастических процессов.

Активное развитие современных технологий стимулируют исследования
описания квантовых систем методами теории вероятностей (смотри, напри-
мер, работы [2ҫ6]), в которых представлены оригинальные результаты и обзо-
ры в этом направлении. В работах [7ҫ11] предложены модели стохастических
процессов в пространстве совместных событий.
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В данной работе предлагается дальнейшее развитие модели пространства
случайных совместных событий и стохастического процесса в этом простран-
стве. В предложенной модели пространства совместных событий, в соот-
ветствии с аксиоматикой Колмогорова, существует симметричная разность
событий. Однако специфика стохастических процессов, изучаемых в физи-
ке микромира, требует дополнительно ввести для их описания совместные
случайные события, для которых существует симметричная сумма. В пред-
ложенном пространстве строится модель стохастического процесса, которая
описывается выражением для вероятности перехода между событиями. По-
казано, что уравнение для случая, когда случайные события лишь попарно
совместны, эквивалентно уравнению квантовой механики.

1. Модель пространства совместных случайных событий с сим-
метричными разностью и суммой событий. Рассмотрим пространство
𝑁 случайных событий 𝑆𝑘𝑙

𝑛 , где 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 , символ 𝑘𝑙 означает, что со-
бытия и их вероятности подчиняются действиям в соответствии с аксиомами
Колмогорова [12]. В пространстве событий определяются состояние и стоха-
стическое движение некой физической системы.

Для случая, когда данные события 𝑆𝑘𝑙
𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁, несовместны, ве-

роятность их объединения определяется формулой [12]

𝑃
(︀
∪𝑁
𝑘=1𝑆

𝑘𝑙
𝑛

)︀
=

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑘𝑙
𝑛 ).

Модель пространства, в которой все случайные события 𝑆𝑘𝑙
𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁,

совместны, определяется тем, что вероятности пересечения этих событий от-
личны от нуля:

𝑃 (𝑆𝑘𝑙
𝑛 ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑚) ̸= 0, 𝑃 (𝑆𝑘𝑙
𝑛 ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑚 ∩ 𝑆𝑘𝑙
𝑘 ) ̸= 0, . . . , 𝑃 (𝑆𝑘𝑙

1 ∩ 𝑆𝑘𝑙
2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑁 ) ̸= 0, (1)

все индексы 𝑘, 𝑛, 𝑚, . . . принимают значения от 1 до 𝑁 . Вероятность объеди-
нения совместных событий

(︀
𝑆𝑘𝑙
1 ∪ 𝑆𝑘𝑙

2 ∪ · · · ∪ 𝑆𝑘𝑙
𝑁

)︀
определяется формулой [13]

𝑃
(︀
∪𝑁
𝑛=1𝑆

𝑘𝑙
𝑛

)︀
=

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑘𝑙
𝑛 )−

𝑁∑︁

𝑛<𝑚=1

𝑃
(︀
𝑆𝑘𝑙
𝑛 ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑚

)︀
+

+
𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑃
(︀
𝑆𝑘𝑙
𝑛 ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑚 ∩ 𝑆𝑘𝑙
𝑘

)︀
− · · ·+ (−1)𝑁−1𝑃

(︀
𝑆𝑘𝑙
1 ∩ 𝑆𝑘𝑙

2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑘𝑙
𝑁

)︀
. (2)

В пространстве случайных совместных событий 𝑆𝑘𝑙
1 , 𝑆𝑘𝑙

2 , . . . , 𝑆𝑘𝑙
𝑁 постро-

им события 𝑆−
1 , 𝑆−

2 , . . . , 𝑆−
𝑁 , каждое из которых значит, что если произойдет

событие с соответствующим номером, то не произойдет ни одно другое со-
бытие пространства. Из определения следует, что события 𝑆−

1 , 𝑆−
2 , . . . , 𝑆−

𝑁
несовместны.

Для пространства двух совместных событий 𝑆𝑘𝑙
1 , 𝑆𝑘𝑙

2 события 𝑆−
1 , 𝑆−

2 опре-
деляются выражениями

𝑆−
1 = 𝑆𝑘𝑙

1 ∖ (𝑆𝑘𝑙
1 ∩ 𝑆𝑘𝑙

2 ), 𝑆−
2 = 𝑆𝑘𝑙

1 ∖ (𝑆𝑘𝑙
1 ∩ 𝑆𝑘𝑙

2 ).
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Из данных определений на основании аксиом Колмогорова доказывается

𝑃
(︀
𝑆−
1 ∪ 𝑆−

2

)︀
=

2∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑘𝑙
𝑛 )− 2𝑃

(︀
𝑆𝑘𝑙
1 ∩ 𝑆𝑘𝑙

2

)︀
. (3)

Выражение (3) называется симметричной разностью двух событий.
В пространстве совместных событий 𝑆𝑘𝑙

1 , 𝑆𝑘𝑙
2 , . . . , 𝑆𝑘𝑙

𝑁 , 𝑁 > 3, симметрич-
ная разность 𝑁 событий представляется выражением [14]

𝑃
(︀
∪𝑁
𝑛=1𝑆

−
𝑛

)︀
=

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑘𝑙
𝑛 )− 2

𝑁∑︁

𝑛<𝑚=1

𝑃
(︀
𝑆𝑘𝑙
𝑛 ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑚

)︀
+

+ 4

𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑃
(︀
𝑆𝑘𝑙
𝑛 ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑚 ∩ 𝑆𝑘𝑙
𝑘

)︀
− · · ·+ 2𝑁−1(−1)𝑁−1𝑃 (𝑆𝑘𝑙

1 ∩ 𝑆𝑘𝑙
2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑘𝑙

𝑁 ). (4)

Выражение (4) доказывается методом математической индукции с использо-
ванием формулы (3).

Анализ экспериментов показывает, что соотношения (1)ҫ(4) успешно опи-
сывают совместные события в физике макромира и большой класс событий
в физике микромира. Однако в физике микромира существуют совместные
случайные события (например, в опытах по дифракции электронов), опи-
сание которых на базе соотношений (1)ҫ(4) невозможно. Для их описания
требуются дополнительные положения.

Постулируем, что в физике микромира наряду с событиями 𝑆𝑘𝑙
𝑛 существу-

ют совместные события 𝑆𝑞𝑣
𝑛 , вероятность объединения которых 𝑃

(︀
𝑆𝑞𝑣
1 ∪𝑆𝑞𝑣

2 ∪
· · · ∪ 𝑆𝑞𝑣

𝑁

)︀
описывается выражением

𝑃
(︀
∪𝑁
𝑛=1𝑆

𝑞𝑣
𝑛

)︀
=

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑞𝑣
𝑛 ) +

𝑁∑︁

𝑛<𝑚=1

𝑃
(︀
𝑆𝑞𝑣
𝑛 ∩ 𝑆𝑞𝑣

𝑚

)︀
−

−
𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑃
(︀
𝑆𝑞𝑣
𝑛 ∩ 𝑆𝑞𝑣

𝑚 ∩ 𝑆𝑞𝑣
𝑘

)︀
− · · ·+ (−1)𝑁

′
𝑃 (𝑆𝑞𝑣

1 ∩ 𝑆𝑞𝑣
2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑞𝑣

𝑁 ), (5)

где символ 𝑞𝑣 значит, что случайное событие относится к физике микромира
(к процессам в квантовой механике); знак перед первым слагаемым ҡ+ә, перед

остальными слагаемыми знаки определяются множителями (−1)𝑁
′
, где 𝑁 ′ —

порядковый номер слагаемого.
В пространстве случайных совместных событий 𝑆𝑞𝑣

1 , 𝑆𝑞𝑣
2 , . . . , 𝑆𝑞𝑣

𝑁 постро-

им события 𝑆+
1 , 𝑆+

2 , . . . , 𝑆+
𝑁 , каждое из которых значит, что при реализации

этого события реализуются все события 𝑆𝑘𝑙
𝑛 с соответствующими вероятно-

стями.
Для пространства двух совместных событий 𝑆𝑞𝑣

1 , 𝑆𝑞𝑣
2 события 𝑆+

1 , 𝑆+
2

определяются выражениями

𝑆+
1 = 𝑆𝑞𝑣

1 ∪ (𝑆𝑞𝑣
1 ∩ 𝑆𝑞𝑣

2 ), 𝑆+
2 = 𝑆𝑞𝑣

2 ∪ (𝑆𝑞𝑣
1 ∩ 𝑆𝑞𝑣

2 ).
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Из данных определений следует, что

𝑃
(︀
𝑆+
1 ∪ 𝑆+

2

)︀
=

2∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑞𝑣
𝑛 ) + 2𝑃

(︀
𝑆𝑞𝑣
1 ∩ 𝑆𝑞𝑣

2

)︀
. (6)

Выражение (6) естественно называть симметричной суммой двух событий.
Вероятность объединения событий 𝑃

(︀
𝑆+
1 ∪ 𝑆+

2 ∪ · · · ∪ 𝑆+
𝑁

)︀
выражается

через вероятности событий 𝑆𝑞𝑣
𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁, и вероятности их пересечений

выражением

𝑃
(︀
∪𝑁
𝑛=1𝑆

+
𝑛

)︀
=

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑛) + 2

𝑁∑︁

𝑛<𝑚=1

𝑃
(︀
𝑆𝑞𝑣
𝑛 ∩ 𝑆𝑞𝑣

𝑚

)︀
−

− 4

𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑃
(︀
𝑆𝑞𝑣
𝑛 ∩ 𝑆𝑞𝑣

𝑚 ∩ 𝑆𝑞𝑣
𝑘

)︀
− · · ·+ 2𝑁−1(−1)𝑁

′
𝑃
(︀
𝑆𝑞𝑣
1 ∩ 𝑆𝑞𝑣

2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑞𝑣
𝑁 ), (7)

где знак перед слагаемым определяется так же, как и в формуле (5). Форму-
ла (7) доказывается методом математической индукции с использованием (6).
Выражение (7) является симметричной суммой случайных событий 𝑆+

𝑛 . За-
метим, что интерпретация событий в уравнениях (5)ҫ(7) множествами, как
это предусмотрено аксиоматикой Колмогорова, недопустима, она приводит
к противоречию.

Выражения (4), (7) можно записать в виде одного. С этой целью введем

случайные события 𝑆𝑛, каждое из которых принимает значение или 𝑆−
𝑛 , или

𝑆+
𝑛 . Вероятность объединения событий 𝑆𝑛 представляется формулой, которая

является объединением (4) и (7):

𝑃
(︀
∪𝑁
𝑛=1𝑆𝑛

)︀
=

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑃 (𝑆𝑛) + 2

𝑁∑︁

𝑛<𝑚=1

𝑔𝑛𝑚𝑃 (𝑆𝑛 ∩ 𝑆𝑚) +

+ 4

𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑔𝑛𝑚𝑘𝑃 (𝑆𝑛 ∩ 𝑆𝑚 ∩ 𝑆𝑘) + · · ·+ 2𝑁−1𝑔12...𝑁𝑃
(︀
𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑁

)︀
, (8)

где множители 𝑔𝑛𝑚, 𝑔𝑛𝑘𝑚 и другие принимают одно из значений 0, +1, −1
в зависимости от событий 𝑆𝑛. Индексы 𝑘𝑙, 𝑞𝑣 у событий 𝑆𝑘𝑙

𝑛 , 𝑆𝑞𝑣
𝑛 в (8) опуще-

ны, так как они учитываются знаками коэффициентов 𝑔𝑛𝑚, 𝑔𝑛𝑘𝑚, . . . .
В построенном пространстве случайных совместных событий реализуют-

ся как симметричная разность, так и симметричная сумма событий. Про-
странство описывает более широкий круг систем и стохастических процессов,
нежели пространства, в которых реализуется только симметричная разность
событий.

2. Вероятность перехода между состояниями системы при сто-
хастическом процессе в пространстве совместных случайных собы-
тий. Рассмотрим систему, которая описывается набором случайных совмест-
ных событий 𝑆𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 , в пространстве, представленном в предыду-
щем пункте данной работы. Движение системы представляется ее переходом
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в пространстве случайных событий с некой вероятностью из состояния, ха-
рактеризуемого событием 𝑎 в момент времени 𝑡1, в состояние с событием 𝑏
в момент 𝑡2 > 𝑡1. Переход системы характеризуется вероятностью

𝑃 (𝑏 ∩ 𝑎) = 𝑃 (𝑏|𝑎)𝑃 (𝑎), (9)

где 𝑃 (𝑏|𝑎)— условная вероятность перехода системы из состояния 𝑎 в состо-
яние 𝑏 за интервал времени (𝑡2 − 𝑡1); 𝑃 (𝑎)— вероятность реализации состоя-
ния 𝑎 в начальный момент времени 𝑡1. Будем полагать 𝑃 (𝑎) = 1.

Для нахождения явного вида вероятности перехода 𝑃 (𝑏|𝑎) построим сто-
хастическую модель движения системы в пространстве случайных совмест-
ных событий. Будем полагать

𝑏 ∩ 𝑎 =
𝑁⋃︁

𝑛=1

(︀
𝑏 ∩ 𝑆𝑛 ∩ 𝑎

)︀
=

𝑁⋃︁

𝑛=1

𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎], (10)

где
(︀
𝑏 ∩ 𝑆𝑛 ∩ 𝑎

)︀
= 𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎]; поскольку здесь события 𝑎 и 𝑏 фиксированные,

мы их представляем как индексы. Формула (10) означает, что переход физи-
ческой системы из некого состояния 𝑎 в другое состояние 𝑏 осуществляется
через промежуточные состояния 𝑆𝑛.

Искомая вероятность перехода системы с учетом (9), (10) определяется
формулой

𝑃 (𝑏|𝑎) = 𝑃
(︁ 𝑁⋃︁

𝑛=1

𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎]
)︁
. (11)

Учитывая (8), формулу (11) можно представить в виде

𝑃 (𝑏|𝑎) =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑃
(︀
𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎]

)︀
+ 2

𝑁∑︁

𝑛<𝑚=1

𝑔𝑛𝑚𝑃
(︀
𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏,𝑚, 𝑎]

)︀
+

+ 4

𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑔𝑛𝑚𝑘𝑃
(︀
𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏,𝑚, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏, 𝑘, 𝑎]

)︀
+ . . .+

+ 2𝑁−1𝑔12...𝑁𝑃
(︀
𝑆[𝑏, 1, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏, 2, 𝑎] ∩ · · · ∩ 𝑆[𝑏,𝑁, 𝑎]

)︀
, (12)

Представим уравнения (12) в форме, более удобной для описания стоха-
стических процессов. Объединяя первые два слагаемых в соответствии с прин-
ципами теории вероятностей, уравнение (12) представим в виде

𝑃 (𝑏|𝑎) =
𝑁∑︁

𝑛,𝑚=1

𝑔𝑛𝑚𝑃
(︀
𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏,𝑚, 𝑎]

)︀
+

+ 4
𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑔𝑛𝑚𝑘𝑃
(︀
𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏,𝑚, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏, 𝑘, 𝑎]

)︀
+ . . .+

+ 2𝑁−1𝑔12...𝑁𝑃
(︀
𝑆[𝑏, 1, 𝑎] ∩ 𝑆[𝑏, 2, 𝑎] ∩ · · · ∩ 𝑆[𝑏,𝑁, 𝑎]

)︀
, (13)

где 𝑔𝑛,𝑚 = +1,−1, 𝑛 ̸= 𝑚; 𝑔𝑛,𝑛 = +1, 𝑛 = 𝑚; 𝑔𝑛𝑚𝑘 = +1,−1; . . . .
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Для выражения (12), описывающего процесс в пространстве совместных
событий, выполняется принцип соответствия: когда события несовместны,
вероятности пересечения событий в правой части уравнения равны нулю,
остается лишь первая сумма, то есть оно переходит в уравнение марковских
процессов в пространстве несовместных событий.

Для проведения конкретных численных вычислений вероятностей пере-
хода на основании формулы (13) требуется конкретизация вероятностей и ко-
эффициентов в правой части выражения на основании изучаемой модели.

3. Физическая интерпретация уравнения для вероятности пере-
хода системы в пространстве случайных совместных событий. Для
описания физической системы на основании уравнения (13) необходимо слу-
чайным событиям поставить в соответствие случайные числа, характеризую-
щие систему. Рассмотрим систему, в которой каждому событию с номером
𝑛 соответствует случайное число с тем же порядковым номером. Напри-
мер, электрон в атоме пребывает в квантовых состояниях c энергиями 𝐸𝑛,
𝑛 = 1, 2, . . . .

В предлагаемой модели событиям 𝑏, 𝑎 соответствуют числа 𝑛𝑓 , 𝑛𝑖𝑛. Пере-
ход системы из состояния 𝑛𝑖𝑛 в момент времени 𝑡𝑖𝑛 в состояние 𝑛𝑓 в момент
времени 𝑡𝑓 > 𝑡𝑖𝑛 осуществляется по некоторой случайной траектории, опре-
деляемой либо одним числом 𝑛, либо множеством чисел 𝑛𝑖𝑛, 𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑓 .
Событиям

(︀
𝑏 ∩ 𝑆𝑛 ∩ 𝑎

)︀
= 𝑆[𝑏, 𝑛, 𝑎] ставятся в соответствие безразмерные (т.е.

в единицах ~) действия системы 𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛], вдоль случайных траекторий
между состояниями 𝑛𝑓 , 𝑛𝑖𝑛 (числа 𝑛 нумеруют траектории, вдоль которых
рассматриваются действия, и в ряде моделей могут быть мультииндексами).

Вероятность 𝑃 (𝑛𝑓 |𝑛𝑖𝑛) перехода системы между состояниями 𝑛𝑓 , 𝑛𝑖𝑛 опре-
деляется формулой (13), в которой случайные события заменяются соответ-
ствующими случайными числами, характеризующие систему:

𝑃 (𝑛𝑓 |𝑛𝑖𝑛) =
𝑁∑︁

𝑛,𝑚=1

𝑔𝑛𝑚𝑃
(︀
𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛], 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛]

)︀
+

+ 4
𝑁∑︁

𝑛<𝑚<𝑘=1

𝑔𝑛𝑚𝑘𝑃 (𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛], 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛], 𝑆[𝑛𝑓 , 𝑘, 𝑛𝑖𝑛]) + . . .+

+ 2𝑁−1𝑔12...𝑁𝑃
(︀
𝑆[𝑛𝑓 , 1, 𝑛𝑖𝑛], 𝑆[𝑛𝑓 , 2, 𝑛𝑖𝑛], . . . , 𝑆[𝑛𝑓 , 𝑁, 𝑛𝑖𝑛]

)︀
. (14)

Рассмотрим частный случай нашей модели, когда события только попарно
совместны:

𝑃 (𝑆𝑛 ∩ 𝑆𝑚) ̸= 0, 𝑃 (𝑆𝑛 ∩ 𝑆𝑚 ∩ 𝑆𝑘) = 0, . . . , 𝑃 (𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ · · · ∩ 𝑆𝑁 ) = 0. (15)

Соответственно, выражение (14) с учетом (15) для вероятности перехода си-
стемы в пространстве состояний принимает вид

𝑃 (𝑛𝑓 |𝑛𝑖𝑛) =
𝑁∑︁

𝑛,𝑚=1

𝑔𝑛𝑚𝑃
(︀
𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛], 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛]

)︀
, (16)

где 𝑔𝑛,𝑚 = +1,−1, 𝑛 ̸= 𝑚; 𝑔𝑛,𝑛 = +1, 𝑛 = 𝑚.
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Формула (16) для вероятностей переходов системы между состояниями
совпадает с соответствующими выражениями квантовой механики, что позво-
ляет утверждать, что предложенная модель стохастических процессов в про-
странстве попарно совместных событий описывает квантовые процессы.

Для квантовых систем определяем

𝑃
(︀
𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛], 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛]

)︀
= 𝑃0

⃒⃒
cos

[︀
𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛]− 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛]

]︀⃒⃒
, (17)

𝑔𝑛𝑚 = cos
[︀
𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛]− 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛]

]︀
×

×
⃒⃒
cos

[︀
𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛]− 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛]

]︀⃒⃒−1
, (18)

где 𝑃0 — нормировочная постоянная. Подставляя (17), (18) в (16), получаем

𝑃 (𝑛𝑓 |𝑛𝑖𝑛) =
𝑁∑︁

𝑛,𝑚=1

𝑃0 cos
[︀
𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛]− 𝑆[𝑛𝑓 ,𝑚, 𝑛𝑖𝑛]

]︀
. (19)

Выражение (19) описывает квантовые процессы, например, дифракцию
частиц при прохождении через дифракционную решетку с 𝑁 щелями. Ве-
роятность 𝑃 (𝑛𝑓 |𝑛𝑖𝑛) описывает плотность распределения частиц на экране
наблюдения дифракции. В этой модели 𝑛𝑖𝑛 означает эмиссионное состояние
частицы с импульсом p; 𝑛𝑓 — состояние частицы на регистрирующем экране,
параллельном плоскости дифракционной решетки; 𝑆[𝑛𝑓 , 𝑛, 𝑛𝑖𝑛] = k r𝑛𝑓 ,𝑛 +
+ k r𝑛,𝑛𝑖𝑛

— действие частицы по траектории от состояния 𝑛𝑖𝑛 до точки 𝑛𝑓 ,
проходящей через щель с номером 𝑛. Здесь k = p/~— волновое число части-
цы; r𝑛𝑓 ,𝑛, r𝑛,𝑛𝑖𝑛

— векторы между точками.
Квантовая система с дискретным энергетическим спектром 𝐸𝑛, 𝑛 = 1, 2,

. . . , описана методом функционального интегрирования в работе [15]. Систе-
ма совершает переходы между квантовыми состояниями 𝑛 под действием по-
ляризованной монохроматической электромагнитной волны, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 .
Вероятность квантового перехода 𝑃 (𝑛𝑓 , 𝑡𝑓 |𝑛𝑖𝑛, 𝑡𝑖𝑛) между состояниями 𝑛𝑖𝑛, 𝑛𝑓
за интервал времени (𝑡𝑓 − 𝑡𝑖𝑛) получена в виде (19), где действие определено
в соответствии с моделью системы.

Заключение. Построена модель пространства случайных совместных со-
бытий с определенными симметричной разностью и симметричной суммой
событий. Вероятность перехода системы между состояниями в процессе ее
стохастического движения в пространстве определяется уравнением, учиты-
вающим совместность событий. Для уравнения выполняется принцип соот-
ветствия, то есть если события не совместные, оно переходит в уравнение
марковского процесса.

Для случая, когда события лишь попарно совместны, уравнение иден-
тично уравнению квантовой механики, описывающего эволюцию квантовой
системы.

Представляет интерес исследование вероятности перехода системы между
состояниями на основании предложенного уравнения с учетом совместности
трех, четырех и более событий.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.

Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Abstract

A model of the space of random joint events is being constructed. In
space, along with the existence of a symmetric difference of joint events, a
new postulate is introduced about the existence of a symmetric sum of ran-
dom joint events. In the generated space, the stochastic equation of motion
of the system and the expression for the probabilities of the system’s tran-
sition between two events are modeled. The transition probability depends
on the probabilities of compatibility of two, three, etc. events. The equation
is equivalent to the Markov chain equation for incompatible events. The
equation is equivalent to the equation of quantum theory if the events are
compatible only in pairs.
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