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Дифференциальные уравнения
и математическая физика
УДК 519.633

Численный метод решения начально-краевой
задачи для многомерного нагруженного
параболического уравнения общего вида
с условиями третьего рода

З. В. Бештокова1,2

1 Северо-Кавказский центр математических исследований,
Северо-Кавказский федеральный университет,
Россия, 355017, Ставрополь, ул. Пушкина, 1.

2 Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х.М. Бербекова,
Россия, 360004, Нальчик, ул. Чернышевского, 173.

Аннотация
Исследуется начально-краевая задача для многомерного нагружен-

ного параболического уравнения общего вида с краевыми условиями
третьего рода. Для численного решения строится локально-одномерная
разностная схема А. А. Самарского с порядком аппроксимации 𝑂(ℎ2+𝜏).
Методом энергетических неравенств получены априорные оценки в диф-
ференциальной и разностной трактовках, откуда следуют единствен-
ность, устойчивость, а также сходимость решения локально-одномерной
разностной схемы к решению исходной дифференциальной задачи в 𝐿2-
норме со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы.
Построен алгоритм численного решения и проведены численные расче-
ты тестовых примеров, иллюстрирующие полученные в данной работе
теоретические выкладки.

Ключевые слова: параболическое уравнение, нагруженное уравнение,
разностные схемы, локально-одномерная схема, априорная оценка, устой-
чивость, сходимость, многомерная задача.
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Введение. Нагруженными дифференциальными уравнениями в литера-
туре принято называть уравнения, содержащие функции от решения на мно-
гообразиях меньшей размерности, чем размерность области определения ис-
комой функции [1]. Краевые задачи для нагруженных дифференциальных
уравнений возникают при изучении движения подземных вод в задачах уп-
равления качеством водных ресурсов, когда в водоем поступает из 𝑛 источни-
ков загрязняющее вещество определенной интенсивности, при построении ма-
тематической модели переноса дисперсных загрязнений в пограничном слое
атмосферы.

Среди таких задач наиболее сложными с точки зрения численной реа-
лизации считаются многомерные (по пространственным переменным) зада-
чи. Сложность заключается в значительном увеличении объема вычислений,
возникающем при переходе от одномерных задач к многомерным. В этой
связи актуальное значение приобретает задача построения экономичных раз-
ностных схем для численного решения многомерных задач, обладающих воз-
можностью достаточно эффективной стабилизации решений (устойчивостью)
и требующих при переходе со слоя на слой затраты числа арифметических
операций 𝑄, пропорционального числу узлов сетки, так что 𝑄 = 𝑂(ℎ−𝑝), где
ℎ = min

16𝑖6𝑝
ℎ𝑖, 𝑝— размерность области, ℎ𝑖 — шаг сетки по направлению 𝑥𝑖.

Настоящая работа посвящена построению локально-одномерных (эконо-
мичных) разностных схем для численного решения начально-краевой зада-
чи для многомерного нагруженного параболического уравнения общего вида
с краевыми условиями третьего рода, суть которой состоит в сведении перехо-
да со слоя на слой к последовательному решению ряда одномерных задач по
каждому из координатных направлений. При этом каждая из вспомогатель-
ных задач может не аппроксимировать исходную задачу, но в совокупности
и в специальных нормах такая аппроксимация имеет место [2–4].

В разработку теории нагруженных дифференциальных уравнений боль-
шой вклад внесли идеи работ [5, 6]. Отметим также, что в обзорных работах
A. M. Нахушева на многочисленных примерах показана практическая и тео-
ретическая важность исследований нагруженных дифференциальных урав-
нений. Одним из методов приближенного решения краевых задач для диф-
ференциальных уравнений является предложенный A. M. Нахушевым метод
редукции интегро-дифференциальных уравнений к нагруженным дифферен-
циальным уравнениям. В его работе [1] впервые указана связь нелокальных
задач с нагруженными уравнениями. Нелокальные задачи типа Бицадзе—
Самарского для уравнений Лапласа и теплопроводности эквивалентно реду-
цированы к локальным задачам для нагруженных дифференциальных урав-
нений.

1. Постановка задачи. В цилиндре 𝑄𝑇 = 𝐺 × [0 6 𝑡 6 𝑇 ], основанием
которого является 𝑝 -мерный прямоугольный параллелепипед

𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝) : 0 6 𝑥𝛼 6 𝑙𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝}

с границей Γ, 𝐺 = 𝐺 ∪ Γ, рассматривается задача

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐿𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)
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𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽−𝛼𝑢− 𝜇−𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

−𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽+𝛼𝑢− 𝜇+𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, 0 6 𝑡 6 𝑇,

(2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, (3)

где

𝐿𝑢 =

𝑝∑︁
𝛼=1

𝐿𝛼𝑢, 𝐿𝛼𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁
+ 𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
−

−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡),

𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶3,1(𝑄𝑇 ); 𝑟𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(𝑄𝑇 );

0 < 𝑐0 6 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) 6 𝑐1;

|𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝑘𝑥𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝑟𝑥𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝛽±𝛼(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐2;

𝑥𝑠𝛼 — фиксированная точка интервала (0, 𝑙𝛼), 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚; 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — по-
ложительные постоянные; 𝑄𝑇 = 𝐺 × (0 < 𝑡 6 𝑇 ]; 𝜇±𝛼(𝑥, 𝑡)— непрерывные
функции.

В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты уравнения и гра-
ничных условий из задачи (1)–(3) удовлетворяют необходимым по ходу изло-
жения условиям, обеспечивающим нужную гладкость решения 𝑢(𝑥, 𝑡) в ци-
линдре 𝑄𝑇 .

С помощью выбора коэффициентов 𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡) можно регулировать интен-
сивность источников (стоков) в точках 𝑥𝑠𝛼.

Далее через 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , будем обозначать положительные постоян-
ные, зависящие только от входных данных исходной дифференциальной за-
дачи (1)–(3).

Допуская существование регулярного решения задачи (1)–(3) в цилиндре
𝑄𝑇 , получим априорную оценку для ее решения. Для получения априорной
оценки воспользуемся методом энергетических неравенств. Умножим урав-
нение (1) скалярно на 𝑢 и получим энергетическое тождество:

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡
, 𝑢

)︁
=

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁
, 𝑢

)︂
+

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
, 𝑢

)︂
−

−
(︂ 𝑝∑︁

𝛼=1

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡), 𝑢

)︂
+
(︀
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︀
. (4)

Воспользуемся скалярным произведением и нормой:

𝑢2𝑥 =

𝑝∑︁
𝛼=1

𝑢2𝑥𝛼
, ‖𝑢‖2𝐿2(0,𝑙𝛼)

=

∫︁ 𝑙𝛼

0
𝑢2(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝛼,

9
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(︀
𝑢, 𝑣

)︀
=

∫︁
𝐺
𝑢𝑣 𝑑𝑥, (𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖20, ‖𝑢‖20 =

∫︁
𝐺
𝑢2 𝑑𝑥.

Справедлива следующая [7]
Теорема 1. Пусть Ω— область с гладкой границей 𝜕Ω. Для элементов

𝑢(𝑥) из 𝑊 1
2 (Ω) определены следы на областях Γ гладких гиперповерхностей

как элементы 𝐿2(Γ), и они непрерывно меняются. Для них справедливы
неравенства вида∫︁
Γ

[︀
𝑢(𝑥+ 𝑙𝑒1)− 𝑢(𝑥)

]︀2
𝑑𝑠 ≡ ‖𝑢(𝑥+ 𝑙𝑒1)− 𝑢(𝑥)‖22,Γ 6 𝑐𝑙

∫︁
𝑄𝑙(Γ)

𝑢2𝑥𝑑𝑥, 0 6 𝑙 6 𝛿,

и
‖𝑢(𝑥)‖22,Γ 6 𝑐

[︁1
𝛿
‖𝑢(𝑥)‖22, 𝑄𝛿(Γ)

+ 𝛿‖𝑢𝑥(𝑥)‖22, 𝑄𝛿(Γ)

]︁
,

где 𝑒1 — единичный вектор нормали к Γ в точке 𝑥, а 𝑄𝑙(Γ)— криволинейный
цилиндр, образованный отрезками этих нормалей длины 𝑙 (𝛿— наибольшая
из тех длин 𝑙, при которых 𝑄𝑙(Γ) ⊂ Ω), 𝑐— постоянная, не зависящая от
функции 𝑢(𝑥).

Для всех элементов 𝑣(𝑥) из 𝑊 1
2 (Ω) с «кусочно-гладкой границей» спра-

ведлива оценка∫︁
𝜕Ω
𝑣2𝑑𝑠 6 𝑐1

∫︁
Ω

(︀
|𝑣| · |𝑣𝑥|+ 𝑣2

)︀
𝑑𝑥 6 𝑐1

∫︁
Ω

[︁ 𝜀
𝑐1
𝑣2𝑥 +

(︁ 𝑐1
4𝜀

+ 1
)︁
𝑣2
]︁
𝑑𝑥 ≡

≡
∫︁
Ω

(︀
𝜀𝑣2𝑥 + 𝑐𝜀𝑣

2
)︀
𝑑𝑥, 𝜀 > 0.

Преобразуем интегралы, входящие в тождество (4), с учетом теоремы 1:(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡
, 𝑢

)︁
=

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20, (5)

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁
, 𝑢

)︂
=

=

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒𝑙𝛼
0
𝑑𝑥′ −

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︁ 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁2
𝑑𝑥. (6)

Далее для оценки слагаемых в правой части применим 𝜀-неравенство Коши:(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
, 𝑢

)︂
6

𝑝∑︁
𝛼=1

(︁
𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
, 𝑢

)︁
6 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀1(𝜀)‖𝑢‖20, (7)

−
(︂ 𝑝∑︁

𝛼=1

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡), 𝑢

)︂
=

= −
𝑝∑︁

𝛼=1

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡)

(︀
𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︀
6
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6
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

𝑚∑︁
𝑠=1

(︀
𝑢2(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥

𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡) +

(︀
𝑞𝑠𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︀2)︀
6

6
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

𝑚∑︁
𝑠=1

(︀
𝜀‖𝑢𝑥‖20 + 𝑐(𝜀)‖𝑢‖20 +𝑀2

(︀
1, 𝑢2

)︀)︀
6 𝜀𝑀3‖𝑢𝑥‖20 +𝑀4(𝜀)‖𝑢‖20, (8)

(︀
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︀
6

1

2
‖𝑓‖20 +

1

2
‖𝑢‖20, (9)

где 𝐺′ =
{︀
𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝) : 0 < 𝑥𝑘 < 𝑙𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝛼− 1,

𝛼+ 1, . . . , 𝑝
}︀
, 𝑑𝑥′ = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝛼−1𝑑𝑥𝛼+1 · · · 𝑑𝑥𝑝, 𝑐(𝜀) = 1/𝑙𝛼 + 1/𝜀, 𝜀 > 0.

Учитывая преобразования (5)–(9), из (4) получаем неравенство

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︁ 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁2
𝑑𝑥 6

6
𝑝∑︁

𝛼=1

∫︁
𝐺′
𝑢𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒𝑙𝛼
0
𝑑𝑥′ + 𝜀𝑀5‖𝑢𝑥‖20 +𝑀6(𝜀)‖𝑢‖20 +

1

2
‖𝑓‖20. (10)

Первое слагаемое в правой части (10) с учетом (2) оценим следующим обра-
зом:

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′
𝑢𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒𝑙𝛼
0
𝑑𝑥′ =

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︀
𝑘𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢𝑥𝛼(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)−

− 𝑘𝛼(0, 𝑥
′, 𝑡)𝑢𝑥𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡)𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)
)︀
𝑑𝑥′ =

=

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′

(︀
𝜇+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)−𝛽+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡)𝑢2(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡)−

− 𝛽−𝛼(0, 𝑥
′𝑡)𝑢2(0, 𝑥′, 𝑡) + 𝜇−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡)𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)
)︀
𝑑𝑥′. (11)

Из (11), пользуясь теоремой 1 и 𝜀-неравенством Коши, получим оценку

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′
𝑢𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

⃒⃒⃒𝑙𝛼
0
𝑑𝑥′ 6

6 𝜀𝑀7‖𝑢𝑥‖20 +𝑀8(𝜀)‖𝑢‖20 +
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′
(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝑑𝑥

′. (12)

Тогда из неравенства (10) с учетом (12) находим

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

(︁ 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁2
𝑑𝑥 6

6 𝜀𝑀9‖𝑢𝑥‖20 +𝑀10(𝜀)‖𝑢‖20 +
1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

∫︁
𝐺′
(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝑑𝑥

′ +
1

2
‖𝑓‖20. (13)

11
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Проинтегрируем (13) по 𝜏 от 0 до 𝑡, тогда получим

‖𝑢‖20 +
∫︁ 𝑡

0
‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 6 𝜀𝑀11

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 +𝑀12(𝜀)

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏+

+𝑀13

(︂∫︁ 𝑡

0

(︂
‖𝑓‖20 +

∫︁
𝐺′
(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝑑𝑥

′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

)︂
. (14)

Выбирая 𝜀 = 1/𝑀11, из (14) находим

‖𝑢‖20 6𝑀14

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀15

(︂∫︁ 𝑡

0

(︂
‖𝑓‖20 +

∫︁
𝐺′
(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝑑𝑥

′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

)︂
. (15)

На основании леммы Гронуолла [7] из (15) получаем неравенство

‖𝑢‖20 6𝑀
(︂∫︁ 𝑡

0

(︂
‖𝑓‖20 +

∫︁
𝐺′
(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝑑𝑥

′
)︂
𝑑𝜏 + ‖𝑢0(𝑥)‖20

)︂
, (16)

где 𝑀 зависит только от входных данных задачи (1)–(3).
Из априорной оценки (16) следует единственность решения исходной за-

дачи (1)–(3), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных
данных на каждом временном слое в 𝐿2-норме.

2. Построение локально-одномерной разностной схемы (ЛОС).
Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению
𝑂𝑥𝛼 с шагом ℎ𝛼 = 𝑙𝛼/𝑁𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝:

𝜔̄ℎ =

𝑝∏︁
𝛼=1

𝜔̄ℎ𝛼 , 𝜔̄ℎ𝛼 =
{︀
𝑥(𝑖𝛼)𝛼 = 𝑖𝛼~𝛼 : 𝑖𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑁𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝

}︀
,

~𝛼 =

{︃
ℎ𝛼, 𝑖𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑁𝛼 − 1,

ℎ𝛼/2, 𝑖𝛼 = 0, 𝑁𝛼.

По аналогии с [8] на отрезке [0, 𝑇 ] также введем равномерную сетку

𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0}

с шагом 𝜏 = 𝑇/𝑗0. Каждый из отрезков [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1] разобьем на 𝑝 частей, вве-
дя точки 𝑡𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑡𝑗 + 𝜏𝛼/𝑝, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝 − 1, и обозначим через Δ𝛼 =
= (𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝, 𝑡𝑗+𝛼/𝑝] полуинтервал, где 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝.

Уравнение (1) перепишем в виде

$𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿𝑢− 𝑓 = 0,

или
𝑝∑︁

𝛼=1

$𝛼𝑢 = 0, $𝛼𝑢 =
1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿𝛼𝑢− 𝑓𝛼,

12
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где 𝑓𝛼(𝑥, 𝑡), 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝,— произвольные функции, обладающие той же
гладкостью, что и 𝑓(𝑥, 𝑡), удовлетворяющие условию нормировки

∑︀𝑝
𝛼=1𝑓𝛼 = 𝑓.

На каждом полуинтервале Δ𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, будем последовательно ре-
шать задачи

$𝛼𝜗𝛼 =
1

𝑝

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑡
− 𝐿𝛼𝜗(𝛼) − 𝑓𝛼 = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ Δ𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (17)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘𝛼
𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽−𝛼𝜗(𝛼) − 𝜇−𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 0,

−𝑘𝛼
𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼
= 𝛽+𝛼𝜗(𝛼) − 𝜇+𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼,

(18)

полагая при этом [8, с. 522]

𝜗(1)(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝜗(𝛼)(𝑥, 𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝) = 𝜗(𝛼−1)(𝑥, 𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝), 𝛼 = 2, 3, . . . 𝑝,

𝜗(1)(𝑥, 𝑡𝑗) = 𝜗(𝑝)(𝑥, 𝑡𝑗), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0.

Аналогично [8, c. 401] получим для уравнения (17) номера 𝛼 монотонную
схему второго порядка аппроксимации по ℎ𝛼. Для этого рассмотрим послед-
нее уравнение при фиксированном 𝛼 с возмущенным оператором ̃︀𝐿𝛼:

1

𝑝

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑡
= ̃︀𝐿𝛼𝜗(𝛼) + 𝑓(𝛼), 𝑡 ∈ Δ𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (19)

где

̃︀𝐿𝛼𝜗(𝛼) = κ𝛼
𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼

)︁
+ 𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼
−

−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼𝜗(𝛼)(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡),

κ𝛼 =
1

1 +𝑅𝛼
, 𝑅𝛼 =

1

2

ℎ𝛼|𝑟𝛼|
𝑘𝛼

— разностное число Рейнольдса,

𝑟+𝛼 =
1

2
(𝑟𝛼 + |𝑟𝛼|) > 0, 𝑟−𝛼 =

1

2
(𝑟𝛼 − |𝑟𝛼|) 6 0, 𝑏+𝛼 =

𝑟+𝛼
𝑘𝛼
, 𝑏−𝛼 =

𝑟−𝛼
𝑘𝛼
,

𝑟𝛼 = 𝑟+𝛼 + 𝑟−𝛼 , 𝑎(1𝛼) = 𝑎𝑖𝛼+1, 𝑎𝛼 = 𝑘𝛼(𝑥𝑖𝛼−1/2, 𝑡), 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = 𝑓𝛼(𝑥, 𝑡),

~𝛼 =

{︃
ℎ𝛼, 𝑖𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑁𝛼 − 1,

ℎ𝛼/2, 𝑖𝛼 = 0, 𝑁𝛼,
𝑑𝑠𝛼 = 𝑞𝑠𝛼(𝑥𝑖𝛼 , 𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑗+1/2.

Аппроксимируем каждое уравнение (18), (19) номера 𝛼 двухслойной неяв-
ной схемой на полуинтервале (𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝, 𝑡𝑗+𝛼/𝑝], тогда получим цепочку из 𝑝
одномерных разностных уравнений:

𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ𝛼 , (20)
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Λ̃𝛼𝑦 = κ𝛼(𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼

)𝑥𝛼 + 𝑏+𝛼𝑎
(+1𝛼)
𝛼 𝑦𝑗+𝛼/𝑝

𝑥𝛼
+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼

−

−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

),

𝑥−𝑖𝛼𝑠
=
𝑥
(𝑖𝛼𝑠+1)
𝛼 − 𝑥𝑠𝛼

ℎ𝛼
, 𝑥+𝑖𝛼𝑠

=
𝑥𝑠𝛼 − 𝑥

(𝑖𝛼𝑠 )
𝛼

ℎ𝛼
, 𝑥(𝑖𝛼𝑠 )

𝛼 6 𝑥𝑠𝛼 6 𝑥
(𝑖𝛼𝑠+1)
𝛼 .

К уравнению (20) надо присоединить граничные и начальное условия.
Запишем разностный аналог для граничных условий (2):⎧⎨⎩𝑎

(1𝛼)
𝛼 𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

= 𝛽−𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

−𝑎(𝑁𝛼)
𝛼 𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼,𝑁𝛼

= 𝛽+𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑁𝛼

− 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼.
(21)

Условия (21) имеют порядок аппроксимации 𝑂(ℎ𝛼). Повысим порядок ап-
проксимации до 𝑂(ℎ2𝛼) на решениях уравнения (17) при каком-либо 𝛼:

𝑎(1𝛼)𝛼 𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

= 𝛽−𝛼𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝜇−𝛼 +𝑂(ℎ𝛼),

𝑎(1𝛼)𝛼 = 𝑘
(𝛼)
1/2 = 𝑘0 + 𝑘′0

ℎ𝛼
2

+ 𝑘′′0
ℎ2𝛼
8

+𝑂(ℎ3𝛼),

𝜗1(𝛼) − 𝜗0(𝛼)

ℎ𝛼
= 𝜗(𝛼)𝑥𝛼,0 = 𝜗′(𝛼) + 𝜗′′(𝛼)

ℎ𝛼
2

+𝑂(ℎ2𝛼),

𝑎(1𝛼)𝛼 𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

= 𝑘(𝛼)𝜗′(𝛼),0 + (𝑘(𝛼)𝜗′(𝛼))
′ℎ𝛼
2

+𝑂(ℎ2𝛼),

𝑘(𝛼)𝜗′(𝛼),0 = 𝑎(1𝛼)𝛼 𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 1

2
ℎ𝛼(𝑘

(𝛼)𝜗′(𝛼))
′ +𝑂(ℎ2𝛼) =

= 𝑎(1𝛼)𝛼 𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 1

2
ℎ𝛼

(︁1
𝑝

𝜕𝜗𝑗+𝛼/𝑝

𝜕𝑡
− 𝑟𝛼

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼
+

+

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼𝜗(𝛼)(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡)− 𝑓𝛼

)︁
+𝑂(ℎ2𝛼).

Итак,

𝑎(1𝛼)𝛼 𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 1

2
ℎ𝛼

(︁1
𝑝
𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
𝑡

− 𝑟𝛼𝜗(𝛼)𝑥𝛼,0+

+
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼𝜗(𝛼)(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡)− 𝑓𝛼

)︁
=

= 𝛽−𝛼𝜗
𝑗+𝛼/𝑝
0 −

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼𝜗(𝛼)(𝑥1, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥
𝑠
𝛼, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡)− 𝜇−𝛼 +

+𝑂(ℎ2𝛼) +𝑂(ℎ𝛼𝜏). (22)
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В (22) отбросим величины порядка малости 𝑂(ℎ2𝛼) и 𝑂(ℎ𝛼𝜏), заменим 𝜗(𝛼) на
𝑦(𝛼) = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝, тогда (22) перепишется так:

(︁
𝑎(1𝛼)𝛼 +

1

2
ℎ𝛼𝑟

(0)
𝛼

)︁
𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 1

2

ℎ𝛼
𝑝
𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑡

=

= 𝛽−𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
0 +

1

2
ℎ𝛼𝑑

0
𝛼(𝑦

(𝛼)
𝑖𝛼0
𝑥−𝑖𝛼0

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼0+1𝑥

+
𝑖𝛼0

)− 𝜇−𝛼 − 1

2
ℎ𝛼𝑓𝛼,0, 𝑥𝛼 = 0,

или

1

2
ℎ𝛼
𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝑦

𝑗+(𝛼−1)/𝑝
0

𝜏
= κ−𝛼𝑎

(1𝛼)
𝛼 𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
0 −

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

) + 𝜇−𝛼,

1

2
ℎ𝛼
𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑁𝛼

− 𝑦
𝑗+(𝛼−1)/𝑝
𝑁𝛼

𝜏
= −κ+𝛼𝑎

(𝑁𝛼)
𝛼 𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼,𝑁𝛼

− 𝛽+𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑁𝛼

−

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(𝑁𝛼)
𝑠𝛼 (𝑦

(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

) + 𝜇+𝛼,

где

𝜇−𝛼 = 𝜇−𝛼 +
1

2
ℎ𝛼𝑓𝛼,0, 𝜇+𝛼 = 𝜇+𝛼 +

1

2
ℎ𝛼𝑓𝛼,𝑁𝛼 , 𝜇±𝛼 = 𝜇±𝛼(𝑡𝑗);

κ−𝛼 =
(︁
1 +

1

2

ℎ𝛼|𝑟(0)𝛼 |
𝑘
(1/2)
𝛼

)︁−1
, 𝑟(0)𝛼 6 0; κ+𝛼 =

(︁
1 +

1

2

ℎ𝛼|𝑟(𝑁𝛼)
𝛼 |

𝑘
(𝑁𝛼−1/2)
𝛼

)︁−1
, 𝑟(𝑁𝛼)

𝛼 > 0.

Таким образом, приходим к цепочке одномерных схем с нелокальными
граничными условиями при каждом 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝:

𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ𝛼 , (23)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1

2
ℎ𝛼
𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ−

𝛼 𝑦
(𝛼) + 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

1

2
ℎ𝛼
𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ+

𝛼 𝑦
(𝛼) + 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼,

(24)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (25)

где

Λ̃𝛼𝑦
(𝛼) = κ𝛼(𝑎𝛼𝑦

(𝛼)
𝑥𝛼

)𝑥𝛼 + 𝑏+𝛼𝑎
(+1𝛼)
𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼

+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦
(𝛼)
𝑥̄𝛼

−

−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

);

15
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Λ−
𝛼 𝑦

(𝛼) = κ−𝛼𝑎
(1𝛼)
𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑦
(𝛼)
0 −

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

), 𝑥𝛼 = 0;

Λ+
𝛼 𝑦

(𝛼) = −κ+𝛼𝑎
(𝑁𝛼)
𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼,𝑁𝛼

− 𝛽+𝛼𝑦
(𝛼)
𝑁𝛼

−

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(𝑁𝛼)
𝑠𝛼 (𝑦

(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

), 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼;

1

𝑝
𝑦
(𝛼)
𝑡

=
𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
.

Задачу (23)–(25) перепишем в операторном виде

𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ𝛼𝑦

(𝛼) +Φ𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ𝛼 , (26)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),

где

Λ𝛼𝑦
(𝛼) =

⎧⎪⎨⎪⎩
Λ̃𝛼𝑦

(𝛼), 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ𝛼 ,
1

0.5ℎ𝛼
Λ−
𝛼 𝑦

(𝛼), 𝑥𝛼 = 0,
1

0.5ℎ𝛼
Λ+
𝛼 𝑦

(𝛼), 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼,

Φ𝛼 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙𝛼, 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ𝛼 ,
1

0.5ℎ𝛼
𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

1
0.5ℎ𝛼

𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼.

3. Погрешность аппроксимации ЛОС. Характеристикой точности
решения локально-одномерной схемы является разность 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝 −
−𝑢𝑗+𝛼/𝑝, где 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 — решение исходной задачи (1)–(3). Подставляя 𝑦𝑗+𝛼/𝑝 =

= 𝑧𝑗+𝛼/𝑝+𝑢𝑗+𝛼/𝑝 в разностную задачу (23)–(25), получим задачу для погреш-
ности 𝑧𝑗+𝛼/𝑝:

𝑧𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑧𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑧

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , (27)

где 𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙
𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
.

Обозначив через

𝜓𝛼 =
(︁
𝐿𝛼𝑢+ 𝑓𝛼 − 1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︁𝑗+1/2

и замечая, что
∑︀𝑝

𝛼=1 𝜓𝛼 = 0, если
∑︀𝑝

𝛼=1 𝑓𝛼 = 𝑓, представим погрешность
в (27) в виде суммы 𝜓

𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = 𝜓𝛼 + 𝜓*

𝛼:

𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
+ 𝜓𝛼 − 𝜓𝛼 =

= (Λ̃𝛼𝑢
𝑗+𝛼/𝑝 − 𝐿𝛼𝑢

𝑗+1/2) + (𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑓 𝑗+1/2

𝛼 )−

−
(︁𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
− 1

𝑝

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡

)︁𝑗+1/2)︁
+ 𝜓𝛼 = 𝜓𝛼 + 𝜓*

𝛼.

Очевидно, что

16
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𝜓*
𝛼 = 𝑂(ℎ2𝛼 + 𝜏), 𝜓𝛼 = 𝑂(1),

𝑝∑︁
𝛼=1

𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 =

𝑝∑︁
𝛼=1

𝜓𝛼 +

𝑝∑︁
𝛼=1

𝜓*
𝛼 = 𝑂(|ℎ|2 + 𝜏).

Запишем граничное условие 𝑥𝛼 = 0 так:

1

2
ℎ𝛼
𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝑦

𝑗+(𝛼−1)/𝑝
0

𝜏
= κ−𝛼𝑎

(1𝛼)
𝛼 𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
0 −

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

) +
1

2
ℎ𝛼𝑓𝛼,0 + 𝜇−𝛼.

Пусть 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝−𝑢𝑗+𝛼/𝑝, где 𝑢— решение исходной дифференциальной
задачи (1)–(3). Подставляя 𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 + 𝑢𝑗+𝛼/𝑝, получим

1

2
ℎ𝛼
𝑧
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝑧

𝑗+(𝛼−1)/𝑝
0

𝜏
= κ−𝛼𝑎

(1𝛼)
𝛼 𝑧

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑧
𝑗+𝛼/𝑝
0 −

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑧
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑧
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

)+

+ κ−𝛼𝑎
(1𝛼)
𝛼 𝑢

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑢
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑢
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

)−

− 1

2
ℎ𝛼
𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝑢

𝑗+(𝛼−1)/𝑝
0

𝜏
+

1

2
ℎ𝛼𝑓𝛼,0 + 𝜇−𝛼.

К правой части полученного выражения добавим и вычтем

1

2
ℎ𝛼𝜓𝛼 =

1

2
ℎ𝛼

[︂
𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁
+ 𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
−

−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥
𝑠
𝛼, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡) + 𝑓𝛼 − 1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡

]︂𝑗+1/2

𝑥𝛼=0

.

Тогда

𝜓−𝛼 =
1

2
ℎ𝛼

(︁
𝑓𝛼,0 −

𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝑢

𝑗+(𝛼−1)/𝑝
0

𝜏

)︁
+ κ−𝛼𝑎

(1𝛼)
𝛼 𝑢

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
0 −

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑢
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+𝑢
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

)+𝜇−𝛼−
1

2
ℎ𝛼

[︂
𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁
+𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
−

−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥
𝑠
𝛼, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡) + 𝑓𝛼 − 1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡

]︂𝑗+1/2

𝑥𝛼=0

+
1

2
ℎ𝛼𝜓𝛼 =

=
1

2
ℎ𝛼

(︁
𝑓𝛼,0−

𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝑢

𝑗+(𝛼−1)/𝑝
0

𝜏

)︁
+𝑎(1𝛼)𝛼 𝑢

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

+
1

2
ℎ𝛼𝑟

(0)
𝛼 𝑢

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

−

− 𝛽−𝛼𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑢
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑢
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

) + 𝜇−𝛼 −
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− 1

2
ℎ𝛼

[︁ 𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁]︁𝑗+1/2
− 1

2
ℎ𝛼

(︁
𝑓𝛼,0 −

1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︁𝑗+1/2
+

+
1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞𝑠𝛼𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥
𝑠
𝛼, . . . , 𝑥𝑝, 𝑡)−

1

2
ℎ𝛼𝑟

(0)
𝛼 𝑢

𝑗+1/2
𝑥𝛼,0

+
1

2
ℎ𝛼𝜓𝛼 +𝑂(ℎ𝛼𝜏) =

= 𝑎(1𝛼)𝛼 𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

+
1

2
ℎ𝛼𝑟

(0)
𝛼 𝑢

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑢
𝑗+𝛼/𝑝
0 + 𝜇−𝛼 −

− 1

2
ℎ𝛼

[︁ 𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁]︁𝑗+1/2
− 1

2
ℎ𝛼𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢𝑗+1/2

𝜕𝑥𝛼
+

1

2
ℎ𝛼𝜓𝛼 +

+𝑂(ℎ2𝛼) +𝑂(ℎ𝛼𝜏) = 𝑘𝛼
𝜕𝑢𝑗+𝛼/𝑝

𝜕𝑥𝛼
+

1

2
ℎ𝛼

[︁ 𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁]︁𝑗+𝛼/𝑝

0
− 𝛽−𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝
0 −

− 1

2
ℎ𝛼

[︁ 𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︁]︁𝑗+1/2
+ 𝜇−𝛼 +

1

2
ℎ𝛼𝜓𝛼 +𝑂(ℎ2𝛼) +𝑂(ℎ𝛼𝜏) =

=
(︁
𝑘𝛼
𝜕𝑢𝑗+𝛼/𝑝

𝜕𝑥𝛼
− 𝛽−𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝
0 + 𝜇−𝛼

)︁
𝑥𝛼=0

+
1

2
ℎ𝛼𝜓𝛼 +𝑂(ℎ2𝛼) +𝑂(ℎ𝛼𝜏).

В силу граничных условий (2) выражение, стоящее в скобках, есть ноль. По-
этому

𝜓−𝛼 =
1

2
ℎ𝛼𝜓−𝛼 + 𝜓*

−𝛼, 𝜓*
−𝛼 = 𝑂(ℎ2𝛼 + 𝜏) +𝑂(ℎ𝛼𝜏),

имеем

1

2
ℎ𝛼
𝑧
𝑗+𝛼/𝑝
0 − 𝑧

𝑗+(𝛼−1)/𝑝
0

𝜏
= κ−𝛼𝑎

(1𝛼)
𝛼 𝑧

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑧
𝑗+𝛼/𝑝
0 −

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(0)𝑠𝛼 (𝑧
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑧
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

) +
1

2
ℎ𝛼𝜓−𝛼 + 𝜓*

−𝛼,

1

2
ℎ𝛼
𝑧
𝑗+𝛼/𝑝
𝑁𝛼

− 𝑧
𝑗+(𝛼−1)/𝑝
𝑁𝛼

𝜏
= −κ+𝛼𝑎

(𝑁𝛼)
𝛼 𝑧

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼,𝑁𝛼

− 𝛽+𝛼𝑧
𝑗+𝛼/𝑝
𝑁𝛼

−

− 1

2
ℎ𝛼

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑(𝑁𝛼)
𝑠𝛼 (𝑧

(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑧
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

) +
1

2
ℎ𝛼𝜓+𝛼 + 𝜓*

+𝛼.

Итак, задачу для погрешности 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 запишем в виде

𝑧𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑧𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑧

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ𝛼 , (28)

1

2
ℎ𝛼
𝑧𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑧𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ−

𝛼 𝑧
(𝛼) + 𝜓−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

1

2
ℎ𝛼
𝑧𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑧𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ+

𝛼 𝑧
(𝛼) + 𝜓+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼,

𝑧(𝑥, 0) = 0,

18
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где

𝜓𝛼 = 𝜓𝛼 + 𝜓*
𝛼, 𝜓𝛼 = 𝑂(1), 𝜓*

𝛼 = 𝑂(ℎ2𝛼 + 𝜏),

𝑝∑︁
𝛼=1

𝜓𝛼 = 0,

𝜓−𝛼 =
1

2
ℎ𝛼𝜓−𝛼 + 𝜓*

−𝛼, 𝜓+𝛼 =
1

2
ℎ𝛼𝜓+𝛼 + 𝜓*

+𝛼,

𝜓±𝛼 = 𝑂(ℎ2𝛼 + 𝜏), 𝜓±𝛼 = 𝑂(1),

𝑝∑︁
𝛼=1

𝜓±𝛼 = 0.

4. Устойчивость локально-одномерной схемы. Умножим уравнение
(26) скалярно на 𝑦(𝛼) = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝:[︁1

𝑝
𝑦
(𝛼)
𝑡
, 𝑦(𝛼)

]︁
𝛼
−
[︀
Λ𝛼𝑦

(𝛼), 𝑦(𝛼)
]︀
𝛼
=

[︀
Φ(𝛼), 𝑦(𝛼)

]︀
𝛼
, (29)

где [︀
𝑢, 𝑣

]︀
=

∑︁
𝑥∈𝜔̄ℎ

𝑢𝑣𝐻, 𝐻 =

𝑝∏︁
𝛼=1

~𝛼,
[︀
𝑢, 𝑣

]︀
𝛼
=

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=0

𝑢𝑖𝛼𝑣𝑖𝛼~𝛼,

~𝛼 =

{︃
ℎ𝛼, 𝑖𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑁𝛼 − 1,

ℎ𝛼/2, 𝑖𝛼 = 0, 𝑁𝛼,
‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

=

𝑁𝛼∑︁
𝑖𝛼=0

𝑦2~𝛼,

‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
=

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
𝐻/~𝛼.

Преобразуем каждое слагаемое тождества (29):[︁1
𝑝
𝑦
(𝛼)
𝑡
, 𝑦(𝛼)

]︁
𝛼
=

1

2𝑝

(︀
‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︀
𝑡
+

𝜏

2𝑝
‖𝑦𝑡‖2𝐿2(𝛼)

, (30)

где ‖ · ‖𝐿2(𝛼) означает, что норма берется по переменной 𝑥𝛼 при фиксирован-
ных значениях остальных переменных.[︀

Λ𝛼𝑦
(𝛼), 𝑦(𝛼)

]︀
𝛼
=

(︀
Λ̃𝛼𝑦

(𝛼), 𝑦(𝛼)
)︀
𝛼
+ Λ−

𝛼 𝑦
(𝛼)𝑦

(𝛼)
0 + Λ+

𝛼 𝑦
(𝛼)𝑦

(𝛼)
𝑁𝛼

=

=
(︀
κ𝛼(𝑎𝛼𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼

)𝑥𝛼 , 𝑦
(𝛼)

)︀
𝛼
+
(︀
𝑏+𝛼𝑎

(+1𝛼)
𝛼 𝑦(𝛼)𝑥𝛼

, 𝑦(𝛼)
)︀
𝛼
+
(︀
𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼
, 𝑦(𝛼)

)︀
𝛼
−

−
[︁ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

), 𝑦(𝛼)
]︁
𝛼
+ (κ−𝛼𝑎

(1𝛼)
𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑥𝛼,0

− 𝛽−𝛼𝑦
(𝛼))𝑦

(𝛼)
0 −

− (κ+𝛼𝑎
(𝑁𝛼)
𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼,𝑁𝛼

+ 𝛽+𝛼𝑦
(𝛼)
𝑁𝛼

)𝑦
(𝛼)
𝑁𝛼
. (31)

Так как
κ𝛼 =

1

1 +𝑅𝛼
= 1− 0.5ℎ|𝑟𝛼|

𝑘𝛼
+𝑂(ℎ2),

κ𝛼 заменим на 1− 0.5ℎ|𝑟𝛼|
𝑘𝛼

. Тогда выражение (31) перепишем в виде
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[︀
Λ𝛼𝑦

(𝛼), 𝑦(𝛼)
]︀
𝛼
= −

(︀
κ−1𝑎𝛼, 𝑦

2
𝑥̄𝛼

]︀
𝛼
+
(︀
𝑏+𝛼𝑎

(+1𝛼)
𝛼 𝑦(𝛼)𝑥𝛼

, 𝑦(𝛼)
)︀
𝛼
+

+
(︀
𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼
, 𝑦(𝛼)

)︀
𝛼
−
[︁ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

), 𝑦(𝛼)
]︁
𝛼
−

−
(︀
𝑎𝛼𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼
,κ𝑥̄𝑦

(𝛼)
]︀
𝛼
− 𝛽−𝛼𝑦

2
0 − 𝛽+𝛼𝑦

2
𝑁𝛼
, (32)

[︀
Φ(𝛼), 𝑦(𝛼)

]︀
𝛼
=

(︀
𝜙(𝛼), 𝑦(𝛼)

)︀
𝛼
+ 𝜇−𝛼𝑦

(𝛼)
0 + 𝜇+𝛼𝑦

(𝛼)
𝑁𝛼

=

=
(︀
𝜙(𝛼), 𝑦(𝛼)

)︀
𝛼
+
(︁
𝜇−𝛼 +

1

2
ℎ𝛼𝑓𝛼,0

)︁
𝛼
𝑦
(𝛼)
0 ~𝛼 +

(︁
𝜇+𝛼 +

1

2
ℎ𝛼𝑓𝛼,𝑁𝛼

)︁
𝑦
(𝛼)
𝑁𝛼

~𝛼 =

=
[︀
𝜙(𝛼), 𝑦(𝛼)

]︀
𝛼
+ 𝜇−𝛼𝑦

(𝛼)
0 + 𝜇+𝛼𝑦

(𝛼)
𝑁𝛼
. (33)

C помощью леммы 1 из [9] находим оценки для слагаемых, входящих в пра-
вую часть (32):

−
(︀
κ−1𝑎𝛼, 𝑦

2
𝑥̄𝛼

]︀
𝛼
6 −𝑀1‖𝑦𝑥̄𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

,

−
(︀
𝑎𝛼𝑦

(𝛼)
𝑥̄𝛼
,κ𝑥̄𝑦

(𝛼)
]︀
𝛼
+
(︀
𝑏+𝛼𝑎

(+1𝛼)
𝛼 𝑦𝑥𝛼 , 𝑦

(𝛼)
)︀
𝛼
+
(︀
𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦𝑥̄𝛼 , 𝑦

(𝛼)
)︀
𝛼
6

6𝑀2

(︁
𝜀‖𝑦𝑥̄𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+
1

4𝜀
‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︁
,

−
[︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

), 𝑦(𝛼)
]︂
𝛼

6

6 −(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

)

[︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼 , 𝑦
(𝛼)

]︂
𝛼

6

6
1

2
(𝑦

(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

)2 +
1

2

[︂ 𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼 , 𝑦
(𝛼)

]︂2
𝛼

6

6𝑀3

(︀
𝜀‖𝑦𝑥̄𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+ 𝑐(𝜀)‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︀
,

−𝛽−𝛼𝑦
2
0 − 𝛽+𝛼𝑦

2
𝑁𝛼
6 𝑐2(𝑦

2
0 + 𝑦2𝑁 ) 6 𝑐2

(︀
𝜀‖𝑦𝑥̄𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+ 𝑐(𝜀)‖𝑦‖2𝐿2(𝛼)

)︀
,[︀

𝜙(𝛼), 𝑦(𝛼)
]︀
𝛼
6

1

2
‖𝜙(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

+
1

2
‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

,

𝜇−𝛼𝑦
(𝛼)
0 + 𝜇+𝛼𝑦

(𝛼)
𝑁𝛼
6
𝜇2−𝛼

2
+
𝜇2+𝛼

2
+

1

2

[︀
(𝑦

(𝛼)
0 )2 + (𝑦

(𝛼)
𝑁𝛼

)2
]︀
6

1

2

(︀
𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼

)︀
+

+ 𝜀‖𝑦(𝛼)𝑥̄𝛼
]|2𝐿2(𝛼)

+ 𝑐(𝜀)‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
,

где 𝜀 > 0, 𝑐(𝜀) = 1/𝑙𝛼 + 1/𝜀.
Подставляя (30), (33) и все полученные оценки после суммирования по

𝑖𝛽 ̸= 𝑖𝛼, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝, в тождество (29), находим
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1

2𝑝

(︀
‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

)︀
𝑡
+𝑀1‖𝑦𝑥̄𝛼 ]|2𝐿2(𝜔̄ℎ)

6

6 𝜀𝑀4‖𝑦(𝛼)𝑥̄𝛼
]|2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+𝑀5(𝜀)‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

+
1

2

(︂
‖𝜙(𝛼)‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~𝛼
)︂
.

Выбирая 𝜀 6 𝑀1
2𝑀4

, из последнего находим

1

2𝑝

(︀
‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

)︀
𝑡
+
𝑀1

2
‖𝑦(𝛼)𝑥̄𝛼

]|2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6𝑀6‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+

+
1

2

(︂
‖𝜙(𝛼)‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼(𝑡𝑗) + 𝜇2+𝛼(𝑡𝑗))𝐻/~𝛼
)︂
. (34)

Просуммируем (34) сначала по 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝:

1

2𝜏
‖𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

− 1

2𝜏
‖𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
𝑀1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼

]|2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6

6𝑀6

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

1

2

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
‖𝜙𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~𝛼
)︂
,

(35)

а затем, умножая обе части на 2𝜏 и суммируя по 𝑗′ от 0 до 𝑗, получаем

‖𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝

𝑥̄𝛼
]|2𝐿2(𝜔̄ℎ)

6𝑀7

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝑦𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

+𝑀8

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
‖𝜙𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~𝛼
)︂
+ ‖𝑦0‖2𝐿2

)︂
. (36)

Из (36) имеем

‖𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6𝑀7

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝑦𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+𝑀8𝐹

𝑗 , (37)

𝐹 𝑗 =

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
‖𝜙𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~𝛼
)︂
+ ‖𝑦0‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

.
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Покажем,что имеет место неравенство

max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6 𝜈1

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+ 𝜈2𝐹

𝑗 ,

где 𝜈1, 𝜈2 — известные положительные постоянные.
Перепишем неравенство (35) в следующем виде:

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6 ‖𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+

+ 2𝜏𝑀6‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+ 𝜏

(︂
‖𝜙𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~𝛼
)︂
. (38)

Просуммируем (38) по 𝛼′ от 1 до 𝛼, тогда получим

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6 ‖𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+ 2𝜏𝑀6

𝛼∑︁
𝛼′=1

‖𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

+ 𝜏
𝛼∑︁

𝛼′=1

(︂
‖𝜙𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖′𝛼

(𝜇2−𝛼′ + 𝜇2+𝛼′)𝐻/~𝛼
)︂
6

6 ‖𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+ 2𝜏𝑀6

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

+ 𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
‖𝜙𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~𝛼
)︂
. (39)

Не нарушая общности, можно считать, что

max
16𝛼′6𝑝

‖𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
= ‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

,

в противном случае (38) будем суммировать до такого 𝛼, при котором
‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

достигает максимального значения при фиксированном 𝑗. То-
гда (39) перепишем в виде

max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6 ‖𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+ 2𝑝𝜏𝑀6 max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

+ 𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
‖𝜙𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~𝛼
)︂
. (40)

Так как из (37) следует, что

‖𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6𝑀7

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+𝑀8𝐹

𝑗 , (41)
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из (40) с учетом (41) имеем

(1− 2𝑝𝜏𝑀6) max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6𝑀7

𝑗−1∑︁
𝑗 ′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+𝑀9𝐹

𝑗 .

Выбирая 𝜏 6 𝜏0 = 1
4𝑝𝑀6

, из последнего находим

max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6 𝜈1

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+ 𝜈2𝐹

𝑗 .

Вводя обозначение 𝑔𝑗+1 = max
16𝛼6𝑝

‖𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
, последнее соотношение

можно переписать в виде

𝑔𝑗+1 6 𝜈1

𝑗∑︁
𝑘=1

𝜏𝑔𝑘 + 𝜈2𝐹
𝑗 , (42)

где 𝜈1, 𝜈2 — известные положительные постоянные.
Применяя к (42) лемму 4 [10, с. 171], получаем априорную оценку

‖𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
6𝑀

[︂
‖𝑦0‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜙𝑗′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔̄ℎ)
+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡𝑗′) + 𝜇2+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡𝑗′)

)︀
𝐻/~𝛼

]︂
, (43)

где 𝑀 = const > 0 не зависит от ℎ𝛼 и 𝜏 , 𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝).
Итак, справедлива
Теорема 2. Локально-одномерная схема (23)–(25) устойчива по началь-

ным данным и правой части, так что для решения разностной задачи (23)–
(25) при 𝜏 6 𝜏0 справедлива оценка (43).

5. Сходимость локально-одномерной схемы. По аналогии с [8, с. 528]
представим решение задачи (28) в виде суммы 𝑧(𝛼) = 𝜐(𝛼)+𝜂(𝛼), 𝑧(𝛼) = 𝑧𝑗+𝛼/𝑝,
где 𝜂(𝛼) определяется условиями

𝜂(𝛼) − 𝜂(𝛼−1)

𝜏
= 𝜓𝛼, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ𝛼 + 𝛾ℎ,𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (44)

𝜂(𝑥, 0) = 0,

где

𝜓𝛼 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜓𝛼, 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ𝛼 ,

𝜓−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

𝜓+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼.
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Из (44) следует 𝜂𝑗+1 = 𝜂(𝑝) = 𝜂𝑗 + 𝜏(𝜓1+𝜓2+ · · ·+𝜓𝑝) = 𝜂𝑗 = · · · = 𝜂0 = 0,
так как 𝜂0 = 0.

Тогда для 𝜂𝛼 имеем

𝜂(𝛼) = 𝜏(𝜓1 + 𝜓2 + · · ·+ 𝜓𝛼) = −𝜏(𝜓𝛼+1 + · · ·+ 𝜓𝑝) = 𝑂(𝜏).

Функция 𝜐(𝛼) определяется условиями

𝜐(𝛼) − 𝜐(𝛼−1)

𝜏
= Λ̃𝛼𝜐(𝛼) + 𝜓𝛼, 𝜓𝛼 = Λ̃𝛼𝜂(𝛼) + 𝜓*

𝛼, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ𝛼 , (45)

1

2
ℎ𝛼
𝜐(𝛼) − 𝜐(𝛼−1)

𝜏
= Λ−

𝛼𝜐(𝛼) + 𝜓−𝛼, 𝜓−𝛼 = Λ−
𝛼 𝜂(𝛼) + 𝜓*

−𝛼, 𝑥𝛼 = 0, (46)

1

2
ℎ𝛼
𝜐(𝛼) − 𝜐(𝛼−1)

𝜏
= Λ+

𝛼𝜐(𝛼) + 𝜓+𝛼, 𝜓+𝛼 = Λ+
𝛼 𝜂(𝛼) + 𝜓*

+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, (47)

𝜐(𝑥, 0) = 0. (48)

Если существуют непрерывные в замкнутой области 𝑄𝑇 производные

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑥
2
𝛽

,
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑡
,

𝜕3𝑘

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥2𝛽
,

𝜕2𝑘

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑡
,

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2𝛽
,

𝜕𝑟

𝜕𝑡
,

𝜕2𝑞𝑠
𝜕𝑥2𝛽

,
𝜕𝑞𝑠
𝜕𝑡

,
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝛽
,

𝜕𝑓

𝜕𝑡
, 1 6 𝛼, 𝛽 6 𝑝, 𝛼 ̸= 𝛽,

то Λ𝛼𝜂(𝛼) = −𝜏Λ𝛼(𝜓𝛼+1 + · · ·+ 𝜓𝑝) = 𝑂(𝜏), Λ±
𝛼 𝜂(𝛼) = 𝑂(𝜏).

Решение задачи (45)–(48) оценим с помощью теоремы 2:

‖𝜐𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6𝑀(𝑇 )

[︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜓𝑗′+𝛼/𝑝
𝛼 ‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜓2
−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡𝑗′) + 𝜓2
+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥

′, 𝑡𝑗′)
)︀
𝐻/~𝛼

]︂
. (49)

Так как 𝜂𝑗 = 0, 𝜂(𝛼) = 𝑂(𝜏), ‖𝑧𝑗‖ 6 ‖𝜐𝑗‖, из оценки (49) следует
Теорема 3. Пусть задача (1)–(3) имеет единственное непрерывное в 𝑄𝑇

решение 𝑢(𝑥, 𝑡) и существуют непрерывные в 𝑄𝑇 производные

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑥
2
𝛽

,
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑡
,

𝜕3𝑘

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥2𝛽
,

𝜕2𝑘

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑡
,

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2𝛽
,

𝜕𝑟

𝜕𝑡
,

𝜕2𝑞𝑠
𝜕𝑥2𝛽

,
𝜕𝑞𝑠
𝜕𝑡

,
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝛽
,

𝜕𝑓

𝜕𝑡
, 1 6 𝛼, 𝛽 6 𝑝, 𝛼 ̸= 𝛽,

тогда локально-одномерная схема (23)–(25) сходится к решению дифферен-
циальной задачи (1)–(3) со скоростью 𝑂(|ℎ|2 + 𝜏), так что при достаточно
малом 𝜏 имеет место оценка

‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖𝐿2(𝜔̄ℎ) 6𝑀(|ℎ|2 + 𝜏), 0 < 𝜏 6 𝜏0,

где |ℎ|2 = ℎ21 + ℎ22 + · · ·+ ℎ2𝑝.
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6. Алгоритм численного решения задачи. Для решения сеточных
уравнений, получающихся при разностной аппроксимации нагруженных урав-
нений, удобно использовать метод параметрической прогонки (см. [11, c. 131]).

Перепишем задачу (1)–(3) при 0 6 𝑥𝛼 6 𝑙𝛼, 𝛼 = 2, 𝑝 = 2, 𝑠 = 1, 2:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥1

(︁
𝑘1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
𝑘2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︁
+

+ 𝑟1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑟2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)−

− 𝑞11(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢(𝑥
1
1, 𝑥2, 𝑡)− 𝑞12(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢(𝑥

2
1, 𝑥2, 𝑡)−

− 𝑞21(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢(𝑥1, 𝑥
1
2, 𝑡)− 𝑞22(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢(𝑥1, 𝑥

2
2, 𝑡) + 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (50)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑘1(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
= 𝛽−1𝑢− 𝜇−1(𝑥, 𝑡), 𝑥1 = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

−𝑘1(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
= 𝛽+1𝑢− 𝜇+1(𝑥, 𝑡), 𝑥1 = 𝑙1, 0 6 𝑡 6 𝑇,

𝑘2(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
= 𝛽−2𝑢− 𝜇−2(𝑥, 𝑡), 𝑥2 = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

−𝑘2(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢

𝜕𝑥2
= 𝛽+2𝑢− 𝜇+2(𝑥, 𝑡), 𝑥2 = 𝑙2, 0 6 𝑡 6 𝑇,

(51)

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 0) = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2). (52)

Для решения задачи (50)–(52) рассмотрим сетку

𝑥(𝑖𝛼)𝛼 = 𝑖𝛼ℎ𝛼, 𝛼 = 1, 2, 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏,

где 𝑖𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑁𝛼, ℎ𝛼 = 𝑙𝛼/𝑁𝛼, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚, 𝜏 = 𝑇/𝑚. Вводится один
дробный шаг 𝑡𝑗+1/2 = 𝑡𝑗 + 𝜏/2. Обозначим сеточную функцию:

𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖1,𝑖2

= 𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑦(𝑖1ℎ1, 𝑖2ℎ2, (𝑗 + 𝛼/2)𝜏), 𝛼 = 1, 2.

Напишем локально-одномерную схему

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦𝑗+1/2 − 𝑦𝑗

𝜏
= Λ̃1𝑦

𝑗+1/2 + 𝜙1,

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+1/2

𝜏
= Λ̃2𝑦

𝑗+1 + 𝜙2,

(53)
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Бешт о к о в а З. В.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦
𝑗+1/2
0,𝑖2

= κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
1,𝑖2

+ κ1
111

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖11 ,𝑖2

+

+ κ1
112

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖12 ,𝑖2

+ κ2
111

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖11+1,𝑖2

+

+ κ2
112

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖12+1,𝑖2

+ 𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2),

𝑦
𝑗+1/2
𝑁1,𝑖2

= κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑁1−1,𝑖2

+ κ1
121

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖11 ,𝑖2

+

+ κ1
122

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖12 ,𝑖2

+ κ2
121

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖11+1,𝑖2

+

+ κ2
122

(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖12+1,𝑖2

+ 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2),

𝑦
𝑗+1/2
𝑖1,0

= κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,1

+ κ1
211

(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖21

+

+ κ1
212

(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖22

+ κ2
211

(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖21+1

+

+ κ2
212

(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖22+1

+ 𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁2

= κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2−1 + κ1

221
(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖21

+

+ κ1
222

(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖22

+ κ2
221

(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖21+1

+

+ κ2
222

(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖22+1

+ 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

(54)

𝑦0𝑖1,𝑖2 = 𝑢0(𝑖1ℎ1, 𝑖2, ℎ2), (55)

Λ̃𝛼𝑦 = κ𝛼(𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼

)𝑥𝛼 + 𝑏+𝛼𝑎
(+1𝛼)
𝛼 𝑦𝑗+𝛼/𝑝

𝑥𝛼
+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥̄𝛼

−

−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠
𝑥−𝑖𝛼𝑠

+ 𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼𝑠+1𝑥

+
𝑖𝛼𝑠

),

𝜙𝛼 =
1

2
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+𝛼/2) или 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+1), 𝛼 = 1, 2.

Приведем расчетные формулы для решения задачи (53)–(55).
На первом этапе находим решение 𝑦𝑗+1/2

𝑖1,𝑖2
Для этого при каждом значении

𝑖2 = 1, 𝑁2 − 1 решается следующая задача:

𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1−1,𝑖2

− 𝐶1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1,𝑖2

+𝐵1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1+1,𝑖2

−

−
2∑︁

𝑠=1

𝑑𝑠1(𝑖1,𝑖2)(𝑦
(1)
𝑖1𝑠
𝑥−𝑖1𝑠 + 𝑦

(1)
𝑖1𝑠+1𝑥

+
𝑖1𝑠

) = −𝐹 𝑗+1/2
1(𝑖1,𝑖2)

, 0 < 𝑖1 < 𝑁1, (56)

𝑦
𝑗+1/2
0,𝑖2

= κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
1,𝑖2

+ κ1
111(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖11 ,𝑖2

+

+ κ1
112(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖12 ,𝑖2

+ κ2
111(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖11+1,𝑖2

+

+ κ2
112(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖12+1,𝑖2

+ 𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2),

𝑦
𝑗+1/2
𝑁1,𝑖2

= κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦
𝑗+1/2
𝑁1−1,𝑖2

+ κ1
121(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖11 ,𝑖2

+

+ κ1
122(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖12 ,𝑖2

+ κ2
121(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖11+1,𝑖2

+

+ κ2
122(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2)𝑦

𝑗+1/2
𝑖12+1,𝑖2

+ 𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2),
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где

𝐴1(𝑖1,𝑖2) =
(κ1)𝑖1,𝑖2(𝑎1)𝑖1,𝑖2

ℎ21
− (𝑏−1 )𝑖1,𝑖2(𝑎1)𝑖1,𝑖2

ℎ1
,

𝐵1(𝑖1,𝑖2) =
(κ1)𝑖1,𝑖2(𝑎1)𝑖1+1,𝑖2

ℎ21
+

(𝑏+1 )𝑖1,𝑖2(𝑎1)𝑖1+1,𝑖2

ℎ1
,

𝐶1(𝑖1,𝑖2) = 𝐴1(𝑖1,𝑖2) +𝐵1(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
, 𝐹

𝑗+1/2
1(𝑖1,𝑖2)

=
1

𝜏
𝑦𝑗𝑖1,𝑖2 + 𝜙1(𝑖1,𝑖2).

κ11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =

(κ−1𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

(κ−1𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
−1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

,

κ12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =

(κ+1𝑎1)𝑁1,𝑖2
ℎ1

(κ+1𝑎1)𝑁1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
+1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

,

κ1
11𝑠(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =

−1
2ℎ1𝑑

(0)
𝑠1 𝑥

−
𝑖1𝑠

(κ−1𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
−1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

,

κ1
12𝑠(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =

−1
2ℎ1𝑑

(𝑁1)
𝑠1 𝑥−𝑖1𝑠

(κ+1𝑎1)𝑁1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
+1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

,

κ2
11𝑠(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =

−1
2ℎ1𝑑

(0)
𝑠1 𝑥

+
𝑖1𝑠

(κ−1𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
−1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

,

κ2
12𝑠(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =

−1
2ℎ1𝑑

(𝑁1)
𝑠1 𝑥+𝑖1𝑠

(κ+1𝑎1)𝑁1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
+1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

,

𝜇11(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =
𝜇̄−1(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) +

0.5ℎ1
𝜏 𝑦𝑗0

(κ−1𝑎1)1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
−1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

,

𝜇12(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) =
𝜇̄+1(𝑖2ℎ2, 𝑡𝑗+1/2) +

0.5ℎ1
𝜏 𝑦𝑗𝑁1

(κ+1𝑎1)𝑁1,𝑖2
ℎ1

+ 𝛽
𝑗+1/2
+1,𝑖2

+ 0.5ℎ1
𝜏

.

Решение системы (56) будем искать в виде [11]:

𝑦𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖1+1,𝑖2 + 𝛽1,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖11 + 𝛽2,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖11+1 + 𝛽3,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖12 +

+ 𝛽4,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖12+1 + 𝛿𝑖1+1,𝑖2 , 𝑖1 = 0, 𝑁1 − 1. (57)

Найдем теперь 𝛼𝑖1,𝑖2 , 𝛽𝑘,𝑖1,𝑖2 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 𝑖1 = 1, 𝑁1. Из (57) следует, что

𝛼1,𝑖2 = κ11, 𝛽1,1,𝑖2 = κ1
111 , 𝛽2,1,𝑖2 = κ2

111 ,

𝛽3,1,𝑖2 = κ1
112 , 𝛽4,1,𝑖2 = κ2

112 , 𝛿1,𝑖2 = 𝜇11.
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Подставляя

𝑦𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖1+1,𝑖2 + 𝛽1,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖11 + 𝛽2,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖11+1 +

+ 𝛽3,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖12 + 𝛽4,𝑖1+1,𝑖2𝑦𝑖12+1 + 𝛿𝑖1+1,𝑖2 ,

𝑦𝑖1−1,𝑖2 = 𝛼𝑖1,𝑖2𝑦𝑖1,𝑖2 + 𝛽1,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖11 + 𝛽2,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖11+1 +

+ 𝛽3,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖12 + 𝛽4,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖12+1 + 𝛿𝑖1,𝑖2

в (57), получим

𝛼𝑖1+1,𝑖2 =
𝐵1(𝑖1,𝑖2)

𝐶1(𝑖1,𝑖2) −𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

, 𝛿𝑖1+1,𝑖2 =
𝐹 𝑗
1(𝑖1,𝑖2)

+𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛿𝑖1,𝑖2

𝐶1(𝑖1,𝑖2) −𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

.

𝛽1,𝑖1+1,𝑖2 =
𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛽1,𝑖1,𝑖2 − 𝑑11(𝑖1,𝑖2)𝑥

−
𝑖11

𝐶1(𝑖1,𝑖2) −𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

,

𝛽2,𝑖1+1,𝑖2 =
𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛽2,𝑖1,𝑖2 − 𝑑11(𝑖1,𝑖2)𝑥

+
𝑖11

𝐶1(𝑖1,𝑖2) −𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

𝛽3,𝑖1+1,𝑖2 =
𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛽3,𝑖1,𝑖2 − 𝑑12(𝑖1,𝑖2)𝑥

−
𝑖12

𝐶1(𝑖1,𝑖2) −𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

,

𝛽4,𝑖1+1,𝑖2 =
𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛽4,𝑖1,𝑖2 − 𝑑12(𝑖1,𝑖2)𝑥

+
𝑖12

𝐶1(𝑖1,𝑖2) −𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

,

Выразим неизвестные 𝑦𝑖1,𝑖2 , 𝑖1 = 0, 𝑁1, через 𝑦𝑖11 , 𝑦𝑖12 , 𝑦𝑖11+1, 𝑦𝑖12+1 следую-
щим образом:

𝑦𝑖1,𝑖2 = 𝐻1,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖11 +𝐻2,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖11+1 +𝐻3,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖12 +𝐻4,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖12+1 +Φ𝑖1,𝑖2 . (58)

𝐻1,𝑁1,𝑖2 =
κ12𝛽1,𝑁1,𝑖2 + κ1

121

1− κ12𝛼𝑁1,𝑖2

, 𝐻2,𝑁1,𝑖2 =
κ12𝛽2,𝑁1,𝑖2 + κ2

121

1− κ12𝛼𝑁1,𝑖2

,

𝐻3,𝑁1,𝑖2 =
κ12𝛽3,𝑁1,𝑖2 + κ1

122

1− κ12𝛼𝑁1,𝑖2

, 𝐻4,𝑁1,𝑖2 =
κ12𝛽4,𝑁1,𝑖2 + κ2

122

1− κ12𝛼𝑁1,𝑖2

,

Φ𝑖1,𝑁2 =
κ12𝛿𝑁1,𝑖2 + 𝜇12
1− κ12𝛼𝑁1,𝑖2

.

Найдем теперь 𝐻𝑘,𝑖1,𝑖2 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4, Φ𝑖1,𝑖2 . Тогда, подставляя (58) в (57),
получим

𝐻𝑘,𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1+1,𝑖2𝐻𝑘,𝑖1+1,𝑖2 + 𝛽𝑘,𝑖1+1,𝑖2 ,

Φ𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1+1,𝑖2Φ𝑖1+1,𝑖2 + 𝛿𝑖1+1,𝑖2 , 𝑖1 = 𝑁1 − 1, 0. (59)
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Выразим 𝑦𝑖11 , 𝑦𝑖12 , 𝑦𝑖11+1, 𝑦𝑖12+1 через 𝐻𝑘,𝑖1,𝑖2 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4, Φ𝑖1,𝑖2 . Для этого
рассмотрим систему уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦𝑖11 ,𝑖2 = 𝐻1,𝑖11 ,𝑖2
𝑦𝑖11 +𝐻2,𝑖11 ,𝑖2

𝑦𝑖11+1 +

+𝐻3,𝑖11 ,𝑖2
𝑦𝑖12 +𝐻4,𝑖11 ,𝑖2

𝑦𝑖12+1 +Φ𝑖11 ,𝑖2
,

𝑦𝑖12 ,𝑖2 = 𝐻1,𝑖12 ,𝑖2
𝑦𝑖11 +𝐻2,𝑖12 ,𝑖2

𝑦𝑖11+1 +

+𝐻3,𝑖12 ,𝑖2
𝑦𝑖12 +𝐻4,𝑖12 ,𝑖2

𝑦𝑖12+1 +Φ𝑖12 ,𝑖2
,

𝑦𝑖11+1,𝑖2 = 𝐻1,𝑖11+1,𝑖2𝑦𝑖11 +𝐻2,𝑖11+1,𝑖2𝑦𝑖11+1 +

+𝐻3,𝑖11+1,𝑖2𝑦𝑖12 +𝐻4,𝑖11+1,𝑖2𝑦𝑖12+1 +Φ𝑖11+1,𝑖2 ,

𝑦𝑖12+1,𝑖2 = 𝐻1,𝑖12+1,𝑖2𝑦𝑖11 +𝐻2,𝑖12+1,𝑖2𝑦𝑖11+1 +

+𝐻3,𝑖12+1,𝑖2𝑦𝑖12 +𝐻4,𝑖12+1,𝑖2𝑦𝑖12+1 +Φ𝑖12+1,𝑖2 ,

решая которую, находим значения следующих функций:

𝑦𝑖11 ,𝑖2 , 𝑦𝑖12 ,𝑖2 , 𝑦𝑖11+1,𝑖2 , 𝑦𝑖12+1,𝑖2 .

Подставляя полученные значения в (58), с учетом (59) находим решение 𝑦𝑖1,𝑖2
системы (56).

На втором этапе находим решение 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑖2

. Для этого, как и в первом случае,
при каждом значении 𝑖1 = 1, 𝑁1 − 1 решается задача

𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2−1 − 𝐶2(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖2

+𝐵2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2+1 −

−
2∑︁

𝑠=1

𝑑𝑠2(𝑦
(2)
𝑖2𝑠
𝑥−𝑖2𝑠 + 𝑦

(2)
𝑖2𝑠+1𝑥

+
𝑖2𝑠

) = −𝐹 𝑗+1
2(𝑖1,𝑖2)

, 0 < 𝑖2 < 𝑁2, (60)

𝑦𝑗+1
𝑖1,0

= κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,1

+ κ1
211(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖21

+ κ1
212(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖22

+

+ κ2
211(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖21+1

+ κ2
212(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖22+1

+ 𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁2

= κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑁2−1+κ1

221(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖21

+κ1
222(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖22

+

+ κ2
221(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖21+1

+ κ2
222(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖22+1

+ 𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1),

𝐴2(𝑖1,𝑖2) =
(κ2)𝑖1,𝑖2(𝑎2)𝑖1,𝑖2

ℎ22
− (𝑏−2 )𝑖1,𝑖2(𝑎2)𝑖1,𝑖2

ℎ2
,

𝐵2(𝑖1,𝑖2) =
(κ2)𝑖1,𝑖2(𝑎2)𝑖1,𝑖2+1

ℎ22
+

(𝑏+2 )𝑖1,𝑖2(𝑎2)𝑖1,𝑖2+1

ℎ2
,

𝐶2(𝑖1,𝑖2) = 𝐴2(𝑖1,𝑖2) +𝐵2(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
, 𝐹

𝑗+1/2
2(𝑖1,𝑖2)

=
1

𝜏
𝑦𝑗𝑖1,𝑖2 + 𝜙2(𝑖1,𝑖2).

κ21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

(κ−2𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

(κ−2𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

,
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κ22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

(κ+2𝑎2)𝑖1,𝑁2
ℎ2

(κ+2𝑎2)𝑖1,𝑁2
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
+2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

,

κ1
21𝑠(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

−1
2ℎ2𝑑

(0)
𝑠2 𝑥

−
𝑖2𝑠

(κ−2𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

,

κ1
22𝑠(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

−1
2ℎ2𝑑

(𝑁2)
𝑠2 𝑥−𝑖2𝑠

(κ+2𝑎2)𝑖1,𝑁2
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
+2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

,

κ2
21𝑠(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

−1
2ℎ2𝑑

(0)
𝑠2 𝑥

+
𝑖2𝑠

(κ−2𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

,

κ2
22𝑠(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =

−1
2ℎ2𝑑

(𝑁2)
𝑠2 𝑥+𝑖2𝑠

(κ+2𝑎2)𝑖1,𝑁2
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
+2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

,

𝜇21(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =
𝜇̄−2(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) +

0.5ℎ2
𝜏 𝑦𝑗0

(κ−2𝑎2)𝑖1,1
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
−2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

,

𝜇22(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) =
𝜇̄+2(𝑖1ℎ1, 𝑡𝑗+1) +

0.5ℎ2
𝜏 𝑦𝑗𝑁2

(κ+2𝑎2)𝑖1,𝑁2
ℎ2

+ 𝛽𝑗+1
+2,𝑖1

+ 0.5ℎ2
𝜏

.

Решение системы (60) будем искать в виде

𝑦𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖1,𝑖2+1 + 𝛽1,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖21 + 𝛽2,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖21+1 + 𝛽3,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖22 +

+ 𝛽4,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖22+1 + 𝛿𝑖1,𝑖2+1, 𝑖2 = 0, 𝑁2 − 1. (61)

Найдем теперь 𝛼𝑖1,𝑖2 , 𝛽𝑘,𝑖1,𝑖2 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 𝑖2 = 1, 𝑁2. Из (61) следует, что

𝛼𝑖1,1 = κ21, 𝛽1,𝑖1,1 = κ1
211 , 𝛽2,𝑖1,1 = κ2

211 ,

𝛽3,𝑖1,1 = κ1
212 , 𝛽4,𝑖1,1 = κ2

212 , 𝛿𝑖1,1 = 𝜇21.

Подставляя

𝑦𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖1,𝑖2+1 + 𝛽1,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖21 + 𝛽2,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖21+1 +

+ 𝛽3,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖22 + 𝛽4,𝑖1,𝑖2+1𝑦𝑖22+1 + 𝛿𝑖1,𝑖2+1,

𝑦𝑖1,𝑖2−1 = 𝛼𝑖1,𝑖2𝑦𝑖1,𝑖2 + 𝛽1,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖21 + 𝛽2,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖21+1 +

+ 𝛽3,𝑖1,𝑖22𝑦𝑖22 + 𝛽4,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖22+1 + 𝛿𝑖1,𝑖2

в (61), получим

𝛼𝑖1,𝑖2+1 =
𝐵2(𝑖1,𝑖2)

𝐶2(𝑖1,𝑖2) −𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

, 𝛿𝑖1,𝑖2+1 =
𝐹 𝑗
2(𝑖1,𝑖2)

+𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛿𝑖1,𝑖2

𝐶2(𝑖1,𝑖2) −𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

.
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𝛽1,𝑖1,𝑖2+1 =
𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛽1,𝑖1,𝑖2 − 𝑑21(𝑖1,𝑖2)𝑥

−
𝑖21

𝐶2(𝑖1,𝑖2) −𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

,

𝛽2,𝑖1,𝑖2+1 =
𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛽2,𝑖1,𝑖2 − 𝑑21(𝑖1,𝑖2)𝑥

+
𝑖21

𝐶1(𝑖1,𝑖2) −𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

,

𝛽3,𝑖1,𝑖2+1 =
𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛽3,𝑖1,𝑖2 − 𝑑22(𝑖1,𝑖2)𝑥

−
𝑖22

𝐶2(𝑖1,𝑖2) −𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

,

𝛽4,𝑖1,𝑖2+1 =
𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛽4,𝑖1,𝑖2 − 𝑑22(𝑖1,𝑖2)𝑥

+
𝑖22

𝐶2(𝑖1,𝑖2) −𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝛼𝑖1,𝑖2

,

Выразим неизвестные 𝑦𝑖1,𝑖2 , 𝑖2 = 0, 𝑁2, через 𝑦𝑖21 , 𝑦𝑖22 , 𝑦𝑖21+1, 𝑦𝑖22+1 следую-
щим образом:

𝑦𝑖1,𝑖2 = 𝐻1,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖21 +𝐻3,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖22 +𝐻2,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖21+1 +𝐻4,𝑖1,𝑖2𝑦𝑖22+1 +Φ𝑖1,𝑖2 . (62)

𝐻1,𝑖1,𝑁2 =
κ22𝛽1,𝑖1,𝑁2 + κ1

221

1− κ22𝛼𝑖1,𝑁2

, 𝐻2,𝑖1,𝑁2 =
κ22𝛽2,𝑖1,𝑁2 + κ2

221

1− κ22𝛼𝑖1,𝑁2

,

𝐻3,𝑖1,𝑁2 =
κ22𝛽3,𝑖1,𝑁2 + κ1

222

1− κ22𝛼𝑖1,𝑁2

, 𝐻4,𝑖1,𝑁2 =
κ22𝛽4,𝑖1,𝑁2 + κ2

222

1− κ22𝛼𝑖1,𝑁2

,

Φ𝑖1,𝑁2 =
κ22𝛿𝑖1,𝑁2 + 𝜇22
1− κ22𝛼𝑖1,𝑁2

.

Найдем теперь 𝐻𝑘,𝑖1,𝑖2 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4, Φ𝑖1,𝑖2 . Тогда, подставляя (62) в (61),
получим

𝐻𝑘,𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1,𝑖2+1𝐻𝑘,𝑖1,𝑖2+1 + 𝛽𝑘,𝑖1,𝑖2+1,

Φ𝑖1,𝑖2 = 𝛼𝑖1,𝑖2+1Φ𝑖1,𝑖2+1 + 𝛿𝑖1,𝑖2+1, 𝑖2 = 𝑁2 − 1, 0. (63)

Выразим 𝑦𝑖21 , 𝑦𝑖22 , 𝑦𝑖21+1, 𝑦𝑖22+1 через 𝐻𝑘,𝑖1,𝑖2 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4, Φ𝑖1,𝑖2 . Для этого
рассмотрим систему уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦𝑖1,𝑖21 = 𝐻1,𝑖1,𝑖21
𝑦𝑖21 +𝐻2,𝑖1,𝑖21

𝑦𝑖21+1 +𝐻3,𝑖1,𝑖21
𝑦𝑖22 +

+𝐻4,𝑖1,𝑖21
𝑦𝑖22+1 +Φ𝑖1,𝑖21

,

𝑦𝑖1,𝑖22 = 𝐻1,𝑖1,𝑖22
𝑦𝑖21 +𝐻2,𝑖1,𝑖22

𝑦𝑖21+1 +𝐻3,𝑖1,𝑖22
𝑦𝑖22

+𝐻4,𝑖1,𝑖22
𝑦𝑖22+1 +Φ𝑖1,𝑖22

,

𝑦𝑖1,𝑖21+1 = 𝐻1,𝑖1,𝑖21+1𝑦𝑖21 +𝐻2,𝑖1,𝑖21+1𝑦𝑖21+1 +𝐻3,𝑖1,𝑖21+1𝑦𝑖22 +

+𝐻4,𝑖1,𝑖21+1𝑦𝑖22+1 +Φ𝑖1,𝑖21+1 ,

𝑦𝑖1,𝑖22+1 = 𝐻1,𝑖1,𝑖22+1𝑦𝑖21 +𝐻2,𝑖1,𝑖22+1𝑦𝑖21+1 +𝐻3,𝑖1,𝑖22+1𝑦𝑖22 +

+𝐻4,𝑖1,𝑖22+1𝑦𝑖22+1 +Φ𝑖1,𝑖22+1 ,

решая которую, находим значения следующих функций:

𝑦𝑖1,𝑖21 , 𝑦𝑖1,𝑖22 , 𝑦𝑖1,𝑖21+1 , 𝑦𝑖1,𝑖22+1 .
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Подставляя полученные значения в (62), с учетом (63) находим решение 𝑦𝑖1,𝑖2
системы (60).

Каждая из задач (56), (60) решается, как видно, методом параметриче-
ской прогонки (см. [11, с. 131]).

7. Тестовая задача и численные результаты. Коэффициенты урав-
нения и граничных условий исходной дифференциальной задачи (1)–(3) под-
бираются таким образом, чтобы точным решением при 𝑝 = 2 была функция
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3(𝑥41 − 𝑙1𝑥

3
1)(𝑥

4
2 − 𝑙2𝑥

3
2).

Ниже в табл. 1, 2 при уменьшении размера сетки приведены максимальное
значение погрешности (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) и вычислительный порядок сходимости
(ПС) в нормах ‖ · ‖𝐿2(𝑤ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(𝑤ℎ𝜏 ), где ‖𝑦‖𝐶(𝑤ℎ𝜏 ) = max

(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈𝑤ℎ𝜏

|𝑦|, когда

ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =
√
𝜏 . Погрешность уменьшается в соответствии с порядком

аппроксимации 𝑂(ℎ2 + (
√
𝜏)2).

Вычислительный порядок сходимости определяется по следующей фор-
муле:

ВПС = log ℎ̄1
ℎ̄2

||𝑧1||
||𝑧2||

= log2
||𝑧1||
||𝑧2||

,

где 𝑧𝑖 — погрешность, соответствующая ℎ̄𝑖.

Таблица 1
Изменение погрешности в норме ‖ ·‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 ) при уменьшении размера сетки на 𝑡 = 1,
когда ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 [The maximum value of the error (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) and the

computational order of convergence (CO) in the norm ‖ · ‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 ) when the grid size is
reduced by 𝑡 = 1, if ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 ]

ℎ̄ max
0<𝑗<𝑚

‖𝑧𝑗‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐿2(𝑤̄ℎ𝜏 )

1/20 0.001858105
1/40 0.000592952 1.6478
1/80 0.000163636 1.8574
1/160 0.000044111 1.8913

Таблица 2
Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 ) при уменьшении размера сетки на 𝑡 = 1,
когда ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 . [The maximum value of the error (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) and the

computational order of convergence (CO) in the norm ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 ) when the grid size is
reduced by 𝑡 = 1, if ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 ]

ℎ̄ ‖𝑧‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐶(𝑤̄ℎ𝜏 )

1/20 0.007805524
1/40 0.002882977 1.4369
1/80 0.000857080 1.7501
1/160 0.000226344 1.9209

Конкурирующие интересы. В публикации статьи отсутствуют конкурирующие
финансовые или нефинансовые интересы.
Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
ставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи
мною одобрена.
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Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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dotensors of an arbitrary rank and weight in an Euclidean space. Requi-
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On covariant non-constancy of distortion and inversed distortion tensors

Preliminary remarks. Variational and dynamic equations describing the
mechanical behavior of solids require in general the formalism of pseudotensor
analysis [1–4]. In this case, the covariant constant tensor and relative tensor fields
play an important role1. In the present paper the notions and requisite equa-
tions from algebra and analysis of pseudotensors are discussed. An in-depth and
complete presentation of the pseudotensor formalism can be found in the books
on tensor analysis and continuum mechanics [2–6]. The pseudotensor formalism
is inevitable for developing isotropic and hemitropic micropolar elastic continua
models (see [7–10]).

In this study, the concept of covariant constancy of absolute tensor and pseu-
dotensor fields is introduced and discussed. Examples of fundamental objects of
pseudotensor analysis possessing the properties of covariant constancy are given.
An algorithm for obtaining covariant constant tensors and pseudotensors proposed
in the monograph [2] is considered.

The paper is due to the fact that a number of authors (see, for example, [11,
p. 65]) do state that the distortion and inversed distortion tensors are covariant
constants. The latter statement is not generally true and should be considered as
erroneous, which can be elucidated by the rational mechanics technique [12, 13].
The paper presents the correct equations being the most similar to the covariant
constancy of distortion and inversed distortion.

Before all it should be noted that the paper is aimed at determination of the
covariant derivative of pseudotensors, which are widely employed in the mechanics
of micropolar elastic solids [7–9].

After the Preliminary remarks in Sec. 1 the definitions of fundamental orient-
ing pseudoscalar, generalized Kronecker deltas, permutation symbols (alternating
pseudotensors), and alternating tensors are recalled for 𝑁–dimensional space. The
covariant differentiation of an arbitrary relative tensor is considered and a number
of particular cases are given.

Then in Sec. 2 the definitions of covariant constant tensor and pseudotensor
fields are proposed. It will be shown that relative and absolute tensors with con-
stant components are covariant constants. A number of covariant constant tensors
(e.g. introduced in Sec. 1 fundamental orienting pseudoscalar and its integer pow-
ers, generalized Kronecker deltas, permutation symbols, alternating tensors) is
collected in the Table for convenience and further references. A general algorithm
for obtaining tensors and pseudotensors with constant components which are si-
multaneously covariant constant is recalled and discussed following the monograph
by B. G. Gurevich [2].

Finally, in Sec. 3 the definitions of distortion (deformation gradient) and
inversed distortion tensors are considered according to the rational mechanics
scheme. The positive absolute scalar 𝐽 known from rational mechanics is recalled
and calculated in terms of the fundamental orienting pseudoscalars related to ref-
erential and actual states. The tensor reformulations of Euler–Piola–Jacobi equa-
tions are proposed. Equations being the most similar to the covariant constancy
of distortion and inversed distortion are obtained.

1For example, following I. S. Sokolnikoff [6], covariant constant (parallel) Euler vector fields
can be used in order to formulate the principle of virtual displacements.
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As a whole, the present paper should be considered as a contemporary frame-
work for problems of covariant differentiation of tensors and pseudotensors fields
that is important for nonlinear continuum mechanics.

1. Notions and requisite equations from algebra and analysis of pseu-
dotensors in Euclidean space. Consider an 𝑁 -dimensional Euclidean space
supplied by the coordinates 𝑥𝑘. The fundamental orienting pseudoscalar 𝑒 [7–10]
and its integer powers play an important role in the geometry of multidimensional
spaces. In an 𝑁 -dimensional space, it is defined as the skew product [1, p. 63–65]
of absolute covariant basis vectors

⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
⌋ = 𝑒. (1)

It is easy to demonstrate that in an Euclidean space the following relation
holds true

𝑒2 = 𝑔,

where 𝑔 is the determinant of the metric tensor 𝑔𝑖𝑗 : 𝑔 = det(𝑔𝑖𝑗).
In a three-dimensional space (𝑁 = 3) the equation (1) is reformulated as

𝑒 = ⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
⌋ = (𝚤

1
× 𝚤

2
) · 𝚤

3
.

We proceed to discussion of other fundamental objects of 𝑁 -dimensional ge-
ometry which are the absolute tensors 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑀𝑖1𝑖2...𝑖𝑀

, usually called as generalized Kro-
necker deltas. Objects 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑀𝑖1𝑖2...𝑖𝑀

are defined for each 𝑀 6 𝑁 according to

𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑀𝑖1𝑖2...𝑖𝑀
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+1, if 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑀 are distinct integers selected from the range
1, 2, . . . , 𝑁 and if, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑀 is an even permutation of
𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑀 ;

−1, if 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑀 are distinct integers selected from the range
1, 2, . . . , 𝑁 and if, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑀 is an odd permutation
𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑀 ;

0, if any two of 𝑗1, 𝑗2, . . . 𝑗3 are equal, or if any two of
𝑖1, 𝑖2 . . . 𝑖𝑀 equal, or if the set of numbers 𝑗1, 𝑗2 . . . 𝑗𝑀
differs, apart from order, from the set 𝑖1, 𝑖2 . . . 𝑖𝑚.

By the aid of deltas 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑀𝑖1𝑖2...𝑖𝑀
the permutation symbols (alternating pseudoten-

sors) can be immediately introduced as:

[−1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 = 𝛿12...𝑁𝑖1𝑖2...𝑖𝑁

,
[+1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 = 𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑁12...𝑁 .

It should be noted that pseudotensors can be transformed into absolute tensors
by using the fundamental orienting pseudoscalar 𝑒 (see [7–10]). For an arbitrary
pseudotensor of integer weight 𝑊 we have

𝑇 𝑝𝑞𝑟...𝑠
···...·𝑖𝑗...𝑙 = 𝑒−𝑊

[𝑊 ]

𝑇 𝑝𝑞𝑟...𝑠
···...·𝑖𝑗...𝑙.
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For example, the alternating tensors can be obtained from permutation sym-
bols multiplied by the corresponding power (+1 or −1) of fundamental orienting
pseudoscalar

𝑒𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 = 𝑒
[−1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 , 𝑒𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =

1

𝑒

[+1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 .

The weight index [𝑊 ] in an upper position will be omitted for fundamental
symbols such as the fundamental orienting scalar, permutation symbols, and it is
also applicable to zero weight absolute tensors.

The covariant derivative of the pseudotensor
[𝑊 ]

𝑇 𝑝𝑞𝑟...𝑠
···...·𝑖𝑗...𝑙 of a given valency and

weight is determined by the following equation corresponding to an analogous
operation for absolute tensors [6]:

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘 = 𝜕𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘 +

[𝑊 ]

𝑇 𝑠𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑙
𝑠𝑝 +

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑠...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑚
𝑠𝑝+

+ · · ·+
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑠
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑛
𝑠𝑝 − Γ𝑠

𝑖𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑠𝑗...𝑘 − Γ𝑠

𝑗𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑠...𝑘−

− · · · − Γ𝑠
𝑘𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑠 −𝑊

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑠
𝑠𝑝, (2)

where 𝜕𝑝 =
𝜕

𝜕𝑥𝑝
.

The tensor gradient of an arbitrary valency and weight 𝑊 tensor is defined
by the following direct equation2:

∇⊗
[𝑊 ]

T = 𝑒𝑊
𝑘
𝚤 ⊗ 𝜕𝑘(𝑒

−𝑊
[𝑊 ]

T ). (3)

Expanding the equation (3) and taking account of

𝜕𝑝
𝑚
𝚤 = −Γ𝑚

𝑠𝑝
𝑠
𝚤, 𝜕𝑝 𝚤

𝑚
= Γ𝑠

𝑚𝑝𝚤𝑠
, 𝑒−1(𝜕𝑝𝑒) = Γ𝑠

𝑝𝑠,

it can be seen that (2) follows from (3). It is clear that (for the sake of compactness,
the lengths of polyads are not explicitly indicated)

∇⊗
[𝑊 ]

T = 𝑒𝑊
𝑝
𝚤⊗ 𝜕𝑝(𝑒

−𝑊
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤) =

=
(︀
𝜕𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘 −𝑊𝑒−1(𝜕𝑝 𝑒)

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘

)︀ 𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤 +

+
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑠
𝑙𝑝

𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑠
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖
𝚤⊗

𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤 +

+
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑠
𝑚𝑝

𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑠
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤 + · · ·+

+
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑠
𝑛𝑝

𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑠
⊗ 𝑖

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤 −

2The Hamilton nabla is conventionally defined according to: ∇ =
𝑠
𝚤 𝜕𝑠.
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−
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑖
𝑠𝑝

𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑠

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤 −

−
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑗
𝑠𝑝

𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖
𝚤⊗ 𝑠

𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘
𝚤 − · · · −

−
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑘
𝑠𝑝

𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑠

𝚤.

Then the similar polyads can be discriminated and after a number of rearrange-
ments we come to the equation:

∇⊗
[𝑊 ]

T =
(︀
𝜕𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘 −𝑊

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑠
𝑠𝑝 +

[𝑊 ]

𝑇 𝑠𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑙
𝑠𝑝 +

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑠...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑚
𝑠𝑝 +

+ · · ·+
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑠
··...·𝑖𝑗...𝑘Γ

𝑛
𝑠𝑝 −

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑠𝑗...𝑘Γ

𝑠
𝑖𝑝 −

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑠...𝑘Γ

𝑠
𝑗𝑝 − · · · −

−
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑠Γ

𝑠
𝑘𝑝

)︀ 𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤 =

= (∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘)

𝑝
𝚤⊗ 𝚤

𝑙
⊗ 𝚤

𝑚
⊗ · · · ⊗ 𝚤

𝑛
⊗ 𝑖

𝚤⊗
𝑗
𝚤⊗ · · · ⊗ 𝑘

𝚤.

Thus, the equation (2) can be derived on the ground of the definition (3).
The equation (2) in particular cases furnishes:
1) covariant derivative of a pseudoscalar of weight 𝑊 :

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 = 𝜕𝑝
[𝑊 ]

𝑇 −𝑊
[𝑊 ]

𝑇 Γ𝑠
𝑠𝑝;

2) the covariant derivative of a contravariant pseudovector of weight 𝑊 :

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑘 = 𝜕𝑝
[𝑊 ]

𝑇 𝑘 +
[𝑊 ]

𝑇 𝑠Γ𝑘
𝑠𝑝 −𝑊

[𝑊 ]

𝑇 𝑘Γ𝑠
𝑠𝑝;

3) covariant derivative of 2-contravariant pseudotensor of weight 𝑊 :

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑖 = 𝜕𝑝
[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑖 +
[𝑊 ]

𝑇 𝑠𝑖Γ𝑗
𝑠𝑝 +

[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑠Γ𝑖
𝑠𝑝 −𝑊

[𝑊 ]

𝑇 𝑗𝑖Γ𝑠
𝑠𝑝;

4) covariant derivative of 1-contravariant and 1-covariant pseudotensor of
weight 𝑊 :

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 ·𝑗
𝑖· = 𝜕𝑝

[𝑊 ]

𝑇 ·𝑗
𝑖· −

[𝑊 ]

𝑇 ·𝑗
𝑠· Γ

𝑠
𝑖𝑝 +

[𝑊 ]

𝑇 ·𝑠
𝑖· Γ

𝑗
𝑠𝑝 −𝑊

[𝑊 ]

𝑇 ·𝑗
𝑖· Γ

𝑠
𝑠𝑝.

2. Definition and important examples of covariant constant tensor

and pseudotensor fields. A given pseudotensor field
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘 of valency𝑁 and

weight 𝑊 is called as covariant constant if it satisfies the pseudotensor equation

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
··...·𝑖𝑗...𝑘 =

[𝑊 ]

0 . (4)
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Examples of covariant constant tensors and pseudotensors (see [5,6]) are pre-
sented in Table. Among them, the fundamental orienting pseudoscalar 𝑒 having
been often employed in micropolar theories of continuum mechanics.

Note that the tensor equation (4), involving a pseudotensor, being valid in
a given coordinate net remains valid in any other coordinate net [5, 6]. In the
right-handed Cartesian coordinates, all of the tensors from Table have constant
components equalled to 0 or 1. In this case, their covariant derivatives are the
usual partial derivatives. Thus, each covariant derivative will be equalled to zero,
that proves the covariant constancy of the absolute tensors and pseudotensors
from Table in any curvilinear coordinate net.

In the monograph [2, p. 164–176] a general algorithm for constructing tensors
and pseudotensors with constant components is proposed. Those are clearly co-
variant constant ones, since the differentiation rules for sums and products lead
to a zero result.

The algorithm permits obtaining an arbitrary absolute tensor 𝐶𝑖1,𝑖2...𝑖𝑟
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 with

constant components by using the standard two-index Kronecker deltas in the
form of a linear combination (of 𝑟! terms) with arbitrary constant coefficients,
while each term consists of products of 𝑟 delta symbols permutated in superscripts.
Note that all 𝐶𝑖1,𝑖2...𝑖𝑟

··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 do not constitute the complete set of covariant constant
absolute tensors. An evident example is a parallel vector field, which is a covariant
constant vector, but not representable as a vector with constant components.

A pseudotensor (𝑟-covariant, 𝑠-contravariant, 𝑠 = 𝑟 +𝑁 |𝑊 |, 𝑁 — space di-
mension, 𝑊 — weight) having constant components is also easily constructed by
reducing it to an absolute tensor. In particular, if 𝑊 > 0, then the absolute tensor
should be formed according to

[𝑊 ]

𝐶 𝑖1𝑖2...𝑖𝑠
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

[−1]
𝜖 𝑖𝑟+1...𝑖𝑁

· · ·
[−1]
𝜖 𝑖𝑠−𝑁+1...𝑖𝑠⏟  ⏞  

𝑊

.

The corresponding pseudotensor representations can be found in the mono-
graph [2, p. 175].

3. Distortion and inversed distortion tensors. We denote as 𝑥𝑖 (𝑖 =
1, 2, 3) the spatial (Euler) coordinates and by 𝑋𝛼 (𝛼 = 1, 2, 3) the referential
(Lagrangian) coordinates. Hereafter, the Latin indices are associated to the Eu-
ler coordinates, whereas the Greek ones to the Lagrangian3 . The deformation
gradient4 (or distortion tensor) is defined by the following components, called as
distortions:

𝑥·𝑖𝛼 = 𝜕𝛼𝑥
𝑖.

The inversed deformation gradient (or inversed distortion)5 is determined accord-

3In the early papers on rational mechanics (see, for example, [12]) the Latin capital letters
𝐾, 𝐿, 𝑀 have been used in place of Greek. However, in the later work [13] the letters of the
Greek alphabet had been imployed.

4More precisely, the transposed deformation gradient FT.
5In contemporary continuum mechanics, along with the direct description 𝑋𝛼 → 𝑥𝑖, the

“inversed motion description” 𝑥𝑖 → 𝑋𝛼 [14] is also searchable in literature. It seems that the
“inversed description” was introduced into mechanics by G.Piola.
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Table. Covariant constant tensors and pseudotensors in 𝑁 -dimensional space

Standard terminology Root
notation

Weight Transformation
to absolute tensor

fundamental orienting
pseudoscalar 𝑒 +1

[+1]
𝑒 = 𝑒

fundamental orienting
pseudoscalar

1

𝑒
−1

[−1]
𝑒 −1 =

1

𝑒

sign of fundamental
orienting pseudoscalar sgn 𝑒 –

metric tensor 𝑔𝑖𝑗 0

fundamental tensor 𝑔𝑖𝑗 0

metric tensor determinant 𝑔 +2
[+2]
𝑔 = 𝑒2

sign of metric tensor
determinant

sgn 𝑔 0

generalized Kronocker
deltas (𝑀 6 𝑁)

𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑀𝑖1𝑖2...𝑖𝑀
0

alternating pseudotensors 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 +1 𝑒𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =
1

𝑒

[+1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁

alternating pseudotensors 𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 −1 𝑒𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 = 𝑒
[−1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁

alternating tensor 𝑒𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 0

alternating tensor 𝑒𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 0

parallel covariant
vector field

𝜆𝑖 0
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ing to the equation
𝑋 ·𝛼

𝑖 = 𝜕𝑖𝑋
𝛼.

The following equations are clearly valid

𝑥·𝑖𝛼𝑋
·𝛼
𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑋 ·𝛽

𝑖 𝑥
·𝑖
𝛼 = 𝛿𝛽𝛼.

Following the rational mechanics scheme, distortion 𝑥·𝑖𝛼 and inversed distortion
𝑋 ·𝛼

𝑗 are equivalently redefined by the relations

𝑥·𝑖𝛼 = 8∇total
𝛼 𝑥𝑖, 𝑋 ·𝛼

𝑖 = ∇total
𝑖 𝑋𝛼,

where the differential operators 8∇total
𝛼 and ∇total

𝑖 denote the total covariant deriva-
tives as of rational mechanics script found in [12, p. 810].

In the book by V. L. Berdichevsky [11, p. 65] it is stated that the distortion and
inversed distortion are covariant constant tensors. This statement is not generally
true. Following the rational mechanics scenario [12, p. 244, equation (16.5)], we
introduce the positive absolute scalar 𝐽 :

𝐽 =
𝑒
8𝑒
> 0, (5)

wherein the fundamental orienting pseudoscalar 𝑒 is equalled to the triple product
of the convected basis vectors, 8𝑒 is equalled to the triple products of the referential
basis vectors. Basis vectors in the referential state are 8𝚤

1
, 8𝚤

2
, 8𝚤

3
. Following the

deformation they are transformed into 𝚤
1
, 𝚤
2
, 𝚤
3
. Therefore the fundamental orienting

pseudoscalars in eq. (5) are determined as:

𝑒 = (𝚤
1
× 𝚤

2
) · 𝚤

3
, 8𝑒 = (8𝚤

1
× 8𝚤

2
) · 8𝚤

3
.

Obviously, 𝐽 = +𝑒 in the case when the referential basis is right-handed Cartesian,
and 𝐽 = −𝑒 if the referential basis is left-handed.

The Jacobian defined by deformation 𝛥 = det (𝜕𝛼𝑥
𝑖) will satisfy the Jacobi

identity [12, p. 246, equation (17.8)]

𝜕𝛥

𝜕𝑥·𝑖𝛼
= 𝑋 ·𝛼

𝑖 𝛥.

By using the latter equation, one can obtain the Euler–Piola–Jacobi equations [12,
p. 246, equation (17.9)]:

𝜕total𝑘 (𝛥−1𝑥·𝑘𝛼 ) = 0, 𝜕total𝛼 (𝛥𝑋𝛼
𝑘 ) = 0. (6)

The tensor reformulation of equations (6) read

∇total
𝑙 (𝐽−1𝑥·𝑙𝛼) = 0, 8∇total

𝛼 (𝐽𝑋 ·𝛼
𝑘 ) = 0. (7)

The equations (7) are valid in any coordinate system, including the case when
the Euler and Lagrangian coordinates are Cartesian. In this case, the following
relation holds:

𝐽 = 𝛥. (8)
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Taking account of (8) equation (7) can be derived from (6), as in Cartesian coor-
dinates, we have

8∇total
𝛼 (𝐽𝑋 ·𝛼

𝑘 ) = 𝜕expl𝛼 (𝛥𝑋 ·𝛼
𝑘 ) + 𝜕expl𝑠 (𝛥𝑋 ·𝛼

𝑘 )(𝜕𝛼𝑥
𝑠) = 𝜕total𝛼 (𝛥𝑋 ·𝛼

𝑘 ),

∇total
𝑘 (𝐽−1𝑥·𝑘𝛼 ) = 𝜕expl𝛽 (𝛥−1𝑥·𝑘𝛼 )(𝜕𝑘𝑋

𝛽) + 𝜕expl𝑘 (𝛥−1𝑥·𝑘𝛼 ) = 𝜕total𝑘 (𝛥−1𝑥·𝑘𝛼 ),

and by applying equations (6) we can obtain the following equations:

∇total
𝑖 (𝐽−1𝑥·𝑖𝛼) = 0, 8∇total

𝛼 (𝐽𝑋 ·𝛼
𝑖 ) = 0.

Besides the equations (7) no other statements regarding the covariant constancy
of distortion and inversed distortion tensors are known in nonlinear continuum
mechanics.

Results and conclusions. Covariant constancy of absolute tensors and pseu-
dotensors of arbitrary valence and weight has been discussed to correct erroneous
statements found in the literature on nonlinear continuum mechanics.

1) The notions and requisite equations from algebra and analysis of pseu-
dotensors have been presented for clear understanding and reference frame-
work.

2) The concept of covariant constancy of tensors and pseudotensors has been
proposed and discussed.

3) Examples of covariant constant tensors and pseudotensors interesting for
micropolar elasticity have been given in Table for convenience. In partic-
ular, the notion of fundamental orienting pseudoscalar that satisfies the
condition of covariant constancy has been introduced and applied to the
problems of concern.

4) A general algorithm for constructing tensors and pseudotensors with con-
stant components which simultaneously are covariant constant has been
recalled and discussed.

5) The distortion and inversed distortion tensors, which are fundamental for
nonlinear mechanics of solids, have been shown not actually covariant con-
stant, contrary to the erroneous statements of the covariant constancy of
distortion and inversed distortion discovered after a literary search.

Competing interests. We declare that we have no competing interests.
Author’s Responsibilities. Each author has participated in the article concept devel-
opment and in the manuscript writing. We take full responsibility for submit the final
manuscript to print. We approved the final version of the manuscript.
Funding. The work was carried out within the framework of a state assignment (state
registration no. AAAA–A20–120011690132–4) and with the support of the Russian Foun-
dation for Basic Research (project no. 20–01–00666).
Acknowledgments. The authors are grateful to the reviewers for careful reading of the
paper and valuable improvements, suggestions and comments.

References
1. Rozenfel’d B. A. Mnogomernye prostranstva [ Multidimensional Spaces]. Moscow, Nauka,

1966, 648 pp. (In Rissian)

44



On covariant non-constancy of distortion and inversed distortion tensors

2. Gurevich G. B. Foundations of the theory of algebraic invariants. Groningen, P. Noordhoff,
1964, viii+429 pp.

3. Synge J. L., Schild A. Tensor Calculus, Dover Books on Advanced Mathematics, vol. 5. New
York, Courier Corporation, 1978, ix+324 pp.

4. Schouten J. A. Tensor Analysis for Physicist. Oxford, Clarendon Press, 1951, xii+277 pp.
5. McConnell A. J. Application of Tensor Analysis. New York, Dover Publ., 1957, xii+318 pp.
6. Sokolnikoff I. S. Tensor Analysis: Theory and Applications to Geometry and Mechanics of

Continua, Applied Mathematics Series. New York, John Wiley & Sons, 1964, xii+361 pp.
7. Radayev Yu. N. The Lagrange multipliers method in covariant formulations of micropo-

lar continuum mechanics theories, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2018, vol. 22, no. 3, pp. 504–517.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1635.

8. Radayev Yu. N., Murashkin E. V. Pseudotensor formulation of the mechanics of hemitropic
micropolar media, Problems of Strength and Plasticity, 2020, vol. 82, no. 4, pp. 399–412 (In
Russian). https://doi.org/10.32326/1814-9146-2020-82-4-399-412.

9. Murashkin E. V., Radayev Yu. N. On a micropolar theory of growing solids, Vestn. Samar.
Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math.
Sci.], 2020, vol. 24, no. 3, pp. 424–444. https://doi.org/10.14498/vsgtu1792.

10. Kovalev V. A., Murashkin E. V., Radayev Yu. N. On the Neuber theory of micropolar
elasticity. A pseudotensor formulation, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat.
Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2020, vol. 24, no. 4, pp. 752–761.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1799.

11. Berdichevsky V. L. Variational Principles of Continuum Mechanics. Moscow, Nauka, 1983,
448 pp. (In Russian)

12. Truesdell C., Toupin R. The Classical Field Theories, In: Principles of Classical Mechan-
ics and Field Theory, Encyclopedia of Physics, III/1; eds. S. Flügge. Berlin, Heidelberg,
Springer, 1960, pp. 226–858. https://doi.org/10.1007/978-3-642-45943-6_2.

13. Truesdell C., Noll W. The Nonlinear Field Theories of Mechanics. Berlin, Springer, 2004,
xxix+602 pp.

14. Maugin G. A. Material Inhomogeneities in Elasticity, Applied Mathematics and Mathemat-
ical Computation, vol. 3. London, Chapman & Hall, 1993, xii+276 pp.

45

https://doi.org/10.14498/vsgtu1635
https://doi.org/10.32326/1814-9146-2020-82-4-399-412
https://doi.org/10.14498/vsgtu1792
https://doi.org/10.14498/vsgtu1799
https://doi.org/10.1007/978-3-642-45943-6_2


Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2022. Т. 26, № 1. С. 36–47
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1891

УДК 539.3

О ковариантном непостоянстве тензоров дисторсии
и обратной дисторсии

Ю. Н. Радаев, Е. В. Мурашкин, Т. К. Нестеров
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН,
Россия, 119526, Москва, просп. Вернадского, 101, корп. 1.

Аннотация
Обсуждаются вопросы ковариантного постоянства тензоров и псев-

дотензоров произвольной валентности и веса в евклидовом простран-
стве. Приводятся минимально необходимые сведения из алгебры и ана-
лиза псевдотензоров. Выясняются условия ковариантного постоянства
псевдотензоров. Рассматриваются примеры ковариантно постоянных тен-
зоров и псевдотензоров из многомерной геометрии. Речь, в частности,
идет о фундаментальном ориентирующем псевдоскаляре, целые степени
которого удовлетворяют условию ковариантного постоянства. В работе
продемонстрировано, что тензоры дисторсии и обратной дисторсии на
самом деле не являются ковариантно постоянными, в противовес ука-
заниям на ковариантное постоянство дисторсии и обратной дисторсии,
которые встречаются в литературных источниках по нелинейной меха-
нике континуума.

Ключевые слова: псевдотензор, фундаментальный ориентирующий
псевдоскаляр, дисторсия, обратная дисторсия, ковариантно постоянные
тензоры, параллельное векторное поле.
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Моделирование процесса равновесного роста
трещины в композитном образце с позиций
механики закритического деформирования

В. Э. Вильдеман, А. И. Мугатаров
Пермский национальный исследовательский политехнический университет,
Россия, 614990, Пермь, Комсомольский проспект, 29.

Аннотация

Обеспечение прочностной надежности и безопасности конструкций
требует изучения вопросов возникновения и равновесного роста тре-
щин. Существует аналогия между подходами механики распростране-
ния трещин и феноменологической механики разрушения, строящейся
на основе использования полных диаграмм деформирования. Для опи-
сания процессов деформирования тел с трещинами целесообразно ис-
пользовать разработанные ранее модели механики закритического де-
формирования, позволяющие описывать равновесные процессы накоп-
ления повреждений, сопровождающиеся разупрочнением. В работе на
примере численного, с использованием когезионных элементов, моде-
лирования межслойного разрушения композитного образца продемон-
стрирована реализация полной диаграммы деформирования материала
вблизи вершины трещины. Построены расчетные диаграммы нагруже-
ния, на которых отображены точки появления зоны закритического де-
формирования и начала роста трещины. Выявлена связь между моду-
лем спада материала и максимальными значениями расчетной нагрузки,
раскрытия и длины пророщенной трещины. Отмечено влияние жестко-
сти нагружающей системы. Сделан вывод о целесообразности рассмот-
рения задач моделирования процессов деформирования и разрушения
конструкций с применением когезионных элементов с позиций механики
закритического деформирования.

Ключевые слова: закритическое деформирование, когезионный эле-
мент, композит, равновесный рост трещины.
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Введение. Прогнозирование процессов разрушения, оценка живучести
и безопасности конструкций требуют изучения вопросов возникновения и
развития трещин и трещиноподобных дефектов в процессе нагружения или
эксплуатации. Особого внимания заслуживает анализ условий, при которых
реализуется равновесное развитие и распространение трещин. Связь вида
ниспадающих участков диаграммы нагружения с микромеханизмами и ста-
диями разрушения предопределяет наличие определенной аналогии и общ-
ности между подходами механики распространения трещин и феноменологи-
ческой механики разрушения, строящейся на основе использования полных
диаграмм деформирования. Представляется целесообразным и перспектив-
ным применение для моделирования равновесного роста трещин в твердых
телах основных положений механики закритического деформирования [1, 2],
основанной на концепции рассмотрения разрушения как результата потери
устойчивости сопровождаемого развитием дефектов процесса закритической
деформации. Оценка устойчивости этого процесса осуществляется с учетом
жесткостных свойств нагружающих систем.

С точки зрения рассмотрения отмеченной аналогии можно обратить вни-
мание на следующую особенность. При анализе тел с трещинами рассмат-
риваются докритические диаграммы разрушения, представляющие собой за-
висимости между средним растягивающим напряжением в неповрежденном
сечении образца от длины трещины при различных начальных длинах по-
следней [3]. Геометрическое место критических (соответствующих динами-
ческому росту трещин) точек на этих кривых называется критической диа-
граммой разрушения. При испытаниях гладких образцов критическая точка
соответствует пределу прочности. Поведение материала может быть описано
без явного рассмотрения трещин и разрывов с использованием ниспадаю-
щей ветви диаграммы деформирования. Она также представляет собой кри-
тическую диаграмму, поскольку является геометрическим местом критиче-
ских точек (соответствующих достижению предела прочности) для образцов
с различной степенью поврежденности, получаемых в результате равновес-
ного деформирования до той или иной степени. Поведение тел с трещинами
в условиях снижения нагрузки при увеличивающихся перемещениях (вели-
чин раскрытия или длины трещины) может рассматриваться по аналогии
с закономерностями закритического поведения образцов материалов в испы-
таниях. Так, в работе [4] приведена диаграмма кинематического нагружения
образца с трещиной в координатах «раскрытие трещины – нагрузка»; зави-
симость аналогична полной диаграмме деформирования материала.

Для определения условий разрушения твердых тел крайне важными яв-
ляются представления о физических процессах в окрестности вершины тре-
щины и соответствующие модели механического поведения. С. Д. Волковым
высказана идея, что характер распределения напряжений у вершины трещи-
ны в принципе повторяет ниспадающий участок кривой на полной диаграмме
деформирования материала, полученной при испытании гладкого образца.
В работе [5] приведена эпюра напряжений у вершины трещины с учетом за-
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критической стадии деформирования материала. Полные диаграммы дефор-
мирования, содержащие ниспадающую ветвь, обнаружены эксперименталь-
но и отражают закон изменения деформационных характеристик материала
(деформационного разупрочнения) при накоплении повреждений. В связи
с этим естественным является предположение, что подобный характер де-
формирования воспроизводится в зоне концентрации напряжений у вершины
трещины. Проблема сингулярности при этом решается автоматически вслед-
ствие убывания до нуля сопротивления материала в вершине трещины, где
деформация максимальна и равна предельной для полностью равновесного
состояния. Жесткость нагружающей системы для элемента материала у вер-
шины трещины может быть конечной и достаточной для устойчивой закри-
тической деформации в этой зоне, чем и объясняется возможность существо-
вания равновесных трещин. Характер развития трещины (устойчивый или
неустойчивый) определяется устойчивостью процесса закритического дефор-
мирования. Предложен целый ряд моделей, определяющих наличие некото-
рой зоны сцепления или зоны с ослабленными связями — зоны предразруше-
ния. К числу наиболее известных относятся модели Дж. Р. Ирвина, Г. И. Ба-
ренблатта, Дж. Р. Райса, Д. С. Дагдейла, М. Я. Леонова и В. В. Панасю-
ка, М. П. Внука и др. [6–15]. Кроме С. Д. Волкова, рядом других авторов
была отмечена целесообразность использования моделей разупрочняющихся
сред при описании процессов деформирования в области концентраторов на-
пряжений [16–20]. Авторы считают, что очевидна корреляция между полной
диаграммой деформирования материала и характером распределения напря-
жений вблизи вершины трещины, качественно они перекликаются.

Показательно, что в настоящее время при численном моделировании раз-
вития трещин в твердых телах распространена «модель когезионной зоны».
В ней предполагается наличие у вершины трещины зоны процесса разруше-
ния с ослабленными связями, для описания поведения которой используют-
ся диаграммы с ниспадающим участком [21–29]. В работах [21–22] описаны
основы когезионной модели трещин, рассмотрены вопросы смешанного раз-
рушения. Стоит отметить, что данная модель является удобной для реше-
ния задач, в которых направление развития трещины заранее известно. Так,
в работе [23] рассмотрены задачи разрушения балок с надрезами при раз-
личных вариантах нагружения. В статье [24] исследована задача деформиро-
вания неоднородной слоистой балки при различных свойствах адгезионного
слоя. В работе [25] проведено численное и экспериментальное исследование
поведения клеевого соединения дерева со стеклом. В работе [26] исследова-
но влияние толщины клеевого соединения на процесс деформирования скле-
енных металлических конструкций. В статье [27] авторами предложена ме-
тодика решения задач разрушения конструкций с клеевыми соединениями,
позволяющая сочетать процессы когезионного и адгезионного разрушения.
В работе [28] исследовано влияние закона деформирования материала кле-
евого соединения на процесс деформирования балки, приклеенной к жест-
кому основанию, произведена оценка размера зоны сцепления. В работе [29]
решены задачи изгиба балок с продольным клеевым соединением, а также
растяжения балки с клеевым соединением под углом. Во всех работах мо-
дель когезионной зоны косвенно воспроизводит проявление закритического
деформирования у вершины трещины.
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В качестве удобного для анализа примера в данной работе рассмотрена
задача деформирования композиционного образца на разрыв между слоями
в рамках модели когезионной зоны. Решение получено в прикладном пакете
ABAQUS CAE.

1. Постановка задачи. Для исследования влияния механического пове-
дения на закритической стадии деформирования материала на процесс роста
трещины рассмотрим модельную статическую задачу разрушения двухкон-
сольной балки из композиционного материала. Данная задача аналогична
методу расчета значения межслойной трещиностойкости полимерных компо-
зитов по ASTM D5528-01. В плоском деформированном состоянии рассматри-
вается образец длиной 100 мм, состоящий из двух частей шириной по 2 мм,
скрепленных через тонкий (0.001 мм) укороченный адгезионный слой. От-
сутствие части адгезионного слоя задает начальную трещину (длина 25 мм).
Композиционный материал — ортотропный, его упругие характеристики при-
ведены в таблице. Материал адгезионного слоя является изотропным упруго-
хрупким с линейным разупрочнением: модуль Юнга 𝐸 = 4000 МПа; предел
прочности на растяжение 𝜎𝐵 = 10 МПа; модуль спада𝐷 (взятый с противопо-
ложным знаком тангенс угла наклона касательной на закритической стадии
деформирования) изменяется в диапазоне от 100 МПа до 4000 МПа. Высокое
значение модуля спада характеризует склонность к хрупкому разрушению,
низкое — к вязкому разрушению и равновесному накоплению повреждений.
Некоторые диаграммы деформирования материала адгезионного слоя при-
ведены на рис. 1. Удельные работы разрушения (площади под диаграммой
деформирования), соответствующие работе, затраченной на разрушение еди-
ницы объема материала, могут быть рассчитаны через модуль спада по фор-
муле

𝑆𝑓 =
𝜎𝐵

2

2

(︁ 1

𝐸
+

1

𝐷

)︁
.

Между частями конструкции заданы связанные контактные условия, меж-
ду композитными частями прописаны контактные условия типа «поверх-
ность–поверхность» во избежание взаимного проникновения друг в друга.
Для упругих частей использована сетка из 4-узловых четырехугольников,
для адгезионного слоя использован одномерный когезионный элемент. Ли-
нейный размер всех элементов — 0.1 мм. Граничные условия: шарнирно за-
креплена точка на расстоянии 10 мм от левого края нижней поверхности;

Рис. 1. Диаграммы деформирования ма-
териала адгезионного слоя, модуль спада:
1 — 1800 МПа, 2 — 800 МПа, 3 — 400 МПа,

4 — 200 МПа
[Figure 1. Adhesive layer material’s
deformation diagrams, softening modulus:
1 — 1800 MPa, 2 — 800 MPa, 3 — 400 MPa,

4 — 200 MPa]

Упругие свойства композита [Composite material’s elastic properties]

𝐸11, GPa 𝐸22, GPa 𝐸33, GPa 𝜈12 𝜈13 𝜈23 𝐺12, GPa 𝐺13, GPa 𝐺23, GPa

56 17 56 0.30 0.04 0.30 3 17 3
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к аналогичной точке на верхней поверхности ступенчато прикладывается пе-
ремещение вдоль оси 𝑂𝑌 с фиксированным шагом 0.01 мм, перемещение
вдоль оси 𝑂𝑋 отсутствует. Остальные поверхности являются свободными,
массовые силы не учитываются. Начало координат поместим в вершину на-
чальной трещины. Решение задачи прекращается, когда теряется сходимость
итерационного процесса.

2. Результаты расчета и их анализ. Анализ поведения образца удобно
проводить по эпюре нормальных напряжений 𝜎22 в адгезионном слое, при-
мер которой с соответствующим полем напряжений изображен на рис. 2. На
эпюре можно выделить несколько характерных точек: 1 — точка, где пол-
ностью реализована закритическая стадия деформирования материала; 2 —
точка, соответствующая частичной реализации закритической стадии; 3 —
точка, соответствующая пределу прочности материала; 4 — точка в упругой
области растяжения; 5 — точка в недеформированном состоянии, являюща-
яся переходной между областью растяжения и областью сжатия; 6 — точка
в упругой области сжатия. Из эпюры видно, каким образом реализуется пол-
ная диаграмма деформирования, видны области (слева направо): с разрушен-
ным материалом, реализации закритической стадии, упругого растяжения,
упругого сжатия.

На рис. 3 приведены наложенные друг на друга эпюры нормальных напря-
жений в адгезионном слое в различные моменты после начала разрушения
и соответствующие им изображения деформированных образцов. Из эпюр
видно, что по мере прорастания трещины область растяжения практически
не изменяется, область сжатия увеличивается (снижается наименьшее значе-
ние напряжения).

По известному в различные моменты напряженно-деформированному со-
стоянию получаем расчетную диаграмму нагружения конструкции в коор-
динатах «раскрытие трещины – нагрузка». Раскрытие трещины определяем

Рис. 2. Поле и эпюра напряжений 𝜎22 с соответствующими точками на
диаграмме деформирования материала

[Figure 2. Stresses 𝜎22 field and diagram with corresponding points on the
material deformation diagram: 1 — the point where the supercritical stage
of material deformation is fully realized; 2 — the point corresponding to the
partial realization of the supercritical stage; 3 — the point corresponding to
the ultimate strength of the material; 4 — the point in the elastic region of
tension; 5 — the point in the undeformed state, which is a transition between
the area of tension and the area of compression; 6 — the point in the elastic

area of compression]
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вдоль оси 𝑂𝑌 начала координат (в вершине заданной трещины). Внешнюю
нагрузку получаем путем вычисления равнодействующей нормальных напря-
жений в адгезионном слое. На диаграмме нагружения, приведенной на рис. 4,
точками обозначены: 1 — момент, где происходит образование зоны закрити-
ческого деформирования материала; 2 — момент, где происходит первое уда-
ление конечного элемента; 3–5 — различные состояния по мере равновесного
роста трещины. Из рисунка видно, что внешняя нагрузка способна значитель-
но увеличиваться после начала реализации закритической стадии деформи-
рования, после начала роста трещины происходит монотонное снижение на-
грузки. Полученные диаграммы нагружения для различных модулей спада
изображены на рис. 5.

Зависимости максимальной нагрузки, выдерживаемой конструкцией, мак-
симальных величин раскрытия и длины трещины от величины модуля спада
и от удельной энергии разрушения представлены на рис. 6. Рост нагрузки при
снижении величины модуля спада объясняется большим размером участка
закритического деформирования (при равной деформации несущая способ-
ность увеличивается). Склонность к росту максимальной величины раскры-
тия трещины при уменьшении модуля спада связана с увеличением податли-

Рис. 3. Эпюры напряжений 𝜎22 и изображения образца по мере роста
трещины

[Figure 3. Stresses 𝜎22 diagram and specimen images as the crack growth]

Рис. 4. Расчетная диаграмма нагружения и эпюры напряжений в раз-
личных состояниях

[Figure 4. Calculated loading diagram and stress diagrams in various states:
1 — the moment where the formation of a zone of supercritical deformation
of the material occurs; 2 — the moment where the first removal of the finite
element occurs; 3–5 — the different states as the crack grows in equilibrium]
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Рис. 5. Расчетные диаграммы нагружения, модуль спада: 1 — 1800 МПа,
2 — 800 МПа, 3 — 400 МПа, 4 — 200 МПа

[Figure 5. Calculated loading diagrams, softening modulus: 1 — 1800 MPa,
2 — 800 MPa, 3 — 400 MPa, 4 — 200 MPa]

вости системы. Из зависимости видно, что, как правило, в некотором диапа-
зоне существует обратная пропорциональность между максимальной длиной
трещины и модулем спада, т.е. чем более податливым является адгезионный
слой, тем больше длина пророщенной трещины. После достижения некото-
рого значения модуля спада максимальная длина трещины изменяется слабо
(достигается некоторое предельное для конструкции состояние). Стоит отме-
тить, что зависимости, изображенные на рис. 6, c–f, не являются монотон-
ными. Это может быть связано как с влиянием размера конечно-элементной
сетки и величины шага нагружения [30], так и с отсутствием дополнитель-
ного условия устойчивости процесса деформирования, построенного в связи
со свойствами нагружающей системы [1]. Данный вопрос требует отдельного
рассмотрения.

Для исследования влияния жесткости нагружающей системы на процесс
деформирования данного образца проведен расчет аналогичной задачи с усло-
вием, что перемещение передается через упругий элемент с заданным ко-
эффициентом жесткости 𝐾. Рассмотрен случай, когда модуль спада 𝐷 =
= 200 МПа. Установлено, что при 𝐾 = 3 Н/м расчет завершается в точке
с максимальной нагрузкой (соответствует случаю «мягкого» нагружения),
при 𝐾 = 4 Н/м расчет проходит полностью (как в случае «жесткого» на-
гружения). Это связано с тем, что наибольшая скорость спада нагрузки со-
ответствует началу разрушения, дальше жесткость нагружающей системы
оказывается достаточной для продолжения процесса равновесного роста тре-
щины.

Заключение. Для демонстрации аналогии между подходами механики
трещин и механики закритического деформирования, а также целесообраз-
ности использования последней для описания равновесного роста трещин
в твердых телах рассмотрена задача деформирования образца на разрыв
между слоями в рамках когезионной модели трещин. Рассмотрена двухзвен-
ная аппроксимация полной диаграммы деформирования материала при раз-
личных значениях модуля спада, соответствующих определенным значениям
удельной энергии разрушения. Построены эпюры нормальных напряжений
в адгезионном слое: показано, каким образом реализуется полная диаграм-
ма деформирования материала вблизи вершины трещины. Изучена эволю-
ция процесса деформирования. Построены расчетные диаграммы нагруже-
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Рис. 6. Зависимости максимальной нагрузки от модуля спада (a)
и удельной энергии разрушения (b); максимальной величины раскры-
тия трещины от модуля спада (c) и удельной энергии разрушения (d);
максимальной длины трещины от модуля спада (e) и удельной энергии

разрушения (f )
[Figure 6. Dependences of the maximum load on softening modulus (a)
and specific fracture energy (b); the maximum crack opening on softening
modulus (c) and specific fracture energy (d); the maximum crack length on

softening modulus (e) and specific fracture energy (f )]
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ния, показаны точки появления зоны закритического деформирования и на-
чала разрушения. Отмечено, что происходит существенное увеличение рас-
четной нагрузки по мере развития зоны закритического деформирования до
начала разрушения. Изучено влияние величины модуля спада на процесс де-
формирования: с уменьшением модуля спада происходит увеличение выдер-
живаемой нагрузки и прикладываемых перемещений. Выявлена зависимость
максимальной длины пророщенной трещины от модуля спада: данная зави-
симость является обратно пропорциональной в некотором диапазоне и имеет
предел. Продемонстрировано, что процесс равновесного роста трещины воз-
можен только при достаточном значении жесткости нагружающей системы.
Можно сделать вывод о целесообразности рассмотрения задач моделирова-
ния процессов деформирования и разрушения конструкций с применением
когезионных элементов с позиций механики закритического деформирова-
ния.
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Abstract
Ensuring the strength and safety of structures requires studying the is-

sues of crack initiation and equilibrium growth. An analogy between the
approaches of phenomenological fracture mechanics, which is based on the
complete deformation diagrams usage, and crack propagation mechanics is
noted. The applying of previously developed postcritical deformation me-
chanics models, which describes accompanied by softening equilibrium dam-
age accumulation processes, is advisable. On the example of the numerical,
with cohesive elements using, simulation of composite specimen interlayer
fracture, the realization of the material deformation complete diagram near
the crack tip is demonstrated. The calculated loading diagrams are con-
structed, the points of the postcritical deformation zone initiation and the
beginning of crack growth are shown. Relations between softening modulus
value and maximum values of load, crack opening and length are revealed.
The influence of the loading system rigidity is noted. It is concluded that con-
sideration of the constructions deformation and fracture processes modeling
problems using cohesive elements from the postcritical mechanics deforma-
tion standpoints is expedient.
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Аннотация

Рассматривается полярно-симметричная задача механодиффузии
для ортотропного сплошного многокомпонентного однородного цилин-
дра, находящегося под действием равномерно распределенных радиаль-
ных нестационарных объемных возмущений. В качестве математической
модели используется связанная система уравнений упругой диффузии
в цилиндрической системе координат, которая учитывает релаксаци-
онные диффузионные эффекты, подразумевающие конечные скорости
распространения диффузионных процессов.

Решение задачи получено в интегральной форме в виде сверток функ-
ций Грина c функциями, задающими объемные возмущения. Для нахож-
дения функций влияния применяется интегральное преобразование Ла-
пласа по времени и разложение искомых функций влияния в ряды Фу-
рье по специальным функциям Бесселя. Обращение преобразования Ла-
пласа осуществляется аналитически с помощью теории вычетов и таб-
лиц операционного исчисления.
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Моделирование одномерных механодиффузионных процессов . . .

На примере трехкомпонентного материала, в котором две компонен-
ты являлись независимыми, выполнено исследование взаимодействия
механического и диффузионного полей в сплошном ортотропном ци-
линдре.

Ключевые слова: упругая диффузия, интегральное преобразование
Лапласа, ряды Фурье, функции Грина, полярно-симметричные задачи,
нестационарные задачи, функции Бесселя, сплошной цилиндр.

Получение: 26 августа 2021 г. / Исправление: 26 декабря 2021 г. /
Принятие: 17 января 2022 г. / Публикация онлайн: 31 марта 2022 г.

Введение. В работе исследуются явления, обусловленные взаимодействи-
ем нестационарных механических и диффузионных полей в сплошных сре-
дах. Исследования в этой области были начаты еще в начале 20-го века и но-
сили преимущественно экспериментальный характер. Первые модели, описы-
вающие связанные механодиффузионные процессы, появились уже во второй
половине 20-го века. В настоящее время вопрос о взаимодействии полей раз-
личной физической природы по-прежнему остается актуальным. Рассматри-
ваются модели, в которых описывается взаимодействие механических, диф-
фузионных, тепловых и электромагнитных полей с учетом конечной скорости
распространения диффузионных потоков [1–5].

В плане решения соответствующих начально-краевых задач наиболее пол-
но изучены модели в прямоугольной декартовой системе координат. При ре-
шении нестационарных задач в различных криволинейных системах коорди-
нат основной проблемой является нахождение системы собственных функ-
ций, являющихся решением соответствующей задачи Штурма—Лиувилля.
Среди публикаций, посвященных данной проблеме, можно выделить [6–20].
В работах [6–15] рассматриваются одномерные задачи для сплошных и по-
лых цилиндрических тел (а также для полостей в пространстве). Двумерным
и осесимметричным задачам посвящены публикации [11,16–20].

При решении указанных нестационарных и квазистационарных задач ис-
пользовались как численные методы, основанные на применении методов
конечных разностей [16] и конечных элементов [11], так и аналитические
методы, основанные на интегральных преобразованиях Лапласа и Ганкеля
[6–15, 17–20]. В последнем случае обращение преобразования Лапласа осу-
ществлялось преимущественно методом Дурбина [8, 9, 13, 14] и его модифи-
кациями [17, 18], а также с помощью алгоритма Gaver–Stehfast [20] и пред-
ставления в виде ортогональных полиномов Лежандра [10]. Во всех случа-
ях вычисление интеграла Меллина основано на использовании специальных
квадратурных формул. Не вдаваясь в обсуждение достоинств и недостатков
данных подходов, отметим только, что такие алгоритмы подходят лишь для
определенного класса функций. При этом изображения, получающиеся при
решении конкретных задач, являются настолько громоздкими, что практи-
чески проверить возможность применения того или иного метода для нахож-
дения их оригиналов не всегда представляется возможным.

Достаточно основательный анализ существующих на сегодняшний день
методов обращения преобразования Лапласа дан в работе [21]. Выводы, по-
лученные авторами, позволяют утверждать, что универсального алгоритма
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обращения преобразования Лапласа не существует. Таким образом, вопросы,
связанные с разработкой аналитических методов решения нестационарных
задач, в частности задач механодиффузии, также являются актуальными.

В заключение отметим, что в известных на сегодняшний день публика-
циях рассматривались нестационарные задачи только для бинарных систем.
Таким образом, постановка данной задачи является новой. Предложенный
алгоритм позволяет получить решение задачи в явном виде, что также явля-
ется отличительной особенностью данной работы.

1. Постановка задачи. Рассматривается одномерный сплошной орто-
тропный (𝑁 +1)-компонентный цилиндр, на который действуют радиальные
нестационарные объемные возмущения. Дифференциальные уравнения, опи-
сывающие связанные механодиффузионные процессы с учетом релаксации
диффузионных потоков, имеют следующий вид (здесь и далее точка обозна-
чает производную по времени, штрих — производную по радиальной коорди-
нате) [22–24]:

𝑢̈ = 𝑢′′ +
𝑢′

𝑟
−
𝑢

𝑟2
−
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𝑁∑︁
𝑗=1

𝜂(𝑗),

𝜂̇(𝑞) + 𝜏𝑞𝜂
(𝑞) = −Λ

(𝑞)
11

(︁
𝑢′′′ +

2𝑢′′

𝑟
−
𝑢′

𝑟2
+
𝑢

𝑟3

)︁
+

+𝐷
(𝑞)
1

(︁
𝜂′′(𝑞) +

𝜂′(𝑞)

𝑟

)︁
+ 𝐹𝑞+1.

(1)

Исходя из того, что изначально цилиндр находится в невозмущенном со-
стоянии, начальные условия в задаче полагаются нулевыми. Краевые усло-
вия, выражающие постоянный уровень концентрации диффузантов и отсут-
ствие механических нагрузок на поверхности цилиндра, записываются в сле-
дующем виде: [︂

𝑢′ +
𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗)

]︂
𝑟=1

= 0, 𝜂(𝑞)
⃒⃒
𝑟=1

= 0,

𝑢 = 𝑂(1), 𝜂(𝑞) = 𝑂(1) (𝑟 → 0).

(2)

Здесь последние два равенства задают естественное условие ограниченности
искомых величин в рассматриваемой области, в частности, в окрестности точ-
ки 𝑟 = 0. В дальнейшем изложении указанные порядковые равенства будут
опущены ввиду отсутствия в явной необходимости их постоянного упомина-
ния.

В формулах (1) и (2) все величины безразмерные. Со своими размерными
аналогами они связаны с помощью следующих соотношений:

𝑟 =
𝑟*

𝑅0
, 𝑢 =

𝑢𝑟

𝑅0
, 𝜏 =

𝐶𝑡

𝑅0
, 𝐶2 =

𝐶1111

𝜌
, 𝜏𝑞 =

𝐶𝜏 (𝑞)

𝑅0
,

𝐶𝛼𝛽 =
𝐶𝛼𝛼𝛽𝛽

𝐶1111
, 𝐶66 =

𝐶1212

𝐶1111
, 𝛼

(𝑞)
1 =

𝛼
(𝑞)
11

𝐶1111
, 𝐷

(𝑞)
1 =

𝐷
(𝑞)
11

𝐶𝑅0
,

Λ
(𝑞)
11 =

𝑚(𝑞)𝛼
(𝑞)
11 𝐷

(𝑞)
11 𝑛

(𝑞)
0

𝜌𝐶𝑅0𝑅𝑇0
, 𝐹𝑖 =

𝜌𝑅0𝐹
*
𝑖

𝐶1111
, 𝐹𝑞+1 =

𝑅0𝐹
(𝑞)

𝐶
,

(3)
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где 𝑡— время; 𝑢𝑟 — компонента вектора механических перемещений; 𝑟* — ра-
диальная координата; 𝜂(𝑞) = 𝑛(𝑞) − 𝑛

(𝑞)
0 — приращение концентрации веще-

ства; 𝑛(𝑞) и 𝑛(𝑞)0 — начальная и текущая концентрации 𝑞-го вещества в составе
(𝑁 +1)-компонентной сплошной среды; 𝑚(𝑞) — молярная масса 𝑞-го вещества
в составе (𝑁 +1)-компонентной сплошной среды; 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 — компоненты тензора
упругих постоянных; 𝜌— плотность среды; 𝛼(𝑞)

𝑖𝑗 — компоненты тензора диф-
фузионных постоянных, характеризующие деформации, возникающие вслед-
ствие диффузии;𝐷(𝑞)

𝑖𝑗 — компоненты тензора самодиффузии;𝑅— универсаль-
ная газовая постоянная; 𝑇0 — температура сплошной среды; 𝐹 *

1 — удельная
плотность объемных сил; 𝐹 (𝑞) — объемная плотность источников массопере-
носа; 𝜏 (𝑞) — время релаксации диффузионных потоков; 𝑅0 — радиус цилин-
дра.

2. Алгоритм решения. Решение поставленной задачи ищется в инте-
гральной форме [22–24]:

𝑢(𝑟, 𝜏) =
𝑁+1∑︁
𝑚=1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 1

0
𝐺1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚(𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜉,

𝜂𝑞(𝑟, 𝜏) =
𝑁+1∑︁
𝑚=1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 1

0
𝐺𝑞+1,𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚(𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜉,

(4)

где 𝐺𝑘𝑚(𝑟, 𝜉, 𝜏), 𝑘,𝑚 = 1, 𝑁 + 1, 0 6 𝜉 6 1, — объемные функции Грина рас-
сматриваемой задачи, т.е. решения следующих начально-краевых задач:

(︁
𝐺′′

1𝑚 +
𝐺′

1𝑚

𝑟
−
𝐺1𝑚

𝑟2

)︁
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺′

𝑗+1,𝑚 + 𝛿1𝑚𝛿(𝑟 − 𝜉)𝛿(𝜏) = 𝐺̈1𝑚,

−Λ
(𝑞)
11

(︁
𝐺′′′

1𝑚 +
2𝐺′′

1𝑚

𝑟
−
𝐺′

1𝑚

𝑟2
+
𝐺1𝑚

𝑟3

)︁
+𝐷

(𝑞)
1

(︁
𝐺′′

𝑞+1,𝑚 +
𝐺′

𝑞+1,𝑚

𝑟

)︁
+

+ 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿(𝑟 − 𝜉)𝛿(𝜏) = 𝐺̇𝑞+1,𝑚 + 𝜏𝑞𝐺̈𝑞+1,𝑚,

(5)

[︂
𝐺′

1𝑚 +
𝐺1𝑚

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+1,𝑚

]︂
𝑟=1

= 0, 𝐺𝑞+1,𝑚

⃒⃒
𝑟=1

= 0,

𝐺1𝑚

⃒⃒
𝜏=0

= 𝐺̇1𝑚

⃒⃒
𝜏=0

= 𝐺𝑞+1,𝑚

⃒⃒
𝜏=0

= 𝐺̇𝑞+1,𝑚

⃒⃒
𝜏=0

= 0.

(6)

Для нахождения функций Грина применяем к (5) и (6) преобразование
Лапласа. Затем первое уравнение (5) домножаем на 𝑟𝐽1(𝜆𝑛𝑟), а второе — на
𝑟𝐽0(𝜆𝑛𝑟) и интегрируем по 𝑟 в промежутке [0, 1]. Получаем (верхний ин-
декс «𝐿» обозначает трансформанту Лапласа, 𝑠— параметр преобразования
Лапласа):∫︁ 1

0

(︁
𝐺′′𝐿

1𝑚 +
𝐺′𝐿

1𝑚

𝑟
−
𝐺𝐿

1𝑚

𝑟2

)︁
𝐽1(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1

∫︁ 1

0
𝐺′𝐿

𝑗+1,𝑚𝐽1(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 +

+ 𝛿1𝑚

∫︁ 1

0
𝛿(𝑟 − 𝜉)𝐽1(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 = 𝑠2

∫︁ 1

0
𝐺𝐿

1𝑚𝐽1(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟,
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−Λ
(𝑞)
11

∫︁ 1

0

(︁
𝐺′′′𝐿

1𝑚 +
2𝐺′′𝐿

1𝑚

𝑟
−
𝐺′𝐿

1𝑚

𝑟2
+
𝐺𝐿

1𝑚

𝑟3

)︁
𝐽0(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 +

+𝐷
(𝑞)
1

∫︁ 1

0

(︁
𝐺′′𝐿

𝑞+1,𝑚 +
𝐺′𝐿

𝑞+1,𝑚

𝑟

)︁
𝐽0(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 +

+ 𝛿𝑞+1,𝑚

∫︁ 1

0
𝛿(𝑟 − 𝜉)𝐽0(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 = (𝑠+ 𝜏𝑞𝑠

2)

∫︁ 1

0
𝐺𝐿

𝑞+1,𝑚𝐽0(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟.

(7)

[︂
𝐺′𝐿

1𝑚 +
𝐺𝐿

1𝑚

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝐿

𝑗+1,𝑚

]︂
𝑟=1

= 0, 𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚

⃒⃒
𝑟=1

= 0. (8)

Здесь 𝐽𝜈(𝑧)— функции Бесселя первого рода порядка 𝜈; 𝜆𝑛 — корни уравне-
ния 𝐽0(𝜆𝑛) = 0. В работе [26] показано, что 𝜆𝑛 удовлетворяют также уравне-
нию 𝐽1(𝜆𝑛) + 𝜆𝑛𝐽

′
1(𝜆𝑛) = 0.

Для вычисления интегралов в (7) используем формулы, полученные в ра-
ботах [22–25]:

∫︁ 1

0
𝐺′𝐿

𝑞+1,𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)𝐽1(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 = −𝜆𝑛
𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2
𝐺𝐿𝐻0

𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠),

∫︁ 1

0

[︁
𝐺′′𝐿

𝑞+1,𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠) +
𝐺′𝐿

𝑞+1,𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟

]︁
𝐽0(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 =

= −𝜆2𝑛
𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2
𝐺𝐿𝐻0

𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠),

∫︁ 1

0

[︁
𝐺′′𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠) +
𝐺′𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟
−
𝐺𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟2

]︁
𝐽1(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 =

= −𝜆2𝑛
𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2
𝐺𝐿𝐻1

1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠),

∫︁ 1

0

[︁
𝐺′′′𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠) +
2𝐺′′𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟
−
𝐺′𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟2
+
𝐺𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟3

]︁
𝐽0(𝑟𝜆𝑛)𝑟𝑑𝑟 =

= −𝜆3𝑛
𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2
𝐺𝐿𝐻1

1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠).

где

𝐺𝐿
1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝐻1
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠)𝐽1(𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝐿𝐻1
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

∫︁ 1

0
𝑟𝐺𝐿

1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)𝐽1(𝜆𝑛𝑟)𝑑𝑟,

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿𝐻0
𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠)𝐽0(𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝐿𝐻0
𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

∫︁ 1

0
𝑟𝐺𝐿

𝑞+1,𝑚(𝑟, 𝜉, 𝑠)𝐽0(𝜆𝑛𝑟)𝑑𝑟.

(9)
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С учетом этих равенств задача (7), (8) преобразуется к следующей системе
линейных алгебраических уравнений:

𝑘1(𝜆𝑛, 𝑠)𝐺
𝐿𝐻1
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠)− 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝐿𝐻0

𝑗+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) = 𝐹1(𝜆𝑛, 𝜉),

Λ
(𝑞)
11 𝜆

3
𝑛𝐺

𝐿𝐻1
1𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠)− 𝑘𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠)𝐺

𝐿𝐻0
𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) = 𝐹𝑞+1(𝜆𝑛, 𝜉),

𝐹1(𝜆𝑛, 𝜉) =
2𝛿1𝑚

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

𝐽1(𝜆𝑛𝜉)𝜉, 𝐹𝑞+1(𝜆𝑛, 𝜉) = −
2𝛿𝑞+1,𝑚

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

𝐽0(𝜆𝑛𝜉)𝜉,

𝑘1(𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜆2𝑛 + 𝑠2, 𝑘𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠) = 𝐷
(𝑞)
1 𝜆2𝑛 + 𝜏𝑞𝑠

2 + 𝑠,

решение которой имеет вид

𝐺𝐿𝐻1
11 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2𝜉𝐽1(𝜆𝑛𝜉)𝑃11(𝜆𝑛, 𝑠)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)

,

𝐺𝐿𝐻1
1,𝑞+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2𝜉𝐽0(𝜆𝑛𝜉)𝑃1,𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)

,

𝐺𝐿𝐻0
𝑞+1,1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2𝜉𝐽1(𝜆𝑛𝜉)𝑃𝑞+1,1(𝜆𝑛, 𝑠)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑄𝑞(𝜆𝑛, 𝑠)

,

𝐺𝐿𝐻0
𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2𝜉𝐽0(𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

[︁ 𝛿𝑞𝑝

𝑘𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠)
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝑠)

𝑄𝑞(𝜆𝑛, 𝑠)

]︁
.

(10)

В формулах (10) приняты следующие обозначения:

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) = 𝑘1(𝜆𝑛, 𝑠)Π(𝜆𝑛, 𝑠)− 𝜆4𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 Λ

(𝑗)
11 Π𝑗(𝜆𝑛, 𝑠),

𝑄𝑞(𝜆𝑛, 𝑠) = 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠)𝑘𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠), 𝑃11(𝜆𝑛, 𝑠) = Π(𝜆𝑛, 𝑠),

𝑃1,𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠) = −𝜆𝑛
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 Π𝑗(𝜆𝑛, 𝑠), 𝑃𝑞+1,𝑘(𝜆𝑛, 𝑠) = Λ

(𝑞)
11 𝜆

3
𝑛𝑃1𝑘(𝜆𝑛, 𝑠),

Π𝑗(𝜆𝑛, 𝑠) =
𝑁∏︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

𝑘𝑘+1(𝜆𝑛, 𝑠), Π(𝜆𝑛, 𝑠) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑘𝑗+1(𝜆𝑛, 𝑠).

(11)

Так как все функции в (10) и (11) являются рациональными функциями
параметра 𝑠 ∈ C, то оригиналы функций влияния находятся аналитически
с помощью теории вычетов и стандартных таблиц операционного исчисления
(штрих означает производную по параметру 𝑠) [22–24,26]:

𝐺𝐻1
11 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏) =

2𝜉𝐽1(𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
11 (𝜆𝑛, 𝑠𝑘) exp(𝑠𝑘𝜏),

𝐺𝐻1
1,𝑞+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏) =

2𝜉𝐽0(𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
1,𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠𝑘) exp(𝑠𝑘𝜏),

67



Зв е р е в Н. А., З ем с к о в А. В., Т а р л а к о в с к и й Д. В.

𝐺𝐻0
𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏) =

2𝜉𝐽1(𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2𝑁+4∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
𝑞+1,1(𝜆𝑛, 𝑠𝑘) exp(𝑠𝑘𝜏),

𝐺𝐻0
𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏) =

2𝜉𝐽0(𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

[︂ 2∑︁
𝑙=1

𝛿𝑞𝑝 exp(𝜒𝑙𝜏)

𝑘𝑞+1(𝜆𝑛, 𝜒𝑙)
+

+

2𝑁+4∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝑠𝑘) exp(𝑠𝑘𝜏)

]︂
,

𝐴
(𝑘)
1𝑚(𝜆𝑛, 𝑠𝑘) =

𝑃1𝑚(𝜆𝑛, 𝑠𝑘)

𝑃 ′(𝜆𝑛, 𝑠𝑘)
, 𝐴

(𝑘)
𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝑠𝑘) =

𝑃𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝑠𝑘)

𝑄′
𝑞(𝜆𝑛, 𝑠𝑘)

,

𝐺1𝑚(𝑟, 𝜉, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐻1
1𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏)𝐽1(𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝑞+1,𝑚(𝑟, 𝜉, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐻0
𝑞+1,𝑚(𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏)𝐽0(𝜆𝑛𝑟),

где 𝑠𝑘(𝜆𝑛) (𝑘 = 1, 2𝑁 + 2)— нули полинома 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠), а 𝜒𝑗(𝜆𝑛)— дополнитель-
ные нули полинома 𝑄𝑞(𝜆𝑛, 𝑠),

𝜒1(𝜆𝑛) = 𝑠2𝑁+3(𝜆𝑛) =
− 1 +

√︁
1− 4𝜏𝑞𝐷

(𝑞)
1 𝜆2𝑛

2𝜏𝑞
,

𝜒2(𝜆𝑛) = 𝑠2𝑁+4(𝜆𝑛) =
− 1−

√︁
1− 4𝜏𝑞𝐷

(𝑞)
1 𝜆2𝑛

2𝜏𝑞
.

Полагая 𝜏𝑞 = 0, получаем классическую модель механодиффузии с бес-
конечной скоростью распространения диффузионных потоков. При 𝜏𝑞 → 0
степень многочлена 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) изменяется с 2𝑁 + 2 до 𝑁 + 2, а для дополни-
тельных нулей имеют место следующие предельные переходы:

𝜒1(𝜆𝑛) → −𝐷(𝑞)
1 𝜆2𝑛, 𝜒2(𝜆𝑛) → −∞ (𝜏𝑞 → 0).

Тогда
exp(𝜒1𝜏) → exp(−𝐷(𝑞)

1 𝜆2𝑛𝜏), exp(𝜒2𝜏) → 0 (𝜏𝑞 → 0).

Полагая далее 𝛼(𝑞)
1 = 0, переходим к классическим моделям упругости

и массопереноса для сплошного цилиндра. Соответствующие им функции
Грина будем обозначать через 𝐺̃11(𝑟, 𝜉, 𝜏), 𝐺̃𝑞+1,𝑝+1(𝑟, 𝜉, 𝜏) и представлять
в виде следующих рядов:

𝐺̃11(𝑟, 𝜉, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺̃𝐻1
11 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏)𝐽1(𝜆𝑛𝑟),

𝐺̃𝑞+1,𝑝+1(𝑟, 𝜉, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺̃𝐻0
𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏)𝐽0(𝜆𝑛𝑟).
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Коэффициенты этих рядов находятся из равенств (9) путем предельного
перехода при 𝛼(𝑞)

1 → 0. Имеем (здесь учтено, что Λ
(𝑞)
11 → 0 при 𝛼(𝑞)

1 → 0)

lim
𝛼
(𝑗)
1 →0

𝑃11(𝜆𝑛, 𝑠) = Π(𝜆𝑛, 𝑠), lim
𝛼
(𝑗)
1 →0

𝑃1,𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠) = 0,

lim
𝛼
(𝑗)
1 →0

𝑃𝑞+1,𝑘(𝜆𝑛, 𝑠) = 0, lim
𝛼
(𝑗)
1 →0

𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) = 𝑘1(𝜆𝑛, 𝑠)Π(𝜆𝑛, 𝑠),

lim
𝛼
(𝑗)
1 →0

𝑄𝑞(𝜆𝑛, 𝑠) = 𝑘𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠)𝑘1(𝜆𝑛, 𝑠)Π(𝜆𝑛, 𝑠).

Тогда в пространстве преобразования Лапласа функции Грина для несвя-
занных задач упругости и диффузии запишутся так:

𝐺̃𝐿𝐻1
11 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2𝜉𝐽1(𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑘1(𝜆𝑛, 𝑠)

,

𝐺̃𝐿𝐻0
𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠) =

2𝜉𝐽0(𝜆𝑛𝜉)𝛿𝑝𝑞

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑘𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠)

.

Здесь переход в пространство оригиналов осуществляется непосредственно с
помощью таблиц операционного исчисления [26]:

𝐺̃𝐻1
11 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏) =

2𝜉𝐽1(𝜆𝑛𝜉) sin𝜆𝑛𝜏

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆𝑛

𝐻(𝜏),

𝐺̃𝐻0
𝑞+1,𝑝+1(𝜆𝑛, 𝜉, 𝜏) =

2𝜉𝐽0(𝜆𝑛𝜉)𝛿𝑝𝑞

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑟=1

exp(𝑠𝑟𝜏)

𝑘′𝑞+1(𝜆𝑛, 𝑠𝑟)
.

(12)

3. Расчетный пример. В качестве примера рассмотрим цилиндр радиу-
са 0.5 мм из трехкомпонентного сплава (𝑁 = 2, независимые компоненты [27]
цинк 1.0% и медь 4.5 % диффундируют в дюралюминии), физические харак-
теристики которого после применения процедуры перехода к безразмерным
величинам (3) следующие:

𝐶12 = 4.92 · 10−1, 𝐶66 = 2.54 · 10−1,

𝛼
(1)
1 = 𝛼

(1)
2 = 6.32 · 10−4, 𝛼

(2)
1 = 𝛼

(2)
2 = 5.92 · 10−4,

𝐷
(1)
1 = 𝐷

(1)
2 = 4.17 · 10−13, 𝐷

(2)
1 = 𝐷

(2)
2 = 4.60 · 10−16,

Λ
(1)
11 = Λ

(1)
12 = Λ

(1)
21 = Λ

(1)
22 = 1.13 · 10−15,

Λ
(2)
11 = Λ

(2)
12 = Λ

(2)
21 = Λ

(2)
22 = 5.18 · 10−18.

Задаем объемные возмущения в следующем виде:

𝐹1(𝑟, 𝜏) = 𝑟𝐽1(𝜆1𝑟)𝐻(𝜏), 𝐹𝑞+1(𝑟, 𝜏) = 0,

где 𝐻(𝜏)— функция Хевисайда.
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Тогда, вычисляя свертки (4), получаем

𝑢(𝑟, 𝜏) =

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 1

0
𝐺11(𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹1(𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜉 =

= 𝐽1(𝜆1𝑟)

2𝑁+2∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
11(𝜆1)

exp(𝑠𝑙𝜏)− 1

𝑠𝑙
,

𝜂𝑞(𝑟, 𝜏) =

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 1

0
𝐺𝑞+1,1(𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹1(𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜉 =

= 𝐽0(𝜆1𝑟)
2𝑁+4∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
𝑞+1,1(𝜆1)

exp(𝑠𝑙𝜏)− 1

𝑠𝑙
.

(13)

Для вычисления рядов (13) использовалось 𝑁𝜆 = 100 членов. Дальнейшее
увеличение членов ряда не приводит к видимому изменению результатов.

Результаты вычислений по формулам (13) представлены на рис. 1–5. Здесь
одна безразмерная единица времени соответствует 1.24 · 107 сек.

Диффузионные поля, изображенные на рис. 2 и 3, инициируются ме-
ханическими нагрузками, что демонстрирует влияние механического поля
на кинетику массопереноса в сплошных средах. Компоненты сплава цинк
и медь диффундируют с различной скоростью, величина которой определя-
ется значением коэффициента диффузии. Для цинка по рис. 2 можно пример-
но оценить момент выхода диффузионного процесса на статический режим
(𝜏 ≈ 1013, около 9.5 суток).

При этом видно, что механические воздействия очень незначительно вли-
яют на массоперенос. Даже по истечении достаточно большого промежутка
времени (9.5 суток для цинка и 95 суток для меди) приращения концентра-
ций имеют порядок 10−5. Такой результат в общем и целом подтверждается
результатами экспериментальных исследований, согласно которым упругие

Рис. 1. Зависимость перемещения 𝑢 от времени 𝜏 и от
координаты 𝑟

[Figure 1. Dependence of the displacement 𝑢 on the
time 𝜏 and on the coordinate 𝑟]
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деформации действительно слабо влияют на диффузионные процессы в твер-
дых телах [28,29].

Решение упругой задачи с учетом (12) будет иметь вид

𝑢(𝑒𝑙)(𝑟, 𝜏) =

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 1

0
𝐺̃11(𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹1(𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜉 = 𝐽1(𝜆1𝑟)

1− cos(𝜆1𝜏)

𝜆21
.

Сравнение решений упругой и упругодиффузионных задач показано на
рис. 4. Показано, что начиная с некоторого момента времени (𝜏 ∼ 109, при-

Рис. 2. Зависимость приращения кон-
центрации 𝜂1 (цинк) от времени 𝜏 и от

координаты 𝑟

[Figure 2. Dependence of the concentration
increment 𝜂1 (Zinc) on the time 𝜏 and

on the coordinate 𝑟]

Рис. 3. Зависимость приращения кон-
центрации 𝜂2 (медь) от времени 𝜏 и от

координаты 𝑟

[Figure 3. Dependence of the concentration
increment 𝜂2 (Copper) on the time 𝜏 and

on the coordinate 𝑟]

Рис. 4. Зависимость перемещения 𝑢 от времени 𝜏 при 𝑟 = 1. Сплошная линия соответствует
решению упругодиффузионной задачи, пунктирная — упругой

[Figure 4. Dependence of the displacement 𝑢 on the time 𝜏 for 𝑟 = 1. The solid line corresponds
to the solution of the elastic diffusion problem, the dotted line corresponds to the elastic problem]
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мерно 80 сек) механические процессы с учетом влияния диффузии начинают
сдвигаться относительно чисто упругих.

На рис. 5 на примере первого компонента вещества (цинк) показано вли-
яние релаксации на кинетику массопереноса. Видно, что релаксационные
эффекты существенно проявляются на ограниченном промежутке времени
и с течением времени затухают.

Рис. 5. Зависимость приращения концентрации 𝜂1 (цинк) от времени 𝜏 при 𝑟 = 0.1. Сплош-
ная линия соответствует времени релаксации 𝜏 (𝑞) = 200 сек, пунктирная — 𝜏 (𝑞) = 100 сек,

штриховая — 𝜏 (𝑞) = 0

Figure 5. Dependence of the concentration increment 𝜂1 (Zinc) on the time 𝜏 for 𝑟 = 1. The
solid line corresponds to the relaxation time 𝜏 (𝑞) = 200 sec, the dotted line corresponds to

𝜏 (𝑞) = 100 sec, the dashed line corresponds to 𝜏 (𝑞) = 0

Заключение. Предложена модель, описывающая связанные нестацио-
нарные механодиффузионные процессы в сплошных средах. Модель содер-
жит линеаризованные уравнения движения сплошной среды и массоперено-
са. Связь между физическими полями учитывается с помощью обобщенного
закона Гука и выражений для диффузионных потоков с учетом их конеч-
ной скорости распространения. Несмотря на то, что речь идет о диффузии
в многокомпонентных твердых телах, данная модель может описывать так-
же диффузию газов и жидкостей в твердых телах, так как все указанные
процессы в линейном приближении описываются одинаковыми уравнениями
и фактическое отличие этих явлений в данном случае определяется только
величиной коэффициента диффузии.

Изложен алгоритм решения одномерной полярно-симметричной нестаци-
онарной задачи упругой диффузии для ортотропного сплошного многоком-
понентного цилиндра с учетом релаксации диффузионных потоков. Найдены
функции влияния, позволяющие определять поля механических перемеще-
ний и приращения концентраций компонент сплошной среды по заданным
нестационарным объемным возмущениям. Важно отметить, что предложен-
ный алгоритм, основанный, по сути, на использовании интегрального преоб-
разования Лапласа и метода разделения переменных Фурье, позволяет по-
лучить решение рассматриваемой задачи в аналитической форме, что дает
широкие возможности для проведения различного рода численных экспери-
ментов. Результаты вычислений представлены в виде графиков зависимости
искомых полей от времени в различных точках цилиндра.
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На примере трехкомпонентного сплошного цилиндра, находящегося под
действием нестационарных объемных сил, исследованы эффекты связанно-
сти механического и диффузионных полей, а также влияние релаксационных
процессов на кинетику массопереноса. Показано, что, с одной стороны, неста-
ционарные деформации инициируют процесс массопереноса. С другой сторо-
ны, диффузия влияет на поле перемещений, что проявляется в виде фазового
сдвига механодиффузионных колебаний относительно чисто механических.
Отмечено также, что релаксационные эффекты, обуславливающие конечную
скорость распространения диффузионных возмущений, проявляются толь-
ко на конечном промежутке времени, соизмеримом с временем релаксации
диффузионных потоков.

Результаты выполненных расчетов на качественном уровне совпадают
с результатами экспериментальных исследований, которые, с одной стороны,
подтверждают эффекты взаимной связанности механического и диффузион-
ного полей, а с другой стороны, показывают, что эта взаимосвязь существенно
проявляется в основном при пластических деформациях и совсем незначи-
тельно — при упругих. Поэтому полученные в работе результаты можно рас-
сматривать как начальный этап моделирования механодиффузионных про-
цессов в сплошных средах.
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Abstract

A polar-symmetric elastic diffusion problem is considered for an or-
thotropic multicomponent homogeneous cylinder under uniformly distributed
radial unsteady volumetric perturbations. Coupled elastic diffusion equa-
tions in a cylindrical coordinate system is used as a mathematical model.
The model takes into account a relaxation of diffusion effects implying finite
propagation speed of diffusion perturbations.

The solution of the problem is obtained in the integral convolution form
of Green’s functions with functions specifying volumetric perturbations. The
integral Laplace transform in time and the expansion into the Fourier series
by the special Bessel functions are used to find the Green’s functions. The
theory of residues and tables of operational calculus are used for inverse
Laplace transform.

A calculus example based on a three-component material, in which two
components are independent, is considered. The study of the mechanical and
diffusion fields interaction in a solid orthotropic cylinder is carried out.
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Численное исследование взаимодействия ударной
волны с проницаемым деформируемым
гранулированным слоем

И. А. Модин, А. В. Кочетков, Е. Г. Глазова
Научно-исследовательский институт механики
Нижегородского государственного университета им. Н. И. Лобачевского,
Россия, 603022, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23, корпус 6.

Аннотация

Получены решения задач воздействия плоских ударных волн на де-
формируемый гранулированный слой. Исследуется трансформация волн
при прохождении через упругопластический гранулированный слой с уче-
том и без учета изменения проницаемости слоя вследствие его дефор-
мации. При решении задач используется зависимость изменения про-
ницаемости слоя от его сжатия, которая получена численно при моде-
лировании сжатия симметричных фрагментов гранулированных слоев
в пространственной постановке. Представлена математическая модель,
описывающая в одномерном приближении взаимосвязанные процессы
нестационарного деформирования плоских проницаемых гранулирован-
ных слоев, состоящих из шаровых частиц, и волновых процессов в поро-
вом и окружающем газе. В основе модели лежат нелинейные уравнения
динамики двух взаимопроникающих континуумов. В качестве межфаз-
ных сил учитываются силы сопротивления при обтекании газом шаро-
вых частиц и силы трения Стокса. Численное решение уравнений про-
водится по модифицированной схеме С. К. Годунова, адаптированной
к задачам динамики взаимопроникающих сред. Поверхности контакта
чистого газа с пористым гранулированным слоем и поровым газом яв-
ляются поверхностью разрыва пористости и проницаемости, на которых
выполняются законы сохранения как на скачке пористости. Численная
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Модин И. А., К о ч е т к о в А. В., Г л а з о в а Е. Г.

реализация контактных условий производится на основе решения за-
дачи распада разрыва на скачке пористости. Численные исследования
процессов нелинейного взаимодействия ударных волн с деформируемы-
ми проницаемыми гранулированными слоями показали, что параметры
проходящих и отраженных волн существенно зависят от степени обжа-
тия гранулированных слоев. Поэтому оценку защитных свойств прони-
цаемых преград при воздействии сильных ударных волн следует прово-
дить с учетом изменения их проницаемости вследствие деформирования
слоев.

Ключевые слова: ударная волна, гранулированный слой, проницае-
мость, взаимопроникающие континуумы, упругопластическое деформи-
рование, схема Годунова.

Получение: 25 августа 2021 г. / Исправление: 26 декабря 2021 г. /
Принятие: 24 января 2022 г. / Публикация онлайн: 31 марта 2022 г.

Введение. Перспективным элементом, защищающим конструкции от им-
пульсных воздействий, являются насыпные слои [1–3]. В научной литерату-
ре существует ряд работ, посвященных исследованию деформируемых пори-
стых преград [4–22], где показано, что размещение слоя пористых насыпных
слоев перед стенкой мишени уменьшает величины остаточного напряжения
и энергии мишени и существенно снижает скорость приложенной нагруз-
ки. Полученные результаты ограничиваются малыми нагрузками, которые
не вызывают развитое пластическое течение или разрушение материала ша-
риков [14, 15]. При этом предполагалось, что проницаемые элементы в про-
цессе взаимодействия с ударными волнами испытывают малые деформации
и их проницаемость не изменяется. В данной статье рассматривается про-
цесс взаимодействия плоских ударных волн с деформируемыми упругопла-
стическими гранулированными слоями, которые могут испытывать большие
деформации, влияющие на их проницаемость.

1. Уравнения в одномерном приближении. Динамическое поведение
гранулированного слоя с содержащимся поровым газом описывается на осно-
ве уравнений динамики двух взаимопроникающих континуумов, каждый из
которых имеет свои скорости, напряжения (давления) и температуры. Од-
номерные уравнения динамики порового газа в форме законов сохранения
массы, импульса и энергии имеют вид:

𝜕(𝛼1𝜌
0
1)

𝜕𝑡
+
𝜕

𝜕
(𝛽𝜌01𝑢1) = 0,

𝜕(𝛼1𝜌
0
1𝑢1)

𝜕𝑡
+
𝜕

𝜕
(𝛽(𝑝1 + 𝜌01𝑢

2
1)) = 0,

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝛼1𝜌

0
1

(︁
𝑒1 +

𝑢21
2

)︁)︁
+

𝜕

𝜕𝑥

{︁
𝛽
(︁
𝜌01𝑢1

(︁
𝑒1 +

𝑢21
2

)︁
+ 𝑝1𝑢1

)︁}︁
= 0, (1)

𝑝1 = (𝛾 − 1)𝜌01𝑒1, 𝑇1 = 𝑒1/𝑐𝑣1(𝑇1).

Здесь и далее нижний индекс 1 относится к газу; 2 — к твердой компоненте;
𝑡— время; 𝑥— координата; 𝜌01 — истинная плотность газа; 𝑢— скорость; 𝑒—
внутренняя энергия; 𝑐𝑣1 — удельная теплоемкость; 𝛾 — показатель адиабаты
газа; 𝑓 , 𝑞— межфазные силы и тепловой поток, действующие на «элемен-
тарный узел» твердой компоненты со стороны порового газа; 𝑛— количество
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таких узлов в единице объема смеси; 𝛼𝑖 — объемные концентрации компонент;
𝛽 — коэффициент проницаемости сечений. Коэффициент проницаемости при-
нимается в виде отношения площади пор к общей площади элемента среды.
Из системы (1) при 𝛼1 = 𝛽 = 1 и 𝑛 = 0 следуют уравнения газовой динамики
для однородной среды.

Уравнения динамического деформирования гранулированного слоя в од-
номерном приближении как скелета двухфазной среды имеют вид [14,23]:

𝜕(𝜌2)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌2𝑢2) = 0,

𝜕(𝜌2𝑢2)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌2𝑢

2
2) = 𝑛𝑓, (2)

𝜕𝜎

𝜕𝑡
+ 𝑢2

𝜕𝜎

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝜀

𝜕𝑢2
𝜕𝑥

.

Здесь 𝜎, 𝜀— напряжение и деформация, 𝜌2 — приведенная плотность грану-
лированного слоя (𝜌2 = 𝛼2𝜌

0
2, 𝛼1 + 𝛼2 = 1). Закон связи между напряжением

и деформацией имеет вид 𝜎 = 𝑓𝑛(𝜀, 𝜎
*). Параметры, отмеченные верхним

индексом *, представляют собой максимальные значения, достигнутые ча-
стицей при нагружении в соответствующем направлении, они необходимы
для описания разгрузки частиц среды, испытывающей необратимые дефор-
мации. Конкретный вид уравнения состояния определяется по результатам
экспериментальных исследований сжатия гранулированных слоев. При вза-
имодействии твердого и газового компонентов в качестве межфазных сил
учитываются: силы сопротивления частичек твердой фазы при их обтекании
поровым газом; силы Стокса вязкого трения, а также конвективный тепло-
обмен через межфазную поверхность [23]. Твердая фаза как скелет высо-
копористой среды может сильно сжиматься в процессе деформации, поэто-
му параметры 𝛼1, 𝛽 будут зависеть от степени ее сжатия. Конкретный вид
этих зависимостей определяется численными исследованиями деформирова-
ния фрагментов гранулированного слоя в трехмерной постановке [24].

Поверхности контакта чистого газа с пористым гранулированным слоем
являются поверхностью разрыва пористости и проницаемости. Как показали
исследования [25–27], на контактных границах «чистый газ» – «поровый газ»
должны выполняться специальные условия, как на скачке пористости:

𝜌05𝑢5 = 𝛽𝜌04𝑢4,

𝜌05𝑢
2
5 + 𝛽𝑝5 = 𝛽(𝜌04𝑢

2
4 + 𝑝4) (3)

𝜌05𝑢5

(︁ 𝛾

𝛾 − 1

𝑝5
𝜌05

+
𝑢25
2

)︁
= 𝛽𝜌04𝑢4

(︁ 𝛾

𝛾 − 1

𝑝4
𝜌04

+
𝑢24
2

)︁
.

Уравнения (3) отражают законы сохранения массы, импульса и энергии на
скачке. Индекс 5 относится к параметрам со стороны «чистого газа», индекс
4 — к параметрам со стороны порового газа.

Построенная нелинейная математическая модель описывает процессы вза-
имодействия проницаемых деформируемых гранулированных слоев с удар-
ными волнами. Модель учитывает изменение пористости среды и ее прони-
цаемости от степени деформации гранулированного слоя. Численное реше-
ние уравнений (1), (2) производится с помощью схемы С. К. Годунова [28],
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адаптированной к задачам динамики взаимопроникающих сред. Численная
реализация контактных условий (3) производится на основе решения задачи
распада разрыва на скачке пористости [25,27].

2. Постановка задачи. Постановка задачи показана на рис. 1. Расчетная
область включает в себя три подобласти: воздух, гранулированный слой, воз-
дух. Подвижный деформируемый гранулированный слой размещается в под-
области 2 от 𝑥 = 𝑥2 до 𝑥 = 𝑥3, таким образом, начальная толщина гранули-
рованного слоя составляет 𝐻 = 𝑥3 − 𝑥2 = 0.017 м. Коэффициент проницае-
мости слоя принимается равным 𝛼 = 0.215, начальные параметры порового
газа 𝑝0 = 0.1 МПа, 𝜌0 = 1.23 кг/м3, 𝑢0 = 0.

Рис. 1. Постановка задачи численного моделирования
[Figure 1. Numerical modeling problems]

Координаты границ подобластей имеют следующие значения: 𝑥1 = −0.2 м,
𝑥2 = 0 м, 𝑥3 = 0.017 м, 𝑥4 = 0.217 м. В первой подобласти задаются пара-
метры, соответствующие параметрам газа (воздуха) за фронтом набегающей
плоской ударной волны. На искусственных границах подобластей газа 𝑥 = 𝑥1
и 𝑥 = 𝑥4 ставятся условия по давлению, соответствующие начальным усло-
виям по этим подобластям. Размеры расчетных областей (подобласти 1 и 2)
выбраны из условий, чтобы волновые возмущения от гранулированного слоя
не отразились от искусственных границ и не исказили численное решение
в течение интервала времени 0.4 мс, когда уже сформированы отраженные
и прошедшие ударные волны в газе.

Коэффициент проницаемости принимается в виде отношения площади
пор к общей площади элемента среды. В третьей подобласти — покоящий-
ся газ с начальными параметрами, как и во второй подобласти. Показатель
адиабаты газа во всех подобластях 𝛾 = 1.4. Решение получено на разност-
ной сетке с размером ячеек 0.0005 м. Гранулированный слой предполагается
деформируемым. Кривые одноосного сжатия имеют вид, характерный для
пористых материалов [29], и в переменных «давление – плотность» показа-
ны на рис. 2. Пунктиром показана разгрузочная ветвь, принимаемая в ви-
де прямой линии, с тангенсом угла наклона (квадрат скорости звука) рав-
ным 2.9 · 105 м2/с2. В начальный момент времени слой покоится, деформа-
ции слоя отсутствуют, его начальная плотность равна 680 кг/м3, давление —
0.1 МПа. Уменьшение проницаемости слоя при его сжатии с начального зна-
чения 𝛼 = 0.215 происходит по линейному закону (рис. 3). Вид зависимости
изменения проницаемости от плотности установлен по результатам числен-
ного моделирования трехмерных задач упругопластического сжатия симмет-
ричных фрагментов гранулированных слоев [30].

В области 𝑥 < 0 в качестве начальных условий задаются постоянные па-
раметры за фронтом набегающей плоской ударной волны (УВ) в направле-
нии оси 𝑂𝑥. Эти параметры определяются числом Маха ударного фронта M0
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Рис. 2. Изменение плотности относительно давления
[Figure 2. Change in density relative to pressure]

Рис. 3. Изменение проницаемости
[Figure 3. Permeability change]

и вычисляются согласно формулам [31]:

𝑝sw
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1
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)︁
,

где 𝛾 — показатель адиабаты, M0 = 𝑢0/𝑎0, 𝑎0 — скорость звука перед УВ.
Рассматривались три варианта задания интенсивности набегающей УВ.

В первом варианте полагалось 𝑝sw = 0.3 МПа, 𝜌sw = 2.596 кг/см3, 𝑢sw =
= 292.5 м/с. На рис. 4–6 представлены распределения давлений, плотностей
и скоростей в газе по расчетной области задачи (−0.1 м < 𝑥 < 0.1 м) в мо-
мент времени 𝑡 = 0.2 мс, когда формируются отраженные и проходящие через
гранулированный слой ударные волны. Видно, что амплитуда давления от-
раженной волны в газе (кривые 1) более чем в 2 раза превышает амплитуду
падающей ударной волны. Проходящая волна также является нелинейной
с амплитудой 0.136 МПа (кривая 3). Наибольшие давления образуются в по-
ровом газе гранулированной среды с амплитудами, на порядок превышаю-
щими амплитуду набегающей, отраженной и проходящей волны (кривая 2).
Распределения скорости и плотности подтверждают нелинейный характер
протекающих процессов (рис. 5, 6). Хорошо видны характерные скачки всех
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Рис. 4. Распределение давления по расчетной области при 𝑡 = 0.2 мс
[Figure 4. Pressure distribution by computational domain (𝑡 = 0.2 ms)]

Рис. 5. Распределение скорости по расчетной области при 𝑡 = 0.2 мс
[Figure 5. Speed distribution by computational domain (𝑡 = 0.2 ms)]

Рис. 6. Распределение плотности по расчетной области при 𝑡 = 0.2 мс
[Figure 6. Density distribution by computational domain (𝑡 = 0.2 ms)]

параметров на границах гранулированного слоя, что соответствует физике
протекающих явлений [14].

На рис. 7, 8 представлены распределения давлений и плотностей по гра-
нулированному слою (твердой фазе) в моменты времени 𝑡 = {0.1; 0.2; 0.3} мс.
Здесь цифрой 1 отмечено распределение полей в момент времени 𝑡 = 0.1 мс;
цифрой 2 — 𝑡 = 0.2 мс; цифрой 3 — 𝑡 = 0.3 мс.

Процессы волнообразования в твердой фазе также носят нелинейный ха-
рактер. Скорости распространения возмущений по твердой фазе значительно
меньше, чем по поровому газу. Вследствие нелинейности происходит некото-
рое усиление амплитуды, распространяющейся по слою волны (кривые 3).
В распространяющейся по твердой фазе волне наблюдается уплотнение слоя
в 1.76 раза, что приводит к существенному изменению его проницаемости
(рис. 3). Для оценки влияния изменения проницаемости при сжатии грану-
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Рис. 7. Распределение давления по расчетной области в твердой фазе слоя
[Figure 7. Pressure distribution by computational domain]

Рис. 8. Распределение плотности по расчетной области в твердой фазе слоя
[Figure 8. Density distribution by computational domain]

Рис. 9. Изменение давления проходящих волн
[Figure 9. Pressure change of passing waves]

Рис. 10. Изменение давления отраженных волн
[Figure 10. Reflected wave pressure change]
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лированного слоя на параметры проходящих и отраженных волн ниже при-
водится сравнительный анализ численных решений с учетом и без учета из-
менения его проницаемости вследствие деформирования.

Для этого проведены расчеты взаимодействия гранулированного слоя с на-
бегающими УВ различной амплитуды: 𝑝sw = 0.3 МПа, 𝑝sw = 0.2 МПа, 𝑝sw =
= 0.15 МПа.

На рис. 9, 10 представлены временные зависимости давлений проходящих
(рис. 9) и отраженных (рис. 10) волн в точках на удалении −3𝐻 и 3𝐻 от
границ слоя.

Цифрами 1 и 1′ отмечено решение, полученное при параметрах газа за
фронтом плоской ударной волны: 𝑝sw = 0.3 МПа. Цифрами 2 и 2′ — реше-
ние, полученное при параметрах газа за фронтом плоской ударной волны:
𝑝sw = 0.2 МПа. Цифрами 3 и 3′ — решение, полученное при параметрах га-
за за фронтом плоской ударной волны: 𝑝sw = 0.15 МПа. Сплошные линии
(1, 2, 3) соответствуют решению с учетом изменения коэффициента прони-
цаемости, пунктирные линии (1′, 2′, 3′) — решению с постоянным коэффици-
ентом проницаемости 0.215. Влияние учета изменения проницаемости особо
заметно на параметрах отраженных волн, и это влияние возрастает с ростом
амплитуды набегающей волны. Эта же закономерность проявляется и для
проходящих волн, но в меньшей мере.

Заключение. Численные исследования процессов нелинейного взаимо-
действия ударных волн с деформируемыми проницаемыми гранулированны-
ми слоями показали, что параметры проходящих и отраженных волн зависят
от степени обжатия гранулированных слоев, более существенна эта зависи-
мость для проходящих волн. Поэтому оценку защитных свойств проницаемых
преград при воздействии сильных ударных волн следует проводить с учетом
изменения их проницаемости вследствие деформирования. Разработанные
математическая и численная модели позволяют получать параметры отра-
женных и проходящих волн через проницаемые гранулированные слои с уче-
том изменения проницаемости от степени деформационного сжатия слоя.
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Abstract

The article presents a mathematical model that describes, in a one-
dimensional approximation, the interconnected processes of unsteady defor-
mation of flat permeable granular layers. The model consists of solid particles
and wave processes in pore and surrounding gas. The model is based on non-
linear equations of dynamics of two interpenetrating continua. As interfacial
forces, drag forces are taken into account when gas flows around ball par-
ticles and friction forces. The numerical solution of the equations is carried
out according to the modified scheme of S. K. Godunov, adapted to the
problems of the dynamics of interpenetrating media. The contact surfaces
of pure gas with the porous granular layer and pore gas are the surface of
the fracture of porosity and permeability. The numerical implementation of
contact conditions is based on the solution of the problem of disintegration
of a gap at a jump in porosity. Solutions are obtained for the effects of plane
shock waves on a deformable granular layer. We study the transformation
of waves passing through an elastoplastic granular layer with and without
taking into account changes in the permeability of the layer. When solving
problems, the dependence of the change in the permeability of a layer on its
compression is used, which is also obtained numerically when modeling the
compression of symmetric fragments of granular layers in a spatial setting.
Numerical studies of the processes of nonlinear interaction of shock waves
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with deformable permeable granular layers have shown that the parameters
of transmitted and reflected waves substantially depend on the degree of
compression of the granular layers. Assessment of the protective properties
of permeable barriers when exposed to strong shock waves should be carried
out taking into account changes in their permeability due to deformation
layers.

Keywords: shock wave, granular layer, permeability, interpenetrating con-
tinua, elastoplastic deformation, Godunov scheme.
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Применение метода Мюллера для определения
собственных частот колебаний вязкоупругих тел
с частотно-зависимыми характеристиками
материала

Д. А. Ошмарин, Н. В. Севодина, Н. А. Юрлова
Институт механики сплошных сред УрО РАН,
Россия, 614013, Пермь, ул. Академика Королева, 1.

Аннотация
Поиск методами численного моделирования оптимальных по демп-

фирующим свойствам конструкций связан, как правило, с большим объ-
емом вычислений. В то же время использование для этой цели механиче-
ской задачи о собственных колебаниях конструкции позволяет оценить
ее демпфирующие свойства вне зависимости от внешних силовых и ки-
нематических воздействий, тем самым существенно уменьшив вычисли-
тельные затраты. Результатом решения задачи о собственных колеба-
ниях кусочно-однородных вязкоупругих тел являются комплексные соб-
ственные частоты колебаний, действительная часть которых представ-
ляет собой частоту, а мнимая — показатель демпфирования (скорость
затухания). Механическое поведение вязкоупругого материала описыва-
ется линейной теорией Больцмана—Вольтерра, в рамках которой мож-
но представить механические характеристики вязкоупругого материала
в форме комплексных динамических модулей: модуля сдвига и модуля
объемного сжатия. Как правило, данные характеристики зависят от ча-
стоты внешнего воздействия. В данной работе представлен алгоритм,
позволяющий получить численное решение задачи о собственных коле-
баниях в случае, когда характеристики вязкоупругого материала явля-
ются функциями частоты. Алгоритм основан на использовании возмож-
ностей пакета прикладных программ ANSYS, а также на методе Мюлле-
ра, позволяющем эффективно решать частичную алгебраическую про-
блему комплексных собственных значений. Работоспособность и эффек-
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Ошмари н Д. А., С е в о д и н а Н. В., Юрл о в а Н. А.

тивность предложенного алгоритма продемонстрированы на примере
двухслойной консольно защемленной пластинки, один слой которой вы-
полнен из упругого материала, а другой — из вязкоупругого. Достовер-
ность полученных результатов подтверждается сравнением собственных
частот колебаний, определенных решением задачи о собственных коле-
баниях такого рода конструкций, с резонансными частотами на ампли-
тудно-частотных характеристиках перемещений из решения задачи об
установившихся вынужденных колебаниях в пакете прикладных про-
грамм ANSYS.

Ключевые слова: вязкоупругость, комплексные динамические моду-
ли, собственные колебания, комплексные собственные частоты, вынуж-
денные установившиеся колебания, резонансные частоты.

Получение: 10 июня 2021 г. / Исправление: 15 февраля 2022 г. /
Принятие: 28 февраля 2022 г. / Публикация онлайн: 31 марта 2022 г.

Введение. Демпфирующая способность материала играет важную роль
в динамическом поведении конструкций. Она приводит к затуханию свобод-
ных колебаний и существенному снижению резонансных амплитуд перемеще-
ний и напряжений при установившихся вынужденных колебаниях [1]. Коли-
чественная оценка диссипативных свойств объектов может основываться на
результатах решения двух задач. Первая из них связана с рассмотрением сво-
бодных колебаний. При этом диссипация системы проявляется в затухании
колебаний, а скорость затухания является количественной оценкой диссипа-
тивных свойств системы. Вторая задача связана с рассмотрением вынужден-
ных установившихся колебаний. При этом диссипативные свойства системы
проявляются в ограничении резонансных амплитуд.

Поиск методами численного моделирования оптимальных по демпфирую-
щим свойствам конструкций связан с большим объемом вычислений. С одной
стороны, необходимо исследовать в заданном диапазоне параметры, позволя-
ющие управлять демпфирующими свойствами. С другой стороны, требуется
при каждой комбинации этих параметров проанализировать поведение ис-
следуемого объекта в определенном спектре динамических воздействий. При
рассмотрении свободных колебаний это связано с необходимостью решения
динамических задач при различных начальных условиях, а в задаче о вы-
нужденных колебаниях — с построением решений при различных частотах
возмущающих воздействий. Последнее обстоятельство значительно услож-
няет получение оптимальных по демпфирующим свойствам конструкций.

В связи с этим в рамках рассматриваемой проблемы представляет ин-
терес постановка механической задачи о собственных колебаниях системы,
позволяющая оценить демпфирующие свойства вне зависимости от внешних
силовых и кинематических воздействий.

Многие прикладные задачи механики связаны с анализом различных сред,
проявляющих зависимость напряжений и деформаций от истории изменения
во времени внешних силовых, кинематических, температурных и прочих воз-
действий.

Демпфирующие свойства конструкции можно определить, основываясь
на учете временного фактора в рамках теорий сплошной среды наследствен-
ного вида: вязкого сопротивления Максвелла, вязкого трения Кельвина—
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Фойгта, наследственности Больцмана—Вольтерра, реологической модели Пой-
тинга—Томсона, термодиффузионной теории Зинера и других [2]. Формули-
ровка общего вида и конкретизация соотношений для изотропных, анизотроп-
ных и неоднородных материалов, развитие общих методов вязкоупругости
содержатся в фундаментальных монографиях А. А. Ильюшина и Б. Е. По-
бедри [2], Ю. Н. Работнова [3, 4], Н. Х. Арутюняна [5, 6], И. И. Бугакова [7],
В. Г. Карнаухова [8], М. А. Колтунова [9], В. В. Москвитина [10], А. Р. Ржа-
ницына [11, 12], Д. Бленда [13], Р. Кристенсена [14], Дж. Ферри [15] и других.
Моделям, содержащим дробные производные и другие операторы дробного
порядка, посвящены обзоры [16] и [17], в которых рассмотрено 337 и 250 работ
соответственно.

Наиболее типичными представителями такого рода материалов являются
полимерные и композиционные материалы, горные породы, бетонные и же-
лезобетонные конструкции. Здесь использовалась наиболее общая линейная
теория Больцмана—Вольтерра, отражающая практически все особенности
квазистатического и динамического поведения вязкоупругих материалов [18–
20]. Использование соотношений данной теории в задачах о собственных или
вынужденных установившихся колебаниях позволяет осуществить переход
к описанию материальных характеристик в терминах комплексных динами-
ческих модулей. В этом случае определяющие соотношения будут иметь точ-
но такой же вид, как и для упругого материала, но при этом коэффициенты,
определяющие связь между компонентами тензоров напряжений и деформа-
ций, будут являться комплексными величинами.

Решением задачи о собственных колебаниях кусочно-однородных вязко-
упругих тел в приведенной постановке являются комплексные собственные
частоты колебаний, действительная часть которых определяет частоту, а мни-
мая — показатель демпфирования (скорость затухания).

Использование комплексных динамических модулей в задачах о вынуж-
денных установившихся колебаниях существенно упрощает процесс получе-
ния их решений как аналитическими [21–23], так и численными методами,
в частности методом конечных элементов [21, 22, 24, 25]. Более того, исполь-
зуемые в данном случае комплексные величины модулей могут быть получе-
ны из экспериментов напрямую [26], что является большим преимуществом
данного подхода при использовании в практических приложениях. На сего-
дняшний день процедуры численного решения задач о вынужденных устано-
вившихся колебаниях реализованы во многих пакетах конечно-элементного
анализа, в том числе в ANSYS.

Однако при рассмотрении собственных колебаний использование подхода
к описанию материальных характеристик на основе комплексных динамиче-
ских модулей имеет ряд особенностей, приводящих к тому, что процесс полу-
чения решения такого рода задач является достаточно нетривиальным. В том
числе это объясняется тем, что для большинства известных вязкоупругих ма-
териалов наблюдается ярко выраженная зависимость материальных свойств
от частоты внешнего возбуждения [22, 26–32]. Так, как упоминается в [22],
у механических свойств резиноподобных материалов можно выделить два
разных уровня демпфирования: материалы с низким демпфированием, у ко-
торых динамический модуль и коэффициент демпфирования (обычно со зна-
чением порядка 0.1) медленно меняются при изменении частоты колебаний,
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что позволяет рассматривать их как константы в диапазоне частот, обычно
вызывающих проблемы с вибрацией конструкции, и материалы с высоким
демпфированием, у которых как динамический модуль, так и коэффициент
демпфирования значительно зависят от частоты. В последнем случае наблю-
дается переходная зона, в которой динамический модуль очень быстро растет
с частотой, а коэффициент демпфирования велик (обычно со значениями по-
рядка 1) и может медленно или быстро изменяться в зависимости от частоты.

Как отмечается в работе [27], на примере материала типа «ПДИ», кото-
рый является механическим аналогом (имитатором) твердого ракетного топ-
лива и представляет собой высоконаполненную полимерную композицию [10],
экспериментально показано, что динамический модуль является монотонно
возрастающей функцией логарифма частоты нагружения и в частотном диа-
пазоне от 0 до 200 Гц с увеличением частоты увеличивается более чем в 5 раз.

В этой связи крайне важной оказывается необходимость учета частотной
зависимости материальных характеристик при численном решении задач как
о собственных, так и о вынужденных установившихся колебаниях. Но ес-
ли в случае вынужденных установившихся колебаний данная особенность не
приводит к дополнительным сложностям при получении решения, то при рас-
смотрении собственных колебаний учет частотной зависимости комплексных
динамических модулей требует разработки специальных методов и подходов.
Отчасти именно этим можно объяснить отсутствие в современных коммерче-
ских пакетах программ реализованных процедур получения численного реше-
ния задач о собственных колебаниях для вязкоупругих материалов, свойства
которых описываются комплексными динамическими модулями, компоненты
которых зависят от частоты.

Численная реализация задачи о собственных колебаниях кусочно-одно-
родных вязкоупругих систем приводит к алгебраической проблеме действи-
тельных или комплексных собственных значений. При использовании дис-
кретных численных методов, в частности метода конечных элементов, име-
ет смысл решать лишь частичную проблему собственных значений, так как
такие задачи, как правило, сводятся к алгебраической задаче большой раз-
мерности. Данное обстоятельство определяет требование к алгоритму, состо-
ящее в том, что собственные значения должны находиться строго в порядке
их возрастания, при этом алгоритм должен обеспечить возможность решения
алгебраической проблемы комплексных собственных значений.

Данным условиям наилучшим образом удовлетворяет метод Мюллера,
который является основой представленного в данной работе способа реше-
ния задачи о собственных колебаниях вязкоупругих конструкций с учетом
частотной зависимости комплексных динамических модулей, описывающих
вязкоупругие свойства материала конструкции. Метод Мюллера, варианты
выбора начальных приближений для решения алгебраической проблемы дей-
ствительных или комплексных собственных значений подробно рассмотрены
в работах [33, 34].

Метод Мюллера зарекомендовал себя как весьма универсальный и подхо-
дящий для решения широкого класса спектральных задач, сводящихся к ал-
гебраическим проблемам на комплексные собственные значения [35–40]. Бо-
лее того, стоит отметить, что данный метод позволяет получить решения
задач, в характеристические уравнения которых искомый параметр входит
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сложным образом (различного рода степенные зависимости, обратная зави-
симость и т.д.) [38–40]. Однако несмотря на все описанные выше особенности,
использовать метод Мюллера напрямую для решения задачи о собственных
колебаниях с учетом зависимости механических характеристик вязкоупруго-
го материала от частоты оказалось невозможно.

Как это демонстрируется далее, компоненты комплексных динамических
модулей, будучи функциями частоты внешнего возбуждения, в задачах о соб-
ственных колебаниях являются функциями только вещественной компонен-
ты искомого характеристического параметра — комплексной собственной ча-
стоты колебаний. Поскольку характеристическое уравнение составляется от-
носительно комплексной собственной частоты (с учетом действительной
и мнимой частей), то для корректного учета частотной зависимости ком-
плексных модулей от частоты требуется разработка специальных методов,
которые позволят получить решение задачи на собственные значения, для
которой коэффициенты характеристического уравнения являются функция-
ми только действительной части характеристического параметра.

В данной работе представлен вариант алгоритма определения комплекс-
ных собственных частот колебаний кусочно-однородных вязкоупругих тел,
выполненных из материалов с частотно-зависимыми характеристиками. Он
является дальнейшим развитием подходов к построению численных решений
задачи о собственных колебаниях кусочно-однородных упругих или вязко-
упругих тел, развиваемых под руководством В. П. Матвеенко [19, 20]. Ра-
ботоспособность и эффективность предложенного метода продемонстрирова-
ны на примере двухслойной консольно защемленной пластинки, один слой
которой выполнен из упругого материала, а другой — из вязкоупругого. До-
стоверность полученных результатов подтверждается сравнением собствен-
ных частот колебаний, определенных решением задачи о собственных коле-
баниях такого рода конструкций, с резонансными частотами на амплитудно-
частотных характеристиках перемещений, полученных решением задачи об
установившихся вынужденных колебаниях в пакете прикладных программ
ANSYS.

1. Математическая постановка задач о собственных и вынужден-
ных установившихся колебаниях кусочно-однородных вязкоупру-
гих тел. Особенности математической постановки задачи о собственных ко-
лебаниях кусочно-однородных тел, имеющих в своем составе элементы, вы-
полненные из вязкоупругого материала, механическое поведение которого
описывается линейной наследственной теорией вязкоупругости с учетом за-
висимости механических характеристик от частоты внешнего воздействия,
приводят к необходимости разработки специальных подходов к построению
численных решений на основе метода конечных элементов. Для этого вос-
пользуемся способом, сформулированным ранее в работах [18–20].

Движение однородных упругих или вязкоупругих элементов тела описы-
вается вариационным уравнением, сформулированным на основе соотноше-
ний линейной теории упругости или вязкоупругости с использованием прин-
ципа виртуальных работ, имеющим вид

𝑁∑︁
𝑛=1

∫︁
𝑉 𝑛
1

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌𝑛𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖 − 𝑓𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉+
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+
𝑀∑︁

𝑚=1

∫︁
𝑉 𝑚
2

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌𝑚𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖 − 𝑓𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 −
∫︁
𝑆𝜎

𝑝𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑆 = 0. (1)

В случае кусочно-однородного тела объемом 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 часть объема
𝑉1 состоит из 𝑁 упругих элементов, а часть объема 𝑉2 — из 𝑀 вязкоупругих
элементов. В уравнение (1) входят компоненты: 𝜎𝑖𝑗 — симметричного тензора
напряжений Коши; 𝜀𝑖𝑗 = 1

2(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)— симметричного тензора деформаций;
𝑢𝑖 — вектора перемещений; 𝑓𝑖 — вектора объемных усилий; вектора поверх-
ностных усилий 𝑝𝑖, заданных на 𝑆𝜎 — части поверхности кусочно-однородно-
го тела объемом 𝑉 ; 𝜌𝑛, 𝜌𝑚 — удельные плотности упругих и вязкоупругих
частей кусочно-однородного тела.

Упругие и вязкоупругие слои идеально скреплены между собой. На по-
верхности, ограничивающей объем рассматриваемого кусочно-однородного
тела, заданы кинематические и силовые граничные условия:

𝑢 = 𝑈𝑖 на 𝑆𝑢, 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑝𝑖 на 𝑆𝜎, (2)

где 𝑛𝑗 — компоненты вектора внешней нормали к поверхности 𝑆𝜎, 𝑆𝑢 — часть
поверхности кусочно-однородного тела объемом 𝑉 , на которой заданы кине-
матические граничные условия.

Граничные условия определяются следующим образом:
– при рассмотрении собственных колебаний компоненты вектора поверх-

ностных усилий и вектора перемещений принимают нулевые значения:
𝑈𝑖 = 0, 𝑝𝑖 = 0;

– в случае вынужденных установившихся колебаний компоненты векто-
ров перемещений и поверхностных усилий изменяются по гармониче-
скому закону: 𝑈𝑖 = 𝑈0

𝑖 cosΩ𝑡, 𝑝𝑖 = 𝑝0𝑖 cosΩ𝑡.
Для упругих составляющих объема 𝑉1 при малых деформациях выполня-

ются физические соотношения для изотропного [2, 41]

𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 = 2𝐺(𝑛)
(︁
𝜀𝑖𝑗 −

1

3
𝜃𝛿𝑖𝑗

)︁
, 𝜎 = 𝐵(𝑛)𝜃 (3)

или анизотропного материалов [2, 41]

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶
(𝑛)
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙. (4)

Здесь 𝐺(𝑛), 𝐵(𝑛) — упругие сдвиговые и объемные модули, 𝜎— среднее напря-
жение, 𝜃— объемная деформация, 𝐶(𝑛)

𝑖𝑗𝑘𝑙 — компоненты тензора упругих кон-
стант анизотропного тела.

Для вязкоупругих частей рассматриваемого тела выполняются соотноше-
ния линейной вязкоупругости для изотропного материала [2–20]:

𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗 = 2𝐺
(𝑚)
0

(︂
𝑒𝑖𝑗 −

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑡− 𝜏)𝑒𝑖𝑗(𝜏)𝑑𝜏

)︂
,

𝜎 = 𝐵
(𝑚)
0

(︂
𝜃 −

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑡− 𝜏)𝜃(𝜏)𝑑𝜏

)︂
.

(5)
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Здесь 𝐺(𝑚)
0 , 𝐵(𝑚)

0 — мгновенные сдвиговые и объемные модули; 𝑠𝑖𝑗 , 𝑒𝑖𝑗 — ком-
поненты девиаторов тензоров напряжений и деформаций; 𝐹 (𝑚), 𝐻(𝑚) — ядра
релаксации.

В рамках данной работы будут рассматриваться как собственные, так
и вынужденные колебания кусочно-однородного вязкоупругого тела. В слу-
чае вынужденных колебаний решение задачи, описываемой уравнением (1),
будет отыскиваться в виде

𝑢̄(𝑥̄, 𝑡) = 𝑢0(𝑥̄)e
𝑖Ω𝑡. (6)

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях вязкоупругих тел. В этом
случае граничные условия являются однородными, и в записи принципа воз-
можных перемещений останутся только слагаемые, учитывающие работу внут-
ренних напряжений и инерционных сил. В этом случае решение задачи будет
отыскиваться как

𝑢̄(𝑥̄, 𝑡) = 𝑢0(𝑥̄)e
𝑖𝜔𝑡. (7)

В выражениях (6), (7) 𝑢̄(𝑥̄, 𝑡)— обобщенный вектор состояния; 𝑢0(𝑥̄)— век-
тор перемещений, зависящий только от пространственных координат (форма
колебаний); Ω— частота внешнего возбуждения; 𝜔 = 𝜔Re+ 𝑖𝜔Im комплексная
собственная частота колебаний, в которой действительная часть 𝜔Re является
круговой собственной частотой колебаний, а мнимая часть 𝜔Im характеризует
скорость их затухания.

Переход к описанию вязкоупругих свойств материала в терминах ком-
плексных динамических модулей в задачах о собственных и вынужденных
установившихся колебаниях требует некоторых математических преобразо-
ваний. При вынужденных установившихся колебаниях нижний предел инте-
грирования в соотношениях (5) заменяется на −∞ [20]. После подстановки
решения (7) в (5), замены переменной 𝑠 = 𝑡 − 𝜏 (𝜏 = 𝑡 − 𝑠, 𝑑𝜏 = 𝑑𝑠) и со-
ответствующих математических преобразований уравнения, определяющие
связь между компонентами тензоров напряжений и деформаций, в случае
изотропного материала принимают следующий вид:

𝑠0𝑖𝑗 = 2𝐺
(𝑚)
0 𝑒0𝑖𝑗(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝜎0 = 𝐵
(𝑚)
0 𝜃0(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
.

Далее вводятся следующие обозначения, которые определяют действи-
тельную и мнимую компоненты комплексных динамических модулей сдвига
и объемного сжатия [18–20]:

𝐺
(𝑚)
Re = 𝐺

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝐺
(𝑚)
Im = 𝐺

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠, (8)

𝐵
(𝑚)
Re = 𝐵

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cosΩ𝑠 𝑑𝑠

)︂
,
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𝐵
(𝑚)
Im = 𝐵

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sinΩ𝑠 𝑑𝑠.

С учетом (8) определяющие соотношения (5) для вынужденных установив-
шихся колебаний можно переписать в следующем виде:

𝑠𝑖𝑗 = 2𝐺̃(𝑚)𝑒𝑖𝑗 , 𝜎̄ = 𝐵̃(𝑚)𝜃, (9)

где 𝐺̃(𝑚) = 𝐺
(𝑚)
Re + 𝑖𝐺

(𝑚)
Im , 𝐵̃(𝑚) = 𝐵

(𝑚)
Re + 𝑖𝐵

(𝑚)
Im .

Аналогичные математические преобразования можно осуществить и для
задачи о собственных колебаниях. Для этого необходимо подставить в (7) вы-
ражение для комплексной собственной частоты 𝜔 = 𝜔Re + 𝑖𝜔Im. В результате
с учетом этой подстановки искомое решение задачи о собственных колебани-
ях примет следующий вид:

𝑢̄(𝑥̄, 𝑡) = 𝑢̄0(𝑥̄)e
𝑖𝜔Re𝑡e−𝜔Im𝑡.

Однако для получения конечного вида определяющих соотношений в слу-
чае собственных колебаний вводятся два допущения [18–20]:

– колебания происходят с медленно меняющимися амплитудами;
– начальные возмущения не влияют на поведение системы.

Первое допущение позволяет вынести из-под знака интеграла e−𝜔Im𝑡. Второе
допущение позволяет изменить нижний предел интегрирования на −∞. По-
дробное обоснование сделанных предположений содержится в работах [19, 20].

Осуществив математические преобразования, аналогичные тем, что были
проделаны для случая вынужденных установившихся колебаний, мы полу-
чаем физические уравнения в виде

𝑠0𝑖𝑗 = 2𝐺
(𝑚)
0 𝑒0𝑖𝑗(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝜎0 = 𝐵
(𝑚)
0 𝜃0(𝑥𝑖)

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠+ 𝑖

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
.

Далее вводятся обозначения для компонент комплексных модулей, анало-
гичные (8):

𝐺
(𝑚)
Re = 𝐺

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝐺
(𝑚)
Im = 𝐺

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠,

𝐵
(𝑚)
Re = 𝐵

(𝑚)
0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) cos𝜔Re𝑠 𝑑𝑠

)︂
,

𝐵
(𝑚)
Im = 𝐵

(𝑚)
0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐹 (𝑚)(𝑠) sin𝜔Re𝑠 𝑑𝑠,

(10)

которые определяют действительную и мнимую части комплексного дина-
мического модуля. Соотношения (4) для задачи о собственных колебаниях
примут вид

𝑠𝑖𝑗 ≈ 2𝐺̃(𝑚)𝑒𝑖𝑗 , 𝜎̄ ≈ 𝐵̃(𝑚)𝜃, (11)

100



Применение метода Мюллера для определения собственных частот колебаний . . .

где 𝐺̃(𝑚) = 𝐺
(𝑚)
Re + 𝑖𝐺

(𝑚)
Im , 𝐵̃(𝑚) = 𝐵

(𝑚)
Re + 𝑖𝐵

(𝑚)
Im .

Здесь следует отметить, что соотношения (9) выполняются точно, а (11) —
приближенно. Анализ соотношений (8) и (10) позволяет сделать вывод о том,
что с точки зрения физического смысла данные соотношения эквивалентны.
Тем не менее данные соотношения имеют существенное отличие, состоящее в
том, что в общем случае выражения (8) являются функциями вещественно-
го параметра Ω, а выражения (10) — функциями действительной части 𝜔Re

комплексной собственной частоты 𝜔 = 𝜔Re + 𝑖𝜔Im. Данная особенность при-
водит к тому, что процесс построения алгоритма численного решения задач
о собственных колебаниях методом конечных элементов (МКЭ) оказывается
крайне нетривиальной задачей.

2. Численная реализация задач о собственных и о вынужденных
установившихся колебаниях вязкоупругих тел с частотно-зависи-
мыми модулями методом конечных элементов. Решение сформулиро-
ванных выше вариационных задач о собственных и о вынужденных устано-
вившихся колебаниях вязкоупругих тел с частотно-зависимыми комплексны-
ми динамическими модулями может быть осуществлено методом конечных
элементов (МКЭ). Типовые процедуры МКЭ приводят рассматриваемые за-
дачи к системам линейных алгебраических уравнений, которые могут быть
записаны в матричной форме (12) или (13) для соответствующих задач:(︀

[𝐾]− 𝜔2[𝑀 ]
)︀
{𝜉} = {0}, (12)

(︀
[𝐾]− Ω2[𝑀 ]

)︀
{𝜉} = {𝐹}, (13)

где [𝐾]— глобальная матрица жесткости, [𝑀 ]— глобальная матрица масс,
{𝜉}— вектор узловых неизвестных, {𝐹}— глобальный вектор узловых нагру-
зок.

В случае кусочно-однородного вязкоупругого тела, состоящего из упругих
и вязкоупругих частей, глобальную матрицу жесткости в уравнениях (12)–
(13) можно представить в виде суммы упругой [𝐾elast] и вязкоупругой [𝐾vis]
составляющих:

[𝐾] = [𝐾vis] + [𝐾elast].

В свою очередь, в случае изотропного материала для вязкоупругих ком-
понент рассматриваемого кусочно-однородного тела матрицу жесткости вяз-
коупругой части, согласно соотношениям (8), (9) и (10), (11), можно предста-
вить в виде (14), воспользовавшись алгоритмом, приведенным в [35]:

[𝐾vis] = 𝐵̃[𝐾𝐵] + 𝐺̃[𝐾𝐺], (14)

в котором комплексные динамические модули 𝐺̃, 𝐵̃ в общем случае явля-
ются либо функциями частоты внешнего возбуждения Ω (при рассмотрении
вынужденных установившихся колебаний), либо функциями действительной
части комплексной собственной частоты 𝜔Re (в случае анализа собственных
колебаний). С учетом введенных обозначений матричные уравнения (12)–(13)
можно переписать в следующем виде:(︀

[𝐾elast] + 𝐵̃[𝐾𝐵](𝜔Re) + 𝐺̃[𝐾𝐺](𝜔Re)− 𝜔2[𝑀 ]
)︀
{𝜉} = {0}, (15)
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(︀
[𝐾elast] + 𝐵̃[𝐾𝐵](Ω) + 𝐺̃[𝐾𝐺](Ω)− Ω2[𝑀 ]

)︀
{𝜉} = {𝐹}. (16)

Здесь выражение 𝐺̃[𝐾𝐺] + 𝐵̃[𝐾𝐵] описывает вязкоупругую часть рассматри-
ваемого кусочно-однородного тела объемом 𝑉2, [𝐾𝐵], [𝐾𝐺]— объемная и сдви-
говая компоненты матрицы жесткости вязкоупругой части.

При рассмотрении задачи о вынужденных установившихся колебаниях,
описываемой матричным уравнением (16), ее решение в виде значений со-
ставляющих вектора узловых неизвестных {𝜉} для любого заданного значе-
ния частоты колебаний Ω отыскивается путем решения системы линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) при помощи любого известного метода.
В частности, для решения данной задачи могут быть использованы коммер-
ческие пакеты прикладных программ, например ANSYS.

На сегодняшний день возможности данного пакета позволяют решать за-
дачи о вынужденных установившихся колебаниях в приведенной выше по-
становке. При этом в рамках данного пакета существует несколько вариан-
тов задания значений комплексных динамических модулей. Более подробную
информацию о возможностях пакета ANSYS для решения задач о вынужден-
ных установившихся колебаниях систем с вязкоупругими элементами, мате-
риальные свойства которых описываются комплексными модулями, можно
найти в [42].

Однако в случае рассмотрения собственных колебаний получить решение
задачи, описываемой матричным уравнением (15), в виде значений комплекс-
ных собственных частот 𝜔 = 𝜔Re+𝑖𝜔Im и форм колебаний {𝜉} = {𝜉Re}+𝑖{𝜉Im}
оказывается весьма затруднительно. Согласно определению, условием суще-
ствования нетривиального решения {𝜉} ≠ {0} для СЛАУ, описываемой мат-
ричным уравнением (15), является равенство нулю определителя матрицы
коэффициентов системы:

𝐷 =
(︀
[𝐾elast] + 𝐵̃[𝐾𝐵] + 𝐺̃[𝐾𝐺]− 𝜔2[𝑀 ]

)︀
= 0.

Таким образом, мы получили алгебраическую проблему комплексных соб-
ственных значений для матрицы

[︀
𝐺̃[𝐾𝐺] + 𝐵̃[𝐾𝐵] + [𝐾elast]− 𝜔2[𝑀 ]

]︀
.

При выборе метода решения алгебраической проблемы собственных зна-
чений необходимо учитывать большую размерность СЛАУ и возможность ре-
шения частичной алгебраической проблемы комплексных собственных значе-
ний. Следует отметить, что для рассматриваемой задачи, описываемой мат-
ричным уравнением (15), имеет смысл решать только частичную проблему
собственных значений, то есть определять не весь спектр собственных ча-
стот, а только какую-либо его часть. Последнее обстоятельство выдвигает
жесткое условие, состоящее в том, что собственные значения должны быть
гарантированно определены либо в заданном интервале, либо в требуемой по-
следовательности, например, в порядке возрастания действительных частей
в случае комплексных собственных значений.

Исследования динамического поведения конструкций в настоящее время
активно проводятся с помощью алгоритмов, в той или иной мере реализован-
ных в коммерческих пакетах программ инженерных расчетов, реализующих
метод конечных элементов (MatLab, ANSYS, Abaqus, MSC NASTRAN и т.д.).
Однако решение задачи о собственных колебаниях вязкоупругих конструк-
ций, материал которых описывается наследственной теорией вязкоупругости
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на основе комплексных динамических модулей, изменяющихся независимо
друг от друга, стандартными методами в пакете ANSYS невозможно.

Процедура численного решения задачи о собственных колебаниях для
систем, содержащих элементы, выполненные из материалов, свойства кото-
рых описываются комплексными динамическими модулями как с частотно-
зависимыми, так и с частотно-независимыми характеристиками, до сих пор
в ANSYS не реализована, что приводит к необходимости разработки специа-
лизированных численных алгоритмов ее решения.

Для случая, когда составляющие комплексных динамических модулей
сдвига и объемного сжатия не зависят от частоты колебаний, т.е. являют-
ся постоянными 𝐺̃ = const, 𝐵̃ = const (например, на ограниченном участке
рассматриваемого частотного диапазона), разработан алгоритм численного
решения задачи о собственных колебаниях, построенный на использовании
возможностей пакета ANSYS, которые дают возможность записывать гло-
бальные ансамблированные матрицы жесткости и масс, позволяющие сфор-
мировать уравнение вида (15).

Для решения алгебраической проблемы собственных значений для мат-
риц с постоянными коэффициентами в рамках данного алгоритма исполь-
зуется метод Мюллера с различными сценариями выбора начальных при-
ближений [33, 34]. В результате решения проблемы собственных значений
методом Мюллера получается спектр комплексных собственных частот коле-
баний вязкоупругой конструкции с частотно-независимыми характеристика-
ми материала. Так как в общем случае характеристики вязкоупругого мате-
риала зависят от частоты колебаний внешнего воздействия, коэффициенты
матрицы жесткости также являются переменными величинами функциями
частоты, и напрямую воспользоваться каким-либо методом для решения ча-
стичной алгебраической проблемы комплексных собственных значений (16)
не представляется возможным. Авторам не удалось найти в литературе све-
дений о способах решения данной проблемы для наиболее общих и широко
применяемых для большого класса материалов моделей вязкоупругости. При
этом необходимо отметить, что предлагаемый авторами алгоритм является
универсальным и подходящим для решения модальных задач при использо-
вании различных моделей вязкоупругости, в том числе и моделей, содержа-
щих дробные производные и другие операторы дробного порядка [16, 17].

В научной литературе [21, 22, 26–32, 43, 44] приводятся различные вари-
анты графических зависимостей составляющих комплексного динамического
модуля от частоты колебаний. Традиционно такого рода зависимости моду-
лей сдвига и объемного сжатия определяются экспериментально на основе
метода динамического механического анализа (ДМА), и строятся они в за-
висимости от частоты внешнего возбуждения. При переходе к задаче о соб-
ственных колебаниях данные зависимости будут являться уже функциями
действительной части комплексной собственной частоты 𝜔Re (15), которая
имеет смысл круговой собственной частоты колебаний. Однако 𝜔Re является
лишь компонентой искомой комплексной собственной частоты 𝜔 = 𝜔Re+𝑖𝜔Im,
что приводит к дополнительным сложностям при реализации численного ре-
шения рассматриваемой задачи. Очевидно, что в общем случае собственные
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значения матрицы[︀
𝐺̃(𝜔Re)[𝐾𝐺] + 𝐵̃(𝜔Re)[𝐾𝐵] + [𝐾elast]− 𝜔2[𝑀 ]

]︀
будут отличаться от собственных значений матрицы[︀

𝐺̃(𝜔)[𝐾𝐺] + 𝐵̃(𝜔)[𝐾𝐵] + [𝐾elast]− 𝜔2[𝑀 ]
]︀
.

Данный факт приводит к необходимости разработки специального алго-
ритма, позволяющего корректно учитывать частотные зависимости свойств
вязкоупругого материала конструкции как функций только действительной
части комплексной собственной частоты колебаний.

3. Алгоритм определения значений собственных частот колеба-
ний кусочно-однородных вязкоупругих тел, выполненных из мате-
риалов с частотно-зависимыми характеристиками. Основой алгорит-
ма является методика расчета собственных частот колебаний систем с вязко-
упругими элементами, характеристики которых не зависят от частоты, пред-
ложенная в работе [35]. Она построена на использовании возможностей паке-
та ANSYS, позволяющих осуществлять запись глобальных ансамблирован-
ных матриц жесткости и масс, и метода Мюллера [33], который позволяет
определять искомые комплексные собственные значения матриц, т.е. ком-
плексные собственные частоты колебаний.

Для простоты и наглядности процесс построения алгоритма численно-
го решения задачи о собственных колебаниях для конструкций, содержащих
элементы из частотно-зависимых вязкоупругих материалов, будет рассмот-
рен на примере изотропного вязкоупругого материла, который характеризу-
ется четырьмя компонентами комплексных динамических модулей: 𝐺Re, 𝐺Im,
𝐵Re, 𝐵Im.

Пусть для каждой составляющей комплексного динамического модуля из-
вестна ее графическая зависимость от частоты внешнего воздействия Ω, ана-
логичная представленным на рис. 1, из которых видно, что каждому 𝑖-тому
значению частоты внешнего воздействия Ω𝑖 соответствует единственно воз-
можный набор значений компонент комплексных динамических модулей 𝐺(𝑖)

Re,
𝐺

(𝑖)
Im, 𝐵(𝑖)

Re, 𝐵
(𝑖)
Im.

Зная значения компонент комплексных динамических модулей 𝐺(𝑖)
Re, 𝐺

(𝑖)
Im,

𝐵
(𝑖)
Re, 𝐵

(𝑖)
Im, снятых с графика, можно определить значения комплексных соб-

ственных частот колебаний {𝜔}⊤𝑖 = {𝜔Re}⊤𝑖 + 𝑖{𝜔Im}⊤𝑖 , соответствующих этим
значениям материальных характеристик. Фигурные скобки в данном случае
обозначают вектор-столбцы, содержащие значения комплексных собствен-
ных частот колебаний, соответствующих набору материальных констант 𝐺(𝑖)

Re,
𝐺

(𝑖)
Im, 𝐵(𝑖)

Re, 𝐵
(𝑖)
Im, полученных для 𝑖-того значения частоты внешнего воздей-

ствия Ω𝑖. Таким образом, полученный вектор-столбец {𝜔}⊤𝑖 = {𝜔Re}⊤𝑖 +𝑖{𝜔Im}⊤𝑖
определяет спектр собственных частот колебаний, полученный для 𝑖-того на-
бора значений компонент комплексных динамических модулей.

Если вычислить {𝜔}⊤𝑖 для (𝑛) наборов материальных констант, то можно
построить зависимость действительных 𝜔Re и мнимых 𝜔Im частей комплекс-
ных собственных частот колебаний от значений компонент комплексных ди-
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Рис. 1. Графические зависимости компонент комплексных ди-
намических модулей от частоты внешнего воздействия

[Figure 1. Graphical relations between components of complex
dynamic moduli and frequency of external excitation]

намических модулей. Обозначим эти зависимости как 𝜔Re(Ω) и 𝜔Im(Ω). При
этом параметр Ω, обозначающий частоту внешнего возбуждения, определя-
ет соответствующий этой частоте набор материальных характеристик 𝐺Re,
𝐺Im, 𝐵Re, 𝐵Im. Таким образом, зависимости 𝜔Re(Ω) и 𝜔Im(Ω) есть зависимости
𝜔Re(𝐺Re, 𝐺Im, 𝐵Re, 𝐵Im) и 𝜔Im(𝐺Re, 𝐺Im, 𝐵Re, 𝐵Im).

В момент резонанса значение частоты внешнего возбуждения совпадает
со значением собственной частоты колебаний объекта. При этом в случае,
когда собственные частоты колебаний являются комплексными, резонанс на-
ступает при совпадении со значением частоты внешнего возбуждения зна-
чения действительной части комплексной собственной частоты 𝜔Re. Данное
условие можно выразить следующим образом:

𝜔Re = Ω. (17)

Для определения значений действительных частей комплексных собствен-
ных частот колебаний на график зависимости значений действительных ча-
стей выбранных мод колебаний от частоты внешнего возбуждения (рис. 2, a)
наносится прямая линия под углом 45∘ к оси абсцисс, графически обозна-
чающая выполнение условия (17). Ордината точки пересечения этой прямой
с каждой кривой, соответствующей определенной моде колебаний, дает зна-
чение действительной части комплексной собственной частоты для данной
моды (рис. 3, a).

После определения значений действительных частей комплексных соб-
ственных частот колебаний определяются соответствующие им значения мни-
мых частей. Для этого на график зависимости мнимых частей выбранных
мод колебаний от частоты внешнего возбуждения (рис. 2, b) наносятся пря-
мые, параллельные оси ординат, которые пересекают ось абсцисс в точках,
соответствующих условию (17). Пересечение каждой из этих прямых с кри-
вой мнимой части для соответствующей моды даст значение мнимой части
комплексной собственной частоты колебаний (рис. 3, b).
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Рис. 2. Зависимости действительных 𝜔Re (a) и мнимых частей 𝜔Im (b) комплексных соб-
ственных частот колебаний от значений компонент комплексных динамических модулей
[Figure 2. Relations between real parts 𝜔Re (a) and imaginary parts 𝜔Im (b) of complex natural

vibration frequency and values of component of complex dynamic moduli]

Рис. 3. Методика определения значений действительных 𝜔Re (a) и мнимых частей 𝜔Im (b)
комплексных собственных частот колебаний

[Figure 3. A technique for determining values of real parts 𝜔Re (a) and imaginary parts 𝜔Im (b)
of complex natural vibration frequencies]
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Таким образом, применение описанных выше вычислительно-графических
процедур позволяет определить значения обеих компонент комплексных соб-
ственных частот колебаний кусочно-однородного вязкоупругого тела, содер-
жащего элементы из вязкоупругих материалов с частотно-зависимыми ха-
рактеристиками.

4. Апробация и верификация алгоритма. Продемонстрируем пред-
лагаемый алгоритм определения комплексных собственных частот колебаний
вязкоупругой конструкции с частотно-зависимыми характеристиками мате-
риала на примере двухслойной консольно защемленной пластинки, представ-
ленной на рис. 4. Один слой пластинки с размерами 𝑙𝑝 = 𝑙𝑣 = 210 мм,
𝑏𝑝 = 𝑏𝑣 = 26 мм, ℎ𝑝 = ℎ𝑣 = 0.6 мм выполнен из упругого материала (обоз-
начен голубым цветом на рис. 4), а второй — из вязкоупругого (обозначен
желтым цветом). Физико-механические характеристики упругого слоя следу-
ющие: модуль Юнга 𝐸 = 2 ·1011 Па, коэффициент Пуассона 𝜈 = 0.3, удельная
плотность 𝜌 = 7800 кг/м3.

Пусть свойства вязкоупругого материала в диапазоне частот внешнего
воздействия от 0 до 500 Гц изменяются так, как представлено на рис. 5.
Данные зависимости качественно отражают один из возможных вариантов
поведения компонент частотно-зависимых комплексных динамических моду-
лей [21, 45] и выбраны исключительно для демонстрации работоспособности
и эффективности предлагаемого алгоритма.

Диапазон изменения составляющих комплексных динамических модулей
лежит в следующих пределах: 𝐺Re = 1.5 · 109 ÷ 1.26 · 1010 Па, 𝐺Im = 0.2𝐺Re,
𝐵Re = 7.45 · 1010 ÷ 6.26 · 1011 Па. Мнимая часть комплексного модуля объем-
ного сжатия принята равной нулю 𝐵Im = 0. Удельная плотность материала
вязкоупругого слоя равна 𝜌𝑣 = 1200 кг/м3.

Воспользуемся решением задачи о вынужденных установившихся колеба-
ниях вязкоупругой конструкции, в составе которой есть элемент, выполнен-
ный из материала с частотно-зависимыми свойствами, для проверки правиль-

Рис. 4. Расчетная схема конструкции (онлайн в цвете)
[Figure 4 (color online). Computational scheme of the structure]
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ности определения спектра собственных частот колебаний такого рода объ-
екта. Эта задача решена с помощью стандартных процедур, реализованных
в ANSYS, при этом свойства вязкоупругого материала, описанные кривыми,
представленными на рис. 5, задавались таблично в зависимости от частоты
внешнего воздействия в рамках выбранного диапазона.

Комплексные собственные частоты колебаний, полученные на основе ре-
шения задачи о собственных колебаниях, и резонансные частоты, определен-
ные на амплитудно-частотных характеристиках (АЧХ) в результате реше-
ния задачи о вынужденных установившихся колебаниях в пакете прикладных
программ ANSYS, сравниваются с полученными по предлагаемому алгорит-
му действительными составляющими собственных частот конструкции.

Рассмотрим вынужденные установившиеся колебания кусочно-однород-
ных вязкоупругих тел, свойства которых описываются частотно-зависимыми
комплексными динамическими модулями. При анализе вынужденных уста-
новившихся колебаний были рассмотрены оба варианта зависимости компо-
нент комплексных динамических модулей от частоты (возрастающие с ростом
частоты и убывающие), представленные на рис. 5. Возбуждение колебаний
осуществлялось путем приложения к защемленному концу пластины вектора
перемещений 𝑈0 = {𝑈𝑥, 𝑈𝑦, 𝑈𝑧} = {1, 1, 1} мм.

На рис. 6 приведены первые 6 мод колебаний с указанием точки съема
информации о компонентах вектора перемещений на данной моде (рис. 6, a);
полученные амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) модуля вектора
перемещений |𝑈𝑠𝑢𝑚| =

√︁
𝑈2
𝑥 + 𝑈2

𝑦 + 𝑈2
𝑧 , отнесенных к модулю вектора воз-

буждающего усилия |𝑈0| =
√︁
𝑈2
𝑥 + 𝑈2

𝑦 + 𝑈2
𝑧 для первых шести мод в рамках

выбранного диапазона частот внешнего воздействия (рис. 6, b, c).
На рис. 6, b приведены результаты, полученные для компонент комплекс-

Рис. 5. Графические зависимости компонент комплексных динамических модулей от ча-
стоты внешнего воздействия: возрастающие (a) и убывающие (b)

[Figure 5. Graphical relations of components of complex dynamic moduli and frequency of
external excitation: increasing (a) and decreasing (b)]
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Modes of vibrations Frequency response plots

a b c
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Modes of vibrations Frequency response plots

a b c

Рис. 6. Первые шесть мод колебаний пластинки (a) и амплитудно-частотные характери-
стики |𝑈sum|/|𝑈0|, полученные для возрастающих (b) или убывающих (c) с ростом частоты

внешнего воздействия компонент комплексного динамического модуля
[Figure 6. The first six modes of vibrations of the plate (a) and frequency
response plots of |𝑈sum|/|𝑈0| obtained for increasing (b) and decreasing (c) components

of complex dynamic moduli]

ных динамических модулей вязкоупругого материала, возрастающих с ро-
стом частоты внешнего воздействия, а на рис. 6, c — для убывающих. Значе-
ния компонент вектора перемещений снимались в точке 𝐴 (рис. 6, a). Стоит
отметить, что для гарантированной регистрации крутильной (№ 3, рис. 6, a)
и планарной (№ 6, рис. 6, a) мод колебаний расположение точки 𝐴 отличается
от положения остальных точек съема АЧХ для изгибных мод колебаний. Это
объясняется тем, что величина перемещений на изгибных модах колебаний
существенно выше, чем на крутильных или планарных модах. В результате
при фиксации изгибных и, например, крутильных мод в одной и той же точке
при построении АЧХ резонанс крутильной моды может попадать на восхо-
дящую или нисходящую ветвь резонансной кривой изгибной моды и в силу
большой разницы в величине перемещений, будет на графике не виден. Пе-
ренос же точки съема информации позволяет его обнаружить.

Стоит отметить, что в случае убывающих с ростом частоты значений ком-
плексных модулей для рассматриваемой системы наблюдается смена порядка
чередования 5 и 6 форм колебаний. Так, для убывающих модулей мода, соот-
ветствующая значению 5-й собственной частоты 𝜔5 = 423.29 Гц, становится
изгибной, а мода, соответствующая 6-й собственной частоте 𝜔6 = 450.84 Гц, —
планарной. Тогда как для возрастающих модулей мода, соответствующая зна-
чению 5-й собственной частоты 𝜔5 = 460.20 Гц, является планарной, а мода,
соответствующая 6-й собственной частоте 𝜔5 = 499.32 Гц, — изгибной.

Пунктирной линией на рисунках 6, b и 6, c обозначены значения собствен-
ных частот колебаний, определенных по предложенному алгоритму.

В таблице приведено сравнение собственных частот колебаний конструк-
ции, в составе которой есть слой, выполненный из материала с частотно-за-
висимыми возрастающими или убывающими составляющими комплексных
динамических модулей. Для сравнения в столбцах 2 и 4 данной таблицы при-
ведены значения частот колебаний, соответствующих резонансным пикам на
АЧХ и полученных в результате решения задачи о вынужденных установив-
шихся колебаниях и представленных на рис. 6.
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Комплексные собственные частоты колебаний, определенные на основе предлагаемо-
го алгоритма, и резонансные частоты, определенные на основе задачи о вынужден-
ных колебаниях, решенной в ANSYS [Compex natural vibration frequencies detrmined
on the basis of the proposed algorithm and resonant frequencies determined on the basis

of forced steady-state vibration problem solved in ANSYS]

Incremental moduli Decreasing moduliModes of
ANSYS

Suggested
ANSYS

Suggestedvibrations
method method

1 11.33 11.34 + 𝑖 0.16 15.21 15.24 + 𝑖 0.72
2 77.11 77.09 + 𝑖 2.03 88.34 88.29 + 𝑖 3.63
3 203.66 206.26 + 𝑖 7.02 197.00 199.28 + 𝑖 5.97
4 239.95 239.99 + 𝑖 9.20 225.96 225.81 + 𝑖 7.19
5 460.26 460.20 + 𝑖 3.01 423.39 423.75 + 𝑖 11.14
6 499.32 499.36 + 𝑖 21.73 450.84 450.85 + 𝑖 1.22

Результаты, приведенные в таблице, свидетельствуют о том, что предла-
гаемый алгоритм нахождения спектра собственных комплексных частот ко-
лебаний с высокой степенью достоверности позволяет определить собствен-
ные частоты колебаний вязкоупругой конструкции, в составе которой есть
элементы с частотно-зависимыми свойствами.

Проверить численно определение показателей демпфирования (мнимых
частей комплексных собственных частот) в этом случае не представляется
возможным, поскольку решение задачи о вынужденных установившихся ко-
лебаниях такой информации не дает.

Стоит отметить, что при решении задачи о вынужденных установивших-
ся колебаниях результат решения зависит от вида нагружения, места прило-
жения возбуждающей нагрузки и места регистрации, а также анализа всех
компонент вектора перемещений. Этот факт частично отражен в результа-
тах, представленных на рис. 6. При некорректном выборе сочетания пара-
метров возбуждения и регистрации колебаний есть вероятность определить
не все возможные резонансные режимы и, соответственно, только часть ре-
зонансных частот. В этой связи важно правильно подобрать конфигурацию
указанных выше факторов для гарантированного определения всех значе-
ний собственных частот колебаний в выбранном частотном диапазоне. Эта
вероятность полностью исключается в предлагаемом алгоритме определения
спектра собственных комплексных частот колебаний, поскольку он построен
на основе решения задачи о собственных колебаниях, результаты решения
которой не зависят от способа возбуждения.

Сравнение значений действительных частей комплексных собственных
частот, определенных из решения задачи о собственных колебаниях, демон-
стрирует хорошее согласование со значениями резонансных частот, опреде-
ленных из решения задачи о вынужденных установившихся колебаниях в па-
кете прикладных программ ANSYS.

Поскольку предлагаемый алгоритм позволяет определить комплексные
собственные частоты колебаний, появляется возможность найти для каждой
моды колебаний и значения мнимых частей собственных частот, которые яв-
ляются количественной характеристикой демпфирующих свойств системы.
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Заключение. В работе предложен алгоритм численного решения задачи
о собственных колебаниях кусочно-однородных вязкоупругих конструкций
с учетом частотной зависимости характеристик вязкоупругого материала,
основанный на использовании возможностей пакета прикладных программ
ANSYS, позволяющих записывать глобальные ансамблированные матрицы
жесткости и масс, а также метода Мюллера для решения частичной пробле-
мы собственных значений для итогового разрешающего матричного уравне-
ния.

Эффективность предложенного алгоритма была продемонстрирована на
примере определения значений комплексных собственных частот колебаний
двухслойной консольно защемленной пластины, один слой которой выполнен
из упругого материала, а второй — из вязкоупругого материала с частотно-
зависимыми характеристиками. Достоверность полученных результатов под-
тверждается сравнением собственных частот колебаний, определенных реше-
нием задачи о собственных колебаниях такого рода конструкций, с резонанс-
ными частотами на амплитудно-частотных характеристиках перемещений из
решения задачи об установившихся вынужденных колебаниях в пакете при-
кладных программ ANSYS. Для демонстрации универсальности предложен-
ного алгоритма рассмотрено два варианта частотной зависимости материаль-
ных свойств вязкоупругого слоя.

Представленные результаты свидетельствуют о том, что разработанный
алгоритм является эффективным инструментом для анализа динамических
характеристик систем, содержащих элементы из вязкоупругих материалов,
в том числе с частотно-зависимыми материальными характеристиками, и мо-
жет являться основой для построения алгоритмов численной оптимизации
динамических характеристик различного рода объектов.
Конкурирующие интересы. Конфликты интересов отсутствуют. Номер лицен-
зии ANSYS в «ИМСС УрО РАН» № 1064623.
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An application of Mueller’s method for determining
eigenfrequencies of vibrations of viscoelastic bodies
with frequency-dependent characteristics of a material
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Abstract
A search for optimal damping properties of structures using methods of

numerical modelling is as a rule associated with a large number of com-
putations. Alongside this an application of mechanical problem of natural
vibrations of structures for this purpose allows estimating damping prop-
erties of structures regardless external force and kinematic impacts. This
fact leads to sufficient decrease in computational costs. The results of the
solution to the problem of natural vibrations of piecewise-homogeneous vis-
coelastic bodies are complex natural vibration frequencies, the real part of
which is a frequency of vibrations and imaginary part is damping index (rate
of vibration damping). A mechanical behavior of a viscoelastic material is
described by the linear theory of Boltzman–Volterra. Within the frameworks
of this theory mechanical properties of a viscoelastic material can be repre-
sented as complex dynamic moduli (shear modulus and bulk modulus). As a
rule, these properties depend on frequency of external excitation. In current
paper an algorithm which allows obtaining solution to the problem on nat-
ural vibrations, in case when components of complex dynamic moduli are
frequency-dependent, is represented. The algorithm is based on using capa-
bilities of the ANSYS software package and also the Mueller’s method which
allows solving partial problem of complex eigenvalues. An efficiency and pro-
ductivity of the algorithm is demonstrated on the example of a two-layered
cantilever plate. One layer of the plate is made of an elastic material and
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the second one is made of a viscoelastic material. Reliability of the obtained
results is proved by comparison natural vibration frequencies obtained as a
result of solution to the problem of natural vibrations and resonant frequen-
cies at frequency response plots of the displacements obtained as a result of
solution to the problem of forced steady-state vibrations using the ANSYS
software package.

Keywords: viscoelasticity, complex dynamic moduli, natural vibrations,
complex eigenfrequencies, forced steady-state vibrations, resonance frequen-
cies.
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Аннотация

Разработана методика расчета релаксации остаточных напряжений
в консольно закрепленном вращающемся цилиндре после процедуры по-
верхностно-пластического деформирования в условиях ползучести, учи-
тывающая влияние ступенчатого изменения параметров температурно-
силового нагружения (разгрузки). Задача моделирует напряженно-де-
формированное состояние поверхностно упрочненного цилиндра
(стержня), торцевое сечение которого жестко закреплено на диске, вра-
щающегося с постоянной угловой скоростью.

Методика включает метод реконструкции полей остаточных напря-
жений и пластических деформаций и метод расчета релаксации остаточ-
ных напряжений в процессе ползучести вращающегося цилиндрического
стержня. Поскольку вызванные вращением растягивающие напряжения
по длине стержня не изменяются во времени, в каждом поперечном се-
чении решается задача о релаксации остаточных напряжений для рас-
тягиваемого стержня при постоянном напряжении.

Выполнено детальное численное исследование влияния количества
оборотов на скорость релаксации остаточных напряжений для упроч-
ненного дробью цилиндрического образца радиусом 3.76 мм из сплава
ЭИ698 при температуре 700 ∘C.

Анализ результатов расчетов позволил установить нетривиальный
эффект, заключающийся в том, что релаксация остаточных напряжений

Научная статья
© Коллектив авторов, 2022
© СамГТУ, 2022 (составление, дизайн, макет)

cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0
International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Ра дч е н к о В. П., Ли б е рм а н А. Е., Б л о х и н О. Л. Релаксация остаточных напряже-
ний в поверхностно упрочненном вращающемся цилиндре в условиях ползучести // Вестн.
Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2022. Т. 26, № 1. С. 119–139. EDN: GFBZBC.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1884.
Сведения об авторах
Владимир Павлович Радченко https://orcid.org/0000-0003-4168-9660
доктор физико-математических наук, профессор; заведующий кафедрой; каф. прикладной
математики и информатики; e-mail: radchenko.vp@samgtu.ru
Александр Евгеньевич Либерман https://orcid.org/0000-0002-9185-2131
аспирант; каф. прикладной математики и информатики; e-mail: aliberman740@gmail.com
Олег Леонидович Блохин https://orcid.org/0000-0002-0167-4758
инженер по машинному обучению; e-mail: olb940611@mail.ru

119

https://doi.org/10.14498/vsgtu1884
https://doi.org/10.14498/vsgtu1884
http://www.mathnet.ru/rus/org2786
http://www.mathnet.ru/rus/org2786
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://elibrary.ru/GFBZBC
https://doi.org/10.14498/vsgtu1884
http://www.mathnet.ru/rus/person38375
https://orcid.org/0000-0003-4168-9660
https://orcid.org/0000-0003-4168-9660
mailto:radchenko.vp@samgtu.ru
http://www.mathnet.ru/rus/person181575
https://orcid.org/0000-0002-9185-2131
https://orcid.org/0000-0002-9185-2131
mailto:aliberman740@gmail.com
http://www.mathnet.ru/rus/person181576
https://orcid.org/0000-0002-0167-4758
https://orcid.org/0000-0002-0167-4758
mailto:olb940611@mail.ru


Радч е н к о В. П., Ли б е рм а н А. Е., Б л о х и н О. Л.

в сечениях, находящихся под действием осевых растягивающих напря-
жений вследствие вращения, происходит менее интенсивно, чем в «хво-
стовом» сечении, где осевая нагрузка от вращения равна нулю. Полу-
ченные в работе результаты могут быть полезными при оценке эффек-
тивности поверхностно-пластического упрочнения деталей в условиях
высокотемпературной ползучести.

Ключевые слова: остаточные напряжения, поверхностное пластиче-
ское упрочнение, вращающийся цилиндр, ползучесть, релаксация.
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Введение. Технологии поверхностного пластического деформирования
(ППД) деталей ответственных конструкций, эксплуатирующихся в условиях
температурно-силовых воздействий, являются одним из резервов повышения
их ресурса вследствие создания в приповерхностном слое поля сжимающих
остаточных напряжений (ОН), препятствующих развитию различного рода
микродефектов в материале. Положительное влияние ОН отмечается для ря-
да характеристик надежности: повышается предел выносливости при много-
и малоцикловом нагружении и микротвердость, улучшаются трибологиче-
ские характеристики и другие показатели [1–10]. Поскольку теоретическая
(расчетная) оценка этих показателей связана с наличием информации о зако-
нах распределения ОН по глубине упрочненного слоя, одной из первых задач
является решение проблемы реконструкции (формирования) напряженно-
деформированного состояния ОН после упрочнения. Подавляющее большин-
ство публикаций в этом направлении посвящено экспериментальным методам
определения ОН и их использованию в дальнейших расчетах в поле внешних
термомеханических нагрузок. Однако эти методы позволяют определить од-
ну или две компоненты тензора ОН и не позволяют установить компоненты
тензора пластических деформаций [3, 4, 10–12]. Существенное продвижение
в области теоретических методов реконструкции ОН связано с возросшими
возможностями математического моделирования технологических процессов
на основе современного программного обеспечения в многочисленных ком-
мерческих пакетах, базирующихся на методе конечных элементов (МКЭ).
В этом направлении получен ряд впечатляющих результатов. В частности,
в [13] за счет варьирования технологических параметров обработки поверхно-
сти дробью (длительность обработки, скорость и направление микрошариков
и др.) на основе МКЭ с помощью 3D-моделирования удалось получить поля
ОН и исследовать влияние технологических параметров на их формирование.
Аналогичные подходы реализованы и в работах [14–20].

Кроме самостоятельной ценности решение проблемы реконструкции ОН
имеет важное значение для постановки краевых задач ползучести поверх-
ностно упрочненных элементов конструкций с начальным напряженно-де-
формированным состоянием и развития методов их решения. Величина и ха-
рактер распределения ОН в процессе их релаксации являются ключевой ин-
формацией для расчета остаточного ресурса по параметрическим критериям
отказа при эксплуатации упрочненных элементов конструкций по техниче-
скому состоянию.
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Анализ публикаций в этом направлении свидетельствует, что тематика,
связанная с релаксацией ОН в условиях ползучести, находится в стадии ста-
новления. Так, в [21] применительно к сплошным поверхностно упрочненным
цилиндрическим образцам разработан прямой метод решения краевой зада-
чи релаксации остаточных напряжений, на основании обобщения которого ре-
шен ряд задач для полых и сплошных упрочненных цилиндрических деталей
в условиях сложного нагружения внешними квазистатическими нагрузками
[22–25].

В настоящей работе ставится задача разработки метода решения релак-
сации ОН в поверхностно упрочненном сплошном цилиндрическом образце
при вращении в условиях ползучести. Первая попытка решения такой задачи
предпринята в [26], однако для построения методики расчета использовал-
ся приближенный метод [27], согласно которому полагалось, что поскольку
толщина поверхностного упрочненного слоя мала по сравнению с радиусом
цилиндрического образца, этот слой не оказывает существенного влияния на
жесткость и деформируемость самого цилиндра. Поэтому тонкий упрочнен-
ный слой можно представить «наклеенным» на цилиндр и деформирующим-
ся с ним в режиме «жесткого» нагружения под действием осевой растяги-
вающей силы. Однако оценить погрешность этого метода теоретически не
представляется возможным. В настоящей работе решение построено на ос-
новании точного (но численного) метода решения соответствующей краевой
задачи.

1. Постановка задачи. Рассматривается поверхностно упрочненный
сплошной вращающийся цилиндр в условиях ползучести. Целью работы яв-
ляется разработка метода расчета релаксации наведенных остаточных на-
пряжений после процедуры поверхностного пластического деформирования
вследствие ползучести материала цилиндра в поле массовых сил. Рассматри-
ваемый цилиндрический стержень длиной 𝑙 и радиуса 𝑎 консольно закреплен
в сечении 𝑧 = 𝑅1 и вращается вокруг оси 𝐴𝐴1 с угловой скоростью 𝜔, при
этом используемая цилиндрическая система координат (𝑟, 𝜃, 𝑧) с центром
в точке 𝑂 жестко связана с вращающимся упрочненным цилиндром (рис. 1).
В данной постановке задача моделирует напряженно-деформированное со-
стояние поверхностно упрочненного цилиндра (стержня), торцевое сечение
которого жестко закреплено на диске радиуса 𝑅1, вращающегося относи-

Рис. 1. Растяжение сплошного цилиндра от действия центробежной силы 𝑁 при вращении
с угловой скоростью 𝜔

[Figure 1. Stretching of a solid cylinder from the action of centrifugal force 𝑁 during rotation
with angular velocity 𝜔]
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тельно оси 𝐴𝐴1 с постоянной угловой скоростью 𝜔. При вращении возникает
неоднородное осевое напряженное состояние за счет переменной продольной
нагрузки 𝑁(𝑧) (рис. 1), под действием которой развиваются деформации пол-
зучести в каждом сечении образца и происходит релаксация остаточных на-
пряжений в тонком приповерхностном упрочненном слое. При построении
расчетной модели вводится гипотеза плоских сечений.

Схема решения поставленной задачи состоит из реализации следующих
этапов:

1) реконструкция полей остаточных напряжений и пластических дефор-
маций после процедуры упрочнения при нормальной («комнатной»)
температуре 𝑇0;

2) перерасчет полей остаточных напряжений при приложении темпера-
турно-силовых стационарных нагрузок от вращения и изменении тем-
пературы со значения 𝑇0 (модуль Юнга материала 𝐸0) до температуры
«эксплуатации» 𝑇1 (𝑇1 > 𝑇0, модуль Юнга при этой температуре 𝐸1);

3) расчет релаксации остаточных напряжений в упрочненном цилиндри-
ческом образце вследствие ползучести при температуре 𝑇1.

2. Напряженно-деформированное состояние вращающегося ци-
линдра. Предварительно найдем закон изменения осевого напряжения во
вращающемся неупрочненном цилиндре. Согласно [28] центробежная сила,
действующая на элемент объема 𝑑𝑧 (рис. 1), имеет вид

𝑑𝑁 = 𝜔2(𝑅1 + 𝑧)𝜌𝐹 (𝑧)𝑑𝑧, (1)

где 𝜔— угловая скорость; 𝜌 = 𝛾/𝑔— плотность материала; 𝛾 — удельный вес;
𝑔— ускорение свободного падения; 𝐹 (𝑧)— площадь поперечного сечения.

При определении центробежной силы элемент цилиндра рассматривается
как точечная масса, сосредоточенная в центре тяжести сечения. Тогда из (1)
имеем

𝑁(𝑧) = 𝜌𝜔2

∫︁ 𝑙

𝑧
(𝑅1 + 𝜉)𝐹 (𝜉)𝑑𝜉,

откуда для напряжения 𝜎 = 𝜎(𝑧) получаем

𝜎(𝑧) =
𝑁(𝑧)

𝐹 (𝑧)
= 𝜌𝜔2 1

𝐹 (𝑧)

∫︁ 𝑙

𝑧
(𝑅1 + 𝜉)𝐹 (𝜉)𝑑𝜉. (2)

Так как площадь сечения рассматриваемого кругового цилиндра посто-
янна по длине, из (2) находим

𝜎(𝑧) = 𝜌𝜔2
(︁
𝑅1(𝑙 − 𝑧) +

𝑙2 − 𝑧2

2

)︁
.

Далее, приняв во внимание, что 𝑙 = 𝑅2−𝑅1 — длина цилиндра, и сделав необ-
ходимые преобразования, получим окончательную формулу распределения
растягивающих напряжений во вращающемся круглом цилиндре постоянно-
го сечения при 𝜔 = const:

𝜎(𝑧) =
1

2
𝜌𝜔2𝑅2

2

[︁
1−

(︁𝑅1 + 𝑧

𝑅2

)︁2]︁
, 0 6 𝑧 6 𝑅2 −𝑅1. (3)
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3. Методика реконструкции напряженно-деформированного со-
стояния после поверхностного упрочнения. Основы этой методики за-
ложены в работе [27] для изотропного поверхностно пластического упрочне-
ния поверхности образца (обработка дробью, пневмо- и гидродробеструйное
упрочнение и др.), а в дальнейших работах [22–25] выполнено ее обобщение на
другие виды упрочнения (обкатка роликом, алмазное выглаживание и др.),
приводящие к анизотропному характеру распределения остаточных пласти-
ческих деформаций в направлениях осей 𝜃 и 𝑧 цилиндрической системы ко-
ординат. Обозначим через 𝜎res𝑟 , 𝜎res𝜃 , 𝜎res𝑧 радиальное, окружное и осевое оста-
точные напряжения, а через 𝑞𝑟, 𝑞𝜃, 𝑞𝑧 — соответствующие компоненты тензора
остаточных пластических деформаций после процедуры упрочнения. Недиа-
гональными компонентами тензоров остаточных напряжений и пластических
деформаций будем пренебрегать в силу их малости по сравнению с диагональ-
ными компонентами.

В предположении, что в области сжатия поверхностного слоя вторичные
пластические деформации отсутствуют, с использованием экспериментально
определенной компоненты 𝜎res𝜃 = 𝜎res𝜃 (𝑟) в работах [22–25, 27] для остальных
компонент тензоров остаточных напряжений и пластических деформаций по-
лучены следующие зависимости:

𝜎res𝑟 = −1

𝑟

∫︁ 𝑎

𝑟
𝜎res𝜃 (𝜉)𝑑𝜉; (4)

𝑞𝜃(𝑟) =
(1 + 𝜇)(1− 2𝜇)

𝐸0(1 + 𝛼𝜇)2
𝑟−𝜈

∫︁ 𝑟

0
𝜉𝜈−1

[︀
𝜎res𝑟 (𝜉) + (1 + 𝛼)𝜎res𝜃 (𝜉)

]︀
𝑑𝜉−

− 1 + 𝜇

𝐸0(1 + 𝛼𝜇)

[︀
(1− 𝜇)𝜎res𝜃 (𝑟)− 𝜇𝜎res𝑟 (𝑟)

]︀
, 𝜈 =

2 + 𝛼

1 + 𝛼𝜇
; (5)

𝑞𝑧(𝑟) = 𝛼𝑞𝜃(𝑟), 𝑞𝑟(𝑟) = −(1 + 𝛼)𝑞𝜃(𝑟); (6)

𝜀0𝑧 =
2

𝑅2

∫︁ 𝑎

0
𝑟
(︁
𝑞𝑧(𝑟)−

𝜇

𝐸
[𝜎res𝑟 (𝑟) + 𝜎res𝜃 (𝑟)]

)︁
𝑑𝑟; (7)

𝜎res𝑧 (𝑟) = 𝐸0(𝜀
0
𝑧 − 𝑞(𝑟)) + 𝜇(𝜎res𝑟 (𝑟) + 𝜎res𝜃 (𝑟)), (8)

где 𝐸0 — модуль Юнга при температуре упрочнения; 𝜇— коэффициент Пуас-
сона; 𝛼— феноменологический параметр анизотропии упрочнения. В случае
пневмодробеструйной обработки микрошариками 𝛼 = 1 и эпюры напряжений
𝜎res𝜃 , 𝜎res𝑧 практически совпадают [27].

Схема расчета полей остаточных напряжений и пластических деформа-
ций в сплошном цилиндре после процедуры упрочнения его поверхности (в мо-
мент времени 𝑡 = 0− 0) имеет вид [22–25,27]

𝜎res𝜃 (𝑟)
(4)→ 𝜎res𝑟 (𝑟)

(5)→ 𝑞𝜃(𝑟)
(6)→ 𝑞𝑟(𝑟), 𝑞𝑧(𝑟)

(7)→ 𝜀0𝑧
(8)→ 𝜎res𝑧 (𝑟) (9)

(числа над стрелками означают номера формул, по которым вычисляется со-
ответствующая величина). Из схемы (9) следует, что в конечном итоге ком-
поненты 𝜎res𝑟 , 𝜎res𝑧 , 𝑞𝑟, 𝑞𝜃, 𝑞𝑧 определяются через 𝜎res𝜃 при 𝛼 = 1.

Таким образом, феноменологическая модель (9) основана на имеющихся
экспериментальных данных о распределении компоненты 𝜎res𝜃 = 𝜎res𝜃 (𝑟). Од-
нако экспериментально ее можно определить только в тонком упрочненном
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слое (области сжатия), поэтому эти данные необходимо экстраполировать на
всю область 0 6 𝑟 6 𝑎. Для этого можно использовать аппроксимацию вида

𝜎res𝜃 (𝑟) = 𝜎0 − 𝜎1 exp
(︁
−(𝑎− 𝑟)2

𝑏2

)︁
, (10)

где 𝜎0, 𝜎1, 𝑏— параметры аппроксимации, методика идентификации которых
хорошо известна [22–25,27].

4. Расчет напряженно-деформированного состояния при мгно-
венном приложении температурно-силового нагружения. Рассматри-
вается следующая температурно-силовая схема нагружения образца. Снача-
ла образец мгновенно прогревается с температуры упрочнения 𝑇0 (модуль
Юнга 𝐸0) до температуры «эксплуатации» 𝑇1 (модуль Юнга 𝐸1). Затем ци-
линдр начинает вращаться вокруг оси 𝐴𝐴1 с угловой скоростью 𝜔. Предпола-
гается, что при температурно-силовом нагружении не возникают вторичные
пластические деформации, т. е. происходит упругая догрузка упрочненного
образца. Поскольку 𝑞𝜃 = 𝑞𝜃(𝑟) не зависит от температуры, соотношение (5)
для температуры 𝑇1 можно записать в виде

𝑞𝜃(𝑟) =
(1 + 𝜇)(1− 2𝜇)

𝐸1(1 + 𝛼𝜇)2
𝑟−𝜈

∫︁ 𝑟

0
𝜉𝜈−1𝐸1

𝐸0

[︀
𝜎res𝑟 (𝜉) + (1 + 𝛼)𝜎res𝜃 (𝜉)

]︀
𝑑𝜉−

− 1 + 𝜇

𝐸1(1 + 𝛼𝜇)

𝐸1

𝐸0

[︀
(1− 𝜇)𝜎res𝜃 (𝑟)− 𝜇𝜎res𝑟 (𝑟)

]︀
. (11)

Соотношение (11) по форме будет аналогично (5), если все эпюры оста-
точных напряжений после процедуры упрочнения умножить на коэффици-
ент 𝐸1/𝐸0. Таким образом, получаем распределения остаточных напряжений
при температуре 𝑇1. Учет напряженного состояния (3), вызванного вращени-
ем, позволяет найти начальные напряжения и деформации в упрочненном
цилиндре в начальный момент времени 𝑡 = 0:

𝜎𝑧(𝑟, 𝑧, 0) =
𝐸1

𝐸0
𝜎res𝑧 (𝑟) +

1

2
𝜌𝜔2𝑅2

2

[︁
1−

(︁𝑅1 + 𝑧

𝑅2

)︁2]︁
,

𝜎𝑖(𝑟, 𝑧, 0) =
𝐸1

𝐸0
𝜎res𝑖 (𝑟), 𝑖 = 𝑟, 𝜃;

𝜀𝑖(𝑟, 𝑧, 0) =
1

𝐸1

[︀
(1 + 𝜇)𝜎𝑖(𝑟, 𝑧, 0)− 𝜇𝜎*(𝑟, 𝑧, 0)

]︀
+ 𝑞𝑖(𝑟).

Здесь и далее через 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝜀𝑖 = 𝜀𝑖(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧, обозначают-
ся зависимости для компонент тензоров напряжений и полных деформаций;
𝜎*(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝜎𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) + 𝜎𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡) + 𝜎𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡).

5. Методика расчета кинетики напряжений во вращающемся по-
верхностно упрочненном цилиндре в условиях ползучести. Решить
поставленную задачу аналитически невозможно в силу нелинейности любого
закона ползучести для металлических материалов, а получение компонент
тензоров напряжений (𝜎res𝑟 , 𝜎res𝑧 ) и пластических деформаций (𝑞𝑧, 𝑞𝑟, 𝑞𝜃) из
(4)–(8) возможно только численными методами. С учетом неоднородности
напряженного состояния по координате 𝑧 ∈ [0, 𝑙] при вращении выполняется

124



Релаксация остаточных напряжений. . .

дискретизация цилиндра по этой координате: 0 = 𝑧0 < 𝑧1 < · · · < 𝑧𝑁 = 𝑙
с постоянным шагом Δ𝑧 = 𝑙/𝑁 . В дальнейшем упрочненный образец рас-
сматривается как составной стержень из 𝑁 элементарных цилиндрических
стержней с образующей Δ𝑧, при этом в пределах каждого из них напряжен-
ное состояние по координате 𝑧 (𝑧𝑖−1 6 𝑧 6 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁) можно считать одно-
родным, а осевое растягивающее напряжение 𝜎𝑧(𝑧), определяемое по (3), —
постоянным.

В связи с этим расчет релаксации остаточных напряжений в каждом се-
чении вращающегося упрочненного цилиндра можно выполнить автономно.
Для этой цели можно использовать разработанную ранее методику [21, 22]
для расчета кинетики напряженно-деформированного состояния в поверх-
ностно упрочненном цилиндре в условиях ползучести при постоянной растя-
гиваемой нагрузке (постоянном напряжении 𝜎𝑧(𝑧), определяемого из соотно-
шения (3)).

Постановка краевой задачи включает следующие соотношения для 𝑘-го
элементарного стержня (𝑘 = 1, 𝑁):

– уравнения равновесия

𝑟
𝑑𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟
+ 𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜎𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡); (12)∫︁ 𝑎

0
𝜎𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)𝑟𝑑𝑟 =

𝑁(𝑧𝑘)

2𝜋
, (13)

где 𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡), 𝜎𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡), 𝜎𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)— радиальная, окружная и осевая
компоненты тензора напряжений в цилиндрическом образце в сечении
𝑧 = 𝑧𝑘;

– уравнение совместности деформаций

𝑟
𝑑𝜀𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟
+ 𝜀𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡), (14)

где 𝜀𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡), 𝜀𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)— радиальная и окружная компоненты тензора
полных деформаций;

– гипотеза плоских сечений:

𝜀𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀*𝑧(𝑧𝑘, 𝑡); (15)

– краевые условия:

lim
𝑟→0

𝑑𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟
= 0; 𝜎𝑟(𝑎, 𝑧𝑘, 𝑡) = 0. (16)

Используя закон Гука, соотношение (15) и зависимость для полной де-
формации

𝜀𝑖(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝑒𝑖(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝑞𝑖(𝑟) + 𝑝𝑖(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡), 𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧, (17)

где 𝑒𝑖 и 𝑝𝑖 — компоненты упругой деформации и деформации ползучести, на-
ходим зависимость для осевой компоненты тензора деформаций:

𝜎𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝐸1

[︀
𝜀*𝑧(𝑧𝑘, 𝑡)− 𝑞𝑧(𝑟)−𝑝𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

]︀
+𝜇

[︀
𝜎𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)+𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

]︀
, (18)
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при этом для компонент деформаций ползучести имеем начальные условия
𝑝𝑖(𝑟, 𝑧𝑘, 0) = 0, 𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧.

В работе [21] (и последующих работах [22–25]) на основе уравнений (6),
(12)–(18) получено дифференциальное уравнение для компоненты 𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)
в виде

𝑟2
𝑑2𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟2
+ 3𝑟

𝑑𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟
= 𝑔(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

с граничными условиями (16), где

𝑔(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) =
𝐸1

1− 𝜇2

[︁2 + 𝛼

1 + 𝛼
𝑞𝑟(𝑟) + 𝑝𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)− 𝑝𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)−

− 𝑟
(︁𝑑𝑝𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟
+ 𝜇

𝑑𝑝𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟

)︁
+

𝑟

1 + 𝛼
(1 + 𝛼𝜇)

𝑑𝑞𝑟(𝑟)

𝑑𝑟

]︁
,

решение которого записывается следующим образом:

𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) = −
∫︁ 𝑎

𝑟

1

𝜉3

(︂∫︁ 𝜉

0
𝑔(𝜂, 𝑧𝑘, 𝑡)𝜂𝑑𝜂

)︂
𝑑𝜉. (19)

Далее из (12) с учетом (19) находим окружную компоненту напряжений:

𝜎𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝑟
𝑑𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)

𝑑𝑟
.

Для определения 𝜎𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) из (18) необходимо знать 𝜀*𝑧(𝑧𝑘, 𝑡). Подставляя
(18) в уравнение равновесия (13), получаем уравнение относительно величи-
ны 𝜀*𝑧(𝑧𝑘, 𝑡), выражая которую, находим

𝜀*𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) =
𝑁(𝑧𝑘)

𝜋𝑎2𝐸1
+

2

𝑎2

∫︁ 𝑎

0

(︁
𝑞𝑧(𝑟) + 𝑝𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡)−

𝜇

𝐸
(𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜎𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡))

)︁
𝑟𝑑𝑟,

(20)
а далее с использованием (20) определяем 𝜎𝑧(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡) по формуле (18).

Расчет осуществляется на заданном временном интервале 𝑡 ∈ [0, 𝑡*], где
𝑡* — финишное значение. Далее при 𝑡 = 𝑡* осуществляется температурная
разгрузка образца с температуры эксплуатации 𝑇1 до температуры 𝑇0 (пред-
полагается, что этот процесс осуществляется мгновенно). В этом случае полу-
ченные к моменту времени зависимости для остаточных напряжений умножа-
ются на коэффициент 𝐸0/𝐸1. Затем производится силовая разгрузка образца,
т. е. полагается 𝜔 = 0. Здесь в каждом сечении образца 𝑧 = 𝑧𝑘 происходит
ступенчатое изменение осевой компоненты тензора напряжений на величину,
определяемую соотношением (3). Компоненты 𝜎𝑟(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡

*) и 𝜎𝜃(𝑟, 𝑧𝑘, 𝑡
*) реа-

гируют лишь на ступенчатое изменение температурного режима с 𝑇1 до 𝑇0.
В итоге получаем поля остаточных напряжений при температуре 𝑇0 после
ползучести за время 𝑡*.

6. Выбор феноменологической модели ползучести. Для реализа-
ции методики расчета релаксации остаточных напряжений в условиях пол-
зучести требуется использование какой-либо теории ползучести. В данной
работе используется реологическая модель, предложенная для описания пер-
вой и второй стадий ползучести в работе [29] и обобщенная на третью стадию
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ползучести [30], основные соотношения которой при сложном напряженном
состоянии имеют следующий вид:

𝜀𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗 + 𝑝𝑖𝑗 ; (21)

𝑒𝑖𝑗 =
1+𝜇
𝐸 𝜎𝑖𝑗 − 𝜇

𝐸 𝛿𝑖𝑗𝜎𝑠𝑠; (22)
𝑝𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 + 𝑣𝑖𝑗 + 𝑤𝑖𝑗 ; (23)

𝑤̇𝑖𝑗 = 𝑐
(︀

𝑆
𝜎*

)︀𝑚1−1 1
𝜎*

(︀
3
2𝜎𝑖𝑗 −

1
2𝛿𝑖𝑗𝜎𝑠𝑠

)︀
; (24)⎧⎨⎩𝑢𝑖𝑗(𝑡) =

∑︀
𝑘

𝑢𝑘𝑖𝑗(𝑡),

𝑢̇𝑘𝑖𝑗(𝑡) = 𝜆𝑘

[︁
𝑎𝑘
(︀

𝑆
𝜎*

)︀𝑛2−1 1
𝜎*

[︀
(1 + 𝜇′𝑘)𝜎𝑖𝑗 − 𝜇′𝑘𝛿𝑖𝑗𝜎𝑠𝑠

]︀
− 𝑢𝑘𝑖𝑗(𝑡)

]︁
;

(25)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜈𝜈𝜈(𝑡) =

∑︀
𝑘

𝜈𝑘𝜈𝜈(𝑡),

𝜈𝑘𝜈𝜈(𝑡) = (1 + 𝜇′′𝑘)𝛽
𝑘
𝜈𝜈(𝑡)− 𝜇′′𝑘

(︀
𝛽𝑘11(𝑡) + 𝛽𝑘22(𝑡) + 𝛽𝑘33(𝑡)

)︀
,

𝛽̇𝑘𝜈𝜈(𝑡) =

{︃
𝜆𝑘

[︁
𝑏𝑘
(︀

𝑆
𝜎*

)︀𝑛2−1 𝜎𝜈𝜈
𝜎*

− 𝛽𝑘𝜈𝜈(𝑡)
]︁
, [· · · ]𝜎𝜈𝜈 > 0,

0, [· · · ]𝜎𝜈𝜈 6 0;

(26)

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎0𝑖𝑗(1 + 𝜔); 𝜔̇ = 𝛼(𝑆0)𝜎𝑖𝑗 𝑝̇𝑖𝑗 . (27)

Здесь 𝜀𝑖𝑗 , 𝑒𝑖𝑗 , 𝑝𝑖𝑗 — полная, упругая деформация и деформация ползучести
соответственно; 𝑢𝑖𝑗 , 𝜈𝑖𝑗 , 𝑤𝑖𝑗 — вязкоупругая, вязкопластическая и вязкая со-
ставляющие деформации ползучести; 𝜎𝑖𝑗 , 𝜎0𝑖𝑗 — соответственно компоненты
истинного и номинального тензоров напряжений; 𝐸, 𝜇— упругие константы
материала; 𝑆, 𝑆0 — соответственно интенсивности тензоров истинных и но-
минальных напряжений; 𝜆𝑘, 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐, 𝑛2, 𝑚1, 𝜎* — константы модели, при
помощи которых описываются первая и вторая стадии ползучести материа-
ла и ее обратимая после разгрузки часть; 𝜇′𝑘, 𝜇

′′
𝑘 — коэффициенты Пуассона

для обратимой и необратимой компонент деформаций ползучести; 𝛽𝑘𝑖𝑗 — ак-
тивные вязкопластические деформации, наблюдаемые при отсутствии пуас-
соновского сужения материала; 𝛾(𝑆0) аппроксимируется соотношением вида
𝛾(𝑆0) = 𝛼1𝑆

𝑚3
0 , где 𝛼1, 𝑚3 — константы модели, описывающие разупрочнение

материала вследствие деформации ползучести; по повторяющемуся индексу
𝑠 выполняется суммирование.

Поскольку вязкопластическая 𝜈𝑖𝑗 деформация рассчитывается в главных
осях, отсутствует суммирование по индексу 𝜈 в формулах (26).

В работе [30] приведен критерий рассеянного (объемного) разрушения
энергетического вида для определения времени разрушения материала 𝑡*:∫︁ 𝑡*

0

𝜎𝑖𝑗𝑑𝑝𝑖𝑗
𝐴𝐶

* (𝑆0)
= 1, (28)

где величина𝐴𝐶
* в общем случае имеет аппроксимацию вида𝐴𝐶

* (𝑆0) = 𝛼𝐴𝑆
𝑚𝐴
0 ,

где 𝛼𝐴 и 𝑚𝐴 — постоянные параметры модели. Отметим, что все парамет-
ры реологической модели могут быть найдены при наличии одоосных экспе-
риментальных кривых ползучести вплоть до разрушения по методике рабо-
ты [30]. В этой же работе приведены реологические параметры для некоторых
материалов.
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7. Результаты расчетов и их анализ. В модельных расчетах исполь-
зовался цилиндрический поверхностно упрочненный образец радиуса 𝑎 =
= 3.76 мм из сплава ЭИ698 (ХН73МБТЮ) после процедуры дробеструйной
обработки (в соотношениях (6) величина 𝛼 = 1) при нормальной («комнат-
ной») температуре 𝑇0 = 26℃ (модуль Юнга материала при этой температуре
𝐸0 = 2 · 105 МПа), помещенный затем в поле массовых сил от вращения при
𝑇1 = 700℃ (модуль Юнга 𝐸1 = 1.52 · 105 МПа). Численные значения геомет-
рических параметров (см. рис. 1) следующие: 𝑅1 = 517 мм, 𝑅2 = 667 мм.1
Значение коэффициента Пуассона 𝜇 = 0.33 полагалось независимым от тем-
пературы. Расчеты для оценки кинетики остаточных напряжений во вра-
щающемся образце в условиях ползучести выполнялись в пяти сечениях по
длине 𝑙 = 150 мм при значениях 𝑧 = 0 (сечение 1), 𝑧 = 37.5 мм (сечение 2),
𝑧 = 75 мм (сечение 3), 𝑧 = 112.5 мм (сечение 4) и 𝑧 = 150 мм (сечение 5) при
пяти величинах угловой скорости 𝜔 = {1500, 1750, 2000, 2250, 2500} (об/мин).
В каждом сечении рассчитывалась величина осевого напряжения 𝜎 = 𝜎(𝑧) от
вращения по формуле (3) (в расчетах для сплава ЭИ698 использовалось зна-
чение 𝛾 = 8.16 г/см3), которое остается постоянным во времени при фиксиро-
ванной величине координаты 𝑧, и при этих значениях осуществлялся расчет
релаксации остаточных напряжений по приведенной выше методике. В ка-
честве примера на рис. 2 приведены графики осевых напряжений по длине
образца в зависимости от угловой скорости в соответствии с формулой (3).

Рис. 2. Распределения осевой нагрузки 𝜎(𝑧) по длине цилиндрического образца от угловой
скорости 𝜔: 1 — 𝜔 = 1500 об/мин; 2 — 𝜔 = 1750 об/мин; 3 — 𝜔 = 2000 об/мин; 4 — 𝜔 =

= 2250 об/мин; 5 — 𝜔 = 2500 об/мин
[Figure 2. Distributions of the axial load 𝜎(𝑧) along the length of the cylindrical sample on the
angular velocity 𝜔: 1 — 𝜔 = 1500 rev/min; 2 — 𝜔 = 1750 rev/min; 3 — 𝜔 = 2000 rev/min; 4 —

𝜔 = 2250 rev/min; 5 — 𝜔 = 2500 rev/min]

В силу неоднородности полей остаточных напряжений не только по коор-
динате 𝑧, но и по координате 𝑟, осуществляется дискретизация по перемен-
ной 𝑟 (0 = 𝑟0 < 𝑟1 < 𝑟2 < · · · < 𝑟𝑀 = 𝑎) с шагом Δ𝑟𝑖 = 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1, 𝑖 = 1,𝑀 .
Реализация рассмотренной схемы решения в условиях ползучести осуществ-

1Значения 𝑅1 и 𝑅2 соответствуют длине лопатки 𝑙 = 𝑅2 −𝑅1 = 150 мм и радиусу диска
𝑅1 одной из ступеней газотурбинного двигателя.
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ляется численно шагами по времени. Для этого проводится дискретизация по
переменной 𝑡 (𝑡𝑖 = 𝑡0 + 𝑖Δ𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑡0 = 0) и расчет компонент дефор-
мации ползучести на основании реологической модели (21)–(28) выполняется
методом Эйлера численного интегрирования дифференциальных уравнений.

Экспериментальные данные для диаграммы одноосной ползучести сплава
ЭИ698 при температуре 700 ℃ приведены в работе [30]. На основании этих
данных в этой же работе вычислены все параметры реологической модели
(21)–(28), численные значения которых приведены в таблице.

Значения параметров модели (21)–(28) для описания деформации ползучести спла-
ва ЭИ698 (ХН73МБТЮ) при температуре 700 ℃ [30] [Values of model parameters
(21)–(28) for describing the creep deformation of the EI698 (KhN73MBTYu) alloy at a

temperature of 700 ℃ [30]]

𝜎*,
𝑘

𝜆𝑘, 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐,
𝑛2 𝑚1

𝛼1,
𝑚3

𝛼𝐴,
𝑚𝐴MPa h−1 ×10−4 ×10−4 ×10−5 MPa−1−𝑚1 MPa−1−𝑚𝐴

490.5 1 0.2 2.96 4.44 2.51 2.9 10.96 9.56 · 103 2.03 12.2 0

На первом этапе выполняется реконструкция полей остаточных напря-
жений после упрочнения образца из сплава ЭИ698 дробеструйной обработ-
кой поверхности. Как указано выше (см. п. 3), исходной информацией яв-
ляется экспериментальная информация о распределении величины 𝜎res𝜃 (ℎ)
(ℎ = 𝑎 − 𝑟— глубина упрочненного слоя), которая приведена в моногра-
фии [27] для образца такого же радиуса 𝑎 = 3.76 мм и представлена на рис. 3
точками. На основе этих экспериментальных данных найдены параметры ап-
проксимации (10): 𝜎0 = 11.58 МПа; 𝜎1 = −611.58 МПа; 𝑏 = 0.8 · 10−3 м. На
основе аналитической зависимости для 𝜎res𝜃 (𝑟) по схеме (9) с использовани-
ем зависимостей (4)–(8) получены законы распределения для 𝜎res𝑟 (ℎ), 𝜎res𝑧 (ℎ)
и 𝑞𝑖(ℎ), 𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧. На рис. 3 сплошными линиями представлены расчетные
значения для всех компонент тензора остаточных напряжений. Как следу-
ет из представленных экспериментальных данных, зависимости для 𝜎𝑧(ℎ)
и 𝜎𝜃(ℎ) близки, а величина 𝜎𝑟(ℎ) в области сжатия материала на 3–4 порядка
(по модулю) меньше значений для 𝜎𝑧(ℎ) и 𝜎𝜃(ℎ).

Рис. 3. Расчетные компоненты тензора остаточных напряжений (сплошные линии) и экспе-
риментальные данные (точки) для упрочненного образца из сплава ЭИ698 (ХН73МБТЮ)

по глубине упрочненного слоя ℎ = 𝑎− 𝑟

[Figure 3. Calculated components of the residual stress tensor (solid lines) and experimental
data (dots) for a hardened sample from EI698 (KhN73MBTYu) alloy over the depth of the

hardened layer (ℎ = 𝑎− 𝑟)]
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В качестве примера детально рассмотрим результаты расчетов релакса-
ции остаточных напряжений в цилиндрическом образце при 𝜔 = 2000 об/мин
в сечениях, соответствующих 𝑧 = 0 («корневое» сечение), 𝑧 = 75 мм («цен-
тральное» сечение — сечение 3), 𝑧 = 150 мм («хвостовое» сечение). Осевые
напряжения от вращения, рассчитанные по формуле (3), имеют следующие
значения: 𝜎𝑧(0) = 317.9 МПа; 𝜎𝑧(75) = 169.03 МПа; 𝜎𝑧(150) = 0. На рис. 4
приведены зависимости для остаточных напряжений 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟, 𝑡) в процессе
ползучести упрочненного образца при температуре 700 ℃ в этих сечениях по
глубине упрочнения ℎ = 𝑎−𝑟 в области сжатия материала на временной базе
𝑡 ∈ [0, 300] час, а на рис. 5 представлена аналогичная информация для осевой
компоненты тензора остаточных напряжений 𝜎𝑧 = 𝜎𝑧(𝑟, 𝑡).

Отметим, что во всех расчетах при использовании критерия разрушения
(28) его левая часть всегда принимала значения меньшие единицы, т.е. раз-
рушения материала не наблюдалось.

Анализ зависимостей на рис. 4 и 5 свидетельствует, что релаксация оста-
точных напряжений в сечениях, находящихся под действием осевых растя-
гивающих напряжений вследствие вращения, происходит менее интенсивно,
чем в «хвостовом» сечении при 𝑧 = 150 мм, где осевая нагрузка от вращения
равна нулю. Это следует из сравнения финишных кривых с маркером 4 для
𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟, 𝑡) с исходной эпюрой с маркером 1 (см. рис. 4, a и 4, c) и кривых
для 𝜎𝑧 = 𝜎𝑧(𝑟, 𝑡) на рис. 5, a и 5, c (маркеры 1 и 6 соответственно). Другими
словами, приложение растягивающих осевых напряжений приводит к замед-
лению процесса релаксации остаточных напряжений по сравнению с условия-
ми чистой термоэкспозиции в сечении 𝑧 = 150 мм, где ползучесть происходит
только под действием остаточных (собственных) напряжений.

Отметим, что аналогичный нетривиальный вывод получен и в работе [31],
в которой показано, что при всестороннем растяжении поверхностно упроч-
ненной пластины в условиях плоского напряженного состояния наблюдает-
ся замедление процесса релаксации остаточных напряжений при ползучести,
в отличие от условий термоэкспозиции (чисто температурное нагружение)
без внешних силовых нагрузок.

Второй важный вывод состоит в том, что за время ползучести в течение
300 часов остаточные напряжения (по модулю) уменьшились на 16–20 % в се-
чениях по длине вращающегося образца, что следует из сравнения кривых
с маркерами 1 и 4 на рис. 4 и с маркерами 1 и 6 на рис. 5. Аналогичные
результаты получены и при других рассмотренных значениях числа оборо-
тов. C точки зрения эффективности поверхностно пластического упрочне-
ния деталей, эксплуатирующихся в условиях высокотемпературной ползуче-
сти (по крайней мере при температуре 700 ℃ и угловой скорости вращения
2000 об/мин), эти результаты носят позитивный характер.

Полученные результаты могут быть использованы в авиадвигателестрое-
нии для оценки эффективности поверхностно пластического упрочнения де-
талей авиационной техники, поскольку никелевый сплав ЭИ698 (ХН73МБТЮ)
широко применяется для изготовления лопаток газовых турбин, термообра-
ботанных и обточенных штамповок дисков, дефлекторов, лабиринтов и дру-
гих деталей с рабочей температурой до 750 ℃, а также крепежных и других
деталей, работающих при уровне температур порядка 800 ℃.
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Рис. 4. Кинетика компоненты остаточных напряжений 𝜎𝜃(𝑟, 𝑡) в условиях ползучести при
𝜔 = 2000 об/мин в сечениях 𝑧 = 0 (a), 𝑧 = 75 мм (b) и 𝑧 = 150 мм (c). Маркеры: 1 — после
процедуры упрочнения при 𝑇 = 26℃ в момент времени 𝑡 = 0− 0; 2 — после температурно-
силовой нагрузки при 𝑇 = 700℃ в момент времени 𝑡 = 0 + 0; 3 — после ползучести при
температурно-силовой нагрузке при 𝑇 = 700℃ в момент времени 𝑡 = 300 − 0 ч; 4 — после

температурно-силовой разгрузки при 𝑇 = 26℃ в момент времени 𝑡 = 300 + 0 ч

[Figure 4. Kinetics of the residual stress component 𝜎𝜃(𝑟, 𝑡) (calculated values) under creep
conditions at 𝜔 = 2000 rev/min in sections 𝑧 = 0 (a), 𝑧 = 75 mm (b), and 𝑧 = 150 mm (c).
Labels: 1 — after the hardening procedure at 𝑇 = 26℃ at time 𝑡 = 0−0; 2 — after temperature-
force load at 𝑇 = 700℃ at time 𝑡 = 0+0; 3 — after temperature-force load at 𝑇 = 700℃ under
creep conditions at time 𝑡 = 300 − 0 h; 4 — after temperature-force unloading at 𝑇 = 26℃ at

time 𝑡 = 300 + 0 h]
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Рис. 5. Кинетика компоненты остаточных напряжений 𝜎𝑧(𝑟, 𝑡) в условиях ползучести при
𝜔 = 2000 об/мин в сечениях 𝑧 = 0 (a), 𝑧 = 75 мм (b) и 𝑧 = 150 мм (c). Маркеры: 1 — расчет-
ные значения после процедуры упрочнения при 𝑇 = 26℃ в момент времени 𝑡 = 0− 0; 2 —
после температурной нагрузки (𝑇 = 700℃) в момент времени 𝑡 = 0 + 0; 3 — после силовой
нагрузки при 𝑇 = 700℃ в момент времени 𝑡 = 0 + 0; 4 — после ползучести при темпера-
турно-силовой нагрузке при 𝑇 = 700℃ в момент времени 𝑡 = 300− 0 ч; 5 — после силовой
разгрузки при 𝑇 = 700℃ в момент времени 𝑡 = 300 + 0 ч; 6 — после температурной раз-

грузки (𝑇 = 26℃) в момент времени 𝑡 = 300 + 0 ч

[Figure 5. Kinetics of the residual stress component 𝜎𝑧(𝑟, 𝑡) (calculated values) under creep
conditions at 𝜔 = 2000 rev/min in sections 𝑧 = 0 (a), 𝑧 = 75 mm (b), and 𝑧 = 150 mm (c).
Labels: 1 — after the hardening procedure at 𝑇 = 26℃ at time 𝑡 = 0−0; 2 — after thermal load
(𝑇 = 700℃) at time 𝑡 = 0 + 0; 3 — after force load at 𝑇 = 700℃ at time 𝑡 = 0 + 0; 4 — after
temperature-force load at 𝑇 = 700℃ under creep conditions at time 𝑡 = 300 − 0 h; 5 — after
force unloading at 𝑇 = 700℃ at time 𝑡 = 300+0 h; 6 — after thermal unloading (𝑇 = 26℃) at

time 𝑡 = 300 + 0 h]
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Заключение. В работе разработана методика расчета релаксации оста-
точных напряжений в консольно закрепленном вращающемся поверхност-
но упрочненном цилиндрическом образце в условиях ползучести с началь-
ным напряженно-деформированным состоянием после процедуры упрочне-
ния, учитывающая влияние ступенчатого изменения параметров температур-
но-силового нагружения (разгрузки) и на распределение остаточных напря-
жений и их кинетику в процессе ползучести.

Выполнены модельные расчеты для оценки скорости релаксации оста-
точных напряжений в зависимости от количества оборотов для упрочнен-
ного дробью цилиндрического образца радиусом 3.76 мм из сплава ЭИ698
при температуре 700 ℃. Анализ результатов расчетов позволил установить
нетривиальный эффект, заключающийся в том, что релаксация остаточных
напряжений в сечениях, находящихся под действием осевых растягивающих
напряжений вследствие вращения, происходит менее интенсивно, чем в «хво-
стовом» сечении, где осевая нагрузка от вращения равна нулю. Полученные
в работе результаты могут быть полезны при оценке эффективности поверх-
ностно-пластического упрочнения деталей в условиях высокотемпературной
ползучести.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
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Abstract

A technique for calculating the relaxation of residual stresses in a can-
tilevered rotating cylinder after the procedure of surface plastic deformation
under creep conditions has been developed, taking into account the effect of
a stepwise change in the parameters of temperature-force loading (unload-
ing). The problem simulates the stress-strain state of a surface-hardened
cylinder (rod), the end section of which is rigidly fixed on a disk rotating at
a constant angular velocity.

The technique includes a method for reconstructing the fields of residual
stresses and plastic deformations and a method for calculating the relaxation
of residual stresses during creep of a rotating cylindrical rod. Since the tensile
stresses caused by rotation along the length of the rod do not change in time,
the problem of relaxation of residual stresses for a stretched rod at constant
stress is solved in each cross section.

A detailed numerical study of the effect of the number of revolutions on
the rate of relaxation of residual stresses was performed for a shot-hardened
cylindrical sample with a radius of 3.76 mm made of EI698 alloy at a tem-
perature of 700 ∘C.
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Relaxation of residual stresses. . .

Analysis of the calculation results allowed to establish a non-trivial effect,
which consists in the fact that the relaxation of residual stresses in sections
subjected to axial tensile stresses due to rotation occurs less intensively than
in the “tail” section, where the axial load from rotation is zero. The results
obtained in this work can be useful in evaluating the effectiveness of surface-
plastic hardening of parts under high-temperature creep conditions.
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Использование псевдоневязок при исследовании
сходимости неустойчивых разностных краевых
задач для линейных неоднородных обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка

В. Н. Маклаков
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

При исследовании краевых задач для неоднородных линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений второго порядка с переменны-
ми коэффициентами рассмотрен предложенный ранее метод численного
интегрирования, использующий средства матричного исчисления. Со-
гласно указанному методу при составлении системы разностных урав-
нений можно выбрать произвольную степень многочлена Тейлора в раз-
ложении искомого решения задачи в ряд Тейлора, отказавшись при этом
от аппроксимации производных конечными разностями.

Исследованы некоторые аспекты сходимости неустойчивой разност-
ной краевой задачи второго порядка. Для обыкновенного дифференци-
ального уравнения введено понятие псевдоневязки на некотором векто-
ре. На основе точного решения разностной краевой задачи построено
приближенное решение, на котором норма псевдоневязки отлична от
тривиального значения.

Теоретически установлено, что оценка нормы псевдоневязки умень-
шается при увеличении используемой степени многочлена Тейлора и при
уменьшении шага дискретизации сетки. Даны определения условной
устойчивости и условной сходимости; установлена теоретическая связь
между ними. На основе найденного вектора псевдоневязок построено
возмущенное решение и вычислена оценка нормы его отклонения от
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точного решения разностной краевой задачи, позволяющая выявить на-
личие условной устойчивости. Установлена теоретическая связь между
сходимостью и условной сходимостью.

Приведены результаты численных экспериментов.

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, кра-
евые задачи, порядок аппроксимации, численные методы, многочлены
Тейлора, невязки.
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1. Обозначения и постановка задачи. Далее будем придерживаться
принятых в [1] обозначений:

1) 𝐷— область интегрирования, ограниченная отрезком [𝑎, 𝑏], 𝐷ℎ — узлы
сетки, определяемые значениями 𝑡𝑖 = 𝑡0 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑛 + 1—
число узлов сетки 𝐷ℎ, 𝑡0 = 𝑎, 𝑡𝑛 = 𝑏,

ℎ =
𝑏− 𝑎

𝑛
— шаг сетки 𝐷ℎ; (1)

2) 𝑥(𝑡)— непрерывная функция, являющаяся точным решением краевой
задачи;

3) [𝑥]ℎ — сеточная функция, совпадающая с точным решением в узлах сет-
ки 𝐷ℎ;

4) 𝑥(ℎ) — искомая сеточная функция;
5) для любой функции примем 𝜙(𝑡𝑖) = 𝜙𝑖, где 𝑡𝑖 — узел сетки 𝐷ℎ.
В дальнейшем опустим индекс ℎ в наименованиях сеточных функций [𝑥]ℎ,

𝑥(ℎ) и для внесения ясности будем оговаривать особо случаи, в которых будет
использоваться непрерывная функция 𝑥(𝑡), являющаяся точным решением.

Пусть дифференциальная краевая задача (ДКЗ) для обыкновенного диф-
ференциального уравнения второго порядка (ОДУ2) с граничными условия-
ми первого рода [2, 3]{︂

𝑥′′(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝑥0 = ̃︀𝑥0, 𝑥𝑛 = ̃︀𝑥𝑛, (2)

где ̃︀𝑥0, ̃︀𝑥𝑛 — заданные числа; 𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑓(𝑡)— заданные функции, дифферен-
цируемые нужное число раз; [𝑎, 𝑏]— отрезок интегрирования; аппроксимиро-
вана (неважно каким способом) разностной краевой задачей (РКЗ) второго
порядка {︂

𝑎𝑖𝑥𝑖−1 + 𝑏𝑖𝑥𝑖 + 𝑐𝑖𝑥𝑖+1 = 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

𝑥0 = ̃︀𝑥0, 𝑥𝑛 = ̃︀𝑥𝑛. (3)

Укажем приведенное в [1]
Определение 1. Будем говорить, что решение РКЗ (3) при измельчении

сетки сходится к решению ДКЗ (2), если

‖[𝑥]− 𝑥‖ → 0 при ℎ→ 0. (4)
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Если сверх того выполнено неравенство

‖[𝑥]− 𝑥‖ 6 𝐶ℎ𝑘,

где 𝐶 > 0, 𝑘 > 0— некоторые постоянные, не зависящие от ℎ, то будем го-
ворить, что имеет место сходимость порядка ℎ𝑘 или что РКЗ имеет 𝑘-тый
порядок точности.

В соответствии с [1–3], если разностная краевая задача аппроксимиру-
ет ДКЗ с порядком ℎ𝑘 и устойчива, то РКЗ является сходящейся с 𝑘-тым
порядком точности.

Отметим, что устойчивость является достаточным условием сходимости.
В [4, 5] приведены примеры неустойчивых РКЗ, но для которых отсутству-
ют основания отвергнуть их сходимость в силу практического совпадения
сеточных функций [𝑥] и 𝑥 при конечных 𝑛.

Поставим целью при исследовании неустойчивой РКЗ (3) построение ха-
рактеристики, позволяющей при заданном числе 𝑛 разбиения отрезка инте-
грирования [𝑎, 𝑏] в той или иной мере оценить различия между сеточными
функциями [𝑥] и 𝑥 независимо от существования или отсутствия аналитиче-
ского решения ДКЗ (2).

2. Некоторые замечания о хорошей обусловленности и об устой-
чивости РКЗ второго порядка. Перечислим приведенные в [1] определе-
ния.

Определение 2. Будем говорить, что РКЗ (3) с ограниченными в сово-
купности коэффициентами |𝑎𝑖|, |𝑏𝑖|, |𝑐𝑖| < 𝐾, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, хорошо обу-
словлена, если при всех достаточно больших 𝑛 она имеет одно и только одно
решение 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, при произвольных ̃︀𝑥0, ̃︀𝑥𝑛, 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−1 и если
значения 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, образующие решение, удовлетворяют оценке

|𝑥𝑖| 6𝑀 max
(︀
|̃︀𝑥0|, |̃︀𝑥𝑛|, |𝑓1|, |𝑓2|, . . . , |𝑓𝑛−1|

)︀
, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (5)

где 𝑀 — некоторое число, не зависящее от 𝑛.
Определение 3. Будем называть РКЗ (3) устойчивой, если при любой

правой части 𝐹 = (̃︀𝑥0, ̃︀𝑥𝑛, 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−1) она имеет единственное решение 𝑥,
причем

‖𝑥‖ 6𝑀1‖𝐹‖, (6)
где 𝑀1 — некоторое число, не зависящее от ℎ.

Вопрос выбора вида нормы ‖ · ‖ обсужден в [1].
Выбор нормы вектора в форме максимума модулей его компонентов при-

ведет к совпадению неравенств (5) и (6) — в этом случае определения 2 и 3
совпадают.

Далее норму вектора выберем в форме максимума его компонентов. Имен-
но такая норма рекомендована в [1] для использования.

В [1] доказан критерий, согласно которому для хорошей обусловленности
РКЗ (3) необходимо и достаточно, чтобы корни 𝑞1 и 𝑞2 характеристического
уравнения

𝑐𝑖𝑞
2 + 𝑏𝑖𝑞 + 𝑎𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

были по модулю один больше, а другой меньше единицы:

|𝑞1| < 1− 𝜃/2, |𝑞−1
2 | < 1− 𝜃/2, 𝜃 > 0, (7)
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при условии гладкости коэффициентов

|𝑎𝑙 − 𝑎𝑗 | 6 𝑃
⃒⃒⃒ 𝑙 − 𝑗

𝑛

⃒⃒⃒𝑚
, |𝑏𝑙 − 𝑏𝑗 | 6 𝑃

⃒⃒⃒ 𝑙 − 𝑗

𝑛

⃒⃒⃒𝑚
,

|𝑐𝑙 − 𝑐𝑗 | 6 𝑃
⃒⃒⃒ 𝑙 − 𝑗

𝑛

⃒⃒⃒𝑚
, 𝑃 > 0, 𝑚 > 0,

где 𝜃, 𝑃 , 𝑚— некоторые числа, не зависящие от номера уравнения 𝑖 и значе-
ния 𝑛; 𝑙 ̸= 𝑗, 𝑙 < 𝑛, 𝑗 < 𝑛.

Возможность контроля выполнения критерия (7) при выполнении числен-
ного эксперимента (ЧЭ) делает его использование довольно привлекатель-
ным в силу того, что значения критерия выражены через коэффициенты
разностного уравнения, а не дифференциального.

3. Матричный метод численного интегрирования краевых задач
для ОДУ2. Согласно матричному методу численного интегрирования [6],
при фиксированных степени многочлена Тейлора 𝑘 и значении 𝑛 или, что то
же самое, ℎ = (𝑏− 𝑎)/𝑛, составляется система уравнений, в которую вносят:

1) два многочлена Тейлора степени 𝑘 (𝑘 > 2), полученных из двух раз-
ложений в ряд Тейлора искомого точного решения 𝑥(𝑡) в окрестностях
слева и справа от некоторого внутреннего узла 𝑡𝑖 (центрального узла
трехточечного шаблона 𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1) сетки 𝐷ℎ;

2) уравнения

(𝑞𝑖𝑥𝑖 + 𝑝𝑖𝑥
′
𝑖 + 𝑥′′𝑖 )

(𝑟) = 𝑓
(𝑟)
𝑖 , 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 2,

полученные дифференцированием 𝑟 раз обеих частей ОДУ2 задачи (2)
и записанные в узле 𝑡𝑖.

В итоге будет получена замкнутая система линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥𝑖 − ℎ𝑥′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′𝑖 −

ℎ3

3!
𝑥′′′𝑖 +

ℎ4

4!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘

𝑘!
𝑥
(𝑘)
𝑖 = 𝑥𝑖−1,

𝑥𝑖 + ℎ𝑥′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′𝑖 +

ℎ3

3!
𝑥′′′𝑖 +

ℎ4

4!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+

ℎ𝑘

𝑘!
𝑥
(𝑘)
𝑖 = 𝑥𝑖+1,

𝑞𝑖𝑥𝑖 + 𝑝𝑖𝑥
′
𝑖 + 𝑥′′𝑖 = 𝑓𝑖,

𝑞′𝑖𝑥𝑖 + (𝑝′𝑖 + 𝑞𝑖)𝑥
′
𝑖 + 𝑝𝑖𝑥

′′
𝑖 + 𝑥′′′𝑖 = 𝑓 ′𝑖 ,

· · ·

𝑞
(𝑘−2)
𝑖 𝑥𝑖 + · · ·+ 𝑥

(𝑘)
𝑖 = 𝑓

(𝑘−2)
𝑖 .

(8)

В матричной форме СЛАУ (8) принимает вид

𝐴𝑘𝑖𝑊 𝑘𝑖 = 𝐺𝑘𝑖 (9)

143



Макл а к о в В. Н.

в обозначениях

𝐴𝑘𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −ℎ ℎ2

2!
−ℎ

3

3!
. . . (−1)𝑘

ℎ𝑘

𝑘!

1 ℎ
ℎ2

2!

ℎ3

3!
. . .

ℎ𝑘

𝑘!
𝑞𝑖 𝑝𝑖 1 0 . . . 0

𝑞′𝑖 𝑞𝑖 + 𝑝′𝑖 𝑝𝑖 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑞
(𝑘−2)
𝑖 . . . . . . . . . . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (10)

𝑊 𝑘𝑖 =
[︀
𝑥𝑖 𝑥

′
𝑖 𝑥

′′
𝑖 𝑥′′′𝑖 𝑥

(4)
𝑖 · · · 𝑥(𝑘)𝑖

]︀⊤
, 𝐺𝑘𝑖 =

[︀
𝑥𝑖−1 𝑥𝑖+1 𝑓𝑖 𝑓

′
𝑖 𝑓

′′
𝑖 · · · 𝑓 (𝑘−2)

𝑖

]︀⊤
.

Здесь и ниже первый верхний индекс 𝑘 означает степень используемого мно-
гочлена Тейлора, если речь не идет о показателях алгебраических степеней
и степенях производных; второй из пары верхних индексов 𝑖 в наименованиях
матриц и их элементов, если таковой присутствует, означает номер централь-
ного узла трехточечного шаблона, в котором записана матрица. Матрицы
𝐴𝑘𝑖, как и ранее в [4, 5, 7], будем называть локальными матрицами.

Вычисляя 𝐵𝑘𝑖 = (𝐴𝑘𝑖)−1 (обратимость локальной матрицы 𝐴𝑘𝑖 будет по-
казана ниже), из (9) находим

𝑊 𝑘𝑖 = 𝐵𝑘𝑖𝐺𝑘𝑖,

или в развернутой форме:

𝑥𝑖 = 𝑏𝑘𝑖11𝑥𝑖−1 + 𝑏𝑘𝑖12𝑥𝑖+1 + 𝑏𝑘𝑖13𝑓𝑖 +
𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘𝑖1𝑚𝑓
(𝑚−3)
𝑖 , (11)

𝑥′𝑖 = 𝑏𝑘𝑖21𝑥𝑖−1 + 𝑏𝑘𝑖22𝑥𝑖+1 + 𝑏𝑘𝑖23𝑓𝑖 +

𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘𝑖2𝑚𝑓
(𝑚−3)
𝑖 , (12)

𝑥′′𝑖 = 𝑏𝑘𝑖31𝑥𝑖−1 + 𝑏𝑘𝑖32𝑥𝑖+1 + 𝑏𝑘𝑖33𝑓𝑖 +

𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘𝑖3𝑚𝑓
(𝑚−3)
𝑖 , (13)

. . .

𝑥
(𝑘)
𝑖 = 𝑏𝑘𝑖𝑘+1,1𝑥𝑖−1 + 𝑏𝑘𝑖𝑘+1,2𝑥𝑖+1 + 𝑏𝑘𝑖𝑘+1,3𝑓𝑖 +

𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘𝑖𝑘+1,𝑚𝑓
(𝑚−3)
𝑖 , (14)

где 𝑏𝑘𝑖𝑙𝑚, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑘+ 1, 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑘+ 1, — элементы матрицы 𝐵𝑘𝑖 в узле
𝑡𝑖. При 𝑘 = 2 последние суммы в соотношениях (11)–(14) отсутствуют.

Из равенств (11), являющихся разностными уравнениями второго поряд-
ка [1] для трехточечного шаблона 𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, с учетом
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граничных условий задачи (2), составляется следующая СЛАУ:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 − 𝑏𝑘112𝑥2 = 𝑏𝑘113𝑓1 +
𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘11𝑚𝑓
(𝑚−3)
1 + 𝑏𝑘111̃︀𝑥0,

−𝑏𝑘𝑖11𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖 − 𝑏𝑘𝑖12𝑥𝑖+1 = 𝑏𝑘𝑖13𝑓𝑖 +
𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘𝑖1𝑚𝑓
(𝑚−3)
𝑖 , 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛− 2,

−𝑏𝑘,𝑛−1
11 𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−1 = 𝑏𝑘,𝑛−1

13 𝑓𝑛−1 +

𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘,𝑛−1
1𝑚 𝑓

(𝑚−3)
𝑛−1 + 𝑏𝑘,𝑛−1

12 ̃︀𝑥𝑛,
(15)

которая и является РКЗ, аппроксимирующей ДКЗ (2).
Вопрос оценки порядка аппроксимации (ПА) РКЗ для ОДУ2 и систем

ОДУ2 исследован в [4, 7], где показано, что именно значение 𝑘 определяет
ПА РКЗ.

4. Псевдоневязки, точное и псевдоточные решения РКЗ. Далее
под РКЗ будем понимать равенства (12)–(14) совместно с системой (15), ес-
ли под ее решением подразумеваются сеточные значения искомой функции
вместе со своими производными вплоть до порядка 𝑘. Такое решение назовем
полным точным решением РКЗ и обозначим его как

x𝑘
ℎ = (𝑥0, 𝑥𝑛) ∪ x𝑘

ℎ,𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (16)

где значения 𝑥0 = ̃︀𝑥0, 𝑥𝑛 = ̃︀𝑥𝑛 взяты из граничных условий ДКЗ (2) и

x𝑘
ℎ,𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑥

′
𝑖, 𝑥

′′
𝑖 , . . . , 𝑥

(𝑘)
𝑖 ) (17)

в силу того, что соотношения (12)–(14) не позволяют вычислить производ-
ные вплоть до порядка 𝑘 в граничных узлах сетки при найденном решении
(̃︀𝑥0, ̃︀𝑥𝑛) ∪ 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, РКЗ (15).

Замечание 1. Решение (16) обратит в верные равенства все соотношения
системы (8) в силу того, что уравнения РКЗ (12)–(15), связанные посредством
элементов матриц 𝐵𝑘𝑖 = (𝐴𝑘𝑖)−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, есть прямое следствие
системы (8).

Согласно [1, 4], ДКЗ и РКЗ могут быть записаны в компактной символи-
ческой форме как

𝐿𝑥 = 𝑓 (18)

и
𝐿𝑘
ℎ𝑥 = 𝑓𝑘ℎ (19)

соответственно, где 𝐿— дифференциальный оператор, 𝐿𝑘
ℎ — линейный опера-

тор, 𝑘— степень используемого многочлена Тейлора, ℎ— шаг сетки 𝐷ℎ.
Сеточная функция 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, являющаяся решением РКЗ, при

подстановке в уравнения этой РКЗ обратит их в верные равенства. В [1]
показано, что подстановка в уравнения задачи (19) значений сеточной функ-
ции [𝑥𝑖], отличающихся от 𝑥𝑖, приведет к некоторому отличию от верных
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равенств. Эти отличия и характеризует невязка 𝛿𝑓𝑘ℎ . Иными словами, подста-
новка [𝑥] в задачу (19) приведет к зависимости

𝐿𝑘
ℎ[𝑥] = 𝑓𝑘ℎ + 𝛿𝑓𝑘ℎ .

ПА РКЗ (19), как показано в [4], определяется оценкой

‖𝛿𝑓𝑘ℎ‖ 6
{︂
𝐶1ℎ

𝑘, 𝑘 — четное,
𝐶2ℎ

𝑘−1, 𝑘 — нечетное,
(20)

где 𝐶1, 𝐶2 — некоторые числа, не зависящие от ℎ.
Попытаемся выполнить аналогичную процедуру, но в качестве уравнения

подстановки и вычисления невязки, которую будем далее называть псевдо-
невязкой, примем задачу (18).

Для ОДУ2 𝑥′′(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) введем формально понятие
псевдоневязки на некотором векторе x(𝑡) =

(︀
𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)′, 𝑥(𝑡)′′

)︀
как

𝛿x(𝑡) = 𝑥′′(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡)− 𝑓(𝑡). (21)

Решение РКЗ (12)–(15) для вычисления псевдоневязок

x𝑘
ℎ = (̃︀𝑥0, ̃︀𝑥𝑛) ∪ x𝑘

ℎ,𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (22)

где
x𝑘
ℎ,𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑥

′
𝑖, 𝑥

′′
𝑖 ) (23)

назовем точным решением.
На точном решении (23) в соответствии с (21) окажется

𝛿x𝑘
ℎ,𝑖 = 𝑥′′𝑖 + 𝑝𝑖𝑥

′
𝑖 + 𝑞𝑖𝑥𝑖 − 𝑓𝑖 ≡ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (24)

в силу того, что значения 𝑥𝑖, 𝑥′𝑖, 𝑥
′′
𝑖 решения (23) обратят в верное равенство и

третье соотношение СЛАУ (8) в соответствии с замечанием 1, откуда следует

‖𝛿x𝑘
ℎ‖ ≡ 0.

Поставим целью на основе точного решения (22) построение некоторого
приближенного решения (псевдоточного решения), на котором норма псев-
доневязки отличалась бы от тривиального значения с дальнейшим исследо-
ванием ее поведения при изменении величин ℎ и 𝑘.

Ряды Тейлора, содержащие только знаки «плюс» между слагаемыми, бу-
дем называть 𝑝𝑙𝑢𝑠-рядами Тейлора, в противном случае —𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠-рядами Тей-
лора; аналогичную терминологию примем и для многочленов Тейлора.

Пусть ̂︀𝑥(𝑡) есть некоторая неизвестная дифференцируемая нужное число
раз функция, разложение которой и ее первой и второй производных в окрест-
ностях слева от некоторого внутреннего узла 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, сетки 𝐷ℎ

запишем с использованием 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠-рядов Тейлора:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

̂︀𝑥𝑖−1 = ̂︀𝑥𝑖 − ℎ̂︀𝑥′𝑖 + ℎ2

2!
̂︀𝑥′′𝑖 − ℎ3

3!
̂︀𝑥′′′𝑖 +

ℎ4

4!
̂︀𝑥(4)𝑖 + · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘

𝑘!
̂︀𝑥(𝑘)𝑖 +𝑅𝑘

𝑖−1,

̂︀𝑥′𝑖−1 = ̂︀𝑥′𝑖 − ℎ̂︀𝑥′′𝑖 + ℎ2

2!
̂︀𝑥′′′𝑖 −

ℎ3

3!
̂︀𝑥(4)𝑖 + · · ·+ (−1)𝑘−1 ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
̂︀𝑥(𝑘)𝑖 +𝑅𝑘−1

𝑖−1 ,

̂︀𝑥′′𝑖−1 = ̂︀𝑥′′𝑖 − ℎ̂︀𝑥′′′𝑖 +
ℎ2

2!
̂︀𝑥(4)𝑖 − · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
̂︀𝑥(𝑘)𝑖 +𝑅𝑘−2

𝑖−1 ,

(25)
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а в окрестностях справа — с использованием 𝑝𝑙𝑢𝑠-рядов Тейлора:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

̂︀𝑥𝑖+1 = ̂︀𝑥𝑖 + ℎ̂︀𝑥′𝑖 + ℎ2

2!
̂︀𝑥′′𝑖 + ℎ3

3!
̂︀𝑥′′′𝑖 +

ℎ4

4!
̂︀𝑥(4)𝑖 + · · ·+

ℎ𝑘

𝑘!
̂︀𝑥(𝑘)𝑖 +𝑅𝑘

𝑖+1,

̂︀𝑥′𝑖+1 = ̂︀𝑥′𝑖 + ℎ̂︀𝑥′′𝑖 + ℎ2

2!
̂︀𝑥′′′𝑖 +

ℎ3

3!
̂︀𝑥(4)𝑖 + · · ·+

ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
̂︀𝑥(𝑘)𝑖 +𝑅𝑘−1

𝑖+1 ,

̂︀𝑥′′𝑖+1 = ̂︀𝑥′′𝑖 + ℎ̂︀𝑥′′′𝑖 +
ℎ2

2!
̂︀𝑥(4)𝑖 + · · ·+

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
̂︀𝑥(𝑘)𝑖 +𝑅𝑘−2

𝑖+1 ,

(26)

где

𝑅𝑘
𝑖−1, 𝑅

𝑘
𝑖+1 =

ℎ𝑘+1

(𝑘 + 1)!
𝑥(𝑘+1)(𝜉) = 𝑂(ℎ𝑘+1), 𝜉 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), (27)

есть дополнительные члены разложений в ряд Тейлора в форме Лагранжа [8].
Запишем формально многочлены Тейлора, соответствующие рядам (25),

(26), но в правых частях которых вместо неизвестных ̂︀𝑥𝑖, ̂︀𝑥′𝑖, ̂︀𝑥′′𝑖 , . . . , ̂︀𝑥(𝑘)𝑖
используем найденные значения полного точного решения (17), получим⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

̂︀𝑥𝑖−1 = 𝑥𝑖 − ℎ𝑥′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′𝑖 −

ℎ3

3!
𝑥′′′𝑖 +

ℎ4

4!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘

𝑘!
𝑥
(𝑘)
𝑖 ,

̂︀𝑥′𝑖−1 = 𝑥′𝑖 − ℎ𝑥′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′′𝑖 −

ℎ3

3!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+ (−1)𝑘−1 ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑥
(𝑘)
𝑖 ,

̂︀𝑥′′𝑖−1 = 𝑥′′𝑖 − ℎ𝑥′′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥
(4)
𝑖 − · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
𝑥
(𝑘)
𝑖 ,

(28)

и ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

̂︀𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ𝑥′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′𝑖 +

ℎ3

3!
𝑥′′′𝑖 +

ℎ4

4!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+

ℎ𝑘

𝑘!
𝑥
(𝑘)
𝑖 ,

̂︀𝑥′𝑖+1 = 𝑥′𝑖 + ℎ𝑥′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′′𝑖 +

ℎ3

3!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+

ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑥
(𝑘)
𝑖 ,

̂︀𝑥′′𝑖+1 = 𝑥′′𝑖 + ℎ𝑥′′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
𝑥
(𝑘)
𝑖

(29)

соответственно и сразу отметим, что правые части первых равенств систем
(28), (29) совпадают с левыми частями двух первых равенств СЛАУ (8). Сле-
довательно, в соответствии с замечанием 1

̂︀𝑥𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (30)

где 𝑥𝑖 — элементы точного решения РКЗ (12)–(15), определяемые (22).
Оставшиеся соотношения систем (28), (29) в СЛАУ (8) не входят и их

точного выполнения ожидать не приходится; действительно, их правые части
совпадают с многочленами Тейлора уже найденных значений 𝑥′𝑖, 𝑥′′𝑖 . Следо-
вательно, например, два последних соотношения системы (28) примут вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

̂︀𝑥′𝑖−1 = 𝑥′𝑖 − ℎ𝑥′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′′𝑖 −

ℎ3

3!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+ (−1)𝑘−1 ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑥
(𝑘)
𝑖 ≈ 𝑥′𝑖−1,

̂︀𝑥′′𝑖−1 = 𝑥′′𝑖 − ℎ𝑥′′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥
(4)
𝑖 − · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
𝑥
(𝑘)
𝑖 ≈ 𝑥′′𝑖−1.

(31)
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Ситуация с системой (29) аналогична. Тогда

̂︀𝑥′𝑖 ≈ 𝑥′𝑖, ̂︀𝑥′′𝑖 ≈ 𝑥′′𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (32)

где 𝑥′𝑖, 𝑥
′′
𝑖 — элементы точного решения (22).

Преобразуем вторые и третьи соотношения систем (28), (29) к виду, удоб-
ному для выполнения вычислений в конкретном узле 𝑡𝑖 сетки 𝐷ℎ.

Возможно несколько способов реализации такого преобразования.
1. Два 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠-многочлена в узлах 𝑥0, 𝑥1; в остальных узлах использованы
𝑝𝑙𝑢𝑠-многочлены.

2. Два 𝑝𝑙𝑢𝑠-многочлена в узлах 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛; в остальных узлах использованы
𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠-многочлены.

3. Каждое соотношение системы есть полусумма соответствующих слага-
емых многочленов Тейлора, которые расположены в узлах с одинако-
выми номерами, двух перечисленных выше способов.

4. В расположенных левее середины отрезка интегрирования [𝑎, 𝑏] узлах
использованы 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑠-многочлены, правее — 𝑝𝑙𝑢𝑠-многочлены.

Отдать предпочтение тому или иному способу проблематично, тем не ме-
нее выпишем систему, соответствующую способу 4,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

̂︀𝑥′𝑖 = 𝑥′𝑖+1 − ℎ𝑥′′𝑖+1 +
ℎ2

2!
𝑥′′′𝑖+1 −

ℎ3

3!
𝑥
(4)
𝑖+1 + · · ·+ (−1)𝑘−1 ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑥
(𝑘)
𝑖+1,

̂︀𝑥′′𝑖 = 𝑥′′𝑖+1 − ℎ𝑥′′′𝑖+1 +
ℎ2

2!
𝑥
(4)
𝑖+1 − · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
𝑥
(𝑘)
𝑖+1, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1,

̂︀𝑥′𝑖 = 𝑥′𝑖−1 + ℎ𝑥′′𝑖−1 +
ℎ2

2!
𝑥′′′𝑖−1 +

ℎ3

3!
𝑥
(4)
𝑖−1 + · · ·+

ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑥
(𝑘)
𝑖−1,

̂︀𝑥′′𝑖 = 𝑥′′𝑖−1 + ℎ𝑥′′′𝑖−1 +
ℎ2

2!
𝑥
(4)
𝑖+1 + · · ·+

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
𝑥
(𝑘)
𝑖−1, 𝑖 = 𝑚,𝑚+ 1, . . . , 𝑛,

(33)

где 𝑚 есть целая часть дроби 𝑛/2.
Псевдоточным решением РКЗ (12)–(15) назовем

̂︀x𝑘
ℎ = ∪̂︀x𝑘

ℎ,𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (34)

где ̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = (𝑥𝑖, ̂︀𝑥′𝑖, ̂︀𝑥′′𝑖 ) (35)

и значения 𝑥0 = ̃︀𝑥0, 𝑥𝑛 = ̃︀𝑥𝑛 взяты из граничных условий ДКЗ (2); оставшиеся
𝑥𝑖 в соответствии с (30) взяты из точного решения (22) или, что то же самое,
вычислены с использованием первых равенств систем (28) и(или) (29); ̂︀𝑥′𝑖,̂︀𝑥′′𝑖 есть результат вычисления по системе соотношений одного из способов
реализации, например, по (33).

Вычислим меру различий между элементами следующих пар: (𝑥′𝑖, ̂︀𝑥′𝑖) и
(𝑥′′𝑖 , ̂︀𝑥′′𝑖 ). Система (31) и ряды Тейлора⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥′𝑖−1 = 𝑥′𝑖 − ℎ𝑥′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥′′′𝑖 −

ℎ3

3!
𝑥
(4)
𝑖 + · · ·+ (−1)𝑘−1 ℎ𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑥
(𝑘)
𝑖 +𝑅𝑘−1

𝑖−1 ,

𝑥′′𝑖−1 = 𝑥′′𝑖 − ℎ𝑥′′′𝑖 +
ℎ2

2!
𝑥
(4)
𝑖 − · · ·+ (−1)𝑘

ℎ𝑘−2

(𝑘 − 2)!
𝑥
(𝑘)
𝑖 +𝑅𝑘−2

𝑖−1 ,

148



Использование псевдоневязок при исследовании сходимости неустойчивых разностных . . .

дают оценки

𝑥′𝑖−1 − ̂︀𝑥′𝑖−1 = 𝑅𝑘−1
𝑖−1 , 𝑥′′𝑖−1 − ̂︀𝑥′′𝑖−1 = 𝑅𝑘−2

𝑖−1 ,

или

𝑥′𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖 = 𝑅𝑘−1
𝑖 , 𝑥′′𝑖 − ̂︀𝑥′′𝑖 = 𝑅𝑘−2

𝑖 . (36)

Записывая псевдоневязку на псевдоточном решении (35) во всех узлах
сетки 𝐷ℎ, получим оценку

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = ̂︀𝑥′′𝑖 + 𝑝𝑖̂︀𝑥′𝑖 + 𝑞𝑖𝑥𝑖 − 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (37)

ожидать тривиального значения которой в силу (32) в общем случае не при-
ходится.

Вычислим оценку псевдоневязки на векторе ̂︀x𝑘
ℎ,𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1. Учи-

тывая тривиальное значение псевдоневязки (24), из (37) с учетом (36) и пре-
небрегая старшими степенями, имеем

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = 𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖 − 𝛿x𝑘
ℎ,𝑖 = ̂︀𝑥′′𝑖 + 𝑝𝑖̂︀𝑥′𝑖 + 𝑞𝑖𝑥𝑖 − 𝑓𝑖 − (𝑥′′𝑖 + 𝑝𝑖𝑥

′
𝑖 + 𝑞𝑖𝑥𝑖 − 𝑓𝑖) =

= −(𝑥′′𝑖 − ̂︀𝑥′′𝑖 )− 𝑝𝑖(𝑥
′
𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖) ≈ −𝑅𝑘−2

𝑖 − 𝑝𝑖𝑅
𝑘−1
𝑖 ≈ 𝑅𝑘−2

𝑖 . (38)

Отсюда, положив

𝑅𝑘−2 = max
(︀
|𝑅𝑘−2

1 |, |𝑅𝑘−2
2 |, . . . , |𝑅𝑘−2

𝑛−1|
)︀
, (39)

получим оценку нормы с порядком 𝑘 − 1:

‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ ≈ 𝑅𝑘−2 = 𝑂(ℎ𝑘−1) 6 𝐶ℎ𝑘−1 (40)

(𝐶 > 0 не зависит от ℎ), где в соответствии с принятом выше положением
о выборе норм

‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ = max(|𝛿̂︀x𝑘

ℎ,1|, |𝛿̂︀x𝑘
ℎ,2|, . . . , |𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑛−1|) (41)

есть норма псевдоневязки, которая, как следует из оценки (40), монотонно
убывает и при уменьшении ℎ (𝑘 = const), и при увеличении 𝑘 (ℎ = const).
Отметим, что при вычислении нормы (40) не использованы граничные узлы
сетки 𝐷ℎ в силу отсутствия компонентов 𝑥′0, 𝑥′𝑛 и 𝑥′′𝑛, 𝑥′′𝑛 в полном точном
решении (22).

Поставим целью повысить на единицу порядок оценки нормы псевдоне-
вязки. Попытаемся исключить влияние второй производной, как имеющей
в соответствии с (36) более низкий порядок в сравнении с первой производ-
ной, на оценку нормы. Теперь псевдоточное решение определим из решения
(34) путем замены ̂︀𝑥′′𝑖 на значения 𝑥′′𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, из точного решения
(22), оставив прежними значения в граничных узлах:

̂︀x𝑘
ℎ = ∪̂︀x𝑘

ℎ,𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (42)

где ⎧⎪⎨⎪⎩
̂︀x𝑘
ℎ,0 = (̃︀𝑥0, ̂︀𝑥′0, ̂︀𝑥′′0),̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = (𝑥𝑖, ̂︀𝑥′𝑖, 𝑥′′𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,̂︀x𝑘
ℎ,𝑛 = (̃︀𝑥𝑛, ̂︀𝑥′𝑛, ̂︀𝑥′′𝑛). (43)
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На решении (43) вместо (38), как и ранее для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1,
получим

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = −𝑝𝑖(𝑥′𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖) ≈ 𝑅𝑘−1

𝑖 ,

откуда следует оценка нормы с порядком 𝑘:

‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ ≈ 𝑅𝑘−1 = 𝑂(ℎ𝑘) 6 𝐶ℎ𝑘, (44)

где 𝑅𝑘−1 определено аналогично (39).
Помимо приведенных двух псевдоточных решений можно построить еще

ряд псевдоточных решений, например,

̂︀x𝑘
ℎ =

{︃̂︀x𝑘
ℎ,0 = (̃︀𝑥0, ̂︀𝑥′0, ̂︀𝑥′′0), ̂︀x𝑘

ℎ,𝑛 = (̃︀𝑥𝑛, ̂︀𝑥′𝑛, ̂︀𝑥′′𝑛),̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑥

′
𝑖, ̂︀𝑥′′𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

(45)

̂︀x𝑘
ℎ =

{︃̂︀x𝑘
ℎ,0 = (̃︀𝑥0, ̂︀𝑥′0, ̂︀𝑥′′0), ̂︀x𝑘

ℎ,𝑛 = (̃︀𝑥𝑛, ̂︀𝑥′𝑛, ̂︀𝑥′′𝑛),̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = (̂︀𝑥𝑖, ̂︀𝑥′𝑖, 𝑥′′𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

(46)

̂︀x𝑘
ℎ =

{︃̂︀x𝑘
ℎ,0 = (̃︀𝑥0, ̂︀𝑥′0, ̂︀𝑥′′0), ̂︀x𝑘

ℎ,𝑛 = (̃︀𝑥𝑛, ̂︀𝑥′𝑛, ̂︀𝑥′′𝑛),̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = (̂︀𝑥𝑖, 𝑥′𝑖, ̂︀𝑥′′𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

(47)

̂︀x𝑘
ℎ =

{︃̂︀x𝑘
ℎ,0 = (̃︀𝑥0, ̂︀𝑥′0, ̂︀𝑥′′0), ̂︀x𝑘

ℎ,𝑛 = (̃︀𝑥𝑛, ̂︀𝑥′𝑛, ̂︀𝑥′′𝑛),̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = (̂︀𝑥𝑖, ̂︀𝑥′𝑖, ̂︀𝑥′′𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

(48)

где значения ̂︀𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, в решениях (46) и (48) дают соотноше-
ние (12) своим разрешением относительно искомой функции при уже вы-
численных значениях ̂︀𝑥′𝑖, а в решении (47) дают соотношение (13) при уже
вычисленных значениях ̂︀𝑥′′𝑖 . Указанное разрешение соотношений (12), (13)
относительно искомой функции возможно лишь при нечетных 𝑛, что не яв-
ляется существенным ограничением.

Вычислим оценки порядков норм псевдоневязки ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ на перечисленных

псевдоточных решениях ̂︀x𝑘
ℎ, которые далее будем обозначать как ПНПн( · ),

где ( · )— ссылка на обозначение конкретного решения. В частности,

ПНПн(34) = 𝑘 − 1, ПНПн(42) = 𝑘, ПНПн(45) = 𝑘 − 1. (49)

Последняя оценка в (49) непосредственно следует из (38).
Для псевдоточного решения (46) из (12) имеем при уже вычисленных

значениях 𝑥′𝑖 и ̂︀𝑥′𝑖:
𝑥′𝑖 = 𝑏𝑘𝑖21𝑥𝑖−1 + 𝑏𝑘𝑖22𝑥𝑖+1 + 𝑏𝑘𝑖23𝑓𝑖 +

𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘𝑖2𝑚𝑓
(𝑚−3)
𝑖 ,

̂︀𝑥′𝑖 = 𝑏𝑘𝑖21̂︀𝑥𝑖−1 + 𝑏𝑘𝑖22̂︀𝑥𝑖+1 + 𝑏𝑘𝑖23𝑓𝑖 +
𝑘+1∑︁
𝑚=4

𝑏𝑘𝑖2𝑚𝑓
(𝑚−3)
𝑖 ,

откуда
𝑥′𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖 = 𝑏𝑘𝑖21(𝑥𝑖−1 − ̂︀𝑥𝑖−1) + 𝑏𝑘𝑖22(𝑥𝑖+1 − ̂︀𝑥𝑖+1). (50)
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Аналогично [4] можно показать справедливость оценок элементов обрат-
ной матрицы 𝐵𝑘𝑖 = (𝐴𝑘𝑖)−1:

𝑏𝑘𝑖𝑙𝑚 ≈ 𝑏2𝑖𝑙𝑚, 𝑙 = 2, 3, 𝑚 = 1, 2. (51)

Принимая, что порядок меры различий между парами (𝑥𝑖, ̂︀𝑥𝑖), как и ранее
между парами (𝑥′𝑖, ̂︀𝑥′𝑖) и (𝑥′′𝑖 , ̂︀𝑥′′𝑖 ), не зависит от номера 𝑖, из (50) и (51) имеем

𝑥′𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖 ≈ 𝑏2𝑖21𝑅
𝑤
𝑖−1 + 𝑏2𝑖22𝑅

𝑤
𝑖+1, (52)

где 𝑤— порядок меры различий, пока неизвестное число. Непосредственными
вычислениями легко убедиться в справедливости следующих формул:

𝑏2𝑖21 = −2

ℎ
, 𝑏2𝑖22 =

2

ℎ
. (53)

Подстановка (53) в (52) дает

ℎ (𝑥′𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖)
2

≈ −𝑅𝑤
𝑖−1 +𝑅𝑤

𝑖+1 ≈ 𝑅𝑤
𝑖 ,

или, с учетом первого равенства (36),

ℎ𝑅𝑘−1
𝑖 = 𝑅𝑘

𝑖 ≈ 𝑅𝑤
𝑖 ,

и окончательно
𝑥𝑖 − ̂︀𝑥𝑖 = 𝑅𝑘

𝑖 . (54)
На решении (46) с учетом первого равенства (36) и (54) имеем

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = −𝑝𝑖(𝑥′𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖)− 𝑞𝑖(𝑥𝑖 − ̂︀𝑥𝑖) = −𝑝𝑖𝑅𝑘−1

𝑖 − 𝑞𝑖𝑅
𝑘
𝑖 ≈ 𝑅𝑘−1

𝑖 . (55)

Оценка (55) справедлива и для псевдоточного решения (48) за счет нали-
чия компонента ̂︀𝑥′𝑖 в нем.

На решении (47) по аналогии с вышеизложенным получено

ℎ(𝑥′′𝑖 − ̂︀𝑥′′𝑖 )
𝑝𝑖

≈ 𝑅𝑤
𝑖−1 −𝑅𝑤

𝑖+1 ≈ 𝑅𝑤
𝑖 ,

𝑥𝑖 − ̂︀𝑥𝑖 = 𝑅𝑘−1
𝑖 ,

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = −

(︀
𝑥′′𝑖 − ̂︀𝑥′′𝑖 )︀− 𝑞𝑖 (𝑥𝑖 − ̂︀𝑥𝑖) = −𝑅𝑘−2

𝑖 − 𝑞𝑖𝑅
𝑘−1
𝑖 ≈ 𝑅𝑘−2

𝑖 . (56)

Оценки (55), (56) позволяют окончательно записать

ПНПн(46) = 𝑘, ПНПн(47) = 𝑘 − 1, ПНПн(48) = 𝑘. (57)

Разность и норму на некоторых решениях (точных или псевдоточных) x𝑘
ℎ

и v𝑘
ℎ вида (58):

x𝑘
ℎ = ∪(𝑥𝑖, 𝑥′𝑖, 𝑥′′𝑖 ), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (58)

определим как

x𝑘
ℎ − v𝑘

ℎ = ∪(𝑥𝑖 − 𝑣𝑖, 𝑥
′
𝑖 − 𝑣′𝑖, 𝑥

′′
𝑖 − 𝑣′′𝑖 ), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (59)

‖x𝑘
ℎ‖ = max(‖𝑥‖, ‖𝑥′‖, ‖𝑥′′‖). (60)

151



Макл а к о в В. Н.

Вычислим порядок нормы разности между точным решением x𝑘
ℎ (22)

и любым из перечисленных выше псевдоточных решений ̂︀x𝑘
ℎ (34), (42), (45)–

(48).
Например, на решении (34) в соответствии с (36), (59), (60) имеем

x𝑘
ℎ − ̂︀x𝑘

ℎ = ∪(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖, 𝑥
′
𝑖 − ̂︀𝑥′𝑖, 𝑥′′𝑖 − ̂︀𝑥′′𝑖 ) = ∪(0, 𝑅𝑘−1

𝑖 , 𝑅𝑘−2
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

(61)

‖x𝑘
ℎ − ̂︀x𝑘

ℎ‖ = max(0, 𝑅𝑘−1, 𝑅𝑘−2) ≈ 𝑅𝑘−2 = 𝑂(ℎ𝑘−1) 6 𝐶ℎ𝑘−1, (62)

откуда следует оценка нормы разности с порядком 𝑘−1, совпадающая с при-
веденной в (49) оценкой ПНПн(34). Отметим: при вычислении нормы разно-
сти (61), как и ранее при вычислении ПНПн(34), не использованы граничные
узлы сетки 𝐷ℎ в силу отсутствия компонентов 𝑥′0, 𝑥′𝑛 и 𝑥′′𝑛, 𝑥′′𝑛 в точном ре-
шении (22).

Использование таких операций, как
а) пренебрежение старшими степенями при вычислении псевдоневязок

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, согласно, например, (38), (55) или (56) при

вычислении ПНПн(̂︀x𝑘
ℎ);

б) вычисление max( · ) согласно (60) при вычислении нормы (62),
приводит на оставшихся псевдоточных решениях ̂︀x𝑘

ℎ (42), (45)–(48) к совпа-
дению оценки ПНПн(̂︀x𝑘

ℎ) с оценкой порядка нормы разности между точным
x𝑘
ℎ и псевдоточным ̂︀x𝑘

ℎ решениями, как это уже оказалось на решении (34).
Соотношение (62) на любом из перечисленных ̂︀x𝑘

ℎ даст

‖x𝑘
ℎ − ̂︀x𝑘

ℎ‖ → 0 при ℎ→ 0 или при 𝑘 → ∞,

что свидетельствует о стремлении псевдоточного решения ̂︀x𝑘
ℎ к точному ре-

шению x𝑘
ℎ; при этом напомним, что на точном решении всегда ‖𝛿x𝑘

ℎ‖ ≡ 0,
тогда как на псевдоточном наоборот, а именно: ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ ̸= 0, причем норма на
псевдоточном решении монотонно убывает согласно, например, (40).

Анализ оценок (36), (40), (44), (62) приводит к заключению, что порядок
нормы разности между точным решением x𝑘

ℎ и любым псевдоточным реше-
нием ̂︀x𝑘

ℎ, как и ПНПн(̂︀x𝑘
ℎ), определяет только степень дополнительного члена

разложения в ряд Тейлора в форме Лагранжа (27) старшей производной в ре-
шении ̂︀x𝑘

ℎ при условии, что эта производная не является компонентом точного
решения x𝑘

ℎ, и этот порядок нормы разности никак не зависит от четности
или нечетности 𝑘.

Анализ оценок порядков (49) и (57) при выборе формы псевдоточного
решения ̂︀x𝑘

ℎ для дальнейшего исследования рассматриваемой задачи отдает
предпочтение осуществлению выбора именно среди решений (42), (46), (48)
как имеющих максимально возможный ПНПн(̂︀x𝑘

ℎ), совпадающий со степе-
нью 𝑘 используемого многочлена Тейлора и с ПА РКЗ при четном 𝑘.

Поэтому псевдоточное решение (42), как не требующее дополнительных
расчетов своих компонентов в сравнении с оставшимися решениями (46), (48),
будет далее использовано при выполнении численных экспериментов, и имен-
но оно будет далее называться «псевдоточным решением» РКЗ.

Полученные выше результаты будут далее использованы при исследова-
нии устойчивости и сходимости РКЗ.
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5. Численные эксперименты (выбор дифференциальных уравне-
ний, терминология, планирование эксперимента). В [5] показано, что
классический метод сеток [1], совпадающий при 𝑘 = 2 с матричным методом
численного интегрирования [6], приводит к устойчивой в смысле определе-
ния 3 РКЗ при

𝑞𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, (63)

где 𝑞(𝑡)— входящая в ОДУ2 ДКЗ (2) заданная функция. Именно при усло-
вии нарушения неравенств (63) и были выбраны перечисленные ниже ОДУ2,
которые вместе со своими общими решениями 𝑥(𝑡) взяты из [9, 10]:

𝑥′′ + 𝑥′ tg 𝑡+ 𝑥 cos2 𝑡 = 0, 𝑥(𝑡) = 𝐶1 sin (sin 𝑡) + 𝐶2 cos (sin 𝑡), (64)
𝑥′′ − 𝑥′ tg−1 𝑡+ 𝑥 sin2 𝑡 = 0, 𝑥(𝑡) = 𝐶1 cos (cos 𝑡) + 𝐶2 sin (cos 𝑡), (65)

𝑥′′ − 3𝑥′

𝑡
+

4𝑥

𝑡2
=

5

𝑡
, 𝑥(𝑡) = 5𝑡+ 𝐶1𝑡

2 + 𝐶2𝑡
2 ln | 𝑡 |, (66)

𝑥′′ − (𝑡+ 1)𝑥′

𝑡
+
𝑥

𝑡
= 0, 𝑥(𝑡) = 𝐶1(𝑡+ 1) + 𝐶2𝑒

𝑡, 𝑡 > 0, (67)

𝑥′′ +
𝑥′

𝑡2
− 𝑥

𝑡3
= 0, 𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑡+ 𝐶2𝑡𝑒

1/𝑡, 𝑡 < 0, (68)

𝑥′′ +
2𝑥′

𝑡
+ 𝑥 =

1

𝑡
, 𝑥(𝑡) =

𝐶1 cos(𝑡) + 𝐶2 sin(𝑡) + 1

𝑡
, (69)

𝑥′′ +
3𝑥′

𝑡
+
𝑥

𝑡2
=

1

𝑡3
, 𝑥(𝑡) =

0.5 ln2 |𝑡|+ 𝐶1 + 𝐶2 ln | 𝑡 |
𝑡

, (70)

𝑥′′ − 2𝑥′

𝑡
+

(𝑡2 + 2)𝑥

𝑡2
=
𝑡2 + 6

𝑡3
, 𝑥(𝑡) =

𝐶1𝑡
2 cos 𝑡+ 𝐶2𝑡

2 sin 𝑡+ 1

𝑡
, (71)

𝑥′′ +
4𝑡𝑥′

𝑡2 − 1
+

2𝑥

𝑡2 − 1
=

6𝑡

𝑡2 − 1
, 𝑥(𝑡) =

𝐶1

𝑡+ 1
+

𝐶2

𝑡− 1
+ 𝑡, 𝑡 < −1, 𝑡 > 1, (72)

𝑥′′ +
(𝑡− 3)𝑥′

𝑡2 − 1
− 𝑥

𝑡2 − 1
= 0, 𝑥(𝑡) = 𝐶1(𝑡− 3) +

𝐶2

𝑡+ 1
, −1 < 𝑡 < 1, (73)

где 𝐶1, 𝐶2 — постоянные интегрирования.
Отметим следующие особенности выбранных уравнений при конечных 𝑡:

1) общие решения ОДУ2 (64)–(67) ограничены;
2) общее решение ОДУ2 (68) имеет ограниченный левосторонний и неогра-

ниченный правосторонний пределы в точке 𝑡 = 0; но в области 𝑡 < 0,
в которой условие (63) нарушено, общее решение ограничено;

3) общие решения ОДУ2 (69)–(73) имеют неограниченные левосторонний
и правосторонний пределы в одной или в двух точках;

4) для всех перечисленных ОДУ2 имеется некоторое значение ̃︀𝑡, в неко-
торой окрестности которого хотя бы одна входящая в ОДУ2 функция
неограниченна.

Каждый отдельный численный эксперимент (ЧЭ) для РКЗ выполнял-
ся при некоторых фиксированных значениях 𝑛 ∈ [𝑛min, 𝑛max] = [20, 15 000],
𝑘 ∈ [𝑘min, 𝑘max] = [2, 9] и границах отрезка [𝑎, 𝑏]. Выбор отрезков изменения
величин 𝑛, 𝑘 обусловлен возможностями ПК в смысле накопления компью-
терных погрешностей округления [3] и разумными временными затратами на
выполнение ЧЭ. Зависимость (1) позволяет найти соответствующий отрезку
[𝑛min, 𝑛max] отрезок для ℎ ∈ [ℎmin, ℎmax]. Границы отрезка интегрирования
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[𝑎, 𝑏] при составлении каждой РКЗ были выбраны, если не оговорено особо,
исходя из условия ℎmax = 0.2 при 𝑛 = 20.

В компьютерной программе для вычисления решения РКЗ (15) был реа-
лизован метод прогонки [1–3]; расчеты выполнялись с двойной точностью.

Далее примем, если не оговорено особо,

̃︀𝑡 ̸∈ [𝑎, 𝑏]. (74)

Введем терминологию и будем различать:
1) совокупность результатов группы ЧЭ, выполненных при увеличении

𝑛 ∈ [𝑛min, 𝑛max] при фиксированных 𝑘 и [𝑎, 𝑏], назовем и обозначим
а) экспериментом первого типа (Э1), если в достаточно больших

окрестностях числа ̃︀𝑡 не содержатся границы отрезка [𝑎, 𝑏]; наи-
более приближенную к ̃︀𝑡 границу отрезка будем называть крити-
ческой границей и обозначать 𝑎(𝑏);

б) Э1̃︀𝑡, если в некоторой окрестности числа ̃︀𝑡 содержится критиче-
ская граница 𝑎(𝑏);

2) совокупность результатов группы ЧЭ, выполненных при увеличении
𝑘 ∈ [𝑘min, 𝑘max] при фиксированных 𝑛 и [𝑎, 𝑏], назовем и обозначим

а) экспериментом второго типа (Э2), если в достаточно больших
окрестностях числа ̃︀𝑡 не содержится критическая граница 𝑎(𝑏);

б) Э2̃︀𝑡, если в некоторой окрестности числа ̃︀𝑡 содержится критиче-
ская граница 𝑎(𝑏).

3) совокупность результатов группы ЧЭ, выполненных при изменении ме-
стоположения отрезка [𝑎, 𝑏] при фиксированных 𝑛 и 𝑘, назовем и обо-
значим

а) экспериментом третьего типа (Э3), если в достаточно больших
окрестностях числа ̃︀𝑡 не содержится критическая граница 𝑎(𝑏);

б) Э3̃︀𝑡, если критическая граница 𝑎(𝑏), находясь в некоторой окрест-
ности числа ̃︀𝑡, приближается к нему.

Вычисление оценки порядка нормы псевдоневязки согласно (44) не пред-
полагает использования граничных узлов сетки 𝐷ℎ, поэтому

Замечание 2. Использование различных значений ℎ в группе ЧЭ ставит
в эксперименте Э1 значения вычисляемых характеристик |𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖|, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛,
и нормы ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ в зависимость от ℎ. Действительно
1) при изменении ℎ меняются абсолютные значения узлов 𝑡1, 𝑡𝑛−1, что при-

водит к
а) появлению нефиксированного расстояния от узлов 𝑡1, 𝑡𝑛−1 до гра-

ниц;
б) изменению протяженности области вычисления компонентов век-

тора 𝛿̂︀x𝑘
ℎ соответствующей задачи;

2) вычисление компонентов вектора 𝛿̂︀x𝑘
ℎ в фиксированной для всех ℎ об-

ласти, границы которой определяют узлы 𝑡1, 𝑡𝑛−1, соответствующие
ℎ = ℎmax, приводит к потере части приграничных узлов для всех за-
дач группы при ℎ ∈ [ℎmin, ℎmax).
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Из замечания 2 следует, что достоверность результатов эксперимента Э2
несколько превышает достоверность результатов эксперимента Э1.

6. Условно устойчивая РКЗ, условно устойчивое и условно схо-
дящееся решения. Дифференциальной задаче (18) формально придадим
вид

𝐿[x] = 𝑓, (75)
где [x] = (𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡), 𝑥′′(𝑡))— непрерывная функция, являющаяся полным точ-
ным решением ДКЗ (75).

По аналогии с точным решением (22) сеточное решение ДКЗ (75) при
фиксированном ℎ определим как

[xℎ] = ∪[xℎ,𝑖], 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛,

где
[xℎ,𝑖] = ([𝑥𝑖], [𝑥

′
𝑖], [𝑥

′′
𝑖 ]),

где [𝑥′𝑖], [𝑥
′′
𝑖 ]— сеточные функции, совпадающие с точными значениями про-

изводных решения ДКЗ (75) в узлах сетки 𝐷ℎ. Очевидно,

[𝑥′′𝑖 ] + 𝑝𝑖[𝑥
′
𝑖] + 𝑞𝑖[𝑥𝑖] ≡ 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. (76)

Пусть в результате реализации эксперимента Э2 для РКЗ (12)–(15) полу-
чена группа пар (x𝑘

ℎ, 𝛿̂︀x𝑘
ℎ), 𝑘 > 2, ℎ = const.

Определение 4. Группу векторов 𝛿̂︀x𝑘
ℎ при произвольных 𝑘 > 2 будем

называть группой векторов псевдовозмущений в эксперименте Э2, если норма
‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ каждого вектора, начиная с некоторого 𝑘 > 𝑘0 монотонно убывает при
увеличении 𝑘, причем

‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ → 0 при 𝑘 → ∞. (77)

Пусть x = (𝑥, 𝑥′, 𝑥′′) есть пока неизвестное точное сеточное решение РКЗ.
Определение 5. Группу РКЗ

𝐿𝑘
ℎx = 𝑓𝑘ℎ , 𝑘 > 2, (78)

будем называть условно устойчивой (устойчивой условно) по 𝑘, если разност-
ная задача

𝐿𝑘
ℎ̂︀u = 𝑓𝑘ℎ + 𝛿̂︀x𝑘

ℎ, (79)
полученная из каждой задачи группы (78) добавлением к правой части векто-
ра псевдовозмущений 𝛿̂︀x𝑘

ℎ, начиная с некоторого 𝑘 > 𝑘0 имеет одно и только
одно возмущенное решение ̂︀u = (̂︀𝑢, ̂︀𝑢′, ̂︀𝑢′′), причем это решение отклоняется
от решения x ≡ x𝑘

ℎ невозмущенной задачи (78) на сеточную функцию ̂︀u− x,
удовлетворяющую оценке

‖̂︀u− x‖ 6 𝐶𝑘‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖, (80)

где 𝐶𝑘 — некоторое число, не зависящее от ℎ, или, в соответствии с (60), в раз-
вернутой форме: ⎧⎪⎨⎪⎩

‖̂︀𝑢− 𝑥‖ 6 𝐶𝑘‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖,

‖̂︀𝑢′ − 𝑥′‖ 6 𝐶𝑘‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖,

‖̂︀𝑢′′ − 𝑥′′‖ 6 𝐶𝑘‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖.

(81)

155



Макл а к о в В. Н.

Каждую РКЗ группы (78) назовем условно устойчивой (устойчивой услов-
но) РКЗ, а ее решение — условно устойчивым (устойчивым условно) решени-
ем.

Введение термина «условная устойчивость» обусловлено исследованием
уже найденного решения x𝑘

ℎ, соответствующего конкретной правой части
РКЗ (12)–(15), тогда как в определении 3 устойчивости РКЗ речь идет о про-
извольной правой части и, следовательно, о решении, которое еще не найдено.

Определение 6. Будем говорить, что каждое решение группы РКЗ (78)
является условно сходящимся (сходящимся условно) по 𝑘 к решению ДКЗ
(75), если при 𝑘 → ∞

‖[x]− x‖ → 0,

или в развернутой форме: ⎧⎪⎨⎪⎩
‖[𝑥]− 𝑥‖ → 0,

‖[𝑥′]− 𝑥′‖ → 0,

‖[𝑥′′]− 𝑥′′‖ → 0.

(82)

Если сверх того выполнено неравенство

‖[x]− x‖ 6𝑀𝑘ℎ
𝑘,

где 𝑀𝑘 — некоторое число, не зависящее от ℎ, то будем говорить, что имеет
место условная сходимость по 𝑘 порядка ℎ𝑘 или что РКЗ группы имеет 𝑘-тый
порядок точности.

Каждое решение РКЗ группы (78) назовем условно сходящимся (сходя-
щимся условно).

Разностные задачи (78), (79) для найденного решения x ≡ x𝑘
ℎ и найден-

ного вектора 𝛿̂︀x𝑘
ℎ, 𝑘 > 2, дают

𝐿𝑘
ℎz = 𝛿̂︀x𝑘

ℎ, (83)

где
z = ̂︀u− x, (84)

или в форме системы разностных уравнений:{︃
𝑎𝑖𝑧𝑖−1 + 𝑏𝑖𝑧𝑖 + 𝑐𝑖𝑧𝑖+1 = 𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

𝑧0 = 𝛿̂︀x𝑘
ℎ,0, 𝑧𝑛 = 𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑛,
(85)

где коэффициенты 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 совпадают, очевидно, с аналогичными коэффи-
циентами РКЗ (3).

Подстановка в (84) сеточной функции z = (𝑧, 𝑧′, 𝑧′′), являющейся точным
решением РКЗ (83), позволит вычислить возмущенное решение ̂︀u = (̂︀𝑢, ̂︀𝑢′, ̂︀𝑢′′)
при уже найденном решении x𝑘

ℎ задачи (78).
Аналогичным образом для эксперимента Э1 введем определения устой-

чивости условно по ℎ (𝑘 = const) и сходимости условно по ℎ (𝑘 = const).
Аналогично [1] будет доказана следующая
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Теорема 1. Пусть РКЗ (78) аппроксимирует ДКЗ (75) на решении [x]
с порядком (20) и является условно устойчивой по ℎ или по 𝑘. Тогда решение
x задачи (78) сходится условно к [x], причем имеет место оценка

‖[x]− x‖ 6 𝐶𝑘‖𝛿𝑓𝑘ℎ‖ 6
{︂
𝐶𝑘𝐶1ℎ

𝑘, 𝑘— четное,
𝐶𝑘𝐶2ℎ

𝑘−1, 𝑘— нечетное,
(86)

где 𝐶1, 𝐶2, 𝐶𝑘 — числа, входящие в оценки (20), (80).

До к а з ат е л ь ств о. Положим 𝛿̂︀x𝑘
ℎ = 𝛿𝑓𝑘ℎ , ̂︀u = [x]. Тогда неравенство

(80) с учетом (20) примет вид

‖[x]− x‖ 6 𝐶𝑘‖𝛿𝑓𝑘ℎ‖ 6
{︂
𝐶𝑘𝐶1ℎ

𝑘, 𝑘— четное,
𝐶𝑘𝐶2ℎ

𝑘−1, 𝑘— нечетное. �

Теорема 2. Пусть каждое решение группы РКЗ (78) сходится условно
по ℎ или по 𝑘 к решению ДКЗ (75). Тогда каждое такое решение является
условно устойчивым.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть

‖[x]− x‖ → 0 при ℎ→ 0 или при 𝑘 → ∞. (87)

На псевдоточном решении (43) в соответствии с (21) имеем

𝑥′′𝑖 + 𝑝𝑖̂︀𝑥′𝑖 + 𝑞𝑖𝑥𝑖 = 𝑓𝑖 + 𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. (88)

Вычитая равенство (76) из (88), получим

(𝑥′′𝑖 − [𝑥′′𝑖 ]) + 𝑝𝑖(̂︀𝑥′𝑖 − [𝑥′𝑖]) + 𝑞𝑖(𝑥𝑖 − [𝑥𝑖]) = 𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. (89)

Подстановка первой оценки (36) в (89) дает

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖 = (𝑥′′𝑖 − [𝑥′′𝑖 ]) + 𝑝𝑖(̂︀𝑥′𝑖 − [𝑥′𝑖]) + 𝑞𝑖(𝑥𝑖 − [𝑥𝑖]) =

= (𝑥′′𝑖 − [𝑥′′𝑖 ]) + 𝑝𝑖(𝑥
′
𝑖 +𝑅𝑘−1

𝑖 − [𝑥′𝑖]) + 𝑞𝑖(𝑥𝑖 − [𝑥𝑖]) =

= (𝑥′′𝑖 − [𝑥′′𝑖 ]) + 𝑝𝑖𝑥
′
𝑖 + 𝑝𝑖𝑅

𝑘−1
𝑖 − 𝑝𝑖[𝑥

′
𝑖] + 𝑞𝑖(𝑥𝑖 − [𝑥𝑖]) ≈

≈ (𝑥′′𝑖 − [𝑥′′𝑖 ]) + 𝑝𝑖(𝑥
′
𝑖 − [𝑥′𝑖]) + 𝑞𝑖(𝑥𝑖 − [𝑥𝑖]). (90)

Выполнение (87) приводит соотношения (90) к (77) или с учетом условной
сходимости по ℎ к

‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ → 0 при ℎ→ 0 или при 𝑘 → ∞. (91)

Условие (91) превращает оценку (80) в

‖̂︀u− x‖ → 0 при ℎ→ 0 или при 𝑘 → ∞,

что равносильно наличию условной устойчивости. �
Из теорем 1 и 2 следует, что условная устойчивость является необходимым

и достаточным условием условной сходимости.
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Первое неравенство (81) с учетом (44) и первый компонент соотношения
(86) в соответствии с (60) запишем как

‖̂︀𝑢− 𝑥‖ 6 𝐶𝑘𝐶ℎ
𝑘, (92)

где 𝐶 — число, входящее в оценку (44), и

‖[𝑥]− 𝑥‖ 6
{︂
𝐶𝑘𝐶1ℎ

𝑘, 𝑘— четное,
𝐶𝑘𝐶2ℎ

𝑘−1, 𝑘— нечетное.
(93)

При наличии условной сходимости оценки (92), (93) приводят к эквива-
лентности (в смысле бесконечно малых величин [8]) норм 𝐶1‖̂︀𝑢−𝑥‖, 𝐶‖ [𝑥]−𝑥‖
при четном 𝑘, и норм 𝐶2‖̂︀𝑢− 𝑥‖, 𝐶ℎ‖[𝑥]− 𝑥‖ при нечетном 𝑘, или

‖[𝑥]− 𝑥‖ ∼

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶1

𝐶
‖̂︀𝑢− 𝑥‖, 𝑘— четное,

𝐶2

𝐶ℎ
‖̂︀𝑢− 𝑥‖, 𝑘— нечетное.

(94)

Выражение (94) устанавливает некоторую связь, по крайней мере при
четном 𝑘, между сходимостью (в традиционном понимании в соответствии
с определением 1) и условной сходимостью, а само выражение (94) позво-
ляет оценить меру различий с точностью до константы между сеточными
функциями [𝑥] и 𝑥 независимо от существования или отсутствия аналитиче-
ского решения соответствующей ДКЗ в силу того, что норма в правой части
выражения (94) есть не что иное, как максимум модулей значений решения
РКЗ (85).

Аналогичные (94) оценки мер различий между первой и второй производ-
ными сеточных функций [𝑥] и 𝑥 непосредственно следуют из (81) и (86).

Замечание 3. Наличие условной сходимости по 𝑘 в соответствии с опре-
делением 6 предполагает выполнение одновременно трех условий (82). Нару-
шение хотя бы одного из упомянутых трех условий приводит к отсутствию
условной сходимости, в силу чего отсутствие условной сходимости еще не га-
рантирует наличия значительных отличий между сеточными функциями [𝑥]
и 𝑥, например в случае, когда первое условие (82) имеет место в ЧЭ, а хотя
бы одно из двух оставшихся — нет.

Замечание 3 позволяет заключить, что определение условной сходимости
по ℎ является более «сильным» или более «требовательным» в сравнении со
сходимостью в традиционном понимании (см. определение 1), где предпола-
гается выполнение только одного условия (4).

Иллюстрация замечания 3 будет дана ниже.
7. Выбор норм для оценки погрешностей, формирование схемы

исследования. При проведении каждого ЧЭ выполнялось следующее.
1. Для оценки абсолютной [1–3] и относительной [4], которую можно трак-

товать как некий аналог коэффициента вариации в статистике, характе-
ризующий меру разброса в процентах [11] погрешностей, были исполь-
зованы следующие нормы:

a) между сеточными функциями [𝑥], 𝑥:

[𝐸𝑘
ℎ] = max |[𝑥𝑖]− 𝑥𝑖|, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (95)
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[𝐷𝑘
ℎ] =

√︀∑︀𝑛
𝑖=0([𝑥𝑖]− 𝑥𝑖)2∑︀𝑛

𝑖=0 |[𝑥𝑖]|
· 100%; (96)

б) между сеточными функциями ̂︀𝑢, 𝑥:
̂︀𝐸𝑘
ℎ = max |̂︀𝑢𝑖 − 𝑥𝑖| = max |𝑧𝑖|, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (97)

̂︀𝐷𝑘
ℎ =

√︀∑︀𝑛
𝑖=0(̂︀𝑢𝑖 − 𝑥𝑖)2∑︀𝑛

𝑖=0 |𝑥𝑖|
· 100% =

√︀∑︀𝑛
𝑖=0(𝑧𝑖)

2∑︀𝑛
𝑖=0 |𝑥𝑖|

· 100%; (98)

в) между сеточными функциями ̂︀𝑢, [𝑥]:
[ ̂︀𝐸𝑘

ℎ] = max |̂︀𝑢𝑖 − [𝑥𝑖]|, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, (99)

[ ̂︀𝐷𝑘
ℎ] =

√︀∑︀𝑛
𝑖=0(̂︀𝑢𝑖 − [𝑥𝑖])2∑︀𝑛

𝑖=0 |[𝑥𝑖]|
· 100%. (100)

2. Контролировались значения норм (95)–(100) для сеточных функций [𝑥],
𝑥, ̂︀𝑢 и их первой и второй производных.

3. Контролировалось выполнение критерия хорошей обусловленности (7)
в каждом уравнении РКЗ.

При вычислении погрешностей между производными соответствующих
функций в нормах (95)–(100) значения функций были заменены на значения
своих производных.

Нормами (95), (96) и (99), (100) можно воспользоваться лишь при наличии
сеточной функции [𝑥], что не предполагается в общем случае, следовательно,
наибольший интерес представляют нормы (97), (98), не содержащие в себе
значений [𝑥𝑖].

Перечислим некоторые результаты, полученные при исследовании крае-
вых задач для ОДУ2 (64)–(73) при выполнении условия (74).

1. Отдельный ЧЭ:
а) при достаточном удалении границы 𝑎(𝑏) от ̃︀𝑡 отдельные значе-

ния модулей псевдоневязок |𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖|, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, оказывались до-

статочно равномерно распределенными по величине относительно
узлов сетки, но тем не менее наблюдалось некоторое преоблада-
ние значений модулей (по величине) в граничных узлах, особенно
в границе 𝑎(𝑏);

б) по мере приближения критической границы 𝑎(𝑏) к ̃︀𝑡 в узлах неко-
торой ее окрестности начинали увеличиваться модули отдельных
значений псевдоневязок, особенно значительно на самой грани-
це 𝑎(𝑏); вне упомянутой окрестности модули псевдоневязок пре-
терпевали довольно умеренные изменения; в итоге значение нор-
мы ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ определяло значение модуля псевдоневязки в преобла-
дающем узле, а именно в границе 𝑎(𝑏), что находит объяснение
в (37) — в силу значительного роста входящих в ОДУ2 (64)–(73)
функций 𝑝(𝑡) или 𝑝(𝑡) и 𝑞(𝑡) одновременно.

2. Эксперимент Э2:
а) зависимость ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ оказывалась монотонно убывающей функци-
ей 𝑘;
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б) зависимости ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖, |𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖|, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, имели совпадающий ха-
рактер монотонности, причем значения оценок ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖, |𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖| ока-

зывались сравнимыми между собой по величине.
3. Эксперимент Э2̃︀𝑡:

а) зависимость ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ оказывалась либо монотонно убывающей функ-

цией 𝑘, либо практически постоянной, либо имела локальный ми-
нимум, причем значения ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ во всех трех случаях достигали
значительных величин (в несколько десятков порядков);

б) в случае ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ ≈ const в некоторой окрестности 𝑎(𝑏) при фик-

сированном номере 𝑖 во внутренних узлах сетки значения |𝛿̂︀x𝑘
ℎ,𝑖|,

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, также оказывались практически постоянными (по-
стоянные значения оказывались зависимыми от 𝑖), но по мере
удаления узла с номером 𝑖 от границы 𝑎(𝑏) преобладающим ста-
новился монотонный характер, причем отдельные значения моду-
лей псевдоневязок |𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖| становились сравнимыми с результатами
эксперимента Э2;

в) при наличии локального минимума в некоторой окрестности 𝑎(𝑏)
при фиксированном номере 𝑖 во внутренних узлах сетки значения
|𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖| также имели локальный минимум, причем по мере удале-
ния узла с номером 𝑖 от 𝑎(𝑏) преобладающим становился моно-
тонный характер.

Анализ перечисленных результатов после выполнения Э2 (или Э2̃︀𝑡) поз-
волит сделать первоначальный вывод о том, насколько правомерно можно
признать вектор 𝛿̂︀x𝑘

ℎ в качестве вектора псевдовозмущений в соответствии
с определением 4.

Действительно, после выполнения Э2̃︀𝑡 при ответе на вопрос о правомерно-
сти признания группы векторов 𝛿̂︀x𝑘

ℎ, 𝑘 = 2, 3, . . . , 9, в качестве группы векто-
ров псевдовозмущений проблема кроется именно в довольно больших значе-
ниях норм псевдоневязок ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖, а не в наличии или отсутствии их монотон-
ности в силу того, что наличие или отсутствие монотонности проблематично
оценить при довольно больших значениях норм ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ и довольно ограничен-
ных 𝑘 ∈ [2, 9]. Причина в наличии довольно больших значений норм ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖
выяснена выше.

После выполнения Э2 ситуация оказалась противоположной — нормы псев-
доневязок ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ оказались довольно ограниченными и не превосходили ве-
личин в два порядка во всех исследованных РКЗ.

Исследуем теоретически полученную РКЗ (85). Напомним упомянутые
ранее факты:

1) значение модуля псевдоневязки в одной из границ задачи определяет
значение нормы псевдоневязки ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ всей задачи;
2) оба граничных условия задачи содержат в себе компоненты вектора

псевдовозмущений 𝛿̂︀x𝑘
ℎ,0 и 𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑛, которые не используются при вычис-
лении порядка нормы ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ согласно оценке (44).

Компоненты вектора псевдовозмущений 𝛿̂︀x𝑘
ℎ в граничных узлах 𝑡0, 𝑡𝑛 сет-

ки 𝐷ℎ могут трактоваться как начало накопления погрешностей в решении
РКЗ (85) тем больше, чем больше сами значения правых частей в гранич-
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ных условиях задачи. Анализ решения задачи (85) позволит выявить степень
влияния псевдовозмущений в граничных условиях на накопление погрешно-
стей в возмущенном решении ̂︀𝑢 и принять первоначальное суждение о нали-
чии или отсутствии условной устойчивости — ситуацию назовем начальным
этапом анализа рассматриваемой задачи установления условной устойчиво-
сти РКЗ.

Напомним, на начальном этапе анализа невозможно воспользоваться оцен-
кой порядка нормы псевдоневязки в силу того, что ее вычисление соглас-
но (44) не предполагает использования граничных узлов 𝑡0, 𝑡𝑛 сетки. Требу-
ется следующий (назовем его «финальным») этап анализа.

Исключение из рассмотрения граничных узлов сетки на финальном этапе
анализа вопроса о наличии условной устойчивости:

а) приведет к возможности вычисления оценки порядка согласно (44);
б) позволит избавиться от погрешностей в возмущенном решении ̂︀𝑢, на-

копления которых обусловлены граничными условиями РКЗ (85), что
особенно актуально именно при выполнении Э2̃︀𝑡; для чего достаточно
в задаче в качестве граничных условий положить

𝛿̂︀x𝑘
ℎ,0 = 𝑧0 = ̂︀𝑢0 − 𝑥0 = 0, 𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑛 = 𝑧𝑛 = ̂︀𝑢𝑛 − 𝑥𝑛 = 0. (101)

Из граничных условий (101) следует, что исключение из исследования
граничных узлов приведет к совпадению точного 𝑥 и возмущенного ̂︀𝑢 реше-
ний в граничных узлах сетки 𝐷ℎ; указанный факт проблематично признать
серьезным ограничением для возмущенного решения.

Заметим, в случае тривиальных значений одновременно всех псевдоневя-
зок 𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, РКЗ (85) превращается в однородную задачу,
откуда непосредственно следует условная устойчивость РКЗ.

Исследование результатов на начальном и финальном этапах позволит:
1) выявить наличие условной устойчивости задачи путем анализа норм

‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ и ̂︀𝐸𝑘

ℎ, ̂︀𝐷𝑘
ℎ на этих этапах;

2) определить при наличии условной устойчивости некоторую условную
границу 𝑡 перехода от Э3 к Э3̃︀𝑡 как значение, при котором результаты
расчетов на начальном и финальном этапах не имели бы существенных
различий при фиксированных 𝑛 (ℎ), 𝑘.

Ранее в способе построения псевдоточного решения (42) с целью повы-
шения порядка нормы псевдоневязки на единицу предполагалось исключить
влияние второй производной (как имеющей, что следует из (36), более низ-
кий порядок в сравнении с первой производной) на значение нормы ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖, но
удалось достичь цели лишь во внутренних узлах сетки 𝐷ℎ. Поэтому на на-
чальном этапе анализа в соответствии с (43) оказалось учтенным влияние как
первой, так и второй производной (за счет использования границ 𝑡0, 𝑡𝑛 сет-
ки) на накопление погрешностей в возмущенном решении ̂︀𝑢, несмотря на до-
стигнутую цель способа построения псевдоточного решения (42). Исключить
влияние второй производной на накопление погрешностей удалось только на
финальном этапе.

8. Численные эксперименты Э1, Э2, Э3. Исследования выполнены
в соответствии с принятой выше схемой, состоящей из двух этапов.

Во всех исследованных РКЗ критерий хорошей обусловленности (7) ока-
зался нарушенным.
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Все РКЗ для ОДУ2 (64)–(72) при выполнении экспериментов Э1, Э2, Э3
оказались условно устойчивыми. Результаты расчетов на начальном и фи-
нальном этапах имели различия, которые нельзя признать существенными.

Однако во всех исследованных РКЗ для ОДУ2 (73) не удалось выделить
область изменения аргумента 𝑡, соответствующую Э1, Э2, Э3, возможно,
вследствие довольно узкой области 𝑡 ∈ (−1, 1), где условие (63) нарушено,
в которой выполнялись исследования. Для ОДУ2 (73) оказалось возможным
выполнение только экспериментов Э1̃︀𝑡, Э2̃︀𝑡, Э3̃︀𝑡.

Ниже, если не оговорено особо, в таблицах будут приведены оценки по-
грешностей решений РКЗ, а оценки погрешностей первой и второй производ-
ных решений будут опущены в силу их

а) несущественных различий по абсолютной величине от оценок погреш-
ностей решений РКЗ;

б) практически аналогичной динамики изменения в сравнении с оценками
погрешностей решений РКЗ.

Полученные на финальном этапе результаты экспериментов Э1, Э2 при
исследовании РКЗ, аппроксимирующих ДКЗ⎧⎨⎩𝑥′′ +

4𝑡𝑥′

𝑡2 − 1
+

2𝑥

𝑡2 − 1
=

6𝑡

𝑡2 − 1
, 𝑡 ∈ [1.5, 5.5],

𝑥0 = 8.300000, 𝑥𝑛 = 6.474359,
(102)

приведены в табл. 1, 2; результаты эксперимента Э3 при использовании ОДУ2
(72), входящего в ДКЗ (102), — в табл. 3.

9. Численные эксперименты Э1̃︀𝑡, Э2̃︀𝑡, Э3̃︀𝑡: ОДУ2 с ограниченны-
ми общими решениями. Исследования выполнены в соответствии с при-
нятой выше схемой, состоящей из двух этапов.

Во всех исследованных РКЗ критерий хорошей обусловленности (7) ока-
зался нарушенным.

Все РКЗ для ОДУ2 (64), (65), (67) при выполнении экспериментов Э1̃︀𝑡,
Э2̃︀𝑡, Э3̃︀𝑡 оказались условно устойчивыми в области изменения своих аргу-
ментов.

В эксперименте Э2̃︀𝑡 при исследовании РКЗ, аппроксимирующих ДКЗ,
в которой использовано ОДУ2 (64){︂

𝑥′′ + 𝑥′ tg 𝑡+ 𝑥 cos2 𝑡 = 0, 𝑡 ∈ (−𝜋/2,−𝜋/2 + 4],

𝑥0 = −1.443808, 𝑥𝑛 = 3.411995,
(103)

число 𝜋 было вычислено с точностью до четырнадцатого знака, что приве-
ло к наименьшему отклонению ̃︀𝑡 от критической границы 𝑎(𝑏) на величину
порядка 10−14. В РКЗ для ОДУ2 (65), (67) аналогичные наименьшие откло-
нения оставались неустановленными и определялись только возможностями
компьютера.

В ДКЗ (103) интервал интегрирования (𝑎, 𝑏] выбран с нарушением усло-
вия (74).

В табл. 4, 5 приведены результаты исследования РКЗ, аппроксимирую-
щих ДКЗ (103), на начальном и финальном этапах.

Отметим, в случае отсутствия сеточной функции [𝑥] действительно ин-
формативными в табл. 4, 5 окажутся только данные первой строки для ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖
и третьей строки для ̂︀𝐷𝑘

ℎ.
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На начальном этапе предварительный вывод о наличии условной устой-
чивости проблематично сделать на основании данных первой и третьей строк
табл. 4, которые

а) не позволяют сделать вывод о наличии монотонности норм ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ в силу

их довольно больших значений; при условии, что наличие монотонности
норм является необходимым условием в соответствии с определением 4;

б) свидетельствуют о существенном влиянии псевдовозмущения в левой
границе РКЗ (85) на накопление погрешностей в возмущенном решении̂︀𝑢 и, следовательно, на накопление погрешностей в решении РКЗ, что
делает неправомерными данные третьей строки таблицы на начальном
этапе.

Исключение на финальном этапе значений псевдовозмущений в гранич-
ных узлах РКЗ (85) при исследовании ДКЗ (103) привело к приемлемым
(в сравнении с начальным этапом) результатам, что нашло подтверждение
в первой и третьей строках и косвенное подтверждение во второй и четвер-
той строках табл. 5.

Анализ расчетов решения задачи (103) на финальном этапе показал, что
оценка нормы ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ была определена значением модуля псевдоневязки не
в узле 𝑡1, расстояние от которого до левой границы 𝑡0 ≈ −𝜋/2 равно ℎ = 0.2,
а в узле 𝑡16, расстояние от которого до точки 𝜋/2 ∈ (−𝜋/2,−𝜋/2 + 4] ока-
залось равным 5.84 · 10−2. Использование интервала интегрирования (−𝜋/2,
−𝜋/2 + 2.5], которому не принадлежит значение 𝑡 = 𝜋/2, что соответствует
выполнению условия (74), в задаче

{︂
𝑥′′ + 𝑥′ tg 𝑡+ 𝑥 cos2 𝑡 = 0, 𝑡 ∈ (−𝜋/2,−𝜋/2 + 2.5],

𝑥0 = −1.443808, 𝑥𝑛 = 3.546230
(104)

привело к указанным в табл. 6 результатам.
Результаты начального этапа исследования РКЗ, аппроксимирующих ДКЗ

{︂
𝑥′′ + 𝑥′ tg 𝑡+ 𝑥 cos2 𝑡 = 0, 𝑡 ∈ [−𝜋/2 + 5 · 10−3,−𝜋/2 + 5 · 10−3 + 2.5],

𝑥0 = −1.443807, 𝑥𝑛 = 3.411113,
(105)

приведены в табл. 7, данные которой не имеют существенных отличий от
данных табл. 6; поэтому значение 𝑡 = −𝜋/2 + 5 · 10−3 можно принять в каче-
стве условной границы между Э3 и Э3̃︀𝑡 при 𝑛 = 20 (ℎ = 0.2), 𝑘 ∈ [2, 9].

Результаты исследований всех РКЗ для ОДУ2 (65), (67) не имели суще-
ственных отличий от рассмотренных выше РКЗ для ОДУ2 (64).

Не все РКЗ для ОДУ2 (66), (68) при выполнении экспериментов Э1̃︀𝑡, Э2̃︀𝑡,
Э3̃︀𝑡 оказались условно устойчивыми в области изменения своих аргументов:
были обнаружены области, в которых условная устойчивость не имела места.

При исследовании РКЗ для ОДУ2 (66) при выявлении возможности при-
знать вектор 𝛿̂︀x𝑘

ℎ в качестве вектора псевдовозмущений при 𝑛 = 20 (ℎ = 0.2),
𝑘 ∈ [2, 9] была выявлена точка 𝑇 ∈ (̃︀𝑡, 𝑡], 𝑇 = 0.01, порождающая две области:
(̃︀𝑡, 𝑇 ] и (𝑇, 𝑡], в первой из которых РКЗ не являлись условно устойчивыми,
во второй — являлись.

Подробнее опишем ситуацию в области (̃︀𝑡, 𝑇 ].
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На начальном этапе значения норм псевдоневязок ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ в эксперименте

а) Э2̃︀𝑡 практически не изменяясь, оставались довольно значительными по
абсолютной величине;

б) Э3̃︀𝑡 увеличивались.
На финальном этапе значения норм псевдоневязок ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ в эксперименте
а) Э2̃︀𝑡 практически не изменяясь, оставались довольно малыми по абсо-

лютной величине;
б) Э3̃︀𝑡 уменьшались.
Довольно значительные по абсолютной величине нормы ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ на началь-
ном этапе и нарушение условия монотонности норм ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ на двух этапах не
позволили признать возможным использование вектора 𝛿̂︀x𝑘

ℎ в качестве век-
тора псевдовозмущений в области (̃︀𝑡, 𝑇 ].

Результаты исследования РКЗ для ОДУ2 (66) приведены в табл. 8, где
перечислены значения погрешностей решений [𝐸𝑘

ℎ]𝑥, [𝐷
𝑘
ℎ]𝑥 и погрешности пер-

вой и второй производных решения [𝐸𝑘
ℎ]𝑥′ , [𝐸𝑘

ℎ]𝑥′′ , [𝐷𝑘
ℎ]𝑥′ , [𝐷𝑘

ℎ]𝑥′′ при 𝑛 = 20,
𝑘 ∈ [2, 9] и 𝑎 ∈ (̃︀𝑡, 𝑇 ] ≈ [10−45, 0.01], где 𝑎— левая граница сетки 𝐷ℎ.

Несмотря на то, что 𝑇 , 𝑡, определяемые только по результатам экспе-
риментов Э2̃︀𝑡, Э3̃︀𝑡, являются довольно условными границами, отметим, что
их значения оказывались зависимыми от значения 𝑛 (ℎ)— при увеличении 𝑛
точки 𝑇 , 𝑡 имели тенденцию к смещению влево.

Ситуация с ОДУ2 (68) в области 𝑡 < 0, в которой условие (63) нару-
шено, оказалась практически аналогичной в сравнении с изложенной для
ОДУ2 (66).

10. Численные эксперименты Э1̃︀𝑡, Э2̃︀𝑡, Э3̃︀𝑡: ОДУ2 с неограни-
ченными общими решениями. Исследования выполнены в соответствии
с принятой выше схемой, состоящей из двух этапов.

Во всех исследованных РКЗ критерий хорошей обусловленности (7) ока-
зался нарушенным.

Все РКЗ для ОДУ2 (69)–(73) при выполнении экспериментов Э1̃︀𝑡, Э2̃︀𝑡,
Э3̃︀𝑡 обнаружили наличие областей (̃︀𝑡, 𝑇 ] и (𝑇, 𝑡].

В области (𝑇, 𝑡] результаты исследования всех РКЗ для перечисленных
ОДУ2 с неограниченными общими решениями не имели существенных от-
личий от результатов исследования рассмотренных выше РКЗ для ОДУ2
с ограниченными общими решениями.

В области (̃︀𝑡, 𝑇 ] все РКЗ для перечисленных ОДУ2 с неограниченными
общими решениями

а) на начальном этапе имели практически схожие свойства с рассмотрен-
ными выше на начальном этапе РКЗ для ОДУ2 (66), (68) с ограничен-
ными общими решениями;

б) на финальном этапе поведение норм ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ практически полностью сов-

пало с поведением норм на начальном этапе с тем лишь отличием, что
значения ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ на финальном этапе оказывались всегда на несколько
порядков ниже соответствующих порядков норм на начальном этапе.

Довольно значительные по абсолютной величине значения норм ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖

и нарушение условия монотонности норм ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ на двух этапах не позволили

признать возможным использование вектора 𝛿̂︀x𝑘
ℎ в качестве вектора псевдо-

возмущений в области (̃︀𝑡, 𝑇 ].
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Проиллюстрируем сформулированное выше замечание 3.
Результаты выполнения эксперимента Э2̃︀𝑡 при исследовании РКЗ, ап-

проксимирующих ДКЗ, в которой использовано ОДУ2 (69){︂
𝑥′′ + 2𝑥′𝑡−1 + 𝑥 = 𝑡−1, 𝑡 ∈ [0.01, 4.01],

𝑥0 = 302.989950, 𝑥𝑛 = −0.643887,
(106)

приведены в табл. 9, где указаны оценки норм (95) и (97), согласованные
с нормами ‖[𝑥]− 𝑥‖ и ‖̂︀𝑢− 𝑥‖ соответственно.

Проанализируем данные табл. 9.
1. Данные первой строки таблицы свидетельствуют об отсутствии услов-

ной устойчивости по 𝑘 группы РКЗ, аппроксимирующих ДКЗ (106).
2. Данные второй строки таблицы при четных 𝑘 не позволяют усомнить-

ся в выполнении первого соотношения (82), тогда как при нечетных 𝑘
данные второй строки свидетельствуют о невыполнении упомянутого
соотношения.

3. Данные трех последних строк таблицы согласовываются с данными пер-
вой строки и решением z = (𝑧, 𝑧′, 𝑧′′) РКЗ (83) — значительные вели-
чины псевдоневязок 𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖, пусть даже не для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1,
в правых частях (85) привели к существенным различиям между воз-
мущенным ̂︀u и точным x решениями РКЗ, что и привело к оценкам
норм, указанным в трех последних строках таблицы.

Условная сходимость по 𝑘 разностной задачи, аппроксимирующей ДКЗ
(106), имела место начиная примерно со значения 𝑛 = 4000 (ℎ = 0.001);
условная сходимость по ℎ имела место при любом 𝑘 ∈ [2, 9].

Заметим, что не следует ожидать условной сходимости по 𝑘 разностных
задач, аппроксимирующих ДКЗ (106), при 𝑛 = 20 (ℎ = 0.2) и при увеличении
𝑘 = 2𝑚 (𝑘 > 9), 𝑚— натуральное число.

Действительно, при увеличении 𝑘 оценки 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, могут
претерпеть либо незначительные, либо значительные изменения.

Изменения 𝑥𝑖 в первом случае приведут к незначительным отличиям
а) оценок [𝐸𝑘

0.2]𝑥 от [𝐸8
0.2]𝑥 = 2.96 · 10−12 (табл. 9) в силу (95);

б) оценок [𝐸𝑘
0.2]𝑥′ , [𝐸𝑘

0.2]𝑥′′ от [𝐸8
0.2]𝑥′ = 1.43·102, [𝐸8

0.2]𝑥′′ = 1.36·103 (табл. 9)
в силу (12), (13), (95).

В этом случае не следует ожидать существенных отличий значений норм
‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ от приведенных в таблице при 𝑘 < 9, откуда следует истинность заме-
чания в силу определения 4.

Истинность замечания во втором случае очевидна.
Указанная особенность наличия или отсутствия условной сходимости не

наблюдалась в остальных задачах, рассмотренных выше.

11. Замечания об одном некорректном алгоритме вычисления
обратной матрицы. Известно, что определитель матрицы равен нулю, ес-
ли он содержит строку (столбец) нулевых элементов, или две одинаковые
строки (столбца), или две пропорциональные строки (столбца), или одна из
строк (один из столбцов) есть линейная комбинация его других строк (столб-
цов) [12].

Обратимся к локальной матрице 𝐴𝑘𝑖 (10) и перечислим очевидные заме-
чания для нее.
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1. Ни одна из строк (столбцов) не состоит из нулевых элементов хотя бы
в силу наличия ненулевых элементов на главной диагонали матрицы.

2. Две одинаковые строки (столбца) отсутствуют.
3. Пропорциональность первых двух строк невозможна в силу противопо-

ложности знаков элементов в столбцах с четными номерами и равенства
модулей соответствующих элементов этих строк.

4. Первая и вторая строки не могут быть пропорциональны оставшимся
строкам, кроме последней, в силу наличия различного количества нену-
левых элементов на этих строках.

5. Пропорциональность второй и последней строк, имеющих одинаковое
количество элементов, приведет к соотношениям

𝑞
(𝑘−2)
𝑖 =

𝑝
(𝑘−2)
𝑖 + (𝑘 − 2)𝑞

(𝑘−3)
𝑖

ℎ
= · · · = 𝑘!

ℎ𝑘
,

выполнение которых точно одновременно во всех узлах сетки при любом
ℎ практически невозможно. Ситуация с первой и последней строками
аналогична.

6. Пропорциональность первого и второго, второго и третьего столбцов
невозможна в силу противоположности знаков и равенства модулей со-
ответствующих элементов этих столбцов в первых двух строках.

7. Первый, второй и третий столбцы не могут быть пропорциональны
оставшимся столбцам в силу наличия различного количества ненуле-
вых элементов на этих столбцах.

8. Пропорциональность первого и третьего столбцов, имеющих одинаковое
количество элементов, приведет к соотношениям

𝑞𝑖 =
𝑞′𝑖
𝑝𝑖

=
𝑞′′𝑖

2𝑝′𝑖 + 𝑞𝑖
= · · · = 2!

ℎ2
,

выполнение которых точно одновременно во всех узлах сетки при любом
ℎ практически невозможно.
9. Приведенные замечания не оставляют возможности допустить на-
личие представления строки (столбца) в форме линейной комбинации
оставшихся строк (столбцов).

Перечисленные замечания позволяют сделать вывод об обратимости ло-
кальной матрицы (10).

Далее метод Гаусса вычисления обратной матрицы [3], не требующий вы-
числения определителя матрицы, будем называть корректным алгоритмом.

Алгоритм вычисления обратной матрицы средствами MS EXCEL, который
реализован функцией MINVERSE( ), предполагает использование значения оп-
ределителя матрицы. Выяснить особенности используемых в MS EXCEL ал-
горитмов вычисления определителя матрицы и обратной матрицы не пред-
ставилось возможным. Однако следует заметить, что эти алгоритмы нель-
зя признать корректными; для подтверждения замечания достаточно запро-
граммировать вычисления обратной матрицы (с использованием функции
MINVERSE( )) от локальной матрицы 𝐴𝑘𝑖, определителя матрицы (с использо-
ванием реализованной в MS EXCEL функции MDETERM( )) и обратиться к кон-
кретной ДКЗ.
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Положим в РКЗ, аппроксимирующих ДКЗ (103), 𝑛 = 175.
В узле 𝑡1 при 𝑘 = 7 функция MDETERM( ) вернула результат det𝐴7,1 =

= 0.028571111 ̸= 0, а при 𝑘 = 8 вернула det𝐴8,1 = 0. Однако разложение
определителя матрицы 𝐴8,1 по последнему столбцу [12] приводит к обратно-
му: det𝐴8,1 ̸= 0. Далее при 𝑘 = 8 функция MINVERSE( ) вернула не обратную
матрицу, а сообщение об ошибке.

Заметим, что если положить равными нулю два верхних элемента по-
следнего столбца матрицы 𝐴8,1, модули которых равны 4.30225 · 10−20, все
равно функция MDETERM( ) вернет результат det𝐴8,1 = 0. Однако при та-
ком допущении, очевидно, из разложения по последнему столбцу матрицы
𝐴8,1 следует неверное соотношение 0 = det𝐴8,1 = (−1)9+9 · 1 · det𝐴7,1 =
= det𝐴7,1 = 0.028571111. В этом случае также очевидно, что значения эле-
ментов последней строки матрицы 𝐴8,1, кроме последнего элемента, не могут
влиять на значение определителя det𝐴8,1 и могут быть произвольными. Од-
нако изменение на ту или иную величину первого из них и оставшихся с чет-
ными номерами столбцов приводило к det𝐴8,1 ̸= 0. Следовательно, функ-
ция MDETERM( ) не всегда возвращает верное значение определителя матрицы,
а функция MINVERSE( ) не всегда возвращает верную обратную матрицу.

Далее метод вычисления обратной матрицы средствами MS EXCEL будем
называть некорректным алгоритмом. Очевидно, что в случае обратимости
любой матрицы 𝐴 нарушение известного равенства [12]

det𝐴 · det𝐴−1 = 1 (107)

может быть вызвано как некорректностью алгоритмов методов вычисления,
так и наличием вычислительных погрешностей компьютера при нахождении
𝐴−1, det𝐴−1, det𝐴.

Перечислим абсолютные погрешности между левой и правой частями со-
отношения (107):

Δ𝑘1 = |1− det𝐴𝑘1 · det(𝐴𝑘1)−1|,

полученные при использовании различных методов:
а) при использовании метода 𝐿𝑈 -разложения для вычисления определи-

теля [3], реализация которого не предполагает вычисления алгебраиче-
ских дополнений элементов матрицы, и метода Гаусса для вычисления
обратной матрицы (корректный алгоритм) [3] были получены значения
Δ𝑘1 = 0, 𝑘 = 2, 3, . . . , 9;

б) при использовании функций (некорректные алгоритмы) MDETERM( ),
MINVERSE( ) был получен следующий набор значений:

Δ𝑘1 = {0, 0, 1.15 · 10−9, 6.79 · 10−9, 3.67 · 10−5, 8.86 · 10−6}

при 𝑘 = 2, 3, . . . , 7 соответственно; значения Δ8,1, Δ9,1 указанными функ-
циями возвращены не были.

Отметим, при нахождении численного решения ДКЗ (103) при 𝑛 = 150
корректный и некорректный алгоритмы вернули практически совпадающие
обратные матрицы от локальных матриц только при 𝑘 = 2, 3, что приводит
лишь к частичному совпадению приведенных ниже результатов расчетов (см.
соответствующие 𝑘 = 2, 3 столбцы в табл. 10, 11).
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Для отдельных Δ𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, введем в соответствии с обозначе-
нием (41) норму

‖Δ𝑘
ℎ‖ = max(|Δ𝑘

ℎ,1|, |Δ𝑘
ℎ,2|, . . . , |Δ𝑘

ℎ,𝑛−1|),

где, например, Δ𝑘
ℎ,1 = Δ𝑘1.

Обозначим систему разностных уравнений (15) как 𝑃x = 𝑓 . В силу того,
что левые и правые части уравнений системы (15) содержат элементы об-
ратной матрицы от локальной матрицы (10), использование некорректного
алгоритма приводит к появлению погрешностей (возмущений):

1) в матрице 𝑃 (речь идет о коэффициентной устойчивости, когда возму-
щается только матрица 𝑃 , а правая часть 𝑓 остается неизменной [3]);

2) в правой части 𝑓 (речь идет об устойчивости по правой части, когда
возмущается только правая часть 𝑓 , а матрица 𝑃 остается неизмен-
ной [3]).

Вопрос возмущения коэффициентов матрицы 𝑃 исследован в [1].
Заметим, преобразование РКЗ (15) к РКЗ (3) по форме отдаст предпо-

чтение появлению погрешностей именно в коэффициентах матрицы 𝑃 .
Вычисление отдельных Δ𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, и ‖Δ𝑘

ℎ‖ в процессе выпол-
нения ЧЭ позволяет контролировать наличие погрешностей (возмущений)
в коэффициентах каждого разностного уравнения и всей задачи (15) в це-
лом.

12. Численные эксперименты Э2̃︀𝑡: ОДУ2 с ограниченными об-
щими решениями — некорректный алгоритм вычисления обратной
матрицы. При исследовании РКЗ для ОДУ2 (64), (65) при использовании
в эксперименте Э2̃︀𝑡 некорректного алгоритма проявились следующие резуль-
таты.

1. Оценки ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ имели локальный минимум.

2. В некоторой окрестности границы 𝑎(𝑏) при фиксированном номере 𝑖 во
внутренних узлах сетки значения |𝛿̂︀x𝑘

ℎ,𝑖| также имели локальный мини-
мум; причем по мере удаления узла с номером 𝑖 от 𝑎(𝑏) преобладающим
становился монотонный характер.

3. Нормы ‖𝛿x𝑘
ℎ‖ переставали быть тривиальными и имели возрастающий

участок, начало которого практически совпадало с точкой локального
минимума оценок ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖.
4. В некоторой окрестности границы 𝑎(𝑏) при фиксированном номере 𝑖 во

внутренних узлах сетки значения |𝛿x𝑘
ℎ,𝑖| также имелся возрастающий

участок, в котором эти значения отличались от тривиальных, причем по
мере удаления узла с номером 𝑖 от границы 𝑎(𝑏) оценки |𝛿x𝑘

ℎ,𝑖| в области
возрастания уменьшались вплоть до тривиальных значений.

5. При использовании некорректного алгоритма вычисления обратной мат-
рицы нормы ‖Δ𝑘

ℎ‖, 𝑘 = 2, 3, . . . , 9, оказались тривиальными не для
всех 𝑘.

Результаты эксперимента Э2̃︀𝑡 для РКЗ, аппроксимирующих ДКЗ (104),
на финальном этапе при использовании некорректного алгоритма вычисле-
ния обратной матрицы приведены в табл. 10; при использовании корректного
алгоритма — в табл. 11.
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Данные табл. 10 свидетельствуют, что имеет место чувствительность норм
‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ и ‖𝛿x𝑘
ℎ‖ к погрешностям (возмущениям) в коэффициентах РКЗ.

Характер изменения норм ‖𝛿̂︀x𝑘
ℎ‖ в табл. 10 не позволил признать возмож-

ным использование 𝛿̂︀x𝑘
ℎ в качестве вектора псевдовозмущений, что привело

к отсутствию условной сходимости, тогда как данные табл. 11 свидетельству-
ют о наличии условной сходимости.

Результаты исследования РКЗ для ОДУ2 (65) в отрезке интегрирования
[10−45, 10−45+2.5] оказались незначительно отличными от приведенных дан-
ных в табл. 10, 11.

Исследования РКЗ для оставшихся ОДУ2 не выявили существенного вли-
яния некорректного алгоритма вычисления обратной матрицы на результа-
ты.

Выводы

1. На основе точного сеточного решения x𝑘
ℎ разностной краевой задачи

построено приближенное сеточное решение (псевдоточное решение) ̂︀x𝑘
ℎ.

2. Введено понятие псевдоневязки для обыкновенного дифференциально-
го уравнения и вычислена оценка порядка нормы псевдоневязки ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖
на псевдоточном решении ̂︀x𝑘

ℎ. Теоретически показан монотонно убыва-
ющий характер поведения этой нормы при увеличении используемой
степени многочлена Тейлора 𝑘 и уменьшении шага дискретизации ℎ
сетки.

3. Установлена теоретическая связь между порядком нормы псевдоневяз-
ки ‖𝛿̂︀x𝑘

ℎ‖ и порядком нормы разности между точным решением x𝑘
ℎ и псев-

доточным решением ̂︀x𝑘
ℎ.

4. Показано стремление псевдоточного решения ̂︀x𝑘
ℎ к точному решению x𝑘

ℎ
при увеличении используемой степени многочлена Тейлора 𝑘 и умень-
шении шага дискретизации ℎ сетки.

5. Даны определения условной устойчивости и условной сходимости груп-
пы РКЗ; установлена теоретическая связь между ними.

6. На основе найденного вектора 𝛿̂︀x𝑘
ℎ построено возмущенное решение и вы-

числена оценка нормы его отклонения от точного решения РКЗ, позво-
ляющая выявить наличие или отсутствие условной устойчивости.

7. Установлена теоретическая связь между сходимостью (в традиционном
понимании) и условной сходимостью группы РКЗ. Получено соотно-
шение, позволяющее оценить меру различий с точностью до константы
между искомой сеточной функцией 𝑥 и сеточной функцией [𝑥], совпада-
ющей с точным решением 𝑥(𝑡) ДКЗ в узлах сетки𝐷ℎ, значения которого
в общем случае неизвестны.

8. Показана обратимость локальной матрицы.
9. Исследована содержащая погрешности (возмущения) в своих коэффи-

циентах группа РКЗ, в которой выявлено отсутствие условной устойчи-
вости и, как следствие, отсутствие условной сходимости.

10. Приведены результаты исследований с использованием псевдоневязок
неустойчивых в традиционном понимании групп РКЗ, для которых от-
сутствуют основания отвергнуть их сходимость в силу практического
совпадения сеточных функций [𝑥] и 𝑥 при конечных 𝑛.
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Abstract

The paper considers the previously proposed method of numerical inte-
gration using the matrix calculus in the study of boundary value problems for
nonhomogeneous linear ordinary differential equations of the second order
with variable coefficients. According to the indicated method, when com-
piling a system of difference equations, an arbitrary degree of the Taylor
polynomial in expanding the unknown solution of the problem into a Taylor
series can be chosen while neglecting the approximation of the derivatives
by finite differences.

Some aspects of the convergence of an unstable second-order difference
boundary value problem are investigated. The concept of a pseudo-residual
on a certain vector is introduced for an ordinary differential equation. On
the basis of the exact solution of the difference boundary value problem, an
approximate solution has been built, where the norm of pseudo-residuals is
different from the trivial value.

It has been established theoretically that the estimate of the pseudo-
residual norm decreases with an increase in the used degree of the Taylor
polynomial and with a decrease in the mesh discretization step. The def-
initions of conditional stability and conditional convergence are given; a
theoretical connection between them is established. The perturbed solution
has been built on the basis of the found vector of pseudo-residuals, the es-
timate of the norm of its deviation from the exact solution of the difference
boundary value problem has been calculated, which allows one to identify
the presence of conditional stability. A theoretical relationship between con-
vergence and conditional convergence is established.

The results of numerical experiments are presented.
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Аннотация
Цель исследования состоит в распространении на пространственный

случай разработанного Г. Б. Сизых подхода к эволюции завихренности
для двумерных течений, базирующегося на представлении эволюции за-
вихренности в виде такого движения вихревых линий и вихревых тру-
бок, при котором интенсивность этих трубок меняется со временем по
любому наперед заданному закону. Метод. Строгий анализ уравнений,
описывающих поле скорости течения идеальной несжимаемой жидкости
и вязкого газа в общем пространственном случае с использованием пред-
ставления о движении воображаемых частиц. Результаты. Для любого
заданного временного закона изменения циркуляции скорости (напри-
мер, для экспоненциального убывания) реальной жидкости по контурам
предложен способ построения поля скорости движения этих контуров и
вихревых трубок (т. е. построение поля скорости переносящих их во-
ображаемых частиц). Установлено, что при заданной функции времени
скорость воображаемых частиц определяется неоднозначно, и предло-
жен способ коррекции их движения при сохранении выбранного зако-
на изменения циркуляции. Заключение. Предложен новый лагранжев
подход к эволюции завихренности в пространственных течениях и по-
лучены выражения для скорости движения контуров, обеспечивающие
заданное изменение со временем циркуляции скорости реальной жидко-
сти по любому контуру. Данный теоретический результат может быть
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использован в пространственных модификациях метода вязких вихре-
вых доменов для ограничения количества учитываемых в расчетах век-
торных трубок.

Ключевые слова: скорость движения контуров, интенсивность конту-
ров, движение воображаемой жидкости, критерий Зоравского, теорема
Фридмана, метод вязких вихревых доменов.

Получение: 7 февраля 2022 г. / Исправление: 23 февраля 2022 г. /
Принятие: 24 февраля 2022 г. / Публикация онлайн: 16 марта 2022 г.

Введение. В середине прошлого столетия был создан бессеточный метод
расчета пространственных вихревых течений идеальной несжимаемой жид-
кости (метод дискретных вихрей [1–3]), основанный на теоремах Гельмгольца
о вихрях. Этот метод успешно применяется до сих пор (см., например, [4–6]).
Позже теоремы Гельмгольца были обобщены на случай вязкой несжимаемой
жидкости, но только для двумерных (плоскопараллельных [7] и незакручен-
ных осесимметричных [8]) течений, и были найдены формулы для скорости
U переноса вихревых трубок с сохранением их интенсивности. Обе формулы
статей [7, 8], используя принятые обозначения для скорости потока, завихрен-
ности и кинематического коэффициента вязкости, можно представить в виде
U = V − 𝜈(ΩΩΩ× rotΩΩΩ)/ΩΩΩ2.

В работе [9] был предложен численный метод исследования двумерных
вязких течений, так называемый «метод вязких вихревых доменов» (ВВД),
в котором используется представление о движении вихревых трубок посто-
янной интенсивности со скоростью U, полученной в [7, 8]. Исчерпывающее
объяснение этого метода приводится, например, в [10], а краткое — в [11].
Являясь бессеточным методом, ВВД обладает рядом преимуществ, в част-
ности, возможностью удовлетворить граничным условиям в неограниченных
пространственных течениях [12], что необходимо при моделировании природ-
ных явлений (циклоны, океанические течения и т. д.). Однако использование
метода ВВД сопряжено с трудностями, такими как неограниченный рост об-
щего числа рассматриваемых доменов, генерируемых на каждом расчетном
шаге. В настоящее время ограничение общего числа доменов производится
путем перераспределения их положений и интенсивностей [13–15]. В каче-
стве одного из способов «борьбы» с неограниченным ростом числа доменов
в работе [16] была предложена новая формула скорости переноса вихревых
трубок для любого наперед заданного закона изменения их интенсивности
во время движения, которая в случае экспоненциального закона убывания
со временем позволяет пренебречь каждым доменом спустя некоторое конеч-
ное число шагов по времени и тем самым ограничить количество учитывае-
мых в расчете доменов. Внедрение такой скорости в метод ВВД представляет
собой отдельную содержательную задачу вычислительной гидродинамики и
требует времени, а статья [16] опубликована недавно. Поэтому, несмотря на
отсутствие примеров использования скорости [16], авторы настоящей статьи
выражают уверенность в том, что это отсутствие временное, и результат [16]
будет полезен для развития метода ВВД.

Как сказано выше, метод ВВД и разработанная для этого метода в [16]
новая скорость позволяют рассчитывать только двумерные течения. Более
точно формулы для скорости [16] работают только в таких течениях, в кото-
рых завихренность и ее ротор ортогональны. Следует заметить, что идеи ра-
бот [7, 8] удалось распространить на закрученные осесимметричные течения
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благодаря раздельному рассмотрению эволюции завихренностей радиально-
осевой и окружной скоростей в [17, 18]. При таком раздельном взгляде роторы
этих завихренностей ортогональны им. Поэтому формулы [16] можно приме-
нять для каждого из двух полей завихренности (при этом даже можно задать
различными законы убывания интенсивностей вихревых трубок каждой из
них). В общем пространственном случае такое распространение невозмож-
но, поскольку (как уже было сказано) в двумерных течениях завихренность
и ее ротор ортогональны, вследствие чего допускаются такие преобразова-
ния уравнений Навье—Стокса (использованные в [7, 8]), которые невозможны
в общем пространственном случае, где завихренность и ее ротор могут быть
не ортогональны (подробно см. [7, 8]). Поэтому длительное время после опуб-
ликования работ [7, 8] среди известных авторам исследователей считалось,
что в общем пространственном случае скорость U не существует. Уверенность
в этом вселяла статья [19], в которой было «доказано» отсутствие скорости
U в общем пространственном случае. Однако потом в [19] была обнаружена
ошибка. Это произошло после того, как в [11] было доказано, что в общем про-
странственном случае скорость U все-таки существует, причем для течений
жидкостей всех типов: от идеальной несжимаемой жидкости до вязкого газа.
Неточность [19] состоит в том, что решение одного из уравнений, имеющее
в этой статье номер (22), не единственно в ограниченных областях, в то вре-
мя как предложенное авторами решение уравнения (22) единственно только
в неограниченном случае, когда значение искомой функции полагается рав-
ным нулю на бесконечности (данное указание на ошибку [19] публикуется
впервые).

Для вычисления скорости U в общем пространственном случае в [11] был
предложен так называемый нелокальный метод, требующий интегрирования
вдоль вихревых линий. Это делает расчеты очень громоздкими, и теоретиче-
ский результат [11] несколько лет не применялся для развития метода ВВД,
который оставался двумерным. Однако недавно появился первый простран-
ственный вариант метода ВВД [20], основанный на обобщении [11] двумерных
вязких аналогов теорем Гельмгольца [7, 8] на общий пространственный слу-
чай. Сложилась ситуация, подобная той, которая была недавно разрешена
в [16] для двумерных течений. Появилась проблема неограниченного роста
количества вихревых трубок в процессе расчета, но уже в пространственном
случае. В настоящей статье с целью преодоления этой проблемы предпри-
нята попытка в общем пространственном случае найти аналог скорости U
работы [16], при которой интенсивность вихревых трубок во время движения
менялась бы со временем по заданному закону.

1. Представление динамического уравнения движения жидкости
и газа. Поле скорости течения жидкости и газа (от идеальной несжимаемой
жидкости до вязкого газа) в общем пространственном случае подчиняется
уравнению вида

𝜕V/𝜕𝑡+ΩΩΩ× V = F −∇∇∇𝑓, (1)

где 𝑡— время, F — удельная плотность всех непотенциальных сил, а 𝑓 — неко-
торое скалярное поле, содержащее в качестве слагаемого удельную кинетиче-
скую энергию V2/2. Ниже считаем все параметры течения достаточно глад-
кими для обоснованности выкладок и рассуждений. Пусть 𝛼 = 𝛼(𝑡)— произ-
вольная гладкая функция времени.

Воспользуемся идеей доказательства существования скорости переноса
вихревых трубок с сохранением их интенсивности, которое было предложено
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и применено Г. Б. Сизых в работе [11] (вклад другого соавтора [11], В. В. Мар-
кова, состоит в обнаружении неоднозначности такой скорости). В простран-
ственной области вихревого течения (ΩΩΩ ̸= 0) рассмотрим такую плоскую
область 𝜎, нормаль к которой во всех точках имеет острый угол с вихревыми
линиями, пересекающими 𝜎 в течение некоторого отрезка времени [𝑡1, 𝑡2]. Вы-
делим пространственный односвязный фрагмент 𝐺𝜎, который принадлежит
пересечению всех вихревых трубок, проходящих через 𝜎 в различные момен-
ты времени 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], и содержит 𝜎. Пусть на поверхности 𝜎 задана любая
не зависящая от времени функция 𝑔𝜎. Интегрированием вдоль вихревых ли-
ний для каждого 𝑡 из [𝑡1, 𝑡2] продолжим 𝑔𝜎 из 𝜎 в 𝐺𝜎 функцией 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),
градиент которой удовлетворяет равенству

ΩΩΩ · ∇∇∇𝑔 = ΩΩΩ · (F + 𝛼V). (2)

Рассмотрим векторное произведение

ΩΩΩ× (ΩΩΩ× (F + 𝛼V −∇∇∇𝑔)) = ΩΩΩ(ΩΩΩ · (F + 𝛼V −∇∇∇𝑔))− (F + 𝛼V −∇∇∇𝑔)ΩΩΩ2,

из которого с учетом (2) получим

F = −ΩΩΩ× ΩΩΩ× (F + 𝛼V −∇∇∇𝑔)
ΩΩΩ2

− 𝛼V +∇∇∇𝑔. (3)

Подставляя (3) в (1), после перегруппировки слагаемых имеем

𝜕V/𝜕𝑡+ΩΩΩ× U = −𝛼V +∇∇∇(𝑔 − 𝑓), (4)

где

U = V +
ΩΩΩ× (F + 𝛼V −∇∇∇𝑔)

ΩΩΩ2
. (5)

2. Критерий Зоравского. Далее воспользуемся представлением о дви-
жении частиц воображаемой жидкости, впервые предложенном в [11, 21]
и продуктивно использующимся в последнее время [22–28]. Для этого сфор-
мулируем критерий Зоравского [29, 30], который также известен как теорема
Фридмана [31], в терминах движения вихревых трубок вместе с частицами
воображаемой среды.

Пусть 𝐺— область пространства, заполненная одновременно двумя вооб-
ражаемыми жидкостями, которые никак не взаимодействуют между собой
(и не препятствуют движению друг друга). Частицы первой воображаемой
жидкости движутся со скоростью U(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), а частицы второй — со скоро-
стью Ṽ(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡). Течение второй воображаемой жидкости является вихре-
вым (Ω̃ΩΩ = rot Ṽ ̸= 0) в течение некоторого интервала времени (𝑡1, 𝑡2). Пусть
в области 𝐺 при 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2) завихренность второй воображаемой жидкости Ω̃ΩΩ
и скорость первой воображаемой жидкости U связаны уравнением

𝜕 Ω̃ΩΩ/𝜕𝑡+ rot(Ω̃ΩΩ× U) = 0. (6)

Тогда, как следует из критерия Зоравского, при 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2) вихревые линии
и вихревые трубки Ω̃ΩΩ двигаются со скоростью U, а интенсивность вихревых
трубок (равная циркуляции Γ̃ скорости Ṽ по любому контуру, единожды
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опоясывающему трубку поля Ω̃ΩΩ) сохраняется, пока эти частицы находятся
внутри 𝐺.

Это следствие будет использовано ниже при исследовании связи поля за-
вихренности реальной жидкости ΩΩΩ с полями скоростей частиц некоторых
воображаемых жидкостей.

3. Движение вихревых трубок. В этом разделе для применения кри-
терия Зоравского будем рассматривать сразу две воображаемые жидкости
с использованием поля скорости реальной жидкости V. Считаем, что части-
цы первой воображаемой жидкости движутся со скоростью U, определяемой
через V по формуле (5), а частицы второй воображаемой жидкости — со ско-

ростью Ṽ = V exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑡1

𝛼(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
. Подставляя V = Ṽ exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡1

𝛼(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
1

в (4), получаем

𝜕Ṽ
𝜕𝑡

+ Ω̃ΩΩ× U =∇∇∇(𝑔 − 𝑓) exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑡1

𝛼(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
. (7)

Применяя оператор ротации к левой и правой частям (7), приходим к уравне-
нию, имеющему вид (6): 𝜕 Ω̃ΩΩ/𝜕𝑡+ rot (Ω̃ΩΩ× U) = 0. Следовательно (критерий
Зоравского), вихревые трубки Ω̃ΩΩ перемещаются вместе с частицами первой
воображаемой жидкости, движущимися со скоростью (5). При этом цирку-
ляция Γ̃ скорости Ṽ второй воображаемой жидкости по контурам, перемеща-
ющимся вместе с частицами первой воображаемой жидкости со скоростью
(5), сохраняется с течением времени и равна Γ̃(𝑡) = Γ̃(𝑡1). Учитывая, что
завихренность второй воображаемой жидкости Ω̃ΩΩ и завихренность реальной

жидкости ΩΩΩ связаны соотношением ΩΩΩ = Ω̃ΩΩexp

(︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡1

𝛼(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
, приходим к

основному результату. Вихревые линии и вихревые трубки поля скорости
(реальной) жидкости перемещаются вместе с частицами воображаемой
жидкости, движущимися со скоростью (5), и при этом перемещении ин-
тенсивность всех вихревых трубок меняется по закону

Γ(𝑡) = Γ(𝑡1) exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡1

𝛼(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
. (8)

Таким образом, установлено, что в пространственном случае существует ана-
лог скорости [16], с которой движутся вихревые трубки, а их интенсивность
меняется по заданному закону (8). По известной функции 𝛼 = 𝛼(𝑡) эта ско-
рость определяется формулой (5), где 𝑔 = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) получается с помощью
интегрирования уравнения (2) вдоль вихревых линий. Должный выбор 𝑔𝜎
позволяет менять в некотором диапазоне величину и направление скорости
частиц воображаемой жидкости U. Различным 𝛼 и 𝑔𝜎 будут соответствовать
различные скорости U и, как следствие, различные точки зрения на эволю-
цию завихренности, которые, согласно [11], все равноправны.

Как и в [16], предлагаемый новый способ вычисления скорости U пред-
ставляет собой обобщение способа [11], поскольку совпадает с последним при
𝛼 = 0.

1Таким образом, ΩΩΩ = Ω̃ΩΩexp

(︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡1

𝛼(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
.
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4. Вязкая несжимаемая жидкость. Уравнение Навье—Стокса для
несжимаемой жидкости имеет вид (1), в котором скалярное поле 𝑓 может
быть представлено как 𝑓 = 𝑝/𝜌 + V2/2 + Π, где 𝑝/𝜌— отношение давления
к плотности, Π— потенциал объемных сил, а функция F = −𝜈 rotΩΩΩ. Поэтому,
согласно (5), имеем

U = V − 𝜈(ΩΩΩ× rotΩΩΩ)/ΩΩΩ2 + 𝛼(ΩΩΩ× V)/ΩΩΩ2 + (ΩΩΩ×∇∇∇𝑔)/ΩΩΩ2.

При перемещении контуров (доменов) с такой скоростью их интенсивность
будет изменяться по закону (8). При реализации метода ВВД с использова-
нием данной скорости функции 𝛼 и 𝑔𝜎 должны удовлетворять определенным
условиям гладкости в течение одного временного шага. Эти требования, вооб-
ще говоря, неизвестны, и их определение на сегодняшний день представляет
собой актуальную задачу математической физики. Однако для справедли-
вости представленных рассуждений, как следует из курса дифференциаль-
ных уравнений, указанные функции должны быть как минимум непрерывно
дифференцируемыми в исследуемой области течения. При этом допускается
скачкообразное изменение этих функций при переходе от одного временного
шага к другому, поскольку это будет соответствовать смене «старой» лагран-
жевой точке зрения на «новую». Слова «старая» и «новая» взяты в кавычки,
потому что эти точки зрения существовали и продолжают существовать на
всех временных шагах, но одна из них применяется раньше, а другая — поз-
же. Возможные варианты для выбора 𝛼 предложены, например, в [16].

5. Неоднозначность скорости U. С математической точки зрения,
формула (5) отражает не все возможные варианты скоростей переноса (убы-
вающей) завихренности U, удовлетворяющие уравнению (4). А именно, сле-
дует внести добавок 𝛾ΩΩΩ, коллинеарный вектору завихренности ΩΩΩ (𝛾 — произ-
вольная гладкая функция времени и пространства), так как на общий вид (4)
это не повлияет.

Однако принципиальная неоднозначность в вычислении скорости (5) воз-
никает из-за наличия слагаемого с функцией 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), которая получает-
ся путем интегрирования 𝑔𝜎 вдоль вихревых линий ΩΩΩ для каждого момента
времени в область вихревого фрагмента жидкости и, таким образом, опре-
деляется с точностью до некоторого скалярного поля 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧), постоянного
вдоль этих же вихревых линий: ΩΩΩ ·∇∇∇𝑊 = 0 (аналогичные рассуждения были
применены в работе [11]). Поэтому, опуская детальные выкладки, (5) может
быть обобщена как

U = V +
ΩΩΩ× (F + 𝛼V −∇∇∇𝑔 +∇∇∇𝑊 )

ΩΩΩ2
+ 𝛾ΩΩΩ.

Заключение. Новая точка зрения на эволюцию завихренности в тече-
ниях жидкости и газа, предложенная в [16] для двумерных течений, рас-
пространена на общий пространственный случай. Эта точка зрения состоит
в представлении эволюции завихренности в виде такого движения вихревых
линий и вихревых трубок, при котором интенсивность вихревых трубок ме-
няется по любому наперед заданному временному закону, в частности, при
𝛼 = 1 она экспоненциально убывает. Разумеется, разным законам изменения
интенсивности, т. е. разным 𝛼 = 𝛼(𝑡), будут соответствовать разные скорости
движения вихревых линий и вихревых трубок. С точки зрения сложности
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реализации предложенного подхода, связанной с необходимостью интегриро-
вания вдоль вихревых линий, никаких дополнительных проблем по сравне-
нию c [11] не возникает, поскольку в обоих случаях вдоль вихревых линий
интегрируется уравнение типа (2).

Предлагаемая новая точка зрения на эволюцию завихренности в про-
странственных модификациях метода ВВД может быть использована для
ограничения количества учитываемых в расчетах векторных трубок.
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Abstract
The purpose of the study is to extend to the spatial case proposed by

G. B. Sizykh approach to a two-dimensional vorticity evolution, which is
based on the idea of considering a vorticity evolution in the form of such a
motion of vortex lines and tubes that the intensity of these tubes changes
over time according to a predefined law. Method. Thorough analysis is
determined by describing the flow velocity field of an ideal incompressible
fluid and a viscous gas in the general case, using the idea of the movement
of imaginary particles. Results. For any given time law of change of ve-
locity circulation (i. e. for an exponential decay) of a real fluid along the
contours the method of evaluating the field of velocity of such contours and
vortex tubes is proposed (e. g. getting a field of imaginary particles, which
transfer them). It is established that for a given time law the velocity of
imaginary particles is determined ambiguously, and the method of how to
adjust their motion preserving defined law of circulation change is proposed.
Conclusion. A new Lagrangian approach to the evolution of vorticity in
three-dimensional flows is derived, as well as the expressions for the con-
tours’ velocity, which imply stated changing over the time of the velocity
circulation of a real fluid along any contour. This theoretical result can be
utilized in spatial modifications of the viscous vortex domain method to limit
the number of vector tubes used in calculations.

Keywords: contour velocity, contour intensity, imaginary fluid motion, Zo-
ravski’s criterion, Friedmann’s theorem, viscous vortex domain method.
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Аннотация

В рамках уравнений Навье–Стокса рассматривается течение вязкой
несжимаемой жидкости между неподвижными параллельными прони-
цаемыми стенками, на которых выставляется условие равенства нулю
только продольной компоненты скорости. Ищутся решения, в которых
поперечная к плоскости пластин компонента скорости постоянна. Полу-
чены как стационарные, так и нестационарные решения, среди которых
есть нетривиальное решение с постоянным давлением и экспоненциаль-
но затухающей со временем продольной скоростью. Устанавливается,
что для стационарных течений вынос погранслоя в глубь течения от
одной пластины при одновременном всасывании погранслоя на другой
пластине приводит к росту сопротивления по сравнению с классическим
течением Пуазейля. В случае непроницаемых стенок получено точное
нестационарное решение, профиль скорости которого в фиксированные
моменты времени отличается от профиля в классическом течении Пу-
азейля и в пределе (при стремлении времени к бесконечности) соответ-
ствует покою.

Ключевые слова: точные решения, уравнения Навье–Стокса, течение
Пуазейля, проницаемые стенки.
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Течение пуазейлевского типа в канале с проницаемыми стенками

Введение. Около полувека назад появилась проблема верификации чис-
ленных программ расчета течений. Сравнение численного и точного решений
является одним из таких методов верификации. При использовании этого ме-
тода условия на любой границе берутся исходя из точного решения, а техни-
ческая сторона реализации этих условий в натурном эксперименте перестала
иметь значение. Поэтому любые точные решения в настоящее время имеют
практическое значение для верификации. Кроме верификации, точные реше-
ния используются для отладки программ. Для этого необходимо иметь набор
различных точных решений, среди которых должны быть и достаточно про-
стые, например двумерные, которые используются на начальной стадии от-
ладки. Если в программе используется метод установления, то для начальной
стадии ее отладки будут полезны двумерные стационарные точные решения
(и даже одномерные, например, равномерный поток). Кроме того, как за-
мечено в [1], на точных решениях «. . . апробируются подходы к обоснованию
приближенных моделей . . . ». Очевидно, что и в этом случае целесообразно на-
чинать с простых точных решений. В научных публикациях последних двух
десятилетий рассмотрены различные обобщения течения Пуазейля [1–6], опи-
сывающие слоистые и сдвиговые потоки, в которых нет протекания жидкости
через проницаемые границы (нет вдува или отсоса жидкости). Обобщений
для течений с протеканием мало, так как они очень сложны и труднообозри-
мы. Например, в [7] представлено существенно трехмерное нестационарное
точное решение, выраженное через интеграл Дюамеля. Автору настоящей
статьи известно только одно относительно простое точное решение — течение
вязкой жидкости между двумя вращающимися цилиндрами с проницаемы-
ми стенками [8]. Таким образом, имеет место недостаток «простых» точных
решений с проницаемыми стенками, которые можно было бы применять как
для отладки программ, так и для качественного анализа влияния вдува или
отсоса погранслоя на картину течения (т.е. для качественного анализа фи-
зических процессов на основе точных решений). Поэтому в данной статье
предпринята попытка найти точное решение для двумерного течения между
проницаемым стенками.

Эффективным методом получения точных решений является задание ви-
да зависимости компонент скорости или функции тока от координат и вре-
мени [9–20]. Однако при этом может оказаться, что попытка найти решение
будет безуспешной, как в [21], или что удается доказать, что решения при вы-
бранном виде зависимости не существует [22]. Поэтому выбор зависимости,
приводящий в итоге к новым решениям, является ключевым моментом ис-
следования. В данной статье также предложен новый вид зависимости (фор-
мула (2)) для описания течения пуазейлевского типа между проницаемыми
пластинами, в котором из-за протекания жидкости через пластины скорость
имеет ненулевые как продольную, так и поперечную к пластинам компонен-
ты. В результате удалось получить ряд новых точных решений. Эти реше-
ния относятся к классу задач с уравнениями Навье—Стокса в области между
двумя параллельными (плоскими) границами, на которых заданы ненулевые
значения скорости. Однако найденные ниже решения имеют одну специфи-
ческую особенность на границах течения. В отличие от общего случая упо-
мянутых задач, ниже рассматриваются только такие, в которых на границе
продольная к границе компонента скорости равна нулю, а поперечная — от-
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лична от нуля. Такие условия соответствуют неподвижным горизонтальным
проницаемым пластинам. Трение на неподвижных проницаемых пластинах
обеспечивает нулевые значения горизонтальной компоненты скорости на этих
стенках, а проницаемость — отличие от нуля поперечной компоненты скоро-
сти. Поэтому представляется естественным назвать рассматриваемые тече-
ния «течениями между горизонтальными проницаемыми пластинами (или
стенками)».

1. Уравнения движения и общий вид решения. В безразмерных пе-
ременных система уравнений Навье—Стокса для вязкой несжимаемой жид-
кости представляется следующим образом:

𝜕V/𝜕𝑡+Ω×V + rotΩ/Re = −∇[𝑝+V2/2], divV = 0, (1)

где V и 𝑝— безразмерные скорость и давление, отнесенное к плотности, со-
ответственно; Ω = rotV; Re— число Рейнольдса.

Рассмотрим плоское течение между двумя неподвижными горизонталь-
ными пластинами с протеканием жидкости через пластины, в котором по-
перечная компонента скорости постоянна во времени и пространстве. При
обезразмеривании системы (1) в качестве характерной длины возьмем рас-
стояние между пластинами, а в качестве характерной скорости — поперечную
компоненту скорости. Тогда в безразмерных переменных расстояние между
пластинами и поперечная компонента скорости будут равны единице. Начало
декартовой прямоугольной системы координат 𝑂𝑥𝑦 расположим на нижней
пластине, а ось 𝑂𝑥— горизонтально. Пусть i и j— базисные векторы этой
системы координат. Будем искать скорость решения (1) в виде

V = (𝑇𝑌) i+ j, (2)

где 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑌 = 𝑌 (𝑦) (последнее уравнение (1) выполняется «автоматиче-
ски»).

При протекании жидкости через пластины условие прилипания заменяет-
ся на условие равенства нулю горизонтальной скорости, т.е. 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0.
Получим выражение для левой части первого уравнения (1). Имеем

𝜕V

𝜕𝑡
= 𝑇 ′𝑌 i,

Ω = rotV = −𝑇𝑌 ′ k, где k = i× j,

Ω×V = 𝑇𝑌 ′ i− 𝑌 ′𝑇 2𝑌 j,

rotΩ/Re = −𝑇𝑌 ′′ i/Re.

Поэтому левая часть первого уравнения (1) принимает вид

[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] i+ [−𝑌 ′𝑇 2𝑌 ] j. (3)

Для существования решения (1) необходимо и достаточно, чтобы выраже-
ние (3) представляло собой градиент некоторой функции, что для односвяз-
ной области (каковой является пространство между пластинами) равносиль-
но условию

𝜕

𝜕𝑦
[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] =

𝜕

𝜕𝑥
[−𝑌 ′𝑇 2𝑌 ].
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Поскольку правая часть равна нулю, это условие окажется выполненным,
если и левая часть будет равна нулю:

𝜕

𝜕𝑦
[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] = 0 (4)

или
[𝑇 ′𝑌 ′ + 𝑇𝑌 ′′ − 𝑇𝑌 ′′′/Re] = 0.

Отбрасывая тривиальные случаи 𝑇 = 0 и 𝑌 ′ = 0, получаем

Re𝑇 ′/𝑇 = 𝑌 ′′′/𝑌 ′ − Re𝑌 ′′/𝑌 ′ = 𝛽 = const.

Поэтому
𝑇 = 𝑇 (𝑡) = exp(𝛽𝑡/Re), (5)

а функция 𝑌 = 𝑌 (𝑦) определяется как решение однопараметрической (пара-
метр 𝛽 при фиксированном числе Re) задачи

𝑌 ′′′ − Re𝑌 ′′ − 𝛽𝑌 ′ = 0, 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0. (6)

(Случаю 𝛽 = 0 соответствует стационарное течение 𝑇 (𝑡) ≡ 1.)
Итак, для функций 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑌 = 𝑌 (𝑦), определяемых по формулам (5)

и (6), скорость (2) обеспечивает равенство левой части первого уравнения (1)
градиенту некоторой функции (функции Бернулли 𝑝 + V2/2). Чтобы полу-
чить выражение для давления, найдем сначала эту функцию. Из уравнения
(4) следует, что величина [𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re] не зависит от 𝑦. Поэтому
искомая функция с точностью до аддитивной константы есть

𝑝+V2/2 = −[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re]𝑥+ 𝑇 2𝑌 2/2.

Отсюда, поскольку V2/2 = 𝑇 2𝑌 2/2 + 1/2, получаем

𝑝 = −[𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌 ′ − 𝑇𝑌 ′′/Re]𝑥+ 𝑝0. (7)

Формулы (5)–(7) задают общий вид решения, в котором скорость имеет вид (2).
Заметим, что, как и в классическом течении Пуазейля, давление не за-

висит от поперечной координаты и линейно меняется вдоль горизонтальной
координаты.

2. Случай нулевого градиента давления. С учетом (5) из (7) следу-
ет, что давление не будет зависеть от 𝑥 только для одного частного случая
задачи (6). Это случай, когда 𝑌 ′′ − Re𝑌 ′ − 𝛽𝑌 = 0, 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0. Если
исключить решение 𝑌 (𝑦) ≡ 0, такая задача (с такими краевым условиями)
имеет решения только при Re2 + 4𝛽 = −(2𝜋𝑘)2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . При заданном
натуральном 𝑘 имеем 𝑌 (𝑦) = exp(Re 𝑦/2) sin 𝑘𝜋𝑦, а горизонтальная скорость
стационарного течения определяется с точностью произвольного постоянного
множителя 𝐶0 = const:

V = 𝐶0 exp
(︀
−((2𝜋𝑘)2 + Re2)𝑡/(4Re) + Re 𝑦/2

)︀
sin(𝑘𝜋𝑦) i+ j, 𝑝 = 𝑝0.

Поскольку в выражении для скорости множитель exp
(︀
−((2𝜋𝑘)2+Re2)𝑡/(4Re)

)︀
стремится к нулю при 𝑡 → +∞, с ростом времени течение устанавливается
и скорость стремится к предельному значению V = j.
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3. Стационарное течение. Стационарное течение имеет место при 𝛽 = 0.
Задача (6) принимает вид 𝑌 ′′′ − Re𝑌 ′′ = 0, 𝑌 (0) = 𝑌 (1) = 0. Она имеет ре-
шение при любом значении Re. При 𝛽 = 0 горизонтальная скорость стацио-
нарного течения (1) определяется с точностью до произвольного постоянного
множителя 𝐶0 = const:

V = 𝐶0

[︀
exp(Re 𝑦)− (exp(Re)− 1)𝑦 − 1

]︀
i+ j, 𝑝 = 𝐶0(exp(Re)− 1)𝑥+ 𝑝0. (8)

При очень малых значениях числа Рейнольдса (Re 6 1) профиль горизон-
тальной скорости «похож» на симметричный квадратичный профиль клас-
сического течения Пуазейля. С ростом числа Рейнольдса профиль становится
несимметричным и почти прямолинейным всюду, кроме тонкого погранично-
го слоя вблизи верхней пластины (рис. 1). (Для удобства сравнения формы
профилей с помощью рис. 1 произвольная константа 𝐶0 при различных чис-
лах Рейнольдса подбиралась так, чтобы максимальное значение горизонталь-
ной скорости было одинаково на всех профилях, изображенных на рис. 1.)

Сравним горизонтальные расходы жидкости в этом течении и в классиче-
ском (стационарном) течении Пуазейля (здесь его приводить не будем). Непо-
средственной проверкой (интегрированием горизонтальной компоненты ско-
рости по 𝑦 от 0 до 1) можно убедиться, что при одинаковом (горизонтальном)
градиенте давления суммарные расходы 𝑄 и 𝑄𝑃 жидкости через поперечное
сечение между пластинами (т.е. расход в горизонтальном направлении) для
течения (8) и для классического решения Пуазейля соответственно связаны
соотношением

𝑄/𝑄𝑃 = 12
[︀
0.5Re−1 + Re−1(exp(Re)− 1)−1 − Re−2

]︀
. (9)

Рис. 1. Профиль горизонтальной скорости в стационарном течении Пуазейля с проницае-
мыми стенками для различных чисел Рейнольдса [Figure 1. Horizontal velocity profile for a

stationary Poiseuille flow with permeable walls for various Reynolds numbers]
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Рис. 2. График зависимости (9) [Figure 2. The graph of dependence (9)]

График зависимости (9) изображен на рис. 2. Отношение 𝑄/𝑄𝑃 стремится
к единице при Re → 0 и, убывая, стремится к нулю с ростом Re.

Отсюда следует вывод, что вынос погранслоя в глубь течения от одной
пластины при одновременном всасывании погранслоя на другой пластине
приводит к росту сопротивления потоку в горизонтальном направлении.

4. Нестационарное течение с ненулевым (горизонтальным) гра-
диентом давления. В этом случае Re2 +4𝛽 ̸= −(2𝜋𝑘)2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . Если
величина Re2 + 4𝛽 < 0, то выражения для скорости и давления имеют вид

V = 𝐶0 exp(𝛽𝑡/Re)
[︁
exp(Re 𝑦/2)

(︁cos 𝛾 − exp(−Re/2)

sin 𝛾
sin(𝛾𝑦)−cos(𝛾𝑦)

)︁
+1

]︁
i+j,

где 𝛾 =
√︁

|Re2 + 4𝛽|/2; 𝑝 = −𝐶0𝛽 exp(𝛽𝑡/Re)𝑥/Re+ 𝑝0, 𝐶0 = const.
Если же Re2 + 4𝛽 > 0, то

V = 𝐶0 exp(𝛽𝑡/Re)
[︀
𝐴 exp(𝜈1𝑦) +𝐵 exp(𝜈2𝑦) + 1

]︀
i+ j,

𝑝 = −𝐶0𝛽 exp(𝛽𝑡/Re)𝑥/Re+ 𝑝0,

где

𝐴 =
(︀
1− exp(𝜈2)

)︀
/
(︀
exp(𝜈2)− exp(𝜈1)

)︀
,

𝐵 =
(︀
exp(𝜈1)− 1

)︀
/
(︀
exp(𝜈2)− exp(𝜈1)

)︀
,

𝜈1 =
(︁
Re−

√︁
Re2 + 4𝛽

)︁
/2, 𝜈2 =

(︁
Re+

√︁
Re2 + 4𝛽

)︁
/2, 𝐶0 = const.

5. Нестационарное течение Пуазейля (непроницаемые пласти-
ны). В таком течении будем искать скорость не в виде (2), а в виде V =
= (𝑇𝑌) i. Повторяя выкладки первого раздела, получим 𝑌 ′′′−𝛽𝑌 ′ = 0, 𝑌 (0) =
= 𝑌 (1) = 0. Ограничимся случаем 𝛽 = −4𝑘2𝜋2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . Решение имеет
вид

V = 𝐶0 exp
(︀
−4𝑘2𝜋2𝑡/Re

)︀[︀
1− cos(2𝑘𝜋𝑦)

]︀
i,
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𝑝 = 𝐶04𝑘
2𝜋2 exp

(︀
−4𝑘2𝜋2𝑡/Re

)︀
𝑥/Re+ 𝑝0, 𝐶0 = const.

Интересно, что профиль нестационарного течения Пуазейля отличается от
(квадратичного) профиля стационарного течения.

6. Течение Куэтта. Для течения Куэтта ограничимся стационарным
случаем. Как видно из (5), в стационарном течении 𝛽 = 0. В течении Куэтта
верхняя пластина движется в горизонтальном направлении. Поэтому в задаче
(6) нужно изменить второе краевое условие, и она примет вид

𝑌 ′′′ − Re𝑌 ′′ = 0, 𝑌 (0) = 0, 𝑌 (1) = 1. (10)

Такая задача имеет решение при любом значении Re. Однако могут полу-
чаться решения, в которых давление не постоянно, а меняется в горизонталь-
ном направлении. Потребуем, чтобы давление было постоянно. Из формулы
(7) для стационарного случая (𝑇 ≡ 1) получаем условие постоянства давле-
ния 𝑌 ′ Re − 𝑌 ′′ = 0. Это условие будет выполнено для следующего решения
задачи (10), которое определяется с точностью до произвольного постоянного
множителя 𝐶0 = const:

V = 𝐶0

[︀
exp(Re 𝑦)− 1

]︀
i+ j, 𝑝 = 𝑝0 = const.

Эта простая формула позволяет проиллюстрировать влияние выноса по-
гранслоя в глубь течения от одной пластины и при одновременном всасы-
вании погранслоя на другой пластине. В частности, видно (см. рис. 3), что
вертикальный градиент скорости больше на верхней пластине (где происхо-
дит всасывание), и поэтому сила, которая требуется для движения верхней

Рис. 3. Профиль горизонтальной скорости в стационарном течении Куэтта с проницае-
мыми стенками для различных чисел Рейнольдса [Figure 3. Horizontal velocity profile in a

stationary Couette flow with permeable walls for various Reynolds numbers]
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пластины, больше силы, которая требуется для удержания на месте нижней
пластины (в классическом течении Куэтта эти силы равны по величине). Ин-
тересно также отметить, что при стремлении числа Рейнольдса к нулю про-
филь горизонтальной скорости приближается к линейному профилю класси-
ческого течения Куэтта. А при числах Рейнольдса Re > 20 горизонтальная
скорость почти везде равна нулю, кроме узкого пограничного слоя вблизи
верхней пластины.

Заключение. В результате предположения о специальном виде зависи-
мости (2) компонент скорости от координат получено новое семейство точ-
ных решений, описывающих плоскопараллельное течение вязкой несжимае-
мой жидкости между двумя неподвижными параллельными проницаемыми
пластинами (течение пуазейлевского типа). При отсутствии протекания через
пластины получено точное решение для нестационарного течения Пуазейля.
Полученное однопараметрическое семейство решений включает в себя клас-
сическое решение Пуазейля и потому обобщает его. Для стационарных тече-
ний показано, что протекание приводит к росту сопротивления по сравнению
с классическим течением Пуазейля.
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Poiseuille-type flow in a channel with permeable walls

G. B. Sizykh
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4, Volokolamskoe shosse, Moscow, 125993, Russian Federation.

Abstract

In the framework of the Navier–Stokes equations, the flow of a viscous
incompressible fluid between immovable parallel permeable walls is consi-
dered, on which only the longitudinal velocity component is equal to zero.
Solutions are sought in which the velocity component transverse to the plane
of the plates is constant. Both stationary and non-stationary solutions are
obtained, among which there is a non-trivial solution with a constant pres-
sure and a longitudinal velocity exponentially decaying with time. These
solutions show the influence on the profile of the horizontal velocity compo-
nent of the removal of the boundary layer into the depth of the flow from one
plate with simultaneous suction of the boundary layer on the other plate.
It is established that for stationary flows the removal of the boundary layer
into the depth of the flow from one plate and, with simultaneous suction
of the boundary layer on the other plate, leads to an increase in the drag
compared to the classical Poiseuille flow. In the case of impermeable walls,
an exact non-stationary solution is obtained, the velocity profile of which at
fixed times differs from the profile in the classical Poiseuille flow and, in the
limit (as time tends to infinity), corresponds to rest.

Keywords: exact solutions, Navier–Stokes equations, Poiseuille flow, per-
meable walls.
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