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Краевые задачи для уравнения соболевского
типа дробного порядка c эффектом памяти

М. Х. Бештоков
Институт прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН,
Россия, 360000, Нальчик, ул. Шортанова, 89 а.

Аннотация

Изучены краевые задачи для одномерного интегро-дифференциаль-
ного уравнения соболевского типа с граничными условиями первого
и третьего родов с двумя операторами дробного дифференцирования
𝛼 и 𝛽 разных порядков. Построены разностные схемы порядка аппрок-
симации 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽. С по-
мощью метода энергетических неравенств получены априорные оценки
в дифференциальной и разностной трактовках, откуда следуют суще-
ствование, единственность, устойчивость, а также сходимость решения
разностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи со
скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы. Прове-
дены численные эксперименты, иллюстрирующие полученные в работе
результаты.

Ключевые слова: уравнение соболевского типа, дробная производная,
эффект памяти, разностные схемы, априорная оценка, устойчивость и
сходимость.
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Введение. Среди неклассических уравнений математической физики [1]
обширную область составляют псевдопараболические уравнения [2]

𝐿𝑢𝑡 =𝑀𝑢.

Уравнения такого вида известны еще как вырожденные уравнения [3], урав-
нения соболевского типа [4], уравнения, не разрешенные относительно стар-
шей производной [5] и даже уравнения не типа Коши—Ковалевской [6, 7].
Систематическое исследование уравнений такого рода началось с середины
прошлого века в работах С. Л. Соболева. Термин «уравнения соболевского
типа» ввел в обиход Р. Е. Шоуолтер (R. E. Showalter) [8, 9]. В работе [10]
рассматривается линейное уравнение более общего вида

(𝜆−Δ)𝑢𝑡 = 𝛼Δ𝑢,

моделирующее динамику давления жидкости, фильтрующейся в трещинова-
то-пористой среде, которое является моделью процесса влагопереноса в поч-
ве [11–13] и процесса теплопроводности в среде с двумя температурами [14].

При решении многих задач физики, механики, биологии часто встреча-
ются среды и системы, которые хорошо интерпретируются как фракталы,
примерами последних могут служить сильно пористые среды, к каковым,
например, можно отнести почвогрунт. Решение различных задач для таких
сред приводит к краевым задачам для дифференциальных уравнений с дроб-
ной производной. Дифференциальные уравнения с частными производными
дробного порядка являются обобщением уравнений с частными производны-
ми целочисленного порядка и вызывают большой теоретический и практиче-
ский интерес. Так, в работе [15] предложены и исследованы математические
модели водного режима в почвогрунтах с фрактальной структурой. В осно-
ве этих моделей лежат уравнения соболевского типа с дробной по времени
производной.

В настоящей работе изучены краевые задачи для одномерного интегро-
дифференциального уравнения соболевского типа с двумя операторами дроб-
ного дифференцирования 𝛼 и 𝛽 разных порядков и краевыми условиями пер-
вого и третьего родов. Построены разностные схемы порядка аппроксимации
𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽. С помощью метода
энергетических неравенств получены априорные оценки в дифференциаль-
ной и разностной трактовках, откуда следуют единственность, устойчивость,
а также сходимость решения разностной задачи к решению исходной диффе-
ренциальной задачи со скоростью, равной порядку аппроксимации разност-
ной схемы.

Численным методам решения краевых задач для различных уравнений
дробного порядка посвящены работы [16–21]. В работах [16–18] получены ре-
зультаты, позволяющие, как и в классическом случае (𝛼 = 1), применять
метод энергетических неравенств для нахождения априорных оценок крае-
вых задач для уравнения дробного порядка в дифференциальной и разност-
ной трактовках. В работах [19,20] изучаются краевые задачи для различных
нагруженных дифференциальных уравнений целочисленного и дробного по-
рядков.

Настоящая работа является продолжением серии работ автора в этом на-
правлении [18–22].
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1. Постановка задачи. В замкнутом прямоугольнике

𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 6 𝑥 6 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝑇}

рассмотрим следующую задачу для уравнения соболевского типа с эффектом
памяти

𝜕𝛼0𝑡𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+ 𝜕𝛽0𝑡

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
+ 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

− 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 6 𝑇, (1)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (3)

где

0 < 𝑐0 6 𝑘(𝑥, 𝑡), 𝜂(𝑥) 6 𝑐1;

|𝑞(𝑥, 𝑡)|, |𝑟(𝑥, 𝑡)|, |𝑟𝑥(𝑥, 𝑡)|, |𝑘𝑥(𝑥, 𝑡)|, |𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)| 6 𝑐2, 0 6 𝜏 6 𝑡,
(4)

𝜕𝛾0𝑡𝑢 =
1

Γ(1− 𝛾)

∫︁ 𝑡

0

𝑢𝜏 (𝑥, 𝜏)

(𝑡− 𝜏)𝛾
𝑑𝜏

— дробная производная в смысле Герасимова—Капуто [23, 24] порядка 𝛾,
0 < 𝛾 < 1.

В дальнейшем будем предполагать, что задача (1)–(3) имеет единствен-
ное решение, обладающее нужными производными. Будем также считать, что
коэффициенты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым
условиям гладкости, обеспечивающим нужный порядок аппроксимации раз-
ностной схемы.

Обозначим через 𝑀1, 𝑀2, . . . положительные константы, зависящие толь-
ко от входных данных исходной задачи.

2. Априорная оценка в дифференциальной форме.
Теорема 1. Если

𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜂(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑙], 𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜌(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ),

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0(𝑄𝑇 ) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜕
𝛼
0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ), 𝜕

𝛼
0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 )

и выполнены условия (4), то для решения задачи (1)–(3) справедливы следу-
ющие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑢‖21 6𝑀1(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20),

где ‖𝑢‖21 = ‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑢‖22 6𝑀2(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20),

где ‖𝑢‖22 = ‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20;
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3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑢‖23 6𝑀3(𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20),

где ‖𝑢‖23 = ‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20.

При доказательстве теоремы 1 будут использованы следующие леммы.
Лемма 1 [16]. Для любой абсолютно непрерывной на [0, 𝑇 ] функции 𝑣(𝑡)

справедливо неравенство

𝑣(𝑡)𝜕𝛼0𝑡𝑣(𝑡) >
1

2
𝜕𝛼0𝑡𝑣

2(𝑡), 0 < 𝛼 < 1.

Лемма 2 [16]. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция
𝑦(𝑡) удовлетворяет для почти всех 𝑡 из [0, 𝑇 ] неравенству

𝜕𝛼0𝑡𝑦(𝑡) 6 𝑐1𝑦(𝑡) + 𝑐2(𝑡), 0 6 𝛼 6 1,

где 𝑐1 > 0, 𝑐2(𝑡)— суммируемая на [0, 𝑇 ] неотрицательная функция. Тогда

𝑦(𝑡) 6 𝑦(0)𝐸𝛼(𝑐1𝑡
𝛼) + Γ(𝛼)𝐸𝛼,𝛼(𝑐1𝑡

𝛼)𝐷−𝛼
0𝑡 𝑐2(𝑡),

где 𝐸𝛼(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+1) , 𝐸𝛼,𝜇(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+𝜇) — функции Миттаг—Леффле-
ра.

До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 1. Для получения априорных оценок ре-
шения задачи (1)–(3) в дифференциальной форме воспользуемся методом
энергетических неравенств. Введем для этого скалярное произведение и нор-
му в виде

(𝑢, 𝑣) =

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑣𝑑𝑥, (𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖20,

где 𝑢, 𝑣— заданные на [0, 𝑙] функции.
Умножим теперь уравнение (1) скалярно на 𝑢:

(𝜕𝛼0𝑡𝑢, 𝑢) =
(︀
(𝑘𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
+
(︀
𝜕𝛽0𝑡(𝜂(𝑥)𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
+
(︀
𝑟𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︀
−

−
(︀
𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑢

)︀
+
(︁∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏, 𝑢

)︁
+
(︀
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢). (5)

Входящие в тождество (5) интегралы преобразуем и оценим, пользуясь
неравенством Коши с 𝜀 [16], [26, с. 100] и леммой 1:

(︀
𝜕𝛼0𝑡𝑢, 𝑢

)︀
>

1

2

(︀
1, 𝜕𝛼0𝑡𝑢

2
)︀
=

1

2
𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20; (6)

(︀
(𝑘𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
=

∫︁ 𝑙

0
𝑢(𝑘𝑢𝑥)𝑥𝑑𝑥 = 𝑢𝑘𝑢𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

−
∫︁ 𝑙

0
𝑘𝑢2𝑥𝑑𝑥; (7)
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(︀
𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)𝑥, 𝑢

)︀
=

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)𝑥𝑑𝑥 = 𝑢𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

−
∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑥)𝑢𝑥𝜕

𝛽
0𝑡𝑢𝑥𝑑𝑥 6

6 𝑢𝜕𝛽0𝑡(𝜂𝑢𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

− 1

2

∫︁ 𝑙

0
𝜂𝜕𝛽0𝑡(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥; (8)

(︀
𝑟𝑢𝑥, 𝑢

)︀
=

∫︁ 𝑙

0
𝑟𝑢𝑢𝑥𝑑𝑥 6

𝑐22
4𝜀

∫︁ 𝑙

0
𝑢2𝑑𝑥+ 𝜀

∫︁ 𝑙

0
𝑢2𝑥𝑑𝑥 6𝑀4(𝜀)‖𝑢‖20 + 𝜀‖𝑢𝑥‖20; (9)

−
(︀
𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑢

)︀
6 𝑐2‖𝑢‖20; (10)

(︂∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏, 𝑢

)︂
=

∫︁ 𝑙

0
𝑢

∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑥 6

6
1

2
‖𝑢‖20 +

(︂
1

2
,

(︂∫︁ 𝑡

0
𝜌(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

)︂2)︂
6

6
1

2
‖𝑢‖20 +

(︂
1

2
,

∫︁ 𝑡

0
𝜌2(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝑡

0
𝑢2(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

)︂
6

6
1

2
‖𝑢‖20 +𝑀5

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 ; (11)

(𝑓, 𝑢) =

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑢𝑑𝑥 6

1

2
‖𝑢‖20 +

1

2
‖𝑓‖20. (12)

Учитывая преобразования и неравенства (6)–(12), из (5) c учетом (2) находим

1

2
𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 +

1

2
𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ 𝑐0‖𝑢𝑥‖20 6

6 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀6(𝜀)‖𝑢‖20 +𝑀7

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

1

2
‖𝑓‖20. (13)

Выбирая 𝜀 = 𝑐0/2, из (13) получаем

𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 + 𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀8‖𝑢‖20 +𝑀9

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀10‖𝑓‖20. (14)

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (14) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀11𝐷

−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀12𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀13(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20). (15)

Преобразуем второе слагаемое в правой части (15) следующим образом:

𝐷−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 =

1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)1−𝛼

∫︁ 𝜏

0
‖𝑢‖20𝑑𝑠 =
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=
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝑠

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)1−𝛼
=

1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20

(︁
−(𝑡− 𝜏)𝛼

𝛼

⃒⃒⃒𝑡
𝑠

)︁
𝑑𝑠 =

=
1

𝛼Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼‖𝑢‖20𝑑𝑠 =

1

Γ(𝛼+ 1)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)𝛼‖𝑢‖20𝑑𝜏 6

6
1

𝛼Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)‖𝑢‖20𝑑𝜏
(𝑡− 𝜏)1−𝛼

6
𝑇

𝛼
𝐷−𝛼

0𝑡 ‖𝑢‖20.

Итак, получаем

𝐷−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 6

𝑇

𝛼
𝐷−𝛼

0𝑡 ‖𝑢‖20. (16)

Учитывая преобразование (16), из (15) получаем

‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀14𝐷

−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀13(𝐷

−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20). (17)

На основании леммы 2 из (17) находим априорную оценку

‖𝑢‖21 6𝑀15(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20). (18)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (14) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀16𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀17𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀18

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (19)

На основании леммы 2 из (19) с учетом (16) находим априорную оценку

‖𝑢‖22 6𝑀19(𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢0(𝑥)‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (20)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 < 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (14) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛽

0𝑡 , получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6𝑀20𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑢‖20 +

+𝑀21𝐷
−𝛽
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀22(𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (21)

В силу условия (2) справедливо неравенство [25]

‖𝑢‖20 6 𝑙2‖𝑢𝑥‖20.

Тогда из (21) c учетом (16) получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6𝑀23𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 +𝑀22(𝐷

−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (22)

На основании леммы 2 из (22) находим априорную оценку

‖𝑢‖23 6𝑀24(𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑓‖20 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20). (23)

Из полученных априорных оценок (18), (20), (23) следуют единственность
и устойчивость решения по правой части и начальным данным. �
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3. Устойчивость и сходимость разностной схемы. Для решения за-
дачи (1)–(3) применим метод конечных разностей. В замкнутом прямоуголь-
нике 𝑄𝑇 введем равномерную сетку

𝜔ℎ𝜏 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏 ,

где
𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, ℎ = 𝑙/𝑁},
𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, 𝜏 = 𝑇/𝑗0}.

На равномерной сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1)–(3) поставим в со-
ответствие разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽

и 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = 𝜒𝑗
𝑖 (𝑎

𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥,𝑖 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)𝑥,𝑖 + 𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
�̄�,𝑖 + 𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦
(𝜎)
𝑥,𝑖 −

− 𝑑𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
𝑖 +

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑖,𝑠𝑦
𝑠
𝑖 𝜏 + 𝜙𝑗

𝑖 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝜏 , (24)

𝑦
(𝜎)
0 = 𝑦

(𝜎)
𝑁 = 0, (25)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (26)

где

Δ𝛾
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 =
𝜏1−𝛾

Γ(2− 𝛾)

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛾,𝜎)
𝑗−𝑠 𝑦

𝑠
𝑡

— дискретный аналог дробной производной Герасимова—Капуто порядка 𝛾,
0 < 𝛾 < 1, обеспечивающий порядок точности [17] 𝑂(𝜏3−𝛾) при 𝜎 = 1 − 𝛾/2,
и 𝑂(𝜏2−𝛾) при 𝜎 = 1/2;

𝑎
(𝛾,𝜎)
0 = 𝜎1−𝛾 , 𝑎

(𝛾,𝜎)
𝑙 = (𝑙 + 𝜎)1−𝛾 − (𝑙 − 1 + 𝜎)1−𝛾 , 𝑙 > 1;

𝑏
(𝛾,𝜎)
𝑙 =

1

2− 𝛾

[︀
(𝑙+𝜎)2−𝛾 − (𝑙−1+𝜎)2−𝛾

]︀
− 1

2

[︀
(𝑙+𝜎)1−𝛼+(𝑙−1+𝜎)1−𝛾

]︀
, 𝑙 > 1;

𝑐
(𝛾,𝜎)
0 = 𝑎

(𝛾,𝜎)
0 при 𝑗 = 0;

𝑐
(𝛾,𝜎)
𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎
(𝛾,𝜎)
0 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
1 , 𝑠 = 0,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑠 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠+1 − 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠 , 1 6 𝑠 6 𝑗 − 1,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑗 − 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑗 , 𝑠 = 𝑗, при 𝑗 > 0;

𝜎 = 1− 𝛾/2 при 𝛼 = 𝛽 и 𝜎 = 1/2 при 𝛼 ̸= 𝛽;

𝑐(𝛾,𝜎)𝑠 >
1− 𝛾

2
(𝑠+ 𝜎)−𝛾 > 0;

𝑎𝑗𝑖 = 𝑘(𝑥𝑖−1/2, 𝑡𝑗+𝜎), 𝛾𝑖 = 𝜂(𝑥𝑖−1/2), 𝑏±𝑗
𝑖 =

𝑟±𝑗(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)

𝑘(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)
, 𝜙𝑗

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎);
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𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) = 𝑟+(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) + 𝑟−(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎), |𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)| = 𝑟+(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)− 𝑟−(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎);

𝑟+(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

2

(︀
𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) + |𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)|

)︀
> 0,

𝑟−(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

2

(︀
𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)− |𝑟(𝑥, 𝑡𝑗+𝜎)|

)︀
6 0;

𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦𝑗+1 + (1− 𝜎)𝑦𝑗 , 𝑑𝑗𝑖 = 𝑞(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎), 𝑎(+1) = 𝑎𝑖+1;

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑣𝑠𝜏 =

𝑗−1∑︁
𝑠=1

𝑣𝑠𝜏 +
1

2
𝜏(𝑣0 + 𝑣𝑗 + 𝑣𝑗+1/2), 𝜏 =

{︃
𝜏/2, 𝑠 = 0, 𝑗, 𝑗 + 1/2,

𝜏, 𝑠 ̸= 0, 𝑗, 𝑗 + 1/2;

𝜌𝑗𝑖,𝑠 = 𝑝(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎, 𝜏𝑠+𝜎), 𝜒(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

1 +𝑅(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)
;

𝑅(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎) =
1

2

|𝑟(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)|
𝑘(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎)

— разностное число Рейнольдса.
Введем следующие скалярные произведения и нормы:

(𝑢, 𝑣) =
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ, (𝑢, 𝑢) = (1, 𝑢2) = ‖𝑢‖20;

(𝑢, 𝑣] =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ̃, ℎ̃ =

{︃
ℎ/2, 𝑖 = 𝑁,

ℎ, 𝑖 ̸= 0, 𝑁,
(𝑢, 𝑢] = (1, 𝑢2] = ‖𝑢]|20.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4), тогда существует такое ма-
лое 𝜏0 = 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝛼, 𝜎), что если 𝜏 6 𝜏0, то для решения разностной
задачи (24)–(26) справедливы следующие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑦𝑗+1‖20 6𝑀1

(︀
‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑦𝑗+1‖21 6𝑀2

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
,

где ‖𝑦‖21 = ‖𝑦‖20 + ‖𝑦𝑥]|20;
3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑦𝑗+1
𝑥 ]|20 6𝑀3

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
.
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При доказательстве теоремы 2 будут использованы следующие леммы.
Лемма 3 [17]. Для любой функции 𝑦(𝑡), заданной на сетке �̄�𝜏 , справедливо

неравенство

𝑦(𝜎)Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 >
1

2
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦2).

Лемма 4 [18]. Предположим, что неотрицательные последовательности
𝑦𝑗 , 𝜙𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяют неравенству

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦𝑗 6 𝜆1𝑦
𝑗+1 + 𝜆2𝑦

𝑗 + 𝜙𝑗 , 𝑗 > 1,

где 𝜆1, 𝜆2 — неотрицательные константы. Тогда существует такое 𝜏0, что
если 𝜏 6 𝜏0, то

𝑦𝑗+1 6 2
(︁
𝑦0 +

𝑡𝛼𝑗
Γ(1 + 𝛼)

max
06𝑗′6𝑗

𝜙𝑗′
)︁
𝐸𝛼(2𝜆𝑡

𝛼
𝑗 ), 1 6 𝑗 6 𝑗0,

где 𝜆 = 𝜆1 + 𝜆2/(2 + 21−𝛼).

До к а з ат е л ь ств о т е о р емы 2. Априорные оценки решения задачи
(24)–(26) найдем методом энергетических неравенств. Умножим (24) скаляр-
но на 𝑦(𝜎):(︀

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦, 𝑦(𝜎)
)︀
=

(︀
𝜒(𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
+
(︀
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑦�̄�)𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
+
(︀
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦(𝜎)

)︀
+

+
(︀
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︀
−
(︀
𝑑𝑦(𝜎), 𝑦(𝜎)

)︀
+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

)︂
+

(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

)︀
. (27)

Входящие в тождество (27) суммы преобразуем и оценим, пользуясь лем-
мой 3: (︀

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦, 𝑦(𝜎)
)︀
>

1

2
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦‖20; (28)

(︀
𝜒(𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
= 𝜒𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

⃒⃒𝑁
0
−
(︀
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , (𝜒𝑦(𝜎))�̄�

]︀
=

= −
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
−

(︀
𝑎𝜒(−1), (𝑦

(𝜎)
�̄� )2

]︀
6

6 −
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
− 1

(1 + ℎ𝑀4)

(︀
𝑎𝜒, (𝑦

(𝜎)
�̄� )2

]︀
; (29)

(︀
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑦�̄�)𝑥, 𝑦

(𝜎)
)︀
= 𝑦(𝜎)Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑦�̄�)

⃒⃒𝑁
0
−
(︀
𝛾, 𝑦

(𝜎)
�̄� Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�)

]︀
6

6 −
(︀𝛾
2
,Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�)

2
]︀
6 −𝑐0

2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20; (30)

−
(︀
𝑑𝑦(𝜎), 𝑦(𝜎)

)︀
6 𝑐2‖𝑦(𝜎)‖20; (31)

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

)︂
6

1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +

(︂
1

2
,

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏

)︂2)︂
6
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6
1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +

(︂
1

2
,

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝2𝑠𝜏

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑦2𝜏

)︂
6

6
1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +𝑀5

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 ; (32)

(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

)︀
6

1

2
‖𝑦(𝜎)‖20 +

1

2
‖𝜙‖20. (33)

Учитывая преобразования и неравенства (28)–(33), из (27) получим

1

2
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦‖20 +𝑀6‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 +

𝑐0
2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20 6

6 −
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
+
(︀
𝑏−𝑎𝑦

(𝜎)
�̄� , 𝑦(𝜎)

)︀
+
(︀
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︀
+

+𝑀5

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀7‖𝑦(𝜎)‖20 +
1

2
‖𝜙‖20. (34)

Оценим первое, второе и третье слагаемые в правой части (34) с помощью
неравенства Коши с 𝜀:

−
(︀
𝑎𝜒�̄�, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

]︀
+
(︀
𝑏−𝑎, 𝑦

(𝜎)
�̄� 𝑦(𝜎)

)︀
+
(︀
𝑏+𝑎(+1)𝑦(𝜎)𝑥 , 𝑦(𝜎)

)︀
6

6 𝜀‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 +𝑀8(𝜀)‖𝑦(𝜎)‖20. (35)

Из (34) с учетом (35) при 𝜀 =𝑀6/2 находим

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦‖20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 + ‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 6

6𝑀9‖𝑦(𝜎)‖20 +𝑀10

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 +𝑀11‖𝜙‖20. (36)

Учитывая, что
𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦‖20𝜏 =

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 +
1

2
𝜏‖𝑦𝑗‖20,

перепишем (36) в другой форме:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦‖20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 6𝑀𝜎
12‖𝑦𝑗+1‖20 +𝑀𝜎

13‖𝑦𝑗‖20 +𝑀11𝐹, (37)

где 𝐹 =

𝑗∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 + ‖𝜙‖20.

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. На основании леммы 4 из (37) полу-
чаем

‖𝑦𝑗+1‖20 6𝑀14

(︂
‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗

(︂ 𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 + ‖𝜙𝑗′‖20
)︂)︂

. (38)
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Учитывая, что

max
06𝑗′6𝑗

𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦𝑠‖20𝜏 6
𝑗∑︁

𝑗′=0

max
06𝑠6𝑗′

‖𝑦𝑠‖20𝜏 6
𝑗∑︁

𝑗′=0

max
06𝑠6𝑗′

‖𝑦𝑠‖20𝜏

и вводя обозначение 𝑔𝑗 = max
06𝑗′6𝑗

‖𝑦𝑗′‖20, из (37) получим

𝑔𝑗+1 6𝑀15

𝑗∑︁
𝑠=0

𝑔𝑠𝜏 +𝑀16𝐹
𝑗
1 , (39)

где 𝐹 𝑗
1 = ‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20.

На основании Леммы Гронуолла [27, стр. 171] из (38), (39) получаем апри-
орную оценку

‖𝑦𝑗+1‖20 6𝑀17

(︀
‖𝑦0‖20 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
. (40)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. В силу леммы 4 из (37) с учетом (40)
получаем

‖𝑦𝑗+1‖21 6𝑀18

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
. (41)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 6 𝛽. В силу (25), неравенства ‖𝑦‖20 6
6 2𝑙2‖𝑦�̄�]|20 и леммы 4 из (37) получаем

‖𝑦𝑗+1
𝑥 ]|20 6𝑀19

(︀
‖𝑦0‖21 + max

06𝑗′6𝑗
‖𝜙𝑗′‖20

)︀
. (42)

Из полученных априорных оценок (40)–(42) следуют единственность и ус-
тойчивость решения разностной схемы (24)–(26) по начальным данным и пра-
вой части, а также сходимость решения разностной задачи (24)–(26) к реше-
нию дифференциальной задачи (1)–(3) так, что существует такое 𝜏0, что при
𝜏 6 𝜏0 справедливы следующие оценки:

1) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖20 6𝑀17(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 > 𝛽;

2) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖21 6𝑀18(ℎ
2 + 𝜏2), когда 𝛼 = 𝛽;

3) ‖𝑦𝑗+1
𝑥 − 𝑢𝑗+1

𝑥 ]|20 6𝑀19(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 < 𝛽,

где 𝑀17, 𝑀18, 𝑀19 — не зависящие от ℎ и 𝜏 положительные константы.

4. Постановка краевой задачи с граничным условием третьего
рода и априорная оценка в дифференциальной форме. Второе крае-
вое условие в (2) заменим условием третьего рода. Тогда вместо (2) имеем

𝑢(0, 𝑡) = 0, −Π(𝑙, 𝑡) = 𝛽(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)− 𝜇(𝑡), (43)

где
|𝛽(𝑡)| 6 𝑐2, Π(𝑥, 𝑡) = 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 + 𝜂𝜕𝛼0𝑡𝑢𝑥. (44)

Теорема 3. Если

𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜂(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝑙], 𝑞𝑠(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ),
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𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,0(𝑄𝑇 ) ∩ 𝐶1,0(𝑄𝑇 ), 𝜕𝛼0𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 ), 𝜕𝛼0𝑡𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄𝑇 )

и выполнены условия (4), (44), то для решения задачи (1), (43), (3) справед-
ливы следующие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑢‖21 6𝑀1

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖20
)︀
;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑢‖22 6𝑀2

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖0 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
;

3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑢‖23 6𝑀3

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
.

До к а з ат е л ь ств о. Повторим преобразования (6)–(12). После некото-
рых несложных преобразований из (5) получаем неравенство

1

2
𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 +

1

2
𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ 𝑐0‖𝑢𝑥‖20 6

6 𝑢Π(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

+ 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +𝑀4(𝜀)‖𝑢‖20 +𝑀5

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

1

2
‖𝑓‖20. (45)

Оценим первое слагаемое в правой части (45) с учетом (43):

𝑢Π(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

= Π(𝑙, 𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡)
(︀
𝜇(𝑡)− 𝛽(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡)

)︀
=

= −𝛽(𝑡)𝑢2(𝑙, 𝑡) + 𝜇(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) 6𝑀6𝑢
2(𝑙, 𝑡) +

1

2
𝜇2(𝑡) 6

6𝑀7(𝜀)‖𝑢‖20 + 𝜀‖𝑢𝑥‖20 +
1

2
𝜇2(𝑡). (46)

Из (45) с учетом (46) при 𝜀 = 𝑐0/2 находим

𝜕𝛼0𝑡‖𝑢‖20 + 𝜕𝛽0𝑡

∫︁ 𝑙

0
𝜂(𝑢𝑥)

2𝑑𝑥+ ‖𝑢𝑥‖20 6

6𝑀8‖𝑢‖20 +𝑀9

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +𝑀10

(︀
‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)

)︀
. (47)

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (47) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 +𝐷
−(𝛼−𝛽)
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 6

6𝑀11𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀12𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +
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+𝑀13

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖20
)︀
. (48)

На основании леммы 2 из (48) с учетом (16) получаем априорную оценку

‖𝑢‖21 6𝑀14

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖20
)︀
. (49)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (47) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛼

0𝑡 , получаем

‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20 6𝑀15𝐷
−𝛼
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀16𝐷

−𝛼
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀17

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖0 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (50)

На основании леммы 2 из (50) с учетом (16) получаем априорную оценку

‖𝑢‖22 6𝑀18

(︀
𝐷−𝛼

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢0(𝑥)‖0 + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (51)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 < 𝛽. Применяя к обеим частям неравенст-
ва (47) оператор дробного интегрирования 𝐷−𝛽

0𝑡 , получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6

6𝑀19𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑢‖20 +𝑀20𝐷

−𝛽
0𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖20𝑑𝜏 +

+𝑀21

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (52)

В силу условия 𝑢(0, 𝑡) = 0 справедливо тождество

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑥

0
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥.

Тогда

𝑢2(𝑥, 𝑡) 6

(︂∫︁ 𝑥

0
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

)︂2

6 𝑥
∫︁ 𝑥

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 6 𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑢2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥. (53)

Интегрируя обе части (53) по 𝑥 от 0 до 𝑙, получаем неравенство ‖𝑢‖20 6 𝑙2‖𝑢𝑥‖20.
Тогда из (52) с учетом (16) получаем

‖𝑢𝑥‖20 +𝐷
−(𝛽−𝛼)
0𝑡 ‖𝑢‖20 6

6𝑀22𝐷
−𝛽
0𝑡 ‖𝑢𝑥‖20 +𝑀23

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (54)

На основании леммы 2 из (54) находим априорную оценку

‖𝑢‖23 6𝑀24

(︀
𝐷−𝛽

0𝑡 (‖𝑓‖20 + 𝜇2(𝑡)) + ‖𝑢′0(𝑥)‖20
)︀
. (55)

Из полученных априорных оценок (49), (51), (55) следуют единственность
и устойчивость решения по правой части и начальным данным. �
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5. Устойчивость и сходимость разностной схемы. На равномерной
сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1), (43), (3) поставим в соответствие
разностную схему порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и порядка
𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = 𝜒𝑗
𝑖 (𝑎

𝑗
𝑖𝑦

(𝜎)
�̄� )𝑥,𝑖 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)𝑥,𝑖 + 𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
�̄�,𝑖 + 𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦
(𝜎)
𝑥,𝑖 −

− 𝑑𝑗𝑖𝑦
(𝜎)
𝑖 +

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑖,𝑠𝑦
𝑠
𝑖 𝜏 + 𝜙𝑗

𝑖 , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝜏 , (56)

𝑦(0, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝜔𝜏 , 𝑥 = 0, (57)

−
(︀
𝜒𝑁𝑎𝑁𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑁 +Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑁𝑦�̄�,𝑁 )

)︀
=

= ̃︀𝛽𝑦(𝜎)𝑁 +
1

2
ℎ

(︂
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 −

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏

)︂
− ̃︀𝜇, 𝑥 = 𝑙, (58)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (59)

где ̃︀𝛽𝑗 = 𝛽𝑗 + 1
2ℎ𝑑

𝑗
𝑁 , ̃︀𝜇𝑗 = 𝜇𝑗 + 0.5ℎ𝜙𝑗

𝑁 .

Теорема 4. Пусть выполнены условия (4), (43). Тогда существует такое
малое 𝜏0 = 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝛼, 𝜎), что если 𝜏 6 𝜏0, то для решения разностной
задачи (56)–(59) справедливы следующие априорные оценки:

1) в случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑦]|20 6𝑀1

(︀
‖𝑦0]|20 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙]|20 + 𝜇2)

)︀
;

2) в случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑦𝑗+1]|22 6𝑀2

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙𝑗′ ]|20 + 𝜇2)

)︀
,

где ‖𝑦]|22 = ‖𝑦]|20 + ‖𝑦𝑥]|20;
3) в случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀3

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙𝑗′ ]|20 + 𝜇2)

)︀
.

До к а з ат е л ь ств о. Найдем априорную оценку методом энергетиче-
ских неравенств. Для этого умножим уравнение (56) скалярно на 𝑦. Тогда,
принимая во внимание преобразования (28)–(33), получаем

(︀
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦(𝜎)

)︀
+𝑀4‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 +

𝑐0
2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦𝑥]|20 6

6
(︀
𝜒𝑗
𝑖𝑎𝑦

(𝜎)
𝑥 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)

)︀
𝑦(𝜎)

⃒⃒𝑁
0
+𝑀5‖𝑦(𝜎)]|20 +

(︀
𝑏−𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
+
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+
(︀
𝑏+𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
−
(︀
𝑑𝑦(𝜎), 𝑦(𝜎)

)︀
+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

)︂
+
(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

)︀
. (60)

Преобразуем первое слагаемое в правой части (60) с учетом (57), (58):

(︀
𝜒𝑗
𝑖𝑎𝑦

(𝜎)
𝑥 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�)

)︀
𝑦(𝜎)

⃒⃒𝑁
0

=
(︀
𝜒𝑗
𝑁𝑎𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑁 +Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝛾𝑖𝑦�̄�,𝑁 )

)︀
𝑦
(𝜎)
𝑁 =

=

[︂
𝜇+

1

2
ℎ𝜙𝑗

𝑁 − 𝛽𝑦
(𝜎)
𝑁 − 1

2
ℎ𝑑𝑦

(𝜎)
𝑁 − 1

2
ℎ

(︂
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 −

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏

)︂]︂
𝑦
(𝜎)
𝑁 6

6 −1

2
ℎ𝑦

(𝜎)
𝑁 Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦𝑁 +𝑀6(𝜀)‖𝑦(𝜎)]|20 + 𝜀‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 +𝑀7(𝜀)𝜇

2 +

+
1

2
ℎ𝑦

(𝜎)
𝑁 𝜙𝑗

𝑁 − 1

2
ℎ𝑑(𝑦

(𝜎)
𝑁 )2 +

1

2
ℎ𝑦

(𝜎)
𝑁

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏 . (61)

Из (60) с учетом (61) при 𝜀 =𝑀4/2 находим

(︀
Δ𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦, 𝑦(𝜎)

]︀
+
𝑀4

2
‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 +

𝑐0
2
Δ𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦𝑥]|20 6

6𝑀8‖𝑦(𝜎)]|20 +
(︀
𝑏−𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖𝑦

(𝜎)
�̄�,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
+
(︀
𝑏+𝑗
𝑖 𝑎𝑗𝑖+1𝑦

(𝜎)
𝑥,𝑖 , 𝑦

(𝜎)
)︀
−

−
(︀
𝑑𝑗𝑖𝑦

(𝜎), 𝑦(𝜎)
]︀
+

(︂𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝑦
𝑠𝜏 , 𝑦(𝜎)

]︂
+

1

2
𝜇2 +

(︀
𝜙, 𝑦(𝜎)

]︀
. (62)

Из (62) после несложных преобразований с учетом неравенства Коши с 𝜀
получим

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦]|20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦𝑥]|20 + ‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 6

6𝑀9‖𝑦(𝜎)]|20 +𝑀10

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

‖𝑦]|20𝜏 +𝑀11(‖𝜙]|20 + 𝜇2). (63)

Перепишем (63) в другой форме:

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦]|20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀𝜎
12‖𝑦𝑗+1]|20 +𝑀𝜎

13‖𝑦𝑗 ]|20 +𝑀14𝐹, (64)

где 𝐹 =
𝑗∑︀

𝑠=0
‖𝑦]|20𝜏 + ‖𝜙]|20 + 𝜇2.

1. Рассмотрим случай, когда 𝛼 > 𝛽. На основании леммы 4 из (64) с уче-
том (16) получаем

‖𝑦𝑗+1]|20 6𝑀15

(︂
‖𝑦0]|20 + max

06𝑗′6𝑗

(︂ 𝑗′∑︁
𝑠=0

‖𝑦]|20𝜏 + ‖𝜙]|20 + 𝜇2
)︂)︂

. (65)
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Тогда, повторяя рассуждения (39), (40), из (65) находим оценку

‖𝑦]|20 6𝑀16

(︀
‖𝑦0]|20 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙]|20 + 𝜇2)

)︀
. (66)

2. Рассмотрим случай, когда 𝛼 = 𝛽. В силу леммы 4 из (64) с учетом (40)
получаем

‖𝑦𝑗+1]|22 6𝑀17

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙]|20 + 𝜇2)

)︀
. (67)

3. Рассмотрим случай, когда 𝛼 < 𝛽. Из (64) с учетом (39), (40) и неравенст-
ва ‖𝑦(𝜎)]|20 6 2𝑙2‖𝑦(𝜎)𝑥 ]|20 получаем

Δ𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦]|20 +Δ𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀𝜎
18‖𝑦

𝑗+1
𝑥 ]|20 +𝑀𝜎

19‖𝑦
𝑗
𝑥]|

2
0 +𝑀14𝐹. (68)

На основании леммы 4 из (68) находим

‖𝑦𝑥]|20 6𝑀20

(︀
‖𝑦0]|22 + max

06𝑗′6𝑗
(‖𝜙𝑗′ ]|20 + 𝜇2)

)︀
. (69)

Из полученных априорных оценок (66), (67), (69) следуют единственность
и устойчивость решения разностной схемы (56)–(59) по начальным данным
и правой части, а также сходимость решения разностной задачи (56)–(59)
к решению дифференциальной задачи (1), (43), (3) так, что существует та-
кое 𝜏0, что при 𝜏 6 𝜏0 справедливы следующие оценки:

1) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1]|20 6𝑀16(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 > 𝛽;

2) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1]|21 6𝑀17(ℎ
2 + 𝜏2), когда 𝛼 = 𝛽;

3) ‖𝑦𝑗+1
𝑥 − 𝑢𝑗+1

𝑥 ]|20 6𝑀20(ℎ
2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}), когда 𝛼 < 𝛽,

где 𝑀16, 𝑀17, 𝑀20 — не зависящие от ℎ и 𝜏 положительные константы.
�

6. Алгоритм численного решения краевой задачи (1), (43), (3).
Для численного решения задачи (1), (43), (3) приведем разностную схему
(56)–(59) к расчетному виду. Тогда уравнение (56) приводится к следующему
виду:

𝐴𝑖𝑦
𝑗+1
𝑖−1 − 𝐶𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖 +𝐵𝑖𝑦

𝑗+1
𝑖+1 = −𝐹 𝑗

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1, (70)

где

𝐴𝑖 = 𝜏𝜎κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖 + 𝛾𝑖

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
− 𝜏ℎ𝜎𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑖,

𝐵𝑖 = 𝜏𝜎κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖+1 + 𝛾𝑖+1

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜏ℎ𝜎𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑖+1,

𝐶𝑖 = 𝐴𝑖 +𝐵𝑖 + ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)
+ 𝜏𝜎ℎ2𝑑𝑗𝑖 ,

𝐹 𝑗
𝑖 = 𝐴𝑖𝑦

𝑗
𝑖−1 − 𝐶𝑖𝑦

𝑗
𝑖 + �̃�𝑖𝑦

𝑗
𝑖+1 + ℎ2𝜏𝜙𝑗

𝑖 − ℎ2
𝜏1−𝛼

Γ(2− 𝛼)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛼,𝜎)
𝑗−𝑠 (𝑦𝑠+1

𝑖 − 𝑦𝑠𝑖 ) +

622



Краевые задачи для уравнения соболевского типа дробного порядка c эффектом памяти

+
𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑖+1𝑦𝑖+1)

𝑠+1 − (𝛾𝑖+1𝑦𝑖+1)
𝑠
)︀
−

− 𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀(︀
(𝛾𝑖 + 𝛾𝑖+1)𝑦𝑖

)︀𝑠+1 −
(︀
(𝛾𝑖 + 𝛾𝑖+1)𝑦𝑖

)︀𝑠)︀
+

+
𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑖𝑦𝑖−1)

𝑠+1 − (𝛾𝑖𝑦𝑖−1)
𝑠
)︀
+ 𝜏ℎ2

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑖,𝑠𝑦
𝑠
𝑖 𝜏 ,

𝐴𝑖 = 𝜏(1− 𝜎)κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖 − 𝛾𝑖

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
− 𝜏ℎ(1− 𝜎)𝑏−𝑗

𝑖 𝑎𝑖,

�̃�𝑖 = 𝜏(1− 𝜎)κ𝑗
𝑖 𝑎

𝑗
𝑖+1 − 𝛾𝑖+1

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜏ℎ(1− 𝜎)𝑏+𝑗

𝑖 𝑎𝑖+1,

𝐶𝑖 = 𝐴𝑖 + �̃�𝑖 − ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)
+ 𝜏(1− 𝜎)ℎ2𝑑𝑗𝑖 .

Краевые условия (57), (58) принимают вид

𝑦0 = 0, (71)

𝑦𝑁 = κ𝑦𝑁−1 + 𝜇, (72)

где

κ =
(︁
𝜏𝜎κ𝑁𝑎𝑁 + 𝛾𝑁

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)

)︁
×

×
(︁
𝜏𝜎κ𝑁𝑎

𝑗
𝑁 + 𝛾𝑁

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜎ℎ𝜏 ̃︀𝛽𝑗 + 1

2
ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)

)︁−1
,

𝜇 =

(︂̃︀𝜇ℎ𝜏 − (1− 𝜎)ℎ𝜏 ̃︀𝛽𝑦𝑗𝑁 −

− 𝜏(1− 𝜎)κ𝑁𝑎𝑁 (𝑦𝑗𝑁 − 𝑦𝑗𝑁−1) + 𝛾𝑁
𝜏1−𝛽𝑐

(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
(𝑦𝑗𝑁 − 𝑦𝑗𝑁−1) +

+
1

2
ℎ2
𝜏1−𝛼𝑐

(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)
𝑦𝑁 − 1

2
ℎ2

𝜏1−𝛼

Γ(2− 𝛼)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛼,𝜎)
𝑗−𝑠 (𝑦𝑠+1

𝑁 − 𝑦𝑠𝑁 )−

− 𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑁𝑦𝑁 )𝑠+1 − (𝛾𝑁𝑦𝑁 )𝑠

)︀
+

1

2
𝜏ℎ2

𝑗+1/2∑︁
𝑠=0

𝑝𝑗𝑁,𝑠𝑦
𝑠
𝑁𝜏 +

+
𝜏1−𝛽

Γ(2− 𝛽)

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑐
(𝛽,𝜎)
𝑗−𝑠

(︀
(𝛾𝑁𝑦𝑁−1)

𝑠+1 − (𝛾𝑁𝑦𝑁−1)
𝑠
)︀)︂

×
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×
(︂
𝜏𝜎κ𝑁𝑎

𝑗
𝑁 + 𝛾𝑁

𝜏1−𝛽𝑐
(𝛽,𝜎)
0

Γ(2− 𝛽)
+ 𝜎ℎ𝜏 ̃︀𝛽𝑗 + ℎ2

2

𝜏1−𝛼𝑐
(𝛼,𝜎)
0

Γ(2− 𝛼)

)︂−1

.

Таким образом, с учетом (70)–(72) разностная схема (56)–(59) приводится
к трехдиагональной системе линейных алгебраических уравнений, решение
которой легко находится известным методом прогонки.

7. Численный эксперимент. Коэффициенты уравнения и граничных
условий задачи (1), (43), (3) подберем таким образом, чтобы точным реше-
нием задачи была функция 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑡3𝑒𝑥.

Ниже в таблице приведены максимальное значение погрешности (𝑧 =
= 𝑦−𝑢) и порядок сходимости (Order of convergence) в норме |[·]|0 при различ-
ных значениях параметров 𝛼 = 0.01, 0.5, 0.99, 𝛽 = 0.01, 0.5; 0.99 и уменьшении
размера сетки, когда ℎ = 𝜏 . Погрешность уменьшается в соответствии с по-
рядком аппроксимации. Порядок сходимости будем определять по формуле
OC = log2

‖𝑧1‖
‖𝑧2‖ , где 𝑧1 и 𝑧2 — погрешности, соответствующие шагам 0.5ℎ, ℎ.

Результаты численного эксперимента [The numerical experiment results]
𝛼 𝛽 ℎ max

0<𝑗<𝑚
|[𝑧𝑗 ]|0 Order of convergence, |[ · ]|0

0.01 0.01 1/20 0.004995188
1/40 0.001244028 2.0055
1/80 0.000310374 2.0029
1/160 0.000077512 2.0015

0.5 1/20 0.007588088
1/40 0.001930506 1.9748
1/80 0.000495150 1.9630
1/160 0.000128319 1.9481

0.99 1/20 0.007131222
1/40 0.001794538 1.9905
1/80 0.000455417 1.9784
1/160 0.000117345 1.9564

0.01 0.5 1/20 0.010134180
1/40 0.002815421 1.8478
1/80 0.000805897 1.8047
1/160 0.000238188 1.7585

0.5 1/20 0.006797725
1/40 0.001693782 2.0048
1/80 0.000422395 2.0036
1/160 0.000105412 2.0026

0.99 1/20 0.009807660
1/40 0.002746763 1.8362
1/80 0.000794954 1.7888
1/160 0.000238462 1.7371
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𝛼 𝛽 ℎ max
0<𝑗<𝑚

|[𝑧𝑗 ]|0 Order of convergence, |[ · ]|0
0.01 0.99 1/20 0.008818458

1/40 0.002305232 1.9356
1/80 0.000627402 1.8774
1/160 0.000182676 1.7801

0.5 1/20 0.008932556
1/40 0.002366377 1.9164
1/80 0.000653947 1.8554
1/160 0.000193130 1.7596

0.99 1/20 0.008009633
1/40 0.002000081 2.0017
1/80 0.000499586 2.0013
1/160 0.000124819 2.0009

Заключение (Выводы). В настоящей работе рассмотрены краевые за-
дачи для интегро-дифференциального уравнения соболевского типа с кра-
евыми условиями первого и третьего родов с двумя операторами дробного
дифференцирования 𝛼 и 𝛽 разных порядков. Построены разностные схемы
порядка аппроксимации 𝑂(ℎ2+𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ2+𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽.
С помощью метода энергетических неравенств получены априорные оценки
в дифференциальной и разностной трактовках при различных соотношени-
ях 𝛼 и 𝛽, откуда следуют единственность, устойчивость, а также сходимость
решения разностной задачи к решению исходной дифференциальной задачи
со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторский вклад и ответственность. Автор несет полную ответственность за
предоставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи мною одобрена.
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Abstract

Boundary value problems are studied for a one-dimensional Sobolev type
integro-differential equation with boundary conditions of the first and third
kind with two fractional differentiation operators 𝛼 and 𝛽 of different orders.
Difference schemes of the order of approximation 𝑂(ℎ2 + 𝜏2) for 𝛼 = 𝛽
and 𝑂(ℎ2 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) are constructed for 𝛼 ̸= 𝛽. Using the method of
energy inequalities, a priori estimates are obtained in the differential and
difference interpretations, from which the existence, uniqueness, stability,
and convergence of the solution of the difference problem to the solution of
the original differential problem at a rate equal to the order of approximation
of the difference scheme follow. Numerical experiments were carried out to
illustrate the results obtained in the paper.

Keywords: Sobolev type equation, fractional derivative, memory effect, dif-
ference schemes, a priori estimate, stability and convergence.
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Аналог задачи Трикоми для квазилинейного
уравнения смешанного типа с двумя линиями
вырождения

Х. Р. Расулов1,2

1 Бухарское отделение Института математики
им. В. И. Романовского АН Республики Узбекистан,
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Аннотация

Доказана однозначная разрешимость аналога задачи Трикоми для
квазилинейного уравнения смешанного типа с двумя линиями вырож-
дения. Введен класс R1 обобщенных решений в гиперболической части
области. Единственность решения доказана методом интегралов энер-
гии. Доказательство существования решения проводится методом инте-
гральных уравнений. Краевая задача сводится к эквивалентной системе
интегральных уравнений, разрешимость которой доказана с помощью
принципа Шаудера. В результате применения принципа Шаудера по-
лучена глобальная разрешимость исследуемой задачи без каких-либо
ограничений на размер площади рассматриваемой области и на значе-
ние заданных функций.

Ключевые слова: обобщенное решение, нормальная кривая, метод ин-
тегралов энергии, интегральное уравнение нормального типа, индекс ин-
тегрального уравнения, регуляризация, равностепенная непрерывность,
принцип Шаудера.
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1. Введение. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑈𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑈𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈), (1)

где 𝑚 = const, причем 2/3 6 𝑚 < 2.
Пусть Ω— конечная односвязная область на плоскости переменных (𝑥, 𝑦),

ограниченная при 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 нормальной кривой 𝜎0: 𝑥2𝑝 + 𝑦2𝑝 = 1, а при
𝑥 < 0, 𝑦 > 0 и 𝑥 > 0, 𝑦 < 0— характеристиками 𝐵𝐶: (−𝑥)𝑝 + 𝑦𝑝 = 1, 𝐶𝐷:
𝑥+ 𝑦 = 0, 𝐷𝐴: 𝑥𝑝 + (−𝑦)𝑝 = 1 уравнения (1), соответственно, 2𝑝 = 𝑚+ 2.

Введем обозначения:

Ω0 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}, Ω1 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 < 0},
Ω2 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 < 0, 𝑦 > 0}, 𝐼1 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 = 0},

𝐼2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < 1}, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦, 𝑈) : (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,−∞ < 𝑈 < +∞}.

Задача Т. Найти функцию 𝑈(𝑥, 𝑦) со следующими свойствами:
1) 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) ∩ 𝐶1(Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2);
2) 𝑈(𝑥, 𝑦)— регулярное решение уравнения (1) в области Ω0;
3) 𝑈(𝑥, 𝑦)— обобщенное решение класса R1 уравнения (1) в области Ω𝑖,

𝑖 = 1, 2;
4) 𝑈(𝑥, 𝑦)— удовлетворяет краевым условиям:

𝑈(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎0,

𝑈 |𝐷𝐴 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑥 6 1,

𝑈 |𝐵𝐶 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑦 6 1;

5) на линиях параболического вырождения уравнения (1) выполняются
условия склеивания:

𝑈𝑦(𝑥,+0) = 𝑈𝑦(𝑥,−0), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; 𝑈𝑥(+0, 𝑦) = 𝑈𝑥(−0, 𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2,

причем 𝑈𝑦(𝑥, 0) (𝑈𝑥(0, 𝑦)) непрерывна в 𝐼1 (𝐼2), а при 𝑥 → 0 (𝑦 → 0)
может иметь особенность порядка меньше единицы, а при 𝑥 → 1
(𝑦 → 1) ограничена.

В настоящей работе исследуется однозначная разрешимость задачи T для
уравнения (1).

Краевые задачи для линейных уравнений смешанного типа с двумя лини-
ями вырождения изучены достаточно глубоко. Так, в работе [1] доказан кри-
терий единственности решения первой краевой задачи методом спектрально-
го разложения для уравнения эллиптико-гиперболического типа с двумя пер-
пендикулярными линиями степенного вырождения. В [2] получены условия
на комплексный параметр, при которых решение задачи Трикоми для урав-
нения Лаврентьева-Бицадзе с двумя линиями изменения типа единственно.

В работах [3,4] исследованы внешние задачи Трикоми и Франкля, а также
Бицадзе—Лаврентьева для уравнений смешанного типа Бицадзе—Лаврентье-
ва с восемью параболическими вырождающимися прямыми и предложены
некоторые открытые задачи, имеющие жизненно важные значения в механи-
ке жидкости.
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В [5] получены условия на комплексный параметр, при которых един-
ственно решение задачи Трикоми для уравнения с двумя перпендикулярными
линиями изменения типа. В [6,7] для уравнения с двумя перпендикулярными
внутренними линиями изменения типа изучены задачи с граничными услови-
ями первого и второго рода на границе прямоугольной области и спектраль-
ным методом доказаны теоремы единственности и существования решения.

В работе [8] исследована нелокальная задача для уравнения смешанного
типа с перпендикулярными линиями вырождения, когда на эллиптической
части границы области задано условие Дирихле, а в гиперболических частях
обобщенные производные от значений решения на характеристиках поточеч-
но связаны со значениями решения и нормальных производных от нее на
линиях параболического вырождения.

В работе [9] исследована граничная задача для уравнения смешанного ти-
па с двумя линиями вырождения в полуполосе в классе регулярных и огра-
ниченных в бесконечности решений.

Однако разрешимость краевых задач для квазилинейных уравнений сме-
шанного типа с двумя линиями вырождения изучена сравнительно мало, по-
скольку нет общей теории, которая может быть применена для исследования
таких уравнений. Среди последних работ можно отметить [10,11].

2. Класс R1. Рассмотрим линейное уравнение

𝐿𝑈 ≡ sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑈𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑈𝑦𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑈 = 𝑓(𝑥, 𝑦) (2)

в области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2, где 𝑐(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥, 𝑦)— заданные непрерывные функции.
Решение задачи Коши в области Ω1 (Ω2) с начальными данными

𝑈(𝑥, 0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1, lim
𝑦→−0

𝑈𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜈1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1(︁
𝑈(0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2, lim

𝑥→−0
𝑈𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜈2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2

)︁
для уравнения (2) c помощью метода Римана [12, стр. 32] представим в виде

𝑈(𝜉, 𝜂) = 𝑈0(𝜉, 𝜂) +

∫︁ 𝜂

𝜉
𝑑𝜉′

∫︁ 𝜂

𝜉′
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑐𝑖(𝜉
′, 𝜂′)𝑈0(𝜉

′, 𝜂′)𝑉𝑖(𝜉
′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)𝑑𝜂′ +

+

∫︁ 𝜂

𝜉
𝑑𝜉′

∫︁ 𝜂

𝜉′
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑓𝑖(𝜉
′, 𝜂′)𝑉𝑖(𝜉

′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)𝑑𝜂′ ≡ 𝑈0(𝜉, 𝜂) + 𝑈(𝜉, 𝜂), (3)

где
√
𝜉 = sign𝑥|𝑥|𝑝 + sign 𝑦|𝑦|𝑝, √𝜂 = |𝑥|𝑝 + |𝑦|𝑝,

𝑈0(𝜉, 𝜂) =
Γ(2𝛽)

Γ2(𝛽)

∫︁ 𝜂

𝜉

(𝜂 − 𝜉)1−2𝛽𝜏𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝜂 − 𝑡)1−𝛽(𝑡− 𝜉)1−𝛽
𝑑𝑡−

− 24𝛽−2Γ(1− 2𝛽)

𝑝Γ2(1− 𝛽)

∫︁ 𝜂

𝜉

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝜂 − 𝑡)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡;

𝑈0(𝜉, 𝜂)— решение задачи Коши для уравнения (2) при 𝑐(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0
в области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2; 𝑐𝑖(𝜉, 𝜂) = 𝑐(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)), 𝑓𝑖(𝜉, 𝜂) = 𝑓(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)),
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𝐻𝑖(𝜉, 𝜂) = 28𝛽−4/(
√
𝜉𝜂(𝜂 − 𝜉)4𝛽𝑝2), 𝑉𝑖(𝜉′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)— функция Римана для урав-

нения 𝐿𝑈 = 0 в области Δ; Δ— образ области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2, на плоскости (𝜉, 𝜂),
2𝛽 = 𝑚/(𝑚+ 2), причем 1/8 6 𝛽 < 1/4. Здесь и далее при 𝑖 = 1 𝑥 > 0, 𝑦 < 0,
при 𝑖 = 2 𝑥 < 0, 𝑦 > 0.

Определение 1. Обобщенным решением класса R1 [12, стр. 38] уравнения
(2) в области Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2, назовем функцию 𝑈(𝜉, 𝜂), определяемую формулой
(3), где 𝜏𝑖(𝑡

1/(2𝑝)) и 𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))— функции, удовлетворяющие условию

Гельдера с показателями 𝛼1 > 1− 𝛽 и 𝛼2 > 𝛽 при 0 < 𝑡 < 1 соответственно.
Для дальнейших исследований класса R1 будем предполагать, что коэф-

фициент 𝑐(𝑥, 𝑦) и свободный член 𝑓(𝑥, 𝑦) уравнения (2) удовлетворяют усло-
виям ⃒⃒

|𝑥|2𝑝 − |𝑦|2𝑝
⃒⃒−1|𝑥𝑦|−𝛾𝑝𝑐(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω𝑖), (4)⃒⃒

|𝑥|2𝑝 − |𝑦|2𝑝
⃒⃒−1|𝑥𝑦|−𝛾𝑝𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω𝑖), 𝑖 = 1, 2, 𝛾 > 2𝛽. (5)

Имеют место следующие леммы.
Лемма 1. Если 𝑈(𝑥, 𝑦)— обобщенное решение класса R1 уравнения (2)

в области Ω1 (Ω2), то 𝑈𝑥 и 𝑈𝑦 непрерывны в области Ω1 (Ω2), а 𝑈𝑦 (𝑈𝑥)
непрерывна вплоть до линии вырождения 𝑂𝐴 (𝑂𝐵) и

lim
𝑦→−0

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝜈1(𝑥), 0 < 𝑥 < 1

(︁
lim

𝑥→−0

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝜈2(𝑦), 0 < 𝑦 < 1

)︁
.

Лемма 2. Для любого обобщенного решения 𝑈(𝜉, 𝜂) ∈ R1 можно найти
такую последовательность {𝑈𝑛(𝜉, 𝜂)}𝑛∈N дважды непрерывно дифференци-
руемых решений уравнения (2) таких, что в любом Δ1 ∈ Δ будем иметь

lim
𝑛→∞

𝑈𝑛(𝜉, 𝜂) = 𝑈(𝜉, 𝜂)

и для любого 𝜀 > 0 ∃𝑁(𝜀), что при 𝑛 > 𝑁(𝜀):⃒⃒⃒𝜕𝑈𝑛

𝜕𝜉
− 𝜕𝑈

𝜕𝜉

⃒⃒⃒
< 𝜀(𝜂 − 𝜉)−2𝛽,

⃒⃒⃒𝜕𝑈𝑛

𝜕𝜂
− 𝜕𝑈

𝜕𝜂

⃒⃒⃒
< 𝜀(𝜂 − 𝜉)−2𝛽.

Доказательства лемм 1 и 2 проводятся аналогично доказательству леммы
[12, стр. 38] с учетом условий (4) и (5).

3. Единственность решения задачи T.
Определение 2. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω0 будем

называть функцию 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω0) ∩ 𝐶2(Ω0), удовлетворяющую уравнению
(1) в области Ω0.

Теорема 1. Если функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) непрерывно дифференцируема по всем
аргументам в 𝑃 и удовлетворяет условиям

0 6 𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑈) <
1

4
𝑚(𝑚+ 2)|𝑥𝑦|−2

⃒⃒
|𝑥|−2𝑝 − |𝑦|−2𝑝

⃒⃒
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1 (Ω2), (6)

0 6 𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑈), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0, (7)

то задача T не может иметь более одного решения.
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До к а з ат е л ь ств о. Пусть существуют два решения 𝑈1(𝑥, 𝑦) и 𝑈2(𝑥, 𝑦),
тогда их разность 𝑊 (𝑥, 𝑦) = 𝑈1(𝑥, 𝑦) − 𝑈2(𝑥, 𝑦) будет удовлетворять уравне-
нию

sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑊𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑊𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈2) (8)
с граничными условиями

𝑊 (𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎0,

𝑊 |𝐷𝐴 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑥 6 1; 𝑊 |𝐵𝐶 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑦 6 1.

Так как функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) имеет непрерывное производное по 𝑈 , правую
часть уравнения (8) запишем в виде [13, стр. 321]:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈1)− 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈2) = 𝑓𝑈𝑊, (9)

где

𝑓𝑈 =

∫︁ 1

0
𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑡𝑈1 + (1− 𝑡)𝑈2)𝑑𝑡.

Тогда в силу (9) уравнение (8) принимает вид

𝐿𝑊 ≡ sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑊𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑊𝑦𝑦 − 𝑓𝑈𝑊 = 0. (10)

Для дальнейшего доказательства теоремы 1 приведем две леммы.
Лемма 3. Пусть 𝑊 (𝑥, 𝑦)— регулярное решение уравнения (10) в облас-

ти Ω0, обладающее следующими свойствами:
1) функции 𝑥𝑚/2𝑊𝑦(𝑥, 𝑦) и 𝑦𝑚/2𝑊𝑥(𝑥, 𝑦) ограничены в Ω0;
2) функция

𝜈1(𝑥) = lim
𝑦→+0

𝑊𝑦(𝑥, 𝑦)
(︁
𝜈2(𝑦) = lim

𝑥→+0
𝑊𝑥(𝑥, 𝑦)

)︁
непрерывна в 𝐼1 (𝐼2), а при 𝑥→ 0 (𝑦 → 0) может обращаться в беско-
нечность порядка не выше 2𝛽/(1−2𝛽), а при 𝑥→ 1 (𝑦 → 1) ограничена;

3) 𝑊 (𝑥, 𝑦) обращается в нуль на кривой 𝜎0.
Тогда имеет место формула∫︁∫︁

Ω0

(𝑦𝑚𝑊 2
𝑥 + 𝑥𝑚𝑊 2

𝑦 + 𝑓𝑈𝑊
2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

2∑︁
𝑖=1

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏 𝑖(𝑡)𝜈𝑖(𝑡)𝑑𝑡 = 0,

где 𝑊 (𝑥, 0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; 𝑊 (0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2.
До к а з ат е л ь ств о. Интегрируя тождество 𝑊𝐿𝑊 ≡ 0 по области Ω0𝜀,

получаемой исключением из Ω0 𝜀-окрестностей точек 𝑂, 𝐴 и 𝐵 с помощью
нормальных кривых, имеющих параметр 𝜀 > 0 и центры соответственно
в точках 𝑂, 𝐴 и 𝐵, и применяя формулу Грина, получим∫︁∫︁

Ω0𝜀

(𝑦𝑚𝑊 2
𝑥 + 𝑥𝑚𝑊 2

𝑦 + 𝑓𝑈𝑊
2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+
2∑︁

𝑖=1

∫︁ 1−𝜀1/(2𝑝)

𝜀1/(2𝑝)
𝑡𝑚𝜏 𝑖(𝑡)𝜈𝑖(𝑡)𝑑𝑡+

3∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑐𝑗𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0, (11)
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где 𝑐𝑗𝜀 — части упомянутых нормальных кривых, лежащих в области Ω0;

𝐴𝑠[𝑊 ] = 𝑦𝑚
𝑑𝑦

𝑑𝑠

𝜕𝑊

𝜕𝑥
− 𝑥𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝜕𝑊

𝜕𝑦
,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= − cos(𝑛, 𝑥),

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= cos(𝑛, 𝑦),

𝑛— внутренняя нормаль к 𝑐𝑗𝜀, 𝑗 = 1, 2, 3.
Покажем, что

lim
𝜀→0

3∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑐𝑗𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0.

Пусть 𝑗 = 1 и кривая 𝑐1𝜀 представлена параметрическими уравнениями

𝑝−1𝑥𝑝 = 𝜀 cos 𝜃, 𝑝−1𝑦𝑝 = 𝜀 sin 𝜃, 0 6 𝜃 6 𝜋/2,

тогда из (11) имеем∫︁
𝑐1𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 =

= 𝜀

∫︁ 𝜋/2

0
𝑊𝑊𝑥[𝑝𝜀 sin 𝜃]

2𝛽 cos 𝜃𝑑𝜃 + 𝜀

∫︁ 𝜋/2

0
𝑊𝑊𝑦[𝑝𝜀 cos 𝜃]

2𝛽 sin 𝜃𝑑𝜃.

Отсюда в силу условий 1), 2) леммы 3 и с учетом 1/8 6 𝛽 < 1/4 имеем

lim
𝜀→0

∫︁
𝑐1𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0.

Аналогично доказываются равенства

lim
𝜀→0

∫︁
𝑐𝑗𝜀

𝑊𝐴𝑠[𝑊 ]𝑑𝑠 = 0, 𝑗 = 2, 3.

Отсюда и из (11), переходя к пределу при 𝜀→ 0, получим∫︁∫︁
Ω0

(𝑦𝑚𝑊 2
𝑥 + 𝑥𝑚𝑊 2

𝑦 + 𝑓𝑈𝑊
2)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

2∑︁
𝑖=1

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏 𝑖(𝑡)𝜈𝑖(𝑡)𝑑𝑡 = 0. (12)

Заметим, что выполнение условий 1), 2) леммы 3 доказывается ниже. Лем-
ма 3 доказана. �

С другой стороны, справедлива следующая лемма.
Лемма 4. Если 𝑊 (𝑥, 𝑦)— обобщенное решение класса R1 уравнения (1)

в области Ω1 (Ω2), обращающееся в нуль на 𝐷𝐴 (𝐵𝐶), а функция 𝑓𝑈 (𝑥, 𝑦, 𝑈)
удовлетворяет условию (6), то имеет место неравенство∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏1(𝑡)𝜈1(𝑡)𝑑𝑡 > 0

(︂∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜏2(𝑡)𝜈2(𝑡)𝑑𝑡 > 0

)︂
. (13)

Лемма 4 доказывается так же, как в работе [14], при этом дополнительно
учитывается условие (6).

Отсюда в силу (7) и (13) из (12) получим, что 𝑊 (𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω0, откуда и
следует единственность решения задачи T. Теорема 1 доказана. �
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4. Существование решения задачи T.
Теорема 2. Если функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) удовлетворяет условию

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) = (𝑥𝑦)2𝑝+1𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0, (14)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈) = (|𝑥|2𝑝 − |𝑦|2𝑝)|𝑥𝑦|𝛾𝑝𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1 ∪ Ω2, 𝛾 > 2𝛽, (15)

где функция 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈) имеет непрерывные производные первого порядка в 𝑃
по всем аргументам и max(|𝑓1|, |𝑓1𝑢|) 6 const, то существует по крайней
мере одно решение задачи T.

До к а з ат е л ь ств о. Сначала рассмотрим линейное уравнение

sign 𝑦|𝑦|𝑚𝑈𝑥𝑥 + sign𝑥|𝑥|𝑚𝑈𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦). (16)

Решение задачи Коши—Гурса с граничными условиями

lim
𝑦→−0

𝑈𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜈1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1, 𝑈 |𝐷𝐴 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑥 6 1(︀
lim

𝑥→−0
𝑈𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜈2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2, 𝑈 |𝐵𝐶 = 0, 2−1/𝑝 6 𝑦 6 1

)︀
для уравнения (16) в области Δ методом, аналогичным методу из [12, стр. 87],
представим в виде

𝑈𝑖(𝜉, 𝜂) = 𝛾3

∫︁ 1

𝜂

𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
−

−
∫︁ 1

𝜂
𝑑𝜂′

∫︁ 𝜂′

𝜉
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑓𝑖(𝜉
′, 𝜂′)𝑉 (1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)𝑑𝜉′, (17)

где

𝛾3 = 2−2/𝑝Γ(𝛽)/(𝑝Γ(1− 𝛽)Γ(2𝛽)), 𝜌𝑖(𝑡) = 𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝)), 𝑖 = 1, 2,

𝑉 (𝜉′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂)— функция Римана—Адамара для уравнения (16) при 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0
в области Δ и имеет вид [12, стр. 89]:

𝑉 (𝜉′, 𝜂′; 𝜉, 𝜂) =

{︂
(𝜂′ − 𝜉′)𝛽(𝜂 − 𝜉)−𝛽𝐹 (𝛽, 1− 𝛽; 1; 𝑠), 𝜂′ > 𝜉,

𝑘((𝜂′ − 𝜉′)2𝛽(𝜉 − 𝜉′)−𝛽(𝜂 − 𝜂′)−𝛽𝐹 (𝛽, 𝛽; 2𝛽; 1/𝑠), 𝜂′ 6 𝜉,

𝑘 =
Γ(𝛽)

Γ(2𝛽)Γ(1− 𝛽)
, 𝑠 =

(𝜉 − 𝜉′)(𝜂 − 𝜂′)

(𝜂′ − 𝜉′)(𝜂 − 𝜉)
,

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧)— гипергеометрическая функция Гаусса [12, стр. 39].
Положив в (17) 𝜂 = 𝜉 = 𝑥, имеем

𝜏𝑖(𝑥
1/(2𝑝)) = 𝛾3

∫︁ 1

𝑥

𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥)2𝛽
+ 𝐿𝑖(𝑥), 0 6 𝑥 6 1, (18)

где
𝑈(𝑥, 0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; 𝑈(0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2;
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𝐿𝑖(𝑥) = −𝑘
∫︁ 1

𝑥
𝑑𝜂

∫︁ 𝜂

𝑥
𝐻𝑖(𝜉, 𝜂)𝑓𝑖(𝜉, 𝜂)(𝜂 − 𝑥)−𝛽(𝜉 − 𝑥)−𝛽(𝜂 − 𝜉)2𝛽𝑑𝜉, 𝑖 = 1, 2.

Решение задачи Неймана с граничными условиями 𝑈(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜎0,

lim
𝑦→+0

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝜈1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1; lim

𝑥→+0

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝜈2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼2

для уравнения (16) в области Ω0 аналогично [15, стр. 64] представим в виде

𝑈(𝑥, 𝑦) = −
∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝐺2(𝑡, 0;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈2(𝑡)𝐺2(0, 𝑡;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

−
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜂, (19)

где 𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)— функция Грина задачи Неймана для уравнения (16) при
𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в области Ω0 и имеет вид [16]:

𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) = 𝑞2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)− (𝑟20)
−2𝛽𝑞2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦),

где
𝑞2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) = 𝛾02(𝑟

2
1𝑟

2
2)

−𝛽𝐹 (𝛽, 𝛽; 2𝛽; 1− 𝑠),

𝛾02 = 42𝛽−1Γ2(𝛽)/(𝜋Γ(2𝛽)), 1− 𝑠 = 1− (𝑟23𝑟
2
4)/(𝑟

2
1𝑟

2
2),

𝑟21,2 = (𝜉𝑝 ∓ 𝑥𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦𝑝)2, 𝑟23,4 = (𝜉𝑝 ± 𝑥𝑝)2 + (𝜂𝑝 ± 𝑦𝑝)2,

𝑟20 = 𝑥2𝑝 + 𝑦2𝑝, 𝑥𝑝 = 𝑥𝑝/𝑟20, 𝑦𝑝 = 𝑦𝑝/𝑟20.

Полагая в формуле (19) сначала 𝑦 = 0, а затем 𝑥 = 0 и заменяя 𝑥 на
𝑥1/(2𝑝), 𝑦 на 𝑦1/(2𝑝), 𝑡 на 𝑡1/(2𝑝) (потом 𝑦 на 𝑥), находим соотношения между
𝜏𝑖(𝑥

1/(2𝑝)) и 𝜌𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, принесенные из эллиптической части Ω0 области Ω:

𝜏𝑖(𝑥
1/(2𝑝)) +

𝛾02
2𝑝

∫︁ 1

0
[|𝑡− 𝑥|−2𝛽 − (1− 𝑥𝑡)−2𝛽]𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡+

+
𝛾02
2𝑝

∫︁ 1

0
[(𝑡+ 𝑥)−2𝛽 − (1 + 𝑥𝑡)−2𝛽]𝜌𝑗(𝑡)𝑑𝑡 =

=𝑀 𝑖(𝑥), 0 6 𝑥 6 1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 ̸= 𝑗,

где

𝑀1(𝑥) = −
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥
1/(2𝑝), 0)𝑑𝜉𝑑𝜂,

𝑀2(𝑥) = −
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂)𝐺2(𝜉, 𝜂; 0, 𝑥
1/(2𝑝))𝑑𝜉𝑑𝜂.

Исключая функции 𝜏𝑖(𝑥1/(2𝑝)) из этого соотношения и равенств (18) и приме-
няя оператор 𝐷1−2𝛽

𝑥1 [ · ] [17, стр. 43] к обеим частям полученного равенства,
находим

𝐴𝑖(𝜌𝑖(𝑥)) = 𝛾4𝐷
1−2𝛽
𝑥1 𝐿𝑖(𝑥) + 𝛾4𝐷

1−2𝛽
𝑥1 𝑀 𝑖(𝑥) ≡ 𝐿𝑖(𝑥) +𝑀𝑖(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (20)
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где

𝐴𝑖(𝜌𝑖(𝑥)) = 𝜌𝑖(𝑥)− 𝜆

∫︁ 1

0

[︁ 1− 𝑡

1− 𝑥

]︁1−2𝛽(︁ 1

𝑡− 𝑥
+

1

1− 𝑡𝑥

)︁
𝜌𝑖(𝑡)𝑑𝑡+

+ 𝜆

∫︁ 1

0

[︁ 1− 𝑡

1− 𝑥

]︁1−2𝛽(︁ 1

𝑡+ 𝑥
− 1

1 + 𝑡𝑥

)︁
𝜌𝑗(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝜆 =
cos𝛽𝜋

𝜋(1 + sin𝛽𝜋)
, 𝛾4 =

1

𝛾3Γ(1− 2𝛽)(1 + sin𝛽𝜋)
.

Меняя порядок интегрирования в 𝐿𝑖(𝑥), получим

𝐿𝑖(𝑥) = − 𝛾4
Γ(2𝛽)

∫︁ 1

𝑥
(𝜂 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝜂

∫︁ 𝜂

𝑥
𝐻𝑖(𝜉, 𝜂)𝑓𝑖(𝜉, 𝜂)(𝜂 − 𝜉)(𝜉 − 𝑥)𝛽−1𝑑𝜉 =

= − 𝛾4
Γ(2𝛽)

(1− 𝑥)1+2𝛽

∫︁ 1

0
𝑡2𝛽𝑑𝑡

∫︁ 1

0
(1− 𝑧)𝑧𝛽−1𝐻𝑖(𝑥+ (1− 𝑥)𝑡𝑧, 𝑥+ (1− 𝑥)𝑡)×

× 𝑓𝑖(𝑥+ (1− 𝑥)𝑡𝑧, 𝑥+ (1− 𝑥)𝑡)𝑑𝑧, 𝑖 = 1, 2.

Интегрируя по частям второе слагаемое правой части интегрального урав-
нения (20) и учитывая, что 𝐺2(𝜉, 𝜂; 1, 0) = 𝐺2(𝜉, 𝜂; 0, 1) = 0, будем иметь

𝑀𝑖(𝑥) =
𝛾4

Γ(2𝛽)

∫︁ 1

𝑥
(𝑡− 𝑥)2𝛽−1𝑀

′
𝑖(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2.

Проводя вычисления аналогично [10], нетрудно убедиться, что функция
Грина 𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) и ее производные по 𝑥 и 𝑦 допускают следующие оценки:

|𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)| 6 𝐶/(𝑟2𝛽1 𝑟2𝛽2 𝑟2𝜀4 ), |𝐺2𝑥(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)| 6 𝐶/(𝑟2𝛽1 𝑟4),

|𝐺2𝑦(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)| 6 𝐶/(𝑟2𝛽2 𝑟4),

где 𝐶 — известная константа, зависящая от заданных функций; 𝜀— достаточ-
но малое положительное число.

Учитывая оценки функции Грина и принимая во внимание условие (14),
заключаем, что функции∫︁∫︁

Ω0

𝐺2𝑥(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 и
∫︁∫︁

Ω0

𝐺2𝑦(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

ограничены в Ω0. Из теоремы 3.6 [17, стр. 65] следует, что 𝑀𝑖(𝑥) ∈ 𝐻0,2𝛽(0, 1),
𝑖 = 1, 2, а функции 𝐿𝑖(𝑥) в силу условий (15) принадлежат классу 𝐶1(0, 1)
и, кроме того, 𝑀𝑖(𝑥) + 𝐿𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, имеют нули порядка 2𝛽 при 𝑥 = 1.

Введя обозначения

𝜇𝑖(𝑥) = 𝜌1(𝑥)± 𝜌2(𝑥), 𝑄𝑖(𝑥) = 𝐿1(𝑥) +𝑀1(𝑥)± (𝐿2(𝑥) +𝑀2(𝑥))

и произведя замену переменных 𝜏 = 2𝑡2/(1+ 𝑡4), 𝜁 = 2𝑥2/(1+𝑥4), перепишем
систему (20) в виде

𝑚𝑖(𝜁)𝜇𝑖(𝜁)− 𝜆

∫︁ 1

0

𝑚𝑖(𝜏)𝜇𝑖(𝜏)

𝜏 − 𝜁
𝑑𝜏 = 𝑃𝑖(𝜁) +𝑅𝑖(𝜁), (21)
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где

𝑃𝑖(𝜁) = ∓𝜆𝑚𝑖(𝑥)

∫︁ 1

0

[︁1− 𝑥

1− 𝑡

]︁2𝛽 1− 𝑡2

(𝑥+ 𝑡)(1 + 𝑥𝑡)

(︁
1−

(︁1− 𝑡

1 + 𝑡

)︁2𝛽)︁
𝜇𝑖(𝑡)𝑑𝑡 ≡

≡ 𝑚𝑖(𝑥)

∫︁ 1

0
𝐾𝑖(𝑥, 𝑡)𝜇𝑖(𝑡)𝑑𝑡, 𝑅𝑖(𝜁) = 𝑚𝑖(𝑥)𝑄𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2; (22)

𝑚1(𝑥) =
1 + 𝑥4

𝑥(1− 𝑥)2𝛽
, 𝑚2(𝑥) =

1 + 𝑥4

(1 + 𝑥2)(1− 𝑥)2𝛽
.

С учетом свойства 𝑀𝑖(𝑥) + 𝐿𝑖(𝑥) из (22) имеем, что 𝑅𝑖(𝜁) ∈ 𝐻0,2𝛽(0, 1),
𝑖 = 1, 2, 𝑅1(𝜁) имеет особенность порядка 1/2 при 𝜁 → 0, а при 𝜁 → 1 функции
𝑅𝑖(𝜁) ограничены.

Таким образом, задача T для уравнения (16) эквивалентна в смысле раз-
решимости системе сингулярных интегральных уравнений (21). Так как
1 + 𝜋2𝜆2 ̸= 0, уравнение (21) является интегральным уравнением нормально-
го типа. Кроме того, индекс интегрального уравнения (21) равен нулю в клас-
се ℎ(1), т.е. в классе функций, ограниченных при 𝜁 → 1 и неограниченных
при 𝜁 → 0.

Регуляризируя уравнение (21) методом Карлемана—Векуа [18, стр. 194],
получим

𝜇𝑖(𝑥) +

∫︁ 1

0
𝐾𝑖(𝑥, 𝑡)𝜇𝑖(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑄𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, (23)

где 𝐾𝑖(𝑥, 𝑡) и 𝑄𝑖(𝑥) выражаются через известные функции и допускают оцен-
ки

|𝐾𝑖(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1𝑥
𝛽−1/2(1− 𝑥)2𝛽

(︀
(𝑡+ 𝑥)2𝛽−1 + 𝑡𝛽−1/2−𝛿1

)︀
, (24)

|𝑄𝑖(𝑥)| 6 𝐶2𝑥
𝛽−1/2(1− 𝑥)2𝛽, 𝑖 = 1, 2, (25)

где 𝐶1 и 𝐶2 — известные константы, 0 < 𝛿1 < 𝛽/2.
Заметим, что уравнение (23) есть интегральное уравнение Фредгольма

второго рода, разрешимость которого следует из единственности решения
задачи T для уравнения (16). Решение уравнения (23) (возвращаясь к старым
обозначениям) представим в виде

𝜌1(𝑥) =
1

2

(︀
𝑅1(𝑄1(𝑥)) +𝑅2(𝑄2(𝑥))

)︀
, 𝜌2(𝑥) =

1

2

(︀
𝑅1(𝑄1(𝑥))−𝑅2(𝑄2(𝑥))

)︀
,

где

𝑅𝑖(𝑄𝑖(𝑥)) = 𝑄𝑖(𝑥) +

∫︁ 1

0
𝑄𝑖(𝑡)Γ𝑖(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡,

Γ𝑖(𝑥, 𝑡)— резольвента ядра𝐾𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑖 = 1, 2. На основании (24) и (25) находим,
что

|𝜌𝑖(𝑥)| 6 𝐶3𝑥
−𝛽1(1− 𝑥)2𝛽, 𝑖 = 1, 2, (26)

где 𝐶3 — известная константа, 𝛽1 = max(1− 4𝛽, 1/2− 𝛽).
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Решение задачи Неймана в области Ω0 обозначим через 𝑈+(𝑥, 𝑦), а реше-
ние задачи Коши—Гурса в области Ω𝑖 через 𝑈−

𝑖 (𝑥, 𝑦), 𝑖 = 1, 2. Тогда функция

𝑈(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑈+(𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,

𝑈−
𝑖 (𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2

является решением задачи T для уравнения (16).
Если считать нелинейную часть уравнения (1) известной, то задача T для

этого уравнения вышеизложенным методом сводится к следующей системе:

𝑈+(𝑥, 𝑦) ≡ −
∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝐺2(𝑡, 0;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈2(𝑡)𝐺2(0, 𝑡;𝑥, 𝑦)𝑑𝑡−

−
∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜂, (27)

𝑈−(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑈𝑖(𝜉(𝑥, 𝑦), 𝜂(𝑥, 𝑦)) = 𝛾3

∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡−

−
∫︁ 1

𝜂
𝑑𝜂′

∫︁ 𝜂′

𝜉
𝐻𝑖(𝜉

′, 𝜂′)𝑓𝑖(𝜉
′, 𝜂′, 𝑈𝑖)×

× 𝑉 (1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)𝑑𝜉′, 𝑖 = 1, 2. (28)

Обозначим через 𝐹0(𝑈) и 𝐹𝑖(𝑈), 𝑖 = 1, 2, интегральные операторы, равные
правым частям уравнений (27) и (28) соответственно. Докажем, что 𝐹 (𝑈)
отображает множество 𝑆 = {𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω), |𝑈 | 6 𝐶*} в себя, где

𝐹 (𝑈) =

{︃
𝐹0(𝑈), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,

𝐹𝑖(𝑈), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2,

𝑈(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑈+(𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,

𝑈−
𝑖 (𝑥, 𝑦), при (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑖, 𝑖 = 1, 2,

𝐶* — известная константа, зависящая от max(|𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑈)|,𝑚, 𝛾02).
Действительно, принимая во внимание |𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑈)| 6𝑀 , находим, что для

любых 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω) интегральный оператор |𝐹 (𝑈)| 6 𝐶*.
Это верно и для 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆. Отсюда вытекает, что множество всех функ-

ций 𝑈 = 𝐹 (𝑈), 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 равномерно ограничено.
Докажем, что множество функций 𝐹𝑖(𝑈) 𝑖 = 0, 1, 2, равностепенно непре-

рывно. Из (27) находим

|𝐹0(𝑈(𝑥1, 𝑦1))− 𝐹0(𝑈(𝑥2, 𝑦2))| 6 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3,

𝐽1 =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)(𝐺2(𝑡, 0;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(𝑡, 0;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
, (29)
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𝐽2 =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈2(𝑡)(𝐺2(0, 𝑡;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(0, 𝑡;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
, (30)

𝐽3 =

⃒⃒⃒⃒∫︁∫︁
Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)(𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝜉𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
. (31)

Из (29) имеем

𝐽1 6

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)(𝑞2(𝑡, 0;𝑥1, 𝑦1)− 𝑞2(𝑡, 0;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0
𝑡𝑚𝜈1(𝑡)((𝑟

2
01)

−2𝛽𝑞2(𝑡, 0;𝑥1, 𝑦1)− (𝑟202)
−2𝛽𝑞2(𝑡, 0;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
≡ 𝐽11 + 𝐽12,

где 𝑟20𝑖 = 𝑥2𝑝𝑖 + 𝑦2𝑝𝑖 , 𝑖 = 1, 2.
Рассмотрим первое слагаемое 𝐽1. Пусть

𝑟21𝑖 = (𝑡𝑝 ∓ 𝑥𝑝1)
2 + 𝑦2𝑝1 , 𝑟22𝑖 = (𝑡2 ∓ 𝑥𝑝2)

2 + 𝑦2𝑝2 ,

где при 𝑖 = 1 берется верхний знак, а при 𝑖 = 2— нижний. Тогда, учитывая
(26), имеем

𝐽11 =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

(︁ 𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

(𝑟211𝑟
2
12)

𝛽
− 𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

(𝑟221𝑟
2
22)

𝛽

)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

𝑟2𝛽12

(︁ 1

𝑟2𝛽11
− 1

𝑟2𝛽21

)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)

𝑟2𝛽21

(︁ 1

𝑟2𝛽12
− 1

𝑟2𝛽22

)︁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

6 𝐶4𝜌
𝛽

∫︁ 1

0

𝑡𝑝−1(𝑡𝑝𝛽 + 𝑥𝑝𝛽1 + 𝑥𝑝𝛽2 + 𝑦𝑝𝛽1 + 𝑦𝑝𝛽2 )

(𝑟211𝑟
2
12𝑟

2
21)

𝛽
𝑑𝑡+

+ 𝐶5𝜌
𝛽

∫︁ 1

0

𝑡𝑝−1(𝑡𝑝𝛽 + 𝑥𝑝𝛽1 + 𝑥𝑝𝛽2 + 𝑦𝑝𝛽1 + 𝑦𝑝𝛽2 )

(𝑟212𝑟
2
21𝑟

2
22)

𝛽
𝑑𝑡 6 𝐶6𝜌

𝛽, (32)

где 𝜌2 = (𝑥𝑝1 − 𝑥𝑝2)
2 + (𝑦𝑝1 − 𝑦𝑝2)

2, 𝐶6 — известная константа.
Аналогичным образом с учетом (26) находим

|𝐽12| < 𝐶7𝜌
𝛽, (33)

где 𝐶7 — известная константа. В силу (32) и (33) имеем

𝐽1 < (𝐶6 + 𝐶7)𝜌
𝛽. (34)

Точно так же из (30) получим

𝐽2 < 𝐶8𝜌
𝛽, (35)

где 𝐶8 — известная константа. Принимая во внимание (34) и (35), имеем, что
для любого 𝜀 > 0 найдется 𝛿(𝜀) = [𝜀/(2(𝐶6 + 𝐶7 + 𝐶8))]

1/𝛽 такое, что при
𝜌 < 𝛿(𝜀) имеет место

𝐽1 + 𝐽2 < 𝜀/2. (36)
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Учитывая оценки функции Грина 𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦) и ее производных по 𝑥 и 𝑦,
заключаем, что функция∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜂

имеет ограниченные производные по 𝑥 и 𝑦. Отсюда следует, что она удовле-
творяет условию Липшица, т.е. из (31) находим⃒⃒⃒⃒∫︁∫︁

Ω0

𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)(𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥1, 𝑦1)−𝐺2(𝜉, 𝜂;𝑥2, 𝑦2))𝑑𝜉𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6

6 𝐶9(|𝑥1 − 𝑥2|+ |𝑦1 − 𝑦2|) = 𝐶9𝜌1,

где 𝐶9 — известная константа.
В этом случае, если 𝜌1 < 𝛿1(𝜀) = 𝜀/(2𝐶9), то

𝐽3 < 𝜀/2. (37)

Таким образом, в силу (36) и (37) находим, что

|𝐹0(𝑈(𝑥1, 𝑦1))− 𝐹0(𝑈(𝑥2, 𝑦2))| < 𝜀

при 𝜌* < 𝛿*(𝜀), где 𝜌* = max(𝜌, 𝜌1), 𝛿*(𝜀) = min(𝛿(𝜀), 𝛿1(𝜀)). Используя рас-
суждения, как и выше, получим

|𝐹𝑖(𝑈(𝑥1, 𝑦1))− 𝐹𝑖(𝑈(𝑥2, 𝑦2))| < 𝜀, 𝑖 = 1, 2.

Отсюда и вытекает равностепенная непрерывность рассматриваемого мно-
жества 𝐹 (𝑈), 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆. Согласно теореме Арцела [19, стр. 198], операторы
𝐹𝑖(𝑈), 𝑖 = 0, 1, 2, отображают 𝑆 в себя. Следовательно, согласно принципу
Шаудера [19, стр. 401], система интегральных уравнений (27), (28) имеет на
𝑆 по крайней мере одно решение. Тем самым доказано существование реше-
ния задачи T.

Далее изучим поведение функций 𝑥𝑚/2𝑈𝑦(𝑥, 𝑦) и 𝑦𝑚/2𝑈𝑥(𝑥, 𝑦) в Ω0. Диф-
ференцируя (19) по 𝑦, имеем

𝑥𝑚/2𝑈+
𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝐴1 +𝐴2 +𝐴3, (38)

где

𝐴1 = −𝑥𝑚/2

∫︁ 1

0
𝐺2𝑦(𝑡, 0;𝑥, 𝑦)𝑡

𝑚𝜈1(𝑡)𝑑𝑡,

𝐴2 = −𝑥𝑚/2

∫︁ 1

0
𝐺2𝑦(0, 𝑡;𝑥, 𝑦)𝑡

𝑚𝜈2(𝑡)𝑑𝑡,

𝐴3 = −𝑥𝑚/2

∫︁∫︁
Ω0

𝐺2𝑦(𝜉, 𝜂;𝑥, 𝑦)𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑈)𝑑𝜉𝑑𝜂.

Рассмотрим выражение 𝐴1:

𝐴1 = 𝑈1(𝑥, 𝑦) + 𝑈2(𝑥, 𝑦) + 𝑈3(𝑥, 𝑦) + 𝑈4(𝑥, 𝑦),
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где

𝑈1(𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑥)

∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽+2
1 𝑟2𝛽2

, 𝑈2(𝑥, 𝑦) = −𝑎(𝑥)
∫︁ 1

0

𝑡𝑚𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽1 𝑟2𝛽+2
2

,

𝑈3(𝑥, 𝑦) = −𝑎(𝑥)
∫︁ 1

0

𝑡𝑚+2𝑝𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽+2
33 𝑟2𝛽44

, 𝑈4(𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑥)

∫︁ 1

0

𝑡𝑚+2𝑝𝜈1(𝑡)𝑑𝑡

𝑟2𝛽33 𝑟
2𝛽+2
44

,

𝑎(𝑥) = 2𝛽𝛾0𝑝𝑦
2𝑝−1𝑥𝑚/2, 𝑟21,2 = (𝑡𝑝 ∓ 𝑥𝑝) + 𝑦2𝑝, 𝑟233,44 = (1± 𝑡𝑝𝑥𝑝)𝑝 + 𝑡2𝑝𝑦2𝑝.

Справедливы следующие очевидные неравенства:

𝑟20 6 𝑟
2
2, 𝑥𝑝 6 𝑟0, 𝑡𝑝𝑦𝑝 6 𝑟33, 𝑡𝑝𝑦𝑝 6 𝑟44. (39)

Учитывая (26), находим

|𝑈1(𝑥, 𝑦)| 6 const · 𝑦2𝑝−1𝑥𝑚/2

∫︁ 1

0

𝑡𝑝−1𝑑𝑡

𝑟2𝛽+2
1 𝑟2𝛽2

6

6 const · 𝑦2𝑝−1𝑥
𝑚/2

𝑟2𝛽0

∫︁ 1

0

𝑑𝑡𝑝

((𝑡𝑝 − 𝑥𝑝)2 + 𝑦2𝑝)𝛽+1
.

Отсюда, заменяя 𝑡𝑝 = 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝𝑧, с учетом (39) находим

|𝑈1(𝑥, 𝑦)| 6 const · 𝑥
𝑚/2𝑦3𝑝−1

𝑟2𝛽0 (𝑦2𝑝)𝛽+1

∫︁ (1−𝑥𝑝)/𝑦𝑝

−𝑥𝑝/𝑦𝑝

𝑑𝑧

(1 + 𝑧2)𝛽+1
6

6 const ·
∫︁ +∞

−∞

𝑑𝑧

(1 + 𝑧2)𝛽+1
6 const. (40)

Аналогично, используя (39), для 𝑈𝑗(𝑥, 𝑦) получим

|𝑈𝑗(𝑥, 𝑦)| 6 const, 𝑗 = 2, 3, 4. (41)

Точно так же непосредственными вычислениями для 𝐴𝑗 получаем следую-
щую оценку:

|𝐴𝑗 | 6 const, 𝑗 = 2, 3. (42)

Таким образом, принимая во внимание оценки функции Грина и ее произ-
водных, (40), (41), (42), из (38) находим, что

|𝑥𝑚/2𝑈𝑦(𝑥, 𝑦)| 6 const.

Дифференцируя (27) по 𝑥, аналогично, как и выше, имеем

|𝑦𝑚/2𝑈𝑥(𝑥, 𝑦)| 6 const.

Отсюда следует выполнение условия 1) леммы 3.
Теперь изучим поведение функции 𝑈𝑖𝜉(𝜉, 𝜂) на Δ, 𝑖 = 1, 2. Пусть

𝑈𝑖𝜉(𝜉, 𝜂) = 𝐴4 +𝐴5,
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где

𝐴4 = 𝛾3

(︂∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡

)︂
𝜉

,

𝐴5 = 4−2/𝑝𝑝−2

∫︁ 1

𝜂

(𝜂′ − 𝜉)𝛾−3𝛽

(𝜂 − 𝜉)𝛽
𝑓1𝑖(𝜉, 𝜂

′, 𝑈𝑖)𝑑𝜂
′ −

− 4−2/𝑝𝑝−2

∫︁ 1

𝜂
𝑑𝜂′

∫︁ 𝜂′

𝜉
(𝜂′ − 𝜉′)𝛾−4𝛽𝑓1𝑖(𝜉

′, 𝜂′, 𝑈𝑖)𝑉𝜉(1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)𝑑𝜉′.

Так как 𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝)) ∈ 𝐻0,2𝛽(0, 1], 𝑖 = 1, 2, используя формулы [15,

стр. 33], имеем∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡 = 𝜈𝑖(1)

∫︁ 1

𝜂

𝑑𝑡

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
+

+

∫︁ 1

𝜂
(𝑡− 𝜂)−𝛽(𝑡− 𝜉)−𝛽

[︂∫︁ 1

𝑡
(𝑠− 𝑡)𝛽−1+𝜀𝜓(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑑𝑡.

Меняя порядок интегрирования и используя интегральное представление
гипергеометрической функции, с учетом 𝜈𝑖(1) = 0, 𝑖 = 1, 2, получаем∫︁ 1

𝜂

𝑡−1/(2𝑝)𝜈𝑖(𝑡
1/(2𝑝))

(𝑡− 𝜂)𝛽(𝑡− 𝜉)𝛽
𝑑𝑡 =

Γ(𝛽 + 𝜀)Γ(1− 𝛽)

Γ(1 + 𝜀)
×

×
∫︁ 1

𝜂
(𝑠− 𝜂)𝜀(𝑠− 𝜉)−𝛽𝐹

(︁
𝛽, 𝛽 + 𝜀; 1 + 𝜀;

𝑠− 𝜂

𝑠− 𝜉

)︁
𝜓(𝑠)𝑑𝑠.

Отсюда следует, что 𝐴4 существует и допускает оценку

|𝐴4| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−2𝛽. (43)

В силу оценки производной функции Римана—Адамара по 𝜉 [12, стр. 121]:

|𝑉𝜉(1− 𝜂′, 1− 𝜉′; 1− 𝜂, 1− 𝜉)| 6
6 |(𝜂′ − 𝜉′)/((𝜂 − 𝜉)2𝛽(𝜂 − 𝜉′)1−𝛽|𝜂′ − 𝜉|1−𝛽)|

и с учетом условия (15) непосредственными вычислениями получим

|𝐴5| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−𝛽. (44)

В силу (43) и (44) получим

|𝑈𝑖𝜉(𝜉, 𝜂)| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−2𝛽, 𝑖 = 1, 2.

Дифференцируя (28) по 𝜂, аналогично, как и выше, находим

|𝑈𝑖𝜂(𝜉, 𝜂)| 6 const · (𝜂 − 𝜉)−2𝛽, 𝑖 = 1, 2.

Что и требовалось доказать. �
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Замечание. Метод, используемый при решении данной краевой задачи T,
без принципиальных затруднений применяется для неоднородных граничных
условий и когда эллиптическая область Ω0 ограничена достаточно гладкой
кривой 𝜎.

5. Заключение. Заметим, что при исследовании классической разреши-
мости краевых задач для квазилинейных уравнений смешанного типа с одной
линией вырождения многими авторами применяется в основном метод после-
довательных приближений. В результате налагается сильное ограничение на
размер площади рассматриваемой области или на значение заданных функ-
ций. Применение в данной работе принципа Шаудера ослабляет эти ограниче-
ния, что позволяет установить глобальную разрешимость краевой задачи T.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторский вклад и ответственность. Автор несет полную ответственность за
предоставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи мною одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract
The paper proves the unique solvability of an analog of the Tricomi prob-

lem for a quasilinear equation of mixed type with two lines of degeneracy.
The class R1 of generalized solutions in the hyperbolic part of the domain
is introduced. The uniqueness of the solution is proved by the method of en-
ergy integrals. The existence of a solution is proved by the method of integral
equations. The boundary value problem is reduced to an equivalent system
of integral equations, the solvability of which is proved using the Schauder
principle. As a result, the application of the Schauder principle resulted in
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Аннотация

Изучена начальная задача для уравнения колебаний прямоугольной
пластины с граничными условиями типа «шарнир–заделка». Установ-
лено энергетическое неравенство, из которого следует единственность
решения поставленной начально-граничной задачи. Доказаны соответ-
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Колебания пластины с граничными условиями «шарнир–заделка»

1. Постановка задачи. Рассмотрим дифференциальное уравнение в част-
ных производных четвертого порядка [1, с. 394]

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑡𝑡 + 𝛼2Δ2𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡), (1)

которое моделирует поперечные колебания тонкой однородной прямоуголь-
ной пластины толщины ℎ (при этом ее толщина полагается малой по сравне-
нию с другими размерами) со сторонами 𝑝 и 𝑞, где 𝛼2 = 𝐸𝐽/(𝜌ℎ); 𝐸𝐽 — жест-
кость пластинки; 𝜌— масса на единицу площади пластинки; 𝐸 — модуль упру-
гости материала; 𝐽 — момент инерции; Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦; 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)— непрерыв-
ная внешняя сила, рассчитанная на единицу площади пластинки; 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)—
смещение точки (𝑥, 𝑦) пластинки в момент времени.

Отметим, что многие задачи о колебаниях мембран, пластинок имеют
важное прикладное значение в строительной механике, авиастроении, ма-
шиностроении, судостроении и т.д., которые изучены в известных работах
( [2, с. 444–449], [3, с. 211–219], [4, с. 132–133], [5, с. 248–258], [6, с. 35–69]
и др.).

Для определения колебания (смещения) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) точек (𝑥, 𝑦) пластинки
нужно задать граничные условия на краях 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑝, 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑞.
Вид граничных условий зависит от способа закрепления соответствующих
краев. В этой работе изучим случай, когда стороны 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑝 шарнирно
закреплены, а стороны 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑞 наглухо заделаны:{︂

𝑢(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑝, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑝, 𝑦, 𝑡) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 0 6 𝑡 6 𝑇 ;
𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑞, 𝑡) = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑞, 𝑡) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑇.

(2)

Начальные условия такие же, как и в случае колебаний мембраны:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓(𝑥, 𝑦), 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑦 6 𝑞. (3)

Введем обозначения:

𝑄 =
{︀
(𝑥, 𝑦, 𝑡)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 0 < 𝑡 < 𝑇

}︀
, 𝐷 =

{︀
(𝑥, 𝑦)|0 < 𝑥 < 𝑝, 0 < 𝑦 < 𝑞

}︀
,

где 𝑝, 𝑞 и 𝑇 — заданные положительные числа, и поставим следующую начально-
граничную задачу.

Задача 1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) со свойствами

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶4,2
𝑥𝑦,𝑡(𝑄), (4)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄, (5)

которая удовлетворяет начальным условиям (3) и граничным условиям (2),
где 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝜙(𝑥, 𝑦) и 𝜓(𝑥, 𝑦)— заданные достаточно гладкие функции, сим-
вол 𝐶𝑛,𝑚

𝑥𝑦,𝑡 (𝐷) означает множество функций, имеющих непрерывные частные
производные по переменным 𝑥, 𝑦 и 𝑡 соответственно до 𝑛-го и 𝑚-го порядка
включительно на множестве 𝐷, 𝑛, 𝑚 ∈ N0 = N ∪ {0}.

Отметим, что в работе [2, с. 444–449] путем представления решения в виде
двойного ряда

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑎𝑚𝑛(𝑡) sin
𝑚𝜋𝑥

𝑝
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑞
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и использования интегралов энергий найдены собственные частоты и фор-
ма собственных колебаний прямоугольной пластины в случае шарнирного
закрепления на краях. В монографии [3, с. 211–219] исследуются колебания
с условиями (2). Здесь сначала изучается задача, в постановке которой все
края свободно оперты, затем на ее основе достаточно сложным путем иссле-
дуется поставленная задача. Полученные результаты являются приближен-
ными.

В работе [4, с. 132–133] предлагается вариационный метод нахождения
собственных частот колебаний.

В монографии [5, с. 250–251] отмечается аналог задачи с условиями (2)
в идейном уровне без подробных исследований.

В книге [6, с. 35–69] используется метод асимптотических разложений по
малому параметру для нахождения приближенных значений собственных ча-
стот и формы собственных колебаний пластины с различными режимами на
краях. Но вопросы по построению решений в явной форме и обоснованию кор-
ректности поставленной нами задачи не изучены. В работах [7–11] изучены
начально-граничные и обратные задачи для одномерного уравнения балки.
В работе [12] в случае шарнирного закрепления пластины на краях доказаны
теоремы существования и устойчивости решения начально-граничной задачи
в классах регулярных и обобщенных решений.

В настоящей работе исследуется задача (2)–(5) (задача 1) для уравне-
ния колебаний прямоугольной пластины с граничными условиями «шарнир–
заделка», т.е. с условиями (2). Установлено энергетическое неравенство, из
которого следует единственность решения поставленной начально-граничной
задачи. Для этой задачи доказаны теоремы существования и устойчивости
решения в классах регулярных и обобщенных решений. При этом решение
построено в явном виде.

2. Энергетическое неравенство. Единственность решения.
Теорема 1. Если существует решение начально-граничной задачи (2)–(5),

то при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] для решения 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) справедливо неравенство∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6 𝑒𝑇
[︂∫︁∫︁

𝐷

[︀
𝜓2 + 𝛼2(𝜙2

𝑥𝑥 + 2𝜙2
𝑥𝑦 + 𝜙2

𝑦𝑦)
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁∫︁∫︁
𝑄
𝐹 2(𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

]︂
. (6)

Отметим, что интеграл

𝐸0(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜌ℎ𝑢2𝑡 + 𝐸𝐽(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= 𝜌ℎ
1

2

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜌ℎ𝐸(𝑡)

представляет собой закон сохранения энергии свободных колебаний однород-
ной пластинки при нулевых граничных условиях (2).
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Действительно, кинетическая энергия движущейся пластинки состоит из
поступательного движения элемента 𝑑𝑥𝑑𝑦 параллельно смещению 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
и определяется интегралом

𝐾(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷
𝜌ℎ𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦,

где 𝜌ℎ— масса на единицу поверхности пластинки.
Потенциальная энергия колебаний пластинки зависит от жесткости 𝐸𝐽

при изгибе и находится интегралом [2, с. 446]:

Π(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷
𝐸𝐽(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Следовательно, интеграл 𝐸0(𝑡) = 𝐾(𝑡) + Π(𝑡) представляет собой полную
энергию свободных поперечных колебаний пластинки.

До к а з ат еvл ь ств о т е о р емы 1. Рассмотрим тождество

𝑢𝑡𝐿𝑢 =
1

2

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀′
𝑡
+

+ 𝛼2
(︀
𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑥𝑦

)︀′
𝑥
+

+ 𝛼2
(︀
𝑢𝑡𝑢𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑦 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑦

)︀′
𝑦

и, интегрируя его по области 𝑄𝜏 = 𝑄 ∩ {𝑡 < 𝜏}, 0 < 𝜏 6 𝑇 , будем иметь

𝐸(𝜏)− 𝐸(0) + 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 =

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝐹𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡, (7)

где

𝐽1 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆1

(𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑥=𝑝

𝑑𝑦𝑑𝑡,

𝐽2 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆2

(𝑢𝑡𝑢𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑦 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑦=𝑞

𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝐽3 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆3

(𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑥=0

𝑑𝑦𝑑𝑡,

𝐽4 = 𝛼2

∫︁∫︁
𝑆4

(𝑢𝑡𝑢𝑦𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑦)
⃒⃒
𝑦=0

𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝑆𝑖 — грани параллелепипеда𝑄𝜏 , лежащие соответственно на плоскостях 𝑥 = 𝑝,
𝑦 = 𝑞, 𝑥 = 0 и 𝑦 = 0.

Пусть выполнены граничные условия (2): 𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 = 0 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑝.
Тогда 𝑢𝑡 = 𝑢𝑡𝑦 = 0 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑝, поэтому интегралы 𝐽1 = 𝐽3 = 0.
Аналогично 𝑢𝑡 = 𝑢𝑡𝑥 = 𝑢𝑦𝑥 = 0 при 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑞. В силу этого 𝐽2 = 𝐽4.

Тогда из равенства (7) следует, что

𝐸(𝜏) 6 𝐸(0) +
1

2

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝐹 2(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡+
1

2

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡 =

= 𝐴+
1

2

∫︁ 𝜏

0
𝑑𝑡

∫︁∫︁
𝐷1∪𝐷2

𝑢2𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦 6 𝐴+

∫︁ 𝜏

0
𝐸(𝑡)𝑑𝑡, (8)
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где

𝐴 = 𝐸(0) +
1

2

∫︁∫︁∫︁
𝑄𝜏

𝐹 2(𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡.

Отсюда, следуя [13, с. 77], получим

𝐴+

∫︁ 𝑇

0
𝐸(𝑡)𝑑𝑡 6 𝐴𝑒𝑇 . (9)

Тогда из неравенств (8), (9) следует оценка (6). �

Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 правая часть 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) уравне-
ния (1) равна нулю, то при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливо равенство

𝐸(𝑡) = 𝐸(0) =
1

2

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜓2(𝑥, 𝑦) + 𝛼2(𝜙2

𝑥𝑥 + 2𝜙2
𝑥𝑦 + 𝜙2

𝑦𝑦)
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦. (10)

Равенство (10) означает, что полная энергия собственных колебаний од-
нородной пластины остается в течение всего процесса колебаний постоянной
и равной ее начальной энергии.

Справедливость равенства (10) следует из соотношения (7).
Следствие 2 (Теорема единственности). Если существует функция

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетворяющая условиям (2)–(5), то она определяется единствен-
ным образом.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть существуют функции 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡),
которые удовлетворяют условиям следствия 2. Тогда их разность 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)−
− 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) принадлежит классу (4), удовлетворяет однородному
уравнению 𝐿𝑢 ≡ 0 в𝑄, нулевым начальным условиям 𝑢(𝑥, 𝑦, 0)=𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0)≡ 0
и граничным условиям (2). Для такого решения из равенства (10) имеем

𝐸(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝑄

[︀
𝑢2𝑡 + 𝛼2(𝑢2𝑥𝑥 + 2𝑢2𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Данное равенство возможно только тогда, когда 𝑢𝑡 ≡ 0,
𝑢𝑥𝑥 ≡ 0, 𝑢𝑥𝑦 ≡ 0 и 𝑢𝑦𝑦 ≡ 0 в области 𝑄. Из этих условий следует, что
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐, где 𝑎, 𝑏 и 𝑐— произвольные постоянные. По усло-
вию эта функция должна удовлетворять граничным условиям (2) и нулевым
начальным условиям. Из этих условий следует, что 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0. Следова-
тельно, 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 0 в 𝑄. �

3. Колебания пластины с граничными условиями «шарнир–за-
делка». В уравнении (1) разделим переменные 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑡). Тогда
относительно 𝑣(𝑥, 𝑦) получим спектральную задачу

Δ2𝑣 − 𝜆2𝑣 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, (11)

𝑣(0, 𝑦) = 𝑣𝑥𝑥(0, 𝑦) = 𝑣(𝑝, 𝑦) = 𝑣𝑥𝑥(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, (12)

𝑣(𝑥, 0) = 𝑣𝑦(𝑥, 0) = 𝑣(𝑥, 𝑞) = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝. (13)
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Решение спектральной задачи (11)–(13) будем искать в виде 𝑣(𝑥, 𝑦) =
= 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦). Тогда из уравнения (11) будем иметь

𝑋𝐼𝑉

𝑋
= −𝑌

𝐼𝑉

𝑌
− 2

𝑌 ′′

𝑌

𝑋 ′′

𝑋
+ 𝜆2 = −𝜇2.

Допустим, что 𝑋 ′′ = −𝐶0𝑋, где 𝐶0 = const > 0. Тогда получим

𝑋𝐼𝑉 (𝑥) + 𝜇2𝑋(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑝, (14)

𝑌 𝐼𝑉 (𝑦)− 2𝐶0𝑌
′′(𝑦)− (𝜇2 + 𝜆2)𝑌 (𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑞. (15)

Из условия 𝑋 ′′ = −𝐶0𝑋 вытекает, что 𝑋𝐼𝑉 = −𝐶0𝑋
′′ = 𝐶2

0𝑋. Следо-
вательно, из уравнения (14) получим, что 𝜇2 = −𝐶2

0 , и относительно 𝑋(𝑥)
имеем спектральную задачу

𝑋𝐼𝑉 (𝑥)− 𝐶2
0𝑋(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑝, (16)

𝑋(0) = 𝑋 ′′(0) = 𝑋(𝑝) = 𝑋 ′′(𝑝) = 0. (17)
Обозначим через 𝐿 дифференциальный оператор, порожденный диффе-

ренциальным выражением 𝑋𝐼𝑉 на множестве функций 𝐶4(0, 𝑝)∩𝐶3[0, 𝑝], удо-
влетворяющих граничным условиям (17). Этот оператор является самосопря-
женным, так как задача, сопряженная задаче (16) и (17), совпадает с исход-
ной. Отсюда следует, что все собственные значения оператора 𝐿 являются
действительными числами, и собственные функции, соответствующие раз-
личным собственным значениям, ортогональны на [0, 𝑝]. Система собствен-
ных функций полна в пространстве 𝐿2[0, 𝑝]. При этом оператор 𝐿 является
положительным, поэтому каждое собственное значение является неотрица-
тельным и простым. Собственные функции задачи (16), (17) и соответству-
ющие им собственные значения имеют следующий вид [10]:

𝑋𝑚(𝑥) =
√︀

2/𝑝 sin 𝑑𝑚𝑥, (18)

𝐶2
0 = 𝑑4𝑚 = (𝜋𝑚/𝑝)4, 𝑚 = 1, 2, . . . . (19)

Для функций 𝑌 (𝑦) на основании (15) и (13) имеем следующую задачу:

𝑌 ′′(𝑦)− 2𝐶0𝑌
′′(𝑦)− (𝜆2 − 𝐶2

0 )𝑌 (𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑞. (20)

𝑌 (0) = 𝑌 ′(0) = 𝑌 (𝑞) = 𝑦′(𝑞) = 0. (21)
Для дифференциального уравнения (20) составим характеристическое урав-
нение

𝑘4 − 2𝐶0𝑘
2 + 𝐶2

0 − 𝜆2 = 0,

имеющее корни

𝑘1 =
√︀
𝐶0 + 𝜆 = 𝛼, 𝑘2 = −𝛼, 𝑘3 =

√︀
𝐶0 − 𝜆 = 𝑖

√︀
𝜆− 𝐶0 = 𝑖𝛽, 𝑘4 = −𝑖𝛽.

Здесь считаем, что 𝐶0+𝜆 > 0, 𝐶0−𝜆 < 0. Тогда дифференциальное уравнение
(20) имеет общее решение

𝑌 (𝑦) = 𝑎1 ch𝛼𝑦 + 𝑎2 sh𝛼𝑦 + 𝑎3 cos𝛽𝑦 + 𝑎4 sin𝛽𝑦, (22)

где 𝑎𝑖 — произвольные постоянные.
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Удовлетворив функции (22) первым двум условиям из (21), найдем

𝑎3 = −𝑎1, 𝑎4 = −𝛼
𝛽
𝑎2.

Тогда функция (22) примет вид

𝑌 (𝑦) = 𝑎1(ch𝛼𝑦 − cos𝛽𝑦) + 𝑎2

(︁
sh𝛼𝑦 − 𝛼

𝛽
sin𝛽𝑦

)︁
. (23)

Теперь удовлетворим функцию (23) двум последним условиям из (21):⎧⎨⎩𝑎1(ch𝛼𝑞 − cos𝛽𝑞) + 𝑎2

(︁
sh𝛼𝑞 − 𝛼

𝛽
sin𝛽𝑞

)︁
= 0,

𝑎1(𝛼 sh𝛼𝑞 + 𝛽 sin𝛽𝑞) + 𝑎2𝛼(ch𝛼𝑞 − cos𝛽𝑞) = 0.

Для определения 𝛽 приравняем к нулю определитель этой системы:

2𝛼𝛽 − 2𝛼𝛽 ch𝛼𝑞 cos𝛽𝑞 − (𝛽2 − 𝛼2) sh𝛼𝑞 sin𝛽𝑞 = 0. (24)

Уравнение (24) перепишем в виде

sin(𝛽𝑞 + 𝛾) =
2𝛼𝛽

𝐴
, (25)

где 𝛾 = arcsin
2𝛼𝛽 ch𝛼𝑞

𝐴
,

𝐴 =

√︁
(2𝛼𝛽 ch𝛼𝑞)2 + (𝛽2 − 𝛼2)2 sh2 𝛼𝑞 =

√︁
4𝛼2𝛽2 + (𝛼2 + 𝛽2)2 sh2 𝛼𝑞.

Из уравнения (25) найдем

𝛽 =
1

𝑞

[︁
𝜋𝑛+ (−1)𝑛 arcsin

2𝛼𝛽

𝐴
− 𝛾

]︁
, 𝑛 ∈ N, (26)

так как правая часть уравнения (25) больше нуля и меньше единицы.
Полученное равенство (26) относительно 𝛽 является нелинейным урав-

нением. Для обоснования существования его решения рассмотрим функцио-
нальное уравнение

𝛽 = 𝑓(𝛽) =
1

𝑞

[︁
𝜋𝑛+ (−1)𝑛 arcsin

2𝛼𝛽

𝐴
− 𝛾

]︁
при фиксированном 𝑛.

Как известно, для разрешимости такого уравнения достаточно того, что-
бы |𝑓 ′(𝛽)| < 1. Найдем производную:

𝑓 ′(𝛽) =
2𝛼(𝛼2 + 3𝛽2) sh𝛼𝑞

𝐴2

[︁
(−1)𝑛 +

𝛼2 + 𝛽2

𝛼2 − 𝛽2
ch𝛼𝑞

]︁
.

Отсюда получим оценку
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|𝑓 ′(𝛽)| 6
2𝛼(𝛼2 + 3𝛽2)

[︀
𝛼2 − 𝛽2 + (𝛼2 + 𝛽2) ch𝛼𝑞

]︀
(𝛼2 − 𝛽2)(𝛼2 + 𝛽2)2 sh𝛼𝑞

=

=
4𝛼(𝛼2 + 3𝛽2)

(︀
𝛼2 ch2 𝛼𝑞

2 + 𝛽2 sh2 𝛼𝑞
)︀

(𝛼2 − 𝛽2)(𝛼2 + 𝛽2)2 sh𝛼𝑞
=

=
2𝛼(𝛼2 + 3𝛽2)

(︀
𝛼2 + (𝛼2 + 𝛽2) sh2 𝛼𝑞

2

)︀
(𝛼2 − 𝛽2)(𝛼2 + 𝛽2)2 sh𝛼𝑞

,

которая меньше 1 при больших 𝛽, следовательно, и при больших 𝛼 (так как
𝛼 > 𝛽).

Тогда уравнение (26) имеет по крайней мере одно решение. Придавая 𝑛
различные значения, получим счетное множество значений 𝛽𝑛, которые нахо-
дятся из уравнения (25). При больших 𝑛 справедлива асимптотическая фор-
мула

𝛽𝑛 ≈ 𝜋𝑛/𝑞.

Соответствующая система собственных функций имеет вид

̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦) =

=
𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞
(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦) + 𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦 =

= 𝐴𝑛𝑚(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦) + 𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦 =

=
1

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞

[︀
𝛽𝑛(sh𝛼𝑛𝑚𝑞 cos𝛽𝑛𝑦 − sh𝛼𝑛𝑚𝑦 cos𝛽𝑛𝑞)−

− 𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚(𝑞 − 𝑦)− 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛(𝑞 − 𝑦) +

+ 𝛼𝑛𝑚(ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑞 − ch𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑦)
]︀
, (27)

которая, вообще говоря, зависит от номера 𝑚, так как 𝛼2 = 𝐶0 + 𝜆 = 2𝐶0 +
+ 𝛽2𝑛 = 2𝑑2𝑚 + 𝛽2𝑛 зависит от 𝑛 и 𝑚.

Ортогональность системы собственных функций (27) задачи (20), (21) сле-
дует из того, что дифференциальный оператор, определенный дифференци-
альным выражением 𝑌 𝐼𝑉 − 2𝐶0𝑌

′′ на множестве функций 𝐶4(0, 𝑞) ∩ 𝐶3[0, 𝑞],
удовлетворяющих граничным условиям (21), является самосопряженным.

Найдем норму элементов системы собственных функций (27):

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖2 =
∫︁ 𝑞

0

̃︀𝑌 2
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝐴2

𝑛𝑚(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦)
2 + 2𝐴𝑛𝑚(cos𝛽𝑛𝑦 − ch𝛼𝑛𝑚𝑦)×

× (𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦) + (𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑦)
2
]︀
𝑑𝑦 =

= 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3.

Вычислим интегралы 𝐽𝑖:

𝐽1 = 𝐴2
𝑛𝑚

∫︁ 𝑞

0

(︀
cos2 𝛽𝑛𝑦 − 2 cos𝛽𝑛𝑦 ch𝛼𝑛𝑚𝑦 + ch2 𝛼𝑛𝑚𝑦

)︀
𝑑𝑦 =
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=
𝐴2

𝑛𝑚

2

(︁
𝑞+

sin 2𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛

)︁
− 2𝐴2

𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞+ 𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
𝐴2

𝑛𝑚

2

(︁
𝑞 +

sh 2𝛼𝑚𝑛𝑞

2𝛼𝑛𝑚

)︁
,

𝐽2 = 2𝐴𝑛𝑚

∫︁ 𝑞

0

(︀
𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑦 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 − 𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑦 sin𝛽𝑛𝑦 −

− 𝛽𝑛 ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 + 𝛼𝑛𝑚 ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑦
)︀
𝑑𝑦 =

=
2𝐴𝑛𝑚𝛽𝑛
𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 + 𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼𝑛𝑚

]︀
−

− 2𝐴𝑛𝑚𝛼𝑛𝑚
sin2 𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛
− 2𝐴𝑛𝑚𝛽𝑛

sh2 𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼
+

+
2𝐴𝑛𝑚𝛼𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 + 𝛽𝑛

]︀
=

= − 𝐴𝑛𝑚

𝛼𝑛𝑚𝛽𝑛
(𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞)

2,

𝐽3 =

∫︁ 𝑞

0

(︀
𝛽2𝑛 sh

2 𝛼𝑛𝑚𝑦 − 2𝛽𝑛𝛼𝑛𝑚 sh𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑦 + 𝛼2
𝑛𝑚 sin2 𝛽𝑛𝑦

)︀
𝑑𝑦 =

=
𝛽2𝑛
2

(︁sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼𝑛𝑚
− 𝑞

)︁
− 2𝛽𝑛𝛼𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

(︀
𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞

)︀
+

+
𝛼2
𝑛𝑚

2

(︁
𝑞 − sin 2𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛

)︁
.

Предварительно с учетом равенства (24) вычислим

2𝐴2
𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 + 𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
2𝛽𝑛𝛼𝑛𝑚

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

(︀
𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛽𝑛 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞

)︀
=

=
2

𝛼2
𝑛𝑚 + 𝛽2𝑛

[︀
(𝐴2

𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛)𝛼𝑛𝑚 cos𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 +

+ (𝐴2
𝑛𝑚 + 𝛼2

𝑛𝑚)𝛽𝑛 sin𝛽𝑛𝑞 ch𝛼𝑛𝑚𝑞
]︀
= 2𝐴𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞.

Тогда будем иметь

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖2 =
(︁
𝐴2

𝑛𝑚 +
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞 +

𝐴2
𝑛𝑚

4

(︁sin 2𝛽𝑛𝑞
𝛽𝑛

+
sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

𝛼𝑛𝑚

)︁
+

+
𝛽2𝑛 sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

4𝛼𝑛𝑚
− 𝛼2

𝑛𝑚

4𝛽𝑛
sin 2𝛽𝑛𝑞 − 2𝐴𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 −

− 𝐴𝑛𝑚

𝛼𝑛𝑚𝛽𝑛

(︀
𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞 − 𝛼 sin𝛽𝑛𝑞

)︀2
=
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=
(︁
𝐴2

𝑛𝑚 +
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞 +

𝐴2
𝑛𝑚

4

(︁sin 2𝛽𝑛𝑞
𝛽𝑛

+
sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞

𝛼𝑛𝑚

)︁
+

𝛽2𝑛
4𝛼𝑛𝑚

sh 2𝛼𝑛𝑚𝑞 −

− 𝛼2
𝑛𝑚

4𝛽𝑛
sin 2𝛽𝑛𝑞 −

𝐴𝑛𝑚𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

sh2 𝛼𝑛𝑚𝑞 −
𝐴𝑛𝑚𝛼𝑛𝑚

𝛽𝑛
sin2 𝛽𝑛𝑞. (28)

Ортонормированная система собственных функций задачи (20), (21) опре-
деляется по формуле

𝑌𝑛𝑚(𝑦) =
1

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖
̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦), (29)

где ̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦) находятся по формуле (27), норма ‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖— из формулы (28), а соб-
ственные значения 𝛽𝑛 — из равенства (26).

На основании найденных собственных функций (18) и (29) одномерных
спектральных задач (16), (17) и (20), (21) построим собственные функции

𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌𝑛𝑚(𝑦), (30)

которые соответствуют собственным значениям

𝜆𝑚𝑛 = 𝑑2𝑚 + 𝛽2𝑛, (31)

где 𝑑𝑚 и 𝛽𝑛 находятся из формул (19) и (26) соответственно.
Следуя работам [10,14], введем функции

𝑢𝑚𝑛(𝑡) =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (32)

где 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)— решение начально-граничной задачи (2)–(5).
Дифференцируя равенство (32) по 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) дважды и учитывая уравне-

ние (1), получим

𝑢′′𝑚𝑛(𝑡) =

∫︁∫︁
𝐷
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 −

− 𝛼2

∫︁∫︁
𝐷

(︀
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑦 + 2𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦

)︀
𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (33)

Интегрируя по частям с учетом граничных условий (2) и (12), (13), имеем∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑑4𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌

𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚𝑛(𝑥)

[︀
2𝐶0𝑌

′′
𝑛𝑚 + (𝜆2𝑚𝑛 − 𝐶2

0 )𝑌𝑛𝑚(𝑦)
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =
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= 2𝑑2𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + (𝜆2𝑚𝑛 − 𝑑4𝑚)

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑞

0
𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦

∫︁ 𝑝

0
𝑢𝑦𝑦𝑥𝑥𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

= −𝑑2𝑚
∫︁∫︁

𝐷
𝑢𝑦𝑦𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = −𝑑2𝑚

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝑢𝑦𝑦𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

= −𝑑2𝑚
∫︁∫︁

𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚𝑛(𝑥)𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Подставляя найденные значения этих интегралов в равенство (33), по-
лучим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка относи-
тельно 𝑢𝑚𝑛(𝑡):

𝑢′′𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼2𝜆2𝑚𝑛𝑢𝑚𝑛(𝑡) = 𝐹𝑚𝑛(𝑡), (34)

где

𝐹𝑚𝑛(𝑡) =

∫︁∫︁
𝐷
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Общее решение дифференциального уравнения (34) находится по формуле

𝑢𝑚𝑛 = 𝑎𝑚𝑛 cos𝛼𝜆𝑚𝑛𝑡+ 𝑏𝑚𝑛 sin𝛼𝜆𝑚𝑛𝑡+ ̃︀𝐹𝑚𝑛(𝑡), (35)

где ̃︀𝐹𝑚𝑛(𝑡) =
1

𝜔𝑚𝑛

∫︁ 𝑡

0
𝐹𝑚𝑛(𝑠) sin[𝜔𝑚𝑛(𝑡− 𝑠)]𝑑𝑠, 𝜔𝑚𝑛 = 𝛼𝜆𝑚𝑛, (36)

𝑎𝑚𝑛 и 𝑏𝑚𝑛 — произвольные постоянные. Для определения неизвестных 𝑎𝑚𝑛 и
𝑏𝑚𝑛 воспользуемся начальными условиями (3) и формулой (32):

𝑢𝑚𝑛(0) =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢(𝑥, 𝑦, 0)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜙𝑚𝑛, (37)

𝑢′𝑚𝑛(0) =

∫︁∫︁
𝐷
𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝐷
𝜓(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜓𝑚𝑛. (38)

Удовлетворив функции (35) начальным условиям (37) и (38), найдем

𝑎𝑚𝑛 = 𝜙𝑚𝑛, 𝑏𝑚𝑛 =
𝜓𝑚𝑛

𝛼𝜆𝑚𝑛
.

Подставляя найденные значения 𝑎𝑚𝑛 и 𝑏𝑚𝑛 в формулу (35), получим явный
вид функций

𝑢𝑚𝑛(𝑡) = 𝜙𝑚𝑛 cos𝜔𝑚𝑛𝑡+
𝜓𝑚𝑛

𝜔𝑚𝑛
sin𝜔𝑚𝑛𝑡+ ̃︀𝐹𝑚𝑛(𝑡). (39)
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На основании частных решений (39) и (30) решение задачи (2)–(5) можно
определить в виде суммы ряда Фурье

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦). (40)

Лемма 1. При 𝑦 ∈ [0, 𝑞] и больших 𝑛 и 𝑚 справедливы оценки

|𝑌 𝑖
𝑛𝑚(𝑦)| 6𝑀𝑖𝛼

𝑖
𝑛𝑚, 𝑖 = 0, 4,

где здесь и далее 𝑀𝑖 — положительные постоянные, зависящие, вообще го-
воря, от 𝛼, 𝑝, 𝑞 и 𝑇.

До к а з ат е л ь ств о. Из формулы (27) следует, что при больших 𝑛 и 𝑚

|̃︀𝑌 𝑖
𝑛𝑚(𝑦)| 6 ̃︁𝑀𝑖+1𝛼

𝑖
𝑛𝑚, 𝑖 = 0, 4. (41)

Здесь ̃︁𝑀𝑖 — также положительные постоянные.
Оценим норму ‖𝑌𝑛𝑚‖. Для этого равенству (28) придадим несколько иной

вид:

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖2 =
(︁
𝐴2

𝑛+
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞+

sh𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼

[︀
(𝐴2

𝑛+𝛽
2
𝑛) ch𝛼𝑛𝑚𝑞−2𝐴𝑛𝛽𝑛 sh𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
sin𝛽𝑛𝑞

2𝛽𝑛

[︀
(𝐴2

𝑛 − 𝛼2
𝑛𝑚) cos𝛽𝑛𝑞 − 2𝐴𝑛𝛼𝑛𝑚 sin𝛽𝑛𝑞

]︀
=

=
(︁
𝐴2

𝑛 +
𝛼2
𝑛𝑚 − 𝛽2𝑛

2

)︁
𝑞 +

sh𝛼𝑛𝑚𝑞

2𝛼𝑛𝑚

[︀
(𝐴𝑛 − 𝛽𝑛)

2𝑒𝛼𝑛𝑚𝑞 + (𝐴𝑛 + 𝛽𝑛)
2𝑒−𝛼𝑛𝑚𝑞

]︀
+

+
𝐴2

𝑛 + 𝛼2
𝑛𝑚

2𝛽𝑛
sin𝛽𝑛𝑞 cos(𝛽𝑛𝑞 + 𝛾𝑛𝑚),

где 𝛾𝑛𝑚 = arccos
𝐴2

𝑛 − 𝛼2
𝑛𝑚

𝐴2
𝑛 + 𝛼2

𝑛𝑚

.

Поскольку 𝐴𝑛 ∼ 𝛽𝑛 при больших 𝑛 и 𝑚, отсюда следует, что ‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖ ∼ 𝛼𝑛𝑚.
Тогда в силу неравенств (41) следует справедливость оценок, указанных в лем-
ме 1. �

Лемма 2. При любом 𝑡 ∈ [0, 𝑡] справедливы оценки

|𝑢𝑘(𝑡)| 6𝑀5

(︁
|𝜙𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
|𝜓𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
‖𝐹𝑚𝑛‖

)︁
, (42)

|𝑢′′𝑘(𝑡)| 6𝑀6

(︀
𝜆2𝑚𝑛|𝜙𝑚𝑛|+ 𝜆𝑚𝑛|𝜓𝑚𝑛|+ 𝜆𝑚𝑛‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀
, (43)

где ‖𝐹𝑚𝑛‖ = max
06𝑡6𝑇

|𝐹𝑚𝑛(𝑡)|.

Справедливость оценок (42) и (43) следует из формул (39), (36) и леммы 1.
Формально из ряда (40) почленным дифференцированием составим ряды

𝑢𝑡𝑡 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑢′′𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (44)
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𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑑4𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (45)

𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑥)𝑌 𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦) =

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑡)
[︀
2𝑑2𝑚𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦) + (𝜆2𝑛𝑚 − 𝑑4𝑚)𝑌𝑛𝑚(𝑦)

]︀
=

= 2
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑑2𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑡)𝑌 ′′
𝑛𝑚(𝑦) +

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑛𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦), (46)

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 = −
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑑2𝑚𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑋𝑚(𝑥)𝑌 ′′
𝑚𝑛(𝑦). (47)

Ряд (40) при (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄 на основании лемм 1 и 2 мажорируется рядом

𝑀7

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

(︀
|𝜙𝑚𝑛|+ 𝜆−1

𝑚𝑛|𝜓𝑚𝑛|+ 𝜆−1
𝑚𝑛‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀
. (48)

А ряды (44)–(47) аналогично при (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄 на основании лемм 1 и 2 мажо-
рируются рядом

𝑀8

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝛼4
𝑚𝑛

(︀
|𝜙𝑚𝑛|+ 𝜆−1

𝑚𝑛|𝜓𝑚𝑛|+ 𝜆−1
𝑚𝑛‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀
. (49)

Прежде обоснуем сходимость числового ряда (48).
Лемма 3. Пусть

𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2,2
𝑥,𝑦(𝐷), 𝜙(0, 𝑦) = 𝜙(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜙(2,0)(𝑥, 0) = 𝜙(2,0)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,1)(𝑥, 0) = 𝜙(2,1)(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝;

𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,1
𝑥,𝑦(𝐷), 𝜓(0, 𝑦) = 𝜓(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜓(1,0)(𝑥, 0) = 𝜓(1,0)(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝;

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄)∩𝐶1,1
𝑥,𝑦(𝐷), 𝐹 (0, 𝑦, 𝑡) = 𝐹 (𝑝, 𝑦, 𝑡) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 0 6 𝑡 6 𝑇 ;

𝐹𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝐹𝑥(𝑥, 𝑞, 𝑡) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑇.

Тогда имеют место оценки

|𝜙𝑚𝑛| 6
𝑀9

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

, |𝜓𝑚𝑛| 6
𝑀10

𝑑𝑚𝛽𝑛
, ‖𝐹𝑚𝑛‖ 6

𝑀11

𝑑𝑚𝛽𝑛
. (50)
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До к а з ат е л ь ств о. Проинтегрируем интеграл в (37) по частям два ра-
за по переменной 𝑥. Тогда имеем

𝜙𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝜙
(2,0)
(𝑥,𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= − 1

𝑑2𝑚

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦. (51)

Внутренний интеграл снова два раза проинтегрируем по частям:∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 = 𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌 (1)

𝑛𝑚(𝑦)

⃒⃒⃒⃒𝑞
0

−
∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,1)(𝑥, 𝑦)𝑌 (1)

𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦, (52)

где

𝑌 (1)
𝑛𝑚(𝑦) =

1

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖

∫︁ ̃︀𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖
1

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞

[︁
sh𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑦 −

𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

ch𝛼𝑛𝑚𝑦 cos𝛽𝑛𝑞 +

+
𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

ch𝛼𝑛𝑚(𝑞 − 𝑦)− 𝛼𝑛𝑚

𝛽𝑛
cos𝛽𝑛(𝑞 − 𝑦) + sh𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑞 −

− 𝛼𝑛𝑚

𝛽𝑛
ch𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑦

]︁
=

1

𝛽𝑛
𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦);

функция 𝑌 (1)
𝑛𝑚(𝑦) ограничена при больших 𝑛 и 𝑚.

Тогда равенство (52) примет вид∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 = − 1

𝛽𝑛

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,1)(𝑥, 𝑦)𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

= − 1

𝛽𝑛

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)𝑌 (2)

𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦. (53)

Здесь

𝑌 (2)
𝑛𝑚(𝑦) =

∫︁
𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝛽𝑛

𝛼𝑛𝑚

‖̃︀𝑌𝑛𝑚‖
1

ch𝛼𝑛𝑚𝑞 − cos𝛽𝑛𝑞

[︁
− 𝛽𝑛
𝛼𝑛𝑚

sh𝛼𝑛𝑚𝑞 cos𝛽𝑛𝑦 −

− 𝛽3𝑛
𝛼3
𝑛𝑚

sh𝛼𝑛𝑚𝑦 cos𝛽𝑛𝑞 −
𝛽3𝑛
𝛼3
𝑛𝑚

sh𝛼𝑛𝑚(𝑞 − 𝑦) + sin𝛽𝑛(𝑞 − 𝑦) +

+
𝛽2𝑛
𝛼2
𝑛𝑚

ch𝛼𝑛𝑚𝑦 sin𝛽𝑛𝑞 − ch𝛼𝑛𝑚𝑞 sin𝛽𝑛𝑞
]︁
=

1

𝛽𝑛
𝑌

(2)
𝑛𝑚(𝑦); (54)

функция 𝑌 (2)
𝑛𝑚(𝑦) также ограничена при больших 𝑛 и 𝑚. С учетом представ-

ления (54) равенство (53) примет вид∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

1

𝛽2𝑛

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)𝑌

(2)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦. (55)
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Тогда из равенств (51) и (55) вытекает справедливость первой оценки
из (50). Аналогично получим представления

𝜓𝑚𝑛 =
1

𝑑𝑚

√︂
2

𝑝

∫︁ 𝑝

0
cos 𝑑𝑚𝑥𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜓(1,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝑑𝑚𝛽𝑛

√︂
2

𝑝

∫︁∫︁
𝐷
𝜓(1,1)(𝑥, 𝑦) cos 𝑑𝑚(𝑥)𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝐹𝑚𝑛(𝑡) =
1

𝑑𝑚𝛽𝑛

√︂
2

𝑝

∫︁∫︁
𝐷
𝐹 (1,1)(𝑥, 𝑦, 𝑡) cos 𝑑𝑚(𝑥)𝑌

(1)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

на основании которых убеждаемся в справедливости остальных оценок из (50).
�

В силу оценок (50) ряд (48) при 𝑚, 𝑛 > 𝑁0, 𝑁0 — достаточно большое
натуральное число, мажорируется сходящимся рядом

𝑀12

∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

+
1

(𝑑2𝑚 + 𝛽2𝑛)𝑑𝑚𝛽𝑛
6𝑀13

∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

1

𝑚2𝑛2
. (56)

Для обоснования сходимости ряда (49) нужны дополнительные условия
для заданных функций 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡).

Лемма 4. Пусть

𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶10(𝐷), 𝜙(0, 𝑦) = 𝜙(𝑝, 𝑦) = 𝜙(2,2)(0, 𝑦) = 𝜙(2,2)(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜙(2,0)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,0)(𝑥, 0) = 𝜙(2,1)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,1)(𝑥, 0) = 0,

𝜙(2,4)(𝑥, 0) = 𝜙(2,4)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(2,5)(𝑥, 0) = 𝜙(2,5)(𝑥, 𝑞) = 0,

𝜙(4,2)(𝑥, 0) = 𝜙(4,2)(𝑥, 𝑞) = 𝜙(4,3)(𝑥, 0) = 𝜙(4,3)(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝;

𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶6(𝐷), 𝜓(0, 𝑦) = 𝜓(𝑝, 𝑦) = 𝜓(2,2)(0, 𝑦) = 𝜓(2,2)(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞;

𝜓(2,0)(𝑥, 𝑞) = 𝜓(2,0)(𝑥, 0) = 𝜓(2,1)(𝑥, 𝑞) = 𝜓(2,1)(𝑥, 0) = 0,

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄) ∩ 𝐶6
𝑥,𝑦(𝐷), 𝐹 (0, 𝑦, 𝑡) = 𝐹 (𝑝, 𝑦, 𝑡) = 𝐹 (2,2)

𝑥,𝑦 (0, 𝑦, 𝑡) =

= 𝐹 (2,2)
𝑥,𝑦 (𝑝, 𝑦, 𝑡) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 0 6 𝑡 6 𝑇 ;

𝐹 (2,0)
𝑥,𝑦 (𝑥, 0, 𝑡) = 𝐹 (2,0)

𝑥,𝑦 (𝑥, 𝑞, 𝑡) = 𝐹 (2,1)
𝑥,𝑦 (𝑥, 0, 𝑡) =

= 𝐹 (2,1)
𝑥,𝑦 (𝑥, 𝑞, 𝑡) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, 0 6 𝑡 6 𝑇.

Тогда имеют место оценки

|𝜙𝑚𝑛| 6
𝑀14

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛𝛼

4
𝑚𝑛

, |𝜓𝑚𝑛| 6
𝑀15

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝛼

2
𝑛𝑚

, ‖𝐹𝑚𝑛‖ 6
𝑀16

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝛼

2
𝑛𝑚

.
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До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим равенство (37). Интегрируя в нем по
частям два раза по переменной 𝑥, получим

𝜙𝑚𝑛 =

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = − 1

𝑑2𝑚

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (57)

Затем интеграл в правой части равенства (57) представим в виде∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝜆2𝑛𝑚 − 𝑑4𝑚

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0
𝜙(2,0)

[︀
𝑌 𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦)− 2𝑑2𝑚𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)

]︀
𝑑𝑦.

Снова интегрируя по частям, будем иметь∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,0)(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑛𝑚

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (58)

Рассмотрим интеграл в правой части равенства (58) и представим его в
виде∫︁∫︁

𝐷

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑌𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑚𝑛

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝜙(2,4)(𝑥, 𝑦)+2𝜙(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀[︀
𝑌 𝐼𝑉
𝑛𝑚 (𝑦)−2𝑑2𝑚𝑌

′′
𝑛𝑚(𝑦)

]︀
𝑑𝑦 =

=
1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑚𝑛

∫︁ 𝑝

0
𝑋𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 𝑞

0

[︀
𝜙(2,8)(𝑥, 𝑦)− 2𝑑2𝑚𝜙

(2,6)(𝑥, 𝑦) +

+ 2𝜙(4,6)(𝑥, 𝑦)− 4𝑑2𝑚𝜙
(4,4)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑌𝑛(𝑦)𝑑𝑦 =

=
1

𝛽2𝑛𝛼
2
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜙(2,8)(𝑥, 𝑦) + 4𝜙(4,6)(𝑥, 𝑦) + 4𝜙(6,4)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (59)

Тогда равенство (57) с учетом (58) и (59) примет вид

𝜙𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛𝛼

4
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜙(2,8)(𝑥, 𝑦) + 4𝜙(4,6)(𝑥, 𝑦) +

+ 4𝜙(6,4)(𝑥, 𝑦)
]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (60)

Аналогично (57) и (58) имеем

𝜓𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛𝛼

4
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝜓(2,4)(𝑥, 𝑦) + 2𝜓(4,2)(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (61)
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𝐹𝑚𝑛(𝑡) = − 1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝛼

2
𝑚𝑛

∫︁∫︁
𝐷

[︀
𝐹 (2,4)(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 2𝐹 (4,2)(𝑥, 𝑦, 𝑡)

]︀
𝑣𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (62)

Из представлений (60)–(62) следует справедливость оценок (56). �

В силу леммы 4, т.е. на основании оценок (56), ряд (49) при 𝑚, 𝑛 > 𝑁0

оценивается сходящимся рядом

𝑀17

+∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

(︁ 1

𝑑2𝑚𝛽
4
𝑛

+
𝛼2
𝑚𝑛

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛𝜆𝑚𝑛

)︁
6𝑀18

+∞∑︁
𝑚,𝑛>𝑁0

1

(𝑚𝑛)2
.

Следовательно, доказана следующая
Теорема 2. Если функции 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) удовлетворяют усло-

виям лемм 3 и 4, то существует единственное решение задачи (2)–(5) в клас-
се 𝐶4,2

𝑥𝑦,𝑡(𝑄), которое определяется суммой ряда (40).
Теперь установим устойчивость решения поставленной задачи от началь-

ных функций 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и правой части 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡).
Теорема 3. Для решения (40) задачи (2)–(5) имеют место следующие

оценки:

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷) 6𝑀19

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷) +

+ ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷) +max
𝑡

‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷)

)︀
, (63)

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝑄) 6𝑀20

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖𝐶4(𝐷) + ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) + ‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝐷)

)︀
. (64)

До к а з ат е л ь ств о. Поскольку система (30) ортонормирована в 𝐿2(𝐷),
из формулы (40) на основании оценки (42) получим

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑢2𝑚𝑛(𝑡) 6 3𝑀2
5

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

(︀
|𝜙𝑚𝑛|2 + |𝜓𝑚𝑛|2 + ‖𝐹𝑚𝑛‖2

)︀
=

= 3𝑀2
5

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2(𝐷) + ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖2𝐿2(𝐷) + max

06𝑡6𝑇
‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷)

)︀
,

так как в силу неравенства Бесселя

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝐹 2
𝑚𝑛(𝑡) 6 ||𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)||2𝐿2(𝐷) 6 max

06𝑡6𝑇
‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷)

следует справедливость оценки

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

‖𝐹𝑚𝑛‖2 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

(︀
max
06𝑡6𝑇

|𝐹𝑚𝑛(𝑡)|
)︀2

=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

max
06𝑡6𝑇

𝐹 2
𝑚𝑛(𝑡) 6 max

06𝑡6𝑇
‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖2𝐿2(𝐷) 6 𝑝𝑞‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖

2
𝐶(𝑄)

.
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Отсюда и получим оценку (63).
Пусть (𝑥, 𝑦, 𝑡)— произвольная точка из 𝑄. Тогда из (40) с учетом оценки

(42) имеем

|𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)| 6 2𝑀0√
𝑝𝑞

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

(︁
|𝜙𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
|𝜓𝑚𝑛|+

1

𝜆𝑚𝑛
‖𝐹𝑚𝑛‖

)︁
. (65)

По условиям леммы 3 коэффициент 𝜙𝑚𝑛 можно представить в виде

𝜙𝑚𝑛 = − 1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

∫︁∫︁
𝐷
𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)𝑋𝑚(𝑥)𝑌

(2)
𝑛𝑚(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (66)

Из равенства (31) при больших 𝑚, 𝑛 следует, что(︁𝜋
𝑑

)︁2
(𝑚2 + 𝑛2) 6 𝜆𝑚𝑛 6

(︁𝜋
𝑙

)︁2
(𝑚2 + 𝑛2), 𝑑 = max{𝑝, 𝑞}, 𝑙 = min{𝑝, 𝑞}. (67)

Тогда из неравенства (65) с учетом (66) и (67), используя неравенство Коши—
Буняковского, получим

|𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)| 6

6 ̃︁𝑀5

[︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

𝑑2𝑚𝛽
2
𝑛

max
𝐷

|𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)|+
∞∑︁

𝑚,𝑛=1

1

𝑚2 + 𝑛2
(︀
|𝜓𝑚𝑛|+ ‖𝐹𝑚𝑛‖

)︀]︂
6

6 ̃︁𝑀6

[︂
max
𝐷

|𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)|+
(︂ ∞∑︁

𝑚,𝑛=1

1

(𝑚2 + 𝑛2)2

)︂1/2(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝜓𝑚𝑛|2
)︂1/2

+

+

(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

(𝑚2 + 𝑛2)2

)︂1/2(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

‖𝐹𝑚𝑛‖2
)︂1/2]︂

6

6 ̃︁𝑀7

(︀
max
𝐷

|𝜙(2,2)(𝑥, 𝑦)|+ ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(𝐷) + max
06𝑡6𝑇

‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷)

)︀
6

6𝑀20

(︀
‖𝜙(𝑥, 𝑦)‖𝐶4(𝐷) + ‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐷) + ‖𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝑄)

)︀
,

что и доказывает справедливость оценки (64). �

Таким образом, нами полностью доказана корректность постановки зада-
чи (2)–(5) (задачи 1). При этом отметим, что при доказательстве теоремы 2
существования решения задачи на начальные условия (3) наложены доста-
точно сильные условия гладкости. Если ввести понятие обобщенного решения
этой задачи, то эти условия можно значительно ослабить.

Определение 1. Решение задачи (2)–(5) (задачи 1) из класса 𝐶4,2
𝑥𝑦,𝑡(𝑄) на-

зовем классическим или регулярным решением этой задачи.
Определение 2. Функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) будем называть обобщенным решени-

ем задачи (2)–(5) (задачи 1), если существует последовательность 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)
регулярных решений задачи (2)–(5) с начальными данными

𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑛 𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,
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и правыми частями 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄, равномерно сходящаяся к функ-
ции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) на 𝑄; при этом функции 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) удовле-

творяют условиям теоремы 2, они и производные
𝜕4𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
, 0 6 𝑖, 𝑗 6 4,

сходятся равномерно на 𝐷 и 𝑄 соответственно к функциям 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦),
𝜕4𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡).

Теорема 4. Если функции 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) удовлетворяют усло-
виям леммы 3, то существует единственное и устойчивое обобщенное ре-
шение задачи (2)–(5), которое определяется суммой ряда (40) и является
непрерывной на 𝑄 функцией.

Д о к а з ат е л ь ств о. Пусть функции 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) удовле-
творяют условиям леммы 3. Тогда существуют последовательности функций
𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетворяющие условиям определения 2. По
функциям 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) на основании теоремы 2 построим по-
следовательность 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) регулярных решений задачи (2)–(5). В силу ли-
нейности изучаемой задачи разность 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)−𝑢𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) является решением
задачи (2)–(5) с начальными функциями 𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)−𝜙𝑚(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦)−𝜓𝑚(𝑥, 𝑦)
и правой частью 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)−𝐹𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡). Тогда в силу оценки (64) при любых
𝑛, 𝑚 ∈ N имеем

‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖𝐶(𝐷) 6𝑀20

(︀
‖𝜙𝑛 − 𝜙𝑚‖𝐶4(𝐷) +

+ ‖𝜓𝑛 − 𝜓𝑚‖𝐶(𝐷) + ‖𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)− 𝐹𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝐷)

)︀
. (68)

По условию последовательности
𝜕4𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
, 0 6 𝑖, 𝑗 6 4, 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦) и 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)

сходятся равномерно на 𝐷 и 𝑄 соответственно к функциям
𝜕4𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
, 𝜓(𝑥, 𝑦)

и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡). Следовательно, для них справедлив критерий Коши о равномер-
ной сходимости. Поэтому из оценки (68) следует справедливость критерия
Коши и для последовательности 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡). Тогда она сходится равномерно
на 𝑄 к единственной непрерывной функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), определенной рядом
(40). Из доказательства теоремы 3 следует, что для обобщенного решения
задачи (2)–(5) справедлива оценка (64), что и означает устойчивость такого
решения. �
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Abstract

In the paper, the initial problem for the equation of vibrations of a rect-
angular plate with boundary conditions of the “hinged attachment” type is
studied. An energy inequality is established, from which the uniqueness of
the solution of the stated initial-boundary problem follows. The correspond-
ing existence and stability theorems for the solution of the problem in the
classes of regular and generalized solutions are proved. The existence of a
solution to the problem posed is carried out by the method of spectral anal-
ysis and it is constructed as the sum of an orthogonal series over a system of
eigenfunctions corresponding to a two-dimensional spectral problem, which
is constructed by the method of separation of variables. A complete substan-
tiation of the convergence of the constructed three-dimensional series in the
class of regular solutions of the considered equation is given. The generalized
solution is defined as the uniform limit of the sequence of regular solutions
of the initial boundary value problem.
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Начально-граничная задача
для гиперболического уравнения второго рода
с тремя линиями вырождения

А. К. Уринов1,2, Д. А. Усмонов1

1 Ферганский государственный университет,
Узбекистан, 150100, Фергана, ул. Мураббийлар, 19.

2 Институт математики имени В. И. Романовского АН Республики Узбекистан,
Узбекистан, 100174, Ташкент, ул. Университетская, 46.

Аннотация

В прямоугольной области рассмотрено дифференциальное уравне-
ние в частных производных гиперболического типа второго рода, вы-
рождающееся на боковых сторонах и на основании прямоугольника. Для
рассматриваемого уравнения сформулирована начально-граничная за-
дача с нелокальными граничными условиями. Исследованы единствен-
ность, существование и устойчивость решения поставленной задачи.
Единственность решения задачи доказана методом интегралов энергии.
Существование решения задачи исследовано с применением метода Фу-
рье, основанного на разделении переменных. При этом сначала исследо-
вана спектральная задача для обыкновенного дифференциального урав-
нения, возникающая из поставленной задачи при разделении перемен-
ных. Доказано, что спектральная задача может иметь только положи-
тельное собственное значение. Далее построена функция Грина спек-
тральной задачи, с помощью чего она эквивалентно сведена к инте-
гральному уравнению Фредгольма второго рода с симметричным яд-
ром. Отсюда на основании теории интегральных уравнений заключе-
но, что существует счетное число собственных значений и собственных
функций спектральной задачи. Найдены условия, при которых задан-
ная функция разлагается в равномерно сходящийся ряд Фурье по соб-
ственным функциям спектральной задачи. C использованием свойств
функции Грина спектральной задачи доказана лемма о равномерной
сходимости некоторых билинейных рядов, которые используются при
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Начально-граничная задача для гиперболического уравнения второго рода. . .

доказательстве существования решения поставленной задачи. Доказа-
ны также леммы о порядке коэффициентов Фурье заданной функции.
Решение изучаемой задачи выписано в виде суммы ряда Фурье по си-
стеме собственных функций спектральной задачи. Равномерная сходи-
мость этого ряда и рядов, полученных из него почленным дифферен-
цированием, доказана с помощью лемм, перечисленных выше. В конце
статьи получены две оценки для решения поставленной задачи, одна из
которых — в пространстве квадратично суммируемых функций с весом,
а другая — в пространстве непрерывных функций. Из этих неравенств
следует устойчивость решения в соответствующих пространствах.

Ключевые слова: уравнение гиперболического типа, вырождающее-
ся уравнение второго рода, начально-граничная задача, спектральная
задача, функция Грина, интегральное уравнение, ряд Фурье, метод раз-
деления переменных, метод интегралов энергии, единственность, суще-
ствование и устойчивость решения.

Получение: 12 октября 2022 г. / Исправление: 8 ноября 2022 г. /
Принятие: 29 ноября 2022 г. / Публикация онлайн: 15 декабря 2022 г.

1. Постановка задачи. В области Ω = {(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1; 0 < 𝑡 < 𝑇}
рассмотрим следующее вырождающееся гиперболическое уравнение второго
рода:

𝑡𝑚−𝑎(𝑡𝑎𝑢𝑡)𝑡 + 𝑏𝑢 = 𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥]𝑥 (1)

с тремя линиями вырождения, где 𝑎, 𝑏, 𝑚, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿— заданные действитель-
ные числа, причем 0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝛽 < 1, 0 < 𝑎 < 1.

Уравнение (1) с 𝛼 = 1, 𝑚 = 𝑎 = 𝑏 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 0 возникает, например,
при изучении свободных колебаний под действием силы тяжести однородной
подвешенной тяжелой нити, а также при изучении радиальных колебаний
газа в неподвижной неограниченной цилиндрической трубке с 𝛼 = 2, 𝑚 =
= 𝑎 = 𝑏 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 0— при исследовании малых колебаний газа около его
положения равновесия внутри непроницаемой оболочки сферической формы,
а с 𝑚 = 𝑎 = 𝑏 = 0, 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 1— при изучении свободных колебаний
вращающейся струны [1].

Известно, что начальные задачи для вырождающихся гиперболических
уравнений второго рода, в том числе для уравнения (1) при 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 =
= 𝛿 = 0, изучены в работах [2–12]. Изучению начально-граничных задач
для уравнений второго порядка, вырождающихся на одной боковой стороне
прямоугольника, посвящены, например, работы [13–16], а для уравнений, вы-
рождающихся на обеих боковых сторонах прямоугольника — работы [17, 18].
В этих работах в зависимости от порядка вырождения уравнения на боковых
сторонах прямоугольника заданы различные локальные краевые условия от-
носительно искомой функции. Начально-граничные задачи для вырождаю-
щихся гиперболических уравнений второго порядка второго рода в много-
мерных цилиндрических областях рассмотрены в работах [19–25]. В задачах,
изученных в этих работах, на боковой поверхности цилиндра заданы обыч-
ные локальные условия, т.е. значения искомой функции. В настоящей работе
исследуем следующую начально-граничную задачу для уравнения (1) в об-
ласти Ω с нелокальными граничными условиями.
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Задача 𝐴𝑝𝑞. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), обладающую следующими свойства-
ми:

1) 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥, 𝑡𝑎𝑢𝑡 ∈ 𝐶(Ω); 𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥]𝑥,
𝑡𝑚−𝑎(𝑡𝑎𝑢𝑡)𝑡 ∈ 𝐶(Ω);

2) в области Ω удовлетворяет уравнению (1);
3) на границе области Ω выполняются следующие начальные и гранич-

ные условия:

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙1(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]; lim
𝑡→+0

𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝜙2(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), (2)

𝑝𝑢(0, 𝑡) = 𝑞𝑢(1, 𝑡), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1−𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)

где 𝜙1(𝑥) и 𝜙2(𝑥)— заданные непрерывные функции, а 𝑝 и 𝑞— заданные
действительные числа, причем 𝑝 ̸= 𝑞.

Отметим, что из задачи 𝐴𝑝𝑞 в частном случае при 𝑝 = 0 и 𝑞 = 0 следуют
локальные задачи, которые представляют самостоятельный интерес.

Исследуем единственность, существование и устойчивость решения зада-
чи 𝐴𝑝𝑞. При этом воспользуемся методом интегралов энергии и методом Фу-
рье, основанным на разделении переменных. Отметим, что в работах [26–30]
метод Фурье успешно применен к исследованию краевых задач для вырож-
дающихся уравнений второго порядка смешанного типа второго рода в пря-
моугольной области.

2. Единственность решения задачи 𝐴𝑝𝑞.
Теорема 1.Если 𝑎 > 𝑚/2, 𝑏 > 0, 𝛾 < 𝛼 + 1, 𝛿 < 𝛽 + 1, то задача 𝐴𝑝𝑞 не

может иметь более одного решения.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что существуют два решения 𝑢1(𝑥, 𝑡)
и 𝑢2(𝑥, 𝑡) задачи 𝐴𝑝𝑞. Введем обозначение 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡). Тогда
функция 𝑢(𝑥, 𝑡) является решением уравнения (1), удовлетворяющего одно-
родным условиям (3) и 𝑢(𝑥, 0) = 0, lim𝑡→+0 𝑡

𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 0. Возьмем произволь-
ное число 𝜂 из (0, 𝑇 ] и введем функцию

𝑉 (𝑥, 𝑡) =

⎧⎨⎩
0, 𝜂 6 𝑡 6 𝑇,∫︁ 𝑡

𝜂
𝜉−𝑎𝑢(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉, 0 6 𝑡 6 𝜂. (4)

В силу 𝑎 ∈ (0, 1) и свойств функции 𝑢(𝑥, 𝑡) функция 𝑉 (𝑥, 𝑡) обладает следу-
ющими свойствами:

1) 𝑉 (𝑥, 𝑡), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑉𝑥(𝑥, 𝑡) непрерывны в Ω и 𝑝𝑉 (0, 𝑡) = 𝑞𝑉 (1, 𝑡),
𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑉𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑉𝑥(𝑥, 𝑡);

2) 𝑡𝑎𝑉𝑡, 𝑡𝑎(𝑡𝑎𝑉𝑡)𝑡 непрерывны в Ω и 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑡 ∈ [𝜂, 𝑇 ].
Умножим уравнение (1) на функцию 𝑡𝑎−𝑚𝑥𝛼−𝛾(1 − 𝑥)𝛽−𝛿𝑉 (𝑥, 𝑡) и проин-

тегрируем по области Ω:∫︁ 1

0

∫︁ 𝑇

0
𝑡𝑎−𝑚𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿[𝑡𝑚𝑢𝑡𝑡 + 𝑎𝑡𝑚−1𝑢𝑡 + 𝑏𝑢]𝑉 𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0

∫︁ 𝑇

0
𝑡𝑎−𝑚𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿[𝑥𝛾(1− 𝑥)𝛿𝑢𝑥𝑥 +
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+ 𝛼𝑥𝛾−1(1− 𝑥)𝛿𝑢𝑥 − 𝛽𝑥𝛾(1− 𝑥)𝛿−1𝑢𝑥]𝑉 𝑑𝑡𝑑𝑥.

Это равенство можно переписать в виде∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
[(𝑡𝑎𝑢𝑡)𝑡 + 𝑏𝑡𝑎−𝑚𝑢]𝑉 𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝜂

0
𝑡𝑎−𝑚𝑑𝑡

∫︁ 1

0
[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥]𝑥𝑉 𝑑𝑥.

Применяя правило интегрирования по частям к внутренним интегралам
и учитывая равенства 𝑉 (𝑥, 𝜂) = 0, lim

𝑡→0
𝑡𝑎𝑢𝑡 = 0, 𝑝𝑉 (0, 𝑡) = 𝑞𝑉 (1, 𝑡),

𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), имеем

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
[𝑡𝑎𝑢𝑡𝑉𝑡 − 𝑏𝑡𝑎−𝑚𝑢𝑉 ]𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝜂

0
𝑡𝑎−𝑚𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥𝑉𝑥𝑑𝑥. (5)

Из (4) следует, что 𝑉𝑡 = 𝑡−𝑎𝑢, 𝑢𝑥 = 𝑡𝑎𝑉𝑥𝑡, 0 < 𝑡 < 𝜂. Учитывая это, из (5)
получим равенство∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
[𝑢𝑢𝑡 − 𝑏𝑡2𝑎−𝑚𝑉 𝑉𝑡]𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑉𝑥𝑡𝑉𝑥𝑑𝑥,

которое можно записать в виде∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0

[︁ 𝜕
𝜕𝑡
𝑢2 − 𝑏𝑡2𝑎−𝑚 𝜕

𝜕𝑡
𝑉 2

]︁
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑑𝑥

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚 𝜕

𝜕𝑡
𝑉 2
𝑥 𝑑𝑡.

Применяя правило интегрирования по частям, имеем∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿

{︂[︀
𝑢2 − 𝑏𝑡2𝑎−𝑚𝑉 2

]︀⃒⃒𝑡=𝜂

𝑡=0
+ 𝑏(2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑉 2𝑑𝑡

}︂
𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽

[︂
𝑡2𝑎−𝑚𝑉 2

𝑥

⃒⃒𝑡=𝜂

𝑡=0
− (2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑉 2

𝑥 𝑑𝑡

]︂
𝑑𝑥.

Отсюда, учитывая 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑉 (𝑥, 𝜂) = 0, 𝑉𝑥(𝑥, 𝜂) = 0 и 2𝑎−𝑚 > 0, имеем∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑢2(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥 =
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= −𝑏(2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑉 2𝑑𝑥−

− (2𝑎−𝑚)

∫︁ 𝜂

0
𝑡2𝑎−𝑚−1𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑉 2

𝑥 𝑑𝑥,

откуда в силу 2𝑎−𝑚 > 0, 𝑏 > 0 и 𝛼− 𝛾 > −1, 𝛽 − 𝛿 > −1 следует равенство∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑢2(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥 = 0.

Следовательно, 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑢(𝑥, 𝜂) ≡ 0 при 0 < 𝑥 < 1, т.е. 𝑢(𝑥, 𝜂) ≡ 0
при 0 6 𝑥 6 1 для каждого 𝜂. Так как 𝜂 ∈ (0, 𝑇 ]— произвольное число,
𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0 в области Ω. Тогда 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω̄. Теорема 1 доказана.

�

3. Исследование спектральной задачи. Формальное применение ме-
тода Фурье к поставленной задаче 𝐴𝑝𝑞 приводит к следующей спектральной
задаче: найти значения параметра 𝜆, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения

𝑀𝑣 ≡ −
[︀
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥)

]︀′
= 𝜆𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (6)

удовлетворяющие следующим условиям:

𝑣(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1]; [𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥)]′ ∈ 𝐿2(0, 1);
𝑝𝑣(0) = 𝑞𝑣(1), 𝑞 lim

𝑥→0
𝑥𝛼𝑣′(𝑥) = 𝑝 lim

𝑥→1
(1− 𝑥)𝛽𝑣′(𝑥).

}︃
(7)

Определим знак параметра 𝜆, при котором существуют нетривиальные
решения задачи (6), (7). Умножим обе части уравнения (6) на функцию 𝑣(𝑥)
и проинтегрируем по 𝑥 на сегменте [0, 1]. Затем, применяя правило интегри-
рования по частям к интегралу, стоящему в левой части, и учитывая усло-
вия (7), получим∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝑣′(𝑥)]2𝑑𝑥 = 𝜆

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣2(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда при 𝑣(𝑥) ̸≡ 0 следует 𝜆 > 0. Если 𝜆 = 0, то из последнего равенства
следует 𝑣′(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 1. Тогда 𝑣(𝑥) = const, 𝑥 ∈ (0, 1), откуда в силу
условия 𝑝𝑣(0) = 𝑞𝑣(1) при 𝑝 ̸= 𝑞 получим 𝑣(𝑥) ≡ 0, 0 6 𝑥 6 1. Следовательно,
если 𝑝 ̸= 𝑞, то задача (6), (7) может иметь нетривиальные решения только
при 𝜆 > 0.

Предполагая 𝑝 ̸= 𝑞, спектральную задачу (6), (7) исследуем методом
функций Грина. Функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑠) задачи должна обладать следую-
щими свойствами:
1∘) функция 𝐺(𝑥, 𝑠) непрерывна для всех 𝑥, 𝑠 ∈ [0, 1];
2∘) в каждом из интервалов (0, 𝑠) и (𝑠, 1) существует непрерывная произ-

водная (𝜕/𝜕𝑥)𝐺(𝑥, 𝑠), а при 𝑥 = 𝑠 имеет скачок [−𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽], т.е.

𝜕𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑠+0

− 𝜕𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑠−0

= −𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽; (8)
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3∘) в интервалах (0, 𝑠) и (𝑠, 1) функция 𝐺(𝑥, 𝑠), рассматриваемая как функ-
ция от 𝑥, удовлетворяет однородному уравнению 𝑀𝐺(𝑥, 𝑠) = 0;

4∘) при ∀𝑠 ∈ (0, 1) выполняются граничные условия

𝑝𝐺(0, 𝑠) = 𝑞𝐺(1, 𝑠), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝐺𝑥(𝑥, 𝑠) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝐺𝑥(𝑥, 𝑠). (9)

Функция 𝐺(𝑥, 𝑠), обладающая перечисленными выше свойствами, суще-
ствует, единственна и имеет вид

𝐺(𝑥, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
, 𝑥 < 𝑠;

𝑝

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
, 𝑠 < 𝑥,

(10)

где 𝜎 = Γ(2− 𝛼− 𝛽)/[Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)], Γ(𝑧)— гамма-функция Эйлера [31].
Докажем, что функция (10) действительно удовлетворяет условиям 1∘–4∘.
В силу условия 𝛼, 𝛽 ∈ [0, 1) каждый из интегралов в (10) является непре-

рывной функцией своего верхнего предела. Поэтому функция 𝐺(𝑥, 𝑠) непре-
рывна в Ω1 = {(𝑥, 𝑠) : 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑠 6 1} при 𝑥 ̸= 𝑠. Кроме этого, для
каждого фиксированного 𝑠 ∈ (0, 1) lim

𝑥→𝑠+0
𝐺(𝑥, 𝑠) = lim

𝑥→𝑠−0
𝐺(𝑥, 𝑠) = 𝐺(𝑠, 𝑠),

а функция

𝐺(𝑠, 𝑠) =
𝑝+ 𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2

непрерывна при 𝑠 ∈ [0, 1]. Следовательно, 𝐺(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐶(Ω1).
Далее из (10) непосредственным дифференцированием находим

𝜕

𝜕𝑥
𝐺(𝑥, 𝑠) =

{︃
𝑝(𝑝− 𝑞)−1𝑥−𝛼(1− 𝑥)−𝛽, 𝑥 < 𝑠;

𝑞(𝑝− 𝑞)−1𝑥−𝛼(1− 𝑥)−𝛽, 𝑠 < 𝑥.
(11)

Отсюда легко следует справедливость равенства (8).
В силу равенства (11)

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽

𝜕

𝜕𝑥
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︁
= 0

при 𝑥 ∈ (0, 𝑠) ∪ (𝑠, 1), т.е. функция 𝐺(𝑥, 𝑠) по 𝑥 удовлетворяет однородному
уравнению 𝑀𝐺 ≡ 0.

Из формул (10) и (11) с учетом∫︁ 1

0
𝑧−𝛼(1− 𝑧)−𝛽𝑑𝑧 = 𝜎

находим

𝐺(0, 𝑠) =
𝑞

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
,

𝐺(1, 𝑠) =
𝑝

𝑝− 𝑞

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑧

𝑧𝛼(1− 𝑧)𝛽
+

𝑞𝜎

𝑝− 𝑞
+

𝑞2𝜎

(𝑝− 𝑞)2
,
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lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝐺𝑥(𝑥, 𝑠) =
𝑝

𝑝− 𝑞
, lim

𝑥→1
(1− 𝑥)𝛽𝐺𝑥(𝑥, 𝑠) =

𝑞

𝑝− 𝑞
.

Из этих равенств легко следует справедливость условий (9).
Теперь, пользуясь свойствами функции 𝐺(𝑥, 𝑠) и методом, примененным

в [32], легко убедиться, что задача (6), (7) эквивалентна следующему инте-
гральному уравнению:

𝑣(𝑥) = 𝜆

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (12)

Умножая уравнение (12) на функцию 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1 − 𝑥)(𝛽−𝛿)/2 и вводя обо-
значение 𝑤(𝑥) = 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣(𝑥), получим интегральное уравнение
с симметричным ядром 𝐾(𝑥, 𝑠) = (𝑥𝑠)(𝛼−𝛾)/2[(1− 𝑥)(1− 𝑠)](𝛽−𝛿)/2𝐺(𝑥, 𝑠):

𝑤(𝑥) = 𝜆

∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠. (13)

Нетрудно убедиться, что при 𝛾 < 1+𝛼, 𝛿 < 𝛽+1, справедливо неравенство∫︁ 1

0
𝐾2(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 = 𝐴(𝑥) 6 𝐶0 = const < +∞. (14)

Тогда согласно теории интегральных уравнений уравнение (13) имеет счет-
ное число собственных значений:

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆3 < · · · < 𝜆𝑘, . . . , (15)

𝜆𝑘 → +∞ при 𝑘 → +∞, а соответствующие им собственные функции

𝑤1(𝑥), 𝑤2(𝑥), 𝑤3(𝑥), . . . , 𝑤𝑘(𝑥), . . . ,

то есть функции

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣1(𝑥), . . . , 𝑥
(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣𝑘(𝑥), . . . (16)

образуют ортонормированную систему в пространстве 𝐿2(0, 1) и любая функ-
ция 𝑔(𝑥), представимая через ядро 𝐾(𝑥, 𝑠), т.е. функция вида

𝑔(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝜉)ℎ(𝜉)𝑑𝜉,

где ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), разлагается в ряд Фурье

𝑔(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑤𝑘(𝑥),

где

𝑐𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥,
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который на интервале [0, 1] сходится в среднем [33].
В силу эквивалентности задачи (6), (7) и интегрального уравнения (12)

из доказанного выше следует, что числа (15) являются собственными значе-
ниями, а функции

𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), . . . , 𝑣𝑘(𝑥), . . .

— собственными функциями задачи (6), (7).
Лемма 1. Пусть 𝛼 6 𝛾 < 1 + 𝛼, 𝛽 6 𝛿 < 1 + 𝛽 и функция 𝑔(𝑥) удов-

летворяет условиям

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑥)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1);

𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑔′(𝑥) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥).

Тогда ее можно разложить на отрезке [0, 1] в абсолютно и равномерно схо-
дящийся ряд по системе собственных функций {𝑣𝑘(𝑥)}∞𝑘=1.

До к а з ат е л ь ств о. Прежде всего отметим, что в силу условий 𝛾 <
< 1+𝛼, 𝛿 < 1+𝛽 справедливо неравенство (14). Далее, учитывая вид функций
𝐾(𝑥, 𝑠), 𝑀𝑔(𝑥) и свойства функций 𝐺(𝑥, 𝑠) и 𝑔(𝑥), имеем∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑠)𝑠(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑠)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑠)𝑑𝑠 =

=

∫︁ 1

0
(𝑥𝑠)(𝛼−𝛾)/2

[︀
(1− 𝑥)(1− 𝑠)

]︀(𝛽−𝛿)/2
𝐺(𝑥, 𝑠)×

×
{︀
𝑠(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑠)(𝛿−𝛽)/2

[︀
−𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔′(𝑠)

]︀′}︀
𝑑𝑠 =

= 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)

[︀
−𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔′(𝑠)

]︀′
𝑑𝑠 =

= 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2
[︁
−𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔′(𝑠)𝐺(𝑥, 𝑠)

⃒⃒⃒𝑠=1

𝑠=0
+

+ 𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔(𝑠)𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)
⃒⃒⃒𝑠=𝑥−0

𝑠=0
+ 𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑔(𝑠)𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)

⃒⃒⃒𝑠=1

𝑠=𝑥+0

]︁
−

−
(︂∫︁ 𝑥

0
+

∫︁ 1

𝑥

)︂
𝑔(𝑠)

[︀
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)

]︀
𝑠
𝑑𝑠 =

= 𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥).

Справедливо равенство

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑠)𝑠(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑠)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑠)𝑑𝑠. (17)

Так как 𝑥(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑥)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), из (17) следует, что

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥)
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— функция, представимая через ядро 𝐾(𝑥, 𝑠). Тогда в силу неравенства (14)
и теоремы Гильберта—Шмидта [33] эта функция на отрезке [0, 1] разлагается
в равномерно сходящийся ряд Фурье по системе функций {𝑤𝑘(𝑥)}∞𝑘=1:

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘𝑤𝑘(𝑥),

т.е

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) =
+∞∑︁
𝑘=1

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔𝑘𝑣𝑘(𝑥).

Учитывая 𝛼− 𝛾 < 0 и 𝛽− 𝛿 < 0 и разделяя это равенство при 𝑥(1−𝑥) > 0 на
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2, имеем нужное разложение. Лемма 1 доказана. �

4. Вспомогательные леммы. В этом пункте предположим, что 𝛼 < 𝛾 <
< 1+𝛼, 𝛽 < 𝛿 < 1+𝛽, 𝑝 ̸= 𝑞, сформулируем и докажем некоторые леммы, ко-
торые используются при доказательстве существования решения задачи 𝐴𝑝𝑞.
Здесь под 𝜆𝑘 и 𝑣(𝑥), 𝑘 ∈ N, понимаются собственные значения и собственные
функции задачи (6), (7), а под 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье заданной функции
𝑔(𝑥) по системе (16):

𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N.

Лемма 2. Следующие ряды сходятся равномерно на сегменте [0, 1]:

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘
,

+∞∑︁
𝑘=1

[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]
2

𝜆2𝑘
. (18)

До к а з ат е л ь ств о. В силу (6) и (12) справедливы равенства

𝑣𝑘(𝑥) = 𝜆𝑘

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑠)𝑑𝑠 =

= −
∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)

[︀
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)

]︀′
𝑑𝑠.

Отсюда, применяя правило интегрирования по частям, а затем принимая во
внимание условия 𝑞 lim

𝑠→0
𝑠𝛼𝑣′𝑘(𝑠) = 𝑝 lim

𝑠→1
(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠), 𝑝𝐺(𝑥, 0) = 𝑞𝐺(𝑥, 1) и (7),

получим

𝑣𝑘(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)𝑣

′
𝑘(𝑠)𝑑𝑠.

Следовательно, справедливо равенство

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

=

∫︁ 1

0

{︀
𝑠𝛼/2(1− 𝑠)𝛽/2𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)

}︀{︁𝑠𝛼/2(1− 𝑠)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑠)√
𝜆𝑘

}︁
𝑑𝑠. (19)

680



Начально-граничная задача для гиперболического уравнения второго рода. . .

Далее с помощью правила интегрирования по частям и равенств (6), (7)
находим∫︁ 1

0

𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)𝑣
′
𝑙(𝑠)√

𝜆𝑘𝜆𝑙
𝑑𝑠 = 𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)𝑣𝑙(𝑠)

⃒⃒⃒𝑠=1

𝑠=0
−

−
∫︁ 1

0

[︀
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽𝑣′𝑘(𝑠)

]︀′
𝑣𝑙(𝑠)√

𝜆𝑘𝜆𝑙
𝑑𝑠 =

√︃
𝜆𝑘
𝜆𝑙

∫︁ 1

0
𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑠)𝑣𝑙(𝑠)𝑑𝑠 =

=

√︃
𝜆𝑘
𝜆𝑙

∫︁ 1

0
𝑤𝑘(𝑠)𝑤𝑙(𝑠)𝑑𝑠 =

{︃
1, 𝑘 = 𝑙,

0, 𝑘 ̸= 𝑙.
(20)

Следовательно,
{︀
𝑠𝛼/2(1− 𝑠)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀+∞
𝑘=1

— ортонормальная система.
Из (19) и (20) следует, что 𝑣𝑘(𝑥)/

√
𝜆𝑘 — коэффициенты Фурье функции

𝑠𝛼/2(1 − 𝑠)𝛽/2𝐺𝑠(𝑥, 𝑠) по системе
{︀
𝑠𝛼/2(1 − 𝑠)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀+∞
𝑘=1

. Поэтому, со-
гласно неравенству Бесселя [33], имеем

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘
6

∫︁ 1

0
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽[𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)]

2𝑑𝑠. (21)

Принимая во внимание равенство (8), имеем∫︁ 1

0
𝑠𝛼(1− 𝑠)𝛽[𝐺𝑠(𝑥, 𝑠)]

2𝑑𝑠 =
𝑝2

(𝑝− 𝑞)2

∫︁ 𝑥

0
𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽𝑑𝑠+

+
𝑞2

(𝑝− 𝑞)2

∫︁ 1

𝑥
𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽𝑑𝑠 6

𝐶1

(𝑝− 𝑞)2

∫︁ 1

0
𝑠−𝛼(1− 𝑠)−𝛽𝑑𝑠 =

=
𝐶1Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

(𝑝− 𝑞)2Γ(2− 𝛼− 𝛽)
, 𝐶1 = max{𝑝2, 𝑞2}. (22)

Отсюда и из (21) следует, что первый ряд в (18) сходится равномерно.
Теперь, согласно уравнению (12), имеет место равенство

𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

𝜆𝑘
=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝐺𝑥(𝑥, 𝑠)𝑠

𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑠)𝑑𝑠.

Так как
{︀
𝑠(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑠)(𝛽−𝛿)/2𝑣𝑘(𝑠)

}︀+∞
𝑘=1

— ортонормальная система, функции
𝑥𝛼(1−𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)/𝜆𝑘 можно считать коэффициентами Фурье по аргументу 𝑠 для
функции 𝑥𝛼(1−𝑥)𝛽𝑠(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑠)(𝛽−𝛿)/2𝐺𝑥(𝑥, 𝑠). Тогда, согласно неравенству
Бесселя, имеем

+∞∑︁
𝑘=1

[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]
2

𝜆2𝑘
6

∫︁ 1

0
𝑥2𝛼(1− 𝑥)2𝛽𝑠𝛼−𝛾(1− 𝑠)𝛽−𝛿[𝐺𝑥(𝑥, 𝑠)]

2𝑑𝑠. (23)

На основании формулы (8), имеем
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0
𝑥2𝛼(1− 𝑥)2𝛽𝑠𝛼−𝛿(1− 𝑠)𝛽−𝛾 [𝐺′

𝑥(𝑥, 𝑠)]
2𝑑𝑠 6

6
𝐶1Γ(𝛼− 𝛿 + 1)Γ(𝛽 − 𝛾 + 1)

(𝑝− 𝑞)2Γ(𝛼+ 𝛽 − 𝛿 − 𝛾 + 2)
. (24)

Если учесть (24), то из (23) следует, что второй ряд в (18) сходится рав-
номерно. Лемма 2 доказана. �

Лемма 3. Если выполнены условия

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑔′(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1); 𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1),

то справедливо неравенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝑔′(𝑥)]2𝑑𝑥, (25)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. В силу уравнения (6) справедливо равенство

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 = 𝜆

1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

= −𝜆−1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)

[︀
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

]︀′
𝑑𝑥.

Из этого равенства, применяя правило интегрирования по частям и учи-
тывая свойства функций 𝑔(𝑥) и 𝑣𝑘(𝑥), получим

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0

{︀
𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑔′(𝑥)

}︀{︀
𝜆
−1/2
𝑘 𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑣′𝑘(𝑥)

}︀
𝑑𝑥.

Отсюда следует, что числа 𝜆1/2𝑘 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции

𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2𝑔′(𝑥)

по ортонормированной системе функций
{︀
𝑥𝛼/2(1 − 𝑥)𝛽/2𝑣′(𝑥)/

√
𝜆𝑘

}︀+∞
𝑘=1

. То-
гда, согласно неравенству Бесселя, справедливо неравенство (25). Лемма 3
доказана. �

Аналогично лемме 3 доказываются следующие леммы.
Лемма 4. Если выполнены условия

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥(𝛾−𝛼)/2(1− 𝑥)(𝛿−𝛽)/2𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1);
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𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑔′(𝑥) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥),

то справедливо неравенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽[𝑀𝑔(𝑥)]2𝑑𝑥,

в частности, ряд в левой части сходится.
Лемма 5. Если выполнены условия

𝑥(𝛼−𝛾)/2(1− 𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑔(𝑥), 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1],

𝑥𝛼/2(1− 𝑥)𝛽/2
{︀
𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥)

}︀′ ∈ 𝐿2(0, 1);

𝑝𝑔(0) = 𝑞𝑔(1), 𝑞 lim
𝑥→0

𝑥𝛼𝑔′(𝑥) = 𝑝 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛽𝑔′(𝑥),

𝑝 lim
𝑥→0

𝑥𝛾−𝛼𝑀𝑔(𝑥) = 𝑞 lim
𝑥→1

(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥),

то справедливо неравенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽

{︀
[𝑥𝛾−𝛼(1− 𝑥)𝛿−𝛽𝑀𝑔(𝑥)]′

}︀2
𝑑𝑥,

в частности, ряд в левой части сходится.

5. Существование и устойчивость решения 𝐴𝑝𝑞. Введем следующие
обозначения:

𝐽𝜔(𝑥) = Γ(𝜔 + 1)(𝑥/2)−𝜔𝐽𝜔(𝑥), 𝑝 =
1− 𝑎

2−𝑚
,

𝑟𝑘(𝑡) =
2

2−𝑚

√︀
𝑏+ 𝜆𝑘𝑡

(2−𝑚)/2,

𝜙𝑗𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝜙𝑗(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑗 = 1, 2,

где 𝐽𝜔(𝑥)— функция Бесселя первого рода [34], а 𝑣𝑘(𝑥), 𝑘 ∈ N— собственные
функции задачи (6), (7).

Теорема 2.Пусть 0 < 𝑚 < 2, 𝑚/2 < 𝑎 < 1, 𝛼 6 𝛾 < 1 + 𝛼, 𝛽 6 𝛿 <
< 1 + 𝛽, 𝑝 ̸= 𝑞 и функции 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥) удовлетворяют условиям леммы 3.
Тогда сумма ряда

𝑢(𝑥, 𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=1

{︀
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

}︀
𝑣𝑘(𝑥) (26)

определяет решение задачи 𝐴𝑝𝑞.
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До к а з ат е л ь ств о. Решение задачи 𝐴𝑝𝑞 формально ищем в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥), (27)

где 𝑢𝑘(𝑡)— неизвестные функции, 𝑘 ∈ N.
Подставив (27) в уравнение (1) и условие (2), после некоторых преобразо-

ваний относительно неизвестных функций 𝑢𝑘(𝑡) получим следующую задачу:

𝑡𝑚𝑢′′𝑘(𝑡) + 𝑎𝑡𝑚−1𝑢′𝑘(𝑡) + (𝑏+ 𝜆𝑘)𝑢𝑘(𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝑇, (28)

𝑢𝑘(0) = 𝜙1𝑘, lim
𝑡→+0

𝑡𝑎𝑢′𝑘(𝑡) = 𝜙2𝑘. (29)

В силу 0 < 𝑚 < 2, 𝑚/2 < 𝑎 < 1 решение задачи (28), (29) существует,
единственно и имеет вид

𝑢𝑘(𝑡) = 𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)], (30)

причем здесь 0 < 𝑝 < 1/2. Подставляя (30) в (27), получим формальное
решение задачи 𝐴𝑝𝑞 в виде (26).

Теперь для доказательства теоремы достаточно доказать, что ряд (26)
и ряды, соответствующие функциям 𝑥𝛼(1 − 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), сходятся
равномерно в Ω, а ряды, соответствующие функциям 𝑡𝑚−𝑎[𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)]𝑡,
𝑥𝛼−𝛿(1− 𝑥)𝛽−𝛾 [𝑥𝛼(1 − 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)]𝑥, сходятся равномерно на любом компак-
те 𝐷 ⊂ Ω.

Сначала рассмотрим ряд (26). Так как |𝐽𝜈(𝑥)| 6 1 при любых 𝜈 > −1/2,
справедливы неравенства

|𝑢(𝑥, 𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒+∞∑︁
𝑘=1

{︀
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

}︀
𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

6
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

⃒⃒⃒
|𝑣𝑘(𝑥)| 6

6
+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶2|𝜙2𝑘|

)︀
|𝑣𝑘(𝑥)|, 𝐶2 =

𝑡1−𝑎

1− 𝑎
. (31)

Отсюда на основании неравенства Коши—Буняковского имеем

+∞∑︁
𝑘=1

|𝜙𝑗𝑘| |𝑣𝑘(𝑥)| =
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒√︀
𝜆𝑘𝜙𝑗𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
𝑗𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
, 𝑗 = 1, 2.

Ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2 и 3 сходятся равномерно
по 𝑥 на [0, 1]. Следовательно, ряд, стоящий в левой части, сходится равно-
мерно по 𝑥 на [0, 1]. Тогда из (31) следует, что ряд (26) сходится абсолютно
и равномерно в Ω.
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Далее,

|𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)| 6

6
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜙1𝑘𝐽−𝑝[𝑟𝑘(𝑡)] + 𝜙2𝑘(1− 𝑎)−1𝑡1−𝑎𝐽𝑝[𝑟𝑘(𝑡)]

⃒⃒ ⃒⃒
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

⃒⃒
6

6
+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶2|𝜙2𝑘|

)︀ ⃒⃒
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

⃒⃒
. (32)

Очевидно, что

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜙𝑗𝑘𝑥

𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)
⃒⃒
=

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜆𝑘𝜙𝑗𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

6

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝜙
2
𝑗𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]
2

𝜆2𝑘

]︂1/2
, 𝑗 = 1, 2.

Здесь ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2 и 4 сходятся равномерно
по 𝑥 на [0, 1]. Тогда и ряд, стоящий в левой части, сходится равномерно по 𝑥
на [0, 1]. Следовательно, ряд (32) сходится абсолютно и равномерно в Ω.

Теперь рассмотрим ряд⃒⃒
𝑥𝛿−𝛼(1− 𝑥)𝛾−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)]𝑥

⃒⃒
6

6
+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶2|𝜙2𝑘|

)︀⃒⃒
𝑥𝛿−𝛼(1− 𝑥)𝛾−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑣′𝑘(𝑥)]

′⃒⃒.
В силу уравнения (6) при 0 < 𝑥 < 1 справедливо неравенство⃒⃒
𝑥𝛿−𝛼(1− 𝑥)𝛾−𝛽[𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)]𝑥

⃒⃒
6

+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ 𝐶1|𝜙2𝑘|

)︀
|𝜆𝑘𝑣𝑘(𝑥)|. (33)

Очевидно, что
+∞∑︁
𝑘=1

|𝜆𝑘𝜙𝑗𝑘𝑣𝑘(𝑥)| =
+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝜆
3/2
𝑘 𝜙𝑗𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝜙
2
𝑗𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
, 𝑗 = 1, 2.

Здесь ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2 и 5 сходятся равномерно
по 𝑥 на [0, 1]. Тогда равномерно по 𝑥 на [0, 1] сходится и ряд, стоящий в левой
части. Следовательно, ряд (33) сходится абсолютно и равномерно на любом
компакте 𝐷 ⊂ Ω.

Аналогично доказывается сходимость рядов 𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑡𝑚−𝑎[𝑡𝑎𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)]𝑡. Тео-
рема 2 доказана. �

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для решения за-
дачи 𝐴𝑝𝑞 справедливы следующие оценки:

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐿2,𝜌(0,1) 6 𝐶3

[︀
‖𝜙1(𝑥)‖𝐿2,𝜌(0,1) + ‖𝜙2(𝑥)‖𝐿2,𝜌(0,1)

]︀
, (34)

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) 6 𝐶4

[︀
‖𝜙′

1(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) + ‖𝜙′
2(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1)

]︀
, (35)
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где

‖𝑓(𝑥)‖𝐿2,𝜌(0,1) =

[︂∫︁ 1

0
𝜌(𝑥)𝑓2(𝑥)𝑑𝑥

]︂1/2
, 𝜌(𝑥) = 𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿,

‖𝑓 ′(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) =

[︂∫︁ 1

0
𝑟(𝑥)[𝑓 ′(𝑥)]2𝑑𝑥

]︂1/2
, 𝑟(𝑥) = 𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽,

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) = sup
Ω

|𝑢(𝑥, 𝑡)|; 𝐶3, 𝐶4 — некоторые положительные числа.

До к а з ат е л ь ств о. Так как
{︀
𝑥(𝛼−𝛾)/2(1−𝑥)(𝛽−𝛿)/2𝑣𝑘(𝑥)

}︀+∞
𝑘=1

— ортонор-
мальная система, из (26), учитывая |𝐽𝜈(𝑥)| 6 1 при любом 𝜈 > −1/2, получим
следующее неравенство:

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2,𝜌(0,1)
=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿

+∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥)
+∞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙(𝑡)𝑣𝑙(𝑥)𝑑𝑥 =

=

+∞∑︁
𝑘,𝑙=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑢𝑙(𝑡)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣𝑘(𝑥)𝑣𝑙(𝑥)𝑑𝑥 =

=
+∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼−𝛾(1− 𝑥)𝛽−𝛿𝑣2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡) 6

6 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|2 + |𝜙2𝑘|2

)︀
6 𝐶3

(︀
‖𝜙1(𝑥)‖2𝐿2,𝜌(0,1)

+ ‖𝜙2(𝑥)‖2𝐿2,𝜌(0,1)

)︀
,

где 𝐶3 = sup{1, 𝑡1−𝑎/(1−𝑎)}. Отсюда, используя неравенство
√
𝑑2 + 𝑙2 6 𝑑+ 𝑙,

которое верно при 𝑑 > 0, 𝑙 > 0, получим неравенство (34).
В силу неравенств (32), (22) и (25) справедливы неравенства

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

(︀
|𝜙1𝑘|+ |𝜙2𝑘|

)︀
|𝑣𝑘(𝑥)| =

= 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒√︀
𝜆𝑘𝜙1𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
+ 𝐶3

+∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒√︀
𝜆𝑘𝜙2𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

6 𝐶3

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
1𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
+ 𝐶3

[︂+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
2𝑘

+∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
6

6 𝐶3

[︂
𝐶1Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

(𝑝− 𝑞)2Γ(2− 𝛼− 𝛽)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝜙′

1(𝑥)]
2𝑑𝑥

]︂1/2
+

+ 𝐶3

[︂
𝐶1Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

(𝑝− 𝑞)2Γ(2− 𝛼− 𝛽)

∫︁ 1

0
𝑥𝛼(1− 𝑥)𝛽[𝜙′

2(𝑥)]
2𝑑𝑥

]︂1/2
=

= 𝐶4‖𝜙′
1(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) + 𝐶4‖𝜙′

2(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1).

Отсюда следует неравенство (35). Теорема 3 доказана. �
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Замечание. Задача 𝐴𝑝𝑞 корректно поставлена и в том случае, когда 𝛼 =
= 𝛽 = 𝑎 = 𝑚 = 0, но при 𝛼, 𝛽 > 1 она некорректна. В последнем случае
для уравнения (1) области Ω можно сформулировать и исследовать задачи с
другими краевыми условиями.

6. Заключение. В прямоугольной области рассмотрена начально-гра-
ничная задача для гиперболического уравнения второго рода с тремя линия-
ми вырождения. Методом разделения переменных найдено решение задачи в
виде ряда, который сходится абсолютно и равномерно в замыкании области
рассмотрения уравнения. Доказаны единственность решения задачи и непре-
рывная зависимость его от заданных функций.
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Abstract

In present paper, a hyperbolic partial differential equation of the second
kind degenerates on the sides and on the base of the rectangle has been
considered. For the considered equation, an initial-boundary problem with
non-local boundary conditions has been formulated. The uniqueness, exis-
tence, and stability of the solution to the stated problem were investigated.
The uniqueness of the solution to the problem was proved by the method
of energy integrals. The existence of obtained solution was investigated by
the Fourier method based on the separation of variables. To do this first,
a spectral problem for an ordinary differential equation was investigated,
which arises from the formulated problem in virtue of the separation of
variables. It was proved that this spectral problem can have only positive
eigenvalues. Then, Green’s function of the spectral problem has been con-
structed, and equivalently reduced to an integral Fredholm equation of the
second kind with a symmetric kernel. Hence, on the basis of the theory of
integral equations, it has been concluded that there is a countable number
of eigenvalues and eigenfunctions of the spectral problem. Using the proper-
ties of constructed Green’s function of the spectral problem, some lemmas,
using to prove the existence of a solution to the problem on the uniform
convergence of some bilinear series, were proved. Lemmas on the order of
the Fourier coefficients of a given function have also been proved. The solu-
tion of the considered problem is derived as the sum of a Fourier series with
respect to the system of eigenfunctions of the spectral problem. The uniform
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convergence of this series and the series obtained from it by term-by-term
differentiation is proved using the lemmas mentioned above. At the end of
the paper, two estimates are obtained for the solution to the problem, one
of which is in the space of square summable functions with weight, and the
other is in the space of continuous functions. These inequalities imply the
stability of the solution in the corresponding spaces.

Keywords: equation of hyperbolic type, degenerate equation of the second
kind, initial-boundary value problem, spectral problem, Green’s function,
integral equation, Fourier series, method of separation of variables, method
of energy integrals, uniqueness, existence and stability of the solution.
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Аннотация
Цель. Исследуются нелинейные колебания упругой шарнирно опер-

той пластины на вязкоупругом основании под действием подвижной ос-
циллирующей нагрузки в случае внутреннего резонанса 1:1, сопровож-
даемого внешним резонансом. Свойства вязкоупругого основания зада-
ются с помощью обобщенной модели Фусса–Винклера, в которой сила
демпфирования описывается моделью стандартного линейного твердо-
го тела с дробной производной Римана–Лиувилля. Внешняя нагрузка
задается при помощи линейного вязкоупругого осциллятора на основе
модели Кельвина–Фойгта с дробной производной в случае, когда вяз-
кость осциллятора считается малой величиной. Динамическое поведе-
ние пластины описывается системой нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка по времени относительно
обобщенных перемещений. Методы. Для решения полученной систе-
мы уравнений используется метод многих временных масштабов в со-
четании с методом разложения дробной производной в ряд Тейлора.
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Численный анализ нелинейных колебаний пластины на вязкоупругом основании . . .

Результаты. Получены разрешающие уравнения для определения нели-
нейных амплитуд и фаз вынужденных колебаний, решение которых по-
лучено численно. Данная система уравнений позволяет управлять не
только демпфирующими свойствами окружающей среды и основания
за счет изменения параметров дробности, но также регулировать пара-
метры демпфирования внешней нагрузки. Выводы. Численный анализ
показал, что в рассматриваемой системе «пластина на вязкоупругом ос-
новании + подвижная осциллирующая нагрузка» происходит перекачка
энергии между взаимодействующими модами колебаний. Представлено
сравнение результатов численных исследований для различных значе-
ний внешней нагрузки, а также показана зависимость амплитуд нели-
нейных колебаний от значений параметров дробности окружающей сре-
ды и основания.

Ключевые слова: пластинка на вязкоупругом основании, подвижная
осциллирующая нагрузка, дробная производная, метод многих времен-
ных масштабов, внутренний и внешний резонанс.

Получение: 21 сентября 2022 г. / Исправление: 18 октября 2022 г. /
Принятие: 21 октября 2022 г. / Публикация онлайн: 7 декабря 2022 г.

1. Введение. В настоящее время возрос интерес к анализу пластинок
и балок, опирающихся на вязкоупругое основание, при воздействии различ-
ных видов динамических нагрузок. Подвижные нагрузки оказывают большое
влияние на напряженно-деформированное состояние различных твердых тел
и конструкций, вызывая их интенсивные колебания даже при небольших ско-
ростях. Особый практический интерес представляют задачи взаимодействия
автомобиля с дорожным полотном или самолета с покрытием взлетно-по-
садочной полосы. Для моделирования такой системы необходимо учитывать
инерционные свойства и жесткостные характеристики движущегося объекта,
т.е. представить транспортное средство в виде движущегося осциллятора.

Обширные исследования в области колебаний балок и пластин при воз-
действии подвижных нагрузок обобщены в обзорных работах [1–3]. Динами-
ческое поведение балок на вязкоупругом основании под действием подвиж-
ной осциллирующей нагрузки исследовано в [4–9], где подвижная нагрузка
представлялась в виде подрессоренной массы на пружинке [4, 5] или в виде
вязкоупругого осциллятора по модели Кельвина—Фойгта [6–9].

Начиная с 1971 года, когда вышла в свет теперь уже классическая ра-
бота [10], в которой впервые демпфирующие свойства одномассовой меха-
нической системы было предложено представить в виде модели линейного
стандартного тела с дробными производными, для описания свойств вязко-
упругих осцилляторов широко используются различные модели с дробными
производными и другими операторами дробного порядка [11–16].

Исследование влияния реакции основания на динамическое поведение кон-
струкций давно привлекает внимание исследователей. Как известно, первой
попыткой описать реакцию основания была модель, согласно которой осно-
вание считается упругим [3, 17]. В литературе встречается несколько назва-
ний данной модели, согласно которой возникающие деформации в грунтовом
основании пропорциональны приложенному напряжению. В работах запад-
ных авторов модель упругого основания называют моделью Винклера, пер-
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вое упоминание о которой относится к 1867 г. [18] и которая впоследствии
была развита H. Zimmermann’ом [19]. Однако ретроспективный анализ по-
казал, что модель Винклера впервые была предложена русским академиком
Н. И. Фуссом в 1801 г. в работе о движении повозок по дороге [20], в которой
было выдвинуто положение о прямой пропорциональности давления местной
осадке грунта [21, 22]. Таким образом, в русскоязычной литературе упругую
модель основания принято называть моделью Фусса—Винклера.

Для описания вязкоупругого поведения материалов оснований к упругой
модели Фусса—Винклера был добавлен вязкий элемент (или элементы), в ре-
зультате чего было предложено несколько вязкоупругих моделей основания,
обзор которых представлен в [3]. В настоящее время все большее распростра-
нение получают модели вязкоупругих оснований с использованием дробных
производных, которые показали преимущества при описании наследственно-
го поведения материалов с длительной памятью [23].

Задачи, посвященные анализу колебаний пластин на вязкоупругом осно-
вании, подверженных воздействию подвижной подрессоренной нагрузки, рас-
смотрены в работах [24–27]. Так, M. Taheri и E. Ting [24] использовали функ-
цию Грина для анализа поведения упругих пластин на линейном вязкоупру-
гом основании по модели Кельвина—Фойгта целого порядка с произвольны-
ми граничными условиями под действием подвижных масс, опирающихся на
пластину через систему пружины и амортизатора, соединенных параллельно.
M. Zaman и др. [25] моделировали бетонные покрытия, которые подвержены
воздействию движущихся авиационных нагрузок, с помощью ряда толстых
пластинчатых элементов, поддерживаемых дискретными пружинами и амор-
тизаторами в узловых точках, представляющих вязкоупругое основание по
модели Кельвина—Фойгта. Динамическое взаимодействие между самолетом
и покрытием учитывалось путем идеализации нагрузки от самолета массами,
поддерживаемыми системой линейной рессорно-поршневой подвески и име-
ющими заданную начальную горизонтальную скорость и ускорение. W. Yang
и др. [26] изучали влияние действия сцепления на взаимодействие автомоби-
ля с дорогой. Автомобиль моделировался как масса, опирающаяся на систе-
му подвески из четырех осцилляторов, соединенных с колесами, а дорожное
покрытие моделировалось как двухслойная прямоугольная тонкая пласти-
на на линейном вязкоупругом основании, описываемом моделью Кельвина—
Фойгта. Этот подход был расширен в [27] для случая нелинейной жесткости
подвески, нелинейного демпфирования подвески и жесткости шин, а также
нелинейной модели основания.

Задача о колебаниях пластин также была обобщена для случая вязко-
упругого материала пластинки. Для описания вязкоупругих свойств мате-
риала пластин часто используют модель Кельвина—Фойгта [28] или модель
стандартного линейного тела [29].

Согласно проведенному обзору литературы, в большинстве работ анализ
колебаний пластин на вязкоупругих основаниях проводился в линейной по-
становке задачи. Тем не менее имеются работы, в которых рассматриваются
нелинейные колебания пластин на основании. Так, динамическое поведение
прямоугольной нелинейной пластины, опирающейся на вязкоупругое основа-
ние, особенности демпфирования которого описываются моделью Кельвина—
Фойгта с дробной производной, впервые исследовалось в работе [30]. Модель
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стандартного линейного твердого тела с дробной производной применялась
для определения вязкоупругих свойств основания для случаев свободных ко-
лебаний пластины [31] и вынужденных колебаний при воздействии подвиж-
ной гармонической нагрузки [32].

В настоящей работе исследуются нелинейные колебания упругой шарнир-
но опертой по контуру пластины под действием подвижной осциллирующей
нагрузки, опирающейся на вязкоупругое основание на основе обобщенной мо-
дели Фусса—Винклера для случая внутреннего резонанса 1:1, сопровождае-
мого внешним резонансом. При этом вязкоупругие свойства основания, по-
движной нагрузки и демпфирующие свойства окружающей среды, в которой
происходят колебания, описываются моделями с дробными производными.

2. Постановка задачи. Рассмотрим нелинейные колебания шарнирно
опертой по контуру упругой пластины в вязкоупругой среде на вязкоупру-
гом основании под действием подвижной подрессоренной нагрузки, которая
моделируется вязкоупругим осциллятором Кельвина—Фойгта с дробной про-
изводной (рис. 1). Уравнения движения системы «пластина + вязкоупругое
основание» можно получить путем обобщения уравнений фон Кармана [33] за
счет включения слагаемых, описывающих реакцию основания и силу сопро-
тивления окружающей среды, а также воздействие внешней осциллирующей
нагрузки:

𝐷∇4𝑤 + 𝜌ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
− 𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

= −𝑚
(︁
𝑔 +

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2

)︁
𝛿(𝑥− 𝑓(𝑡))𝛿(𝑦 − 0.5𝑏)− 𝐹1 − 𝐹2, (1)

∇4𝜙 = 𝐸ℎ
[︁(︁ 𝜕𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︁2
− 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

]︁
, (2)

где 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)— поперечный прогиб пластины; 𝜙— функция напряжений
Эйри; 𝐷 = 𝐸ℎ3/[12(1− 𝜈2)]— цилиндрическая жесткость; 𝐸, 𝜈, 𝜌— модуль
упругости, коэффициент Пуассона и плотность материала пластинки соот-
ветственно; ℎ— толщина; 𝑡— время; 𝛿— дельта-функция Дирака; 𝑚— масса
осциллятора; 𝑞 = 𝑞(𝑡)— перемещение осциллятора; 𝑔— ускорение свободного
падения; 𝑓(𝑡)— функция, определяющая положение подрессоренной нагруз-
ки. Значения функции 𝑓(𝑡) удовлетворяют условию 0 6 𝑓(𝑡) 6 𝑎, и в случае
движения с постоянной скоростью 𝑓(𝑡) = 𝑉 𝑡; 𝑎 и 𝑏— линейные размеры пла-
стинки (см. рис. 1).

Уравнение движения осциллятора получено на основе выражения, пред-
ставленного в [24], при помощи замены производной целого порядка на про-
изводную дробного порядка:

𝑚
𝜕2𝑞

𝜕𝑡2
+ 𝑐

(︁ 𝑑
𝑑𝑡

)︁𝛽
𝑞 + 𝑘𝑞 = 𝑐

(︁ 𝑑
𝑑𝑡

)︁𝛽
𝑤(𝑉 𝑡, 𝑡) + 𝑘𝑤(𝑉 𝑡, 𝑡)−𝑚𝑔, (3)

где 𝑘— жесткость пружины, 𝑐 = 𝑘𝜏𝛽𝜎 — коэффициент демпфирования амор-
тизатора, 𝜏𝜎 — время ретардации, 0 6 𝛽 6 1— порядок дробной производной
осциллятора, 𝑤(𝑉 𝑡, 𝑡)— прогиб пластины в точке приложения осциллирую-
щей нагрузки.
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Рис. 1. Пластинка на вязкоупругом основании под действием подвижной осциллирующей
нагрузки на основе модели с дробной производной

[Figure 1. A plate on a viscoelastic foundation under the action of moving oscillator based on
models with fractional derivatives]

В уравнении движения (1) 𝐹2 = �̃�𝑤— реакция вязкоупругого основания;
𝐹1 = 𝐸0𝜏

𝛾1
1 𝐷𝛾1

0+𝑤— сила сопротивления окружающей среды, которая зависит
от времени ретардации 𝜏1 и релаксированного модуля упругости 𝐸0 и опи-
сывается вязкоупругой моделью Кельвина—Фойгта с дробной производной
Римана—Лиувилля 𝐷𝛾1

0+ порядка 𝛾1 (0 < 𝛾1 6 1) [14, 34]

𝐷𝛾
0+𝑥(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑡− 𝑡′)𝑑𝑡′

Γ(1− 𝛾)𝑡′𝛾
, 0 < 𝛾 = 𝛾1 6 1, (4)

где Γ(1− 𝛾)— гамма-функция.
Предположим, следуя [35], что оператор податливости вязкоупругого ос-

нования описывается моделью стандартного линейного твердого тела с дроб-
ной производной Римана—Лиувилля 𝐷𝛾

0+ (4) для случая, когда 𝛾 = 𝛾2:

�̃� = 𝜆∞

[︁
1− 𝜈𝜀

1

1 + 𝜏𝛾2𝐷
𝛾2
0+

]︁
,

где 𝜆∞ — коэффициент мгновенной податливости основания; 𝜈𝜀 = Δ𝜆𝜆−1
∞ ;

Δ𝜆 = 𝜆∞ − 𝜆0 — величина, характеризующая уменьшение коэффициента по-
датливости от его нерелаксированного значения до релаксированного; 𝜏2 —
время релаксации вязкоупругого основания.

К системе уравнений (1)–(3) необходимо добавить граничные условия для
шарнирно опертой пластинки:

𝑤
⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑤
⃒⃒
𝑥=𝑎

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=𝑎

= 0;

𝑤
⃒⃒
𝑦=0

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝑤
⃒⃒
𝑦=𝑏

=
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 0

(5)

и начальные условия для осциллятора

𝑞(0) = 𝑞0; 𝑞(0) = 0.

698



Численный анализ нелинейных колебаний пластины на вязкоупругом основании . . .

С целью выявления возможности наступления внутреннего резонанса при
нелинейных колебаниях пластинки, лежащей на вязкоупругом основании,
и его последующего анализа будем полагать, что в процессе колебаний до-
минируют две собственные моды колебаний с номерами 𝑚1𝑛1 и 𝑚2𝑛2. Тогда
прогиб пластинки можно представить в следующем виде [30,31]:

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥1(𝑡) sin
𝜋𝑚1𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑛1𝑦

𝑏
+ 𝑥2(𝑡) sin

𝜋𝑚2𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑛2𝑦

𝑏
=

= 𝑥1(𝑡)𝑊𝑚1𝑛1(𝑥, 𝑦) + 𝑥2(𝑡)𝑊𝑚2𝑛2(𝑥, 𝑦), (6)

где 𝑥𝑖(𝑡) и 𝑊𝑚𝑖𝑛𝑖(𝑥, 𝑦)— обобщенные перемещения и собственные функции,
𝑖 = 1, 2.

Подставляя решение (6) в уравнение (2) с учетом граничных условий (5)
и интегрируя на отрезках 0 6 𝑥 6 𝑎 и 0 6 𝑦 6 𝑏, с учетом свойства орто-
гональности собственных функций получим функцию напряжений, которая
представлена для шарнирно опертой по контуру пластины в работе [32].

При выводе дифференциальных уравнений следует учитывать фильтру-
ющее свойство дельта-функции∫︁∫︁

𝛿(𝑥− 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0)𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0),

в результате чего слагаемое, описывающее воздействие внешней нагрузки,
примет вид

𝑚
(︁
𝑔 +

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2

)︁∫︁∫︁
𝛿(𝑥− 𝑉 𝑡)𝛿(𝑦 − 𝑏/2) sin

(︁𝜋𝑚𝑖𝑥

𝑎

)︁
sin

(︁𝜋𝑛𝑖𝑦
𝑏

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= 𝑚
(︁
𝑔 +

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2

)︁
sin

(︁𝜋𝑚𝑖𝑉 𝑡

𝑎

)︁
sin

(︁𝜋𝑛𝑖
2

)︁
. (7)

Подставляя предполагаемую функцию прогиба пластинки (6) и функцию
напряжений в уравнение движения пластинки на вязкоупругом основании
(1) и интегрируя на отрезках 0 6 𝑥 6 𝑎 и 0 6 𝑦 6 𝑏, с учетом (7) приходим
к следующей системе нелинейных дифференциальных уравнений относитель-
но обобщенных перемещений пластины:

�̈�1 +
(︁
Ω2
1 +

𝜆∞
𝜌ℎ

)︁
𝑥1 + 𝛼1𝑥

3
1 + 𝛼2𝑥1𝑥

2
2 +

𝐸0𝜏
𝛾1
1

𝜌ℎ
𝐷𝛾1

0+𝑥1 −
𝜆∞𝜈𝜀
𝜌ℎ

�*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥1 +

+
4𝑚(𝑔 + 𝑞)

𝑎𝑏𝜌ℎ
sin

(︁𝜋𝑛1
2

)︁
sin𝜔𝑓1𝑡 = 0, (8)

�̈�2 +
(︁
Ω2
2 +

𝜆∞
𝜌ℎ

)︁
𝑥2 + 𝛼3𝑥

3
2 + 𝛼4𝑥2𝑥

2
1 +

𝐸0𝜏
𝛾1
1

𝜌ℎ
𝐷𝛾1

0+𝑥2 −
𝜆∞𝜈𝜀
𝜌ℎ

�*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥2 +

+
4𝑚(𝑔 + 𝑞)

𝑎𝑏𝜌ℎ
sin

(︁𝜋𝑛2
2

)︁
sin𝜔𝑓2𝑡 = 0, (9)
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где 𝛼𝑖 — коэффициенты, зависящие от номеров мод колебаний и геометрии
пластинки [32], 𝜔𝑓𝑖 = 𝜋𝑚𝑖𝑉 /𝑎— круговые частоты, Ω2

𝑖 — квадраты собствен-
ных частот линейных колебаний пластины:

Ω2
𝑖 =

𝐸ℎ2

12𝜌(1− 𝜈2)
∇4𝑊𝑚𝑖𝑛𝑖(𝑥, 𝑦) =

𝐸𝜋4ℎ2

12𝜌(1− 𝜈2)𝑏4
(𝜉2𝑚2

𝑖 + 𝑛2𝑖 )
2,

𝜉 = 𝑏/𝑎 и �*𝛾 (𝜏𝛾22 )— безразмерный дробный оператор Ю. Н. Работнова [36]:

�*𝛾 (𝜏𝛾22 ) =
1

1 + 𝜏𝛾22 𝐷𝛾2
0+

. (10)

Заметим, что уравнения для свободных колебаний могут быть получены из
уравнений (8), (9) при 𝑚 = 0.

Уравнения (8), (9) можно решать различными численными методами, од-
нако ни один из них не позволяет качественно исследовать такие нелинейные
явления, как сильная взаимосвязь мод колебаний с близкими значениями
собственных частот, приводящая к различным типам внутреннего резонанса
и перекачке энергии.

3. Метод решения. Разрешающие уравнения (8), (9) с операторами
дробного порядка можно решить с помощью метода разложения дробного
оператора [37], который является обобщением метода многих временных мас-
штабов [38], т.е. одним из методов теории возмущений, впервые предложен-
ным для разложения дробной производной в [39].

Предыдущий анализ затухающих свободных колебаний упругой пластины
на вязкоупругом основании [30, 31] показал, что такая механическая систе-
ма может испытывать нелинейные колебания под действием слабого вязкого
демпфирования, которые могут сопровождаться внутренним резонансом 1:1,
когда собственные частоты двух связанных мод близки друг к другу.

Профессор A. Nayfeh в своих знаменитых монографиях «Методы возму-
щений» [38] и «Нелинейные колебания» [40] подчеркивал, что при изучении
внешних резонансов, «чтобы получить равномерно пригодное приближенное
решение такой задачи, необходимо задать порядок малости возбуждения так,
чтобы оно появлялось при появлении демпфирования и нелинейности». Для
этого коэффициенты при силах демпфирования среды и основания предста-
вим в виде

𝜀𝜇1 =
𝐸0𝜏

𝛾1
1

𝜌ℎ
, 𝜀𝜇2 =

𝜆∞𝜈𝜀
𝜌ℎ

, (11)

где 𝜀— безразмерный малый параметр, 𝜇𝑖 — конечные величины, 𝑖 = 1, 2.
Рассмотрим решение задачи для случая, когда нелинейность пластинки

и вязкость амортизатора осциллирующей нагрузки задаются величинами по-
рядка 𝜀. Также будем считать, что ускорение 𝜕2𝑞

𝜕𝑡2
является малой величиной

в сравнении с ускорением свободного падения 𝑔.
Тогда с учетом выражений (11) разрешающие уравнения для механиче-

ской системы «пластина на вязкоупругом основании + подвижная осцилли-
рующая нагрузка» могут быть записаны в виде
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�̈�1 + 𝜔2
1𝑥1 + 𝜀𝛼1𝑥

3
1 + 𝜀𝛼2𝑥1𝑥

2
2 + 𝜀𝜇1𝐷

𝛾1
0+𝑥1 − 𝜀𝜇2 �*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥1 +

+ 4𝑓1𝑔 sin𝜔𝑓1𝑡+ 4𝜀𝑓1𝑞 sin𝜔𝑓1𝑡 = 0, (12)

�̈�2 + 𝜔2
2𝑥2 + 𝜀𝛼3𝑥

3
2 + 𝜀𝛼4𝑥2𝑥

2
1 + 𝜀𝜇1𝐷

𝛾1
0+𝑥2 − 𝜀𝜇2 �*𝛾 (𝜏𝛾22 )𝑥2 +

+ 4𝑓2𝑔 sin𝜔𝑓2𝑡+ 4𝜀𝑓2𝑞 sin𝜔𝑓2𝑡 = 0, (13)

𝑞 + 𝜔2
0(1 + 𝜀𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0+)𝑞 = 𝜀𝜂2𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0+)𝑥1 sin𝜔𝑓1𝑡+

+ 𝜀𝜂2𝜔
2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0+)𝑥2 sin𝜔𝑓2𝑡− 𝑔, (14)

где
𝑓𝑖 =

𝑚

𝑎𝑏𝜌ℎ
𝜂𝑖, 𝜂𝑖 = sin

(︁𝜋𝑛𝑖
2

)︁
, 𝑖 = 1, 2,

𝜔0 =
√︀
𝑘/𝑚— собственная частота упругого осциллятора; 𝜔1 и 𝜔2 — частоты

колебаний механической системы «пластина + вязкоупругое основание»:

𝜔2
𝑖 = Ω2

𝑖 +
𝜆∞
𝜌ℎ

.

Для решения системы нелинейных уравнений (12), (13) и (14) будем ис-
пользовать метод многих временных масштабов [38], согласно которому обоб-
щенные перемещения 𝑥𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2) и 𝑞(𝑡) можно представить в виде разло-
жения по двум временным масштабам 𝑇0 и 𝑇1:

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑋𝑖0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜀𝑋𝑖1(𝑇0, 𝑇1) + . . . , (15)
𝑞(𝑡) = 𝑄0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜀𝑄1(𝑇0, 𝑇1) + . . . , (16)

где 𝑇𝑛 = 𝜀𝑛𝑡— новые независимые переменные: 𝑇0 = 𝑡— быстрое время, ха-
рактеризующее движение с собственными частотами линейных колебаний,
и 𝑇1 = 𝜀𝑡— медленное время, характеризующее модуляцию амплитуд и фаз
нелинейных колебаний.

При решении уравнений движения следует учесть, что производные по
времени первого и второго порядков раскладываются в ряд по малому пара-
метру [37,38] в следующем виде:

𝑑

𝑑𝑡
= 𝐷0 + 𝜀𝐷1 + . . . , (17)

𝑑2

𝑑𝑡2
= 𝐷2

0 + 2𝜀𝐷0𝐷1 + 𝜀2𝐷2
1 + . . . , (18)

где 𝐷𝑛 = 𝜕/𝜕𝑇𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . .
Для того чтобы решать нелинейные дифференциальные уравнения с дроб-

ными производными при помощи метода многих временных масштабов,
Ю. А. Россихин и М. В. Шитикова в 1998 г. [39] ввели разложение дробной
производной в следующем виде:

𝐷𝛾
+ =

(︁ 𝑑
𝑑𝑡

)︁𝛾
=

(︀
𝐷0 + 𝜀𝐷1 + . . .

)︀𝛾
= 𝐷𝛾

0 + 𝜀𝛾𝐷𝛾−1
0 𝐷1 + . . . . (19)
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Разложение безразмерного дробного оператора Ю. Н. Работнова (10) в ряд
Тейлора по малому параметру имеет вид [41]:

�*𝛾 (𝜏𝛾) =
1

1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0+

= (1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0+)

−1 =
[︀
1 + 𝜏𝛾(𝐷𝛾

0 + 𝜀𝛾𝐷𝛾−1
0 𝐷1)

]︀−1
=

= (1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0 )

−1 − 𝜀(1 + 𝜏𝛾𝐷𝛾
0 )

−2𝜏𝛾𝛾𝐷𝛾−1
0 𝐷1 + . . . . (20)

Подставляя выражения (15) и (16) с учетом соотношений (17), (18), (19)
и (20) в уравнения (12)–(14) после приравнивания коэффициентов при оди-
наковых степенях 𝜀 к нулю, приходим к системе рекуррентных уравнений
различного порядка:

– порядка 𝜀0:

𝐷2
0𝑋10 + 𝜔2

1𝑋10 = −4𝑓1𝑔 sin(𝜔𝑓1𝑇0), (21)

𝐷2
0𝑋20 + 𝜔2

2𝑋20 = −4𝑓2𝑔 sin(𝜔𝑓2𝑇0), (22)

𝐷2
0𝑄0 + 𝜔2

0𝑄0 = −𝑔, (23)

– порядка 𝜀:

𝐷2
0𝑋11 + 𝜔2

1𝑋11 = −2𝐷0𝐷1𝑋10 −
(︀
𝜇1𝐷

𝛾1
0 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 𝐷𝛾2

0 )−1
)︀
𝑋10 −

− 𝛼1𝑋
3
10 − 𝛼2𝑋10𝑋

2
20 + 4𝐷2

0𝑄0𝑓1 sin(𝜔𝑓1𝑇0), (24)

𝐷2
0𝑋21 + 𝜔2

2𝑋21 = −2𝐷0𝐷1𝑋20 −
(︀
𝜇1𝐷

𝛾1
0 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 𝐷𝛾2

0 )−1
)︀
𝑋20 −

− 𝛼3𝑋
3
20 − 𝛼4𝑋20𝑋

2
10 + 4𝐷2

0𝑄0𝑓2 sin(𝜔𝑓2𝑇0), (25)

𝐷2
0𝑄1 + 𝜔2

0𝑄1 = −2𝐷0𝐷1𝑄0 − 𝜔2
0𝜏

𝛽
𝜎𝐷

𝛽
0𝑄0 +

+ 𝜂1𝜔
2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0 )𝑋10 sin𝜔𝑓1𝑡+ 𝜂2𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎𝐷

𝛽
0 )𝑋20 sin𝜔𝑓2𝑡. (26)

Решение линейных уравнений (21)–(23) имеет вид

𝑋𝑗0 = 𝐴𝑗(𝑇1) exp(𝑖𝜔𝑗𝑇0) + Λ𝑗 exp(𝑖𝜔𝑓𝑗𝑇0) +

+𝐴𝑗(𝑇1) exp(−𝑖𝜔𝑗𝑇0) + Λ̄𝑗 exp(−𝑖𝜔𝑓𝑗𝑇0), (27)

𝑄0 = 𝐴3(𝑇1) exp(𝑖𝜔0𝑇0) +𝐴3(𝑇1) exp(−𝑖𝜔0𝑇0) + 𝐶, (28)

где 𝐴𝑖(𝑇1)— пока неизвестные функции, 𝐴𝑖(𝑇1)— комплексно-сопряженные
функции с 𝐴𝑖(𝑇1), 𝑖 = 1, 2, 3; Λ𝑗 =

4𝑓𝑗𝑔

2𝑖(𝜔2
𝑓𝑗

−𝜔2
𝑗 )

, Λ̄𝑗 — константа, сопряженная

с Λ𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐶 = −𝑔/𝜔2
0.

Подставляя выражения (27) и (28) в уравнения (24)–(26), получим:

𝐷2
0𝑋11 + 𝜔2

1𝑋11 = −2𝑖𝜔1𝐷1𝐴1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)−
−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔1)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔1)
𝛾2)−1

]︀
𝐴1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)−
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−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔𝑓1)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔𝑓1)
𝛾2)−1

]︀
Λ1 exp(𝑖𝜔𝑓1𝑇0)−

− 𝛼1

[︀
Λ1 exp(3𝑖𝜔𝑓1𝑇0) + 3Λ̄1 exp(𝑖𝜔𝑓1𝑇0)

]︀
Λ2
1 −

− 6𝛼1𝐴1Λ
2
1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)− 6𝛼1𝐴1𝐴1Λ1 exp(𝑖𝜔𝑓1𝑇0)−

− 𝛼1

{︀
3𝐴2

1Λ1 exp
[︀
(2𝜔1 + 𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
+ 3𝐴2

1Λ1 exp
[︀
(𝜔𝑓1 − 2𝜔1)𝑇0

]︀
+

+ 3𝐴1Λ
2
1 exp

[︀
(𝜔1 + 2𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
+ 3𝐴1Λ̄

2
1 exp

[︀
(𝜔1 − 2𝜔𝑓1)𝑇0

]︀}︀
−

− 𝛼1

[︀
𝐴1 exp(3𝑖𝜔1𝑇0) + 3𝐴1 exp(𝑖𝜔1𝑇0)

]︀
𝐴2

1 −
− 𝛼2

{︀
𝐴2

2 exp
[︀
(𝜔1 + 2𝜔2)𝑇0

]︀
+ 2𝐴2𝐴2 exp(𝑖𝜔1𝑇0) +

+𝐴2
2 exp

[︀
𝑖(𝜔1 − 2𝜔2)𝑇0

]︀
+ 2Λ2Λ̄2 exp(𝑖𝜔1𝑇0) + NCT

}︀
𝐴1 +

+ 2𝑓1𝑖𝜔
2
0 exp

[︀
𝑖(𝜔𝑓1 + 𝜔0)𝑇0

]︀
𝐴3 +CC, (29)

𝐷2
0𝑋21 + 𝜔2

2𝑋21 = −2𝑖𝜔2𝐷1𝐴2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)−
−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔2)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔2)
𝛾2)−1

]︀
𝐴2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)−

−
[︀
𝜇1(𝑖𝜔𝑓2)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔𝑓2)
𝛾2)−1

]︀
Λ2 exp(𝑖𝜔𝑓2𝑇0)−

− 𝛼3

[︀
Λ2 exp(3𝑖𝜔𝑓2𝑇0) + 3Λ̄2 exp(𝑖𝜔𝑓2𝑇0)

]︀
Λ2
2 −

− 6𝛼3𝐴2Λ
2
2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)− 6𝛼3𝐴2𝐴2Λ2 exp(𝑖𝜔𝑓2𝑇0)−

− 𝛼3

{︀
3𝐴2

2Λ2 exp
[︀
(2𝜔2 + 𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
+ 3𝐴2

2Λ2 exp
[︀
(𝜔𝑓2 − 2𝜔2)𝑇0

]︀
+

+ 3𝐴2Λ
2
2 exp

[︀
(𝜔2 + 2𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
+ 3𝐴2Λ̄

2
2 exp

[︀
(𝜔2 − 2𝜔𝑓2)𝑇0

]︀}︀
−

− 𝛼3

[︀
𝐴2 exp(3𝑖𝜔2𝑇0) + 3𝐴2 exp(𝑖𝜔2𝑇0)

]︀
𝐴2

2 −
− 𝛼4

{︀
𝐴2

1 exp
[︀
(𝜔2 + 2𝜔1)𝑇0

]︀
+ 2𝐴1𝐴1 exp(𝑖𝜔2𝑇0) +

+𝐴2
1 exp

[︀
𝑖(𝜔2 − 2𝜔1)𝑇0

]︀
+ 2Λ1Λ̄1 exp(𝑖𝜔2𝑇0) + NCT

}︀
𝐴2 +

+ 2𝑓2𝑖𝜔
2
0 exp

[︀
𝑖(𝜔𝑓2 + 𝜔0)𝑇0

]︀
𝐴3 +CC, (30)

𝐷2
0𝑄1 + 𝜔2

0𝑄1 = −2𝑖𝜔0𝐷1𝐴3 exp(𝑖𝜔0𝑇0)− 𝜔2
0𝜏

𝛽
𝜎 (𝑖𝜔0)

𝛽𝐴3 exp(𝑖𝜔0𝑇0)−

− 1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔1)

𝛽)𝐴1 exp
[︀
𝑖(𝜔1 + 𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
−

− 1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓1)

𝛽)Λ1 exp(2𝑖𝜔𝑓1𝑇0) +

+
1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔1)

𝛽)𝐴1 exp
[︀
𝑖(𝜔1 − 𝜔𝑓1)𝑇0

]︀
+

+
1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓1)

𝛽)Λ1 −
1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔2)

𝛽)𝐴2 exp
[︀
𝑖(𝜔2 + 𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
−

− 1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓2)

𝛽)Λ2 exp(2𝑖𝜔𝑓2𝑇0) +

+
1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔2)

𝛽)𝐴2 exp
[︀
𝑖(𝜔2 − 𝜔𝑓2)𝑇0

]︀
+

+
1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔𝑓2)

𝛽)Λ2 +CC, (31)
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где CC означает комплексно-сопряженную часть к предыдущим членам в урав-
нении, NCT — невековые члены уравнения.

Анализ выражений (29)–(31) показывает, что возможен случай возник-
новения внутреннего резонанса один к одному, когда какие-либо две часто-
ты колебаний механической системы «пластина + вязкоупругое основание»
близки друг к другу:

𝜔1 = 𝜔2, и отсюда Ω1 = Ω2. (32)

Из уравнений (29)–(31) следует, что внутренний резонанс может сопро-
вождаться внешним резонансом при выполнении одного из следующих усло-
вий:

(1) 𝜔𝑖 = 𝜔0 + 𝜔𝑓𝑖,
(2) 𝜔𝑖 = 𝜔0 − 𝜔𝑓𝑖.

(33)

Условие устранения появления вековых членов в уравнениях (29)–(31)
с учетом соотношений (32) и (33) приводит к системе трех определяющих
уравнений:

2𝑖𝜔1𝐷1𝐴1 +
[︀
𝜇1(𝑖𝜔1)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔1)
𝛾2)−1

]︀
𝐴1 + 3𝛼1𝐴

2
1𝐴1 +

+ 6𝛼1𝐴1Λ
2
1 + 𝛼2𝐴1𝐴

2
2 + 2𝛼2𝐴1𝐴2𝐴2 + 2𝛼2Λ2Λ̄2𝐴1 + 2𝑓1𝑖𝜔

2
0𝐴3 = 0, (34)

2𝑖𝜔1𝐷1𝐴2 +
[︀
𝜇1(𝑖𝜔2)

𝛾1 − 𝜇2(1 + 𝜏𝛾22 (𝑖𝜔2)
𝛾2)−1

]︀
𝐴2 + 3𝛼3𝐴

2
2𝐴2 +

+ 6𝛼3𝐴2Λ
2
2 + 𝛼4𝐴2𝐴

2
1 + 2𝛼4𝐴2𝐴1𝐴1 + 2𝛼4Λ1Λ̄1𝐴2 + 2𝑓2𝑖𝜔

2
0𝐴3 = 0, (35)

2𝑖𝜔0𝐷1𝐴3 + 𝜔2
0𝜏

𝛽
𝜎 (𝑖𝜔0)

𝛽𝐴3 −
1

2
𝜂1𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔1)

𝛽)𝐴1 −

− 1

2
𝜂2𝑖𝜔

2
0(1 + 𝜏𝛽𝜎 (𝑖𝜔2)

𝛽)𝐴2 = 0. (36)

Умножая (34) на 𝐴1, (35) на 𝐴2 и (36) на 𝐴3 соответственно, складывая
и вычитая сопряженные к ним уравнения, а также представляя функции
в полярном виде

𝐴𝑖 = 𝑎𝑖𝑒
𝑖𝜑𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3,

где 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑇1) и 𝜑𝑖 = 𝜑𝑖(𝑇1)— функции амплитуд и фаз колебаний, приходим
к следующей системе уравнений:(︀

𝑎21
)︀.
+ 𝑠1𝑎

2
1 + 𝜔−1

1 𝛼2𝑎
2
1𝑎

2
2 sin 𝛿 + 2𝑓1𝜔

2
0𝜔

−1
1 𝑎1𝑎3 cos𝛽1 = 0, (37)(︀

𝑎22
)︀.
+ 𝑠2𝑎

2
2 − 𝜔−1

2 𝛼4𝑎
2
1𝑎

2
2 sin 𝛿 + 2𝑓2𝜔

2
0𝜔

−1
2 𝑎2𝑎3 cos𝛽2 = 0, (38)(︀

𝑎23
)︀.
+ 𝑠3𝑎

2
3 −

1

2
𝜂1𝜔0𝑎1𝑎3(𝑙1 + cos𝛽1)−

1

2
𝜂2𝜔0𝑎2𝑎3(𝑙2 + cos𝛽2) = 0, (39)

�̇�1 −
1

2
𝜆1 −

3

2
𝛼1𝜔

−1
1 (𝑎21 + 2Λ2

1)− 𝛼2𝜔
−1
1 (𝑎22 + Λ2Λ̄2)−

− 1

2
𝛼2𝜔

−1
1 𝑎22 cos 𝛿 − 𝑓1𝜔

2
0(𝜔1𝑎1)

−1𝑎3 sin𝛽1 = 0, (40)
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�̇�2 −
1

2
𝜆2 −

3

2
𝛼3𝜔

−1
2 (𝑎22 + 2Λ2

2)− 𝛼4𝜔
−1
2 (𝑎21 + Λ1Λ̄1)−

− 1

2
𝛼4𝜔

−1
2 𝑎21 cos 𝛿 − 𝑓2𝜔

2
0(𝜔2𝑎2)

−1𝑎3 sin𝛽2 = 0, (41)

�̇�3 −
1

2
𝜆3 −

1

4
𝜂1𝜔0𝑎1𝑎

−1
3 (𝑝1 + sin𝛽1)−

1

4
𝜂2𝜔0𝑎2𝑎

−1
3 (𝑝2 + sin𝛽2) = 0, (42)

где 𝛿 = 2(𝜑2 − 𝜑1); 𝛽1 = 𝜑1 − 𝜑3, 𝛽2 = 𝜑2 − 𝜑3 — сдвиги фаз колебаний;

𝑠𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 sin𝜓1 + 𝜇2𝜔

−1
𝑖 𝑅𝑖 sinΦ𝑖,

𝜆𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 cos𝜓1 − 𝜇2𝜔

−1
𝑖 𝑅𝑖 cosΦ𝑖,

𝑙𝑖 = 𝜔𝛽
𝑖 𝜏

𝛽
𝜎 cos(𝜃 + 𝛽𝑖), 𝑝𝑖 = 𝜔𝛽

𝑖 𝜏
𝛽
𝜎 sin(𝜃 + 𝛽𝑖),

𝑅𝑖 =
√︀

1 + 2(𝜏2𝜔𝑖)𝛾2 cos𝜓2 + (𝜏2𝜔𝑖)2𝛾2 , (43)

tg Φ𝑖 =
(𝜏2𝜔𝑖)

𝛾2 sin𝜓2

1 + (𝜏2𝜔𝑖)𝛾2 cos𝜓2
, 𝜓𝑖 =

1

2
𝜋𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 2;

𝑠3 = 𝜔𝛽+1
0 𝜏𝛽𝜎 sin 𝜃, 𝜆3 = 𝜔𝛽+1

0 𝜏𝛽𝜎 cos 𝜃, 𝜃 =
1

2
𝜋𝛽.

Система уравнений (37)–(42) является определяющей для амплитуд и фаз
нелинейных вынужденных колебаний шарнирно опертой по контуру упругой
пластинки на вязкоупругом основании, свойства которого описываются мо-
делью стандартного линейного твердого тела с дробными производными, под
действием подвижной подрессоренной нагрузки в виде вязкоупругого осцил-
лятора, демпфирующие свойства которого описываются дробной производ-
ной.

Согласно определяющим уравнениям (37)–(42) нелинейные совместные
колебания механической системы «упругая пластинка на вязкоупругом осно-
вании + подвижная подрессоренная нагрузка» в вязкоупругой окружающей
среде определяются коэффициентами 𝑠𝑖 и 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, см. (43). Данные ко-
эффициенты при 0 < 𝛾𝑖 6 1 и 0 < 𝛽 6 1 зависят от собственных частот двух
мод колебаний 𝜔𝑖, связанных условием внутреннего резонанса (32), и реологи-
ческих параметров основания и окружающей среды, включая два параметра
дробности 𝛾1 и 𝛾2.

Заметим, что в уравнениях (37)–(39) вторые слагаемые отвечают за про-
цесс диссипации энергии, при этом при 0 < 𝛾𝑖 6 1 и 0 < 𝛽 6 1 коэффициенты
демпфирования 𝑠𝑖 зависят от частот колебаний 𝜔𝑖 и 𝜔0, что согласуется с ги-
потезой модального демпфирования. При 𝛾𝑖 = 0 и 𝛽 = 0 коэффициенты
демпфирования обращаются в ноль 𝑠𝑖 = 0.

В частном случае, когда время релаксации 𝜏2 материала основания доста-
точно велико, соотношения (43) принимают вид

𝑅𝑖 = (𝜏2𝜔𝑖)
𝛾2 , Φ𝑖 = Φ = 𝜓2, 𝑖 = 1, 2;

𝜓𝑗 = 𝜋𝛾𝑗/2, 𝑗 = 1, 2;

𝑠𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 sin𝜓1 + 𝜇2𝜔

𝛾2−1
𝑖 sin𝜓2,

𝜆𝑖 = 𝜇1𝜔
𝛾1−1
𝑖 cos𝜓1 − 𝜇2𝜔

𝛾2−1
𝑖 cos𝜓2.

(44)

Заметим, что в этом случае соотношения (44) стремятся к соответствую-
щим соотношениям, полученным в [30] при моделировании свойств грунтово-
го основания с помощью модели Кельвина—Фойгта с дробной производной.
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4. Численные исследования. Полученная система уравнений (37)–(42)
была решена численно при помощи метода Рунге—Кутты четвертого поряд-
ка. В качестве примера рассматривалась пластинка со следующими геомет-
рическими параметрами: 𝑎 = 𝑏 = 10 м, ℎ = 0.3 м, 𝑚1 = 𝑛2 = 1, 𝑚2 = 𝑛1 = 3.
Плотность и упругие постоянные материала пластинки принимались следу-
ющими: 𝜌 = 2400 кг/м3, 𝐸 = 3.25 · 1010 Па и 𝜈 = 0.3.

Подрессоренная нагрузка в виде вязкоупругого осциллятора, свойства ко-
торого описываются моделью с дробной производной, движется с постоянной
скоростью 𝑉 = 16.66 м/с вдоль оси 𝑥. Параметры осциллятора приняты сле-
дующими: 𝑞0 = 0.5, 𝛽 = 0.5. Вынужденные колебания пластинки изучались
для трех случаев величины массы осциллятора: 𝑚 = 1800 кг (рис. 2, b),
𝑚 = 3600 кг (рис. 2, c), 𝑚 = 5400 кг (рис. 2, d).

Пластинка находится в условиях внутреннего резонанса 1:1 при 𝜔1 = 𝜔2 =
= 105.48 с−1 в сочетании с внешним резонансом:

𝜔2 = 𝜔𝑓2 + 𝜔0 =
3.14 · 3 · 16.66

10
+ 89.79 = 105.48 c−1.

На рис. 2 наглядно показан обмен энергией между взаимодействующи-
ми модами нелинейных свободных (𝑚 = 0) и вынужденных (𝑚 ̸= 0) ко-

Рис. 2. (online в цвете) Зависимость амплитуд нелинейных свободных 𝑚 = 0 (a) и вы-
нужденных колебаний от времени 𝑇1 для шарнирно опертой пластинки при воздействии
подвижной осциллирующей нагрузки: 𝑚 = 1800 кг (b), 𝑚 = 3600 кг (c) и 𝑚 = 5400 кг (d);

сплошная линия — 𝑎2, пунктирная линия — 𝑎1

[Figure 2. (color online) The 𝑇1-dependence of the amplitudes of nonlinear free 𝑚 = 0 (a)
and force driven vibrations for simply supported plate under action of moving oscillator:
𝑚 = 1800 kg (b), 𝑚 = 3600 kg (c), and 𝑚 = 5400 kg (d); solid line — 𝑎2, dashed line — 𝑎1]
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лебаний шарнирно опертой пластины на упругом (𝛾2 = 0) и вязкоупругом
(𝛾2 ̸= 0) основании по модели стандартного линейного твердого тела для раз-
личных значений подрессоренной массы. На рис. 2 синим цветом показаны
амплитуды колебаний при отсутствии сил сопротивления среды и основания
(𝛾1 = 0, 𝛾2 = 0), красным цветом изображены амплитуды колебаний, огибаю-
щие которых затухают по экспоненциальному закону при 𝛾1 = 0.1, 𝛾2 = 0.2.
Увеличение величины нагрузки приводит к увеличению амплитуд колебаний
пластины и значительному уменьшению периода колебаний.

Зависимость амплитуд нелинейных колебаний от значений дробных па-
раметров окружающей среды 𝛾1 и вязкоупругого основания 𝛾2 представлена
на рис. 3. С увеличением параметров дробности вязкоупругого основания
и окружающей среды затухание колебаний усиливается.

Рис. 3. (online в цвете) Зависимость амплитуд нелинейных вынужденных колебаний от вре-
мени 𝑇1 для пластинки на вязкоупругом основании при воздействии подвижной подрессо-
ренной нагрузки (𝑚 = 1800 кг) для различных значений параметров дробности; сплошная

линия — 𝑎2, пунктирная линия — 𝑎1

[Figure 3. (color online) The 𝑇1-dependence of the amplitudes of nonlinear force driven vibrations
of the plate on viscoelastic foundation under action of moving oscillator (𝑚 = 1800 kg) for

different values of fractional parameters; solid line — 𝑎2, dashed line — 𝑎1]

5. Заключение. Решена задача о нелинейных колебаниях шарнирно опер-
той упругой пластинки на вязкоупругом основании на основе обобщенной мо-
дели Фусса—Винклера под действием подвижной осциллирующей нагрузки.
Демпфирующие свойства основания и окружающей среды, в которой проис-
ходят колебания, описываются вязкоупругой моделью стандартного линей-
ного твердого тела и моделью Кельвина—Фойгта с дробными производными
Римана—Лиувилля соответственно. Подвижная нагрузка моделируется при
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помощи вязкоупругого осциллятора Кельвина—Фойгта с дробной производ-
ной, который движется с постоянной скоростью вдоль пластины. Получены
разрешающие уравнения для определения нелинейных амплитуд и фаз вы-
нужденных колебаний в случае внутреннего резонанса 1:1, сопровождаемого
внешним резонансом, для случая, когда вязкость осциллятора считается ма-
лой величиной. Полученная система уравнений позволяет не только управ-
лять демпфирующими свойствами окружающей среды и основания за счет
изменения параметров дробности, но также регулировать параметры демп-
фирования внешней нагрузки, что расширяет спектр задач применимости
данного решения. Данная система уравнений решена численно при помощи
метода, разработанного в [42]. Численный анализ показал, что в рассматри-
ваемой системе «пластина на вязкоупругом основании + подвижная осцил-
лирующая нагрузка» происходит перекачка энергии между взаимодейству-
ющими модами колебаний. Представлено сравнение результатов численных
исследований для различных значений внешней нагрузки, а также показана
зависимость амплитуд нелинейных колебаний от значений параметров дроб-
ности окружающей среды и основания.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Abstract

Aim. In the present paper, nonlinear vibrations of an elastic simply
supported plate on a viscoelastic foundation under the action of a moving
oscillating load are studied in the case of the internal resonance 1:1 accompa-
nied by the external resonance. The properties of the viscoelastic foundation
are given via the generalized Fuss–Winkler model with the damping term
described by the standard linear solid model with the Riemann–Liouville
fractional derivatives. The external load is presented by linear viscoelastic
oscillator based on the Kelvin–Voigt model with a fractional derivative in the
case when the viscosity of the oscillator is considered to be small value. The
dynamic behavior of the plate is described by a set of nonlinear ordinary
differential equations of the second order in time with respect to general-
ized displacements. Methods. To solve the resulting set of equations, the
method of multiple time scales is used in combination with the method of
expansion of the fractional derivative in a Taylor series. Results. Resolving
equations for determining of the nonlinear amplitudes and phases of force
driven vibrations of the plate are obtained. The governing set of equations
allows one to control not only the damping properties of the environment
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and the foundation by changing the fractional parameters, but also to control
the damping parameters of the external load. Conclusion. Numerical anal-
ysis has shown that in the system “a plate on a viscoelastic foundation +
a moving oscillating load”, energy transfer between the interacting vibra-
tion modes is observed. A comparison of the results of numerical studies for
various values of the external load is presented, and the dependence of the
amplitudes of nonlinear vibrations on the values of the fractional parameters
of the environment and the foundation is also shown.

Keywords: plate on a viscoelastic foundation, moving oscillator load, frac-
tional derivative, method of multiple time scales, internal and external res-
onances.
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Аннотация

Проведено исследование ползучести и длительного разрушения уз-
кой прямоугольной мембраны в стесненных условиях (внутри низкой
жесткой матрицы) для случая пропорциональной зависимости величи-
ны поперечного давления от времени.

Деформирование мембраны в условиях ползучести рассматривается
как последовательность трех стадий. На первой стадии мембрана дефор-
мируется в свободных условиях вплоть до касания поперечной стороны
жесткой матрицы. На второй стадии она деформируется при касании
поперечной стенки матрицы вплоть до касания ее продольных стенок.
На третьей стадии она уже деформируется при одновременном касании
продольных и поперечной стенок матрицы.

Исследование проводится при двух видах контактных условий: иде-
альное скольжение мембраны вдоль стенок матрицы и прилипание мем-
браны к стенкам матрицы.

Анализ постепенного разрушения мембраны проводится при исполь-
зовании кинетической теории ползучести Ю. Н. Работнова, при этом
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Лок още нк о А. М., Ф омин Л. В., А xм е т г а л е е в А. Ф., Ма х о в Д. Д.

параметр поврежденности материала в данной задаче имеет скалярный
характер.

Полученные уравнения использованы для анализа ползучести и дли-
тельного разрушения мембраны, изготовленной из хромомолибденной
стали (2.15Cr-Mo steel), деформируемой при переменном поперечном
давлении при температуре 600 ∘C вплоть до ее разрушения.

В результате решения системы определяющего и кинетического урав-
нений получены значения параметра поврежденности, накопленного в те-
чение каждой стадии деформирования, а также величины времени до
разрушения мембраны. Результаты исследования показывают, что в слу-
чае разрушения мембраны на первой стадии время до разрушения на
первой стадии не зависит от вида контактных условий, а при разруше-
нии мембраны на второй и третьей стадиях деформирования время до
разрушения в случае идеального скольжения не меньше, чем в случае
прилипания.

Ключевые слова: прямоугольная мембрана, жесткая матрица, пере-
менное поперечное давление, ползучесть, длительное разрушение, пара-
метр поврежденности, кинетическая теория, длительная прочность.

Получение: 21 июня 2022 г. / Исправление: 30 сентября 2022 г. /
Принятие: 6 октября 2022 г. / Публикация онлайн: 29 декабря 2022 г.

Введение. Рассмотрим ползучесть вплоть до разрушения длинной узкой
прямоугольной мембраны, закрепленной вдоль длинных сторон и нагружен-
ной равномерным поперечным давлением 𝑞, которое возрастает пропорцио-
нально времени 𝑡. Решение этой задачи при постоянной и кусочно-постоянной
зависимостях 𝑞(𝑡) при различных физических и геометрических условиях
приведено в монографиях Л. М. Качанова [1], Одквиста (F.K.G. Odqvist) [2],
Сторакерса (B. Stor̊akers) [3], Н. Н. Малинина [4] и др. Особый интерес пред-
ставляет исследование ползучести рассматриваемой мембраны внутри жест-
кой матрицы. В монографиях [4,5] рассмотрен цикл задач о ползучести такой
мембраны внутри жесткой матрицы. В [5] приведены решения задач при уче-
те различных форм матриц: клиновидной, криволинейной и прямоугольной
при двух типах контактных условий на границе мембраны: идеальное сколь-
жение и прилипание. В [6] исследуется ползучесть длинной узкой мембраны
внутри низкой жесткой матрицы при кусочно-постоянной зависимости вели-
чины поперечного давления от времени, исследование проведено при двух ва-
риантах контакта матрицы и мембраны: идеальное скольжение и прилипание.
В [7] проведено исследование установившейся ползучести мембраны внутри
низкой жесткой матрицы при пропорциональной зависимости величины по-
перечного давления от времени. Расчеты проводятся до времени практически
полного прилегания мембраны к матрице. Проведено сравнение этих времен
при различных контактных условиях. А. Б. Ефимов с соавторами [8] соста-
вили обзор основных феноменологических закономерностей, описывающих
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постановку задачи контактного взаимодействия общего вида. Во всех этих
работах исследуется только ползучесть мембраны, длительное разрушение
не рассматривается.

В конце 50-х годов ХХ века Л. М. Качанов и Ю. Н. Работнов пришли
к выводу, что используемые в то время термины механики деформируемого
твердого тела (тензоры напряжений и деформаций и вектор перемещений)
недостаточны для описания процесса длительного разрушения материалов и
элементов конструкций в условиях ползучести. Ими был предложен новый
подход к исследованию длительной прочности, этот подход был назван кине-
тическим. Он основан на использовании введенного Л. М. Качановым [9] и
Ю. Н. Работновым [10] параметра поврежденности и разработанной впослед-
ствии Ю. Н. Работновым [11] кинетической теории ползучести и длительной
прочности.

Основой этого подхода при одноосном растяжении является введение ска-
лярного параметра поврежденности 𝜔(𝑡), характеризующего структурное со-
стояние материала при произвольном значении времени 𝑡. Исходному состо-
янию материала (при 𝑡 = 0) соответствует значение 𝜔 = 0, при разрушении
(при 𝑡 = 𝑡*) поврежденность 𝜔(𝑡*) = 1. При рассмотрении длительной проч-
ности в случае одноосного растяжения Л. М. Качанов [9] дополнил уравне-
ние ползучести дифференциальным кинетическим уравнением, характеризу-
ющим изменение параметра 𝜔 во времени, а Ю. Н. Работнов [12] дополни-
тельно ввел параметр 𝜔 в уравнение ползучести (для учета влияния процесса
накопления поврежденности в процессе ползучести).

В настоящей работе этот подход применяется к решению краевой задачи
реологического деформирования и разрушения узкой прямоугольной мем-
браны внутри жесткой матрицы при заданном давлении.

1. Постановка задачи. В работе изучается процесс деформирования
длинной узкой прямоугольной мембраны в условиях ползучести вплоть до
ее разрушения (рис. 1). Мембрана закреплена вдоль своих длинных сторон
и расположена внутри низкой жесткой матрицы прямоугольной формы.𝐻0 —
толщина мембраны; 2𝑎— ширина мембраны и матрицы; 𝐿— длина мембраны
и матрицы; 𝑏— высота матрицы, при этом справедливы следующие неравен-
ства: 2𝑎/𝐿≪ 1, 𝑏/𝑎 6 1 (низкая матрица).

Рис. 1. Общая схема деформирования прямоугольной мембраны внутри жесткой матрицы

[Figure 1. General scheme of deformation of a rectangular membrane inside a rigid matrix]
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Величина поперечного давления 𝑞 зависит от времени 𝑡 пропорционально:

𝑞(𝑡) = 𝑞𝑡,

где 𝑞 = const— скорость возрастания величины 𝑞, точкой всюду обозначаются
производные по времени 𝑡.

Деформирование мембраны в условиях ползучести рассматривается как
последовательность трех стадий. На первой стадии мембрана деформируется
в свободных условиях вплоть до касания поперечной стороны жесткой мат-
рицы. На второй стадии она деформируется при касании поперечной стенки
матрицы вплоть до касания ее продольных стенок. На третьей стадии она
уже деформируется при одновременном касании продольных и поперечной
стенок матрицы.

Задача рассматривается в стандартной цилиндрической системе коорди-
нат, поэтому при моделировании напряженно-деформированного состояния
при 𝑡 > 0 рассматриваются радиальное 𝜎𝑟𝑟, окружное 𝜎𝜃𝜃 и осевое 𝜎𝑧𝑧 глав-
ные напряжения и соответствующие компоненты тензора деформаций пол-
зучести 𝑝𝑟𝑟, 𝑝𝜃𝜃 и 𝑝𝑧𝑧. Недиагональные компоненты тензоров напряжений
и деформаций равны нулю.

Рассмотрим элемент мембраны [4]. Принимаем напряжения в элементе
равномерно распределенными по толщине и, записывая уравнения равнове-
сия в проекциях на нормаль и касательную, получаем

𝜎𝜃𝜃 = 𝑞𝜌/𝐻, 𝑑(𝜎𝜃𝜃𝐻) = 0, (1)

где 𝜌— радиус кривизны срединной поверхности, 𝐻 — толщина мембраны.
Следовательно,

𝜎𝜃𝜃𝐻 = const. (2)
Сопоставляя равенства (1) и (2), заключаем, что рассматриваемый ради-

ус кривизны срединной поверхности мембраны 𝜌 = const во всех ее точках,
т.е. срединная поверхность мембраны при ее деформировании, является ча-
стью поверхности кругового цилиндра с углом раствора 2𝛼 [4]. Следствием
принятых предположений является то, что толщина мембраны постоянна по
своей длине в процессе деформации ползучести. Следовательно, согласно ра-
венству (1), окружное напряжение 𝜎𝜃𝜃 по длине окружности радиуса 𝜌 не
изменяется.

Целью данного исследования является определение зависимости времени
до разрушения мембраны 𝑡* от величины скорости возрастания величины
поперечного давления 𝑞, в случае разрушения на 𝑖-той стадии эти параметры
будем обозначать через 𝑡*𝑖 и 𝑞𝑖 соответственно, 𝑖 = 1, 2, 3.

Для учета накопления поврежденности в материале мембраны в процессе
ползучести вводится тензорный параметр поврежденности 𝜔𝑖𝑗(𝑡), который
при активном нагружении (𝑞 > 0) удовлетворяет следующим уравнениям:

𝑑𝜔𝑖𝑗

𝑑𝑡
=

3

2
𝐹 (𝜎𝑖𝑗 , 𝜔𝑖𝑗 , 𝑡)𝑠𝑖𝑗 при 𝑠𝑖𝑗 > 0,

𝑑𝜔𝑖𝑗

𝑑𝑡
= 0 при 𝑠𝑖𝑗 6 0, (3)

где 𝑠𝑖𝑗 — компоненты девиатора напряжений.
Для описания ползучести мембраны при 𝑡 > 0 с учетом накопления повре-

жденности материала вплоть до ее разрушения рассмотрим гипотезу пропор-
циональности девиаторов напряжений и девиаторов скоростей деформаций
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ползучести при учете несжимаемости материала в следующем виде (в даль-
нейшем 𝜔𝑢 представляет собой аналог интенсивности напряжений 𝜎𝑢):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�𝑖𝑗 =
3

2

𝐴𝜎𝑛−1
𝑢

(1− 𝜔𝑢)
𝑛 𝑠𝑖𝑗 , 𝑝𝑖𝑗(0) = 0;

𝜎𝑢 =
1√
2

√︁
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃)

2 + (𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧)
2 + (𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟)

2;

𝜔𝑢 =
1√
2

√︁
(𝜔𝑟𝑟 − 𝜔𝜃𝜃)

2 + (𝜔𝜃𝜃 − 𝜔𝑧𝑧)
2 + (𝜔𝑧𝑧 − 𝜔𝑟𝑟)

2,

(4)

где 𝑝𝑖𝑗 — компоненты тензора деформаций ползучести; 𝐴, 𝑛— постоянные ве-
личины соответствующей размерности.

В рассматриваемом плоском деформированном состоянии скорость осевой
деформации ползучести �̇�𝑧𝑧 принимается равной нулю:

�̇�𝑧𝑧 = 0. (5)

Примем, как обычно для тонкостенных цилиндрических оболочек, равенство

𝜎𝑟𝑟 = 0. (6)

В этом случае из гипотезы пропорциональности девиаторов напряжений и ско-
ростей деформаций ползучести (4) при учете (5), (6) следует

𝜎𝑧𝑧 =
1

2
𝜎𝜃𝜃, 𝜎𝑢 =

√
3

2
𝜎𝜃𝜃.

Компоненты девиатора напряжений 𝑠𝑖𝑗 в мембране определяются соотноше-
ниями

𝑠𝜃𝜃 =
𝜎𝜃𝜃
2

> 0, 𝑠𝑧𝑧 = 0, 𝑠𝑟𝑟 = −𝜎𝜃𝜃
2

< 0, 𝑠𝜃𝑧 = 𝑠𝑟𝑧 = 𝑠𝑟𝜃 = 0.

Следовательно, в соответствии с (3) в тензоре поврежденности 𝜔𝑖𝑗 только од-
на компонента 𝜔𝜃𝜃 — ненулевая, т.е. параметр поврежденности в данной зада-
че имеет скалярный характер: 𝜔 = 𝜔(𝑡). Примем кинетическое уравнение (3)
в форме

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=

𝐵𝜎𝑘𝜃𝜃
(1− 𝜔)𝑚

, 𝜔(0) = 0. (7)

Таким образом, ползучесть мембраны внутри прямоугольной матрицы
вплоть до разрушения определяется из системы определяющего уравнения

�̇�𝜃𝜃 =
3

2

𝐴𝜎𝑛−1
𝑢

(1− 𝜔)𝑛
𝑠𝜃𝜃 =

√
3

2

𝐴
(︀√

3
2 𝜎𝜃𝜃

)︀𝑛
(1− 𝜔)𝑛

, 𝑝𝜃𝜃(0) = 0, (8)

и кинетического уравнения (7), а момент разрушения 𝑡 = 𝑡* характеризуется
условием

𝜔(𝑡*) = 1. (9)
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Из уравнения (7) после серии преобразований получаем

(1− 𝜔)𝑛 =

(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 𝑛
𝑚+1

. (10)

Подставляя выражение (1 − 𝜔)𝑛 в уравнение (8), получаем выражение для
скорости окружной компоненты тензора деформации ползучести:

�̇�𝜃𝜃 =

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

. (11)

Дальнейшей целью исследований является определение зависимости окруж-
ного напряжения 𝜎𝜃𝜃 (1) от скорости возрастания давления 𝑞 при обоих рас-
сматриваемых контактных условиях (идеальное скольжение и прилипание),
а затем с помощью (7) и (9) — анализ задачи о возможности разрушения на
той или иной стадии ползучести.

2. Разрушение мембраны в процессе свободного деформирова-
ния в условиях ползучести (первая стадия). На первой стадии мембра-
на (плоская в начальном состоянии) под действием давления 𝑞(𝑡) приобретает
форму незамкнутой цилиндрической оболочки с центральным углом 2𝛼 (см.
рис. 2). На этой стадии мембрана деформируется в условиях установившейся
ползучести вплоть до касания поперечной стенки жесткой матрицы.

Введем безразмерные переменные:

𝐻 𝑖 = 𝐻𝑖/𝐻0, 𝐻0 = 𝐻0/𝑎, 𝑏 = 𝑏/𝑎, 𝜌 = 𝜌/𝑎, (12)

где𝐻0 — начальная толщина мембраны,𝐻𝑖 — толщина мембраны на 𝑖-той ста-
дии, 𝑖 = 1, 2, 3.

Далее черточки над всеми безразмерными переменными опустим. В этом
пункте рассматривается длительное разрушение мембраны при постоянной
скорости возрастания поперечного давления 𝑞1 = const.

Рис. 2. Схема деформации прямоугольной мембраны на первой стадии
[Figure 2. The scheme of deformation of a rectangular membran at the first stage]
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Рассматривая два близких деформированных состояния мембраны, опре-
делим приращение окружной компоненты деформации ползучести:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝜌+ 𝑑𝜌)(𝛼+ 𝑑𝛼)− 𝜌𝛼

𝜌𝛼
=
𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝛼

𝛼
.

Следовательно, для скорости окружной компоненты деформации ползучести
имеем

�̇�𝜃𝜃 =
�̇�

𝜌
+
�̇�

𝛼
. (13)

Поскольку
𝜌 sin𝛼 = 1, (14)

то
�̇� sin𝛼+ 𝜌�̇� cos𝛼 = 0.

Поэтому выражение (13) преобразуется к виду

�̇�𝜃𝜃 = (𝛼−1 − ctg𝛼)�̇�. (15)

Из условия несжимаемости в случае плоского деформированного состоя-
ния получаем:

�̇�𝑟𝑟 + �̇�𝜃𝜃 + �̇�𝑧𝑧 = 0, �̇�𝑧𝑧 = 0, �̇�𝑟𝑟 = −�̇�𝜃𝜃.

Так как скорость радиальной компоненты деформации ползучести

�̇�𝑟𝑟 = �̇�1/𝐻1, (16)

согласно равенствам (15), (16), с учетом �̇�𝑟𝑟 = −�̇�𝜃𝜃 получаем

�̇�𝜃𝜃 = −�̇�1

𝐻1
= (𝛼−1 − ctg𝛼)�̇�. (17)

Интегрируя (17) при начальном условии 𝐻1(0) = 1, 𝛼(0) = 0, получаем

𝐻1(𝛼) =
sin𝛼

𝛼
. (18)

При

𝛼 = 𝛼1 = arcsin
2𝑏

1 + 𝑏2

из (18) имеем

𝐻1(𝛼1) =
2𝑏

(1 + 𝑏2)𝛼1
= 𝐻0

1 ,

где 𝐻0
1 — значение толщины мембраны в конце первой стадии, т.е. при 𝛼 = 𝛼1.

Величина 𝜎𝜃𝜃, определяемая (1), при учете (12), (14) и (18) принимает следу-
ющий вид:

𝜎𝜃𝜃 =
𝑞1𝜌

𝐻0𝐻1
=
𝑞1𝑡

𝐻0

𝛼

sin2 𝛼
.
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Подставляя выражение (11) в (17), получаем

𝑑𝛼

𝑑𝑡
= (𝛼−1 − ctg𝛼)−1

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

, (19)

𝛼(0) = 0.

В конце первой стадии (𝑡 = 𝑡1) раствор мембраны 2𝛼(𝑡1) = 2𝛼1 в слу-
чае ее неразрушения удовлетворяет равенству 2𝛼1 = 2arcsin 2𝑏

1+𝑏2
. Момент

времени 𝑡1, при котором происходит окончание первой стадии, и толщина
мембраны 𝐻0

1 = 𝐻(𝑡1) вычисляются согласно зависимости (18):

𝑡1 = 𝑡(𝛼1), 𝐻0
1 = 𝐻1(𝑡1) =

sin𝛼1

𝛼1
=

2𝑏

(1 + 𝑏2)𝛼1
.

Определим скорость увеличения поперечного давления 𝑞1, при котором мем-
брана разрушается в процессе первой стадии (𝑡 = 𝑡*1). Для этого восполь-
зуемся уравнением (19), начальное значение 𝛼(0) = 0. Конечное значение
𝛼* = 𝛼(𝑡*1) определяется с помощью уравнения (10):

𝜔(𝑡*1) = 1 = 1−
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*1

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

,

отсюда

(𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*1

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡 = 1.

Далее рассматривается ползучесть мембраны внутри жесткой матрицы при
различных контактных условиях.

3. Идеальное скольжение мембраны вдоль сторон матрицы. Вве-
дем координаты поперечного сечения матрицы 𝑥 и 𝑦 (см. рис. 2) и дополни-
тельные безразмерные координаты:

�̄� =
𝑥

𝑎
, 𝑦 =

𝑦

𝑎
, �̄� =

𝑏

𝑎
, �̄�0 =

𝑥0
𝑎
, 𝑦0 =

𝑦0
𝑎
,

где 𝑥0, 𝑦0 — координаты точек касания мембраны и матрицы; далее черточки
над этими безразмерными переменными также будем опускать.

3.1. Деформирование и разрушение мембраны в процессе второй
стадии (0 6 𝑥0 6 𝑥*

0). Рассмотрим характеристики разрушения мембраны
𝑞2 и 𝑡*2 в процессе второй стадии (рис. 3). Здесь 𝑥*0 = 1− 𝑏 определяется поло-
жением мембраны в конце второй стадии, при этом центр кривизны средин-
ной поверхности мембраны (в угловой части матрицы) расположен на оси 𝑥
в точке 𝑥*0. Исследование ползучести проводится сначала на первой стадии
(0 6 𝑡 6 𝑡1), а затем на второй стадии 𝑡1 6 𝑡 6 𝑡*2.

Ползучесть мембраны на первой стадии описывается дифференциальным
уравнением (19) при 𝛼(0) = 0 и 𝛼(𝑡1) = 𝛼1, при этом

𝜎𝜃𝜃(𝛼) =
𝑞2𝛼𝑡

𝐻0 sin
2 𝛼

.
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Рис. 3. Схема деформации прямоугольной мембраны на второй
стадии (идеальное скольжение и прилипание)

[Figure 3. The scheme of deformation of a rectangular membran
at the second stage (ideal slip and sticking)]

Поврежденность материала в конце первой стадии согласно (10) выража-
ется соотношением

𝜔(𝑡1) = 1−
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡1

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

= 𝜔1. (20)

После окончания первой стадии ползучести (𝑡 = 𝑡1) наступает вторая
стадия (𝑡1 6 𝑡 6 𝑡*2, 0 6 𝑥0 6 𝑥*0, 𝜔1 6 𝜔 6 1).

Решение задачи имеет различный характер для относительно высокой
матрицы (𝑏 > 1) и относительно низкой матрицы (𝑏 6 1). Для определенно-
сти в данной работе будет рассмотрена ползучесть мембраны внутри относи-
тельно низкой матрицы.

В связи с осевой симметрией мембраны и матрицы далее рассматривается
ползучесть правой половины мембраны в координатах 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑦 6 𝑏
(см. рис. 3).

При 𝑡 > 𝑡1 часть поверхности мембраны прилегает к внутренней попереч-
ной поверхности матрицы.

При исследовании второй стадии ползучести мембраны выделим два близ-
ких деформированных состояния: одно характеризуется длиной участка кон-
такта 𝑥0, а другое — длиной участка контакта (𝑥0 + 𝑑𝑥0). С помощью гео-
метрических соотношений получим соотношение для приращения окружной
деформации ползучести 𝑑𝑝𝜃𝜃 в виде

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝜌𝑑𝛼+ 𝛼𝑑𝜌) + 𝑑𝑥0

𝜌𝛼+ 𝑥0
=
𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷2(𝑥0)

= −𝑑𝐻2

𝐻2
, (21)

где

𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0 = 𝜌𝑑𝛼+ 𝛼𝑑𝜌+ 𝑑𝑥0 = −1− 𝑥0
𝑏

arctg
1− 𝑥0

(1− 𝑥0)2 − 𝑏2
𝑑𝑥0 + 2𝑑𝑥0,

𝐷2(𝑥0) = 𝜌𝛼+ 𝑥0 =
(1− 𝑥0)

2 + 𝑏2

2𝑏
arctg

2𝑏(1− 𝑥0)

(1− 𝑥0)2 − 𝑏2
+ 𝑥0.

Из условия несжимаемости с учетом (16) получаем, что 𝑑�̇�𝜃𝜃 = −𝑑�̇�𝑟𝑟.
Согласно определению �̇�𝑟𝑟, имеем �̇�𝑟𝑟 = �̇�2/𝐻2. Следовательно,

�̇�𝜃𝜃 = −�̇�2

𝐻2
, 𝑑𝑝𝜃𝜃 =

𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷2(𝑥0)

= −𝑑𝐻2

𝐻2
,
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∫︁ 𝐻2(𝑥0)

𝐻0
1

𝑑𝐻2

𝐻2
= −

∫︁ 𝑥0

0

𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷2(𝑥0)

,

𝐻2(𝑥0) = 𝐻0
1 exp

(︂
−
∫︁ 𝑥0

0

𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷2(𝑥0)

)︂
. (22)

Толщина в конце второй стадии определяется согласно (22):

𝐻0
2 = 𝐻2(𝑡2) =

1

1− 𝑏+ 𝜋𝑏/2
. (23)

Окончание второй стадии (𝑡 = 𝑡2) наступает при разрушении мембраны, т.е.
когда 𝜔(𝑡*2) = 1.

Рассмотрим зависимость параметра поврежденности на второй стадии от
времени. Из (7) следует, что

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=

𝐵𝜎𝑘𝜃𝜃
(1− 𝜔)𝑚

,∫︁ 𝜔

𝜔1

(1− 𝜔)𝑚𝑑𝜔 =
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (1− 𝜔)𝑚+1

𝑚+ 1
= 𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡,

𝜔(𝑡) = 1−
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

.

Учитывая, что 𝜔(𝑡*2) = 1, находим

(1− 𝜔1)
𝑚+1 = (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*2

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡. (24)

Из (21) следует
𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=
𝐷2(𝑥0)

𝐷1(𝑥0)
�̇�𝜃𝜃.

Отсюда с учетом (11) получаем

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=
𝐷2(𝑥0)

𝐷1(𝑥0)

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

. (25)

Окружное напряжение на второй стадии определяется соотношениями (1)
и (22):

𝜎𝜃𝜃(𝑥0) =
𝑞𝜌

𝐻0𝐻2(𝑥0)
=

𝑞2𝑡𝜌

𝐻0𝐻2(𝑥0)
. (26)

Определим теперь зависимость времени разрушения 𝑡*2 от скорости воз-
растания величины поперечного давления 𝑞2. Задавая произвольное значе-
ние 𝑞2 (𝑞2 6 𝑞1) и подставляя его в выражение (26), решаем дифференциаль-
ное уравнение (25) при 𝑡1 6 𝑡 6 𝑡*2. При этом начальное значение 𝑥0(𝑡1) = 0,
а конечное значение 𝑡 = 𝑡*2 определяется с помощью уравнения (24).
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3.2. Деформирование и разрушение мембраны в процессе тре-
тьей стадии (1 − 𝑏 6 𝑥0 6 𝑥*

0). Рассмотрим процесс разрушения мембра-
ны при 𝑞3 (𝑞3 < 𝑞2) на третьей стадии в предположении, что на второй стадии
разрушения не произошло (рис. 4). Этот процесс состоит из последователь-
ности реализации первой, второй и третьей стадий.

Ползучесть мембраны в процессе первой стадии описывается дифферен-
циальным уравнением (19) при условиях

𝛼(0) = 0, 𝛼(𝑡1) = 𝛼1, 𝜎𝜃𝜃(𝛼) =
𝑞3𝛼𝑡

𝐻0 sin
2 𝛼

.

В конце первой стадии (при 𝑡 = 𝑡1) поврежденность материала мембраны
определяется равенством (20).

Вторая стадия процесса ползучести характеризуется следующими значе-
ниями параметров:

𝑡1 6 𝑡 6 𝑡2, 0 6 𝑥0 6 1− 𝑏, 𝜔1 6 𝜔 6 𝜔2.

Толщина мембраны 𝐻2(𝑥) на второй стадии ползучести и ее значение
в конце второй стадии 𝐻0

2 определяются равенствами (22) и (23) соответ-
ственно.

Процесс ползучести мембраны на второй стадии определяется следующим
дифференциальным уравнением:

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=
𝐷2(𝑥0)

𝐷1(𝑥0)

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

;

𝑥0(𝑡1) = 0, 𝑥(𝑡2) = 1− 𝑏, 𝜎𝜃𝜃(𝑥0) =
𝑞3𝑡

𝐻0𝐻2(𝑥0)
;

𝐻2(𝑥0) = 𝐻0
1 exp

(︂
−
∫︁ 𝑥0

0

𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷2(𝑥0)

)︂
.

Поврежденность материала мембраны 𝜔2 = 𝜔2(𝑡) в конце второй стадии опре-
деляется с помощью интегрирования дифференциального уравнения (7) при
𝑡 > 𝑡1:

𝜔2 = 1−
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

. (27)

Рис. 4. Схема деформации прямоугольной мембраны на тре-
тьей стадии (идеальное скольжение и прилипание)

[Figure 4. The scheme of deformation of a rectangular membran
at the third stage (ideal slip and sticking)]
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Третья стадия ползучести мембраны характеризуется параметрами:

𝑡2 6 𝑡 6 𝑡
*
3, 1− 𝑏 6 𝑥0 6 𝑥

*
0, 𝜔2 6 𝜔 6 1.

Накопление параметра 𝜔(𝑡) в процессе третьей стадии определяется из диф-
ференциального уравнения (7) при 𝑡 > 𝑡2:

𝜔(𝑡) = 1−
(︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

.

Отсюда, учитывая, что в момент разрушения 𝑡 = 𝑡*3 поврежденность 𝜔(𝑡*3) = 1,
получаем

(1− 𝜔2)
𝑚+1 = (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*3

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡. (28)

На этой стадии мембрана касается обеих сторон матрицы:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(2− 𝜋/2)𝑑𝑥0

𝑏+ 𝜋/2− 1 + (2− 𝜋/2)𝑥0
,

𝑝𝜃𝜃 = −
∫︁ 𝐻3(𝑥0)

𝐻0
2

𝑑𝐻3

𝐻3
= ln

𝐻0
2

𝐻3(𝑥0)
= ln

𝑏+ 𝜋/2− 1 + (2− 𝜋/2)𝑥0
1− 𝑏+ 𝑏𝜋/2

,

𝐻3(𝑥0) =
1

𝑏+ 𝜋/2− 1 + (2− 𝜋/2)𝑥0
,

�̇�0 =
𝑏+ 𝜋/2− 1 + (2− 𝜋/2)𝑥0

2− 𝜋/2
�̇�𝜃𝜃.

Подставляя в последнее уравнение выражение (8) при учете (10) вместо �̇�𝜃𝜃,
получаем

�̇�0 =
𝑏+ 𝜋/2− 1 + (2− 𝜋/2)𝑥0

2− 𝜋/2

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
×

×
(︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝐵𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

, (29)

𝜎𝜃𝜃(𝑥0) =
𝑞3𝑡

𝐻0
(1− 𝑥0).

При решении дифференциального уравнения (29) начальное значение 𝑥0(𝑡2) =
= 1− 𝑏, а конечное значение 𝑡*3 удовлетворяет равенству (28).

4. Деформирование и разрушение мембраны в условиях прили-
пания мембраны вдоль сторон матрицы. Как и для предыдущего случая
граничных условий рассмотрим вторую и третью стадии деформирования
мембраны в условиях ползучести и определим условия ее разрушения.

4.1. Деформирование и разрушение мембраны в процессе второй
стадии (0 6 𝑥0 6 1 − 𝑏). Чтобы определить условия разрушения мембраны
в процессе ее деформирования на второй стадии при 𝑞2 необходимо последо-
вательно рассмотреть ее ползучесть на первой и второй стадиях.
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Ползучесть мембраны на первой стадии при условии ее неразрушения
(0 6 𝑡 6 𝑡1, 0 6 𝛼 6 𝛼1, 0 6 𝜔 6 𝜔1) описывается дифференциальным
уравнением (19) при условиях

𝛼(0) = 0, 𝛼(𝑡1) = 𝛼1 = arcsin
2𝑏

1 + 𝑏2
, 𝜎𝜃𝜃(𝛼) =

𝑞2𝛼𝑡

𝐻0 sin
2 𝛼

.

Поврежденность материала мембраны в конце первой стадии определяется
равенством (20).

В процессе второй стадии ползучести мембраны зависимость параметра
поврежденности от времени определяется соотношением (24). В случае по-
степенного прилипания материала мембраны к матрице ее контактная часть
(с переменной толщиной) не деформируется, а свободная часть (с постоянной
толщиной) представляет собой часть дуги окружности. Окружная деформа-
ция в свободной части мембраны имеет вид

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝜌𝑑𝛼+ 𝛼𝑑𝜌) + 𝑑𝑥0

𝜌𝛼
=
𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷3(𝑥0)

.

Аналогично (21) можно получить выражение

𝐷3(𝑥0) = 𝜌𝛼 =
(1− 𝑥0)

2 + 𝑏2

2𝑏
arctg

2𝑏(1− 𝑥0)

(1− 𝑥0)2 − 𝑏2
.

Как показано ранее, �̇�𝑟𝑟 = �̇�2/𝐻2. Из условия несжимаемости �̇�𝜃𝜃 = −�̇�𝑟𝑟,
поэтому

�̇�𝜃𝜃 = −�̇�2(𝑥0)

𝐻2(𝑥0)
, 𝑑𝑝𝜃𝜃 = −𝑑𝐻2

𝐻2
=
𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷3(𝑥0)

,∫︁ 𝐻2(𝑥0)

𝐻0
1

𝑑𝐻2

𝐻2
= −

∫︁ 𝑥0

0

𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷3(𝑥0)

, 𝐻2(𝑥0) = 𝐻0
1 exp

(︂
−
∫︁ 𝑥0

0

𝐷1(𝑥0)𝑑𝑥0
𝐷3(𝑥0)

)︂
,

𝐻0
2 = 𝐻2(1− 𝑏).

Интенсивности 𝜎𝑢 и �̇�𝑢 определяются соотношениями

𝜎𝑢 =

√
3

2
𝜎𝜃𝜃 =

√
3

2

𝑞𝜌

𝐻0𝐻2(𝑥0)
, �̇�𝑢 =

2√
3
�̇�𝜃𝜃.

Также имеем
𝜎𝜃𝜃(𝑥0) =

𝑞𝜌

𝐻0𝐻2(𝑥0)
=

𝑞2𝑡𝜌

𝐻0𝐻2(𝑥0)
, (30)

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=
𝐷3(𝑥0)

𝐷1(𝑥0)

𝑑𝑝𝜃𝜃
𝑑𝑡

=
𝐷3(𝑥0)

𝐷1(𝑥0)

√
3

2
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
×

×
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

. (31)
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Подставляя (30) в (31), получаем дифференциальное уравнение относи-
тельно 𝑥0, при этом начальное значение равно 𝑥0(𝑡1) = 0, конечное значение 𝑡*2
определяется с помощью уравнения (24).

4.2. Деформирование и разрушение мембраны в процессе тре-
тьей стадии (1 − 𝑏 6 𝑥0 6 𝑥*

0). Рассмотрим ползучесть мембраны при 𝑞3
последовательно на первой, второй и третьей стадиях в случае, если разру-
шение не произошло на первой и второй стадии.

Ползучесть мембраны в процессе первой стадии описывается дифферен-
циальным уравнением (19) при условиях

𝛼(0) = 0, 𝛼(𝑡1) = 𝛼1, 𝜎𝜃𝜃(𝛼) =
𝑞3𝛼𝑡

𝐻0 sin
2 𝛼

.

В конце первой стадии (при 𝑡 = 𝑡1) поврежденность 𝜔1(𝑡1) = 𝜔1 материала
мембраны задается соотношением

𝜔1 = 1−
(︂
1− (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡1

0
𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

.

Вторая стадия процесса ползучести характеризуется следующими значе-
ниями параметров:

𝑡1 6 𝑡 6 𝑡2, 0 6 𝑥0 6 1− 𝑏, 𝜔1 6 𝜔 6 𝜔2.

Процесс ползучести на второй стадии определяется следующим дифферен-
циальным уравнением:

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=
𝐷3

𝐷1
𝐴
(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
(︂
(1− 𝜔1)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡1

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

,

𝑥0(𝑡1) = 0, 𝑥0(𝑡2) = 1− 𝑏,

𝜎𝜃𝜃(𝑥0) =
𝑞2𝑡

𝐻0𝐻2(𝑥0)
.

Поврежденность материала мембраны в конце второй стадии 𝜔(𝑡2) = 𝜔2 опре-
деляется из уравнения (27).

Третья стадия деформирования мембраны характеризуется параметрами:

𝑡2 6 𝑡 6 𝑡
*
3, 1− 𝑏 6 𝑥0 6 𝑥

*
0, 𝜔2 6 𝜔 6 1.

На этой стадии ползучесть мембраны при касании ею обеих сторон матрицы
описывается следующим уравнением:

𝑑𝑝𝜃𝜃 = 𝐹 (𝑥0)𝑑𝑥0, 𝐹 (𝑥0) =
4− 𝜋

𝜋(1− 𝑥0)
.

В результате зависимость 𝑑𝑝𝜃𝜃/𝑑𝑡 примет следующий вид:

𝑑𝑝𝜃𝜃
𝑑𝑡

= 𝐹 (𝑥0)
𝑑𝑥0
𝑑𝑡

;
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𝑝𝜃𝜃 = −
∫︁ 𝐻3(𝑥0)

𝐻0
2

𝑑𝐻3

𝐻3
=

∫︁ 𝑥0

1−𝑏
𝐹 (𝑥0)𝑑𝑥0 = ln

𝐻0
2

𝐻3(𝑥0)
=

4− 𝜋

𝜋
ln

𝑏

1− 𝑥0
,

�̇�0 =
�̇�𝜃𝜃
𝐹 (𝑥0)

=

√
3𝐴

2𝐹 (𝑥0)

(︁√3

2
𝜎𝜃𝜃

)︁𝑛
×

×
(︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂− 𝑛
𝑚+1

; (32)

𝐻0
2

𝐻3(𝑥0)
=

(︁ 𝑏

1− 𝑥0

)︁ 4−𝜋
𝜋
, 𝐻3(𝑥0) = 𝐻0

2

(︁ 𝑏

1− 𝑥0

)︁− 4−𝜋
𝜋
. (33)

Окончание третьей стадии происходит при значении 𝑥*0, соответствующем
значению 𝑡*. Интенсивность напряжений определяется соотношением

𝜎𝑢(𝑥0) =

√
3

2

𝑞𝜌

𝐻3(𝑥0)𝐻0

⃒⃒⃒
𝜌=1−𝑥0

=

√
3

2

𝑞𝑡

𝐻0

1− 𝑥0
𝐻3(𝑥0)

. (34)

Интенсивность скоростей деформаций ползучести задается соотношением

�̇�𝑢 =
2√
3
𝐹 (𝑥0)

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

.

Подставим (33) в (34), затем в (32). С помощью интегрирования диффе-
ренциального уравнения (7) при 𝑡 > 𝑡2 выпишем зависимость 𝜔(𝑡) на третьей
стадии процесса деформирования:

𝜔(𝑡) = 1−
(︂
(1− 𝜔2)

𝑚+1 − (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡

)︂ 1
𝑚+1

.

С учетом равенства 𝜔(𝑡*3) = 1 для времени разрушения 𝑡*3 получаем

(1− 𝜔2)
𝑚+1 = (𝑚+ 1)𝐵

∫︁ 𝑡*3

𝑡2

𝜎𝑘𝜃𝜃𝑑𝑡. (35)

Вычисление значений 𝑞3 и 𝑡*3, соответствующих разрушению в процессе тре-
тьей стадии для прилипания, производится аналогично случаю идеального
скольжения.

Дифференциальное уравнение (32) решается при 𝑡2 6 𝑡 6 𝑡*3, начальное
условие 𝑥0(𝑡2) = 1− 𝑏, конечное значение 𝑡 = 𝑡*3 удовлетворяет условию (35).

5. Приложение. В качестве примера рассмотрим ползучесть и длитель-
ное разрушение прямоугольной мембраны, изготовленной из хромомолибде-
новой стали 2.15Cr-1Mo steel и деформируемой при 600 ∘C внутри жесткой
матрицы высотой 𝑏 = 0.5.

Химический состав этой стали [13]:

C = 0.06%, Si = 0.18%, Mn = 0.48%, P = 0.008%, S = 0.008%,

Cr = 2.18%, Mo = 0.93%, Fe− баланс.
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Материальные константы этой стали, используемые в кинетической модели
ползучести и длительной прочности (7), (8), имеют следующие значения [13]:

𝐴 = 9.17 ·10−17 МПа/ч, 𝐵 = 0.91 ·10−17 МПа/ч, 𝑛 = 6.0, 𝑚 = 4.8, 𝑘 = 6.7.

Кроме того, во всех вычислениях в качестве безразмерной начальной толщи-
ны мембраны использовано значение 𝐻0 = 0.01.

В табл. 1–3 приведены основные характеристики длительного разруше-
ния мембраны на первой, второй и третьей стадиях деформирования соот-
ветственно.

Таблица 1
Характеристики длительного разрушения мембраны на первой стадии [Characteris-

tics of long-term destruction of the membrane at the first stage of deformation]
𝑞1, MPa/hr 𝑡*, hr 𝛼*

700 0.003 0.906
500 0.0046 0.92
300 0.0073 0.925

Таблица 2
Характеристики длительного разрушения мембраны на второй стадии [Characteris-

tics of long-term destruction of the membrane at the second stage of deformation]
𝑞2, MPa/hr 𝑥*

0 𝑡*2, hr 𝑡* − 𝑡1, hr 𝜔1

case of ideal slip

250 0.337 0.00865 0.000002 0.894
200 0.435 0.01059 0.00001 0.874
100 0.500 0.01985 0.00009 0.865

case of sticking

250 0.289 0.00865 0.000003 0.894
200 0.366 0.01059 0.00001 0.874
100 0.408 0.01983 0.00004 0.865
50 0.445 0.037 0.00006 0.858

Таблица 3
Характеристики длительного разрушения мембраны на третьей стадии [Characte-

ristics of long-term destruction of the membrane at the third stage of deformation]
𝑞3, MPa/hr 𝑥*

0 𝑡*3, hr 𝑡* − 𝑡2, hr 𝜔1 𝜔2

case of ideal slip

50 0.549 0.037 0.00015 0.858 0.925
10 0.787 0.165 0.0066 0.823 0.905
5 0.907 0.405 0.106 0.813 0.898

case of sticking

20 0.504 0.0851 0.00063 0.841 0.929
10 0.542 0.159 0.0012 0.827 0.923
5 0.587 0.299 0.003 0.813 0.914
1 0.719 1.3 0.024 0.778 0.892

0.1 0.83 10.9 0.75 0.722 0.858
0.01 0.98 164 84.7 0.662 0.812
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Рис. 5. Зависимость 𝛼(𝑡) в процессе первой стадии деформирования мем-
браны для различных значений скорости 𝑞1 (в МПа/ч): 1 — 𝑞1 = 300, 2 —

𝑞1 = 500, 3 — 𝑞1 = 700
[Figure 5. Dependence 𝛼(𝑡) during the first stage of membrane deformation for
different values of the rate 𝑞1 (in MPa/hr): 1 — 𝑞1 = 300, 2 — 𝑞1 = 500, 3 —

𝑞1 = 700]

Рис. 6. Зависимость 𝑥0(𝑡) в процессе второй стадии деформирования мембра-
ны для 𝑞1 = 100 МПа/ч: 1 — при идеальном скольжении; 2 — при прилипании

[Figure 6. Dependence 𝑥0(𝑡) during the second stage of membrane deformation
for 𝑞1 = 100 MPa/hr: 1 — case of ideal slip, 2 — case of sticking]
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На рис. 5 приведены вычисленные зависимости угла раствора 𝛼(𝑡) мем-
браны для различных значений скоростей нарастания давления 𝑞 в процессе
первой стадии деформирования мембраны.

На рис. 6 представлена зависимость 𝑥0(𝑡) в процессе второй стадии де-
формирования мембраны для 𝑞1 = 100 МПа/ч при при идеальном скольже-
нии (1) и при прилипании (2). Аналогичные результаты для 𝑥0(𝑡), вычислен-
ные для второй и третьей стадий процесса деформирования мембраны при
𝑞1 = 10 МПа/ч, представлены на рис. 7.

На рис. 8 в логарифмических координатах приведена зависимость вре-
мени до разрушения мембраны 𝑡* от величины 𝑞, полученная при анализе
результатов ползучести мембраны на всех трех стадиях. Здесь результаты
вычислений на первой стадии обозначены треугольниками, на второй и тре-
тьей стадиях при идеальном скольжении результаты вычислений обозначены
кружками и цифрой 1, а при прилипании — крестиками и цифрой 2.

Рис. 7. Зависимость 𝑥0(𝑡) в процессе второй и третьей стадий деформирова-
ния мембраны для 𝑞1 = 10 МПа/ч: 1 — при идеальном скольжении; 2 — при

прилипании
[Figure 7. Dependence 𝑥0(𝑡) during the second and third stages of membrane de-

formation for 𝑞1 = 10 MPa/hr: 1 — case of ideal slip, 2 — case of sticking]

Рис. 8. Зависимость 𝑞(𝑡*) в логарифмических координатах: 1 — при идеаль-
ном скольжении; 2 — при прилипании

[Figure 8. Dependence 𝑞(𝑡*) in logarithmic coordinates: 1 — case of ideal slip,
2 — case of sticking]
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Проведем анализ полученных результатов. Для удобства введем обозначе-
ния основных характеристик решения: индексом (1) будем обозначать харак-
теристики при идеальном скольжении, индексом (2) — характеристики реше-
ния при прилипании. При задании в качестве исходных параметров величины
скорости давления 𝑞1 получены равные значения времен до разрушения на
первой стадии в случае скольжения и прилипания: 𝑡*1(1) = 𝑡*1(2). При зада-
нии в качестве исходных параметров величины скорости давления 𝑞2 полу-
чены следующие оценки основных характеристик: предельное значение ве-
личины 𝑥*0 в случаях скольжения и прилипания удовлетворяют неравенству
𝑥*0(1) > 𝑥*0(2), аналогично и с временами до разрушения: 𝑡*2(1) > 𝑡*2(2). Значения
полученных характеристик при задании скорости 𝑞3 удовлетворяют следую-
щим неравенствам: 𝑥*0(1) > 𝑥*0(2), 𝜔3(1) < 𝜔3(2), 𝑡*3(1) > 𝑡*3(2).

Исходя из вышеизложенного можно сделать вывод, что величины времен
до разрушения 𝑡* при одном и том же фиксированном значении скорости
нарастания давления 𝑞 удовлетворяют неравенству 𝑡*(1)(𝑞) > 𝑡

*
(2)(𝑞).

Заключение. Исследован процесс деформирования узкой мембраны
внутри низкой прямоугольной матрицы вплоть до ее разрушения при пропор-
циональной зависимости величины поперечного давления от времени. Рас-
смотрены два типа контактных условий: идеальное скольжение мембраны
относительно матрицы и прилипание мембраны к матрице. Для описания
процесса накопления поврежденности материала мембраны использована ки-
нетическая теория Ю. Н. Работнова, при этом параметр поврежденности ма-
териала в данной задаче имеет скалярный характер. Решение системы, со-
стоящей из определяющего и кинетического уравнений, проводится последо-
вательно для первой, второй и третьей стадий деформирования.

В результате решения системы определяющего и кинетического уравне-
ний получены значения параметра поврежденности, накопленной в течение
каждой стадии деформирования, а также величины времени до разрушения
мембраны (см. табл. 1–3).

Результаты исследования показывают, что в случае разрушения мембра-
ны на первой стадии (оно происходит при высоких скоростях нарастания
давления 𝑞) время 𝑡*(𝑞) не зависит от вида контактных условий, а при раз-
рушении мембраны на второй и третьей стадиях деформирования время 𝑡*

в случае идеального скольжения не меньше, чем в случае прилипания.
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Abstract
In this work, we studied the creep and long-term fracture of a narrow

rectangular membrane in confined conditions (inside a rigid low matrix) with
a proportional dependence on the magnitude of transverse pressure on time.

Deformation of the membrane is considered as a sequence of three stages.
At first stage, the membrane is deformed under free conditions until it
touches the transverse side of the rigid matrix. At second stage, the mem-
brane is deformed when it touches the transverse wall of the matrix until it
touches its longitudinal walls. At third stage, the membrane is already de-
formed while simultaneously touching the longitudinal and transverse walls
of matrix.

The study is carried out under two types of contact conditions: 1) ideal
sliding of the membrane along the walls of the matrix; 2) sticking of the
membrane to the walls of the matrix.

The analysis of the gradual long-term fracture of the membrane is car-
ried out using the kinetic theory of creep by Yu. N. Rabotnov, while the
parameter of material damage in this problem has a scalar character.

The obtained equations are used to analyze the creep and long-term
fracture of a membrane made of 2.15Cr-1Mo steel, which is deformed under
variable transverse pressure at a temperature of 600 ∘C until its destruction.
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As a result of solving the system of constitutive and kinetic equations,
the values of the damage parameter accumulated during each stage of de-
formation, as well as the time to fracture of the membrane, are obtained.
In the case of membrane fracture at the first stage of deformation, the time
to fracture at the first stage does not depend on the type of contact condi-
tions, and in the case of membrane fracture at the second and third stages
of deformation, the time to fracture in the case of ideal slip is not less than
in the case of sticking.

Keywords: rectangular membrane, rigid matrix, variable transverse pres-
sure, creep, long-term fracture, damage parameter, kinetic theory, long-term
strength.
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Сравнение элементов орбит больших планет,
Луны и Солнца с использованием различных
математических моделей на интервале времени
с 1600 по 2200 гг.

А. Ф. Заусаев, М. А. Романюк
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

Проведен анализ точности элементов орбит, полученных по коорди-
натам и компонентам скоростей, найденных с помощью коэффициентов
многочленов Чебышева планетного каталога DE405. Для исследования
на интервале времени с 1600 по 2200 гг. проведено сопоставление элемен-
тов орбит, найденных с помощью каталога DE405, а также полученных
на основании численного интегрирования уравнений движения, осно-
ванных на взаимодействии движущихся материальных тел с окружаю-
щим пространством. На примере численного интегрирования уравнений
движения Луны показано преимущество использования уравнений дви-
жения, основанных на взаимодействии движущихся материальных тел
с окружающим пространством по сравнению с релятивистскими урав-
нениями. На основании сравнения элементов орбит Меркурия, получен-
ных путем решения уравнений, основанных на взаимодействии движу-
щихся материальных тел с окружающим пространством и найденных с
помощью использования каталога DE405, показано, что на исследуемом
интервале времени элементы орбит практически совпадают. Максималь-
ное расхождение в средней аномалии на конце интервала интегрирова-
ния составляет менее 1′′ (секунды дуги). Определены невязки вековых
смещений перигелиев для Меркурия, Венеры, Земли + Луны и Марса,
значения которых для DE405 соответственно равны: 43.08′′, 8.4′′, 3.83′′
и 1.14′′. Показано, что погрешности вековых смещений перигелиев пла-
нет Меркурия, Венеры, барицентра Земли + Луны и Марса, полученные

Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ
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Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

при использовании каталога DE405, принимают следующие значения:
0′′, 6.06′′, 3.83′′ и 1.08′′. Для внешних планет: Юпитера, Сатурна, Ура-
на, Нептуна и карликовой планеты Плутон на основании рассмотренных
сравнений различных уравнений движения расхождений элементов ор-
бит не обнаружено. На основании проведенных исследований показано,
что использование гармонических координат в релятивистских уравне-
ниях при создании каталога DE405 оправдано только для Меркурия
и внешних планет: Юпитера, Сатурна, Урана, Нептуна и карликовой
планеты Плутон.

Ключевые слова: элементы орбит, численное интегрирование, диффе-
ренциальные уравнения движения.

Получение: 19 октября 2021 г. / Исправление: 15 октября 2022 г. /
Принятие: 17 ноября 2022 г. / Публикация онлайн: 6 декабря 2022 г.

Исследование движения больших планет, Луны и Солнца сопряжено
с большим объемом вычислений, точность которых зависит от выбора как
математической модели движения, так и метода решения задачи. Математи-
ческая модель движения небесных тел, как правило, описывается системой
дифференциальных уравнений второго порядка. В основе каждой математи-
ческой модели лежат определенные физические предпосылки. Важную роль
в механике играет понятие пространства.

Понятие об эфире исходит из глубокой древности. Две с половиной тыся-
чи лет назад ученые древней Греции сформулировали и развили понятие об
эфире. Эфирная концепция достигла своей кульминации в ХIX веке, когда
Максвелл, опираясь на созданную им модель эфира, получил фундаменталь-
ные уравнения электродинамики [1].

В теории тяготения Ньютона под пространством понимается плоское ев-
клидово пространство. Механика Ньютона основана на законе всемирного
тяготения и трех законах движения [2,3].

В основе релятивистской механики лежат два основных принципа: прин-
цип эквивалентности и принцип общековариантности [4, 5]. Принцип экви-
валентности говорит о том, что все физические процессы протекают оди-
наково в инерциальной системе, находящейся в однородном поле тяготения
и в неинерциальной равномерно ускоренной системе. Из принципа общеко-
вариантности следует, что уравнения должны иметь одну и ту же форму
во всех без исключения системах отсчета. Опираясь на эти принципы, Эйн-
штейн пришел к выводу, что пространство событий общей теории относи-
тельности должно представлять собой псевдориманово четырехмерное про-
странство с метрикой [6]

𝑑𝑠2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽. (1)

Движение пробной частицы под действием тяготения — это свободное дви-
жение по инерции, происходящее по геодезическим линиям псевдориманова
пространства, метрика которого формируется самими гравитационными мас-
сами.

С развитием квантовой теории появился термин — физический вакуум.
Физический вакуум является особым видом материи, претендующим на пер-
вооснову мира. Физический вакуум стал предметом изучения физики бла-
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годаря усилиям известных ученых: П. Дирака, Р. Фейнмана, Дж. Уилера,
У. Лэмба, де Ситтера, Г. Казимира, Я. Б. Зельдовича [7–10]. Столь разнооб-
разное представление от эфира до физического вакуума об окружающем нас
пространстве говорит о сложности проблемы, стоящей перед наукой.

Следует отметить, что в настоящее время свойства окружающего нас про-
странства недостаточно изучены, поэтому при выводе дифференциальных
уравнений движения материальных тел необходимо наделять его определен-
ными динамическими свойствами.

Ранее нами получены дифференциальные уравнения движения небесных
тел, основанные на взаимодействии материальных тел с окружающим про-
странством, которые имеют следующий вид [11–15]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

(︁𝑋𝑖 −𝑋

Δ𝑖

)︁ 3𝑎0𝑖𝑟
2
0𝑖

Δ2
𝑖 +Δ𝑖

3

√︁
Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖 +
3

√︁
(Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖)
2
,

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

(︁𝑌𝑖 − 𝑌

Δ𝑖

)︁ 3𝑎0𝑖𝑟
2
0𝑖

Δ2
𝑖 +Δ𝑖

3

√︁
Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖 +
3

√︁
(Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖)
2
,

𝑑2𝑍

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

(︁𝑍𝑖 − 𝑍

Δ𝑖

)︁ 3𝑎0𝑖𝑟
2
0𝑖

Δ2
𝑖 +Δ𝑖

3

√︁
Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖 +
3

√︁
(Δ3

𝑖 − 𝑟30𝑖)
2
,

(2)

где 𝑟0𝑖 — эффективный радиус 𝑖-того тела; 𝑎0𝑖 — соответствующее ускорение
для 𝑖-того тела на расстоянии 𝑟0𝑖 от центра массы; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентри-
ческие координаты возмущаемого тела; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖 — барицентрические коор-
динаты возмущающих тел; Δ𝑖 — взаимное расстояние между возмущаемым
и возмущающим телом.

Дифференциальные уравнения движения в ньютоновой форме имеют сле-
дующий вид [1,2]: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

𝑘2𝑚𝑖

(︁𝑋𝑖 −𝑋

Δ3
𝑖

)︁
,

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

𝑘2𝑚𝑖

(︁𝑌𝑖 − 𝑌

Δ3
𝑖

)︁
,

𝑑2𝑍

𝑑𝑡2
=

∑︁
𝑖

𝑘2𝑚𝑖

(︁𝑍𝑖 − 𝑍

Δ3
𝑖

)︁
,

(3)

где Δ2
𝑖 = (𝑋𝑖 − 𝑋)2 + (𝑌𝑖 − 𝑌 )2 + (𝑍𝑖 − 𝑍)2; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентрические

координаты возмущаемого тела; 𝑚𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖 — массы и барицентрические
координаты возмущающих тел.

Целью данной работы является оценка точности координат планет, пред-
ставленных в планетном каталоге DE405, поэтому следует привести мате-
матическую модель в форме дифференциальных уравнений, которую автор
использовал при создании DE405.

Дифференциальные уравнения движения в барицентрической системе ко-
ординат с учетом ньютоновых и шварцшильдовских членов и формулы (1)
имеют следующий вид [16]:

𝑟𝑖 =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜇𝑗(𝑟𝑗 − 𝑟𝑖)

𝑟3𝑖𝑗

{︂
1− 2(𝛽 + 𝛾)

𝑐2

∑︁
𝑘 ̸=𝑖

𝜇𝑘
𝑟𝑖𝑘

− 2𝛽 − 1

𝑐2

∑︁
𝑘 ̸=𝑗

𝜇𝑘
𝑟𝑗𝑘

+ 𝛾
(︁𝑣𝑖
𝑐

)︁2
+
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+ (1 + 𝛾)
(︁𝑣𝑗
𝑐

)︁2
− 2(1 + 𝛾)

𝑐2
�̇�𝑖�̇�𝑗 −

3

2𝑐2

[︁(𝑟𝑖 − 𝑟𝑗)�̇�𝑖
𝑟𝑖𝑗

]︁2
+

1

2𝑐2
(𝑟𝑗 − 𝑟𝑖)𝑟𝑗

}︂
+

+
1

𝑐2

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜇𝑗
𝑟3𝑖𝑗

(𝑟𝑖 − 𝑟𝑗)
[︀
(2 + 2𝛾)�̇�𝑖 − (1 + 2𝛾)�̇�𝑗

]︀
(�̇�𝑖 − �̇�𝑗) +

+
3 + 4𝛾

2𝑐2

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜇𝑗𝑟𝑗
𝑟𝑖𝑗

+
𝑛∑︁

𝑚=1

𝜇𝑚(𝑟𝑚 − 𝑟𝑖)

𝑟3𝑖𝑚
, (4)

где 𝑟𝑖, �̇�𝑖, 𝑟𝑖 — координаты, скорости и ускорения в барицентрической системе
координат 𝑖-того тела; 𝜇𝑗 = 𝑘2𝑚𝑗 ; 𝑘2 — гравитационная постоянная; 𝑚𝑗 —
масса 𝑗-того тела; 𝑟𝑖𝑗 = |𝑟𝑗−𝑟𝑖|; 𝛽 и 𝛾 — релятивистские параметры, 𝛽 = 𝛾 = 1;
𝑣𝑖 = |�̇�𝑖|; 𝑐— скорость света.

При создании эфемерид Луны помимо гравитационных и релятивистских
эффектов учитывалось влияние фигур Земли и Луны в математической мо-
дели. Ускорение Луны благодаря учету зональных и тессеральных гармоник
в координатной системе 𝜉𝜂𝜁 имеет вид [16]⎡⎣ 𝜉

𝜂

𝜁

⎤⎦ = − 𝜇

𝑟2

{︃
𝑛1∑︁
𝑛=1

𝐽𝑛

(︁𝑎
𝑟

)︁𝑛

⎡⎣(𝑛+ 1)𝑃𝑛(sin𝜙)
0

− cos 𝜃𝑃𝑛(sin𝜙)

⎤⎦+

+

𝑛2∑︁
𝑛=1

(︁𝑎
𝑟

)︁𝑛
𝑛∑︁

𝑚=1

⎡⎣−(𝑛+ 1)𝑃𝑚
𝑛 (sin𝜙)[𝐶𝑛𝑚 cos𝑚𝜆+ 𝑆𝑛𝑚 sin𝑚𝜆]

𝑚 sec𝜙𝑃𝑚
𝑛 (sin𝜙)[−𝐶𝑛𝑚 sin𝑚𝜆+ 𝑆𝑛𝑚 cos𝑚𝜆]

cos𝜙𝑃𝑚
𝑛 (sin𝜙)[𝐶𝑛𝑚 cos𝑚𝜆+ 𝑆𝑛𝑚 sin𝑚𝜆]

⎤⎦}︃, (5)

где 𝜇— гравитационная постоянная; 𝑟— расстояние между центрами масс
двух тел; 𝑛1 и 𝑛2 — максимальные степени зональных и тессеральных гар-
моник несферичных тел соответственно; 𝑃𝑛(sin𝜙)— полином Лежандра сте-
пени 𝑛; 𝑃𝑚

𝑛 (sin𝜙)— присоединенный полином Лежандра степени 𝑛 и порядка
𝑚; 𝐽𝑛 — зональные гармоники от несферичности тела; 𝐶𝑛𝑚, 𝑆𝑛𝑚 — коэффи-
циенты тессеральных гармоник; 𝜙— широта притягиваемого тела в фиксиро-
ванной системе координат 𝜉𝜂𝜁; 𝜆— восточная долгота притягиваемого тела.
Вклад в инерциальное ускорение от несферичного тела возникает от взаимо-
действия ее собственной фигуры с внешней точечной массой, представленной
в координатной системе 𝜉𝜂𝜁. Ось 𝜉 направлена вовне от несферичного тела
к точечной массе. Ось 𝜂 направлена на восток, лежит в селенографической
плоскости 𝑋𝑌 , перпендикулярна оси 𝜉. Ось 𝜁 направлена на север, образуя
правую систему координат.

Кроме того, земные приливы оказывают на геоцентрическое ускорение
Луны следующее воздействие [16]:

𝑟𝑚 = −3𝑘2𝜇𝑚
𝑟3𝑙𝑚

(︁
1 +

𝜇𝑚
𝜇𝑙

)︁(︁ 𝑎𝑙
𝑟𝑙𝑚

)︁5

⎡⎣𝑥+ 𝑦𝛿
𝑦 − 𝑥𝛿
𝑧

⎤⎦ , (6)

где 𝑘2 — число Лява; 𝑎𝑙 — радиус Земли; 𝑟𝑙𝑚 — геоцентрическое расстояние
Луны; 𝑥, 𝑦, 𝑧, — декартовы геоцентрические координаты Луны; 𝜇𝑚 — грави-
тационная постоянная, умноженная на массу Луны; 𝜇𝑙 — гравитационная по-
стоянная, умноженная на массу Земли; 𝛿— фазовый угол.
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В отличие от уравнений (4), дифференциальные уравнения (2) записаны
в декартовой системе координат. В них отсутствуют понятия силы и массы,
которые, по мнению Пуанкаре, не имеют точного определения [17].

Ранее проведенные исследования показали, что решение дифференциаль-
ных уравнений, основанных на взаимодействии движущихся материальных
тел с окружающим пространством, обладает преимуществом по сравнению
с решениями Ньтоновых и релятивистских уравнений [18]. Использование
уравнений в форме Ньютона для численного интегрирования уравнений дви-
жения больших планет приводит к накоплению ошибок в координатах внут-
ренних планет. При построении численной теории Луны автором DE405 наря-
ду с уравнением (4) решаются уравнения (5) и (6), что значительно усложняет
решение задачи [19].

В отличие от релятивистских уравнений (4), (5) и (6), нами получены ко-
ординаты всех больших планет, Луны и Солнца на определенные моменты на
интервале времени с помощью решения одной системы дифференциальных
уравнений (2).

Координаты планет, Луны и Солнца хранятся в каталоге DЕ405 в форме
коэффициентов полиномов Чебышева [20–22]. Для различных планет сте-
пени многочленов различны. Максимальная степень многочленов порядка
тринадцать обеспечивает необходимую точность для нахождения координат
внутренних планет и Луны. Коэффициенты полиномов Чебышева хранятся
в каталоге DЕ405 с шагом тридцать два дня. Многочлены Чебышева обеспе-
чивают гладкое приближение даже при использовании многочленов высоких
порядков. Многочлен Чебышева порядка 𝑛 (для |𝑥| 6 1) определяется как [21]
𝑇𝑛(𝑥) = cos(𝑛 · arccos𝑥).

Из равенства cos(𝛼+ 𝛽) + cos(𝛼− 𝛽) = 2 cos𝛼 cos𝛽 следует, что

cos(𝑛+ 1)𝜙 = 2 cos𝑛𝜙 cos𝜙− cos(𝑛− 1)𝜙. (7)

Если 𝜙 = arccos𝑥, то после подстановки в (7) получим следующую рекур-
рентную формулу:

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥)− 𝑇𝑛−1(𝑥) при 𝑛 > 1.

Многочлены Чебышева до 13-го порядка имеют следующий вид:
𝑇0(𝑥) = 1;
𝑇1(𝑥) = 𝑥;
𝑇2(𝑥) = 2𝑥2 − 1;
𝑇3(𝑥) = 4𝑥3 − 3𝑥;
𝑇4(𝑥) = 8𝑥4 − 8𝑥2 + 1;
𝑇5(𝑥) = 16𝑥5 − 20𝑥3 + 5𝑥;
𝑇6(𝑥) = 32𝑥6 − 48𝑥4 + 18𝑥2 − 1;
𝑇7(𝑥) = 64𝑥7 − 112𝑥5 + 56𝑥3 − 7𝑥;
𝑇8(𝑥) = 128𝑥8 − 256𝑥6 + 160𝑥4 − 32𝑥2 + 1;
𝑇9(𝑥) = 256𝑥9 − 576𝑥7 + 432𝑥5 − 120𝑥3 + 9𝑥;
𝑇10(𝑥) = 512𝑥10 − 1280𝑥8 + 1120𝑥6 − 400𝑥4 + 50𝑥2 − 1;
𝑇11(𝑥) = 1024𝑥11 − 2816𝑥9 + 2816𝑥7 − 1232𝑥5 + 220𝑥3 − 11𝑥;
𝑇12(𝑥) = 2048𝑥12 − 6144𝑥10 + 6912𝑥8 − 3584𝑥6 + 840𝑥4 − 72𝑥2 + 1;
𝑇13(𝑥) = 4096𝑥13 − 13352𝑥11 + 16640𝑥9 − 9984𝑥7 + 2912𝑥5 − 364𝑥3 + 13𝑥.
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Рассмотрим особенности многочлена Чебышева на отрезке [−1, 1]. Внутри
этого отрезка 𝑇𝑛(𝑥) обращается в нуль в 𝑛 точках:

𝑇𝑛(𝑥) = 0 при 𝑥 = cos(𝜋(𝑘 + 1/2)/𝑛),

где 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.
При |𝑥| 6 1 значение |𝑇𝑛(𝑥)| не может превышать 1.
Чтобы аппроксимировать произвольную функцию 𝑓(𝑥) в интервале [𝑎, 𝑏],

заменим независимую переменную 𝑥 нормированной переменной �̂� в интер-
вале [−1, 1] соотношением

�̂� =
2𝑥− (𝑎+ 𝑏)

𝑏− 𝑎
при 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] → �̂� ∈ [−1, 1]

и
𝑥 = �̂� · 1

2
(𝑏− 𝑎) +

1

2
(𝑎+ 𝑏) при �̂� ∈ [−1, 1] → 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Функция 𝑓(𝑥) теперь может быть представлена многочленами Чебышева
вплоть до 𝑛-го порядка в виде

𝑓(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑇𝑗(�̂�).

Коэффициенты 𝑐𝑗 вычисляются следующим образом:

𝑐𝑗 =
2

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓(𝑥𝑛+1
𝑘 )𝑇𝑗(�̂�

𝑛+1
𝑘 ),

где �̂�𝑛+1
𝑘 представляет 𝑘-тый корень 𝑇𝑛+1.

Коэффициенты многочленов Чебышева в каталоге DЕ405 для каждого 32-
дневного интервала приведены на начало интервала, что соответствует зна-
чению �̂� = −1 для интервала [−1, 1]. В точке �̂� = −1 многочлены Чебышева
примут следующие значения: 1, −1, 1, −1, . . ., (−1)𝑖+1, где 𝑖 = 0, 1, 2, 3, . . ..

Значения координат планет Луны и Солнца в точке �̂� = −1 вычисляются
с помощью следующего соотношения:

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗𝑐𝑗 .

Для нахождения скоростей планет Луны и Солнца в точке �̂� = −1 берутся
производные от многочленов Чебышева, затем вычисляются коэффициенты
путем подстановки �̂� = −1 в полученные многочлены. Сумма произведений
полученных коэффициентов на производные от многочленов, умноженных
для каждого объекта на постоянный множитель, определяет скорость иссле-
дуемых объектов. Постоянные коэффициенты в точке �̂� = −1 имеют следую-
щие значения: 𝑈0 = 0, 𝑈1 = 1, 𝑈2 = −4, 𝑈3 = 9, 𝑈4 = −16, 𝑈5 = 25, 𝑈6 = −36,
𝑈7 = 49, 𝑈8 = −64, 𝑈9 = 81, 𝑈10 = −100, 𝑈11 = 121, 𝑈12 = −144, 𝑈13 = 169.
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Компоненты скоростей планет, Луны и Солнца находятся из соотношений

𝑀(𝑥) = 𝐺𝑖

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑈𝑗(𝑥),

где 𝐺𝑖 для каждой планеты имеет постоянное значение. Для Меркурия, Вене-
ры, барицентра Земли + Луны, Марса, Юпитера, Сатурна, Урана, Нептуна,
Плутона значения 𝐺𝑖 взяты из [23].

Для сравнения координат и элементов орбит планет, вычисленных путем
решения уравнений (2) и с помощью каталога DЕ405, весь интервал с 9 де-
кабря 1599 г. (JD 2305424.5) по 31 декабря 2199 г. (JD 2524592.5) был разбит
на шесть подынтервалов с шагом приблизительно 100 лет, в начале каждого
из которых производилось сравнение.

По начальным данным гелиоцентрических координат планет были вычис-
лены элементы их орбит, которые представлены в табл. 1.

В табл. 2–5 представлены элементы орбит Меркурия, Венеры, Земли +
Луны и Марса на различные моменты времени, полученные с использовани-
ем DЕ405, численного интегрирования дифференциальных уравнений (2) и
путем решения уравнений движения в Ньютоновой форме (3). Элементы ор-
бит в табл. 2–5 размещены в следующем порядке: в первых строках табл. 2–5
представлены элементы орбит Меркурия–Марса, найденные с помощью ката-
лога DЕ405, во вторых строках — элементы орбит, полученные на основании
решения уравнений (2), и в третьих строках — найденные с помощью решения
уравнений в Ньютоновой форме (3).

В табл. 6–9 представлены разности элементов орбит Меркурия, Венеры,
Земли + Луны и Марса, полученные с помощью решения уравнений (2), (3)
и DЕ405.

Меркурий является ближайшей к Солнцу планетой. Солнце оказывает на
его движение более существенное влияние по сравнению с другими большими
планетами. В средине прошлого столетия французский математик и астроном
Леверье доказал, что с помощью решения уравнений движения в Ньютоно-
вой форме невозможно построить теорию движения Меркурия, согласован-
ную с наблюдениями [24]. Создание общей теории относительности и разра-
ботанные на ее основе дифференциальные уравнения движения небесных тел
позволили согласовать движение Меркурия с наблюдениями. Использование
гармонической системы координат полностью обосновало невязки между на-
блюдениями и результатами Ньютоновой гравитационной теорией.

Как видно из табл. 6, сопоставление элементов орбит Меркурия на интер-
вале времен с 1600 по 2200 гг., полученных с использованием решений урав-
нений (2) и DE405, указывает на практическое их совпадение. Максимальное
расхождение имеет место в средней аномалии, что составляет −0.0002∘ (гра-
дуса). Данное различие составляет 0.72′′, в то время как аргументы периге-
лиев различаются на 0.36′′. Учитывая, что данное расхождение в элементах
орбит Меркурия произошло через 350 лет от начального момента интегриро-
вания, полученные результаты можно считать вполне удовлетворительными.
По данным табл. 2 найдено вековое смещение перигелия Меркурия, равное
43.08′′.

Орбита Венеры расположена дальше орбиты Меркурия, поэтому она под-
вержена значительно меньшему воздействию Солнца и является объектом

744
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более легким для исследования движения. Однако, как следует из сравнения
элементов орбит, полученных путем численного интегрирования дифферен-
циальных уравнений (2) и с использованием DЕ405, приведенных в табл. 7,
расхождение средних аномалий и аргументов перигелиев значительные. Как
известно, величина невязки векового смещения перигелия планеты опреде-
ляется по разности долгот перигелиев, найденных с помощью решения урав-
нений движения двумя различными методами. В нашем случае сравнивают-
ся долготы перигелиев, найденные на основе решения Ньютоновых уравне-
ний (3) и полученные с помощью каталога DE405. Долгота перигелия опреде-
ляется как сумма значений аргумента перигелия и долготы восходящего узла.
Как видно из табл. 7, смещение долготы перигелия Венеры зависит главным
образом от скорости движения аргумента перигелия, поскольку долготы вос-
ходящих узлов, найденные вышеуказанными методами, совпадают на всем
рассматриваемом интервале интегрирования. Наибольшие различия средних
аномалий и аргументов перигелиев наблюдаются вблизи концов интервала
интегрирования. Например, 9 декабря 1599 г. значение средней аномалии,
найденной с помощью решения уравнений (2) и полученной с использова-
нием DE405, отличается от средней аномалии на −0.0062∘, а аргументы пе-
ригелиев — на 0.0063∘. На момент 31 декабря 2199 г. расхождение в средней
аномалии составляет 0.0037∘, в аргументе перигелия −0.0038∘. Как видно из
табл. 7, величина расхождения средних аномалий, найденная двумя метода-
ми, находится в прямой зависимости от вековых скоростей движения аргу-
ментов перигелиев. По разностям аргументов перигелиев, полученных путем
решения уравнений (2) и Ньютоновых уравнений (3), а также найденных с
помощью каталога DE405, определена невязка векового смещения перигелия
Венеры и ее погрешность для DE405. Величина невязки векового смещения
для Венеры равна 8.4′′ с погрешностью 6.06′′.

Как видно из табл. 4, барицентр Земли + Луны имеет малый угол наклона
к эклиптике, поэтому изменения аргумента перигелия и долготы восходяще-
го узла в процессе движения более значительны по сравнению с Венерой. В
1999 году наклонение орбиты барицентра Земли + Луны находилось вблизи
нуля, принимая в некоторые моменты времени отрицательные значения. В
этом случае нисходящий и восходящий узлы меняются местами, что нагляд-
но представлено в табл. 4. Несмотря на значительные различия аргументов
перигелиев и долгот восходящих узлов — на −0.0440∘ и 0.0436∘ (см. табл. 4),
средние аномалии отличаются незначительно: на −0.0003∘. На концах интер-
вала интегрирования 9 декабря 1599 г. различие средних аномалий состав-
ляет −0.0030∘, а в аргументе перигелия и долготе восходящего узла 0.0042∘

и −0.0009∘. По данным табл. 8 найдена невязка векового смещения периге-
лия барицентра Земли + Луны и ее погрешность: 4.32′′ — невязка, 3.83′′ —
погрешность.

Расхождение средних аномалий и аргументов перигелиев у Марса менее
значительное по сравнению с Венерой и Землей (см. табл. 9). Максимальное
различие средних аномалий и аргументов перигелиев, полученных путем ре-
шения уравнений (2) и с использованием DЕ405, имеет место 9 декабря 1599 г.
и составляет −0.0014∘ и 0.0013∘ соответственно. Решением Ньютоновых урав-
нений с использованием DЕ405 найдены вековое смещение перигелия Марса
и его погрешность: 1.14′′ — смещение, 1.01′′ — погрешность.
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В табл. 10–14 приведены сравнения элементов орбит Юпитера, Сатурна,
Урана, Нептуна и Плутона, полученные с использованием DЕ405 и числен-
ного интегрирования дифференциальных уравнений (2) и Ньютоновых урав-
нений движения (3).

На основании сопоставления элементов орбит можно заключить, что в пре-
делах рассматриваемой точности различий в элементах орбит Юпитера, Са-
турна, Урана, Нептуна и Плутона, полученных с использованием DЕ405 и чис-
ленного интегрирования дифференциальных уравнений (2), не обнаружено.
При сравнении элементов орбит полагалось следующее допущение: элемен-
ты орбит имеют одинаковую точность, если угловые элементы совпадают
с точностью до секунды, а большие полуоси и эксцентриситеты — до шести
значащих цифр.

В релятивистских уравнениях результаты вычислений существенным об-
разом зависят от выбранной системы координат. Для уравнений (4) выбрана
гармоническая система координат, которая оказалась наиболее подходящей
для исследования движения Меркурия. Решение уравнений (4) позволило
полностью согласовать величину векового движения перигелия Меркурия
с наблюдениями.

Возникает вопрос: для всех ли больших планет при исследовании их дви-
жений использование гармонической системы координат является оправдан-
ным? Ответ на данный вопрос можно получить либо путем сравнения вычис-
ленных положений планет с наблюдениями, либо путем сравнения координат
планет, найденных с помощью решения более эффективным методом. В силу
того, что величины вековых смещений перигелиев у Венеры, Земли и Марса
малы, а их орбиты близки к круговым, решить данный вопрос путем сравне-
ния с наблюдениями затруднительно. Кроме того, отсутствие на всем иссле-
дуемом интервале времени высокоточных наблюдений также препятствует
решению данного вопроса.

Проверка эффективности применения уравнений (2) и (4) нами прово-
дилась на примере исследования движения Луны с помощью решения этих
уравнений. При исследовании движения Луны в DE405 наряду с решением
уравнений (4) проводилось интегрирование уравнений (5) и (6). Полученные
решения координат Луны согласованы как с оптическими, так и с радиоло-
кационными наблюдениями.

В табл. 15 представлены геоцентрические координаты и компоненты ско-
рости Луны, полученные с использованием DE405 и путем решения уравне-
ний (2) и (4).

Как видно из табл. 15, максимальные расхождения координат, получен-
ных путем решения уравнений (2) и (4), с данными, полученными с использо-
ванием DE405, достигаются на концах интервала интегрирования. При этом
расхождения координат и компонент скоростей, найденные путем решения
уравнений (2) и с использованием DE405, почти на порядок меньше по срав-
нению с расхождениями решений уравнений (4) и данными с использованием
DE405.

При сравнении координат Луны, вычисленных с помощью решения урав-
нений (2) и (4), можно оценить лишь относительные погрешности решений.
Сравнение геоцентрических расстояний Луны различными методами позво-
ляет оценить абсолютные погрешности решений данными методами.

752



Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

Т
аб

ли
ца

9
Р
аз

но
ст

и
эл

ем
ен

то
в

ор
би

т
М

ар
са

,п
ол

уч
ен

ны
е

с
по

м
ощ

ью
D

E
40

5
и

ре
ш

ен
ия

ур
ав

не
ни

й
(2

)и
(3

)[
D

iff
er

en
ce

s
in

th
e

el
em

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
M

ar
s,

ob
ta

in
ed

us
in

g
th

e
D

E
40

5
an

d
so

lv
in

g
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
E

qs
.(

3)
]

C
ur

re
nt

da
te

D
iff

er
en

ce
s

(b
et

w
ee

n
Δ
𝑀

(i
n

de
g.

)
Δ
𝑎

(i
n

au
)

Δ
𝑒

Δ
𝜔

(i
n

de
g.

)
Δ
Ω

(i
n

de
g.

)
Δ
𝑖

(i
n

de
g.

)
th

e
re

su
lt

s
ob

ta
in

ed
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

14
0

0
0.

00
13

0
0

by
th

e
E

qs
.(

3)
an

d
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

14
0

0
0.

00
14

0
0

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
D

E
40

5
0.

00
09

0
0

−
0.

00
08

0
0

by
th

e
E

qs
.(

3)
an

d
th

e
D

E
40

5
0.

00
09

0
0

−
0.

00
09

0
0

Т
аб

ли
ца

10
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
Ю

пи
те

ра
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
Ju

pi
te

r]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
11

9.
77

47
5.

20
65

47
0.

04
75

15
27

3.
65

36
99

.7
41

5
1.

31
12

by
th

e
E

qs
.(

2)
11

9.
77

46
5.

20
65

47
0.

04
75

15
27

3.
65

36
99

.7
41

5
1.

31
12

by
th

e
E

qs
.(

3)
11

9.
77

46
5.

20
65

47
0.

04
75

15
27

3.
65

36
99

.7
41

5
1.

31
12

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
33

0.
18

12
5.

20
86

76
0.

04
97

67
27

2.
61

98
10

0.
85

39
1.

29
93

by
th

e
E

qs
.(

2)
33

0.
18

12
5.

20
86

76
0.

04
97

67
27

2.
61

98
10

0.
85

39
1.

29
93

by
th

e
E

qs
.(

3)
33

0.
18

12
5.

20
86

76
0.

04
97

67
27

2.
61

98
10

0.
85

39
1.

29
93

753



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

Т
аб

ли
ца

11
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
С

ат
ур

на
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
Sa

tu
rn

]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
10

5.
41

16
9.

57
47

20
0.

05
77

06
34

0.
31

24
11

4.
68

39
2.

47
93

by
th

e
E

qs
.(

2)
10

5.
41

16
9.

57
47

20
0.

05
77

06
34

0.
31

24
11

4.
68

39
2.

47
93

by
th

e
E

qs
.(

3)
10

5.
41

16
9.

57
47

20
0.

05
77

06
34

0.
31

24
11

4.
68

39
2.

47
93

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
24

5.
90

46
9.

58
83

70
0.

05
39

06
33

5.
97

70
11

3.
10

24
2.

49
27

by
th

e
E

qs
.(

2)
24

5.
90

46
9.

58
83

70
0.

05
39

06
33

5.
97

70
11

3.
10

24
2.

49
27

by
th

e
E

qs
.(

3)
24

5.
90

46
9.

58
83

70
0.

05
39

06
33

5.
97

70
11

3.
10

24
2.

49
27

Т
аб

ли
ца

12
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
У

ра
на

[E
le

m
en

ts
of

th
e

or
bi

ts
of

th
e

U
ra

nu
s]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
23

0.
57

47
19

.1
85

20
4

0.
04

72
13

95
.1

23
3

73
.6

07
4

0.
78

14
by

th
e

E
qs

.(
2)

23
0.

57
47

19
.1

85
20

4
0.

04
72

13
95

.1
23

3
73

.6
07

4
0.

78
14

by
th

e
E

qs
.(

3)
23

0.
57

47
19

.1
85

20
4

0.
04

72
13

95
.1

23
3

73
.6

07
4

0.
78

14

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
27

9.
32

15
19

.1
83

85
2

0.
04

59
24

96
.7

46
5

74
.0

27
7

0.
76

79
by

th
e

E
qs

.(
2)

27
9.

32
15

19
.1

83
85

1
0.

04
59

24
96

.7
46

5
74

.0
27

7
0.

76
79

by
th

e
E

qs
.(

3)
27

9.
32

15
19

.1
83

85
1

0.
04

59
24

96
.7

46
5

74
.0

27
7

0.
76

79

754



Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

Т
аб

ли
ца

13
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
Н

еп
ту

на
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
N

ep
tu

ne
]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
61

.7
48

6
30

.2
70

54
7

0.
00

95
74

31
7.

27
98

13
1.

78
83

1.
76

71
by

th
e

E
qs

.(
2)

61
.7

48
7

30
.2

70
54

7
0.

00
95

74
31

7.
27

98
13

1.
78

83
1.

76
71

by
th

e
E

qs
.(

3)
61

.7
48

7
30

.2
70

54
7

0.
00

95
74

31
7.

27
98

13
1.

78
83

1.
76

71

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
35

3.
13

76
30

.2
64

79
1

0.
01

43
21

25
6.

69
47

13
1.

71
78

1.
77

02
by

th
e

E
qs

.(
2)

35
3.

13
76

30
.2

64
79

1
0.

01
43

21
25

6.
69

47
13

1.
71

78
1.

77
02

by
th

e
E

qs
.(

3)
35

3.
13

76
30

.2
64

79
1

0.
01

43
21

25
6.

69
47

13
1.

71
78

1.
77

02

Т
аб

ли
ца

14
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
П

лу
то

на
[E

le
m

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
P

lu
to

]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
g.

)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
g.

)
Ω

(i
n

de
g.

)
𝑖

(i
n

de
g.

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
15

4.
63

98
39

.3
97

87
9

0.
24

95
62

11
3.

03
11

11
0.

50
04

17
.1

36
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
15

4.
63

99
39

.3
97

87
9

0.
24

95
62

11
3.

03
11

11
0.

50
04

17
.1

36
5

by
th

e
E

qs
.(

3)
15

4.
63

99
39

.3
97

88
0

0.
24

95
62

11
3.

03
11

11
0.

50
04

17
.1

36
5

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
30

4.
11

02
39

.2
57

51
6

0.
24

70
22

11
4.

74
77

11
0.

33
97

17
.1

68
0

by
th

e
E

qs
.(

2)
30

4.
11

02
39

.2
57

51
6

0.
24

70
22

11
4.

74
77

11
0.

33
97

17
.1

68
0

by
th

e
E

qs
.(

3)
30

4.
11

02
39

.2
57

51
6

0.
24

70
22

11
4.

74
77

11
0.

33
97

17
.1

68
0

755



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

Т
аб

ли
ца

15
Ге

оц
ен

тр
ич

ес
ки

е
ко

ор
ди

на
ты

и
ко

м
по

не
нт

ы
ск

ор
ос

те
й

Л
ун

ы
,п

ол
уч

ен
ны

е
по

D
E

40
5

и
пу

те
м

ре
ш

ен
ия

ур
ав

не
ни

й
(2

)
и

(4
)

[G
eo

ce
nt

ri
c

co
or

di
na

te
s

an
d

ve
lo

ci
ty

co
m

po
ne

nt
s

of
th

e
M

oo
n

ca
lc

ul
at

ed
by

th
e

D
E

40
5,

th
e

E
qs

.(
2)

an
d

th
e

E
qs

.(
4)

]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑋

(i
n

au
)

𝑌
(i

n
au

)
𝑍

(i
n

au
)

𝑉
𝑥

(i
n

au
/d

ay
)

𝑉
𝑦

(i
n

au
/d

ay
)

𝑉
𝑧

(i
n

au
/d

ay
)

(c
al

cu
la

te
d

by
)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

25
96

60
0

0.
00

06
81

09
6

0.
00

01
31

63
5

−
0.

00
01

55
51

9
−

0.
00

04
77

07
1

−
0.

00
02

51
46

8
by

th
e

E
qs

.(
2)

−
0.

00
25

96
68

0
0.

00
06

81
44

6
0.

00
01

29
64

9
−

0.
00

01
55

38
9

−
0.

00
04

77
23

1
−

0.
00

02
51

20
9

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

26
00

84
0

0.
00

06
67

85
5

0.
00

01
22

52
8

−
0.

00
01

52
07

9
−

0.
00

04
78

12
1

−
0.

00
02

51
38

5

16
99

12
28

JD
23

41
96

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
26

43
26

9
−

0.
00

02
98

81
2

−
0.

00
01

40
14

5
0.

00
00

43
01

42
0.

00
05

36
55

5
0.

00
01

78
57

4
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

26
43

22
0

−
0.

00
02

98
18

1
−

0.
00

01
41

89
6

0.
00

00
43

00
06

0.
00

05
36

54
1

0.
00

01
78

63
8

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
26

44
27

5
−

0.
00

02
87

48
7

−
0.

00
01

38
32

9
0.

00
00

40
51

14
0.

00
05

36
75

7
0.

00
01

78
74

9

18
00

1
17

JD
23

78
51

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

24
40

19
9

−
0.

00
05

25
67

2
−

0.
00

01
34

79
3

0.
00

01
42

85
0

−
0.

00
05

17
84

4
−

0.
00

02
78

65
6

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

24
40

29
−

0.
00

05
24

98
4

−
0.

00
01

35
63

6
0.

00
01

42
79

3
−

0.
00

05
17

81
4

−
0.

00
02

78
74

7
by

th
e

E
qs

.(
4)

−
0.

00
24

38
80

−
0.

00
05

30
84

0
−

0.
00

01
38

77
6

0.
00

01
44

26
8

−
0.

00
05

17
42

4
−

0.
00

02
78

63
6

18
99

12
4

JD
24

14
99

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

01
98

40
5

−
0.

00
22

88
45

3
−

0.
00

09
76

14
5

0.
00

06
07

33
4

−
0.

00
00

47
64

8
−

0.
00

00
40

29
1

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

01
98

56
0

−
0.

00
22

88
57

1
−

0.
00

09
75

85
5

0.
00

06
07

33
5

−
0.

00
00

47
65

9
−

0.
00

00
40

24
8

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

01
95

63
1

−
0.

00
22

88
89

7
−

0.
00

09
75

70
1

0.
00

06
07

36
2

−
0.

00
00

47
01

6
−

0.
00

00
40

52
0

19
99

12
24

JD
24

51
53

6.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

08
08

90
1

0.
00

20
94

01
4

0.
00

08
49

05
0

−
0.

00
06

00
67

9
−

0.
00

01
98

42
5

−
0.

00
00

25
79

6
by

th
e

E
qs

.(
2)

−
0.

00
08

08
94

1
0.

00
20

93
99

2
0.

00
08

48
98

9
−

0.
00

06
00

68
3

−
0.

00
01

98
42

5
−

0.
00

00
25

84
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

08
07

68
4

0.
00

20
94

42
1

0.
00

08
49

04
9

−
0.

00
06

00
79

2
−

0.
00

01
98

13
6

−
0.

00
00

25
72

8

20
99

12
11

JD
24

88
04

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

10
38

44
6

−
0.

00
19

65
34

9
−

0.
00

10
77

33
6

0.
00

05
51

76
9

−
0.

00
02

45
54

1
−

0.
00

01
24

05
0

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

10
37

71
7

−
0.

00
19

65
71

2
−

0.
00

10
77

27
2

0.
00

05
51

86
7

−
0.

00
02

45
30

1
−

0.
00

01
24

14
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

10
42

76
5

−
0.

00
19

63
64

3
−

0.
00

10
76

23
2

0.
00

05
51

26
1

−
0.

00
02

46
34

3
−

0.
00

01
24

71
8

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
03

88
65

2
0.

00
25

06
01

4
0.

00
08

98
76

6
−

0.
00

05
57

71
7

0.
00

00
99

98
3

0.
00

00
04

59
7

by
th

e
E

qs
.(

2)
0.

00
03

86
76

0
0.

00
25

05
89

0
0.

00
08

99
90

5
−

0.
00

05
57

77
5

0.
00

00
99

70
0

0.
00

00
04

25
7

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
03

96
30

0
0.

00
25

04
36

6
0.

00
08

99
89

5
−

0.
00

05
57

42
2

0.
00

01
01

60
1

0.
00

00
04

94
0

756



Сравнение элементов орбит больших планет, Луны и Солнца. . .

Т
аб

ли
ца

16
Ге

оц
ен

тр
ич

ес
ки

е
ра

сс
то

ян
ия

Л
ун

ы
,п

ол
уч

ен
ны

е
по

D
E

40
5

и
пу

те
м

ре
ш

ен
ия

ур
ав

не
ни

й
(2

)
и

(4
)

[G
eo

ce
nt

ri
c

di
st

an
ce

of
th

e
M

oo
n

ca
lc

ul
at

ed
by

th
e

D
E

40
5

an
d

by
so

lv
in

g
th

e
E

qs
.(

2)
an

d
th

e
E

qs
.(

4)
]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑋

(i
n

au
)

𝑌
(i

n
au

)
𝑍

(i
n

au
)

𝜌
(i

n
au

)
|Δ

𝜌
|(

in
km

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

15
99

12
9

JD
23

05
42

4.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

25
96

60
0

0.
00

06
81

09
6

0.
00

01
31

63
5

0.
00

26
87

66
6

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

25
96

68
0

0.
00

06
81

44
6

0.
00

01
29

64
9

0.
00

26
87

73
6

10
.4

7
by

th
e

E
qs

.(
4)

−
0.

00
26

00
84

0
0.

00
06

67
85

5
0.

00
01

22
52

8
0.

00
26

88
01

3
51

.9
1

16
99

12
28

JD
23

41
96

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
26

43
26

9
−

0.
00

02
98

81
2

−
0.

00
01

40
14

5
0.

00
26

63
79

4
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

26
43

22
0

−
0.

00
02

98
18

1
−

0.
00

01
41

89
6

0.
00

26
63

76
8

3.
89

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
26

44
27

5
−

0.
00

02
87

48
7

−
0.

00
01

38
32

9
0.

00
26

63
44

7
51

.9
1

18
00

1
17

JD
23

78
51

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

24
40

19
9

−
0.

00
05

25
67

2
−

0.
00

01
34

79
3

0.
00

24
99

81
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

24
40

29
−

0.
00

05
24

98
4

−
0.

00
01

35
63

6
0.

00
24

99
80

4
1.

64
by

th
e

E
qs

.(
4)

−
0.

00
24

38
80

−
0.

00
05

30
84

0
−

0.
00

01
38

77
6

0.
00

24
99

76
0

8.
23

18
99

12
4

JD
24

14
99

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

01
98

40
5

−
0.

00
22

88
45

3
−

0.
00

09
76

14
5

0.
00

24
95

84
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

01
98

56
0

−
0.

00
22

88
57

1
−

0.
00

09
75

85
5

0.
00

24
95

85
2

1.
04

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

01
95

63
1

−
0.

00
22

88
89

7
−

0.
00

09
75

70
1

0.
00

24
95

88
6

6.
13

19
99

12
24

JD
24

51
53

6.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

08
08

90
1

0.
00

20
94

01
4

0.
00

08
49

05
0

0.
00

24
00

02
1

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

08
08

94
1

0.
00

20
93

99
2

0.
00

08
48

98
9

0.
00

23
99

99
9

3.
29

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

08
07

68
4

0.
00

20
94

42
1

0.
00

08
49

04
9

0.
00

23
99

96
5

8.
38

20
99

12
11

JD
24

88
04

8.
5

by
th

e
D

E
40

5
−

0.
00

10
38

44
6

−
0.

00
19

65
34

9
−

0.
00

10
77

33
6

0.
00

24
70

14
6

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

10
37

71
7

−
0.

00
19

65
71

2
−

0.
00

10
77

27
2

0.
00

24
70

10
0

6.
88

by
th

e
E

qs
.(

4)
−

0.
00

10
42

76
5

−
0.

00
19

63
64

3
−

0.
00

10
76

23
2

0.
00

24
70

12
5

3.
77

21
99

12
31

JD
25

24
59

2.
5

by
th

e
D

E
40

5
0.

00
03

88
65

2
0.

00
25

06
01

4
0.

00
08

98
76

6
0.

00
26

90
52

7
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

03
86

76
0

0.
00

25
05

89
0

0.
00

08
99

90
5

0.
00

26
90

51
9

1.
20

by
th

e
E

qs
.(

4)
0.

00
03

96
30

0
0.

00
25

04
36

6
0.

00
08

99
89

5
0.

00
26

90
48

6
6.

13

757



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

В табл. 16 представлены разности геоцентрических расстояний Луны в ки-
лометрах, полученные с помощью решений уравнений (2), (4) и DE405.

В первой строке табл. 16 представлены координаты и геоцентрическое рас-
стояние Луны, найденное с помощью DE405, во второй и третьей строках —
полученные с помощью решения уравнений (2) и (4). В последней колон-
ке табл. 16 дается разность между геоцентрическими расстояниями Луны,
найденными путем решения уравнений (2) и (4) и определенными с помо-
щью планетного каталога DE405. Полагая, что координаты Луны, найденные
с помощью DE405, более точные по сравнению с координатами, полученными
с помощью решения уравнений (2) и (4), оценим разности геоцентрических
расстояний между точным и приближенным решением. Тот метод, у кото-
рого данная разность меньше, будем считать более точным. Данное условие
является необходимым, но не достаточным для оценки точности метода. Из
сопоставления разностей геоцентрических расстояний Луны, найденных раз-
личными методами, следует, что максимальные расхождения разностей, по-
лученных с помощью решения уравнений (2) и DE405, изменяются в пределах
от 1.20 до 10.47 км, в то время как разности, найденные с помощью решения
уравнений (4), изменяются в пределах от 3.77 до 51.91 км.

Как видно из табл. 16, решения, полученные с помощью уравнений (2),
являются более точными в шести случаях из семи по сравнению с решени-
ями уравнений (4). Следовательно, элементы орбит планет, найденные по
координатам и скоростям, полученным путем решения уравнений (2), более
точные по сравнению с элементами орбит, полученных на основании реше-
ния уравнений (4). Поскольку при создании DE405 движение больших планет
рассчитывалось с помощью решения уравнений (4), путем сравнения элемен-
тов орбит планет, найденных с использованием решений уравнений (2) и (4),
можно оценить точность полученных решений, представленных в каталоге
DE405 в форме коэффициентов многочленов Чебышева.

На основании сравнения элементов орбит Венеры, барицентра Земли +
Луны и Марса, полученных с помощью решения уравнений (2) и (4), най-
денные избыточные смещения вековых долгот перигелиев с использованием
каталога DE405 составляют: 6.06′′, 3.83′′ и 1.01′′.

В заключение отметим основные результаты проведенных исследований:
1) использование гармонической системы координат в релятивистских

уравнениях движения оправдано для Меркурия и для внешних планет:
Юпитера, Сатурна, Урана, Нептуна и карликовой планеты Плутон;

2) показано, что использование релятивистских уравнений при создании
DE405 для исследования движения планет Венеры, барицентра Зем-
ли + Луны и Марса, приводит к избыточному вековому смещению
долгот перигелиев этих планет;

3) величины погрешностей координат и компонент скоростей Венеры, ба-
рицентра Земли + Луны и Марса, найденных с использованием DE405,
находятся в прямой зависимости от погрешностей величин вековых
смещений долгот перигелиев этих планет;

4) решение, полученное с помощью Ньютоновых уравнений для планет
Венеры, барицентра Земли + Луны и Марса, не уступает по точности
решению, найденному путем решения уравнений (4).
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Abstract

An analysis of the accuracy of the orbital elements obtained according
to the coordinates and components of the velocities, found using the coef-
ficients of the Chebyshev polynomials of the DE405 planetary catalog, is
carried out. We compared the elements of orbital elements in the time in-
terval from 1600 to 2200 years found using the DE405 catalog and obtained
by numerical integration of the equations of motion based on the interaction
of moving material bodies with the surrounding space. On the example of
the numerical integration of the Moon motion equations, the advantage of
using the equations of motion based on the interaction of moving material
bodies with the surrounding space is shown in comparison with relativis-
tic equations. Based on a comparison of the elements of Mercury’s orbits,
found by coordinates obtained by solving equations based on the interac-
tion of moving material bodies with the surrounding space, and obtained
using the DE405 catalog, it is shown that the orbital elements practically
coincide on a given interval time. The maximum discrepancy in the mean
anomaly at the end of the integration interval is less than 1′′ (second). The
discrepancies of the secular displacements of perihelions for Mercury, Venus,
Earth + Moon and Mars were determined, the values of which for DE405
are respectively: 43.08′′, 8.4′′, 3.83′′ and 1.14′′. It is shown that the errors of
the secular displacements of the perihelions of the planets Mercury, Venus,
the barycenter of the Earth + Moon and Mars obtained using the DE405
catalog take the following values: 0′′, 6.06′′, 3.83′′ and 1.08′′. For the outer
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planets: Jupiter, Saturn, Uranus, Neptune and the dwarf planet Pluto, on
the basis of the considered comparisons of various equations of motion, no
discrepancies in the orbital elements were found. Based on the studies carried
out, it is shown that the use of harmonic coordinates in relativistic equations
when creating the DE405 catalog is justified only for Mercury and the outer
planets: Jupiter, Saturn, Uranus, Neptune and the dwarf planet Pluto.

Keywords: orbital elements, numerical integration, differential equation of
motion.
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Аннотация
Статья посвящена строгому доказательству утверждения, что энтро-

пия принимает максимальное значение на поверхности тела с затуплен-
ной носовой частью, обтекаемого сверхзвуковым потоком, при наличии
плоскости симметрии течения. Это очевидно для тел вращения при нуле-
вом угле атаки, а численными расчетами и экспериментально установле-
но при ненулевых углах атаки. Доказательство сводится к обоснованию
того, что лидирующая линия тока (линия тока, пересекающая скачок
по нормали) заканчивается на теле. Иными словами, лидирующая ли-
ния тока и линия торможения совпадают. Такое доказательство полу-
чено Г. Б. Сизых в 2019 году для общего пространственного случая (не
только для течений с плоскостью симметрии). Это достаточно сложное
доказательство основано на критерии Зоравского, опыт использования
которого имеет лишь узкий круг специалистов, и опирается на предпо-
ложение о непрерывности вторых производных плотности и давления.
В настоящей статье для практически важного случая течений с плос-
костью симметрии (в частности, обтекание тел вращения при ненуле-
вом угле атаки) предлагается оригинальное простое доказательство, для
которого достаточно непрерывности только первых производных полей
плотности и давления и не требуется использования критерия Зоравско-
го.

Ключевые слова: уравнения Эйлера, изоэнтальпийные течения, за-
вихренность, линия торможения, лидирующая линия тока, отошедший
скачок уплотнения.
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Решение задачи Дородницына–Ладыженского

Введение. В сборнике статей [1], посвященном сверхзвуковым течениям
газа, опубликовано сообщение, в котором академик А. А. Дородницын пишет:
«При нулевом угле атаки на поверхности тела вращения энтропия принима-
ет максимальное значение. Многие расчеты и эксперименты показывают, что
и при углах атаки, отличных от нуля, энтропия сохраняет свое максимальное
значение с точностью, которая получена в этих расчетах или эксперименте.
Однако никакого строгого доказательства этого факта нет». Тем самым бы-
ла поставлена задача найти доказательство для обтекания тел вращения под
углом атаки. В настоящей статье она называется задачей Дородницына—Ла-
дыженского, так как в этом же сообщении А. А. Дородницын приводит одно
доказательство, которое в разговоре ему сообщил М. Д. Ладыженский. До-
казательство основано на двух предположениях:

– завихренность на поверхности тела непрерывно зависит от угла атаки;
– завихренность на поверхности тела вращения под нулевым углом атаки

отлична от нуля (кроме точки торможения).
С использованием этих двух предположений выкладки М. Д. Ладыженского
приводят к выводу о существовании некоторого ненулевого диапазона углов
атаки, при которых энтропия на поверхности тела вращения будет оставать-
ся максимальной. Предположение о непрерывной зависимости завихренности
на поверхности тела вращения от угла атаки и отсутствие не только точного
значения, но и каких-либо оценок упомянутого диапазона углов атаки озна-
чает, что вопрос был решен лишь частично.

При сверхзвуковом (число Маха M > 1) обтекании тел с гладкой вы-
пуклой носовой частью возникает отошедший головной скачок. Если тело
вращения расположено так, что ось симметрии параллельна скорости набе-
гающего потока (нулевой угол атаки), то линия торможения 𝐴𝐵, лежащая
на этой оси (рис. 1, a), заканчивается на теле в точке торможения 𝐵 (ко-
торую также называют передней критической точкой). При этом точка 𝐴
расположена на скачке там, где касательная к скачку плоскость перпенди-
кулярна скорости набегающего потока (такая точка называется лидирующей
точкой скачка, а проходящая через нее линия тока — лидирующей линией
тока или, для краткости, лидирующей линией). Поэтому параметры течения
в точке 𝐵 можно рассчитывать по параметрам набегающего потока. Для это-

Рис. 1. Гладкая выпуклая носовая часть в сверхзвуковом потоке: a — осесим-
метричное обтекание; b — неосесимметричное обтекание

[Figure 1. Smooth convex nose in supersonic flow: a — axisymmetric flow; b —
non-axisymmetric flow]
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го достаточно использовать условия Ренкина—Гюгонио на прямом скачке [2]
в точке 𝐴 и условие сохранения энтропии на линии торможения (энтропия
сохраняется на любой линии тока в области, где нет скачков и разрывов).
Хорошо известно [3,4], что при одинаковых параметрах набегающего потока
энтропия сразу за прямым скачком выше, чем за косым. Поскольку лидиру-
ющая точка есть единственная точка, где скачок является прямым, энтропия
в течении за скачком принимает максимальное значение на линии торможе-
ния и на поверхности тела (последнее следует из того, что линия торможения
растекается из точки 𝐵 по поверхности тела).

Если угол атаки не нулевой, то энтропия сразу за скачком также макси-
мальна в лидирующей точке. Поэтому в течении за скачком энтропия при-
нимает максимальное значение на лидирующей линии тока. Следовательно,
задача Дородницына—Ладыженского сводится к обоснованию того, что ли-
дирующая линия заканчивается на теле. Другими словами, требуется дока-
зать, что при углах атаки, отличных от нуля, при обтекании тел вращения
лидирующая линия тока и линия торможения совпадают (рис. 1, b).

В. В. Сычев в 1968 году в предисловии к [1] замечает, что «проблема вели-
чины энтропии на поверхности тела вращения под углом атаки . . . вызывала
в последние годы оживленные дискуссии». Несмотря на это, задача была ре-
шена в [5] только спустя пятьдесят лет, в 2019 году, причем не только для
тел вращения, но и для тел с несимметричной, гладкой и выпуклой носовой
частью.

Однако доказательство [5] изложено настолько кратко, что обоснован-
ность в тексте некоторых шагов оказалась сложна для понимания. Поэтому
позже автор [5] повторил в статье [6] это доказательство в развернутом ви-
де с подробным обоснованием всех шагов. В итоге доказательство оказалось
громоздким и, по существу, представляет собой некоторую теорию, состоя-
щую из нескольких теорем. Кроме того, в этом доказательстве используется
критерий Зоравского [7–9], который известен только узкому кругу специа-
листов. Поэтому возникла идея предложить более короткое и более простое
доказательство без использования критерия Зоравского.

Большинство летательных аппаратов имеют вертикальную плоскость сим-
метрии. При нулевом угле скольжения плоскостью симметрии обладает и по-
ле течения. В частном случае обтекания тел вращения (случай задачи Дород-
ницына—Ладыженского) течение обладает плоскостью симметрии (не обяза-
тельно вертикальной) при любых углах атаки и скольжения. Таким образом,
течения с плоскостью симметрии представляют собой важный практический
случай. Для таких течений удалось найти простое и короткое (по сравнению
с [5,6]) решение задачи о совпадении лидирующей линии тока и линии тормо-
жения, что, в частности, означает решение задачи Дородницына—Ладыжен-
ского. Ниже в настоящей статье приводится это решение. С теоретической
точки зрения новизна состоит в том, что применение нового доказательства
позволило ослабить требования к гладкости полей плотности и давления. Ес-
ли в [5,6] требовалась непрерывность вторых производных этих параметров,
то для нового доказательства достаточно непрерывности первых производ-
ных.

Идеи, применяемые при доказательстве некоторых теорем, зачастую поз-
воляют решать такие задачи, которые не решаются применением самих этих
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теорем. Примером такой идеи служит преобразование Абеля, применяемое
при доказательстве признака Дирихле сходимости рядов. Поэтому и в ме-
ханике сплошной среды некоторые новые доказательства считаются новыми
результатами. Например, в середине прошлого века в США были опублико-
ваны новые, более простые доказательства [7] известных теорем Гельмгольца
о вихрях и критерия Зоравского. Следуя этому примеру, автор настоящей
статьи решил опубликовать новое, более простое решение задачи Дородни-
цына—Ладыженского.

1. Обозначения и уравнения движения. Рассмотрим стационарное
обтекание тела с гладкой выпуклой носовой частью, имеющего плоскость
симметрии, однородным сверхзвуковым потоком идеального совершенного
газа, скорость которого параллельна плоскости симметрии. Поскольку но-
совая часть гладкая и выпуклая, отошедший головной скачок уплотнения
также будет иметь гладкую выпуклую форму. При этом ниже по течению
могут находиться другие скачки уплотнения и тангенциальные разрывы.

Будем считать, что в течении существует ограниченная область 𝐺, замы-
кание 𝐺 которой расположено между головным скачком и носовой частью,
обладающая следующими свойствами. Линия торможения 𝐴𝐵, за исключени-
ем точки𝐴 на скачке и точки торможения𝐵 на теле, лежит внутри замкнутой
области 𝐺 (рис. 2). При этом часть границы 𝐺, лежащая на поверхности тела,
представляет собой замыкание двумерной окрестности точки 𝐵, а часть гра-
ницы, лежащая на скачке, представляет собой замыкание двумерной окрест-
ности точки 𝐴. Оставшаяся же часть границы вместе с внутренними точками
𝐺 находится внутри зоны течения, в которой отсутствуют скачки, разрывы
и другие точки торможения (кроме точки торможения 𝐵).

Введем следующие обозначения: V — вектор скорости, 𝜌— плотность, 𝑝—
давление, Ω = rotV — вектор завихренности. Для совершенного газа давле-
ние 𝑝 и плотность 𝜌 в замкнутой области 𝐺 связаны соотношением 𝑝𝜌−𝑘 = 𝜎,
где 𝑘— показатель адиабаты, 𝜎— энтропийная функция. В силу отсутствия
теплопередачи энтропийная функция на меняется вдоль линий тока, но мо-
жет быть различной на различных линиях тока. Это свойство выражается
уравнением (V · ∇)𝜎 = 0.

Рис. 2. Замкнутая область 𝐺 и ее граница 𝜕𝐺. Линия тор-
можения, за исключением точек 𝐴 и 𝐵, лежит внутри 𝐺

[Figure 2. Closed area 𝐺 and its boundary 𝜕𝐺. The stagnation
line with the exception of points 𝐴 and 𝐵 lies inside 𝐺]
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2. Требования к гладкости параметров течения. Поскольку точ-
ки замкнутой области 𝐺, за исключением граничных точек на скачке и на
теле, являются внутренними точками зоны течения, в которой отсутствуют
скачки и разрывы, будем считать, что в этих точках компоненты скорости V
являются дважды непрерывно дифференцируемыми, а 𝜌 и 𝑝— непрерывно
дифференцируемыми функциями пространственных координат. Кроме того,
поскольку поверхности скачка и тела являются дважды непрерывно диф-
ференцируемыми поверхностями, будем считать, что все параметры течения
(V, 𝜌 и 𝑝) и их первые производные, а для компонент скорости — и вторые
производные допускают непрерывное продолжение из внутренних точек за-
мкнутой области𝐺 как на поверхность скачка, так и на поверхность тела. Под
значениями производных1 на упомянутых поверхностях будем понимать их
непрерывные продолжения из внутренних точек 𝐺. Содержательность рас-
смотрения случая непрерывности вторых производных V, в том числе в невы-
колотой окрестности точки 𝐵, подробно обоснована в [6].

3. Уравнения движения. Течение газа в замкнутой области 𝐺 под-
чиняется уравнению неразрывности div(𝜌V) = 0. Полная энтальпия 𝑖0 =

= 𝑘(𝑘 − 1)−1(𝑝/𝜌) + V2/2 не меняется при переходе через скачок. Набега-
ющий поток однороден. Поэтому поле 𝑖0 однородно (∇𝑖0 = 0) во всех точ-
ках течения, т.е. оно однородно до и после скачка. Такое течение называется
изоэнергетическим. В этом случае стационарное уравнение Эйлера в форме
Крокко [4, 10] записывается следующим образом:2

Ω×V = (𝑘 − 1)−1𝑝𝜌−1∇ ln𝜎. (1)

4. Скоростная альтернатива. Докажем следующее утверждение, кото-
рое верно без предположения о какой-либо симметрии.

Скоростная альтернатива. Если на некотором отрезке (включая гра-
ничные точки отрезка) вихревой линии стационарного изоэнергетического
течения идеального совершенного газа с дважды непрерывно дифференциру-
емыми компонентами скорости и с непрерывно дифференцируемыми плот-
ностью и давлением завихренность не обращается в нуль, то либо весь от-
резок вихревой линии состоит из точек торможения, либо во всех точках
этого отрезка скорость газа отлична от нуля.

До к а з ат е л ь ств о. Представим уравнение (1) в виде

(𝑝−1Ω)× (𝜌V) = (𝑘 − 1)−1∇ ln𝜎.

Применение операции ротора к этому уравнению с использованием двух из-
вестных векторных тождеств rot(a×b) ≡ (b ·∇)a− (a ·∇)b+adivb−bdiv a
и rot(∇𝜑) ≡ 0 и уравнения неразрывности div(𝜌V) = 0 дает

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)− ((𝑝−1Ω) · ∇)(𝜌V)− 𝜌V div(𝑝−1Ω) = 0.

1Таким образом, предполагается непрерывность производных во всех точках замкнутой
области 𝐺, в том числе в точке 𝐵.

2См. приложение в конце статьи.
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Поскольку divΩ ≡ 0, последнее слагаемое этого уравнения преобразуется
к виду

𝜌V div(𝑝−1Ω) = 𝜌V(𝑝−1 divΩ+Ω · ∇𝑝−1) = −𝜌𝑝−2V(Ω · ∇𝑝) =

= −𝜌𝑝−1V(Ω · ∇ ln 𝑝) = −𝜌V((𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝),

а само уравнение — к виду

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)− ((𝑝−1Ω) · ∇)(𝜌V) + 𝜌V((𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝) = 0. (2)

Во втором слагаемом представим завихренность в виде Ω = Ωe, где e =
= Ω/|Ω|, |e| = 1, Ω = |Ω| > 0, и запишем уравнение (2) следующим образом:

(e · ∇)(𝜌V) =
𝑝

Ω

[︀
(𝜌V · ∇)(𝑝−1Ω) + 𝜌V((𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝)

]︀
. (3)

Пусть 𝑙— переменная длина дуги на рассматриваемом отрезке вихревой ли-
нии. Тогда на этой вихревой линии все параметры течения и их производные
есть функции от 𝑙. Поэтому (e·∇)(𝜌V) = 𝑑

𝑑𝑙 (𝜌V), а уравнение (3) представля-
ется в виде линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(для компонент вектора 𝜌V) с коэффициентами, зависящими от 𝑙:

𝑑

𝑑𝑙

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑉𝑥

𝜌𝑉𝑦

𝜌𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠ =
𝑝

Ω

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓 + 𝜕(𝑝−1Ω𝑥)/𝑑𝑥 𝜕(𝑝−1Ω𝑥)/𝑑𝑦 𝜕(𝑝−1Ω𝑥)/𝑑𝑧

𝜕(𝑝−1Ω𝑦)/𝑑𝑥 𝑓 + 𝜕(𝑝−1Ω𝑦)/𝑑𝑦 𝜕(𝑝−1Ω𝑦)/𝑑𝑧

𝜕(𝑝−1Ω𝑧)/𝑑𝑥 𝜕(𝑝−1Ω𝑧)/𝑑𝑦 𝑓 + 𝜕(𝑝−1Ω𝑧)/𝑑𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝜌𝑉𝑥

𝜌𝑉𝑦

𝜌𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

(4)
где 𝑓 = 𝑝−1(Ω · ∇) ln 𝑝, а нижние индексы обозначают компоненты векто-
ров в произвольно выбранной прямоугольной декартовой системе коорди-
нат 𝑂𝑥𝑦𝑧.

Коэффициенты матрицы зависят как от самих газодинамических функ-
ций, так и от их первых производных, и являются непрерывными (и огра-
ниченными) функциями пространственных координат на рассматриваемом
отрезке вихревой линии (поскольку из непрерывности Ω и из условия Ω =
= |Ω| > 0 следует ограниченность 𝑝/Ω на этом отрезке). Если считать ко-
эффициенты матрицы заданными функциями переменной 𝑙, то матричное
уравнение (4) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных
уравнений для компонент вектора 𝜌V, рассматриваемых как функции пере-
менной 𝑙. Эта система линейна, а ее коэффициенты зависят от 𝑙, непрерывны
по 𝑙 и ограничены в ограниченной области (поскольку они непрерывны и огра-
ничены как функции пространственных координат, которые в свою очередь
непрерывны и ограничены как функции переменной 𝑙). Поэтому из теоремы
существования и единственности для систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений [11–13] следует, что на всем рассматриваемом отрезке линии
тока либо 𝜌V ≡ 0, либо 𝜌V ̸= 0. Скоростная альтернатива доказана. �

Замечание 1. Рассмотрение в скоростной альтернативе именно отрезков
вихревых линий существенно. Это связано с тем, что из условия Ω = |Ω| > 0
для (открытого) интервала вихревой линии не следует ограниченность 𝑝/Ω
на этом интервале.
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Замечание 2. Сформулированные выше «требования к гладкости пара-
метров течения» обосновывают векторные тождества, использованные выше
при доказательстве. Кроме того, непрерывность вторых производных ско-
рости означает непрерывность первых производных завихренности Ω, что
в свою очередь позволяет так параметризовать векторную линию Ω, что про-
странственные координаты точек на этой линии будут непрерывно зависеть
от параметра (в доказательстве это параметр 𝑙).

5. Завихренность в точке торможения. Точка торможения 𝐵 (см.
рис. 1) есть точка растекания газа. Поэтому энтропийная функция на по-
верхности тела равна своему значению в точке 𝐵 и вектор ∇ ln𝜎 ортогона-
лен поверхности тела. Вместе с уравнением (1) это означает, что в точках
поверхности тела, где V ̸= 0 (то есть всюду, кроме точки 𝐵), вектор Ω лежит
в касательной к поверхности тела плоскости. Из непрерывности Ω следу-
ет, что в точке 𝐵 вектор Ω также лежит в касательной к поверхности тела
плоскости. Поэтому если предположить, что Ω(𝐵) ̸= 0, то через точку 𝐵
должен проходить отрезок вихревой линии (завихренность Ω на этом отрез-
ке отлична от нуля), лежащий на поверхности тела. Но на такой линии есть
точка торможения и точки со скоростью, отличной от нуля (все остальные
точки отрезка), что противоречит скоростной альтернативе (см. предыдущий
раздел). Поэтому предположение Ω(𝐵) ̸= 0 приводит к противоречию. Сле-
довательно, Ω(𝐵) = 0. Вывод о нулевой завихренности в точке торможения
получен без использования свойств течения, вытекающих из существования
плоскости симметрии. Этот промежуточный результат сам по себе представ-
ляет важное свойство трехмерных течений в окрестности точки торможения.

6. Течение с плоскостью симметрии. Далее будем рассматривать те-
чение, в котором обтекаемое тело симметрично относительно некоторой плос-
кости, которая параллельна скорости однородного сверхзвукового набегаю-
щего потока V0. Расположим прямоугольную декартову систему координат
𝑂𝑥𝑦𝑧 так, чтобы плоскость симметрии течения совпала с плоскостью 𝑂𝑥𝑦, то
есть с плоскостью 𝑧 = 0. Введем обозначения: 𝑢, 𝑣 и 𝑤— компоненты скорости
газа V в системе 𝑂𝑥𝑦𝑧; i, j, k— единичные базисные векторы этой системы
(k направлен в положительном направлении оси 𝑧, а V0 = 𝑢0i). В силу сим-
метрии течение за скачком будет симметричным:

𝑝(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜌(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧), (5)
𝑢(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣(𝑥, 𝑦,−𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧), (6)
𝑤(𝑥, 𝑦,−𝑧) = −𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) (⇒ 𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 0). (7)

7. Завихренность на линии торможения. В силу симметрии линия
торможения и точка торможения лежат на плоскости симметрии 𝑧 = 0. Упро-
стим уравнение (2) для точек на плоскости симметрии (и для точек на линии
торможения).

Из равенств (5)–(7) следует, что на плоскости симметрии выполняются
шесть равенств: 𝜕𝜌/𝜕𝑧 = 𝜕𝑝/𝜕𝑧 = 𝜕𝑢/𝜕𝑧 = 𝜕𝑣/𝜕𝑧 = 𝜕𝑤/𝜕𝑥 = 𝜕𝑤/𝜕𝑦 = 0.
Поэтому на плоскости симметрии

Ω(𝑥, 𝑦, 0) =
(︁𝜕𝑤
𝜕𝑦

− 𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︁
i+

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︁
j+

(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
k =
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= (0− 0)i+ (0− 0)j+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
k =

(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
k.

Следовательно, на плоскости симметрии и на линии торможения Ω = Ωk,
где Ω = |Ω|, и

(Ω · ∇) = Ω(k · ∇) = Ω
𝜕

𝜕𝑧
.

Поэтому

(𝑝−1Ω) · ∇ ln 𝑝 = 𝑝−1(Ω · ∇) ln 𝑝 = 𝑝−1Ω
𝜕

𝜕𝑧
ln 𝑝 = 0,

что означает равенство нулю последнего слагаемого (2).
Учитывая, что 𝜕𝜌/𝜕𝑧 = 𝜕𝑢/𝜕𝑧 = 𝜕𝑣/𝜕𝑧 = 0, упростим второе слагае-

мое (2):

(︀
(𝑝−1Ω) · ∇

)︀
(𝜌V) = 𝑝−1(Ω · ∇)(𝜌V) = 𝑝−1Ω

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌V) =

= 𝑝−1𝜌Ω
𝜕

𝜕𝑧
(𝑢i+ 𝑣j+ 𝑤k) =

(︁
𝑝−1𝜌Ω

𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︁
k.

Поскольку на плоскости симметрии 𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 0, оператор

V · ∇ = 𝑢
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑧
= 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
,

примененный на плоскости симметрии (где Ω = Ωk) к вектору 𝑝−1Ω, дает(︁
𝑢
𝜕

𝜕𝑥
(𝑝−1Ω) + 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
(𝑝−1Ω)

)︁
k.

Следовательно, первое слагаемое (2) на плоскости симметрии имеет вид

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω) =
[︀
𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)

]︀
k.

В итоге получается, что векторное уравнение (2) на плоскости симметрии
равносильно скалярному уравнению

𝜌(V · ∇)(𝑝−1Ω)− 𝑝−1𝜌Ω
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0

или
𝜌𝑝−1(V · ∇)Ω− Ω𝜌𝑝−2(V · ∇𝑝)− Ω𝜌𝑝−1𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0.

Во всех точках линии 𝐴𝐵, кроме точки 𝐵, скорость V отлична от нуля,
и, следовательно, V = 𝑉 e, где e = V/|V|, 𝑉 = |V|, |e| = 1 (не путать с векто-
ром e в доказательстве скоростной альтернативы). В этих точках последнее
уравнение равносильно уравнению (e · ∇)Ω = Ω(𝑝−1(e · ∇𝑝) + 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧).

Если 𝑙— переменная длина дуги на линии 𝐴𝐵 (величина 𝑙 отсчитывается
от точки 𝐴), то последнее уравнение суть обыкновенное дифференциальное
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уравнение для величины завихренности Ω, рассматриваемой как функция
от 𝑙:

𝑑

𝑑𝑙
Ω = Ω(𝑝−1(e · ∇𝑝) + 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧),

где множитель (𝑝−1(e ·∇𝑝)+𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧) можно считать некоторой заданной
функцией переменной 𝑙. Следовательно, для любой точки 𝐶 ̸= 𝐵, лежащей
на линии 𝐴𝐵,

Ω(𝐶) = Ω(𝐴) exp {𝐼(𝐶)} , (8)

где 𝐼(𝐶) =
∫︁
𝐴𝐶

(︀
𝑝−1(e ·∇𝑝)+𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧

)︀
d𝑙— криволинейный интеграл вдоль

линии 𝐴𝐵 от точки 𝐴 до точки 𝐶. Подынтегральная функция есть сумма
двух слагаемых. Первое слагаемое 𝑝−1(e · ∇𝑝) ограничено, т.к. давление от-
граничено от нуля. При этом второе слагаемое 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧 может быть не
ограничено в окрестности точки 𝐵, где 𝑉 = 0. Передняя точка торможения
𝐵 является точкой растекания. В некоторой пространственной окрестности
точки 𝐵 линии тока, проходящие рядом с линией торможения и находящиеся
вне плоскости симметрии, также растекаются вблизи поверхности тела, уда-
ляясь от плоскости симметрии. Поэтому из симметрии следует, что в некото-
рой пространственной окрестности точки 𝐵 выполняются неравенства 𝑤 6 0
при 𝑧 6 0 и 𝑤 > 0 при 𝑧 > 0. Таким образом, в этой окрестности на линии 𝐴𝐵
выполняется неравенство 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧 > 0. Это значит, что несобственный ин-

теграл 𝐼(𝐵) =

∫︁
𝐴𝐵

(︀
𝑝−1(e · ∇𝑝) + 𝑉 −1𝜕𝑤/𝜕𝑧

)︀
d𝑙 или сходится, или расходится

к +∞. Если предположить, что Ω(𝐴) ̸= 0, то, согласно (8), случаю 𝐼(𝐵) = +∞
соответствует бесконечная завихренность в точке 𝐵 (уравнение (8) верно на
всей линии торможения, исключая точку 𝐵, но завихренность, как и осталь-
ные параметры течения, непрерывна на всей линии торможения без исключе-
ния). Это противоречит полученному выше выводу о нулевой завихренности
в точке 𝐵. Поэтому или Ω(𝐴) = 0, или интеграл 𝐼(𝐵) сходится. В первом
случае из (8) следует, что завихренность Ω = 0 на всей линии торможения.
Во втором случае Ω(𝐵) = lim

𝐶→𝐵
Ω(𝐶), где 𝐶 приближается к 𝐵 по линии тор-

можения. То есть Ω(𝐵) = Ω(𝐴) exp 𝐼(𝐵), где 0 < exp 𝐼(𝐵) < +∞. С учетом
Ω(𝐵) = 0 снова приходим к выводу, что Ω(𝐴) = 0 и, согласно (8), завих-
ренность Ω = 0 на всей линии торможения. Это значит (см. уравнение (1)),
что на всей линии торможения ∇𝜎 ≡ 0. Таким образом, получен следующий
результат.

Завихренность Ω и градиент энтропийной функции ∇𝜎 в течении с плос-
костью симметрии равны нулю во всех точках линии торможения, вклю-
чая точку ее начала на скачке (∇𝜎(𝐴) = 0).

8. Завершение доказательства. Пусть 𝐴′ — точка на скачке, в которой
касательная к скачку плоскость перпендикулярна направлению набегающе-
го потока (начало лидирующей линии тока за скачком, лидирующая точка
скачка). Параметры течения на разных сторонах скачка связаны условия-
ми на косом скачке уплотнения [3, 4]. Из этих условий и из того, что скачок
имеет искривленную выпуклую форму, следует известное свойство, состоя-
щее в том, что ∇𝜎 на поверхности скачка (в течении за скачком) равен нулю
только в точке 𝐴′. Итак, 𝐴′ — единственная точка на скачке, где ∇𝜎 = 0,
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а энтропия максимальна на линии тока, начинающейся в этой точке. Выше
было показано, что ∇𝜎(𝐴) = 0. Поэтому точка 𝐴 совпадает с точкой 𝐴′. Та-
ким образом, приходим к основному результату (в формулировке опущены
требования к гладкости, сформулированные в начале статьи).

В течениях идеального совершенного газа с отошедшим головным скач-
ком при обтекании тел с гладкой выпуклой носовой частью при наличии
плоскости симметрии течения линия торможения совпадает с лидирую-
щей линией (то есть начинается там, где касательная к скачку плоскость
перпендикулярна скорости набегающего потока (см. рис. 1)), а энтропия
принимает максимальное значение на линии торможения и на поверхно-
сти тела. При этом завихренность на всей линии торможения равна нулю.

Заключение. Строго установлено, что при обтекании с отошедшим го-
ловным скачком тел с гладкой выпуклой носовой частью при наличии плоско-
сти симметрии течения линия торможения совпадает с лидирующей линией,
то есть начинается там, где касательная к скачку плоскость перпендикулярна
скорости набегающего потока, а энтропия принимает максимальное значение
на линии торможения и на поверхности тела. При этом завихренность на всей
линии торможения равна нулю.

Доказательство проведено без использования критерия Зоравского и с ми-
нимальным требованием непрерывности только первых производных полей
плотности и давления.

Приложение. Докажем, что векторное уравнение (1) в частном случае изо-
энергетических (∇𝑖0 = 0) течений эквивалентно векторному уравнению Эйлера,
записанному в классической форме

(V · ∇)V = −𝜌−1∇𝑝. (9)

Используя известное векторное тождество ∇(a2) ≡ 2(a · ∇)a + 2a × rota, запишем
уравнение Эйлера (9) в форме Громеки—Ламба Ω×V = −𝜌−1∇𝑝−∇(V2/2). Далее
выразим V2/2 через формулу для полной энтальпии V2/2 = 𝑖0 − 𝑘(𝑘 − 1)

−1
(𝑝/𝜌)

и получим
Ω×V = −𝜌−1∇𝑝−∇(𝑖0 − 𝑘(𝑘 − 1)

−1
(𝑝/𝜌))

или (поскольку ∇𝑖0 = 0)

Ω×V = −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1∇(𝑝𝜌−1). (10)

Таким образом, уравнение (10) есть уравнение Эйлера для изоэнергетических (по-
стоянная полная энтальпия 𝑖0) течений. Покажем эквивалентность уравнений (1)
и (10). Для этого покажем, что правые части (1) и (10) равны.

Используя выражение для энтропийной функции 𝜎 = 𝑝𝜌−𝑘 для правой части (1),
имеем

𝑘(𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−1∇ ln𝜎 = 𝑘(𝑘 − 1)

−1
𝑝𝜌−1∇ ln(𝑝𝜌−𝑘) =

= (𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−1(∇ ln 𝑝− 𝑘∇ ln 𝜌) = (𝑘 − 1)

−1
𝑝𝜌−1(𝑝−1∇𝑝− 𝑘𝜌−1∇𝜌) =

= (𝑘 − 1)
−1
𝜌−1∇𝑝− 𝑘(𝑘 − 1)

−1
𝑝𝜌−2∇𝜌 =

= (−1 + 1 + (𝑘 − 1)
−1

)𝜌−1∇𝑝− 𝑘(𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−2∇𝜌 =

= (−1 + 𝑘(𝑘 − 1)
−1

)𝜌−1∇𝑝− 𝑘(𝑘 − 1)
−1
𝑝𝜌−2∇𝜌 =
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= −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1

(𝜌−1∇𝑝− 𝑝𝜌−2∇𝜌) =

= −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1

(𝜌−1∇𝑝+ 𝑝∇(𝜌−1)) =

= −𝜌−1∇𝑝+ 𝑘(𝑘 − 1)
−1∇(𝑝𝜌−1).

В начале этой цепочки равенств находится правая часть уравнения (1), в конце —
правая часть уравнения (10). Поэтому уравнение (1) есть уравнение Эйлера для
изоэнергетических (∇𝑖0 = 0) стационарных течений идеального совершенного газа.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторский вклад и ответственность. Автор несет полную ответственность за
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Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
Благодарность. Автор благодарен рецензенту за тщательное прочтение статьи
и ценные предложения и комментарии.

Библиографический список
1. Ладыженский М. Д. Пространственные гиперзвуковые течения газа. М.: Машино-

строение, 1968. 120 с.
2. Крайко А. Н. Краткий курс теоретической газовой динамики. М.: МФТИ, 2007. 300 c.

EDN: QJUHYN.
3. Седов Л. И. Механика сплошной среды. Т. 1. М.: Наука, 1973. 536 с.
4. Mises R. Mathematical Theory of Compressible Fluid Flow / Applied Mathematics and Me-

chanics. vol. 3. New York, London: Academic Press, 1958. xiii+514 pp.
5. Сизых Г. Б. Значение энтропии на поверхности несимметричной выпуклой головной

части при сверхзвуковом обтекании // ПММ, 2019. Т. 83, №3. С. 377–383. EDN: YGUKSX.
DOI: https://doi.org/10.1134/S0032823519030135.

6. Сизых Г. Б. Решение задачи Дородницына // Труды МФТИ, 2022. Т. 14, №4. С. 95–107.
EDN: TNNYSF.

7. Prim R., Truesdell C. A derivation of Zorawski’s criterion for permanent vector-lines // Proc.
Amer. Math. Soc., 1950. vol. 1, no. 1. pp. 32–34. DOI: https://doi.org/10.2307/2032429.

8. Truesdell C. The Kinematics of Vorticity / Indiana University Publications Science Seres.
vol. 14. Bloomington: Indiana University Press, 1954. xvii+232 pp.

9. Фридман А. А. Опыт гидромеханики сжимаемой жидкости. Л.–М.: ОНТИ, 1934.
368 с.

10. Batchelor G. K. An Introduction to Fluid Dynamics. Cambridge: University Press, 1970.
xviii+615 pp.

11. Бибиков Ю. Н. Курс обыкновенных дифференциальных уравнений. М.: Высш. шк., 1991.
303 c. EDN: QJYUZF.

12. Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных уравнений. М.:
Москов. унив., 1984. 296 c. EDN: QJLPYJ.

13. Понтрягин Л. С. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.: Наука, 1982. 332 с.

774

https://elibrary.ru/QJUHYN
https://elibrary.ru/YGUKSX
https://doi.org/10.1134/S0032823519030135
https://elibrary.ru/TNNYSF
https://doi.org/10.2307/2032429
https://elibrary.ru/QJYUZF
https://elibrary.ru/QJLPYJ


Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2022, vol. 26, no. 4, pp. 764–776
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1951

MSC: 76N15

Solution of the Dorodnitsin–Ladyzhensky problem
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Abstract
The article is devoted to a rigorous proof of the statement that entropy

takes the maximum value on the surface of a body with a blunted nose,
streamlined by a supersonic flow, in the presence of a plane of symmetry of
the flow. This is obvious for bodies of rotation at zero angle of attack, and
it is established by numerical calculations and experimentally at non-zero
angles of attack. The proof boils down to the justification that the leading
streamline (the current line crossing the shock along the normal) ends on
the body. In other words, that the leading streamline and the stagnation
line are coincide. Such a proof was obtained by G. B. Sizykh in 2019 for the
general spatial case (not only for flows with a plane of symmetry). This rather
complicated proof is based on the Zoravsky criterion, which only a narrow
circle of specialists has experience using, and is based on the assumption
of the continuity of the second derivatives of density and pressure. In this
paper, for the practically important case of flows with a plane of symmetry
(in particular, the flow around bodies of rotation at a non-zero angle of
attack), an original simple proof is proposed, for which the continuity of
only the first derivatives of the density and pressure fields is sufficient and
it is not necessary to use the Zoravsky criterion.
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Неодноосная ползучесть при сложном нагружении

Е. К. Кичаев, П. Е. Кичаев
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация
На базе модели неполной обратимости деформации ползучести пред-

ложены определяющие уравнения для неодноосного напряженного со-
стояния металлов при сложных путях нагружения. Предполагается неза-
висимое развитие тензоров вязкоупругой, вязкопластической и вязкой
компонент деформации ползучести. Кинетика деформирования связы-
вается с исходной и деформационной анизотропией. Мерой интенсивно-
сти ползучести исходно ортотропных материалов принято эквивалент-
ное напряжение, введенное Хиллом. В этом случае не требуется подо-
бие девиаторов напряжений и деформаций. Характер деформационной
анизотропии связывается со значением вязкопластической компоненты
деформации в направлении главных осей тензора напряжений. Предпо-
лагается суперпозиция исходной и деформационной анизотропии. Ис-
пытывались образцы из исходно изотропных материалов: из инстру-
ментальной стали 3ХВ4СФ по режимам ее работы в контейнерах для
прессования алюминиевых сплавов; из жаропрочного сплава ЭИ437Б по
условиям работы дисков и лопаток газотурбинных двигателей. Расчет
реологических коэффициентов исходно изотропных материалов 3ХВ4СФ
и ЭИ437Б производился по результатам одноосных испытаний на растя-
жение образцов при нескольких уровнях начальных напряжений. Прове-
ден сравнительный анализ прогноза при сложном нагружении по пред-
лагаемым уравнениям с результатами испытаний.

Ключевые слова: ползучесть металлов, изотропные материалы, одно-
осные испытания на растяжение, испытания на ползучесть при круче-
нии, сложное нагружение.
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Введение. Практически все публикации, посвященные построению опре-
деляющих уравнений ползучести и длительной прочности металлических ма-
териалов, не учитывают обратимую компоненту деформации ползучести при
полной разгрузке. Однако для многих материалов обратимая деформация яв-
ляется существенной и ее необходимо учитывать при решении соответству-
ющих краевых задач [1, 2]. Поэтому необходима разработка реологических
моделей с учетом частичной обратимости деформации ползучести после раз-
грузки. Одна из первых моделей такого типа в пределах первых двух стадий
ползучести была предложена Ю. П. Самариным [1] и далее обобщена на слу-
чай третьей стадии ползучести в работах [2–4] и многих других. Отдельно эта
проблема стоит в условиях сложного напряженного состояния применитель-
но к условиям исходной анизотропии характеристик деформации ползуче-
сти и приобретенной деформационной анизотропии в процессе нагружения.
Поэтому целью настоящей работы является построение моделей ползучести
в пределах первых двух стадий для сталей ЗХВ4СФ и ЭИ437Б в условиях
одноосного и сложного напряженных состояний, которые учитывают обрати-
мость деформации ползучести при полной разгрузке образцов.

1. Определяющие соотношения для тел исходно изотропных. Про-
стейшие феноменологические теории полагают, что материал исходно изотро-
пен, интенсивность деформирования определяется критерием Мизеса. Упроч-
нение или разупрочнение изотропно, а тензоры скоростей деформации и на-
пряжения соосны и их девиаторы подобны [5,6]. В дальнейшем используется
декартова система координат. Вводятся понятия интенсивности скоростей де-
формации ползучести

�̇�э =

√
2

3

√︂
(�̇�𝑥 − �̇�𝑦)2 + (�̇�𝑦 − �̇�𝑧)2 + (�̇�𝑧 − �̇�𝑥)2 +

3

2
(�̇�2𝑥𝑦 + �̇�2𝑦𝑧 + �̇�2𝑧𝑥)

и интенсивности напряжений

𝜎э =
1√
2

√︁
(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)2 + (𝜎𝑦 − 𝜎𝑧)2 + (𝜎𝑧 − 𝜎𝑥)2 + 6(𝜏2𝑥𝑦 + 𝜏2𝑦𝑧 + 𝜏2𝑧𝑥),

где используются стандартные обозначения нормальных и диагональных ком-
понент тензоров напряжений и деформаций.

Принимается гипотеза, что в стандартной индексной записи �̇�э c точно-
стью до множителя совпадает со вторым инвариантом тензора скоростей де-
формации и является функцией только интенсивности напряжений 𝜎э, тем-
пературы и параметров, отображающих историю процесса деформирования.
В предположении, что материал несжимаем, используется соотношение в ин-
дексной форме записи

˙𝑝𝑖𝑗 =
3

2

�̇�э

𝜎э
�̄�𝑖𝑗 =

3

2

𝑑𝐴

𝜎2э
𝜎𝑖𝑗 , (1)

где �̇�𝑖𝑗 — тензор скоростей деформации; �̄�𝑖𝑗 — девиатор напряжений; 𝑑𝐴 =
= �̇�𝑖𝑗𝜎𝑖𝑗 — мощность рассеяния (смешанный инвариант тензоров скоростей
деформации и напряжений). Подобный подход именуется техническими тео-
риями ползучести (старения, течения, упрочнения и др.) [5–7].

Экспериментальные данные по ползучести металлов для сложного напря-
женного состояния и сложных путей нагружения отличаются от прогноза по
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(1) (см., например, [6, 8–11]). В то же время простота выражения (1) сов-
местно с теорией неполной обратимости деформации ползучести [1] позволя-
ет улучшить прогноз кинетики деформирования. Основные гипотезы модели
неполной обратимости деформации ползучести [1, 3, 4, 8, 12]:

1) тензор деформации ползучести 𝑝𝑖𝑗 является аддитивной составляющей
трех независимых тензоров:

𝑝𝑖𝑗 = 𝑤𝑖𝑗 + 𝑣𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑗 ,

где 𝑤𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗 𝑢𝑖𝑗 — вязкопластическая, вязкая и вязкоупругая составля-
ющие тензора ползучести соответственно;

2) тензор скоростей вязкой составляющей определяется текущим значе-
нием тензора напряжения

�̇�𝑖𝑗(𝑡) = 𝜙𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽(𝑡));

3) вязкоупругая составляющая описывается нелинейным уравнением на-
следственности:

𝑢𝑖𝑗(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝑡− 𝜏)𝑑𝜓𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽(𝜏)), (2)

где функция влияния ℎ(𝑡) [5–7,12] принята в экспоненциальном виде:

ℎ(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘(1− 𝑒−𝜆𝑘𝑡), 𝑎𝑘 > 0, 𝜆𝑘 > 0; (3)

для (2) с учетом (3) можно записать следующую эквивалентную диф-
ференциальную зависимость:

𝑢𝑖𝑗(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘𝑖𝑗(𝑡), �̇�𝑘𝑖𝑗(𝑡) = 𝜆𝑘[𝑎𝑘𝜓𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽(𝑡))− 𝑢𝑘𝑖𝑗(𝑡)],

где 𝑢𝑘𝑖𝑗(0) = 0;
4) тензор вязкопластической составляющей деформации ползучести при

знакопостоянных напряжениях подчиняется принципу суперпозиции
с запретом отрицательных скоростей:

𝑣𝑖𝑗(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘𝑖𝑗(𝑡),

�̇�𝑘𝑖𝑗(𝑡) =

{︃
𝜈𝑘[𝑏𝑘Φ𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽(𝑡)− 𝑣𝑘𝑖𝑗(𝑡))], [𝑏𝑘Φ𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽(𝑡)− 𝑣𝑘𝑖𝑗(𝑡))] > 0,

0, [𝑏𝑘Φ𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽(𝑡)− 𝑣𝑘𝑖𝑗(𝑡))] < 0;

для 𝑣𝑖𝑗(𝑡) также можно записать аналогичные (2) и (3) уравнения
с функцией влияния

𝑞(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘(1− 𝑒−𝜈𝑘𝑡), 𝑏𝑘 > 0, 𝜈𝑘 > 0,

но с запретом на отрицательные скорости деформации ползучести.
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Для исходно изотропных материалов функции напряжений 𝜙𝑖𝑗 , 𝜓𝑖𝑗 , Φ𝑖𝑗

соответствуют условию течения Мизеса, т.е. они являются функциями интен-
сивности напряжений для соответствующей компоненты деформации ползу-
чести: 𝜙𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽) = 𝜙(𝜎э), 𝜓𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽) = 𝜓(𝜎э), Φ𝑖𝑗(𝜎𝛼𝛽) = Φ(𝜎э).

Поскольку на первой стадии ползучести для большинства материалов
кривые ползучести при различных постоянных напряжениях подобны, по-
лагается, что 𝑞(𝑡) = ℎ(𝑡), т.е. 𝑎𝑘 = 𝑏𝑘, 𝜆𝑘 = 𝜈𝑘. Для функций 𝜙(𝜎э), 𝜓(𝜎э)
и Φ(𝜎э) используются степенные аппроксимации:

𝜙(𝜎э) = 𝐶𝜎𝑚э , 𝜓(𝜎э) = (1−𝐾)𝐵𝜎𝑛э , Φ(𝜎э) = 𝐾𝐵𝜎𝑛э , 0 6 𝐾 6 1,

где 𝐵, 𝐶, 𝑚, 𝑛, 𝐾, а также 𝑎𝑘, 𝜆𝑘 — подлежащие определению параметры.
Порядок и схема определения этих параметров по результатам испытаний на
ползучесть при не менее чем двух уровнях начальных напряжений хорошо
известен и приведен в работах [1, 3, 4, 12,13].

При сложном нагружении, когда главные оси тензора напряжений пово-
рачиваются, математическая модель не учитывает направленность деформа-
ционной анизотропии.

В настоящей работе тензор вязкопластической деформации рассматрива-
ется в направлении главных осей текущего тензора напряжений, также пред-
полагается их соосность. Накопление деформации в направлении этих осей
описывается следующими соотношениями:

𝑣𝑗(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑣𝑘𝑗 (𝑡), 𝑣𝑘𝑗 (0) = 0; (4)

�̇�𝑘𝑗 (𝑡) =

{︃
𝜈𝑘[𝑏𝑘Φ(𝜎𝑗(𝑡)− 𝑣𝑘𝑗 (𝑡))], [𝑏𝑘Φ(𝜎𝑗(𝑡)− 𝑣𝑘𝑗 (𝑡))] > 0,

0, [𝑏𝑘Φ(𝜎𝑗(𝑡)− 𝑣𝑘𝑗 (𝑡))] < 0,

где индекс 𝑗 соответствует главным осям тензора напряжений.
Модель (4) позволяет объяснить следующие особенности деформирова-

ния при сложном характере нагружения тонкостенных трубчатых образцов
(растяжение + кручение) [8]:

1) влияние предварительного растяжения на интенсивность последующе-
го кручения;

2) укорочение при чистом кручении предварительно растянутого образ-
ца;

3) увеличение скорости осевой деформации при постоянном растяжении
и реверсе кручения.

2. Адекватность модели (4) экспериментальным данным. Исполь-
зуя принцип суперпозиции компонент деформации ползучести, функции 𝜙,
𝜓, Φ можно вводить независимо от того, является ли материал исходно изо-
тропным или анизотропным. И если они определялись по кривым ползучести
при различных видах напряженного состояния, то характер исходной анизо-
тропии учитывается автоматически.

В настоящей работе проведены исследования на ползучесть тонкостенных
трубчатых образцов из инструментальной стали 3ХВ4СФ и жаропрочного
сплава ЭИ437Б при действии на них растяжения (𝜎) и кручения (𝜏), при
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этом, согласно критерию Мизеса,

𝜎э =
√︀
𝜎2 + 3𝜏2

— интенсивность напряжений, а

𝑝э =
√︀
𝑝2 + 𝛾2/3

— интенсивность деформаций ползучести; 𝑝 и 𝛾 — осевая и угловая компонен-
ты деформации.

Образцы из стали 3ХВ4СФ испытывались при температуре 425 ℃ (это
средняя температура в контейнерах для прессования алюминиевых сплавов),
из сплава ЭИ437Б — при температуре 800 ℃ (эта температура соответствует
условиям работы дисков и лопаток газотурбинных двигателей). Нагрузка вы-
биралась так, чтобы возникающие напряжения были ниже предела текуче-
сти. Длительность испытаний ограничивалась получением гарантированного
участка установившейся ползучести. Изотропность и однородность образцов
обеспечивалась их предварительным отжигом.

Реологические параметры определялись на основе кривых ползучести, по-
лученных при испытании образцов на одноосное растяжение (𝜎э = 𝜎— напря-
жение при растяжении, 𝑝э = 𝑝— осевая деформация ползучести).

Осредненные (экспериментальные) кривые ползучести по результатам ис-
пытаний 8 образцов представлены на рис. 1 сплошными линиями, а аппрок-
симирующие функции приведены в табл. 1. Расчетные кривые на рис. 1 изоб-
ражены штриховыми линиями.

a b
Рис. 1. Экспериментальные (сплошные линии) и расчетные (штриховые линии) кривые
одноосной ползучести образцов из стали 3ХВ4СФ (a) и сплава ЭИ437Б (b) при заданных
начальных напряжениях (a: 1 — 𝜎э = 200 МПа, 2 — 𝜎э = 225 МПа, 3 — 𝜎э = 250 МПа, 4 —
𝜎э = 275 МПа, 5 — 𝜎э = 300 МПа, 6 — 𝜎э = 325 МПа; b: 1 — 𝜎э = 120 МПа, 2 — 𝜎э = 160 МПа,

3 — 𝜎э = 200 МПа)
[Figure 1. Experimental (solid lines) and calculated (dashed lines) uniaxial creep curves for
samples made of 3KhV4SF steel (a) and EI437B alloy (b) at given initial stresses (a: 1 —
𝜎э = 200 MPa, 2 — 𝜎э = 225 MPa, 3 — 𝜎э = 250 MPa, 4 — 𝜎э = 275 MPa, 5 — 𝜎э = 300 MPa,
6 — 𝜎э = 325 MPa; b: 1 — 𝜎э = 120 MPa; 2 — 𝜎э = 160 MPa; 3 — 𝜎э = 200 MPa). In all
experiments, samples from 3KhV4SF steel were tested at a temperature of 425℃, from EI437B

alloy were tested at a temperature of 800℃]
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Таблица 1
Вид аппроксимирующих функций [Structure of approximating functions]

Functions 3KhV4SF steel EI437B alloy

ℎ(𝑡) 0.63(1− exp(−0.08𝑡)) + 0.37(1− exp(−0.8𝑡)) 1− exp(−0.4𝑡)
𝜙(𝜎э) 0.0005(𝜎э/200)

5.55 0.044894(𝜎э/200)
3.6

𝜓(𝜎э) 0.0149(𝜎э/200)
2.85 0.068(𝜎э/200)

2.65

Φ(𝜎э) 0.1358(𝜎э/200)
2.85 0.0757(𝜎э/200)

2.65

Данные рис. 1 и табл. 1 показывают, что для стали 3ХВ4СФ неустановив-
шийся первый участок ползучести состоит в основном из вязкопластической
компоненты, а для сплава ЭИ437Б — из вязкоупругой.

Адекватность модели, построенной по теории неполной обратимости де-
формации ползучести, оценивалась при одноосном ступенчатом нагружении.
На рис. 2 сплошными линиями показаны усредненные деформации ползуче-
сти 𝑝(𝑡) по результатам испытаний трех образцов для стали 3ХВ4СФ и сплава
ЭИ437Б, штриховыми линиями — расчет по предлагаемой модели. Приведен-
ные экспериментальные и расчетные данные показывают, что построенная
модель удовлетворительно описывает ее первую и вторую стадию при пере-
менных одноосных напряжениях.

На рис. 3 показаны усредненные углы закручивания 𝛾(𝑡) при чистом кру-
чении по результатам испытаний 5 образцов, сплошными линиями — расчет
по предлагаемой модели. Видим, что для рассматриваемых исходно изотроп-
ных материалов соблюдается условие течения Мизеса.

a b
Рис. 2. Экспериментальные (сплошные линии) и расчетные (штриховые линии) кривые
ползучести образцов из стали 3ХВ4СФ (a) и сплава ЭИ437Б (b) при одноосном ступен-
чатом нагружении (a: 1 — 𝜎э = 200 МПа, 2 — 𝜎э = 241 МПа, 3 — 𝜎э = 282 МПа, 4 —
𝜎э = 241 МПа, 5 — 𝜎э = 200 МПа; b: 1 — 𝜎э = 120 МПа, 2 — 𝜎э = 145 МПа, 3 — 𝜎э = 170 МПа,

4 — 𝜎э = 145 МПа, 5 — 𝜎э = 120 МПа)
[Figure 2. Experimental (solid lines) and calculated (dashed lines) creep curves for samples
made of 3KhV4SF steel (a) and EI437B alloy (b) under uniaxial stepped loading (a: 1 — 𝜎э =
200 MPa, 2 — 𝜎э = 241 MPa, 3 — 𝜎э = 282 MPa, 4 — 𝜎э = 241 MPa, 5 — 𝜎э = 200 MPa; b: 1 —
𝜎э = 120 MPa, 2 — 𝜎э = 145 MPa, 3 — 𝜎э = 170 MPa, 4 — 𝜎э = 145 MPa, 5 — 𝜎э = 120 MPa)
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a b

Рис. 3. Экспериментальные (сплошные линии) и расчетные (штриховые линии) кривые
ползучести образцов (кривые угла закручивания) из стали 3ХВ4СФ (a) и сплава ЭИ437Б

(b) при кручении: a — 𝜏 = 144.5 МПа, b — 𝜏 = 92.5 МПа
[Figure 3. Experimental (solid lines) and calculated (dashed lines) creep curves (torsion angle
curves) for samples made of 3KhV4SF steel (a) and EI437B alloy (b) during torsion: a —

𝜏 = 144.5 MPa, b — 𝜏 = 92.5 MPa

В реальных конструкциях поле напряжений, как правило, является неод-
нородным. Картина может значительно усложняться при сложном нагруже-
нии, когда главные оси тензора напряжений поворачиваются.

Оценка характера деформирования при сложном неодноосном нагруже-
нии производилась по результатам испытаний образцов, нагруженных сту-
пенчатыми осевой силой и крутящим моментом (см. рис. 4–7).

На рис. 4, 5 для стали 3ХВ4СФ, начальный участок которой в основном
состоит из вязкопластической компоненты, сплошной линией представлены
результаты испытаний, штрих-пунктирными линиями — результаты расчетов
при условии подобия девиаторов (1), штриховыми линями — результаты по
предложенной модели. Результаты расчетов показывают, что при условии
подобия девиаторов (1) наблюдается значительное расхождение расчетных

Рис. 4. Кривые ползучести (осевая дефор-
мация) образцов из стали 3ХВ4СФ при сту-
пенчатом растяжении с кручением: 1 — 𝜎 =
= 200 МПа, 𝜏 = 0 МПа; 2 — 𝜎 = 200 МПа,
𝜏 = 78 МПа; 3 — 𝜎 = 200 МПа, 𝜏 =
= 115 МПа; 4 — 𝜎 = 136 МПа, 𝜏 = 115 МПа;
5 — 𝜎 = 0 МПа, 𝜏 = 115 МПа; сплошная ли-
ния — эксперимент; штрих-пунктирная ли-
ния — расчет в предположении подобия де-
виаторов (1); штриховая линия — расчет по

предложенной модели

[Figure 4. Creep curves (axial deformation) of samples made of 3KhV4SF steel under step tension
with torsion: 1 — 𝜎 = 200 MPa, 𝜏 = 0 MPa; 2 — 𝜎 = 200 MPa, 𝜏 = 78 MPa; 3 — 𝜎 = 200 MPa,
𝜏 = 115 MPa; 4 — 𝜎 = 136 MPa, 𝜏 = 115 MPa; 5 — 𝜎 = 0 MPa, 𝜏 = 115 MPa; solid line —
experimental data; dash dotted line — calculation assuming similarity of deviators (1); dashed

line — calculation according to the proposed model
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Рис. 5. Кривые ползучести (угол закручи-
вания) образцов из стали 3ХВ4СФ при сту-
пенчатом растяжении с кручением: 1 — 𝜎 =
= 200 МПа, 𝜏 = 0 МПа; 2 — 𝜎 = 200 МПа,
𝜏 = 78 МПа; 3 — 𝜎 = 200 МПа, 𝜏 =
= 115 МПа; 4 — 𝜎 = 136 МПа, 𝜏 = 115 МПа;
5 — 𝜎 = 0 МПа, 𝜏 = 115 МПа; сплошная ли-
ния — эксперимент; штрих-пунктирная ли-
ния — расчет в предположении подобия де-
виаторов (1); штриховая линия — расчет по

предложенной модели

[Figure 5. Creep curves (torsion angle) of samples made of 3KhV4SF steel under step tension
with torsion: 1 — 𝜎 = 200 MPa, 𝜏 = 0 MPa; 2 — 𝜎 = 200 MPa, 𝜏 = 78 MPa; 3 — 𝜎 = 200 MPa,
𝜏 = 115 MPa; 4 — 𝜎 = 136 MPa, 𝜏 = 115 MPa; 5 — 𝜎 = 0 MPa, 𝜏 = 115 MPa; solid line —
experimental data; dash dotted line — calculation assuming similarity of deviators (1); dashed

line — calculation according to the proposed model

Рис. 6. Кривые ползучести (осевая дефор-
мация) образцов из сплава ЭИ437Б при сту-
пенчатом растяжении с кручением: 1 — 𝜎 =
= 120 МПа, 𝜏 = 0 МПа; 2 — 𝜎 = 120 МПа,
𝜏 = 47 МПа; 3 — 𝜎 = 120 МПа, 𝜏 =
= 69.5 МПа; 4 — 𝜎 = 81 МПа, 𝜏 = 69.5 МПа;
5 — 𝜎 = 0 МПа, 𝜏 = 69.5 МПа; сплошная
линия — эксперимент; штриховая линия —

расчет по предложенной модели
[Figure 6. Creep curves (axial deformation)
of samples made of EI437B alloy under step
tension with torsion: 1 — 𝜎 = 120 MPa,
𝜏 = 0 MPa; 2 — 𝜎 = 120 MPa, 𝜏 = 47 MPa;
3 — 𝜎 = 120 MPa, 𝜏 = 69.5 MPa; 4 —
𝜎 = 81 MPa, 𝜏 = 69.5 MPa; 5 — 𝜎 = 0 MPa,
𝜏 = 69.5 MPa; solid line — experimental data;
dashed line — calculation according to the

proposed model

Рис. 7. Кривые ползучести (угол закручи-
вания) образцов из сплава ЭИ437Б при сту-
пенчатом растяжении с кручением: 1 — 𝜎 =
= 120 МПа, 𝜏 = 0 МПа; 2 — 𝜎 = 120 МПа,
𝜏 = 47 МПа; 3 — 𝜎 = 120 МПа, 𝜏 =
= 69.5 МПа; 4 — 𝜎 = 81 МПа, 𝜏 = 69.5 МПа;
5 — 𝜎 = 0 МПа, 𝜏 = 69.5 МПа; сплошная
линия — эксперимент; штриховая линия —

расчет по предложенной модели
[Figure 7. Creep curves (torsion angle) of
samples made of EI437B alloy under step
tension with torsion: 1 — 𝜎 = 120 MPa,
𝜏 = 0 MPa; 2 — 𝜎 = 120 MPa, 𝜏 = 47 MPa;
3 — 𝜎 = 120 MPa, 𝜏 = 69.5 MPa; 4 —
𝜎 = 81 MPa, 𝜏 = 69.5 MPa; 5 — 𝜎 = 0 MPa,
𝜏 = 69.5 MPa; solid line — experimental data;
dashed line — calculation according to the

proposed model
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значений от экспериментальных, а расчеты по предложенной модели дают
меньшую величину расхождения и их можно считать удовлетворительными.

Для сплава ЭИ437Б, у которого начальный участок состоит на 90% из вяз-
коупругой компоненты деформации, также наблюдается удовлетворительное
совпадение результатов испытаний (сплошные линии, рис. 6, 7) с расчетами
по предложенной модели (штриховые линии, рис. 6, 7).

По представленной серии экспериментальных и расчетных данных можно
сделать следующие выводы:

1) при одноосных ступенчатых напряжениях модель неполной обрати-
мости деформации адекватно описывает ползучесть преимущественно
с учетом вязкопластической компоненты (для стали 3ХВ4СФ) и вяз-
коупругой (для сплава ЭИ437Б);

2) для исходно изотропных материалов при плоском напряженном состо-
янии соблюдается условие течения Мизеса;

3) при сложном характере нагружения на исходное состояние материа-
ла накладывается деформационная анизотропия, зависящая от накоп-
ленной вязкопластической деформации в направлении главных осей
тензора напряжений.

Заключение.
1. Предлагаемая реологическая модель учитывает исходную и деформа-

ционную анизотропию металлов, полагая, что имеет место их суперпо-
зиция.

2. Параметры исходной анизотропии при решении краевых задач на пер-
вой итерации определяются по результатам механических испытаний.

3. Приведенные экспериментальные результаты ползучести тонкостенных
трубчатых образцов из материалов 3ХВ4СФ и ЭИ437Б при их сложном
нагружении растяжением и кручением удовлетворительно согласуют-
ся с результатами расчетов по предлагаемой модели.
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Abstract

Based on the model of incomplete reversibility of creep deformation, con-
stitutive equations for the non-uniaxial stress state of metals under complex
loading paths are proposed. The tensors of the viscoelastic, viscoplastic, and
viscous components of the creep deformation are assumed to develop inde-
pendently. The deformation kinetics is associated with the initial and defor-
mation anisotropy. The measure of creep intensity for initially orthotropic
materials is the equivalent stress introduced by Hill. In this case, the sim-
ilarity of the stress and strain deviators is not required. The nature of the
anisotropy of the deformation is associated with the value of the viscoplastic
component of the deformation in the direction of the principal axes of the
stress tensor. A superposition of the initial and deformation anisotropy is
assumed. Samples made of 3KhV4SF tool steel and EI437B heat resistant
alloy were tested, which are initially isotropic materials. The rheological
coefficients of 3KhV4SF steel and EI437B alloy were calculated from the re-
sults of the uniaxial tension test samples at various levels of initial stresses.
A comparative analysis of the forecast under complex loading according to
the proposed equations with the test results was carried out.

Keywords: creep of metals, isotropic materials, uniaxial tensile tests, tor-
sion creep tests, complex loading.
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Аннотация
Представлены методы математического прогнозирования вероятно-

сти столкновения частиц разнородных материалов в процессе детонаци-
онного напыления композиционных покрытий. Вследствие разных
свойств исходных порошковых материалов (массы, аэродинамического
сопротивления) показатели качества композиционных покрытий опре-
деляются не только параметрами движения частиц, но и их взаимным
положением в потоке продуктов детонации. В случае использования ре-
агирующих компонентов взаимодействие расплавленных частиц в пото-
ке может привести к протеканию химических реакций и образованию
новых материалов на подложке, созданию неоднородной структуры по-
крытия и ухудшению его прочностных и адгезионных свойств. Предва-
рительный прогноз вероятности столкновения частиц до соприкоснове-
ния с поверхностью изделия дает возможность до проведения натурных
испытаний сделать вывод о получении качественных показателей по-
крытия.

Ключевые слова: детонационное напыление, поток частиц, вероят-
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1. Введение. Исследование процессов детонационного напыления ком-
позиционных материалов рассмотрено в различных научных работах, описы-
вающих его применение [1] и параметры, к которым относятся: расстояние
от среза ствола до подложки [2]; выбор и соотношение компонентов газо-
вой смеси [3–9]; толщина покрытия [10], скорость и температура потока ча-
стиц [11]; угол наклона подложки [12]; соотношение компонентов напыляемо-
го состава [13]; взаимодействие напыляемого состава с компонентами газовой
смеси [14]; коэффициент заполнения ствола газовой смесью [15]; режим на-
пыления [16], который оказывает существенное влияние на конечный состав
наносимого материала [17]. Также описывается множество преимуществ дан-
ной технологии получения покрытий, а именно: хорошая адгезия [2], высокая
износостойкость и твердость [13, 18–20], коррозионная устойчивость покры-
тий [22].

Наносимый подобным образом материал представляет собой порошок ли-
бо смесь порошков двух или более веществ с различным размером частиц [18].
При этом допустимо, что дисперсность частиц двух или более напыляемых
материалов относительно друг друга может быть различной.

Частицы напыляемого материала проходят ствол и некоторое расстояние
до поверхности изделия. Внутренние стенки ствола детонационной установ-
ки имеют однородное сечение. Расстояние от границы ствола до изделия от-
носительно небольшое, что обеспечивает сохранение необходимого импульса
частицам вещества для необходимой адгезии с поверхностью [14].

Основополагающим фактором успешной реализации технологии детона-
ционного напыления является столкновение (вне зависимости от геометрии
и природы материала) наносимых частиц друг с другом только на поверх-
ности подложки, исключая при этом их взаимный контакт в стволе детона-
ционной установки и на всей протяженности полета до обрабатываемой по-
верхности. Это обусловлено тем, что взаимодействие расплавленных частиц
вещества до попадания на изделие может вызвать создание неоднородной
структуры покрытия и привести к ухудшению его прочностных и адгезион-
ных свойств.

2. Оценка вероятности. Для рассмотрения вероятности столкновения
частиц порошков в стволе экспериментальной установки возьмем двухком-
понентный состав веществ и примем ряд допущений [21], которые не проти-
воречат физике протекающих реакций, но существенно упрощают процесс
аналитического представления движения и взаимосвязи частиц вещества:

1) поток частиц ламинарный;
2) частицы обоих веществ в процессе движения распределены по сечению

ствола детонационной установки равномерно;
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3) вероятности, характеризующие нахождение частицы двух веществ в од-
но время в единице элементарного объема (рассматриваемой зоны),
взаимонезависимы;

4) форму частиц можно с допустимой погрешностью принять сфериче-
ской с определенным радиусом.

Из принятых допущений можно заключить, что факт столкновения ча-
стиц может считаться состоявшимся, если расстояние между центрами сфер
двух частиц не превосходит суммы их радиусов. Также имеет место случай,
когда движущиеся в ламинарном потоке частицы будут находиться в непо-
средственной близости к стенкам канала ствола. В этом случае допустимая
площадь соприкосновения будет ограничиваться не только размерами частиц,
но и внутренним радиусом ствола [15], а вероятность попадания обоих частиц
в эту область будет меньше, чем та, что для частиц, удаленных от стенок уста-
новки. Однако поскольку радиальные размеры частиц значительно меньше
радиуса сечения ствола, это дает основание утверждать, что количество ча-
стиц вблизи стенок установки по сравнению с количеством частиц вдали от
ствола будет значительно меньше.

Принимаем, что в одном поперечном сечении ствола может находиться
𝑁 частиц большого радиуса и 𝑛 частиц малого радиуса. Для этого случая
вероятность того, что хотя бы одна малая частица войдет хотя бы в одну
область вблизи большей частицы:

𝑝𝑛𝑁 =
𝑛∑︁
1

𝑁(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
2

𝑅2
=
𝑛𝑁(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)

2

𝑅2
, (1)

где 𝑅— внутренний радиус канала ствола; 𝑟𝑏 и 𝑟𝑠 — радиусы большой и малой
частиц соответственно. Причем ввиду относительной малости расстояния от
границы ствола до поверхности изделия и сохранения условия ламинарности
потока можно принять радиус потока частиц на этом промежутке равным
внутреннему радиусу канала ствола.

Схематичное представление разноразмерных частиц двух веществ в сече-
нии ствола показано на рис. 1. Пунктирной линией обозначена область, где
при одновременном нахождении обеих частиц произойдет их контакт. Стоит

Рис. 1. Схематичное представление сечения ствола
[Figure 1. The schematic image of the trunk section]
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отметить, что данная область построена относительно поверхности большей
частицы с учетом диаметрального размера малой.

Из формулы (1) ясно, что при больших величинах 𝑁 и 𝑛 вероятность
контакта двух частиц будет велика, однако следует понимать, что исходя из
условия проведения эксперимента величины 𝑁 и 𝑛 будут ограничены разме-
рами самих частиц и внутренним радиусом ствола.

Согласно физике течения реакции, динамические параметры одних ча-
стиц (более крупных и массивных) отличаются от динамических параметров
других частиц (менее крупных и массивных), что выражается в различных
скоростях частиц в канале ствола и за его пределами. Данное обстоятель-
ство свидетельствует о том, что существует область, где концентрация частиц
в единице объема будет наибольшей, причем одни частицы будут догонять
другие частицы. А значит, следует рассмотреть данную область как область
с наибольшей вероятностью соприкосновения частиц (рис. 2).

Рис. 2. Схематичное представление распределения частиц по длине в канале ствола
[Figure 2. Schematic representation of the particle length distribution in the trunk channel]

Если для одной дозы загрузки порошка принять поток частиц равномерно
распределенным во всем времени протекания процесса, то количество частиц
в единичном объеме можно считать усредненно равным (другими словами,
усредненное количество частиц в единице объема постоянное по всей длине
рассматриваемой области).

Размеры области, где частицы одного вещества догоняют частицы друго-
го, можно определить радиусом ствола 𝑅 и линейной величиной области 𝑥 на
рис. 2. Для определения вероятности контакта частиц двух веществ по всей
этой области следует рассмотреть вероятность контакта частиц в единичном
объеме.

В качестве единичного объема в нашем случае удобно принять область,
ограниченную цилиндрической поверхностью с основаниями площадью 𝜋𝑅2

и высотой Δ (рис. 2):
𝑉Δ = 𝜋𝑅2Δ, (2)

где Δ = 2𝑟𝑏 + 2𝑟𝑠.
Количество единичных объемов во всей рассматриваемой области будет

определяться выражением

𝜆 =
𝑉

𝑉Δ
=
𝑥

Δ
. (3)

На основании выражений (2) и (3) можно довольно точно оценить количе-
ство частиц обоих веществ в единичном объеме. Для этого сначала определим
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массу больших частиц порошка одного вещества в единичном объеме 𝑚Δ𝑏 по
выражению

𝑚Δ𝑏 =
𝑚Σ𝑏

𝜆
, (4)

где 𝑚Σ𝑏 — общая масса порошка этого вещества. Затем определим количество
частиц в единичном объеме 𝑁Δ:

𝑁Δ =
𝑚Δ𝑏

𝑚1𝑏
, (5)

где 𝑚1𝑏 — масса одной частицы этого вещества. Аналогично формулам (4)
и (5) можно получить выражение для оценки количества частиц другого ве-
щества 𝑛Δ:

𝑛Δ =
𝑚Σ𝑠

𝜆𝑚1𝑠
, (6)

где 𝑚Σ𝑠 — общая масса порошка второго вещества в одной дозе загрузки,
𝑚1𝑠 — масса одной частицы этого вещества.

На основании выражений (2), (5) и (6) вероятность того, что хотя бы одна
малая частица одного вещества войдет в область контакта хотя бы одной
большой частицы другого вещества в определенном нами единичном объеме,
будет определяться выражением

𝑝Δ𝑛𝑁 =

𝑛Δ∑︁
1

4𝑁Δ(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
3

3𝑅2(2𝑟𝑏 + 2𝑟𝑠)
=

2𝑁Δ𝑛Δ(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
2

3𝑅2
.

Для всей рассматриваемой области вероятность контакта больших и ма-
лых частиц при равномерном распределении частиц во всем времени проте-
кания процесса будет определяться как

𝑝𝑛𝑁 = 𝜆

𝑛Δ∑︁
1

4𝑁Δ(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
3

3𝑅2(2𝑟𝑏 + 2𝑟𝑠)
=

2𝜆𝑁Δ𝑛Δ(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
2

3𝑅2
. (7)

Если же условие равномерности потока выполняться не будет, то линей-
ную величину области 𝑥 следует рассматривать как сумму отрезков, в кото-
рых количество частиц веществ будет меняться в зависимости от скорости
частиц и времени их прохождения относительно начала процесса:

𝑥(𝑣(𝑡), 𝑡) =
𝜆∑︁

𝑖=1

𝑥(𝑣𝑖), (8)

где 𝑣(𝑡)— функция скорости потока частиц, изменяющаяся в процессе дви-
жения частицы; 𝑡— время; 𝑣𝑖 — усредненная скорость потока частиц на рас-
сматриваемом 𝑖-том единичном участке, которую можно считать постоянной.
Тогда выражение (7) с учетом (8) запишется в виде

𝑝𝑛𝑁 =

𝜆∑︁
𝑖=1

𝑛Δ𝑖∑︁
1

4𝑁Δ𝑖(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
3

3𝑅2(2𝑟𝑏 + 2𝑟𝑠)
=

𝜆∑︁
𝑖=1

2𝑁Δ𝑖𝑛Δ𝑖(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
2

3𝑅2
. (9)
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Зависимость (9) можно считать окончательным выражением, дающим
оценку вероятности столкновения частиц в процессе детонационного напы-
ления с учетом приведенных допущений.

3. Математическое моделирование. Для подтверждения отсутствия
взаимодействия между компонентами смеси двух веществ в стволе детонаци-
онной установки проведено математическое моделирование прогрева их ча-
стиц с дисперсностью 40 и 20 мкм (рис. 3). Для прогнозирования прогрева
частиц в пространстве, а также оценки температур частиц в потоке про-
ведено численное моделирование в программном комплексе ANSYS.1 Тем-
пература воздействующей газовой смеси на поверхность частиц составляет
4000 ℃, а значения теплового потока газа — 65 Вт/(м2 · ℃) (для частиц диа-
метром 40 мкм) и 90 Вт/(м2 · ℃) (для частиц 20 мкм). В качестве примера
на рис. 3 представлено распределение температуры в дискретные моменты
времени для частиц с размерностью 40 мкм.

Рис. 3. Зависимость процесса прогрева частиц диаметром 40 мкм (1) и 20 мкм (2) от
времени при детонационном напылении

[Figure 3. The dependence of the heating process of particles with diameters of 40 µm (1) and
20 µm (2) on the time during detonation spraying]

Математическим моделированием показано, что частицы диаметром
40 мкм прогреваются медленнее частиц диаметром 20 мкм, что свидетель-
ствует об отсутствии взаимодействия между ними в процессе детонационного
напыления — от момента их попадания в ствол детонационной установки и до

1Лицензия на ПО ANSYS Academic Research AUTODYN от 19 ноября 2009 г. № 00606251.
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завершения процесса напыления.
4. Заключение. Полученные в ходе работы зависимость и математиче-

ская модель дают оценку вероятности столкновения разноразмерных частиц
в ламинарном потоке. По этой оценке можно до проведения испытаний на
установке судить о количестве расплавленных частиц порошка, вступивших
в реакцию до попадания на поверхность изделия. Это позволит уже на ранней
стадии процесса внести поправки количественных показателей массы порош-
ка и определить допустимые диапазоны размера используемых в процессе
гранул.

Возможность практического использования приведенных результатов тео-
ретических исследований следует в дальнейшем скорректировать экспери-
ментальными исследованиями, которые позволят уточнить значения вероят-
ности столкновения частиц двух и более выбранных веществ с определенны-
ми значениями дисперсности, массы и скорости в потоке.
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Abstract

The paper presents methods of mathematical prediction of the probabil-
ity of collision of particles of dissimilar materials in the process of detonation
spraying of composite coatings. As a consequence of different properties of
initial powder materials (mass, aerodynamic resistance), quality indicators
of composite coatings are determined not only with the motion parameters
of the particles but with their mutual position in the flow of the detonation
products. In the case of the use of reactive components, the interaction of
molten particles in the flow can lead to chemical reactions, formation of new
materials on the substrate, heterogeneous structure of the coating, and de-
terioration of its strength and adhesive properties. A preliminary forecast of
the probability of collision of particles before contact with the surface of the
product makes it possible to conclude before conducting full-scale tests that
high-quality coating indicators have been obtained.
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