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∙ Ramachandran Velmurugan (Chennai, India)
∙ S. P. Verevkin (Rostock, Germany)

Editorial Board:
∙ A.P. Amosov (Samara, Russian Federation)
∙ A.V.Borovskikh (Moscow, Russian Federation)
∙ F. dell’Isola (Rome, Italy)
∙ V.N. Hakobyan (Yerevan, Armenia)
∙ L.A. Igumnov (N.Novgorod, Russian Federation)
∙ A. I. Khromov (Komsomolsk-on-Amur, Russian Federation)
∙ V.A. Kovalev (Moscow, Russian Federation)
∙ A. I. Kozhanov (Novosibirsk, Russian Federation)
∙ V.A. Kudinov (Samara, Russian Federation)
∙ D. S. Lisovenko (Moscow, Russian Federation)
∙ A.N. Mironov (Elabuga, Russian Federation)
∙ E.Yu. Prosviryakov (Ekaterinburg, Russian Federation)
∙ L. S. Pulkina (Samara, Russian Federation)
∙ Yu. N. Radayev (Moscow, Russian Federation)
∙ E.V. Radkevich (Moscow, Russian Federation)
∙ K.B. Sabitov (Sterlitamak, Russian Federation)
∙ A.V. Sahakyan (Yerevan, Armenia)
∙ L.A. Saraev (Samara, Russian Federation)
∙ A.P. Soldatov (Moscow, Russian Federation)
∙ V.V. Struzhanov (Ekaterinburg, Russian Federation)



Edited by E. S. Z a k h a r o v a, E. V. Ab r amo v a
Compiled and typeset by M. N. S a u s h k i n, O. S. A f a n a s’ e v a,

E. Yu. A r l a n o v a

The Editorial Board Address:
Dept. of Applied Mathematics and Computer Science,
Samara State Technical University,
244, Molodogvardeyskaya st., Samara, 443100, Russian Federation

Phone: +7 (846) 337 04 43
Phax: +7 (846) 278 44 00
E-mail: vsgtu@samgtu.ru
URL: http://www.mathnet.ru/eng/vsgtu

Printed at the Printing-office of Mikhail Fursov,
14A-M, Zastavskay st., Saint Petersburg, 196084, Russian Federation
Phone: +7 (812) 646 33 77

The journal covered in Web of Science Core Collection (Emerging Sources Citation
Index), Zentralblatt MATH, Scopus, Russian Science Citation Index, and DOAJ.
The full-text electronic version of journal is hosted by the all-Russian mathema-
tical portal Math-Net.Ru (http://www.mathnet.ru), the Eco-Vector Journals Portal
(https://journals.eco-vector.com), and by the web-sites of scientific electronic lib-
raries eLibrary.ru (http://elibrary.ru) and CyberLeninka (http://cyberleninka.ru).

© Authors, 2023
© Samara State Technical University, 2023 (Compilation, Design, and Layout)
cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution

4.0 International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)

http://www.mathnet.ru/eng/org2786
http://www.mathnet.ru/eng/org2786
mailto:vsgtu@samgtu.ru
http://www.mathnet.ru/eng/vsgtu
http://mjl.clarivate.com/cgi-bin/jrnlst/jlresults.cgi?PC=MASTER&ISSN=1991-8615
http://mjl.clarivate.com/cgi-bin/jrnlst/jlresults.cgi?PC=MASTER&ISSN=1991-8615
http://zbmath.org/serials/?q=se:00006625
http://www.scopus.com/source/sourceInfo.url?sourceId=21100928218
https://doaj.org/toc/2310-7081
http://www.mathnet.ru/vsgtu
https://journals.eco-vector.com/1991-8615
http://elibrary.ru/title_about.asp?id=5784
http://cyberleninka.ru/journal/n/vestnik-samarskogo-gosudarstvennogo-tehnicheskogo-universiteta-seriya-fiziko-matematicheskie-nauki
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2023. Т. 27, № 2
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu/v227/i2

Содержание
Ра д ч е н к о В. П., С а ушкин М. Н. “К 70-летию профессора Леонида Алек-
сандровича Сараева” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

Дифференциальные уравнения и математическая физика
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70-летию профессора
Леонида Александровича Сараева

В. П. Радченко, М. Н. Саушкин
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

25 марта 2023 г. исполнилось 70 лет извест-
ному российскому ученому, почетному работ-
нику высшего и профессионального образова-
ния РФ, педагогу, администратору, организа-
тору науки и высшего образования в России
доктору физико-математических наук, про-
фессору Леониду Александровичу Сараеву.

В статье приведены ключевые библиогра-
фические данные Л. А. Сараева, представле-
ны главные научные направления и резуль-
таты научной деятельности по фундаменталь-
ным проблемам прогнозирования нелинейных
свойств композиционных материалов и разра-
ботке математических и стохастических мето-
дов и моделей анализа экономики.

Публикация онлайн: 5 июня 2023 г.

Леонид Александрович Сараев родился 25 марта 1953 г. в г. Куйбышеве
(ныне г. Самара) в семье педагогов. В 1970 г. он окончил среднюю школу
№ 123 г. Куйбышева и поступил на первый курс механико-математического
факультета Куйбышевского государственного университета.

В 1975 г. Л. А. Сараев закончил университет и, получив квалификацию
«механик», поступил в очную аспирантуру механико-математического фа-
культета по специальности 01.02.04 – «Механика деформируемого твердого
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тела». Его научным руководителем был доктор физико-математических на-
ук, профессор Станислав Иванович Мешков.

В 1979 г. Л. А. Сараев успешно защитил диссертацию на соискание ученой
степени кандидата физико-математических наук «Модели упругопластиче-
ского деформирования композитных сред» по специальности 01.02.04 – «Ме-
ханика деформируемого твердого тела».

С 1978 по 1980 гг. он работал младшим научным сотрудником, а затем —
старшим научным сотрудником кафедры механики деформируемого твердого
тела Куйбышевского государственного университета.

С 1980 по 1994 гг. он занимал должности ассистента, старшего преподава-
теля, доцента, профессора кафедры высшей и прикладной математики Куй-
бышевского политехнического института (ныне Самарский государственный
технический университет).

В 1989 г. Л. А. Сараеву было присвоено ученое звание доцента кафедры
высшей математики.

В 1990 г. Л. А. Сараев успешно защитил диссертацию на соискание ученой
степени доктора физико-математических наук «Прогнозирование макроско-
пических пластических свойств многокомпонентных композиционных мате-
риалов» по специальности 01.02.04 – «Механика деформируемого твердого
тела».

В 1992 г. Л. А. Сараеву было присвоено ученое звание профессора кафед-
ры высшей и прикладной математики.

В 1994 г. Л. А. Сараев вернулся в Самарский государственный универси-
тет на должность профессора кафедры механики сплошных сред.

В 1996 г. он был избран на должность заведующего кафедрой высшей ма-
тематики и информатики, которая впоследствии была переименована в ка-
федру математики и бизнес-информатики.

В 2007 г. Леонид Александрович был избран на должность декана факуль-
тета экономики и управления Самарского государственного университета.

Здесь в полной мере проявился организаторский талант Л. А. Сараева, его
способность четко определять цели и добиваться их достижения. За время его
работы во главе факультета было открыто несколько новых основных обра-
зовательных программ бакалавриата и магистратуры по государственному
и муниципальному управлению, менеджменту, экономике, бизнес-информа-
тике и управлению персоналом.

Был существенно увеличен контингент студентов, организованы новые
кафедры и учебные лаборатории, созданы центр экономического образования
и управленческих технологий и научно-образовательный центр современных
проблем менеджмента.

Был осуществлен набор программ дополнительного образования и про-
грамм послевузовского профессионального образования и подготовки специ-
алистов высшей квалификации в аспирантуре.

Научные исследования Л. А. Сараева в области механики деформируемо-
го твердого тела связаны с развитием методов построения математических
моделей нелинейного деформирования хаотически армированных компози-
ционных материалов и упрочнения микронеоднородных нестабильных мате-
риалов.

208



70-летию профессора Леонида Александровича Сараева

Л. А. Сараевым был разработан метод статистического усреднения урав-
нений равновесия жесткопластических, вязкопластических и упругопласти-
ческих композиционных материалов, упрочненных дисперсными частицами
и волокнами. С помощью этого метода им был построен ряд моделей нели-
нейного макроскопического деформирования композитов, разработаны моде-
ли эффективных модулей упругости микронеоднородных сред, учитывающие
стохастические изменения связности составляющих компонентов и модели
фазовых превращений и сверхупругого упрочнения нестабильных материа-
лов [1–3].

В рамках научного направления «Математические, статистические и ин-
струментальные методы экономики» им были разработаны методики прогно-
зирования и оценки показателей нелинейной динамики и предельного состо-
яния развития многофакторных производственных предприятий.

На основе этих методик средствами теории стохастических дифференци-
альных уравнений Л. А. Сараевым был создан ряд детерминированных и сто-
хастических экономико-математических моделей динамики развития пред-
приятий за счет запаздывающих внутренних и внешних инвестиций. В этих
моделях были применены производственные функции, учитывающие измене-
ние эластичностей выпуска по производственным ресурсам. Исследовано вли-
яние транзакционных издержек предприятия на формирование оптимальной
прибыли.

Разработаны модели капитализации прибыли многофакторного производ-
ственного предприятия, модели трансформации производственного предпри-
ятия, учитывающие динамику его инновационного потенциала, модели вза-
имодействия связанных экономических систем, стохастические модели диф-
фузии инноваций, учитывающие изменения общего объема рынка и сезонные
периодические колебания числа потребителей. Изучена динамика формиро-
вания экономических показателей производственных предприятий, внедряю-
щих инновационные технологии и находящихся в условиях цифровой транс-
формации. Построена математическая модель перехода производственного
предприятия к циркулярной экономике [4–24].

Л. А. Сараевым опубликовано более двухсот работ в рецензируемых из-
даниях, индексируемых в российских и международных наукометрических
базах данных.

Л. А. Сараев активно участвовал в работе ряда диссертационных советов
по защите диссертаций на соискание ученой степени доктора наук по специ-
альностям 01.02.04 – «Механика деформируемого твердого тела», 01.24.41 –
«Лазерная физика», 05.13.18 – «Математическое моделирование, численные
методы и комплексы программ» при Самарском государственном универси-
тете.

В настоящее время Леонид Александрович является членом диссертаци-
онного совета Д 212.215.11 по защите диссертаций на соискание ученой сте-
пени кандидата и доктора наук по специальности 5.2.2 – «Математические,
статистические и инструментальные методы экономики» (экономические на-
уки).

Л. А. Сараев является заместителем директора по образовательной дея-
тельности научно-образовательного консорциума «Цифровая экономика» Са-
марского университета, заместителем главного редактора журнала «Вестник
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Самарского государственного университета. Экономика и управление», чле-
ном редакционной коллегии журнала «Вестник Самарского государственного
технического университета. Сер. Физико-математические науки», заместите-
лем главного редактора журнала «Вестник Новороссийского филиала Белго-
родского государственного технологического университета им. В.Г. Шухова.
Сер. Механика и математика».

В 2009 г. Л. А. Сараеву было присвоено звание почетного работника выс-
шего и профессионального образования Российской Федерации.

Много лет подряд Л. А. Сараев является председателем ГЭК в Самарском
государственном техническом университете по специальности «Прикладная
математика и информатика» на кафедре прикладной математики и инфор-
матики.

Стремление к преодолению новых вершин в профессиональной деятель-
ности, блестящий талант организатора, конструктивное мышление, внима-
тельное отношение к людям – отличительные качества профессора Леонида
Александрович Сараева.

Редакционная коллегия журнала «Вестник Самарского государственного
технического университета. Сер. Физико-математические науки» поздравля-
ет Леонида Александровича с юбилеем и желает ему здоровья и творческих
успехов в научной и педагогической деятельности.

Используемые материалы. Фотография была любезно предоставлена юбиляром.
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Abstract

The residual power series method is effective for obtaining approximate
analytical solutions to fractional-order differential equations. This method,
however, requires the derivative to compute the coefficients of terms in a
series solution. Other well-known methods, such as the homotopy pertur-
bation, the Adomian decomposition, and the variational iteration methods,
need integration. We are all aware of how difficult it is to calculate the frac-
tional derivative and integration of a function. As a result, the use of the
methods mentioned above is somewhat constrained. In this research work,
approximate and exact analytical solutions to time-fractional partial differ-
ential equations with variable coefficients are obtained using the Laplace
residual power series method in the sense of the Gerasimov–Caputo frac-
tional derivative. This method helped us overcome the limitations of the
various methods. The Laplace residual power series method performs excep-
tionally well in computing the coefficients of terms in a series solution by
applying the straightforward limit principle at infinity, and it is also more ef-
fective than various series solution methods due to the avoidance of Adomian
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and He polynomials to solve nonlinear problems. The relative, recurrence,
and absolute errors of the three problems are investigated in order to evalu-
ate the validity of our method. The results show that the proposed method
can be a suitable alternative to the various series solution methods when
solving time-fractional partial differential equations.

Keywords: Laplace transform, residual power series method, partial diffe-
rential equation, Gerasimov–Caputo derivative.
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1. Introduction. Fractional calculus deals with fractional order derivatives
and integrations. Fractional calculus was founded by two mathematicians, Leib-
niz and l’Hôpital, and its official birthday is September 30, 1695. The widespread
usage of fractional calculus in fields including image processing, physics, engineer-
ing, biology, biochemistry, entropy theory, and fluid mechanics has attracted a lot
of researchers in recent years [1–5]. There are numerous definitions for fractional
order derivatives; however, not all of them are regularly applied. The Grünwald–
Letnikov, Hadamard derivative, Riemann–Liouville, conformable, and Gerasimov–
Caputo fractional derivative (GCFD) are the most well known fractional order
derivatives [6–9].

The GCFD of order 𝛽 > 0 is given by [10]:

𝐷𝛽
𝜔ℵ(𝜔) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

Γ(𝑟 − 𝛽)

∫︁ 𝜔

𝑞
(𝜔 − 𝑞)𝑟−𝛽−1 𝑑

𝑟

𝑑𝑞𝑟
ℵ(𝑞)𝑑𝑞, 𝑟 − 1 < 𝛽 < 𝑟,

𝑑𝑟

𝑑𝜔𝑟
ℵ(𝜔), 𝛽 = 𝑟 ∈ N.

The following are the important properties of GCFD:
(i) 𝐷𝛽

𝜔𝜉 = 0, 𝜉 ∈ R,

(ii) 𝐷𝛽
𝜔𝜔𝜉 =

Γ(𝜉 + 1)

Γ(𝜉 + 1− 𝛽)
𝜔𝜉−𝛽 , 𝑟 − 1 < 𝛽 6 𝑟, 𝜉 > 𝑟 − 1, 𝑟 ∈ N, 𝜉 ∈ R,

(iii) 𝐷𝛽
𝜔(𝜉1ℵ1(𝜔) + 𝜉2ℵ2(𝜔)) = 𝜉1𝐷

𝛽
𝜔ℵ1(𝜔) + 𝜉2𝐷

𝛽
𝜔ℵ2(𝜔).

In some cases, fractional order derivatives are preferable to integer-order deriva-
tives for modeling because they can simulate and examine complex structures with
complicated nonlinear processes and higher-order behaviors. There are two main
causes of this. First, rather than being limited to an integer order, we can choose
any order for the fractional order derivatives. Furthermore, when the mechanism
has long-term memory, fractional order derivatives are advantageously based on
both past and present situations.

In the disciplines of science and engineering, there are natural and physical
phenomena that, when described by mathematical relations, turn into differen-
tial equations (DEs). Examples of phenomena that are characterized by DEs in-
clude equations of motion, simple harmonic motion, beam deflection, and more.
The fractional order differential equations (FODEs) have developed a convenient
means of expressing naturally occurring phenomena in artificial intelligence, en-
gineering, physics, earth sciences, bioinformatics, finance systems, and biological
systems. Consequently, the study of the approximate or exact solution enables
us to recognize the mechanism of these FODEs, and their actual physical inten-
tion can be perceived from the graphical depiction of the solution. Applications
often come with FODEs that are so complex that exact solutions are frequently
impractical. For solving FODEs in the initial circumstances given, methods that
give approximate solutions present a potent alternative tool. In recent times, nu-
merous approximate methods for solving FODEs have been presented [11–19].

The residula power series method (RPSM) is a very powerful approach in
terms of the construction of power series solutions for FODEs. Many FODEs have
been successfully solved by RPSM. Y. Zhang et al. [20] used RPSM to develop
series solutions of the time-fractional Schrödinger equation. A. El-Ajou et al. [21]
studied the KdV–Burgers equation to find approximate solutions. R. Saadeh et
al. [22] discussed the fractional Newell–Whitehead–Segal equation by the RPSM.
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Approximate analytical solutions of FODEs can be solved effectively using the
RPSM. However, to determine the coefficients of the series solution, the (𝑛− 1)𝛽
derivative of the residual function is required. As we all know, it is difficult to
compute the fractional order derivatives of a function. This limits the application
of the classic RPSM to a certain extent. To overcome this drawback, T. Eriqat et
al. [23] introduced a new approach, known as the Laplace residual power series
method (LRPSM), which is the coupling of the Laplace transforms and the RPSM
for approximate series solutions of linear and nonlinear FODEs. The limit idea is
used to establish the series coefficients in the LRPSM. The set of guidelines for
this novel approach is based on converting the specified equation into the Laplace
transforms space, identifying an expansion solution to the transformed equation,
and then obtaining the original equation’s solution by using the inverse Laplace
transform.

Finding solutions to FODEs with variable coefficients is also an interesting
area for researchers. E. Hesameddini and A. Rahimi [24] used the variational iter-
ative approach to solve FODEs with variable coefficients. Y. Keskin et al. [25] used
the generalized Taylor collection technique to find solutions for higher-order linear
FODEs with variable coefficients. S. Sarwar et al. [26] found approximate solu-
tions to time-fractional wavelike models with variable coefficients using the defi-
nition of the GCFD and with the help of optimal homotopy asymptotic method.
With the operational matrix technique, D. Rostamy and K. Karimi [27] estab-
lished approximate solutions of fractional-order wave and heat equations with
variable coefficients. H. Bulut et al. [28] used the Sumudu transform method to
obtain approximate solutions for partial differential equations with variable coef-
ficients. M. Nadeem et al. [29] established numerical solutions for the fourth-order
parabolic partial differential equation with variable coefficients using the modified
Laplace variational iteration method. M. Dehghan and J. Manafian [30] used the
homotopy perturbation technique to find a solution for a fourth-order parabolic
problem with variable coefficients. T.M. Elzaki and S.M. Ezaki [31] established
solutions for ordinary DEs with variable coefficients using the Elzaki transform
method. Each of these strategies has particular limitations and drawbacks. These
methods require a lot of work and longer running times.

In this research, the LRPSM was used to solve time-fractional partial diffren-
tial equations (TFPDEs) with variable coefficients in the sense of GCFD. This
method combines the Laplace transforms with the RPSM, which is based on a
revamped version of Taylor’s series and yields a convergent series as a solution.
By employing the simple limit principle at infinity, the LRPSM excels at calcu-
lating the coefficients of terms in a series solution, but other well-known methods
such as the variational iteration method (VIM), Adomian decomposition method
(ADM), and homotopy perturbation method (HPM) need integration, while the
RPSM needs the derivative, both of which are challenging in fractional contexts.
LRPSM is also more effective than various series solution methods due to its small
processing size and avoidance of Adomian and He polynomials to solve nonlinear
problems. Moreover, this method does not require any assumptions about physi-
cal parameters, no matter how big or small, for the problem. Therefore, it can be
used to handle both mildly and severely nonlinear problems and to circumvent
some of the issues that perturbation techniques previously had. To evaluate the
efficiency and consistency of the suggested strategy, the relative error (Rel-E),
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recurrence error (Rec-E), and absolute error (Abs-E) of the three problems are
examined. The findings demonstrate that when solving FODEs, the LRPSM can
be a viable substitute for the RPSM, VIM, ADM, and HPM.

To emphasize the essential ideas of our suggested method, such as its de-
pendability, capability, and application, we selected the most prevalent forms of
TFPDEs with variable coefficients. J. Fourier proposed the heat equation in 1822,
which defines how a certain amount of heat diffuses over a region. Consider the
TFPDE with variable coefficients shown below [27]:

𝐷𝜅𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 𝜔) + ℑ(𝜃)Ψ(ℵ)− Ξ(𝜃,ℵ) = 0, (1)

subject to the initial condition:

𝐷𝜂𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 0) = Φ𝜂,

where 𝜂 = 0, 1, 2, 3 . . . , 𝜅 − 1; 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑒) ∈ R𝑒; 𝛽 ∈
(︀
𝜅−1
𝜅

]︀
, 𝜅 ∈ N,

and Ψ(ℵ) = Ψ(ℵ, 𝐷𝛽
𝜔ℵ, 𝐷2𝛽

𝜔 ℵ, . . . , 𝐷(𝜅−1)𝛽
𝜔 ℵ, 𝐷ℓ11

𝜃1
ℵ, 𝐷ℓ12

𝜃2
ℵ, . . . , 𝐷ℓ1𝑒

𝜃𝑒
ℵ, . . . , 𝐷ℓ𝑝1

𝜃1
ℵ,

𝐷
ℓ𝑝2
𝜃2

ℵ, . . . , 𝐷ℓ𝑝𝑒
𝜃𝑒

ℵ), with ℎ− 1 < ℓℎ𝑢 6 ℎ, ℎ = 1, 2, . . . , 𝑝; 𝑢 = 1, 2, . . . , 𝑒.
The GCFD of 𝜔 of order 𝜂𝛽 and 𝜃𝑢 of order ℓℎ𝑢 are represented by 𝐷𝜂𝛽

𝜔 and
𝐷ℓℎ𝑢
𝜃𝑢

, respectively. These kinds of DEs give accurate representations of a wide
range of physical events in the fields of fluid dynamics, elastic mechanics, and
electrodynamics [26–33].

This study is structured as follows. First, in Section 2, we present significant
definitions and findings from FC theory. The LRPSM algorithms for solving TF-
PDEs with variable coefficients are discussed in Section 3. In Section 4, some linear
and nonlinear TFPDE problems are solved to demonstrate the accuracy and reli-
ability of LRPSM. The numerical and graphic results obtained using LRPSM are
evaluated in Section 5. Finally, we conclude the paper in Section 6.

2. Preliminaries. In this section, basic definitions, Laplace transform char-
acteristics, and LRPSM-related theorems that help establish approximate series
solutions are included.

Definition 1 [34]. The Laplace transforms of ℵ(𝜃, 𝜔) is defined as follows:

ℒ[ℵ(𝜃, 𝜔)] = Ω(𝜃, 𝜈) =

∫︁ ∞

0
ℵ(𝜃, 𝜔)𝑒−𝜔𝜈𝑑𝜔,

and the inverse Laplace transforms is defined by

ℒ−1[Ω(𝜃, 𝜈)] = ℵ(𝜃, 𝜔) =
∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞
𝑒𝜈𝜔Ω(𝜃, 𝜈)𝑑𝜈, 𝑏 = Re(𝜈) > 𝑏0,

where 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑒) ∈ R𝑒 and 𝑒 ∈ N and 𝑏0 lies in the right half plane of the
absolute convergence of the Laplace integral.

Lemma 1 [23]. Consider that ℵ1(𝜃, 𝜔) and ℵ2(𝜃, 𝜔) satisfy the axioms of the ex-
istence of Laplace transforms. Suppose that ℒ[ℵ1(𝜃, 𝜔)] = Ω1(𝜃, 𝜈),, ℒ[ℵ2(𝜃, 𝜔)] =
Ω2(𝜃, 𝜈) and the constants 𝜁1, 𝜁2. When this occurs, the following criteria are
met [23, 24]:

(i) ℒ[𝜁1ℵ1(𝜃, 𝜔) + 𝜁2ℵ2(𝜃, 𝜔)] = 𝜁1Ω1(𝜃, 𝜈) + 𝜁2Ω2(𝜃, 𝜈);
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(ii) ℒ−1[𝜁1Ω1(𝜃, 𝜈) + 𝜁2Ω2(𝜃, 𝜈)] = 𝜁1ℵ1(𝜃, 𝜔) + 𝜁2ℵ2(𝜃, 𝜔);
(iii) 𝜉0(𝜃) = lim

𝜈→∞
𝜈Ω(𝜃, 𝜈) = ℵ(𝜃, 0);

(iv) ℒ[𝐷𝛽
𝜔ℵ(𝜃, 𝜔)] = 𝜈𝛽Ω(𝜃, 𝜈)−

𝑟−1∑︁
𝑗=0

ℵ(𝑗)(𝜃, 0)

𝜈𝑗−𝛽+1
, 𝑟 − 1 < 𝛽 6 𝑟, 𝑟 ∈ N;

(v) ℒ[𝐷𝑟𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 𝜔)] = 𝜈𝑟𝛽Ω(𝜃, 𝜈)−

𝑟−1∑︁
𝑗=0

𝜈𝛽(𝑟−𝑗)−1𝐷𝑗𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 0), 0 < 𝛽 6 1.

Definition 2 [35]. The multiple fractional power series is defined as follows:

∞∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃)(𝜔 − 𝜔0)
𝑟𝛽 = 𝜉0(𝜔 − 𝜔0)

0 + 𝜉1(𝜔 − 𝜔0)
𝛽 + 𝜉2(𝜔 − 𝜔0)

2𝛽 + · · · ,

where 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑒) ∈ R𝑒 and 𝑒 ∈ N, 𝜔 represent a variable and 𝜉𝑟(𝜃)
represent the coefficients of the multiple fractional power series.

We present a new type of multiple fractional power series in the sense of
Laplace transform space in the following lemma, which is the main pillar for the
LRPSM.

Lemma 2 [23]. Assume that the multiple fractional power series demonstration
is in Laplace transforms space for the function ℒ[ℵ(𝜃, 𝜔)] = Ω(𝜃, 𝜈) as shown
follows:

Ω(𝜃, 𝜈) =

∞∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0,

where, 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑒) ∈ R𝑒, 𝑒 ∈ N.
Theorem 1 [23]. The coefficients of the multiple fractional power series can be

determined as follows:
𝜉𝑟(𝜃) = 𝐷𝑟𝛽

𝜔 ℵ(𝜃, 0),

where 𝐷𝑟𝛽
𝜔 = 𝐷𝛽

𝜔 ·𝐷𝛽
𝜔 · · ·𝐷𝛽

𝜔 (𝑟 times).
The following theorem establishes the prerequisite for the convergence of the

new form of multiple fractional power series.
Theorem 2 [23]. Let ℒ[ℵ(𝜃, 𝜔)] = Ω(𝜃, 𝜈) can be denoted as the new form of

multiple fractional power series given in Lemma 2. If |𝜈ℒ[𝐷(𝑗+1)𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 𝜔)]| 6 𝒫 on

0 < 𝜈 6 𝑦 with 0 < 𝛽 6 1, then the remainder 𝑅𝑗(𝜃, 𝜈) of the multiple fractional
power series satisfies the following inequality :

|𝑅𝑗(𝜃, 𝜈)| 6
𝒫

𝜈(𝑗+1)𝛽+1
, 0 < 𝜈 6 𝑦.

3. LRPSM for Solving TFPDEs with Variable Coefficients. In this
section, the set of steps for employing the suggested method to acquire approx-
imative analytical solutions to TFPDEs is addressed. First of all, we apply the
Laplace transforms to the TFPDEs with variable coefficients and get an algebraic
expression as a result. Then, we take into account the multiple fractional power
series as the new space solution for the resulting expression obtained in the first
step, which is the fundamental idea behind the LRPSM. The way in which the
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coefficients of this series are obtained by employing the limit idea is the primary
difference between the LRPSM and the RPSM. The resulting implications are
then translated into actual space using the inverse Laplace transforms. The rules
for using the LRPSM to locate solutions are listed below.

The LRPSM Algorithm for Linear and Nonlinear TFPDEs. We describe
the LRPSM’s set of guidelines for solving Eq. (1).

Step 1. Reformatted Eq. (1):

𝐷𝜅𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 𝜔) + ℑ(𝜃)Ψ(ℵ)− Ξ(𝜃,ℵ) = 0. (2)

Step 2. Utilize ℒ on both sides of Eq. (2):

ℒ
[︀
𝐷𝜅𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 𝜔) + ℑ(𝜃)Ψ(ℵ)− Ξ(𝜃,ℵ)

]︀
= 0. (3)

Using the Lemma 1(v) and the initial condition, we get the following from Eq. (3):

Ω(𝜃, 𝜈) =
𝜅−1∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗
𝜔ℵ(𝜃, 0)
𝜈𝑗𝛽+1

− ℑ(𝜃)𝐵(𝜈)

𝜈𝑗𝛽
+
𝐴(𝜃, 𝜈)

𝜈𝑗𝛽
, (4)

where ℒ[Ξ(𝜃,ℵ)] = 𝒜(𝜃, 𝜈), ℒ[Ψ(ℵ)] = ℬ(𝜈).
Step 3. Assume that the multiple fractional power series solution of Eq. (4)

in Laplace transforms space is below:

Ω(𝜃, 𝜈) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0.

Step 4. As a result of applying the Lemma 1(iii) and Theorem 1 we obtained
the following results:

𝜉0(𝜃) = lim
𝜈→∞

𝜈Ω(𝜃, 𝜈) = ℵ(𝜃, 0),

𝜉1(𝜃) = 𝐷𝛽
𝜔ℵ(𝜃, 0),

𝜉2(𝜃) = 𝐷2𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 0),

𝜉𝜂(𝜃) = 𝐷𝜂𝛽
𝜔 ℵ(𝜃, 0).

Step 5. Assume that the 𝑗th truncated multiple fractional power series solu-
tion of Eq. (4) is below:

Ω𝑗(𝜃, 𝜈) =

𝑗∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0,

Ω𝑗(𝜃, 𝜈) =
𝜉0(𝜃)

𝜈
+
𝜉1(𝜃)

𝜉𝛽+1
+ · · ·+ 𝜉𝜂(𝜃)

𝜈𝜂𝛽+1
+

𝑗∑︁
𝑟=𝜂+1

𝜉𝑟(𝜃)

𝜈𝑟𝛽+1
.
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Step 6. The Laplace residual functions (LRF) and 𝑗th truncated LRF for the
Eq. (4) are defined as follows:

ℒRes(𝜃, 𝜈) = Ω(𝜃, 𝜃)−
𝜅−1∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗
𝜔ℵ(𝜃, 0)
𝜈𝑗𝛽+1

+
ℑ(𝜃)ℬ(𝜈)
𝜈𝑗𝛽

− 𝒜(𝜃, 𝜈)

𝜈𝑗𝛽
,

and

ℒRes𝑗(𝜃, 𝜈) = Ω𝑗(𝜃, 𝜈)−
𝜅−1∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗
𝜔ℵ(𝜃, 0)
𝜈𝑗𝛽+1

+
ℑ(𝜃)ℬ(𝜈)
𝜈𝑗𝛽

− 𝒜(𝜃, 𝜈)

𝜈𝑗𝛽
. (5)

Step 7. By inserting the 𝑗th truncated multiple fractional power series into
the Eq. (5) we get the following:

ℒRes𝑗(𝜃, 𝜈) =
(︁𝜉0(𝜃)

𝜈
+
𝜉1(𝜃)

𝜉𝛽+1
+ · · ·+ 𝜉𝜂(𝜃)

𝜈𝜂𝛽+1
+

𝑗∑︁
𝑟=𝜂+1

𝜉𝑟(𝜃)

𝜈𝑟𝛽+1

)︁
−

−
𝜅−1∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗
𝜔ℵ(𝜃, 0)
𝜈𝑗𝛽+1

+
ℑ(𝜃)ℬ(𝜈)
𝜈𝑗𝛽

− 𝒜(𝜃, 𝜈)

𝜈𝑗𝛽
. (6)

Step 8. Multiplying the resulting expression ℒRes𝑗(𝜃, 𝜈) by 𝜈𝑗𝛽+1 on both
sides of Eq. (6):

𝜈𝑗𝛽+1ℒRes𝑗(𝜃, 𝜈) = 𝜈𝑗𝛽+1
(︁𝜉0(𝜃)

𝜈
+
𝜉1(𝑥)

𝜉𝛽+1
+ · · ·+ 𝜉𝜂(𝜃)

𝜈𝜂𝛽+1
+

𝑗∑︁
𝑟=𝜂+1

𝜉𝑟(𝜃)

𝜈𝑟𝛽+1
−

−
𝜅−1∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗
𝜔ℵ(𝜃, 0)
𝜈𝑗𝛽+1

+
ℑ(𝜃)ℬ(𝜈)
𝜈𝑗𝛽

− 𝒜(𝜃, 𝜈)

𝜈𝑗𝛽

)︁
. (7)

Step 9. Applying lim
𝜈→∞

on both sides of Eq. (7):

lim
𝜈→∞

𝜈𝑗𝛽+1ℒRes𝑗(𝜃, 𝜈) = lim
𝜈→∞

𝜈𝑗𝛽+1
(︁𝜉0(𝜃)

𝜈
+
𝜉1(𝜃)

𝜉𝛽+1
+ · · ·+ 𝜉𝜂(𝜃)

𝜈𝜂𝛽+1
+

+

𝑗∑︁
𝑟=𝜂+1

𝜉𝑟(𝜃)

𝜈𝑟𝛽+1
−
𝜅−1∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗
𝜔ℵ(𝜃, 0)
𝜈𝑗𝛽+1

+
ℑ(𝜃)ℬ(𝜈)
𝜈𝑗𝛽

− 𝒜(𝜃, 𝜈)

𝜈𝑗𝛽

)︁
.

Step 10. Solve the following expression for 𝜉𝑗(𝜃):

lim
𝜈→∞

(︀
𝜈𝑗𝛽+1ℒRes𝑗(𝜃, 𝜈)

)︀
= 0,

where 𝑗 = 𝜂 + 1, 𝜂 + 2, . . ..
Step 11. To obtain the 𝑗th step approximate solution of Eq. (4), substitute

the obtained values of 𝜉𝑗(𝜃) into a 𝑗th truncated series of Ω(𝜃, 𝜈).
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Step 12. Apply the ℒ−1 on Ω𝑗(𝜃, 𝜈) to attain the 𝑗th approximate solution
ℵ𝑗(𝜃, 𝜔).

4. Applications to Linear and Nonlinear TFPDEs with Variable Co-
efficients. In this section, to show the applicability and reliability of the novel
algorithm, three linear and nonlinear TFPDEs are solved.

Problem 1. In our first illustration, we take the nonlinear TFPDE provided
below [33]:

𝐷2𝛽
𝜔 ℵ(𝜃1, 𝜔) = ℵ2(𝜃1, 𝜔)

𝜕2

𝜕𝜃21

(︀
ℵ𝜃1(𝜃1, 𝜔)ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜔)ℵ𝜃1𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜔)

)︀
+

+
(︀
ℵ𝜃1(𝜃1, 𝜔)

)︀2 𝜕2
𝜕𝜃21

(︀
ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜔)

)︀3 − 18ℵ5(𝜃1, 𝜔) + ℵ(𝜃1, 𝜔), (8)

where 0 < 𝛽 6 1, 𝜔 > 0, 𝜃1 ∈ R, and with the following initial conditions:

ℵ(𝜃1, 0) = e𝜃1 , 𝐷𝛽
𝜔ℵ(𝜃, 0) = e𝜃1 .

By applying ℒ to Eq. (8),

ℒ
[︀
𝐷2𝛽
𝜔 ℵ(𝜃1, 𝜔)

]︀
= ℒ

[︁
ℵ2(𝜃1, 𝜔)

𝜕2

𝜕𝜃21

(︀
ℵ𝜃1(𝜃1, 𝜔)ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜔)ℵ𝜃1𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜔)

)︀
+

+
(︀
ℵ𝜃1(𝜃1, 𝜔)

)︀2 𝜕2
𝜕𝜃2

(︀
ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜔)

)︀3 − 18ℵ5(𝜃1, 𝜔) + ℵ(𝜃1, 𝜔)
]︁
. (9)

By following the steps that are established in Section 3, we get the following result
from Eq. (9):

Ω(𝜃1, 𝜈) =
e𝜃1

𝜈
+

e𝜃1

𝜈𝛽+1
+

+
1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁(︀
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]

)︀2 𝜕2

𝜕𝜃1
2

(︁ 𝜕

𝜕𝜃1
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]×

× 𝜕2

𝜕𝜃1
2ℒ

−1[Ω(𝜃, 𝜈)]
𝜕3

𝜕𝜃1
3ℒ

−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]
)︀]︁
+

+
1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁(︁ 𝜕

𝜕𝜃1
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜔)]

)︁2 𝜕2

𝜕𝜃2

(︁ 𝜕2

𝜕𝜃21
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]

)︁3
−

− 18
(︀
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]

)︀5]︁
+

1

𝜈2𝛽
Ω(𝜃1, 𝜈). (10)

Consider the series solutions of Eq. (10), which have the following form:

Ω(𝜃1, 𝜈) =

∞∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃1)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0.
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The 𝑗th truncated expansion is as

Ω𝑗(𝜃1, 𝜈) =

𝑗∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃1)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0.

As a result of applying the Lemma 1(iii) and Theorem 1, we obtained the
following results:

lim
𝜈→∞

(︀
𝜈Ω(𝜃1, 𝜈)

)︀
= ℵ(𝜃1, 0) = 𝜉0(𝜃1) = e𝜃1 , 𝜉1(𝜃1) = 𝐷𝛽

𝜔ℵ(𝜃1, 0) = e𝜃1 .

So, Eq. (10) becomes as follows:

Ψ𝑗(𝜃1, 𝜈) =
e𝜃1

𝜈
+

e𝜃1

𝜈𝛽+1
+

𝑗∑︁
𝑟=2

𝜉𝑟(𝜃1)

𝜈𝑟𝛽+1
. (11)

The following is the LRF for Eq. (10):

ℒRes(𝜃1, 𝜈) = Ω(𝜃1, 𝜈)−
e𝜃1

𝜈
− e𝜃1

𝜈𝛽+1
−

− 1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁(︀
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]

)︀2 𝜕2

𝜕𝜃1
2

(︁ 𝜕

𝜕𝜃1
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]×

× 𝜕2

𝜕𝜃1
2ℒ

−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]
𝜕3

𝜕𝜃1
3ℒ

−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]
)︁]︁

−

− 1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁(︁ 𝜕

𝜕𝜃1
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜔)]

)︁2 𝜕2

𝜕𝜃21

(︁ 𝜕2

𝜕𝜃21
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]

)︁3
−

− 18
(︁
ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜈)]

)︁5]︁
− 1

𝜈2𝛽
Ω(𝜃1, 𝜈).

The following is the 𝑗th truncated LRF for Eq. (10):

ℒRes𝑗(𝜃1, 𝜈) = Ω𝑗(𝜃1, 𝜈)−
e𝜃1

𝜈
− e𝜃1

𝜈𝛽+1
−

− 1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁(︀
ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜈)]

)︀2 𝜕2

𝜕𝜃1
2

(︁ 𝜕

𝜕𝜃1
ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜈)]×

× 𝜕2

𝜕𝜃1
2ℒ

−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜈)]
𝜕3

𝜕𝜃1
3ℒ

−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜈)]
)︁]︁

−

− 1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁(︁ 𝜕

𝜕𝜃1
ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜔)]

)︁2 𝜕2

𝜕𝜃21

(︁ 𝜕2

𝜕𝜃21
ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜈)]

)︁3
−

− 18
(︁
ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜈)]

)︁5]︁
− 1

𝜈2𝛽
Ω𝑗(𝜃1, 𝜈). (12)

In Eq. (11) and Eq. (12), use 𝑗 = 1, 7 to find the undetermined coefficients
𝜉𝑗(𝜃1, 𝜃2), and then solve the following:

lim
𝜈→∞

(︀
𝜈𝑗𝛽+1ℒRes𝑗(𝜃1, 𝜈)

)︀
= 0.
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The following outcomes obtained:

𝜉2(𝜃1) = e𝜃1 , 𝜉3(𝜃1) = e𝜃1 , 𝜉4(𝜃1) = e𝜃1 ,

𝜉5(𝜃1) = e𝜃1 , 𝜉6(𝜃1) = e𝜃1 , 𝜉7(𝜃1) = e𝜃1 .

In this way, we obtained the following 7th step approximate solution of Eq. (10)
in Laplace transforms space:

Ω7(𝜃1, 𝜈) = e𝜃1
(︁1
𝜈
+

1

𝜈𝛽+1
+

1

𝜈2𝛽+1
+

1

𝜈3𝛽+1
+

+
1

𝜈4𝛽+1
+

1

𝜈5𝛽+1
+

1

𝜈6𝛽+1
+

1

𝜈7𝛽+1

)︁
. (13)

By applying ℒ−1 to Eq. (13), we obtain the approximate 7th step solution in the
original space, which has the following form:

ℵ7(𝜃1, 𝜔) = e𝜃1
(︁
1 +

𝜔𝛽

Γ[𝛽 + 1]
+

𝜔2𝛽

Γ[2𝛽 + 1]
+

𝜔3𝛽

Γ[3𝛽 + 1]
+

+
𝜔4𝛽

Γ[4𝛽 + 1]
+

𝜔5𝛽

Γ[5𝛽 + 1]
+

𝜔6𝛽

Γ[6𝛽 + 1]
+

𝜔7𝛽

Γ[7𝛽 + 1]

)︁
.

When 𝛽 = 1.0, the 7th step approximate solution is

ℵ7(𝜃1, 𝜔) = e𝜃1
(︁
1 +

𝜔

Γ[2]
+

𝜔2

Γ[3]
+

𝜔3

Γ[4]
+

𝜔4

Γ[5]
+

𝜔5

Γ[6]
+

𝜔6

Γ[7]
+

𝜔7

Γ[8]

)︁
. (14)

The first eight terms of the series of the exact solution to ℵ(𝜃, 𝜔) = e𝜃1+𝜔 are
represented by Eq. (14).

Problem 2. In our second illustration, we take the linear TFPDE provided
below [32]:

𝐷2𝛽
𝜔 ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) =

1

2
𝜃21ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) +

1

2
𝜃22ℵ𝜃2𝜃2(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) +

+
1

2
𝜃23ℵ𝜃3𝜃3(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) + 𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23, (15)

where 0 < 𝛽 6 1, (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) ∈
(︀
R+

)︀4
, and with the following initial conditions:

ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 0) = 0, 𝐷𝛽
𝜔ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 0) = 𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23.

By applying ℒ to Eq. (15),

ℒ[𝐷2𝛽
𝜔 ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔)] = ℒ

[︁1
2
𝜃21ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) +

1

2
𝜃22ℵ𝜃2𝜃2(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) +

+
1

2
𝜃23ℵ𝜃3𝜃3(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) + 𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23

]︁
, (16)
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By following the steps that are established in Section 3, we get the following result
from Eq. (16):

Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) =
1

𝜈𝛽+1
(𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23) +

𝜃21
2𝜈2𝛽

𝐷𝜃1𝜃1Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) +

+
𝜃22

2𝜈2𝛽
𝐷𝜃2𝜃2Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) +

𝜃23
2𝜈2𝛽

𝐷𝜃3𝜃3Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) +

+
1

𝜈2𝛽+1
(𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23). (17)

Consider the series solutions of Eq. (17), which have the following form:

Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) =

∞∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0.

The 𝑗th truncated series is as

Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) =

𝑗∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0. (18)

As a result of applying the Lemma 1(iii) and Theorem1, we obtained the
following results:

lim
𝜈→∞

(︀
𝜈Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)

)︀
= 𝜉0(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 0) = 0,

𝜉1(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 𝐷𝛽
𝜔ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 0) = 𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23.

So, Eq. (18) becomes as follows:

Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) =
(𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23)

𝜈𝛽+1
+

𝜅∑︁
𝑟=2

𝜉𝑟(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0. (19)

The following is the LRF for Eq. (17):

𝐿Res(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) = Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−
1

𝜈𝛽+1
(𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23)−

− 𝜃21
2𝜈2𝛽

𝐷𝜃1𝜃1Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−
𝜃22

2𝜈2𝛽
𝐷𝜃2𝜃2Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−

− 𝜃23
2𝜈2𝛽

𝐷𝜃3𝜃3Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−
1

𝜈2𝛽+1
(𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23).

The following is the 𝑗th truncated LRF for Eq. (17):

ℒRes𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) = Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−
1

𝜈𝛽+1
(𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23)−

− 𝜃21
2𝜈2𝛽

𝐷𝜃1𝜃2Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−
𝜃22

2𝜈2𝛽
𝐷𝜃2𝜃2Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−
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− 𝜃23
2𝜈2𝛽

𝐷𝜃3𝜃3Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)−
1

𝜈2𝛽+1
(𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23). (20)

In Eq. (19) and Eq. (20), use 𝑗 = 1, 7 to find the undetermined coefficients
𝜉𝑗(𝜃1, 𝜃2), and then solve the following:

lim
𝜈→∞

(︀
𝜈𝑗𝛽+1ℒRes𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈)

)︀
= 0.

The following outcomes obtained:

𝜉2(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23, 𝜉3(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23,

𝜉4(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23, 𝜉5(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23,

𝜉6(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23, 𝜉7(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) = 𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23.

In this way, we obtained the following 7th step approximate solution of Eq. (17)
in Laplace transforms space:

Ω7(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜈) =
𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23

𝜈𝛽+1
+
𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23

𝜈2𝛽+1
+
𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23

𝜈3𝛽+1
+

+
𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23

𝜈4𝛽+1
+
𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23

𝜈5𝛽+1
+
𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23

𝜈6𝛽+1
+
𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23

𝜈7𝛽+1
. (21)

By applying ℒ−1 to Eq. (21), we obtain the approximate 7th step solution in the
original space, which has the following form:

ℵ7(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) =

= (𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23)
(︁ 𝜔𝛽

Γ[𝛽 + 1]
+

𝜔3𝛽

Γ[3𝛽 + 1]
+

𝜔5𝛽

Γ[5𝛽 + 1]
+

𝜔7𝛽

Γ[7𝛽 + 1]

)︁
+

+ (𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23)
(︁ 𝜔2𝛽

Γ[2𝛽 + 1]
+

𝜔4𝛽

Γ[4𝛽 + 1]
+

𝜔6𝛽

Γ[6𝛽 + 1]

)︁
.

When 𝛽 = 1.0, the 7th step approximate solution is

ℵ7(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) = (𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23)
(︁ 𝜔

Γ[2]
+

𝜔3

Γ[4]
+

𝜔5

Γ[6]
+

𝜔7

Γ[8]

)︁
+

+ (𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23)
(︁ 𝜔2

Γ[3]
+

𝜔4

Γ[5]
+

𝜔6

Γ[7]

)︁
. (22)

The first seven terms of the series of the exact solution to

ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) = (𝜃21 + 𝜃22 − 𝜃23) sinh𝜔 + (𝜃21 + 𝜃22 + 𝜃23)(cosh𝜔 − 1)

are represented by Eq. (22).
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Problem 3. In our third illustration, we take the nonlinear TFPDE provided
below [33]:

𝐷2𝛽
𝜔 ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) =

𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)ℵ𝜃2𝜃2(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)

)︀
−

− 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝜃1𝜃2ℵ𝜃1(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)ℵ𝜃2(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)

)︀
− ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔), (23)

where 0 < 𝛽 6 1, (𝜃1, 𝜃2, 𝜔) ∈ (R+)3, and with the following initial conditions:

ℵ(𝜃1, 𝜃2, 0) = e𝜃1𝜃2 , 𝐷𝛽
𝜔ℵ(𝜃1, 𝜃2, 0) = e𝜃1𝜃2 .

By applying ℒ to Eq. (23),

ℒ[𝐷2𝛽
𝜔 ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) = ℒ

[︁ 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
ℵ𝜃1𝜃1(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)ℵ𝜃2𝜃2(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)

)︀
−

− 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝜃1𝜃2ℵ𝜃1(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)ℵ𝜃2(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)

)︀
− ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔)

]︁
. (24)

By following the steps that are established in Section 3, we get the following result
from Eq. (24):

Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈) =
e𝜃1𝜃2

𝜈
+

e𝜃1𝜃2

𝜈𝛽+1
+

+
1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁ 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝐷𝜃1𝜃1ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]𝐷𝜃2𝜃2ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]

)︀]︁
−

− 1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁ 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝜃1𝜃2𝐷𝜃1ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]𝐷𝜃2ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]

)︀]︁
−

− 1

𝜈2𝛽
Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈). (25)

Consider the series solutions of Eq. (25), which have the following form:

Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈) =

∞∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃1, 𝜃2)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0.

The 𝑗th truncated expansion is as

Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈) =

𝑗∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟(𝜃1, 𝜃2)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0.

As a result of applying the Lemma 1(iii) and Theorem 1, we obtained the
following results:

lim
𝜈→∞

(︀
𝜈Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)

)︀
= ℵ(𝜃1, 𝜃2, 0) = 𝜉0(𝜃1) = e𝜃1𝜃2 , 𝜉1(𝜃1) = 𝐷𝛽

𝜔ℵ(𝜃1, 𝜃2, 0) = e𝜃1𝜃2 .
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So, Eq. (26) becomes

Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈) =
e𝜃1𝜃2

𝜈
+

e𝜃1𝜃2

𝜈𝛽+1
+

𝑗∑︁
𝑟=2

𝜉𝑟(𝜃1, 𝜃2)

𝜈𝑟𝛽+1
, 𝜈 > 0. (26)

The following is the LRF for Eq. (25):

ℒRes(𝜃1, 𝜃2, 𝜈) = Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)−
e𝜃1𝜃2

𝜈
− e𝜃1𝜃2

𝜈𝛽+1
−

− 1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁ 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝐷𝜃1𝜃1ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]𝐷𝜃2𝜃2ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]

)︀]︁
+

+
1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁ 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝜃1𝜃2𝐷𝜃1ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]𝐷𝜃2ℒ−1[Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]

)︀]︁
+

+
1

𝜈2𝛽
Ω(𝜃1, 𝜃2, 𝜈).

The following is the 𝑗th truncated LRF for Eq. (25):

ℒRes𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈) = Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)−
e𝜃1𝜃2

𝜈
− e𝜃1𝜃2

𝜈𝛽+1
−

− 1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁ 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝐷𝜃1𝜃1ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]𝐷𝜃2𝜃2ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]

)︀]︁
+

+
1

𝜈2𝛽
ℒ
[︁ 𝜕2

𝜕𝜃1𝜕𝜃2

(︀
𝜃1𝜃2𝐷𝜃1ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]𝐷𝜃2ℒ−1[Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)]

)︀]︁
+

+
1

𝜈2𝛽
Ω𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈). (27)

In Eq. (26) and Eq. (27), use 𝑗 = 1, 7 to find the undetermined coefficients
𝜉𝑗(𝜃1, 𝜃2), and then solve the following:

lim
𝜈→∞

(︀
𝜈𝑗𝛽+1ℒRes𝑗(𝜃1, 𝜃2, 𝜈)

)︀
= 0.

The following outcomes obtained:

𝜉2(𝜃1, 𝜃2) = −e𝜃1𝜃2 , 𝜉3(𝜃1, 𝜃2) = −e𝜃1𝜃2 , 𝜉4(𝜃1, 𝜃2) = e𝜃1𝜃2 ,
𝜉5(𝜃1, 𝜃2) = e𝜃1𝜃2 , 𝜉6(𝜃1, 𝜃2) = −e𝜃1𝜃2 , 𝜉7(𝜃1, 𝜃2) = −e𝜃1𝜃2 .

In this way, we obtained the following 7th step approximate solution of Eq. (25)
in Laplace transforms space:

Ω7(𝜃1, 𝜃2, 𝜈) = e𝜃1𝜃2
(︁1
𝜈
+

1

𝜈𝛽+1
− 1

𝜈2𝛽+1
− 1

𝜈3𝛽+1
+

+
1

𝜈4𝛽+1
+

1

𝜈5𝛽+1
− 1

𝜈6𝛽+1
− 1

𝜈7𝛽+1

)︁
. (28)

By applying ℒ−1 to Eq. (28), we obtain the approximate 7th step solution in the
original space, which has the following form:
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ℵ7(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) = e𝜃1𝜃2
(︁
1 +

𝜔𝛽

Γ[𝛽 + 1]
− 𝜔2𝛽

Γ[2𝛽 + 1]
− 𝜔3𝛽

Γ[3𝛽 + 1]
+

𝜔4𝛽

Γ[4𝛽 + 1]
+

+
𝜔5𝛽

Γ[5𝛽 + 1]
− 𝜔6𝛽

Γ[6𝛽 + 1]
− 𝜔7𝛽

Γ[7𝛽 + 1]

)︁
.

When 𝛽 = 1.0, the 7th step approximate solution is

ℵ7(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) = e𝜃1𝜃2
(︁
1 +

𝜔

Γ[2]
− 𝜔2

Γ[3]
− 𝜔3

Γ[4]
+

𝜔4

Γ[5]
+

𝜔5

Γ[6]
− 𝜔6

Γ[7]
− 𝜔7

Γ[8]

)︁
. (29)

The first eight terms of the series of the exact solution to e𝜃1𝜃2(cos𝜔 + sin𝜔) are
represented by Eq. (29).

5. Numerical Simulation and Discussion. In this section, the results of
the approximate and exact solutions to the problems are examined graphically
and numerically. Error functions can be used to evaluate the accuracy of the
approximate analytical approach, so it is necessary to specify the errors in the
approximate solutions provided by the LRPSM. We used the Abs-E, Rel-E, and
Rec-E functions to demonstrate the accuracy and efficiency of LRPSM.

Fig. 1 depicts the 2D graphs of the comparative study of the exact and approx-
imate solutions obtained by the proposed method in Problems 1–3. These figures
show the 2D plots of the exact and 7th step approximate solutions attained by
LRPSM for Problems 1–3, when 𝛽 = 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0 in the range

a b

c

Figure 1. The approximate and exact re-
sults of ℵ(𝜃1, 𝜔) (a), ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) (b), and
ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) (c) for various amounts of 𝛽 in
the range 𝜔 ∈ [0, 1.0], when 𝜃1 = 0.5 (b),
𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 0.5 (b), and 𝜃1 = 𝜃2 = 0.5 (c)
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𝜔 ∈ [0, 1.0]. These graphs indicate that when 𝛽 → 1.0 is applied, the approx-
imative solution converges to the exact solution. The exact and approximation
solutions overlap at 𝛽 = 1.0, demonstrating the accuracy and reliability of the
proposed method.

Fig. 2 shows the Abs-E of the proposed method’s 7th step approximate and
exact solutions to Problems 1–3 in the range 𝜔 ∈ [0, 0.5] for 𝛽 = 1.0.

Fig. 3 depicts a comparison of the Rel-E of the exact and 7th step approximate
solutions to problems 1− 3 with 𝛽 = 1.0 in the range 𝜔 ∈ [0, 1.0]. The graphical
analysis of the approximate and exact findings in the form of Abs-E and Rel-E
demonstrates the reliability and precision of LRPSM.

Fig. 4 depicts the comparison study using the 3D plots in terms of the Abs-E
of the approximate finding from the seven iterations and the exact result found
using the suggested method to Problems 1–3, respectively, at 𝛽 = 1.0 in the ranges
𝜔 ∈ [0, 0.5] and 𝜃 ∈ [0, 0.5].

Fig. 5 depicts the comparison study using the 3D curve in terms of the Rel-E
of the approximate finding from the seven iterations and the exact result found
using the suggested method to Problems 1–3, respectively, at 𝛽 = 1.0 in the range
𝜔 ∈ [0, 0.5] and 𝜃 ∈ [0, 0.5].

The study has revealed that the 7th step approximate solutions of the proposed
method are very similar to the exact solution. The reliability and accuracy of
LRPSM is demonstrated by graphical analysis of approximate and exact results
in the form of Abs-E and Rel-E.

Tables 1–3 show Abs-E and Rel-E in the range 𝜔 ∈ [0, 1.0] between the approx-
imate solution obtained from the seven iterations and the exact solution obtained
by LRPSM at 𝛽 = 1.0 for appropriately chosen values. The amplitudes of Abs-E
and Rel-E are shown in Table 1 which range from 2.29781 ·10−11 to 3.04568 · 10−3

and from 2.07914 · 10−11 to 4.55539 · 10−4, respectively, for Problem 1. The inter-

a b

Figure 2. The 2D curves of the Abs-E
graph of ℵ(𝜃1, 𝜔) (a), ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) (b), and
ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) (c) for the approximate finding ob-
tained through seven iterations and the ex-
act result in the range 𝜔 ∈ [0, 0.5], when
𝜃1 = 0.25 (a), 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 0.25 (b), and

𝜃1 = 𝜃2 = 0.25 (c)
c
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a b

c

Figure 3. The 2D curves of the Rel-E
graph of ℵ(𝜃1, 𝜔) (a), ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) (b), and
ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) (c) for the approximate finding ob-
tained through seven iterations and the ex-
act result in the range 𝜔 ∈ [0, 0.5], when
𝜃1 = 0.25 (a), 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 0.25 (b), and

𝜃1 = 𝜃2 = 0.25 (c)

a b

c

Figure 4. The 3D plots of the Abs-E
of ℵ(𝜃1, 𝜔) (a), ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) (b), and
ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) (c) for the approximate finding ob-
tained through seven iterations and exact re-
sult in the ranges 𝜔 ∈ [0, 0.5] and 𝜃1 ∈ [0, 0.5],
when 𝜃2 = 𝜃3 = 0.25 (b), and 𝜃2 = 0.25 (c)
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a b

Figure 5. The 3D plots of the Rel-E
of ℵ(𝜃1, 𝜔) (a), ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) (b), and
ℵ(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) (c) for the approximate finding ob-
tained through seven iterations and exact re-
sult in the ranges 𝜔 ∈ [0, 0.5] and 𝜃1 ∈ [0, 0.5],
when 𝜃2 = 𝜃3 = 0.25 (b), and 𝜃2 = 0.25 (c)

c

vals of Abs-E and Rel-E are shown in Table 2 which are from 1.63156 · 10−13 to
2.93588·10−3 and from 1.21370·10−9 for 1.27164·10−3, respectively, to Problem 2.
Table 3 shows the intervals of Abs-E and Rel-E which are from 2.19100 · 10−11 to
2.81468 · 10−3 and 2.08398 · 10−11 for 8.18227 · 10−4, respectively, to Problem 3.
Tables 1–3 demonstrate that the 7th step approximate solutions to all numerical
equations have remarkably minimal Abs-E and Rel-E. So, the suggested method
is very useful for the analysis of different FODEs with a physical interest in the
areas of applied mathematics and engineering. As shown in Tables 4–6, Rec-E
has been used to numerically demonstrate the process by which the approximate
solutions of the Problems 1–3 converge to the exact solution for selected values in
the range 𝜔 ∈ [0, 1]. As the order of the fractional derivative is increased, the ap-
proximate solution of the seven iterations produced using the suggested method
quickly converges to the exact solution. The graphical and numerical findings
show the accuracy and reliability of the LRPSM.

Table 1 displays the Abs-E and Rel-E at appropriate grid locations in the
ranges 𝜔 ∈ [0, 1.0] and 𝜃1 ∈ [0, 1.0] of the approximate solution attained from
the seven iterations and the exact solution to Problem 1 at 𝛽 = 1.0 using the
LRPSM.

Table 2 displays the Abs-E and Rel-E at appropriate grid locations in the
ranges 𝜔 ∈ [0, 1.0], 𝜃1 ∈ [0, 1.0], 𝜃2 ∈ [0, 1.0] as well as 𝜃3 ∈ [0, 1.0] of the ap-
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Table 1
The Abs-E and Rel-E for Problem 1

(𝜃1, 𝜔) Abs. Errors Rel. Errors

(0.05, 0.05) 2.29781 · 10−11 2.07914 · 10−11

(0.15, 0.15) 1.87820 · 10−8 1.39140 · 10−8

(0.25, 0.25) 4.51442 · 10−7 2.73814 · 10−7

(0.35, 0.35) 3.81249 · 10−6 1.89322 · 10−6

(0.45, 0.45) 1.93189 · 10−5 7.85450 · 10−6

(0.55, 0.55) 7.22544 · 10−5 2.40514 · 10−5

(0.65, 0.65) 2.20912 · 10−4 6.02057 · 10−5

(0.75, 0.75) 5.85105 · 10−4 1.30554 · 10−4

(0.85, 0.85) 1.39181 · 10−3 2.54261 · 10−4

(0.95, 0.95) 3.04568 · 10−3 4.55539 · 10−4

Table 2
The Abs-E and Rel-E for Problem 2

(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜔) Abs. Errors Rel. Errors

(0.05, 0.05, 0.05, 0.05) 1.63156 · 10−13 1.21370 · 10−9

(0.15, 0.15, 0.15, 0.15) 1.07593 · 10−9 2.59356 · 10−7

(0.25, 0.25, 0.25, 0.25) 6.44068 · 10−8 2.97104 · 10−6

(0.35, 0.35, 0.35, 0.35) 9.56001 · 10−7 1.43769 · 10−5

(0.45, 0.45, 0.45, 0.45) 7.18225 · 10−6 4.58092 · 10−5

(0.55, 0.55, 0.55, 0.55) 3.59959 · 10−5 1.14039 · 10−4

(0.65, 0.65, 0.65, 0.65) 1.37909 · 10−4 2.41227 · 10−4

(0.75, 0.75, 0.75, 0.75) 4.36368 · 10−4 4.54630 · 10−4

(0.85, 0.85, 0.85, 0.85) 1.19656 · 10−3 7.86128 · 10−4

(0.95, 0.95, 0.95, 0.95) 2.93588 · 10−3 1.27164 · 10−3

Table 3
The Abs-E and Rel-E for Problem 3

(𝜃1, 𝜃2, 𝜔) Abs. Errors Rel. Errors

(0.05, 0.05, 0.05) 2.19100 · 10−11 2.08398 · 10−11

(0.15, 0.05, 0.15) 1.65204 · 10−8 1.41915 · 10−8

(0.25, 0.05, 0.25) 3.73431 · 10−7 2.88416 · 10−7

(0.35, 0.05, 0.35) 3.02361 · 10−6 2.08615 · 10−6

(0.45, 0.05, 0.45) 1.49760 · 10−5 9.15876 · 10−6

(0.55, 0.05, 0.55) 5.58162 · 10−5 2.99928 · 10−5

(0.65, 0.05, 0.65) 1.73376 · 10−4 8.10919 · 10−5

(0.75, 0.05, 0.75) 4.75627 · 10−4 1.91749 · 10−4

(0.85, 0.05, 0.85) 1.19473 · 10−3 4.11041 · 10−4

(0.95, 0.05, 0.95) 2.81468 · 10−3 8.18227 · 10−4
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Table 4
The Rec-E for ℵ(𝜃1, 𝜔) at different values of 𝛽 for Problem 1

(𝜃1, 𝜔) 𝛽 = 0.7 𝛽 = 0.8 𝛽 = 0.9 𝛽 = 1.0

(0.02, 0.02) 9.92308 · 10−8 6.80134 · 10−9 4.41026 · 10−10 2.72054 · 10−11

(0.12, 0.12) 5.80237 · 10−5 9.74157 · 10−6 1.54730 · 10−6 2.33798 · 10−7

(0.22, 0.22) 5.35032 · 10−4 1.21625 · 10−4 2.61571 · 10−5 5.35152 · 10−6

(0.32, 0.32) 2.19460 · 10−3 6.01676 · 10−4 1.56060 · 10−4 3.85073 · 10−5

(0.42, 0.42) 6.28249 · 10−3 1.97328 · 10−3 5.86366 · 10−4 1.65756 · 10−4

(0.52, 0.52) 1.46622 · 10−2 5.12431 · 10−3 1.69430 · 10−3 7.39038 · 10−4

(0.62, 0.62) 2.99909 · 10−2 1.14451 · 10−2 4.13208 · 10−3 1.80237 · 10−3

(0.72, 0.72) 5.59386 · 10−2 2.30044 · 10−2 8.95017 · 10−3 3.90397 · 10−3

(0.82, 0.82) 9.74598 · 10−2 4.27726 · 10−2 1.77593 · 10−2 7.74645 · 10−3

(0.92, 0.92) 1.61125 · 10−1 7.49016 · 10−2 3.29412 · 10−2 1.43686 · 10−2

proximate solution obtained from the seven iterations and the exact solution to
Problem 2 at 𝛽 = 1.0 using the LRPSM.

Table 3 displays the Abs-E and Rel-E at appropriate grid locations in the
ranges 𝜔 ∈ [0, 1.0], 𝜃1 ∈ [0, 1.0] as well as 𝜃2 ∈ [0, 1.0] of the approximate solution
obtained from the seven iterations and the exact solution to Problem 3 at 𝛽 = 1.0
using the LRPSM.

Table 4 shows the Rec-E between the approximate solution attained from
the seven iterations and exact solutions of Problem 1 acquired by LRPSM at
appropriate grid locations in the ranges 𝜔 ∈ [0, 1.0], and 𝜃1 ∈ [0, 1.0].

Table 5 shows the Rec-E between the approximate solution obtained from
the seven iterations and exact solutions of Problem 2 acquired by LRPSM at
appropriate grid locations in the ranges 𝜔 ∈ [0, 1.0], 𝜃1 ∈ [0, 1.0], 𝜃2 ∈ [0, 1.0], and
𝜃3 ∈ [0, 1.0].

Table 6 shows the Rec-E between the approximate solution from the 5th ite-
ration and exact solutions of Problem 3 acquired by LRPSM at appropriate grid
locations in the ranges 𝜔 ∈ [0, 1.0], 𝜃1 ∈ [0, 1.0], and 𝜃2 ∈ [0, 1.0].

6. Conclusion. We used the Laplace transform with the residual power se-
ries method to solve time-fractional partial differential equations with variable
coefficients in the sense of the Gerasimov–Caputo fractional derivative. Graphics
and tables show that the 7th step approximate and exact solutions are in per-
fect agreement, which demonstrated the efficiency and reliability of the Laplace
residual power series method.

Finally, in conclusion, the main features of our recommended method are
the following. The residual power series method is useful for obtaining approxi-
mate analytical solutions to fractional order problems, but it requires the residual
function’s (𝑛− 1)𝛽 derivative to determine the coefficients of the series solution,
whereas more widely used methods such as the homotopy perturbation, varia-
tional iterational, and Adomian decomposition methods require integration. We
are all aware of how challenging it is to find the fractional derivatives and the
integration, but our method only requires the concept of an infinite limit, which
is relatively simple. Therefore, the problem can be solved using our recommended
method, which provides a quick and simple way to figure out the coefficients of the
series solution. It is not essential to make any significant physical or parametric
assumptions related to the problem. Therefore, our method overcomes some of
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the inherent limitations of conventional perturbation approaches and works with
both weak and strongly nonlinear systems. The He and Adomian polynomials do
not need our method, so nonlinear problems can be solved with a relatively small
number of calculations. As a result, it performs noticeably better than various
series solution methods based on Adomian decomposition and homotopy pertur-
bation methods. In contrast to various analytic approximate methods, the Laplace
residual power series method may give analytical expansion solutions for both lin-
ear and nonlinear problems without the need for perturbation, linearization, or
discretization.

Therefore, our method is simple to apply, accurate and reliable in its results.
In the future, as new fractional-order problems emerge in various situations, we
plan to solve them using the Laplace residual power series method.
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Аннотация

Метод остаточных степенных рядов эффективен для получения при-
ближенных аналитических решений дифференциальных уравнений дроб-
ного порядка. Вычисление дробной производной для коэффициентов
степенного ряда, аппроксимирующего точное решение дифференциаль-
ного уравнения, является недостатком этого метода. Другие известные
методы приближенного интегрирования, такие как гомотопическое воз-
мущение, разложение Адомиана и методы вариационных итераций, ос-
новываются на интегрировании для получения степенного ряда. Из-
вестна сложность вычисления дробных производных и интегрирования
функций при построении степенного ряда для решения уравнений ма-
тематической физики дробного порядка, поэтому использование упомя-
нутых выше методов ограничено спецификой решаемой задачи. В на-
стоящей статье получены приближенные и точные аналитические реше-
ния уравнений в частных производных переменными коэффициентами
при использовании метода рядов остаточных степеней Лапласа в смыс-
ле дробной производной Герасимова–Капуто для времени. Этот метод
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помог преодолеть ограничения упомянутых выше способов интегрирова-
ния уравнений дробного порядка. Метод остаточных степенных рядов
Лапласа лучше использовать при вычислении коэффициентов членов
в решении ряда, применяя принцип прямого предела на бесконечности.
Он также более эффективен, чем различные методы решения, если не
использовать полиномы Адомиана и He для решения нелинейных задач
дробного порядка. В статье исследуются относительные, повторяющи-
еся и абсолютные ошибки для трех задач математической физики для
оценки достоверности предложенного метода. Результаты показывают,
что сконструированный метод является альтернативой различным мето-
дам для построения решения рядами при решении уравнений в частных
производных с дробным временем.

Ключевые слова: преобразование Лапласа, метод остаточных степен-
ных рядов, уравнение в частных производных, производная Герасимова–
Капуто.
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Abstract
In this paper, we introduce the concept of 𝑇𝛽-contraction for a pair of

commuting self-mappings and prove a common fixed point theorem for this
type. Our results improve and extend many existing results in the literature.
The paper also contains an application for non-linear integral equations.
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1. Introduction. The importance of fixed point theories lies in finding solu-
tions for many problems in applied sciences such as physics, variational inequality,
optimization, and many other problems in non-linear analysis.

In 1998, Jungck [1] introduced the concept of weakly compatible pairs of map-
pings, that is, the class of mappings such that they commute at their coincidence
points. In recent years, several authors have obtained common fixed point results
for different classes of mappings on various metric spaces, such as complete metric
spaces.

In 2012, Samet et al. [2] introduced the notion of 𝛼-admissible mappings.
By using this concept, the authors defined 𝛼-𝜓-contractive mappings and proved
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a nice result for such mappings in the setting of metric spaces. Then Abdelja-
wad [3] expanded the notion of 𝛼-admissibility to a pair of functions.

Recently, the authors in [4] established a common fixed point theorem without
using any additional condition on the space. Namely, we assert the following
theorem.

Theorem 1.1 [4]. Let (𝑋, 𝑑) be a bounded complete metric space. Let 𝑓 and 𝑔
be two weakly compatible self-mappings of 𝑋 satisfying the following conditions

i) 𝑔(𝑋) ⊂ 𝑓(𝑋),
ii) inf

�̸�=𝑦∈𝑋
{𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦)} > 0.

If the range of 𝑓 or 𝑔 is a 𝑆-complete subspace of 𝑋, then 𝑓 and 𝑔 have a
unique common fixed point.

Recent works in this direction can be found in [5–11].
Note that we can find a class of weakly compatible mappings satisfying

inf
𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦)} = 0,

which have common fixed points, in this case, Theorem 1.1 does not work.
Inspired by the above facts, we prove a common fixed point theorem satisfying

a new condition, named 𝑇𝛽-contraction, which improves Theorem 1.1, and present
an example to illustrate the usability of our result.

Finally, on the basis of our main result, we study the existence of solutions for
a system of differential equations.

2. Preliminaries. The purpose of this section is to explain some notions and
results utilized in the paper.

Let (𝑋, 𝜏) be a topological space and 𝑝 : 𝑋 ×𝑋 → [0,∞) be a function. For
any 𝜀 > 0 and any 𝑥 ∈ 𝑋, let 𝐵𝑝(𝑥, 𝜀) = {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑝(𝑥, 𝑦) < 𝜀}.

Definition 2.1 [12]. The function 𝑝 is said to be 𝜏 -distance if for each 𝑥 ∈ 𝑋
and any neighborhood 𝑉 of 𝑥, there exists 𝜀 > 0 such that 𝐵𝑝(𝑥, 𝜀) ⊂ 𝑉 .

Definition 2.2 [12]. A sequence {𝑥𝑛} in a Hausdorff topological space (𝑋, 𝜏)
is a 𝑝-Cauchy if it satisfies the usual metric condition with respect to 𝑝, in other
words, if lim

𝑛,𝑚→∞
𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0.

Definition 2.3 [12]. Let (𝑋, 𝜏) be a topological space with a 𝜏 -distance 𝑝.
1) 𝑋 is 𝑆-complete if for every 𝑝-Cauchy sequence {𝑥𝑛}, there exists 𝑥 in 𝑋

with lim 𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = 0.
2) 𝑋 is 𝑝-Cauchy complete if for every 𝑝-Cauchy sequence {𝑥𝑛}, there exists

𝑥 in 𝑋 such that lim𝑥𝑛 = 𝑥 with respect to 𝜏 .
3) 𝑋 is said to be 𝑝-bounded if sup{𝑝(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋} <∞.
Lemma 2.1 [12]. Let (𝑥𝑛) be a sequence in a Hausdorff topological space (𝑋, 𝜏)

with a 𝜏 -distance 𝑝 and 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, then
1) if {𝛼𝑛} ⊂ R+ a sequence converging to 0 such that 𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) 6 𝛼𝑛 for all

𝑛 ∈ N, then {𝑥𝑛} converges to 𝑥 with respect to the topology 𝜏 ;
2) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 implies 𝑥 = 𝑦;
3) if lim

𝑛→∞
𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = 0 and lim

𝑛→∞
𝑝(𝑦, 𝑥𝑛) = 0, then 𝑥 = 𝑦.

Definition 2.4 [12]. Ψ is the class of all functions 𝜓 : [0,+∞) → [0,+∞)
satisfying:
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i) 𝜓 is nondecreasing;
ii) lim𝜓𝑛(𝑡) = 0, for all 𝑡 ∈ [0,∞).
Definition 2.5 [2]. Let (𝑋, 𝑑) be a metric space, 𝑇 : 𝑋→𝑋 and 𝛼 : 𝑋×𝑋→R+

be two given mappings. Then, 𝑇 is called an 𝛼-admissible mapping if

𝛼(𝑥, 𝑦) > 1 =⇒ 𝛼(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) > 1 for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Lemma 2.2 [4]. Let (𝑋, 𝑑) be a metric space and 𝑝 : 𝑋×𝑋 → R+ be a function
defined by

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑑(𝑥,𝑦) − 1.

Then 𝑝 is a 𝜏𝑑-distance on 𝑋, where 𝜏𝑑 is the metric topology.
Lemma 2.3 [4]. Let (𝑋, 𝑑) be a bounded metric space. Then the function 𝑝

defined in Lemma 2.2 is a bounded 𝜏 -distance.
Lemma 2.4 [4]. Let (𝑋, 𝑑) be a complete metric space. Then the function 𝑝

defined in Lemma 2.2 is a 𝑆-complete 𝜏−distance.
3. Main results. We start our work by introducing the notion of 𝑇 -𝛼-

admissible for a pair of self-mappings 𝑓 and 𝑔 on a metric space 𝑋.
Definition 3.1. Let 𝑓 , 𝑔 be two self-mappings of a bounded metric space (𝑋, 𝑑)

and 𝛼 : 𝑋×𝑋 → R+ be a function. (𝑓, 𝑔) is said to be a pair of 𝑇 -𝛼-admissibility
if 𝑓𝑔 = 𝑔𝑓 and

𝛼(𝑥, 𝑦) > 1 =⇒ 𝛼(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) > 1 and 𝛼(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) > 1,

for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
Theorem 3.1. Let (𝑋, 𝜏) be a Hausdorff topological space with a 𝜏 -distance 𝑝.

Suppose that 𝑋 is 𝑝-bounded and 𝑓(𝑋) is 𝑆-complete. Let 𝑓 and 𝑔 be two self-
mappings of 𝑋 such that

i) 𝑔(𝑋) ⊂ 𝑓(𝑋);
ii) (𝑓, 𝑔) is a pair of 𝑇 -𝛼-admissibility;
iii) 𝛼(𝑥, 𝑔𝑥) > 1 for all 𝑥 ∈ 𝑋;
iv) there exists 𝑥0 ∈ 𝑋 such that 𝛼(𝑥0, 𝑔𝑛𝑥0) > 1 and 𝛼(𝑥, 𝑔𝑛𝑥0) ̸= 0, for all

𝑥 ∈ 𝑋 and 𝑛 ∈ N;
v) 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑝(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 𝜓(𝑝(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)), for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, where 𝜓 ∈ Ψ.
Then 𝑓 and 𝑔 have a common fixed point.
P r o o f. Let 𝑥0 ∈ 𝑋 such that 𝛼(𝑥0, 𝑔𝑛𝑥0) > 1. Since 𝑔(𝑋) ⊂ 𝑓(𝑋), then

there exist 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 such that 𝑔(𝑥0) = 𝑓(𝑥1) = 𝑥2, continuing this process, we
can choose 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 such that 𝑥2𝑛+2 = 𝑓𝑥2𝑛+1 = 𝑔𝑥2𝑛 for any 𝑛 ∈ N.

Now, consider the sequences {𝑦𝑛} = {𝑥2𝑛}, {𝑧𝑛} = {𝑥2𝑛+1} and {𝑡𝑛} = {𝑥3𝑛}.
Let 𝑛, 𝑚 ∈ N, since (𝑓, 𝑔) is 𝑇 -𝛼-admissible, we obtain 𝛼(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+2𝑚) > 1

and we have

𝑝(𝑓𝑧𝑛, 𝑓𝑧𝑛+𝑚) = 𝑝(𝑓𝑥2𝑛+1, 𝑓𝑥2𝑛+2𝑚+1) = 𝑝(𝑔𝑥2𝑛, 𝑔𝑥2𝑛+2𝑚) 6

6 𝛼(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+2𝑚)𝑝(𝑔𝑥2𝑛, 𝑔𝑥2𝑛+2𝑚) 6

6 𝜓(𝑝(𝑓𝑥2𝑛, 𝑓𝑥2𝑛+2𝑚)) 6
...

6 𝜓2𝑛(𝑝(𝑓2𝑛𝑥0, 𝑓
2𝑛𝑥2𝑚)) 6 𝜓

2𝑛(𝑀),
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where 𝑀 = sup{𝑝(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋}. As lim𝜓𝑛(𝑀) = 0, so the sequence {𝑓𝑧𝑛}
is a 𝑝-Cauchy sequence. Since 𝑓(𝑋) is 𝑆-complete, there exists 𝑢 ∈ 𝑋 such that
lim 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑧𝑛) = 0.

By the same argument, it is easy to prove that {𝑓𝑦𝑛}, {𝑓𝑡𝑛} are 𝑝-Cauchy
sequences, which leads to lim 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑧𝑛) = lim 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑦𝑛) = lim 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑡𝑛).

On the other hand we have

𝛼(𝑢, 𝑦𝑛)𝑝(𝑔𝑢, 𝑓𝑧𝑛) = 𝛼(𝑢, 𝑦𝑛)𝑝(𝑔𝑢, 𝑓𝑥2𝑛+1) =

= 𝛼(𝑢, 𝑥2𝑛)𝑝(𝑔𝑢, 𝑔𝑥2𝑛) <

< 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑥2𝑛) = 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑦𝑛).

Since 𝛼(𝑢, 𝑦𝑛) = 𝛼(𝑢, 𝑔𝑛𝑥0) ̸= 0, we have

lim 𝑝(𝑔𝑢, 𝑓𝑧𝑛) = lim 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑦𝑛) = lim 𝑝(𝑓𝑢, 𝑓𝑧𝑛) = 0.

By Lemma 2.1, we conclude that 𝑓𝑢 = 𝑔𝑢.
Suppose that 𝑝(𝑔𝑢, 𝑔𝑔𝑢) ̸= 0, the assumption that 𝛼(𝑢, 𝑔𝑢) > 1 implies

𝑝(𝑔𝑢, 𝑔𝑔𝑢) 6 𝛼(𝑢, 𝑔𝑢)𝑝(𝑔𝑢, 𝑔𝑔𝑢) 6

6 𝜓(𝑝(𝑓𝑢, 𝑔𝑔𝑢)) < 𝑝(𝑔𝑢, 𝑔𝑔𝑢)

which is a contradiction.
Hence 𝑔𝑔𝑢 = 𝑔𝑢 and 𝑓𝑔𝑢 = 𝑔𝑓𝑢 = 𝑔𝑔𝑢 = 𝑔𝑢, it follows that that 𝑔𝑢 is a

common fixed point of 𝑓 and 𝑔. �

For 𝑓 = 𝐼𝑑𝑋 , 𝛼(𝑥, 𝑦) = 1 and 𝜓(𝑡) = 𝑘𝑡, where 𝑘 ∈ [0, 1) in Theorem 3.1, we
get.

Corollary 3.1 [12]. Let (𝑋, 𝜏) be a Hausdorff topological space with a 𝜏 -dis-
tance 𝑝. Suppose that 𝑋 is 𝑝-bounded and 𝑆-complete. Let 𝑔 be a self-mapping of
𝑋, if there exist 𝑘 ∈ [0, 1) such that

𝑝(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 𝑘𝑝(𝑥, 𝑦),

for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Then 𝑔 has a fixed point.
Now, we introduce the notion of pair of 𝑇𝛽-contraction.
Definition 3.2. Let 𝑓 , 𝑔 be two self-mappings of a bounded metric space

(𝑋, 𝑑), (𝑓, 𝑔) is said to be a pair of 𝑇𝛽-contraction if 𝑓𝑔 = 𝑔𝑓 , 𝛽(𝑥, 𝑔𝑥) 6 0 and

inf
𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{︀
𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦)

}︀
> 0,

where 𝛽 : 𝑋×𝑋 → R is a function satisfying

𝛽(𝑥, 𝑦) 6 0 =⇒ 𝛽(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 0 and 𝛽(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) 6 0,

for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
Our first result is the following.
Theorem 3.2. Let (𝑓, 𝑔) be a pair of 𝑇𝛽-contraction of a bounded complete

metric space (𝑋, 𝑑) such that
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i) 𝑔(𝑋) ⊂ 𝑓(𝑋);
ii) there exists 𝑥0 ∈ 𝑋 such that 𝛽(𝑥0, 𝑔𝑛𝑥0) 6 0, for all 𝑛 ∈ N;
iii) 𝛽(𝑎, 𝑏) 6 inf

𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{︀
𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦)

}︀
, for all 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋.

Then 𝑓 and 𝑔 have a common fixed point.
P r o o f. Since (𝑓, 𝑔) is a pair of 𝑇𝛽-contraction, so there exists a function

𝛽 : 𝑋×𝑋 → R such that

inf
𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{︀
𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦)

}︀
> 0.

We put
𝛾 = inf

𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{︀
𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦)

}︀
,

which implies that for all 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝑋, we have

𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦)− 𝛽(𝑥, 𝑦) 6 𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝛾.

Thus
𝛼(𝑥, 𝑦)𝑒𝑑(𝑔𝑥,𝑔𝑦) 6 𝑘𝑒𝑑(𝑓𝑥,𝑓𝑦),

where 𝑘 = 𝑒−𝛾 < 1 and 𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝛽(𝑥,𝑦). Then, it follows from (iii) that

𝛼(𝑥, 𝑦)𝑝(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 𝑘𝑝(𝑓𝑥, 𝑓𝑦),

for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, with 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑑(𝑥,𝑦)− 1 is the 𝜏 -distance defined in Lemma 2.2.
Finally, we deduce from Lemmas 2.2, 2.3, 2.4 and Theorem 3.1 that 𝑓 and 𝑔

have a common fixed point. �

Corollary 3.2 [5]. Let 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 be a mapping of a bounded complete metric
space (𝑋, 𝑑) such that

inf
𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{𝑑(𝑥, 𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦)} > 0.

Then 𝑔 has a fixed point.
Example. Let 𝑋 = {0, 1, 2} endowed with the discrete metric

𝑑(𝑥, 𝑦) =

{︂
0, if 𝑥 = 𝑦,
1, if 𝑥 ̸= 𝑦.

Define self-mappings 𝑔 and 𝑓 on 𝑋 by

𝑔0 = 𝑔1 = 𝑔2 = 2, 𝑓0 = 𝑓1 = 0, 𝑓2 = 2,

and a function 𝛽 : 𝑋 ×𝑋 → R by

𝛽(𝑥, 𝑦) =

{︂
1, if 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1},
0, otherwise.

It is clear that

𝛽(𝑥, 𝑦) 6 0 =⇒ 𝛽(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 0 and 𝛽(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) 6 0,
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and
𝑓𝑔𝑥 = 𝑔𝑓𝑥 = 2,

for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
Also,

𝑔(𝑋) = {2} ⊂ 𝑓(𝑋) = {0, 2},

𝛽(𝑥, 𝑔𝑥) 6 0, 𝛽(2, 𝑔𝑛2) 6 0,

for all 𝑥 ∈ 𝑋 and 𝑛 ∈ N,

𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦) = 1,

for all 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝑋.
Then 𝑔 and 𝑓 satisfy all conditions of Theorem 3.2 and have the common fixed

point 2.
Remark. Note that, in the class of commuting mappings, Theorem 3.2 is a real

extension of Theorem 1.1, indeed:

𝑑(𝑓0, 𝑓1)− 𝑑(𝑔0, 𝑔1) = 0.

4. Application. In this section, we will prove the existence of a common
solution for two nonlinear integral equations

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑘

(︂
𝑠,

∫︁ 𝑠

0
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢)

)︂
𝑑𝑢)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], (1)

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑘(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], (2)

where 𝑥 ∈ 𝒞[0, 𝜏 ], the space of all continuous functions from [0, 𝜏 ] into R, with
𝜏 > 0. 𝐾 : [0, 𝜏 ]×R → R is a continuous mapping.

Let 𝑋 = 𝒞[0, 𝜏 ] be endowed by the metric

𝑑(𝑥, 𝑦) = sup
𝑡∈[0,𝜏 ]

|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|.

Define the mappings 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 as follows

𝑔𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑘

(︂
𝑠,

∫︁ 𝑠

0
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢))𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ], (3)

𝑓𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑘(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. (4)

Hence, equations (1) and (2) have a common solution if and only if the mappings
𝑓 and 𝑔 have a common fixed point.

Theorem 4.1. Let 𝑔, 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 be the mappings defined by (3) and (4) and
assume the following condition is satisfied.
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There exist 𝑀 > 0 and a function 𝜃 : 𝑋×𝑋 → R such that for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
with 𝑥 ̸= 𝑦, we have:

𝜃(𝑥, 𝑦) > 0 =⇒
⃒⃒
𝑘(𝑡, 𝑥(𝑡))− 𝑘(𝑡, 𝑦(𝑡))

⃒⃒
6

1

𝜏

(︀
|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)| −𝑀

)︀
,

𝜃(𝑥, 𝑦) < 0 =⇒
⃒⃒
𝑘(𝑡, 𝑥(𝑡))− 𝑘(𝑡, 𝑦(𝑡))

⃒⃒
6

1

𝜏

⃒⃒
𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)

⃒⃒ (5)

and
– for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝜃(𝑥, 𝑦) > 0 implies 𝜃(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) > 0 and 𝜃(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) > 0,
– there exists 𝑥0 ∈ 𝑋 such that 𝜃(𝑥0, 𝑔𝑛𝑥0) > 0 for all 𝑛 ∈ N,
– 𝜃(𝑥, 𝑔𝑥) > 0 for all 𝑥 ∈ 𝑋.

Then the functional equations (1) and (2) have a common solution.

P r o o f. It is easy to see that 𝑓𝑔(𝑥) = 𝑔𝑓(𝑥) for all 𝑥 ∈ 𝑋 and 𝑔(𝑋) ⊂ 𝑓(𝑋).
Let 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝑋 and 𝑡 ∈ [0, 𝜏 ]. We discuss two cases.
Case 1. If 𝜃(𝑥, 𝑦) > 0, we have

|𝑔𝑥(𝑡)− 𝑔𝑥(𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑘

(︂
𝑠,

∫︁ 𝑠

0
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢))𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑠−

∫︁ 𝑡

0
𝑘

(︂
𝑠,

∫︁ 𝑠

0
𝑘(𝑢, 𝑦(𝑢))𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
6

6
1

𝜏

∫︁ 𝜏

0

(︂⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢))𝑑𝑢−

∫︁ 𝑡

0
𝑘(𝑢, 𝑦(𝑢))𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
−𝑀

)︂
𝑑𝑠 6

6 𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)−𝑀.

Then 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)−𝑀.

Case 2. If 𝜃(𝑥, 𝑦) < 0, we have

|𝑔𝑥(𝑡)− 𝑔𝑥(𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑘

(︂
𝑠,

∫︁ 𝑠

0
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢))𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑠−

∫︁ 𝑡

0
𝑘

(︂
𝑠,

∫︁ 𝑠

0
𝑘(𝑢, 𝑦(𝑢))𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
6

6
1

𝜏

∫︁ 𝜏

0

(︂⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢))𝑑𝑢−

∫︁ 𝑡

0
𝑘(𝑢, 𝑦(𝑢))𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑠 6 𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦).

So 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦).
Now, define 𝛽 : 𝑋×𝑋 → R by

𝛽(𝑥, 𝑦) =

{︂
0, if 𝜃(𝑥, 𝑦) > 0,
𝑀, otherwise.

Then, by (5) we have

inf
𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{︀
𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦)

}︀
> 0.

If we have 𝛽(𝑥, 𝑦) 6 0, from the definition of 𝛽 we obtain that 𝛽(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 6 0 and
𝛽(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) 6 0, and 𝛽(𝑥0, 𝑔𝑛𝑥0) 6 0 for all 𝑛 ∈ N.

Also, we have 𝛽(𝑥, 𝑔𝑥) 6 0 for all 𝑥 ∈ 𝑋, so the pair (𝑓, 𝑔) is a 𝑇𝛽-contraction.
Moreover, we have for all 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋

𝛽(𝑎, 𝑏) 6 inf
𝑥 ̸=𝑦∈𝑋

{︀
𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)− 𝑑(𝑔𝑥, 𝑔𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑦)

}︀
.
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Finally, we conclude by Theorem 3.2 that the functional equations (1) and (2)
have a common solution. �
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Замечание об общих теоремах о неподвижной точке
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Аннотация
Вводится концепция 𝑇𝛽-сжатия для пары коммутирующих самопре-

образований и доказывается общая теорема о неподвижной точке для
этого типа. Полученные результаты улучшают и обобщают многие из-
вестные в литературе результаты. В качестве приложения полученных
результатов приводится доказательство существования общего решения
для двух нелинейных интегральных уравнений.

Ключевые слова: неподвижная точка, 𝑇𝛽-сжатие, 𝑇−𝛼-допустимость,
𝜏 -расстояние.
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Аннотация

Рассмотрена система, состоящая из двух идентичных искусствен-
ных атомов (кубитов), нерезонансно взаимодействующих посредством
вырожденных двухфотонных переходов с модой теплового квантового
поля идеального микроволнового резонатора при наличии керровской
нелинейности. Для рассматриваемой модели получено точное решение
квантового уравнения Лиувилля для полной матрицы плотности систе-
мы «два кубита + мода поля резонатора». Для решения квантового
уравнения эволюции использовано представление «одетых» состояний,
то есть собственных функций гамильтониана.

Найден полный набор «одетых» состояний рассматриваемой модели.
С его помощью первоначально найдено решение уравнения эволюции
для перепутанных начальных состояний кубитов и фоковских состояний
поля резонатора, то есть состояний с определенным числом фотонов в
резонаторной моде. Указанное решение использовано для построения
точного решения квантового уравнения Лиувилля в случае теплового
состояния поля резонатора.

Усреднением полной матрицы плотности по переменным поля резо-
натора найдена редуцированная матрица плотности двух кубитов. Двух-
кубитная матрица плотности использована для вычисления парамет-
ра перепутывания кубитов в аналитическом виде для двух типов на-
чальных перепутанных состояний кубитов белловского типа. В каче-
стве количественного критерия перепутывания кубитов выбран пара-
метр Переса–Хородецких, или отрицательность.

Проведено численное моделирование временной зависимости пара-
метра перепутывания кубитов для различных параметров модели и на-
чальных состояний кубитов. Наиболее интересным представляется ре-
зультат, заключающийся в том, что для некоторых параметров модели
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учет керровской нелинейности приводит к существенной стабилизации
начального перепутывания кубитов, а также к исчезновению эффекта
мгновенной смерти перепутывания.

Ключевые слова: кубиты, квантовое уравнение Лиувилля, точное ре-
шение в представлении «одетых» состояний, тепловое поле, перепуты-
вание, мгновенная смерть перепутывания.

Получение: 17 января 2023 г. / Исправление: 15 мая 2023 г. /
Принятие: 25 мая 2023 г. / Публикация онлайн: 19 июня 2023 г.

Введение. Перепутанные состояния являются основным ресурсом совре-
менных квантовых технологий и устройств квантовой информатики, таких
как квантовые компьютеры и квантовые сети [1]. Поэтому крайне важно
не только детально изучать природу и свойства перепутанных состояний,
но и уметь управлять и манипулировать перепутанными состояниями ку-
битов различной физической природы. Таким образом, исследование наибо-
лее эффективных схем генерации, механизмов контроля и сохранения пере-
путанных состояний кубитов является одной из основных задач в физике
квантовых вычислений и квантовой обработки информации. Для квантовых
вычислений и квантовых коммуникаций требуются максимально перепутан-
ные кубит-кубитные стабильные состояния с большими временами декоге-
ренции. Для генерации таких состояний можно использовать взаимодействие
естественных и искусственных атомов (нейтральных ридберговских атомов
и ионов в резонаторах и ловушках, примесных спинов, квантовых точек,
сверхпроводящих колец с джозефсоновскими контактами, гибридных и опто-
механических систем, азотозамещенных вакансий в алмазе и др.) с электро-
магнитными полями [2–8]. Обычно для теоретического исследования дина-
мики кубитов, взаимодействующих с электромагнитными полями, использу-
ются модели квантовой электродинамики резонаторов [2]. Кубиты в кванто-
вых устройствах всегда взаимодействуют с окружающей их средой. Хорошо
известно, что это взаимодействие обычно приводит к декогерентности и ис-
чезновению перепутанности кубитов. Однако в ряде случаев взаимодействие
с окружающей средой может, наоборот, являться источником перепутывания.
В частности, перепутывание кубитов может быть вызвано тепловым шумом
резонатора. Возможность перепутывания двух двухуровневых атомов (куби-
тов) в рамках простейшей двухчастичной однофотонной модели квантовой
электродинамики резонаторов с тепловым полем была показана П. Найтом
(P. Knight) и др. [9]. Перепутывание, индуцированное тепловыми шумами
в двухкубитных моделях с двухфотонными переходами, исследовано в рабо-
тах [10–14]. При этом было установлено, что двухфотонное взаимодействие
может значительно увеличить степень перепутывания кубитов, индуцирован-
ного тепловым шумом, в сравнении с однофотонным взаимодействием. В ра-
ботaх [15–17] было также показано, что наличие расстройки частот переходов
в кубитах и тепловой моды резонатора и диполь-дипольного взаимодействия
кубитов может существенно увеличить максимальную степень теплового пе-
репутывания кубитов.

Одним из препятствий на пути реализации эффективных и надежных
протоколов физики квантовых вычислений и квантовых коммуникаций яв-
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ляется также эффект внезапной смерти перепутывания кубитов, заключаю-
щийся в исчезновении перепутывания кубитов на временах, меньших времени
декогеренции системы, за счет взаимодействия кубитов с полями резонато-
ров. Такой эффект теоретически впервые был предсказан Ю (T. Yu) и Эберли
(J. Eberly) [18, 19] при изучении унитарной динамики двух кубитов в резона-
торе. Позднее указанный эффект наблюдался экспериментально для кубитов
различной физической природы [20–23].

Таким образом, изучение механизмов, способствующих исчезновению или
ослаблению эффекта мгновенной смерти перепутывания кубитов, становится
одной из приоритетных задач квантовой информатики. В настоящее время
экспериментально получены перепутанные состояния кубитов различной фи-
зической природы в резонаторах при различных температурах [4–6]. Это озна-
чает наличие тепловых фотонов в резонаторах таких квантовых устройств.
Поэтому представляет значительный интерес исследование механизмов, поз-
воляющих предотвратить внезапную смерть перепутывания, индуцирован-
ного тепловыми полями резонаторов. В настоящее время предложены раз-
личные способы устранения эффекта мгновенной смерти перепутывания, ин-
дуцированного тепловым шумом, такие как включение расстройки частот
кубитов и поля, прямого диполь-дипольного и изинговского взаимодействия
кубитов, штарковского сдвига и др. (см. ссылки в [22]). В последнее время
большое количество работ было посвящено исследованию динамики кубитов
в моделях квантовой электродинамики резонаторов со средой Керра [24–29].
Указанные исследования были стимулированы экспериментальной работой, в
которой был впервые реализован однофотонный режим для сверхпроводяще-
го кубита-транзмона в резонаторе со средой Керра [30]. В нашей работе [31]
была показана возможность исчезновения эффекта мгновенной смерти пере-
путывания кубитов, взаимодействующих с модой теплового поля резонато-
ра посредством однофотонных переходов, за счет использования керровской
среды в резонаторе. Представляет большой интерес изучение возможности
подавления эффекта мгновенной смерти теплового перепутывания в нели-
нейной двухфотонной модели со средой Керра. Заметим, что результаты ис-
следования динамики перепутывания кубитов в нелинейной двухфотонной
модели, индуцированного тепловым шумом, для случая слабых тепловых по-
лей представлены в тезисе [32]. При этом основное внимание было уделено
изучению влияния нелинейности на перепутывание кубитов, индуцированно-
го тепловым шумом, в случае начального сепарабельного состояния кубитов.

В настоящей работе нами найдено в представлении «одетых» состояний
точное решение квантового уравнения Лиувилля для матрицы плотности
двухфотонной модели квантовой электродинамики резонаторов, состоящей
из двух идентичных кубитов, взаимодействующих с одномодовым тепловым
полем идеального резонатора со средой Керра посредством вырожденных
двухфотонных переходов. В качестве начальных состояний кубитов выбраны
перепутанные состояния белловского типа. На основе точного решения нам
удалось получить выражение для критерия перепутывания двух кубитов —
парметра Переса—Хородецких, или отрицательности, и исследовать влияние
керровской нелинейности на динамику кубит-кубитного перепутывания. При
этом показано, что внедрение керровской среды в резонатор приводит к ис-
чезновению эффекта мгновенной смерти перепутывания.
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1. Модель и точное решение временного уравнения Шредигера
для фоковского состояния поля. Рассмотрим систему, состоящую из двух
идентичных кубитов𝑄1 и𝑄2 с энергетической щелью ~𝜔0, нерезонансно взаи-
модействующих посредством двухфотонных вырожденных переходов с полем
одномодового резонатора частоты 𝜔. Положим, что константы связи между
кубитами и полем резонатора равны. Предположим также, что в резонаторе
имеется дополнительная среда Керра. Тогда гамильтониан взаимодействия
для рассматриваемой модели в системе отсчета, вращающейся с удвоенной
частотой моды поля 2𝜔, можно записать в виде

𝐻 =
2∑︁
𝑖=1

~Δ𝜎𝑧𝑖 /2 +
2∑︁
𝑖=1

~𝑔(𝜎+𝑖 𝑎
2 + 𝜎−𝑖 𝑎

†2) + ~𝑋𝑎†2𝑎2, (1)

где 𝜎𝑧𝑖 — операторы разности населенностей для возбужденного |+⟩𝑖 и ос-
новного |−⟩𝑖 состояний в 𝑖-том кубите (𝑖 = 1, 2), 𝜎+𝑖 = |+⟩𝑖𝑖 ⟨−| и �̂�−𝑖 =

= |−⟩𝑖𝑖 ⟨+|— повышающий и понижающий операторы в 𝑖-том кубите, 𝑎† и 𝑎—
операторы рождения и уничтожения фотонов резонаторной моды, 𝑔— кон-
станта двухфотонного взаимодействия между кубитами и полем резонатора,
Δ = 𝜔0 − 2𝜔— параметр расстройки и 𝑋 — константа нелинейности Керра.

Будем полагать, что в начальный момент времени кубиты приготовлены
в одном из перепутанных состояний белловского типа:

|Ψ(0)⟩(1)𝑄1𝑄2
= cos 𝜃|+,−⟩+ sin 𝜃|−,+⟩, (2)

или
|Ψ(0)⟩(2)𝑄1𝑄2

= cos 𝜃|+,+⟩+ sin 𝜃|−,−⟩, (3)

где 𝜃— параметр, определяющий степень начального перепутывания кубитов
𝑄1 и 𝑄2. Максимальной степени перепутывания кубитов соответствует зна-
чение 𝜃 = 𝜋/4. Такие начальные состояния для кубитов в резонаторах можно
получить с помощью микроволновых импульсов определенной длительности
[33].

В качестве начального состояния поля выберем одномодовое тепловое со-
стояние с матрицей плотности вида

𝜌𝐹 (0) =
∑︁
𝑛

𝑝𝑛|𝑛⟩ ⟨𝑛| . (4)

Здесь весовые функции 𝑝𝑛 в формуле (4) имеют вид

𝑝𝑛 =
�̄�𝑛

(1 + �̄�)𝑛+1 ,

где �̄�— среднее число тепловых фотонов, определяемое формулой Бозе—Эйн-
штейна

�̄� = (exp [~𝜔/𝑘𝐵𝑇 ]− 1)−1 ,

𝑘𝐵 — постоянная Больцмана и 𝑇 — температура микроволнового резонатора.
В зависимости от физической природы кубитов, взаимодействующих с по-
лями резонаторов, температура резонатора может меняться от комнатных
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температур для азотозамещенных вакансий в алмазе до нК в случае ней-
тральных атомов и ионов в магнитных ловушках [4]. Поэтому в резонаторе
всегда имеются тепловые фотоны.

Поставим перед собой задачу найти точную динамику рассматриваемой
модели. Для решения поставленной задачи будем следовать общей схеме,
предложенной в работе [17]. Начнем решение задачи для случая фоковского
начального состояния электромагнитного поля резонатора, а затем обобщим
эти результаты на случай теплового поля.

В случае фоковского начального состояния поля волновая функция есть

|Ψ(0)⟩𝐹 = |𝑛⟩ (𝑛 = 0, 1, 2, . . . ).

Состояние полной системы, включающей кубиты и моду поля резонатора,
мы можем в произвольный момент времени 𝑡 задать с помощью волновой
функции |Ψ(𝑡)⟩𝑛, удовлетворяющей временному уравнению Шредингера вида

𝚤~
𝜕|Ψ(𝑡)⟩𝑛

𝜕𝑡
= 𝐻|Ψ(𝑡)⟩𝑛 (5)

c начальным условием

|Ψ(0)⟩𝑛 = |Ψ(0)⟩𝑄1𝑄2 ⊗ |Ψ(0)⟩𝐹 = |Ψ(0)⟩𝑄1𝑄2 ⊗ |𝑛⟩

и стандартными для квантовой механики граничными условиями.
Формальное решение уравнения (5) можно представить в виде

|Ψ(𝑡)⟩𝑛 = 𝑒−𝚤𝐻𝑡/~|Ψ(0)⟩𝑛. (6)

Эволюция волнового вектора |Ψ(𝑡)⟩𝑛 происходит в 4-мерном гильбертовом
пространтсве. Предположим, в начальный момент времени волновая функ-
ция системы имеет вид |+,+, 𝑛⟩, |+,−, 𝑛+2⟩, |−,+, 𝑛+2⟩, |−,−, 𝑛+4⟩ или их
суперпозиции, где 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . Тогда в качестве базиса гильбертова про-
странства, в котором эволюционирует волновая функция системы, мы можем
выбрать векторы вида

|−,−, 𝑛+ 4⟩, |+,−, 𝑛+ 2⟩, |−,+, 𝑛+ 2⟩, |+,+, 𝑛⟩. (7)

Для нахождения явного вида вектора состояния |Ψ(𝑡)⟩𝑛 удобно использо-
вать так называемые «одетые» состояния, т.е. собственные функции гамиль-
тониана (1). В базисе (7) собственные функции имеют вид

|Φ𝑖𝑛⟩ = 𝑤𝑖𝑛
(︀
𝐶𝑖1𝑛|−,−, 𝑛+ 4⟩+ 𝐶𝑖2𝑛|+,−, 𝑛+ 2⟩+

+ 𝐶𝑖3𝑛|−,+, 𝑛+ 2⟩+ 𝐶𝑖4𝑛|+,+, 𝑛⟩
)︀

(𝑖 = 1, 2, 3, 4), (8)

где
𝑤𝑖𝑛 = 1/

√︀
|𝐶𝑖1𝑛|2 + |𝐶𝑖2𝑛|2 + |𝐶𝑖3𝑛|2 + |𝐶𝑖4𝑛|2,

𝐶11,𝑛 = 0, 𝐶12,𝑛 = −1, 𝐶13,𝑛 = 1, 𝐶14,𝑛 = 0,

𝐶𝑖1,𝑛 =
−12𝛿− 7𝑛𝛿−𝑛2𝛿+12𝑛𝜒− 5𝑛2𝜒− 6𝑛3𝜒−𝑛4𝜒+12𝐸𝑖𝑛+7𝑛𝐸𝑖𝑛+𝑛2𝐸𝑖𝑛√

2 + 3𝑛+ 𝑛2
√
12 + 7𝑛+ 𝑛2(−𝛿 + 12𝜒+ 7𝑛𝜒+ 𝑛2𝜒− 𝐸𝑖𝑛)

,
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𝐶𝑖2,𝑛 =
𝛼𝑖𝑛𝛾𝑖𝑛

(−12− 7𝑛− 𝑛2)𝛽𝑖𝑛
, 𝐶𝑖3,𝑛 = −𝛼𝑖𝑛

𝛽𝑖𝑛
, 𝐶𝑖4,𝑛 = 1,

𝛼𝑖𝑛=(−12−7𝑛−𝑛2)
(︀
𝛿+(−1+𝑛)𝑛𝜒−𝐸𝑖𝑛

)︀
−(1+𝑛)(2+𝑛)

(︀
−𝛿+(3+𝑛)(4+𝑛)𝜒−𝐸2𝑛

)︀
,

𝛽𝑖𝑛 =
√︀

(1 + 𝑛)(2 + 𝑛)(−12− 7𝑛− 𝑛2)−
√︀

(1 + 𝑛)(2 + 𝑛)𝛾𝑖𝑛,

𝛾𝑖𝑛 = −(3 + 𝑛)(4 + 𝑛) +
(︀
(1 + 𝑛)(2 + 𝑛)𝜒− 𝐸𝑖𝑛

)︀(︀
−𝛿 + (3 + 𝑛)(4 + 𝑛)𝜒− 𝐸𝑖𝑛

)︀
,

и 𝜒 = 𝑋/~𝑔, 𝛿 = Δ/𝑔.
Соответствующие собственные значения энергии есть

𝐸1𝑛 = (2 + 3𝑛+ 𝑛2)𝜒, 𝐸2𝑛 =
1

3
(𝐴𝑛 +𝐵𝑛/𝐺𝑛 +𝐺𝑛) ,

𝐸3𝑛 =
1

12
Re

[︀
4𝐴𝑛 − 2𝑖(−𝑖+

√
3)𝐵𝑛/𝐺𝑛 + 2𝑖(𝑖+

√
3)𝐺𝑛

]︀
,

𝐸4𝑛 =
1

12
Re

[︀
4𝐴𝑛 + 2𝑖(−𝑖+

√
3)𝐵𝑛/𝐺𝑛 − 2𝑖(𝑖+

√
3)𝐺𝑛

]︀
,

где

𝐺𝑛 =
(︁
𝐶𝑛 +

1

2

√︀
𝐷𝑛 + 𝑆𝑛

)︁1/3
, 𝐴𝑛 = (14 + 9𝑛+ 3𝑛2)𝜒,

𝐵𝑛 = 3
(︀
28 + 4𝑛(5 + 𝑛) + 𝛿2

)︀
− 12(3 + 2𝑛)𝛿𝜒+ 4(31 + 12𝑛(3 + 𝑛))𝜒2,

𝐶𝑛 = 36(31 + 2𝑛(19 + 5𝑛))𝜒+ 36𝛿2𝜒+

+ 16(7 + 6𝑛)(11 + 6𝑛)𝜒3 − 18𝛿(15 + 6𝑛+ 8(3 + 2𝑛)𝜒2),

𝐷𝑛 = −4(3(28 + 4𝑛(5 + 𝑛) + 𝛿2)− 12(3 + 2𝑛)𝛿𝜒+ 4(31 + 12𝑛(3 + 𝑛))𝜒2)3,

𝑆𝑛 = 16(27(5 + 2𝑛)𝛿 − 18(31 + 2𝑛(19 + 5𝑛) + 𝛿2)𝜒+

+ 72(3 + 2𝑛)𝛿𝜒2 − 8(7 + 6𝑛)(11 + 6𝑛)𝜒3)2.

Теперь для нахождения явного вида временной волновой функции дос-
таточно выразить начальный вектор состояния через собственные функции
гамильтониана (8). Выполним это действие для начального состояния вида
|Ψ(0)⟩ = |+,−, 𝑛+ 2⟩. Имеем

|+,−, 𝑛+ 2⟩ = 𝐶*
12𝑛|Φ1𝑛⟩+ 𝐶*

22𝑛|Φ2𝑛⟩+ 𝐶*
32𝑛|Φ3𝑛⟩+ 𝐶*

42𝑛|Φ4𝑛⟩. (9)

Подставляя представление (9) в правую часть формулы (6), получаем
окончательно явный вид временной волновой функции в случае начального
состояния |+,−, 𝑛+ 2⟩:

|Ψ(𝑡)⟩(+−)
𝑛 = 𝑍12,𝑛|−,−, 𝑛+ 4⟩+ 𝑍22,𝑛|+,−, 𝑛+ 2⟩+

+ 𝑍32,𝑛|−,+, 𝑛+ 2⟩+ 𝑍42,𝑛|+,+, 𝑛⟩,

где
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𝑍𝑖2,𝑛 = 𝑒−𝚤𝐸1𝑛𝑡/~𝑤1𝑛𝐶
*
𝑖2𝑛𝐶1𝑖𝑛 + 𝑒−𝚤𝐸2𝑛𝑡/~𝑤2𝑛𝐶

*
𝑖2𝑛𝐶2𝑖𝑛 +

+ 𝑒−𝚤𝐸3𝑛𝑡/~𝑤3𝑛𝐶
*
𝑖2𝑛𝐶3𝑖𝑛 + 𝑒−𝚤𝐸4𝑛𝑡/~𝑤4𝑛𝐶

*
𝑖2𝑛𝐶4𝑖𝑛 (𝑖 = 1, 2, 3, 4). (10)

Для начального состояния |−,+, 𝑛 + 2⟩ для временной волновой функции
можно получить выражения вида

|Ψ(𝑡)⟩(−+)
𝑛 = 𝑍13,𝑛|−,−, 𝑛+ 4⟩+ 𝑍23,𝑛|+,−, 𝑛+ 2⟩+

+ 𝑍33,𝑛|−,+, 𝑛+ 2⟩+ 𝑍43,𝑛|+,+, 𝑛⟩,

где коэффициенты 𝑍𝑖3,𝑛 имеют вид (10) при замене 𝐶*
𝑖2𝑛 на 𝐶*

𝑖3𝑛. Аналогично
для начальных состояний |+,+, 𝑛⟩ и |−,−, 𝑛+ 4 получаем

|Ψ(𝑡)⟩(++)
𝑛 = 𝑍14,𝑛|−,−, 𝑛+ 4⟩+ 𝑍24,𝑛|+,−, 𝑛+ 2⟩+

+ 𝑍34,𝑛|−,+, 𝑛+ 2⟩+ 𝑍44,𝑛|+,+, 𝑛⟩,

|Ψ(𝑡)⟩(−−)
𝑛 = 𝑍13,𝑛|−,−, 𝑛+ 4⟩+ 𝑍23,𝑛|+,−, 𝑛+ 2⟩+

+ 𝑍33,𝑛|−,+, 𝑛+ 2⟩+ 𝑍43,𝑛|+,+, 𝑛⟩

соответственно. Коэффициенты 𝑍𝑖4,𝑛 и 𝑍𝑖1,𝑛 имеют вид (10) при замене 𝐶*
𝑖2𝑛

на 𝐶*
𝑖4𝑛 или 𝐶*

𝑖1𝑛 соответственно.
Для начальных состояний изучаемой системы |+,−, 0⟩ и |+,−, 1⟩ времен-

ные волновые функции могут быть записаны как

|Ψ(𝑡)⟩(+−)
0 = 𝐺12|−,−, 2⟩+𝐺22|+,−, 0⟩+𝐺32,𝑛|−,+, 0⟩,

где

𝐺12 = −
2
√
2𝑒

1
2
𝑖𝑡(𝛿−2𝜒)sin

(︀
1
2Ω1𝑡

)︀
Ω2
1

,

𝐺22 =
𝑖𝑒−

1
2
𝑖𝑡(Ω1+2𝜒)

(︀
2𝑒

1
2
𝑖𝑡(Ω1+2𝜒)Ω2

1 + 𝑒
1
2
𝑖𝑡(𝛿+2Ω1)(16 + 𝜁1) + 𝑒

1
2
𝑖𝑡𝛿(16 + 𝜁2)

)︀
4Ω2

1

,

𝐺32 =
𝑒−

1
2
𝑖𝑡(Ω1+2𝜒)

(︀
−2𝑒

1
2
𝑖𝑡(Ω1+2𝜒)Ω2

1 + 𝑒
1
2
𝑖𝑡(𝛿+2Ω1)(16 + 𝜁1) + 𝑒

1
2
𝑖𝑡𝛿(16 + 𝜁2)

)︀
4Ω2

1

,

Ω1 =
√︀

16 + (𝛿 − 2𝜒)2, 𝜁1 = (𝛿 − 2𝜒)(𝛿 +Ω1 − 2𝜒),

𝜁2 = (𝛿 − 2𝜒)(𝛿 − Ω1 − 2𝜒)

и
|Ψ(𝑡)⟩(+−)

1 = 𝐹12|−,−, 3⟩+ 𝐹22|+,−, 1⟩+ 𝐹32,𝑛|−,+, 1⟩,
где

𝐹12 = −
2𝑖
√
6𝑒

1
2
𝑖𝑡(𝛿−6𝜒) sin(12Ω2𝑡)

Ω2
,

𝐹22 =
𝑒−

1
2
𝑖𝑡(Ω2+6𝜒)

(︀
2𝑒

1
2
𝑖𝑡(Ω2+6𝑖𝜒)Ω2

2 + 𝑒
1
2
𝑖𝑡𝛿(48 + 𝜉1) + 𝑒

1
2
𝑖𝑡(𝛿+2Ω2)(48 + 𝜉2)

)︀
4Ω2

2

,
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𝐹32 =
𝑒−

1
2
𝑖𝑡(Ω2+6𝜒)

(︀
−2𝑒

1
2
𝑖𝑡(Ω2+6𝑖𝜒)Ω2

2 + 𝑒
1
2
𝑖𝑡𝛿(48 + 𝜉1) + 𝑒

1
2
𝑖𝑡(𝛿+2Ω2)(48 + 𝜉2)

)︀
4Ω2

2

,

Ω2 =
√︀

48 + (𝛿 − 6𝜒)2, 𝜉1 = (𝛿 − 6𝜒)(𝛿 +Ω2 − 6𝜒),

𝜉2 = (𝛿 − 6𝜒)(𝛿 − Ω2 − 6𝜒)

соответственно.
Для начальных состояний изучаемой системы |−,+, 0⟩ и |−,+, 1⟩ времен-

ные волновые функции могут быть записаны как

|Ψ(𝑡)⟩(−+)
0 = 𝐺13|−,−, 2⟩+𝐺23|+,−, 0⟩+𝐺33,𝑛|−,+, 0⟩,

где 𝐺13 = 𝐺12, 𝐺23 = 𝐺22, 𝐺33 = 𝐺32;

|Ψ(𝑡)⟩(−+)
1 = 𝐹13|−,−, 2⟩+ 𝐹23|+,−, 0⟩+ 𝐹33,𝑛|−,+, 0⟩,

где 𝐹13 = 𝐹12, 𝐹23 = 𝐹22, 𝐹33 = 𝐹32.
Наконец, для начальных состояний системы |−,−, 0⟩, |−,−, 1⟩, |−,−2⟩

и |−,−, 3⟩ временные волновые функции есть

|Ψ(𝑡)⟩(−−)
0 = 𝑒−𝑖𝑡𝛿|−,−, 0⟩, |Ψ(𝑡)⟩(−−)

1 = 𝑒−𝑖𝑡𝛿|−,−, 1⟩,

|Ψ(𝑡)⟩(−−)
2 = 𝑃1|−,−, 2⟩+ 𝑃2|+,−, 0⟩+ 𝑃3|−,+, 0⟩,

где

𝑃1 =
𝑒−

1
2
𝑖𝑡(−𝛿+Ω1+2𝜒)

(︀
16 + 𝜁2 + 𝑒𝑖𝑡Ω1(16 + 𝜁1)

)︀
2Ω2

1

,

𝑃2 = 𝑃3 = −
2𝑖
√
2𝑒

1
2
𝑖𝑡(𝛿−2𝜒) sin(12Ω1𝑡)

Ω1
;

|Ψ(𝑡)⟩(−−)
3 = 𝑄1|−,−, 1⟩+𝑄2|+,−, 1⟩+𝑄3|−,+, 1⟩,

где

𝑄1 =
𝑒−

1
2
𝑖𝑡(−𝛿+Ω2+6𝜒)

(︀
48 + 𝜉2 + 𝑒𝑖𝑡Ω2(48 + 𝜉1)

)︀
2Ω2

2

,

𝑄2 = 𝑄3 = −
2𝑖
√
6𝑒

1
2
𝑖𝑡(𝛿−6𝜒) sin(12Ω2𝑡)

Ω2
.

Используя полный набор собственных функций гамильтониана (8), мы
можем найти явный вид временной волновой функции для начального состо-
яния (2):

|Ψ(𝑡)⟩(1)𝑛 = cos 𝜃|Ψ⟩(+−)
𝑛−2 + sin 𝜃|Ψ⟩(−+)

𝑛−2 для 𝑛 > 2,

|Ψ(𝑡)⟩(1)1 = cos 𝜃|Ψ⟩(+−)
1 + sin 𝜃|Ψ⟩(−+)

1 ,

|Ψ(𝑡)⟩(1)0 = cos 𝜃|Ψ⟩(+−)
0 + sin 𝜃|Ψ⟩(−+)

0 .

(11)
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Аналогично для состояния (3) получаем

|Ψ(𝑡)⟩(2)𝑛 = cos 𝜃|Ψ⟩(++)
𝑛 + sin 𝜃|Ψ⟩(−−)

𝑛−4 для 𝑛 > 4,

|Ψ(𝑡)⟩(2)3 = cos 𝜃|Ψ⟩(++)
3 + sin 𝜃|Ψ⟩(−−)

3 ,

|Ψ(𝑡)⟩(2)2 = cos 𝜃|Ψ⟩(++)
2 + sin 𝜃|Ψ⟩(−−)

2 ,

|Ψ(𝑡)⟩(2)1 = cos 𝜃|Ψ⟩(++)
1 + sin 𝜃|Ψ⟩(−−)

1 ,

|Ψ(𝑡)⟩(1)0 = cos 𝜃|Ψ⟩(++)
0 + sin 𝜃|Ψ⟩(−−)

0 .

(12)

2. Точное решение квантового уравнения Лиувилля для тепло-
вого состояния поля. Имея явные выражения для временных волновых
функций системы (11) и (12), мы можем найти временную матрицу плотно-
сти, являющуюся решением уравнения Лиувилля

𝚤~
𝜕𝜌(𝑡)

𝜕𝑡
= [𝐻, 𝜌(𝑡)]

c начальными условиями

𝜌(0)⟩𝑛 = |Ψ(0)⟩(𝑖)𝑄1𝑄2 𝑄1𝑄2
⟨Ψ(0)|(𝑖) ⊗ 𝜌(0)𝐹 (𝑖 = 1, 2).

Решение квантового уравнения Лиувилля для начальных состояний (2) и
(3) и теплового состояния поля (4) можно записать в виде

𝜌(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛|Ψ(𝑡)⟩(1)𝑛𝑛⟨Ψ(𝑡)|(1), (13)

𝜌(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛|Ψ(𝑡)⟩(2)𝑛𝑛⟨Ψ(𝑡)|(2) (14)

соответственно.
Полученные точные решения (13) и (14) могут быть использованы для по-

лучения временных зависимостей любых наблюдаемых для подсиcтемы ку-
битов и резонаторного поля. В настоящей работе мы воспользуемся точны-
ми решениями для полной матрицы плотности для нахождения временной
зависимости параметра перепутывания кубитов. Для этого нам необходимо
получить из полной матрицы плотности 𝜌(𝑡) редуцированную двухкубитную
матрицу плотности путем усреднения полной матрицы плотности по пере-
менным поля

𝜌𝑄1𝑄2(𝑡) = Tr𝐹 𝜌(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑛|𝜌(𝑡)|𝑛⟩.

Удобно записать редуцированную матрицу плотности 𝜌𝑄1𝑄2(𝑡) в матричной
форме, используя двухкубитный базис

|−,−⟩, |+,−⟩, |−,+⟩, |+,+⟩.
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Для начальных состояний (2) и (3) редуцированные двухкубитные матрицы
плотности имеют вид

𝜌𝑄1𝑄2(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌
(1)
11 0 0 0

0 𝜌
(1)
22 𝜌

(1)
23 0

0 (𝜌
(1)
23 )

* 𝜌
(1)
33 0

0 0 0 𝜌
(1)
44

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(15)

и

𝜌𝑄1𝑄2(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜌
(2)
11 0 0 𝜌

(2)
14

0 𝜌
(2)
22 𝜌

(2)
23 0

0* (𝜌
(2)
23 )

* 𝜌
(2)
33 0

(𝜌
(2)
14 )

* 0 0 𝜌
(2)
44

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(16)

соответственно.
Нами найдены явные выражения для элементов редуцированных матриц

плотности (15) и (16), однако здесь они не приводятся ввиду их чрезвычайно
громоздкого вида.

3. Вычисление отрицательности. Для двухкубитной системы, описы-
ваемой редуцированной двухкубитной матрицей плотности 𝜌𝑄1𝑄2(𝑡), в каче-
стве критерия перепутывания кубитов может быть выбран параметр Переса—
Хородецких, или отрицательность [34, 35], которая может быть определена
через отрицательные собственные значения 𝜇−𝑖 частичной транспонирован-
ной по переменным одного кубита редуцированной двухкубитной матрицы
плотности 𝜌𝑇1𝑄1𝑄2

:

𝜀 = −2
∑︁
𝑖

𝜇−𝑖 . (17)

Для начальных состояний кубитов (2) и (3) и теплового состояния поля
частично транспонированные по переменным одного кубита редуцированные
двухкубитные матрицы плотности имеют вид

𝜌𝑇1𝑄1𝑄2
(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜌
(1)
11 0 0 (𝜌

(1)
23 )

*

0 𝜌
(1)
22 0 0

0 0 𝜌
(1)
33 0

𝜌
(1)
23 0 0 𝜌

(1)
44

⎞⎟⎟⎟⎠ (18)

и

𝜌𝑇1𝑄1𝑄2
(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜌
(2)
11 0 0 (𝜌

(2)
23 )

*

0 𝜌
(2)
22 (𝜌

(2)
14 )

* 0

0 𝜌
(2)
14 𝜌

(2)
33 0

𝜌
(2)
23 0 0 𝜌

(2)
44

⎞⎟⎟⎟⎠ (19)

соответственно.
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Матрица (18) имеет всего одно собственное значение, которое может при-
нимать отрицательные значения. Соответственно, отрицательность (17) для
начального состояния кубитов (2) и начальной полевой матрицы плотно-
сти (4) может быть записана в виде

𝜀(𝑡) =

√︁
(𝜌

(1)
11 − 𝜌

(1)
44 )

2 + 4|𝜌(1)23 |2 − 𝜌
(1)
11 − 𝜌

(1)
44 . (20)

Матрица (19) имеет два собственных значения, которые могут принимать
отрицательные значения. Соответственно, отрицательность (17) для началь-
ного состояния (3) и начальной полевой матрицы плотности (4) может быть
записана в виде

𝜀(𝑡) =

√︁
(𝜌

(2)
11 − 𝜌

(2)
44 )

2 + 4|𝜌(2)23 |2 − 𝜌
(2)
11 − 𝜌

(2)
44 +

+

√︁
(𝜌

(2)
22 − 𝜌

(2)
33 )

2 + 4|𝜌(2)14 |2 − 𝜌
(2)
22 − 𝜌

(2)
33 . (21)

4. Результаты и обсуждение. Результаты численного моделирования
отрицательности (20) и (21) представлены на рис. 1 и 2. На рис. 1 показана
временная зависимость отрицательности (20) для начального перепутывания
кубитов (2) и различных значений расстройки и среднего числа тепловых
фотонов в моде резонатора. На рисунках сплошные линии показывают пове-
дение параметра перепутывания для резонаторов со средой Керра, а штри-
ховые линии соответствуют модели в отсутствие керровской нелинейности.
При этом представлено поведение отрицательности как для слабого тепло-
вого поля (a, b), так и для интенсивного теплового поля резонатора (c, d).
Наконец, представлено поведение параметра перепутывания как для резо-
нансного (a, c), так и для нерезонансного взаимодействия кубитов с тепло-
вым полем (b, d). Из рисунков видно, что для слабых тепловых полей нет
эффекта мгновенной смерти перепутывания как в отсутствие, так и в при-
сутствии керровской нелинейности. При этом наличие керровской нелиней-
ности в резонансом случае приводит к существенному уменьшению амплитуд
осцилляций Раби параметра перепутывания, т.е. способствует стабилизации
наведенного начального перепутывания кубитов. При этом для нерезонанс-
ного случая эффект стабилизации начального перепутывания кубитов не на-
блюдается. По мере увеличения расстройки указанный эффект постепенно
исчезает. Для интенсивных тепловых полей резонатора, напротив, имеет ме-
сто эффект мгновенной смерти перепутывания в случае как резонансного,
так и для нерезонансного взаимодействия кубитов. Керровская нелинейность
приводит не только к исчезновению указанного эффекта, но и к стабилизации
начального перепутывания кубитов. При этом влияние керровской нелиней-
ности на поведение параметра перепутывания схоже как для резонансного,
так и для нерезонансного кубит-полевого взаимодействия.

На рис. 2 показана временная зависимость отрицательности (21) для на-
чального перепутывания кубитов (3) и различных значений расстройки и сре-
днего числа тепловых фотонов в моде резонатора. Как и в предыдущем слу-
чае, сплошные линии показывают поведение параметра перепутывания для
резонаторов со средой Керра, а штриховые линии соответствуют модели без
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a b

c d

Рис. 1. Отрицательность как функция безразмерного времени 𝑔𝑡 для начального перепу-
танного состояния кубитов (2). Сплошные линии соответствуют модели с керровской нели-
нейностью 𝜒 = 5, штриховые линии соответствуют модели с 𝜒 = 0. Среднее число тепловых
фотонов �̄� = 0.1 (a, b) и �̄� = 5 (c, d). Безразмерный параметр расстройки 𝛿 = 0 (a, c) и 𝛿 = 5

(b, d)
[Figure 1. Negativity vs scaled time 𝑔𝑡 for initial entangled qubits state (2). The solid lines
correspond to the model with the Kerr nonlinearity 𝜒 = 5, the dashed lines correspond to the
model with 𝜒 = 0. The mean thermal photon numbers are �̄� = 0.1 (a, b) and �̄� = 5 (c, d).

Scaled detuning parameter 𝛿 = 0 (a, c) and 𝛿 = 5 (b, d)]

керровской нелинейности. При этом представлено поведение отрицательно-
сти как для слабого теплового поля (a, b), так и для интенсивного теплового
поля резонатора (c, d). Наконец, представлено поведение параметра перепу-
тывания как для резонансного (a, c), так и для нерезонансого взаимодействия
кубитов с тепловым полем (b, d). Для рассматриваемого начального состо-
яния наличие керровской нелинейности не приводит, в отличие от преды-
дущего случая, к существенному уменьшению амплитуд осцилляций Раби
параметра перепутывания в случае как слабых, так и интенсивных тепло-
вых полей резонатора. Наиболее интересным является результат, состоящий
в исчезновении эффекта мгновенной смерти перепутывания при включении
керровской нелинейности в случае интенсивного теплового поля резонатора
и нерезонансого взаимодействия кубитов и поля.

Заключение. Таким образом, в настоящей работе мы нашли точное ре-
шение квантового уравнения эволюции для матрицы плотности системы двух
кубитов, взаимодействующих посредством вырожденных двухфотонных пе-
реходов с тепловым полем резонатора со средой Керра. Полученное точное
решение использовано для анализа временной динамики перепутывания ку-
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a b

c d
Рис. 2. Отрицательность как функция безразмерного времени 𝑔𝑡 для начального перепу-
танного состояния кубитов (3). Cплошные линии соответствуют модели с керровской нели-
нейностью 𝜒 = 5, штриховые линии сооответствуют модели с 𝜒 = 0. Среднее число тепло-
вых фотонов �̄� = 0.1 (a, b) и �̄� = 5 (c, d). Безразмерный параметр расстройки 𝛿 = 0 (a, c)

и 𝛿 = 5 (b, d)
[Figure 2. Negativity vs scaled time 𝑔𝑡 for initial entangled qubits state (3). The solid lines
correspond to the model with the Kerr nonlinearity 𝜒 = 5, the dashed lines correspond to the
model with 𝜒 = 0. The mean thermal photon numbers are �̄� = 0.1 (a, b) and �̄� = 5 (c, d).

Scaled detuning parameter 𝛿 = 0 (a, c) and 𝛿 = 5 (b, d)]

битов, индуцированного тепловым полем резонатора, для перепутанных на-
чальных состояний кубитов белловского типа. Показано, что наличие среды
Керра в случае интенсивных тепловых полей резонатора приводит к исчез-
новению эффекта мгновенной смерти перепутывания. Для некоторых типов
начальных перепутанных состояний кубитов керровская нелинейность при-
водит также к существенной стабилизации начального перепутывания куби-
тов. Полученные результаты могут быть полезны при выборе оптимальных
режимов функционирования квантовых устройств, таких как квантовые ком-
пьютеры и квантовые сети.
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Abstract
A system consisting of two identical qubits not-resonantly interacting

with a thermal quantum field of a lossless resonator with a Kerr media via
degenerate two-photon transition is considered. An exact solution of the
quantum Liouville equation for the total density matrix of the considered
system is obtained. To solve the quantum evolution equation we used the
dressed states representation. The complete set of dressed states is found.
The exact solution of the quantum Liouville equation is used to calculate
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Аннотация

Задача оптимизации нелинейной управляемой системы с распреде-
ленными параметрами в условиях равномерной оценки целевых мно-
жеств сводится к управлению линейной моделью объекта с дополни-
тельным априори неизвестным пространственно-временным возмущени-
ем, компенсирующим влияние невязки между линейным и нелинейным
дифференциальными операторами соответствующих начально-краевых
задач, описываемых уравнениями в частных производных параболиче-
ского типа. Конкретная форма зависимости возмущения от его аргумен-
тов опознается при заданном начальном приближении на каждом ша-
ге предлагаемой сходящейся итерационной процедуры по результатам
решения на предыдущей итерации разработанным ранее альтернанс-
ным методом линейно-квадратичной задачи программного оптимально-
го управления с детерминированным внешним воздействием в условиях
промежуточного вычисления управляемой функции состояния нелиней-
ного объекта на цифровой модели.

Показывается, что искомые уравнения оптимальных регуляторов на-
ходятся по известным результатам итерационного процесса отыскания
программного управления в виде линейных алгоритмов обратной связи
по измеряемому состоянию объекта с нестационарными коэффициента-
ми передачи.

Ключевые слова: нелинейная система с распределенными параметра-
ми, линейно-квадратичная задача оптимизации, итерационная процеду-
ра, альтернансный метод, параметризация управляющих воздействий,
программное оптимальное управление, синтез оптимального управле-
ния.
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Введение
Полное аналитическое решение задачи оптимального управления (ЗОУ)

системами с распределенными параметрами (СРП) оказывается возможным
лишь применительно к типовым линейным моделям управляемого объекта
и критериям оптимальности простейшего вида. За рамками этих модельных
представлений решения ЗОУ СРП могут быть получены только с помощью
специальных численных методов, что в полной мере относится к СРП, описы-
ваемым нелинейными уравнениями в частных производных параболического
типа. В настоящее время разработан целый ряд таких методов, общие схемы
применения которых используются в ЗОУ объектами как с сосредоточенны-
ми, так и с распределенными параметрами [1–7].

Один из основных подходов в этом направлении заключается в приме-
нении различных модификаций метода вариаций в пространстве управле-
ний [1–7], реализующих итерационную процедуру построения минимизирую-
щих последовательностей малых изменений управляющих воздействий, ко-
торые обеспечивают на каждом шаге убывающие с учетом заданных ограни-
чений значения линейных приближений соответствующих приращений мини-
мизируемого критерия оптимальности, оцениваемых по величине его гради-
ента. В итоге производится редукция исходной ЗОУ к пошаговой процедуре
решения ряда специальных задач линейного программирования (ЛП) [6].

Реализация метода вариаций в пространстве управлений связана с необ-
ходимостью совместного численного интегрирования уравнений нелинейных
моделей объекта и сопряженных систем в целях вычисления производных
Фреше минимизируемого функционала по управляющему воздействию, вы-
ступающих в роли его градиента, а также со значительным возрастанием
трудностей решения соответствующих задач ЛП в условиях фиксации тре-
бований к конечному состоянию объекта, учитываемых соответствующими
ограничениями на искомые переменные [5–7]. Эти затруднения существенно
увеличиваются в задачах равномерной оптимизации при характерных для
приложений оценках заданных целевых множеств в равномерной метрике,
учет которых приводит к необходимости использования специальных доста-
точно сложных способов решения ЗОУ ОРП даже применительно к задачам
управления линейными моделями управляемого объекта [7–9].

В настоящей работе предлагается конструктивный метод равномерной оп-
тимизации нелинейных управляемых СРП параболического типа с типовым
квадратичным функционалом качества, сводимый к сходящейся итерацион-
ной процедуре аналитического решения линейных ЗОУ на каждом шаге ите-
раций с промежуточным численным интегрированием уравнений нелинейной
модели СРП при предварительно фиксируемом управляющем воздействии.
Подобная технология оказывается свободной от ряда недостатков общего ме-
тода вариаций в пространстве управлений.

271



Рап о п о р т Э. Я.

1. Математические модели объекта управления
Пусть объект управления (ОРП) описывается нелинейным пространствен-

но-одномерным уравнением в частных производных параболического типа

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 𝐿

(︀
𝑄(𝑥, 𝑡)

)︀
+ 𝑢𝑉 (𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥1), 𝑡 > 0 (1)

относительно управляемой функции состояния 𝑄(𝑥, 𝑡), изменяющейся в зави-
симости от пространственной координаты 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1] и времени 𝑡, с началь-
ными и граничными условиями

𝑄(𝑥0, 0) = 𝑄0(𝑥) = 𝑄0 = const > 0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1]; (2)
𝜕𝑄(𝑥0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0; 𝐿1

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀
= 𝑢𝑆(𝑡), 𝑡 > 0, (3)

допустимыми в классе кусочно-непрерывных функций внутренним простран-
ственно-распределенным (𝑢𝑉 ) и граничным сосредоточенным (𝑢𝑆) управля-
ющими воздействиями. Всюду далее рассматривается общий случай одновре-
менного использования 𝑢𝑉 и 𝑢𝑆 .

В (1), (3) 𝐿 и 𝐿1 — заданные нелинейные параболические дифференци-
альные операторы по пространственной координате, рассматриваемые далее
для большей определенности и наглядности без потери общности основных
последующих результатов в следующей характерной форме [9,10]:

𝐿
(︀
𝑄(𝑥, 𝑡)

)︀
= 𝐶(𝑄)

𝜕2𝑄

𝜕𝑥2
+𝐵(𝑄)

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+𝐵1(𝑄)

(︁𝜕𝑄
𝜕𝑥

)︁2
+𝐷(𝑄)𝑄; (4)

𝐿1

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀
= 𝛼1

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀
𝑄(𝑥1, 𝑡) + 𝛼2

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀𝜕𝑄(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥
, (5)

где 𝐶, 𝐵, 𝐵1, 𝐷, 𝛼1, 𝛼2 — заданные достаточно гладкие функции своих аргу-
ментов.

К виду (4) приводится, в частности, фундаментальное уравнение диффу-
зии и теплопроводности в декартовых и цилиндрических координатах [10],
а 𝐿1 в виде (5) аналогичен по форме типовым граничным условиям в линей-
ных уравнениях математической физики.

Всюду далее предполагается, что при заданных начальных условиях каж-
дому допустимому управляющему воздействию соответствует единственное
решение краевой задачи (1)–(3), понимаемое в обобщенном смысле [11–13].

Начально-краевая задача (1)–(5) может быть записана в следующем виде
[9, 10]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑄(𝑥, 𝑡)
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= 𝐿0

(︀
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)︀
+ 𝑢𝑉 (𝑥, 𝑡) + 𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥1), 𝑡 > 0;

𝑄(𝑥, 0) = 𝑄0(𝑥) = 𝑄0 = const > 0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1];
𝜕𝑄(𝑥0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0; 𝐿10

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀
= 𝑢𝑆(𝑡) + 𝐹1(𝑡), 𝑡 > 0.

(6)

Здесь

𝐿0

(︀
𝑄(𝑥, 𝑡)
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= 𝐶0

𝜕2𝑄

𝜕𝑥2
+𝐵0

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+𝐷0𝑄, 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥1), 𝑡 > 0; (7)
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𝐿10

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀
= 𝛼10𝑄(𝑥1, 𝑡) + 𝛼20

𝜕𝑄(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥
, (8)

— линейные дифференциальные операторы, определяемые в форме линей-
ных приближений к 𝐿, 𝐿1 в (1), (3), где 𝐶0, 𝐵0, 𝐷0, 𝛼10, 𝛼20 — некоторые
константы, получаемые, например, путем усреднения соответствующих ко-
эффициентов в (4), (5) и

𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝐿
(︀
𝑄(𝑥, 𝑡)

)︀
− 𝐿0

(︀
𝑄(𝑥, 𝑡)

)︀
, (9)

𝐹1(𝑡) = 𝐿10

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀
− 𝐿1

(︀
𝑄(𝑥1, 𝑡)

)︀
. (10)

Всюду далее предполагается, что 𝐹 (𝑥, 𝑡) и 𝐹1(𝑡) являются кусочно-непре-
рывными функциями своих аргументов. Если их считать заданными в (6),
где они фигурируют в роли детерминированных внешних возмущений, то
модель ОРП (6)–(8) становится линейной и аналитическое решение краевой
задачи (6)–(8) может быть получено известными способами [14,15].

Однако согласно (9), (10), явная форма зависимостей 𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝐹1(𝑡) от 𝑥
и 𝑡 априори неизвестна и к их определению в целях перехода от исходной
к линейной модели (6)–(8) сводится дальнейшая проблема.

Применение метода конечных интегральных преобразований по простран-
ственному аргументу 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1] [16, 17] к уравнениям линейной начально-
краевой задачи (6)–(8) с ядром, равным ее собственным функциям 𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥),
𝑛 = 1, 2, . . ., где 𝜇2𝑛 — собственные числа, приводит к описанию рассматри-
ваемого объекта бесконечной системой обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка для временных мод �̄�𝑛(𝑡) разложения 𝑄(𝑥, 𝑡)
в сходящийся в среднем ряд по ортонормированной с весом 𝑟(𝑥) системе
𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥) [7–9]:

𝑄(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

�̄�𝑛(𝑡)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥); (11)

𝑑�̄�𝑛

𝑑𝑡
= −𝜇2𝑛�̄�𝑛 + �̄�𝑉 𝑛(𝑡) + 𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝑡) + 𝑔𝑛𝑢𝑆(𝑡) + 𝑔𝑛𝐹1(𝑡); (12)

�̄�𝑛(0) = �̄�0(𝜇𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

с автономными сосредоточенными внутренними управляющими воздействи-
ями �̄�𝑉 𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 2, . . ., и граничным управлением 𝑢𝑆(𝑡). Здесь

�̄�𝑉 𝑛(𝑡) =

∫︁ 𝑥1

𝑥0

𝑢𝑉 (𝑥, 𝑡)𝑟(𝑥)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥)𝑑𝑥;

𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝑡) =

∫︁ 𝑥1

𝑥0

𝐹 (𝑥, 𝑡)𝑟(𝑥)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑛 = 1, 2, . . .

(13)

представляют собой модальные составляющие разложения в ряд вида (11)
внутреннего управления 𝑢𝑉 (𝑥, 𝑡) и функции 𝐹 (𝑥, 𝑡):

𝑢𝑉 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

�̄�𝑉 𝑛(𝑡)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥), 𝐹 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝑡)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥), (14)
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𝑔𝑛 — известные коэффициенты [17].
Подставляя 𝑄(𝑥, 𝑡) в виде (11) в выражения (9), (10), где предполагается

допустимым почленное дифференцирование ряда (11) по пространственной
координате, и интегрируя в (13), получим 𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝑡) и 𝐹1(𝑡) в форме вполне
определенных нелинейных зависимостей от �̄� = (�̄�𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . ., что при-
водит к преобразованию соотношений (12) в замкнутую относительно �̄� бес-
конечную нелинейную систему уравнений объекта [9, 10]:

𝑑�̄�𝑛

𝑑𝑡
= −𝜇2𝑛�̄�𝑛 +Φ𝑛(�̄�) + �̄�𝑉 𝑛(𝑡) + 𝑔𝑛𝑢𝑆(𝑡), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

Φ𝑛(�̄�) = 𝐹𝑛(�̄�) + 𝑔𝑛𝐹1(�̄�).

(15)

Последующие подстановки решения этой системы в (11) и выражения
(11) для 𝑄(𝑥, 𝑡) в правую часть равенств (9), (10) позволяют найти 𝐹 (𝑥, 𝑡)
и 𝐹1(𝑡), однако такое решение может быть получено с требуемой точностью
даже при использовании известных способов конечномерного усечения си-
стемы (15) [18–20] только численными методами, сложность реализации ко-
торых оказывается сравнимой с трудностями непосредственного применения
численных методов вариаций в пространстве управлений в задачах оптималь-
ного управления исходной нелинейной моделью (1)–(5).

Значительно более простым и конструктивным оказывается предлагае-
мый в последующих разделах статьи итерационный алгоритм вычисления
𝐹 (𝑥, 𝑡) и 𝐹1(𝑡) по известному начальному приближению, реализуемый в про-
цессе решения на каждом шаге итераций рассматриваемых задач оптималь-
ного управления с линейной моделью ОРП вида (6)–(8).

2. Постановка задачи оптимального управления
Пусть объект управления с распределенными параметрами описывается

линейной начально-краевой задачей (6)–(8).
Управляющие воздействия в (6) стесняются ограничениями

𝑢𝑉min 6 𝑢𝑉 (𝑥, 𝑡) 6 𝑢𝑉max ; 𝑢𝑆min 6 𝑢𝑆(𝑡) 6 𝑢𝑆max (16)

с заданными пределами их допустимых значений.
Будем считать, что, согласно типовым в приложениях требованиям, необ-

ходимо обеспечить за фиксируемое конечное время 𝑡1 заданную точность 𝜀
равномерного приближения пространственного распределения управляемой
величины 𝑄(𝑥, 𝑡1) к требуемому 𝑄**(𝑥) > 𝑄0 для всех 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1] согласно
соотношению

max
𝑥∈[𝑥0,𝑥1]

⃒⃒
𝑄(𝑥, 𝑡1)−𝑄**(𝑥)

⃒⃒
6 𝜀, (17)

определяющему оцениваемое в равномерной метрике целевое множество ко-
нечных состояний ОРП [7–9].

Пусть далее эффективность процесса управления объектом (6)–(8) оцени-
вается квадратичным функционалом качества, определяемым в следующей
типичной частной форме:

𝐼(𝑢𝑉 , 𝑢𝑆) =

∫︁ 𝑡1

0

∫︁ 𝑥1

𝑥0

[︀
𝜌1(𝑥)𝑄

2(𝑥, 𝑡) + 𝜌2(𝑥)𝑢
2
𝑉 (𝑥, 𝑡)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+
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+

∫︁ 𝑡1

0
𝜌𝑆𝑢

2
𝑆(𝑡)𝑑𝑡→ min

𝑢𝑉 ,𝑢𝑆
(18)

с заданными весовыми коэффициентами 𝜌1(𝑥), 𝜌2(𝑥) и 𝜌𝑆 = const > 0.
Переход к описанию объекта (11), (12) в терминах модальных переменных

приводит при 𝜌1(𝑥) = 𝜌2(𝑥) = 𝑟(𝑥) в силу ортонормированности семейства
собственных функций к представлению критерия (18) в следующем виде:

𝐼1(�̄�𝑉 , 𝑢𝑆) =

∫︁ 𝑡1

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=1

�̄�2
𝑛(𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

�̄�2𝑉 𝑛(𝑡) + 𝜌𝑆𝑢
2
𝑆(𝑡)

]︂
𝑑𝑡→ min

�̄�𝑉 ,𝑢𝑆
;

�̄�𝑉 = (�̄�𝑉 𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

(19)

а требования (17) к конечному состоянию ОРП представляются условием

max
𝑥∈[𝑥0,𝑥1]

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=1

�̄�𝑛(𝑡1)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥)−𝑄**(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6 𝜀. (20)

Здесь и всюду далее в условиях выполнения усиленных условий Коши—Лип-
шица [20] будем учитывать 𝑁1 слагаемых бесконечных сумм в (19), (20), где
𝑁1 = ∞ или 𝑁1 = 𝑁 < ∞ в зависимости от используемой схемы анализа
и возможностей практической реализации исследуемых алгоритмов управле-
ния, ограничиваясь в случае 𝑁1 = 𝑁 с любой требуемой точностью решением
«укороченной» системы 𝑁 первых уравнений в (12) при достаточно большой
величине 𝑁 и полагая при этом �̄�𝑛(𝑡) = 0 при 𝑛 > 𝑁 [18–20]. При исполь-
зовании усеченной модели объекта с 𝑁1 = 𝑁 < ∞ все получаемые далее
результаты следует считать субоптимальными.

Теперь рассматриваемая линейно-квадратичная задача оптимизации сво-
дится к определению программного оптимального управления 𝑢*𝑆(𝑡) и �̄�*𝑉 (𝑡),
по которому 𝑢*𝑉 (𝑥, 𝑡) восстанавливается в форме ряда (14), и алгоритмов об-
ратной связи 𝑢*(�̄�, 𝑥, 𝑡) =

(︀
𝑢*𝑉 (�̄�, 𝑥, 𝑡), 𝑢

*
𝑆(�̄�, 𝑡)

)︀
, �̄� = (�̄�𝑛), 𝑛 = 1, 𝑁1, обес-

печивающих при 𝑁1 = ∞ перевод объекта (11), (12) за заданное время 𝑡1
в требуемое конечное состояние (20) при минимальном значении критерия
оптимальности (19) в условиях ограничений (16).

3. Программное оптимальное управление
при заданных зависимостях 𝐹 (𝑥, 𝑡) и 𝐹1(𝑡)

3.1. Структура управляющего воздействия. На сформулированную
бесконечномерную при 𝑁1 = ∞ задачу оптимального управления распро-
страняется принцип максимума Понтрягина [7, 21].

Основное условие

𝐻
(︀
�̄�*(𝑡), �̄�*(𝑡), 𝜓*(𝑡)

)︀
= max

�̄�
𝐻
(︀
�̄�*(𝑡), �̄�, 𝜓*(𝑡)

)︀
, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1] (21)

достижения на соответствующих оптимальному процессу величинах �̄�*(𝑡),
�̄�*(𝑡), 𝜓*(𝑡) максимума функции Понтрягина

𝐻
(︀
�̄�(𝑡), �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡)

)︀
= −

𝑁1∑︁
𝑛=1

�̄�2
𝑛(𝑡)−

𝑁1∑︁
𝑛=1

�̄�2𝑉 𝑛(𝑡)− 𝜌𝑆𝑢
2
𝑆(𝑡) +
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+

𝑁1∑︁
𝑛=1

𝜓𝑛(𝑡)
(︀
−𝜇2𝑛�̄�𝑛(𝑡) + �̄�𝑉 𝑛(𝑡) + 𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝑡) + 𝑔𝑛𝑢𝑆(𝑡) + 𝑔𝑛𝐹1(𝑡)

)︀
(22)

по векторному аргументу �̄�(𝑡) = (�̄�𝑉 (𝑡), 𝑢𝑆(𝑡)) позволяет найти �̄�*(𝑡) в фор-
ме явных функций от 𝜓*(𝑡) для рассматриваемой задачи оптимизации (11),
(12), (16), (19), (20). Здесь �̄�(𝑡) =

(︀
�̄�𝑛(𝑡)

)︀
и вектор сопряженных переменных

𝜓(𝑡) =
(︀
𝜓𝑛(𝑡)

)︀
связаны системой уравнений

𝑑𝜓𝑛

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕�̄�𝑛
= 2�̄�𝑛(𝑡) + 𝜇2𝑛𝜓𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 𝑁1. (23)

Ограничимся далее для простоты типичной постановкой линейно-квадра-
тичной задачи оптимизации с не стесняемыми ограничениями (16) управля-
ющими воздействиями в целях достижения максимального эффекта по вели-
чине критерия оптимальности (19) и последующего выбора предельно допу-
стимых значений 𝑢𝑆(𝑡) и �̄�𝑉 𝑛(𝑡), связываемых условиями (16), на основании
получаемых результатов.

В открытой области изменения �̄�(𝑡) оптимальное управление �̄�*(𝑡) при
любой конкретной форме допустимых зависимостей 𝐹 (𝑥, 𝑡) и 𝐹1(𝑡) в (6) от
своих аргументов и требований к конечному состоянию объекта принимает,
согласно (21)–(23), следующий вид [15,23]:

�̄�*𝑉 𝑛(𝑡) =
1

2
𝜓*
𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 𝑁1; 𝑢*𝑆(𝑡) =

1

2𝜌𝑆

𝑁1∑︁
𝑝=1

𝑔𝑝𝜓
*
𝑝(𝑡). (24)

3.2. Краевая задача принципа максимума. Уравнения (12) с под-
становкой управляющих воздействий вида (24) образуют совместно с (23)
линейную программно-управляемую систему (П-систему [6, 9]), замыкаемую
относительно неизвестных �̄�(𝑡) и 𝜓(𝑡) требованиями (20) к конечному состо-
янию объекта:

𝑑𝜓𝑛

𝑑𝑡
= 2�̄�𝑛 + 𝜇2𝑛𝜓𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁1;

𝑑�̄�𝑛

𝑑𝑡
= −𝜇2𝑛�̄�𝑛 +

1

2
𝜓𝑛 +

1

2𝜌𝑆
𝑔𝑛

𝑁1∑︁
𝑝=1

𝑔𝑝𝜓𝑝 +

+ 𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝑡) + 𝑔𝑛𝐹1(𝑡), 𝑛 = 1, 𝑁1.

(25)

Решение этой системы может быть представлено в векторно-матричной фор-
ме: [︂

𝜓(𝑡)
�̄�(𝑡)

]︂
= 𝑒𝐴𝑡

[︂
𝜓(0)
�̄�(0)

]︂
+

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝜔(𝜏)𝑑𝜏. (26)

Здесь

𝜔(𝜏) =

[︂
0

𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏)

]︂
,

𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏) =
(︀
𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝜏) + 𝑔𝑛𝐹1(𝜏)

)︀
, 𝑛 = 1, 𝑁1;

(27)
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𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏)— вектор-столбец; 𝑔 = (𝑔𝑛), 𝑛 = 1, 𝑁1; 𝐴— матрица коэффици-
ентов системы (25); 𝑒𝐴𝑡 — матричная экспонента, столбцами которой являют-
ся линейно независимые решения однородной системы (25) при 𝐹𝑛(𝜇𝑛, 𝑡) =
= 𝐹1(𝑡) = 0.

Матричная экспонента представляется в блочном виде

𝑒𝐴𝑡 =

[︂
𝐴11(𝑡) 𝐴12(𝑡)
𝐴21(𝑡) 𝐴22(𝑡)

]︂
, (28)

где блоки 𝐴𝑖𝑗(𝑡)— известные 𝑁1×𝑁1 матрицы в соответствии со структурой
системы уравнений (25).

3.3. 𝜓(𝑀)-параметризация управляющих воздействий. Согласно
(26) 𝜓(𝑡), а следовательно, и программное управление (24) определяются
при известной величине �̄�(0) с точностью до вектора 𝜓(0) начальных зна-
чений сопряженных функций, выступающих, таким образом, в роли пара-
метрического представления �̄�*(𝑡) [2, 6]. Однако для СРП подобный способ
параметризации оказывается неконструктивным в силу бесконечной размер-
ности этого вектора при 𝑁1 = ∞. В работе [24] применительно к требованиям
(20), предъявляемым к �̄�*(𝑡1), предложен метод последовательной конечно-
мерной параметризации управляющих воздействий («𝜓-параметризация») на
множестве 𝑀 -мерных векторов 𝜓(𝑀) финишных значений 𝜓𝑖(𝑡1), 𝑖 = 1,𝑀 ,
первых 𝑀 < 𝑁1 сопряженных функций в (25) при равных нулю остальных
величинах 𝜓𝑖(𝑡1) = 0, 𝑖 > 𝑀 :

𝜓(𝑀) =
(︀
𝜓𝑖(𝑡1)

)︀
= (𝜓𝑖), 𝑖 = 1,𝑀 ; 𝜓𝑖(𝑡1) = 0, 𝑖 > 𝑀 > 1. (29)

Интегрирование уравнений П-системы (25) в условиях 𝜓-параметризации
(29) позволяет получить конечное состояние управляемой величины, управ-
ляющие воздействия и значения критерия оптимальности в форме явных
функций 𝑄(𝑥, 𝜓(𝑀)), �̄�𝑉 𝑛(𝑡, 𝜓(𝑀)), 𝑢𝑆(𝑡, 𝜓(𝑀)) и 𝐼1(𝜓

(𝑀)) от своих аргумен-
тов.

При этом минимально достижимые в классе параметризуемых управле-
ний �̄�(𝑡, 𝜓(𝑀)) значения 𝜀

(𝑀)
min ошибки 𝜀 равномерного приближения 𝑄(𝑥, 𝑡1)

к 𝑄**(𝑥) определяются в соответствии с (17) соотношением

𝜀
(𝑀)
min = min

𝜓(𝑀)∈𝐸𝑀

{︁
max

𝑥∈[𝑥0,𝑥1]

⃒⃒
𝑄(𝑥, 𝜓(𝑀))−𝑄**(𝑥)

⃒⃒}︁
. (30)

Как показано в [22], в типичных условиях существования отрицатель-
ной производной функции максимума в (30) по некоторому направлению
в 𝐸(𝑀+1) ошибки минимакса в (30) уменьшаются с возрастанием 𝑀 , обра-
зуя строго убывающую цепочку неравенств

𝜀
(1)
min > 𝜀

(2)
min > · · · > 𝜀

(𝑗)
min > 𝜀

(𝑗+1)
min > · · · > 𝜀

(𝜌)
min = 𝜀inf , (31)

где 𝜀inf — точная нижняя грань возможных значений 𝜀 в (17) и 𝜌 = ∞ при
𝜀inf = 0 и 𝜌 < ∞ при 𝜀inf > 0 соответственно для управляемых и неуправ-
ляемых относительно 𝑄**(𝑥) моделей объекта [8, 9]. При 𝜀 < 𝜀inf решение
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рассматриваемой задачи оптимального управления не существует. Неравен-
ства (31) характеризуют сужающиеся к 𝑄**(𝑥) с возрастанием 𝑀 семейства
целевых множеств для 𝜀 = 𝜀

(𝑗)
min в (20), создавая возможности обеспечения до-

стижимой точности равномерного приближения к 𝑄**(𝑥) при 𝜀 > 𝜀inf в (20)
в процессе последовательной 𝜓-параметризации управляющих воздействий
с конечномерным вектором параметров 𝜓(𝑀), 𝑀 < 𝑁1, для ряда возрастаю-
щих значений 𝑀 в (29).

Искомое 𝜓-параметризуемое оптимальное управление �̄�(𝑡, 𝜓
(𝑀0)
* ) харак-

теризуется вектором параметров 𝜓
(𝑀0)
* = (𝜓*

𝑖 ), 𝑖 = 1,𝑀0, размерностью
𝑀 = 𝑀0, нижняя граница которой в силу определения (30) отвечает в усло-
виях (31) в зависимости от величины 𝜀 в (20) неравенствам

𝑀0 > 𝜐 ∀𝜀 : 𝜀
(𝜐)
min 6 𝜀 < 𝜀

(𝜐−1)
min , 𝜐 ∈ {1, 𝜌}. (32)

Соотношения (29) представляют собой условия трансверсальности на пра-
вом конце траекторий в бесконечномерном фазовом пространстве перемен-
ных �̄�𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., с некоторыми (заранее неизвестными для каждого век-
тора 𝜓(𝑀)) фиксированными конечными значениями �̄�𝑛𝑘, 𝑛 = 1,𝑀 , первых
𝑀 мод �̄�𝑛(𝑡1), 𝑛 = 1,𝑀 , и свободными величинами �̄�𝑛(𝑡1) при 𝑛 > 𝑀 для
остальных модальных переменных:

�̄�𝑛(𝑡1) = �̄�𝑛𝑘, 𝑛 = 1,𝑀 ; �̄�𝑛(𝑡1) ∈ 𝐸1, 𝑛 > 𝑀. (33)

Заменим требование (20) к конечному состоянию объекта в рассматривае-
мой задаче оптимального управления краевыми условиями (33) для заданных
величин �̄�𝑛𝑘, 𝑛 = 1,𝑀 , при некотором фиксированном значении 𝑀 = 𝑀1.
Пусть решение соответствующей П-системы (25), замыкаемой соотношения-
ми (33), позволяет найти вектор 𝜓(𝑀1) = (𝜓𝑖), 𝑖 = 1,𝑀1, сопряженных пере-
менных, параметрические зависимости управляющего воздействия �̄�(𝑡, 𝜓(𝑀1))
и отвечающие ему конечные значения �̄�𝑛𝑘 для 𝑛 > 𝑀1. Предположим, что
на некотором множестве всех возможных по набору 𝑀1 вариантов величин
�̄�𝑛𝑘, 𝑛 = 1,𝑀1, удовлетворяется условие (20), и выделим такой из этих вари-
антов, для которого достигается наименьшее значение 𝐼1min(𝜓

(𝑀1)) критерия
оптимальности (19). В итоге оказывается решенной исходная задача опти-
мизации, если искомое управление �̄�*(𝑡) действительно принадлежит классу
𝜓(𝑀1)-параметризуемых функций �̄�(𝑡, 𝜓(𝑀1)).

Рассмотрим далее 𝜓(𝑀2)-параметризованное управление �̄�(𝑡, 𝜓(𝑀2)) с 𝑀 =

= 𝑀2 > 𝑀1 в (33), где 𝜓(𝑀2) = (𝜓𝑖), 𝑖 = 1,𝑀2, и 𝜓𝑖 ̸= 0 хотя бы для одного
из значений 𝑖 ∈ {𝑀1 + 1,𝑀2}.

В классе таких управляющих воздействий число фиксируемых в (33) ве-
личин �̄�𝑛𝑘 превышает 𝑀1. Так как при 𝑀 = 𝑀1 согласно (29) 𝜓𝑖 = 0
для всех 𝑖 ∈ {𝑀1 + 1,𝑀2}, достигаемое при рассматриваемом управлении
�̄�(𝑡, 𝜓(𝑀2)) значение 𝐼1min(𝜓

(𝑀2)) критерия оптимальности (19) для любого
одинакового с �̄�(𝑡, 𝜓(𝑀1)) набора первых 𝑀1 величин �̄�𝑛𝑘 отвечает неравен-
ству 𝐼1min(𝜓

(𝑀1)) < 𝐼1(𝜓
(𝑀2)) за счет свободы выбора большего числа со-

ставляющих �̄�𝑛(𝑡1), 𝑛 > 𝑀 в (33) при 𝑀 = 𝑀1 по сравнению со случаем
𝑀 = 𝑀2, которые автоматически устанавливаются из условий минимизации
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функционала качества (19). Если управление 𝑢(𝑡, 𝜓(𝑀2)) реализуется в усло-
виях 𝜓𝑖 = 0 для всех 𝑖 ∈ {𝑀1 + 1,𝑀2}, то в таком случае 𝜓(𝑀2) = 𝜓(𝑀1)

согласно определению (29), и последнее неравенство уточняется следующим
образом: 𝐼1min(𝜓

(𝑀1)) 6 𝐼1(𝜓(𝑀2)).
Отсюда следует, что размерность 𝑀0 вектора 𝜓

(𝑀0)
* , характеризующего

искомое оптимальное управление, совпадает со своей нижней границей в (32)
и находится по правилу

𝑀0 = 𝜐 ∀𝜀 : 𝜀
(𝜐)
min 6 𝜀 < 𝜀

(𝜐−1)
min , 𝜐 ∈ {1, 𝜌}, (34)

однозначно устанавливающему величину 𝑀0 в зависимости от заданного зна-
чения 𝜀 в (20) и характеризующему структуру оптимальных программных
управлений минимальной сложности в условиях (20).

3.4. Явная форма 𝜓(𝑀)-параметризуемых оптимальных управле-
ний. Перенос («прогонка») начальных условий в (26) в конечный момент вре-
мени приводит к следующему выражению для сопряженных функций в оп-
тимальном процессе в зависимости от конечной величины 𝜓*(𝑡1), начального
состояния объекта �̄�(0) и внешнего воздействия 𝜔(𝜏) в (26), (27) [15,23]:

𝜓*(𝑡) =
[︀
𝐴11(𝑡1 − 𝑡) +𝐴12(𝑡1 − 𝑡)𝐾(𝑡1)

]︀
𝜓*(𝑡1)+

+𝐴12(𝑡1 − 𝑡)𝐾1(𝑡1)�̄�(0) +𝐴12(𝑡1 − 𝑡)𝐷𝜔(𝑡1) +𝐷𝜔1(𝑡, 𝑡1), (35)

где 𝐴𝑖𝑗 — подобные (28) блоки обратной матрицы 𝑒−𝐴(𝑡1−𝑡),

𝐾(𝑡1) = 𝐴21(𝑡1)𝐴
−1
11 (𝑡1), 𝐾1(𝑡1) = 𝐴22(𝑡1)−𝐴21(𝑡1)𝐴

−1
11 (𝑡1)𝐴12(𝑡1),

𝐷𝜔(𝑡1) =

∫︁ 𝑡1

0
𝐴22(𝑡1 − 𝜏)

(︀
𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 −

−𝐴21(𝑡1)𝐴
−1
11 (𝑡1)

∫︁ 𝑡1

0
𝐴12(𝑡1 − 𝜏)

(︀
𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏)

)︀
𝑑𝜏,

𝐷𝜔1(𝑡, 𝑡1) = −
∫︁ 𝑡1

𝑡
𝐴12(𝜏 − 𝑡)

(︀
𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏)

)︀
𝑑𝜏.

Подстановка (35) в (24) приводит к явной форме 𝜓-параметризованных
оптимальных программных управлений �̄�*𝑉 𝑛(𝑡) и 𝑢*𝑆(𝑡).

3.5. Δ(𝑀)-параметризация управляющих воздействий. В рассмат-
риваемой ЗОУ искомые оптимальные управления находятся, согласно (24),
непосредственно в терминах сопряженных переменных, позволяя получить
в достаточно простом виде (24), (35) их 𝜓(𝑀)-параметризованное представле-
ние. Однако при отличном от (19) критерии оптимальности базовое условие
оптимальности (21) приводит к гораздо более сложным зависимостям �̄�*(𝑡)
от 𝜓*(𝑡), краевая задача принципа максимума становится нелинейной [7–9,24]
и задача определения в явной форме 𝜓(𝑀)-параметризованного управления
�̄�*(𝑡) оказывается трудноразрешимой.

Тем не менее в подобной ситуации процедура принципа максимума в сово-
купности с базовыми закономерностями предметной области во многих слу-
чаях позволяет найти оптимальные управляющие воздействия с точностью
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до вектора Δ(𝑀) = (Δ
(𝑀)
𝑖 ), 𝑖 = 1,𝑀 , параметров отличной от 𝜓(𝑀) природы,

который непосредственно характеризует их поведение в заданной простран-
ственно-временной области (Δ(𝑀)-параметризация �̄�(𝑡)) [7–9,24].

Типичным примером является классическая задача оптимального по быст-
родействию управления, для которой оптимальное управляющее воздействие
заведомо определяется, согласно (21), в классе кусочно-постоянных функций
с точностью до вектора Δ(𝑀) длительностей Δ

(𝑀)
𝑖 , 𝑖 = 1,𝑀 , 𝑀 интервалов

постоянства управляющих воздействий, попеременно принимающих только
свои предельно допустимые максимальное и минимальное значения в соот-
ветствии с (16) [7–9]. Интегрирование системы уравнений (12) модели объекта
с Δ(𝑀)-параметризованным управлением �̄�(𝑡,Δ(𝑀)) позволяет найти конеч-
ные значения модальных переменных �̄�𝑛(𝑡1,Δ

(𝑀)), 𝑛 = 1, 𝑁1, по которым
𝑄(𝑥, 𝑡1) = 𝑄(𝑥,Δ(𝑀)) восстанавливается в форме ряда (11), и значение кри-
терия оптимальности 𝐼1(Δ(𝑀)) в форме явных функций от Δ(𝑀). Процедура
Δ(𝑀)-параметризации характеризуется величинами 𝜀

(𝑗)
min минимакса, опреде-

ляемыми соотношениями (30), (31) после замены в них 𝜓(𝑀) на Δ(𝑀).
Поскольку в результате 𝜓(𝑀)-параметризации рассматриваемая задача

оптимизации сводится к управлению объектом (12) с заданными конечным
состоянием �̄�𝑛𝑘, 𝑛 = 1,𝑀 , первых 𝑀 мод управляемой величины при свобод-
ных значениях �̄�𝑛(𝑡1), 𝑛 > 𝑀 остальных модальных составляющих соглас-
но (33), вектор Δ

(𝑀)
* , характеризующий оптимальное управление 𝑢*(𝑡,Δ(𝑀)

* ),
может быть найден путем решения системы 𝑀 уравнений

�̄�𝑛𝑘 = �̄�𝑛(𝑡1,Δ
(𝑀)), 𝑛 = 1,𝑀 (36)

относительно 𝑀 неизвестных Δ
(𝑀)
𝑖 , 𝑖 = 1,𝑀 , при каждом заданном наборе

𝑀 величин �̄�𝑛𝑘, 𝑛 = 1,𝑀 , и найденных зависимостях �̄�𝑛(𝑡1,Δ(𝑀)), 𝑛 = 1,𝑀 .
Ввиду полной управляемости укороченной модели объекта, описываемой

первыми𝑀 уравнениями в (12) для 𝑛 = 1,𝑀 [25], система уравнений (36) все-
гда имеет решение относительно Δ(𝑀), если искомое оптимальное управление
существует в классе Δ(𝑀)-параметризуемых управляющих воздействий.

Дальнейший анализ в этих условиях по схеме для 𝜓(𝑀)-параметризован-
ного управления приводит к подобному (34) правилу выбора размерности
𝑀0 вектора Δ

(𝑀0)
* , характеризующего оптимальное управление �̄�*(𝑥,Δ(𝑀0)

* )
в зависимости от заданного 𝜀 в (20):

𝑀0 = 𝜐 ∀𝜀 : 𝜀
(𝜐)
min 6 𝜀 < 𝜀

(𝜐−1)
min , 𝜐 ∈ {1, 𝜌},

где значения 𝜀(𝜐)min отличаются от 𝜀(𝜐)min в (34).
Всюду далее продолжается исследование поставленной в разделе 2 задачи

оптимизации с критерием оптимальности (19) применительно к поиску 𝜓(𝑀)-
параметризованных управляющих воздействий.

3.6. Редукция к задаче полубесконечной оптимизации. После ин-
тегрирования уравнений системы (12) с 𝜓-параметризованным управлением
�̄�*(𝑡, 𝜓

(𝑀0)
* ) вида (24), (35) находятся при заданном детерминированном воз-

действии 𝜔(𝜏) в (26), (27) зависимости 𝑄(𝑥, 𝜓
(𝑀0)
* ) управляемой величины
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в конце процесса управления для каждого значения �̄�(0) и критерия опти-
мальности 𝐼1(𝜓

(𝑀0)
* ) в (11), (19) в форме явных функций своих аргументов.

В результате осуществляется точная редукция исходной задачи оптимально-
го управления к задаче полубесконечной оптимизации (ЗПО) [7–9,24]:

𝐼1(𝜓
(𝑀0)
* ) → min

𝜓
(𝑀0)
*

; max
𝑥∈[𝑥0,𝑥1]

⃒⃒
𝑄(𝑥, 𝜓

(𝑀0)
* )−𝑄**(𝑥)

⃒⃒
6 𝜀 (37)

на экстремум функции 𝐼1(𝜓
(𝑀0)
* ) конечного числа 𝑀0 переменных 𝜓*

𝑖 , 𝑖 =

= 1,𝑀0, в (29) с бесконечным числом ограничений, порождаемых требова-
нием выполнения условия (17) для всех 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1] и заменяемых одним
ограничением на функцию максимума в (37). Здесь размерность 𝑀 =𝑀0 оп-
тимального вектора параметров 𝜓(𝑀0)

* определяется согласно (30), (31), (34).
Решение ЗПО (37) относительно вектора параметров 𝜓(𝑀0)

* , а также заве-
домо неизвестной величины 𝜀

(𝑀0)
min в случае, когда 𝜀 = 𝜀

(𝑀0)
min в (37), может быть

получено альтернансным методом параметрической оптимизации в условиях
малостеснительных для прикладных задач допущений [7–9].

Метод базируется на специальных альтернансных свойствах искомой оп-
тимальной величины вектора 𝜓

(𝑀0)
* = (𝜓*

𝑖 ), 𝑖 = 1,𝑀0, в (37), являющихся
аналогом условий экстремума в теории нелинейных чебышевских прибли-
жений, и дополнительной информации о форме кривой пространственного
распределения результирующего состояния 𝑄(𝑥, 𝜓

(𝑀0)
* ), определяемой зако-

номерностями предметной области. Согласно альтернансным свойствам, рав-
ные допустимой величине 𝜀 одинаковые значения максимальных отклонений
max

𝑥∈[𝑥0,𝑥1]

⃒⃒
𝑄(𝑥, 𝜓

(𝑀0)
* )−𝑄**(𝑥)

⃒⃒
достигаются в некоторых точках 𝑥0𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑅, на

отрезке [𝑥0, 𝑥1]. Общее число 𝑅 этих точек

𝑅 =

{︃
𝑀, если 𝜀(𝑀0)

min < 𝜀 < 𝜀
(𝑀0−1)
min ;

𝑀 + 1, если 𝜀 = 𝜀
(𝑀0)
min ,

согласно [7–9] равно числу искомых неизвестных в ЗПО (37) и порождает
замкнутую относительно этих неизвестных систему отношений⃒⃒

𝑄(𝑥0𝑗 , 𝜓
(𝑀0)
* )−𝑄**(𝑥0𝑗 )

⃒⃒
= 𝜀, 𝑗 = 1, 𝑅. (38)

При наличии дополнительной информации из предметной области о форме
кривой 𝑄(𝑥, 𝜓

(𝑀0)
* ) − 𝑄**(𝑥) на отрезке [𝑥0, 𝑥1] ∋ 𝑥, позволяющей при из-

вестной функции 𝜔(𝜏) в (26), (27) идентифицировать координаты 𝑥0𝑗 и знаки

𝑄(𝑥0𝑗 , 𝜓
(𝑀0)
* ), равенства (38), дополненные условиями существования экстре-

мума функции 𝑄(𝑥, 𝜓
(𝑀0)
* ) в точках 𝑥0𝑗𝑔 ∈ int[𝑥0, 𝑥1], 𝑔 = 1, 𝑅1, где 𝑅1 6 𝑅

и 𝑥0𝑗𝑔 ∈ {𝑥0𝑗}, переводятся в систему уравнений

𝑄(𝑥0𝑗 , 𝜓
(𝑀0)
* )−𝑄**(𝑥0𝑗 ) = ±𝜀, 𝑗 = 1, 𝑅;

𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑄(𝑥0𝑗𝑔, 𝜓

(𝑀0)
* )−𝑄**(𝑥0𝑗𝑔)

]︀
= 0, 𝑔 = 1, 𝑅1

(39)
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с однозначно определяемым знаком 𝜀 в каждой точке 𝑥0𝑗 , которая разрешается
известными численными методами относительно 𝜓*

𝑖 , 𝑖 = 1,𝑀0, значений 𝑥0𝑗𝑔,

𝑔 = 1, 𝑅1, а также 𝜀(𝑀0)
min , если 𝜀 = 𝜀

(𝑀0)
min в (37).

Явное выражение для зависимости 𝑄(𝑥0𝑗 , 𝜓
(𝑀0)
* ) от своих аргументов в си-

стеме уравнений (39) представляется в форме бесконечной или укороченной
суммы вида (20) разложения в ряд (11):

𝑄(𝑥0𝑗 , 𝜓
(𝑀0)
* ) =

𝑁1∑︁
𝑛=1

�̄�𝑛(𝜓
(𝑀0)
* )𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥

0
𝑗 ),

где значения модальных переменных �̄�𝑛(𝜓
(𝑀0)
* ) в конце оптимального про-

цесса находятся в подобном (35) виде [15,23]:

�̄�(𝜓
(𝑀0)
* ) =

(︀
�̄�𝑛(𝜓

(𝑀0)
* )

)︀
= 𝐾(𝑡1)𝜓

*(𝑡1) +𝐾1(𝑡1)�̄�(0) +𝐷𝜔(𝑡1). (40)

В итоге решение системы уравнений (39) относительно 𝜓
(𝑀0)
* определя-

ет, согласно (29), вектор 𝜓*(𝑡1), подстановка которого в (35) приводит к яв-
ной форме описания в оптимальном процессе сопряженных переменных 𝜓*(𝑡)
и управляющих воздействий �̄�*𝑉 𝑛(𝑡), 𝑢

*
𝑆(𝑡) в (24), завершая тем самым реше-

ние задачи программного управления в условиях детерминированных воз-
действий 𝜔(𝜏) вида (27) в (26).

В исходных условиях неопределенности 𝜔(𝜏) далее предлагается итера-
ционная процедура вычисления 𝐹 (𝑥, 𝑡) и 𝐹1(𝑡) в (6), а следовательно, и 𝜔(𝜏)
в (26), (27), по известному начальному приближению.

4. Численный метод решения задачи
программного управления

Пусть 𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡), 𝐹 (𝑘)
1 (𝑡), 𝑘 = 1, 2, . . ., — известные приближения к 𝐹 (𝑥, 𝑡),

𝐹1(𝑡) в (6) на 𝑘-том шаге итерационной процедуры поиска этих функций при
заданных начальных значениях

𝐹 (1)(𝑥, 𝑡) = 𝐹
(1)
1 (𝑡) = 0. (41)

Тогда 𝑘-тое приближение �̄�(𝑘)(𝑡) =
(︀
�̄�
(𝑘)
𝑉 𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 𝑁1; 𝑢

(𝑘)
𝑆 (𝑡)

)︀
к оптималь-

ному управлению �̄�*(𝑡) в (24) находится при фиксируемых зависимостях
𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡), 𝐹 (𝑘)

1 (𝑡) по описанному в разд. 3 алгоритму, определяющему непре-
рывное отображение

Λ : 𝐹 (𝑘), 𝐹
(𝑘)
1 → �̄�(𝑘) : �̄�(𝑘)(𝑡) = Λ

(︀
𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡), 𝐹

(𝑘)
1 (𝑡)

)︀
, 𝑘 = 1, 2, . . . . (42)

Построим (𝑘 + 1)-е приближение 𝐹 (𝑘+1)(𝑥, 𝑡), 𝐹 (𝑘+1)
1 (𝑡) с учетом базовых

соотношений (9), (10), позволяющих осуществить переход к линейно квадра-
тичной задаче оптимизации (11), (12), (19), (20):

𝐹 (𝑘+1)(𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡) + 𝛿𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡);

𝛿𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡) = 𝐿
(︀
𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡)

)︀
− 𝐿0

(︀
𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡)

)︀
;

(43)
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𝐹
(𝑘+1)
1 (𝑡) = 𝐹

(𝑘)
1 (𝑡) + 𝛿𝐹

(𝑘)
1 (𝑡);

𝛿𝐹
(𝑘)
1 (𝑡) = 𝐿10

(︀
𝑄(𝑘)(𝑥1, 𝑡)

)︀
− 𝐿1

(︀
𝑄(𝑘)(𝑥1, 𝑡)

)︀
.

(44)

Здесь 𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡) являются численным или аналитическим решением уравне-
ний соответственно (1)–(3) или (6) при предварительно найденном управле-
нии �̄�(𝑘)(𝑡) в (42), описываемым известным отображением Φ: �̄�(𝑘) → 𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡)

из множества �̄�(𝑘):

𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡) = 𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑘)) = Φ( ¯𝑢(𝑘)). (45)

Ограничимся здесь и далее достаточно общим случаем возможности вы-
бора отображения Φ(�̄�(𝑘)), обеспечивающего представление операторов 𝐿, 𝐿0,
𝐿1, 𝐿10 с требуемой точностью в классе непрерывных функций перемен-
ных 𝑥 и 𝑡 с использованием применительно к нелинейным уравнениям (1)–
(3) известных методов численного интегрирования, разностной аппроксима-
ции пространственных производных 𝜕𝑄(𝑘)/𝜕𝑥, 𝜕2𝑄(𝑘)/𝜕𝑥2 и интерполяции
сеточных функций на пространственно-временной плоскости при вычисле-
нии 𝐿 и 𝐿1.

Рассмотрим далее типичную и наиболее характерную для приложений си-
туацию, когда на компактном множестве переменных (𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1]; 𝑡 ∈ [0, 𝑡1])
в двумерном евклидовом пространстве 𝐸2 операторы Λ и Φ в (42), (45) вме-
сте с 𝐿, 𝐿1, 𝐿0, 𝐿10 являются ограниченными [1]. Ограниченные на этом
основании последовательности {𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡)}, {𝐹 (𝑘)

1 (𝑡)}, {�̄�(𝑘)(𝑡)}, {𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡)},
𝑘 = 1, 2, . . ., содержат в силу теоремы Больцано—Вейерштрасса [1,26] подпо-
следовательности, сходящиеся к некоторым пределам, соответственно 𝐹 (𝑥, 𝑡),
𝐹1(𝑡), ˜̄𝑢(𝑡), �̃�(𝑥, 𝑡), единственность которых устанавливается по указанной
в [1] схеме.

Тогда
˜̄𝑢(𝑡) = Λ

(︀
𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝐹1(𝑡)

)︀
; �̃�(𝑥, 𝑡) = Φ

(︀
˜̄𝑢(𝑡)

)︀
;

и для сходящихся последовательностей {𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡)}, {𝐹 (𝑘)
1 (𝑡)} на основании

(43), (44) будем иметь, что

lim
𝑘→∞

(︀
𝐹 (𝑘+1)(𝑥, 𝑡)− 𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡)

)︀
= lim

𝑘→∞

(︀
𝛿𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡)

)︀
=

= lim
𝑘→∞

(︀
𝐿(𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡))− 𝐿0(𝑄

(𝑘)(𝑥, 𝑡))
)︀
= 𝐿

(︀
�̃�(𝑥, 𝑡)

)︀
− 𝐿0

(︀
�̃�(𝑥, 𝑡)

)︀
= 0,

lim
𝑘→∞

(︀
𝐹

(𝑘+1)
1 (𝑡)− 𝐹

(𝑘)
1 (𝑡)

)︀
= lim

𝑘→∞

(︀
𝛿𝐹

(𝑘)
1 (𝑡)

)︀
=

= lim
𝑘→∞

(︀
𝐿10(𝑄

(𝑘)(𝑥1, 𝑡))− 𝐿1(𝑄
(𝑘)(𝑥1, 𝑡))

)︀
=

= 𝐿10

(︀
�̃�(𝑥1, 𝑡)

)︀
− 𝐿1

(︀
�̃�(𝑥1, 𝑡)

)︀
= 0,

и, следовательно,

𝐿
(︀
�̃�(𝑥, 𝑡)

)︀
= 𝐿0

(︀
�̃�(𝑥, 𝑡)

)︀
, 𝐿1

(︀
�̃�(𝑥1, 𝑡)

)︀
= 𝐿10

(︀
�̃�(𝑥1, 𝑡)

)︀
. (46)
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Полученные соотношения (46) с учетом (43), (44) означают, что нелиней-
ные уравнения (1)–(3) объекта управления сводятся к линейной модели (6)
в линейно-квадратичной задаче оптимизации (11)–(14), (19), (20) при зави-
симостях 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝐹1(𝑡) = 𝐹1(𝑡), получаемых вместе с оптимальным
программным управлением �̄�*(𝑡) = ˜̄𝑢(𝑡) в сходящемся к 𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝐹1(𝑡), �̄�*(𝑡)
итерационном процессе вычисления 𝐹 (𝑘), 𝐹 (𝑘)

1 и �̄�(𝑘).
В итоге предлагаемый итерационный алгоритм решения задачи оптималь-

ного управления нелинейной моделью ОРП реализуется путем выполнения
следующей последовательности вычислительных операций.

1. На первом шаге при начальном приближении 𝐹 (1)(𝑥, 𝑡), 𝐹 (1)
1 (𝑡), выби-

раемом согласно (41) (или каким-либо другим способом при наличии
дополнительной информации), определяется решение �̄�(1)(𝑡) линейно-
квадратичной задачи (11)–(14), (19), (20) по алгоритму, описанному
в разд. 3.

2. При найденном управлении �̄�(1) находятся аналитическое (в форме (11))
и численное решение соответственно линейной и нелинейной начально-
краевых задач (1)–(3) и (6) по алгоритму (45) для 𝑘 = 1 с последующим
вычислением операторов 𝐿

(︀
𝑄(1)(𝑥, 𝑡)

)︀
, 𝐿0

(︀
𝑄(1)(𝑥, 𝑡)

)︀
, 𝐿1

(︀
𝑄(1)(𝑥1, 𝑡)

)︀
,

𝐿10

(︀
𝑄(1)(𝑥1, 𝑡)

)︀
.

3. На втором и последующих шагах при 𝑘 = 2, 3, . . . вычисляются по пра-
вилам (43), (44) следующие приближения 𝐹 (𝑘)(𝑥, 𝑡), 𝐹 (𝑘)

1 (𝑡); находятся
�̄�(𝑘)(𝑡) согласно (42); определяются 𝑄(𝑘)(𝑥, 𝑡) по алгоритму (45) и на
этом приближении фиксируются значения операторов 𝐿, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿10.

4. Описанная процедура продолжается с возрастанием 𝑘 до некоторого
значения 𝑘*, при котором с требуемой точностью соблюдается прибли-
женное равенство

𝐹 (𝑘*+1)(𝑥, 𝑡) ≈ 𝐹 (𝑘*)(𝑥, 𝑡), 𝐹
(𝑘*+1)
1 (𝑡) ≈ 𝐹

(𝑘*)
1 (𝑡),

выполнение которого гарантируется в силу сходимости рассматривае-
мого итерационного процесса.

Таким образом, известная технология численного решения задачи опти-
мизации нелинейной СРП заменяется более простой итерационной процеду-
рой аналитического решения ряда линейно-квадратичных задач оптимально-
го управления с внешними возмущениями, предварительно опознаваемыми
на каждом шаге итерационного процесса, и промежуточными вычисления-
ми управляемой функции состояния нелинейного объекта на его цифровой
модели при известных управляющих воздействиях.

Преимуществом подобного подхода является возможность получения ал-
горитмов оптимального программного управления нелинейной СРП в анали-
тической форме решения линейно-квадратичной задачи оптимизации.

5. Аналитическое конструирование
оптимального регулятора

Перенос граничных условий при 𝑡 = 𝑡1 в произвольный момент времени
𝑡 ∈ (0, 𝑡1) определяет в краевой задаче (25) по описанной в [15] схеме следу-
ющие зависимости конечных величин 𝜓*(𝑡1), �̄�*(𝑡1) векторов сопряженных
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и управляемых переменных от их текущих значений 𝜓*(𝑡), �̄�*(𝑡) в оптималь-
ном процессе управления:

𝜓*(𝑡1) = 𝐴11(𝑡1 − 𝑡)𝜓*(𝑡) +𝐴12(𝑡1 − 𝑡)�̄�*(𝑡) +𝐷𝜔2(𝑡, 𝑡1), (47)
�̄�*(𝑡1) = 𝐴21(𝑡1 − 𝑡)𝜓*(𝑡) +𝐴22(𝑡1 − 𝑡)�̄�*(𝑡) +𝐷𝜔3(𝑡, 𝑡1). (48)

Здесь

𝐷𝜔2(𝑡, 𝑡1) =

∫︁ 𝑡1

𝑡
𝐴12(𝑡1 − 𝜏)

(︀
𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏)

)︀
𝑑𝜏,

𝐷𝜔3(𝑡, 𝑡1) =

∫︁ 𝑡1

𝑡
𝐴22(𝑡1 − 𝜏)

(︀
𝐹 (𝜏) + 𝑔𝐹1(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 ;

(49)

𝐴𝑖𝑗(𝑡1 − 𝜏)— блоки матричной экспоненты 𝑒𝐴(𝑡1−𝜏) в (28); функции 𝐹 (𝑥, 𝑡),
𝐹1(𝑡) в (6) и вместе с ними 𝜔(𝜏) в (27) считаются уже найденными при пред-
варительном решении задачи программного управления описанным в разд. 4
численным методом.

После умножения слева векторных равенств (47) и (48) соответствен-
но на известные по результатам решения задачи программного управления
(𝑁1×𝑁1)-матрицы diag

[︀
�̄�*
𝑗 (𝑡1)

]︀
, �̄�*(𝑡1) =

(︀
�̄�*
𝑗 (𝑡1)

)︀
, и diag

[︀
𝜓*
𝑗 (𝑡1)

]︀
, 𝜓*(𝑡1) =

=
(︀
𝜓*
𝑗 (𝑡1)

)︀
, 𝑗 = 1, 𝑁1 (левые части соотношений (47) и (48)) становятся оди-

наковыми. Последующее вычитание этих уравнений приводит к следующему
результату:

𝜓*(︀𝑡, 𝜓*(𝑡1), �̄�(0), �̄�(𝑡)
)︀
=

= 𝑇1
(︀
𝑡, 𝑡1, 𝜓

*(𝑡1), �̄�
*(𝑡1), �̄�(0)

)︀
𝑇2

(︀
𝑡, 𝑡1, 𝜓

*(𝑡1), �̄�
*(𝑡1), �̄�(0)

)︀
�̄�(𝑡) +

+ 𝑇1
(︀
𝑡, 𝑡1, 𝜓

*(𝑡1), �̄�
*(𝑡1), �̄�(0)

)︀
𝐷Σ

(︀
𝑡, 𝑡1, 𝜓

*(𝑡1), �̄�
*(𝑡1), �̄�(0), 𝜔(𝑡)

)︀
. (50)

Здесь
𝑇1 =

[︀
𝑊1𝐴11(𝑡1 − 𝑡)−𝑊2𝐴21(𝑡1 − 𝑡)

]︀−1
,

𝑇2 =
[︀
𝑊2𝐴22(𝑡1 − 𝑡)−𝑊1𝐴12(𝑡1 − 𝑡)

]︀
;

𝑊1 = diag
[︀
�̄�*
𝑗 (𝑡1)

]︀
, 𝑊2 = diag

[︀
𝜓*
𝑗 (𝑡1)

]︀
;

𝐷Σ =𝑊2𝐷𝜔3 −𝑊1𝐷𝜔2

(51)

и конечное состояние объекта �̄�*(𝑡1) = �̄�*(𝜓
(𝑀)
* ) находится в форме (40).

Подстановка (50) в выражения (24) для программного управления при-
водит к линейным алгоритмам синтеза оптимального регулятора с нестацио-
нарными коэффициентами обратных связей в системе управления с полным
измерением состояния �̄�(𝑡):

�̄�*𝑉 𝑛(�̄�, 𝑡) =
1

2

(︀
𝑇1𝑇2�̄�(𝑡) + 𝑇1𝐷Σ

)︀
𝑛
, 𝑛 = 1, 𝑁1; (52)

�̄�*𝑉 (�̄�, 𝑡, 𝑥) =

𝑁1∑︁
𝑛=1

�̄�*𝑉 𝑛(�̄�, 𝑡)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥),

𝑢*𝑆(�̄�, 𝑡) =
1

2𝜌𝑆
𝑔
(︀
𝑇1𝑇2�̄�(𝑡) + 𝑇1𝐷Σ

)︀
.

(53)
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Матрицы 𝑇1 и 𝑇2 вместе с 𝐷Σ представляются в (52), (53) известны-
ми функциями времени (49), (51) с фиксируемыми на протяжении процесса
управления значениями �̄�(0), которые находятся по результатам наблюдения
�̄�(𝑡) в начальный момент 𝑡 = 0.

Переход в (52), (53) от �̄�(𝑡) к измеряемому выходу объекта 𝑄𝑢(𝑥𝑢, 𝑡) =
=

(︀
𝑄(𝑥𝑢𝑗 , 𝑡)

)︀
в ℎ точках 𝑥𝑢𝑗 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 𝑗 = 1, ℎ, определяется, согласно (11),

векторно-матричным уравнением неполного наблюдения состояния объекта

𝑄(𝑥𝑢, 𝑡) = 𝑆𝑢�̄�(𝑡), 𝑆𝑢 =
[︀
𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥𝑢𝑗)

]︀
, 𝑛 = 1, 𝑁1, 𝑗 = 1, ℎ, (54)

требующим построения наблюдателя полного или пониженного порядка [25].
Если по условиям необходимой точности моделирования объекта (11), (12)
можно ограничиться учетом только 𝑀 первых составляющих �̄�(𝑡) с мини-
мальным их числом, необходимым для решения системы уравнений (39) отно-
сительно представляемого в форме (29) вектора 𝜓*(𝑡1), то �̄�(𝑡) непосредствен-
но определяется решением системы уравнений (54) при ℎ =𝑀 , 𝑁1 = 𝑁 =𝑀 :

�̄�(𝑡) = 𝑆−1
𝑢 𝑄𝑢(𝑥𝑢, 𝑡). (55)

Подстановка (55) в (52), (53) приводит к линейному алгоритму синтеза
оптимального регулятора с обратными связями по измеряемому выходу объ-
екта:

�̄�*𝑉 𝑛(𝑄𝑢, 𝑡) =
1

2

(︀
𝑇1𝑇2𝑆

−1
𝑢 𝑄𝑢(𝑥𝑢, 𝑡) + 𝑇1𝐷Σ

)︀
𝑛
, 𝑛 = 1, 𝑁1;

�̄�*𝑉 (𝑄𝑢, 𝑡, 𝑥) =

𝑁1∑︁
𝑛=1

�̄�*𝑉 𝑛(𝑄𝑢, 𝑡)𝜙𝑛(𝜇𝑛, 𝑥),

𝑢*𝑆(𝑄𝑢, 𝑡) =
1

2𝜌𝑆
𝑔
(︀
𝑇1𝑇2𝑆

−1
𝑢 𝑄𝑢(𝑥𝑢, 𝑡) + 𝑇1𝐷Σ

)︀
.

Заключение
Предложен численный алгоритм решения задачи оптимального программ-

ного управления нелинейной системой с распределенными параметрами па-
раболического типа в условиях равномерной оценки целевых множеств, сво-
димый к специальной итерационной процедуре решения на каждом ее шаге
альтернансным методом линейно-квадратичной задачи оптимизации с опре-
деленным на предыдущей итерации внешним детерминированным простран-
ственно-временным возмущением, компенсирующим влияние невязки между
дифференциальными операторами уравнений линейной и нелинейной моде-
лей объекта. На базе полученных результатов определены уравнения опти-
мальных регуляторов в форме линейных алгоритмов обратной связи по из-
меряемому состоянию системы с фиксируемыми предварительным расчетом
нестационарными коэффициентами передачи.

В отличие от известных численных методов вариаций в пространстве
управляющих воздействий предлагаемый подход характеризуется аналити-
ческой формой представления искомых алгоритмов программного и позици-
онного управления.
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Abstract

The problem of optimization of a nonlinear controlled system with dis-
tributed parameters, and uniformly estimated target sets is reduced to con-
trolling a linear model of the object. This linear model incorporates an ad-
ditional, a priori unknown spatiotemporal disturbance that compensates for
the influence of discrepancies between the linear and nonlinear differential
operators in the corresponding initial-boundary value problems. Partial dif-
ferential equations of the parabolic type describe these problems. The specific
form of the disturbance’s dependence on its arguments is identified based
on the initial approximation at each step of the proposed convergent it-
erative procedure. This procedure is based on the results obtained in the
previous step from solving the linear-quadratic programming optimal con-
trol problem using the developed alternance method. This problem includes
a deterministic external input and requires the intermediate computation of
the controlled state function of the nonlinear object using a digital model.

It has been shown that the desired equations for the optimal regulators
can be obtained from the known results of the iterative process used to find
the program control. The control is represented as linear feedback algorithms
based on the measured state of the object, which uses nonstationary transfer
coefficients.
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Аннотация
Предложен и реализован метод прогнозирования ползучести и дли-

тельной прочности в условиях вязкого механизма разрушения. Вводится
предположение, что у материала при нагружении отсутствуют мгновен-
но-пластическая деформация и первая стадия ползучести, выполняет-
ся гипотеза несжимаемости. В разработанном методе показано, что ес-
ли для заранее испытанного образца (образец-лидер) известны кривая
ползучести при постоянном напряжении и время до ее разрушения, то
для получения диаграммы реологического деформирования и длитель-
ной прочности материала при других уровнях напряжений достаточно
знать лишь начальную минимальную скорость деформации ползучести
(в начальный момент времени) образцов для этих уровней напряжений.

Выполнена проверка адекватности разработанного метода экспери-
ментальным данным для ряда сплавов в условиях растяжения и кру-
чения образцов. Показано, что результаты прогнозирования не зависят
от выбора образца-лидера из ряда образцов, испытанных при различных
напряжениях.

Результаты исследования показывают, что с помощью разработан-
ного метода возможно не только прогнозирование кривых ползучести
и длительной прочности (в асимптотической постановке), но и опти-
мальное планирование экспериментальных исследований для получения
серии стационарных кривых ползучести при постоянных напряжениях.
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Прогнозирование высокотемпературной реологической деформации . . .
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Введение. Проблема прогнозирования неупругой деформации и длитель-
ной прочности материалов в условиях ползучести является одной из акту-
альных задач современного машиностроения при проектировании элементов
конструкций, эксплуатируемых в условиях высоких температур, что отме-
чается в необозримом количестве монографий и публикаций, в частности
в [1–13]. Одной из основных задач в области реологического деформирования
является разработка феноменологических моделей поведения материалов —
уравнений состояния ползучести и длительной прочности. Современное со-
стояние данного научного направления изложено в монографии А. М. Ло-
кощенко [7] и его обзоре с соавторами [14]. Феноменологические уравнения
состояния реологического деформирования являются основой для решения
соответствующих краевых задач, однако построение этих моделей является
сложным и трудоемким процессом из-за реализации технически сложного
эксперимента при высоких температурах и длительности испытаний. Поэто-
му на первый план выходит оптимизация экспериментальных исследований
для получения кривых стационарной ползучести при постоянных напряже-
ниях, являющихся основой для серии построенных реологических моделей
материала.

Разнообразие свойств реологической деформации и характеристик дли-
тельной прочности (наличие трех стадий ползучести или их комбинаций мень-
шей размерности, обратимая деформация при полной разгрузке, существен-
ный разброс деформации ползучести, различные механизмы деформирова-
ния и разрушения материала в зависимости от диапазонов изменения тем-
пературы и напряжений и другие эффекты) не позволяют построить уни-
версальные теории ползучести и длительной прочности для всех возможных
значений температур и напряжений. Более-менее достоверные результаты да-
ют реологические модели, построенные в рамках одного механизма разруше-
ния (вязкого, хрупкого или смешанного) с соответствующими ограничениями
на диапазон изменения параметров температурно-силового нагружения.

В настоящей работе рассматривается построение модели ползучести и дли-
тельной прочности частного вида в рамках принятия гипотезы вязкого меха-
низма разрушения, которая позволяет получить не только кривую ползуче-
сти, но и время до разрушения образцов при различных постоянных напряже-
ниях по экспериментально известной информации о диаграмме деформирова-
ния некоторого одиночного образца-лидера (прототипа). Предполагается, что
в рамках принятой гипотезы отсутствует упрочнение материала (на кривой
деформирования при постоянном напряжении не наблюдается первая стадия
ползучести).

1. Метод прогнозирования ползучести и длительной прочности
по образцу-лидеру. Метод базируется на возможности по установленным
параметрам длительной прочности определять параметры установившейся
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ползучести (и наоборот) на основе феноменологической зависимости

(�̇�min)
𝑘𝑡* = 𝑎, (1)

где �̇�min — скорость установившейся ползучести, 𝑡* — время до разрушения, 𝑘
и 𝑎— параметры материала (в частном случае 𝑘 = 1).

Соотношение (1) получено на основе обработки экспериментальных дан-
ных для различных материалов [17–20]. Однако оно может быть получено
и теоретически из схемы вязкого разрушения. Для этого случая вводятся
следующие гипотезы:

– разрушение образца происходит при большом удлинении и сопровож-
дается появлением шейки;

– у материала отсутствует первая стадия ползучести;
– в момент нагружения пренебрегаем мгновенно-упругой и пластической

деформацией;
– деформация ползучести по длине образца является однородной вплоть

до образования шейки;
– выполняется гипотеза несжимаемости материала.

Исходя из этих гипотез в [2] получена связь между номинальным 𝜎0 = 𝑄/𝐹0

и истинным 𝜎 = 𝑄/𝐹 напряжениями вида

𝜎(𝑡) = 𝜎0 exp[𝑝(𝑡)],

где 𝐹 и 𝐹0 — текущая и первоначальная площади поперечного сечения цилин-
дрического образца, 𝑄 = const— приложенная к образцу нагрузка, 𝑝 = 𝑝(𝑡)—
деформация ползучести. Исходя из степенной зависимости для скорости де-
формации ползучести

�̇� = 𝑎𝜎𝑛,

𝑎 и 𝑛— постоянные величины, в [2] получены следующие зависимости:

𝜎(𝑡)

𝜎0
= (1− 𝑎𝑛𝑡𝜎𝑛0 )

−1/𝑛, 𝑝(𝑡) = − 1

𝑛
ln |1− 𝑎𝑛𝑡𝜎𝑛0 |. (2)

Из (2) следует, что зависимость 𝑝 = 𝑝(𝑡) имеет вертикальную асимптоту.
На заключительной стадии деформирования в некоторой точке кривой пол-
зучести при 𝜎0 = const образуется шейка, и время разрушения 𝑡 = 𝑡* можно
определить, полагая 𝜎(𝑡*) = ∞, а значит, и 𝑝(𝑡*) = ∞. Тогда из (2) имеем

𝑡*(𝜎0) =
1

𝑎𝑛𝜎𝑛0
. (3)

Учитывая, что 𝑎𝜎𝑛0 — значение мгновенной (и минимальной) скорости уста-
новившейся ползучести в начальный момент времени (𝑡 = 0), т.е. 𝑎𝜎𝑛0 =
= �̇�0(𝜎0) = �̇�min, из (3) находим зависимость

�̇�min𝑡
* = 𝑛−1,

которая является частным случаем (1) при 𝑘 = 1. Из (3) следует, что при
𝜎0 = const эта зависимость описывает диаграмму длительной прочности.
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Зависимости (2) и (3) получены в предположении реализации схемы вяз-
кого разрушения в «чистом» виде. В этом случае увеличение истинного на-
пряжения связано лишь с геометрическим уменьшением площади поперечно-
го сечения образца в соответствии с гипотезой несжимаемости материала. Од-
нако при вязком механизме разрушения наблюдается внутризеренное накоп-
ление повреждений, которое приводит к дополнительному снижению эффек-
тивной площади поперечного сечения, воспринимающего нагрузку. В связи с
этим Г. Ф. Лепиным [6] для учета поврежденности была предложена экспери-
ментально обоснованная связь истинного 𝜎 и номинального 𝜎0 напряжений
в виде

𝜎 = 𝜎0 exp(𝑠𝑝), (4)

где 𝑠 > 1— феноменологический параметр, значение которого для некоторых
материалов может достигать величины нескольких десятков. Из (3) с уче-
том (4) получаем зависимости

𝑝(𝑡) = − 1

𝑠𝑛
ln(1− 𝑎𝑛𝑠𝑡𝜎𝑛0 ), (5)

𝑡*(𝜎0) =
1

𝑎𝑛𝑠𝜎𝑛0
, (6)

которые в дальнейшем будем использовать для теоретического обоснования
разработанного метода прогнозирования по изделию-лидеру.

Предположим, что экспериментально получена кривая деформирования
материала вплоть до момента разрушения для образца-лидера при номиналь-
ном напряжении 𝜎0. Перепишем (6) в виде

𝑡*(𝜎0) =
1

𝑛𝑠�̇�0(𝜎0)
, (7)

где �̇�0(𝜎0) = 𝑎𝜎𝑛0 — начальная минимальная скорость установившейся ползу-
чести для образца-лидера. Пусть теперь испытывается исследуемый образец
при номинальном напряжении 𝜎1 и зафиксирована его начальная скорость
�̇�0(𝜎1) = 𝑎𝜎𝑛1 . Тогда, записывая для этого образца соотношение аналогич-
но (7), для времени разрушения 𝑡1(𝜎1) получаем

𝑡1(𝜎1) = 𝑡*(𝜎0)
�̇�0(𝜎0)

�̇�0(𝜎1)
. (8)

Таким образом, если известны начальная скорость ползучести �̇�0(𝜎0) об-
разца-лидера и время его разрушения, а также начальная скорость исследу-
емого образца при напряжении 𝜎1 любой реализации �̇�0(𝜎1), то время разру-
шения исследуемого образца можно получить на основании (8).

Покажем, что можно прогнозировать и кривую деформации исследуемого
образца при любом напряжении по известной кривой ползучести образца-
лидера. Для этого в соотношении (5) необходимо найти зависимость времени
от деформации и напряжения:

𝑡(𝑝, 𝜎0) =
1− 𝑒−𝑛𝑠𝑝

𝑎𝑛𝑠𝜎𝑛0
=

1− 𝑒−𝑛𝑠𝑝

𝑛𝑠�̇�0(𝜎0)
. (9)
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Аналогичная зависимость для номинального напряжения 𝜎1 исследуемого
образца имеет вид

𝑡(𝑝, 𝜎1) =
1− 𝑒−𝑛𝑠𝑝

𝑛𝑠�̇�0(𝜎1)
. (10)

Тогда из (9) и (10) для времени достижения обеими реализациями при на-
пряжениях 𝜎0 (для образца-лидера) и 𝜎1 (для исследуемого образца) одного
и того же значения деформации ползучести 𝑝 получаем

𝑡(𝑝, 𝜎1) = 𝑡(𝑝, 𝜎0)
�̇�0(𝜎0)

�̇�0(𝜎1)
. (11)

Таким образом, из (11) следует, что кривая ползучести исследуемого об-
разца при номинальном напряжении 𝜎1 может быть получена с помощью пре-
образования подобия из кривой ползучести образца-лидера при номинальном
напряжении 𝜎0 с коэффициентом подобия, равным отношению начальных
скоростей деформации образца-лидера и исследуемого образца �̇�0(𝜎0)/�̇�0(𝜎1).

2. Проверка адекватности моделей прогнозирования ползучести
и длительной прочности материала экспериментальным данным.
Для проверки адекватности разработанного метода использовались экспери-
ментальные данные из независимых источников.

2.1. В работе [8] представлена экспериментальная информация по пол-
зучести и длительной прочности коррозионно-стойкого сплава 12Х18Н10Т
при температуре 850 ℃. На рис. 1 сплошными линиями приведены экспе-
риментальные кривые ползучести для четырех уровней напряжения 𝜎0 =
= {40, 50, 60, 80} МПа, осредненные по 6, 7, 6 и 2 реализациям соответственно.
Для иллюстрации разработанного метода в качестве образца-лидера исполь-
зовалась реализация при 𝜎0 = 40 МПа (кривая 1). В табл. 1 приведены экспе-
риментальные [8] значения для начальной скорости установившейся ползуче-
сти �̇�0(𝜎0) и времени до разрушения 𝑡*1 для всех четырех уровней номиналь-
ного напряжения 𝜎0. С использованием этих экспериментальных значений
по формуле (8) получены значения времени до разрушения 𝑡*2 по разработан-
ной методике (см. табл. 1). Для сравнения в табл. 1 приведены расчетные
значения времени до разрушения 𝑡*3 по модели авторов [8].

a

Рис. 1. Экспериментальные (сплошные ли-
нии) [8] и расчетные (штриховые линии) кри-
вые ползучести коррозионно-стойкого сплава
12Х18Н10Т при температуре 850 ℃, постро-
енные по образцу-лидеру (линия 1); маркеры
(номинальные напряжения): 1 — 40 МПа; 2 —

50 МПа; 3 — 60 МПа; 4 — 80 МПа

[Figure. 1. Experimental (solid lines) [8] and calculated (dashed lines) creep curves of the
corrosion-resistant 12Kh18N10T alloy at a temperature of 850 ℃ constructedbased on the leader
sample (line 1); markers (nominal stresses): 1 — 40 MPa; 2 — 50 MPa; 3 — 60 MPa; 4 — 80 MPa]
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Таблица 1
Значения длительной прочности сплава 12Х18Н10Т при температуре 850 ℃

[Values of the long-term strength of the 12Kh18N10T alloy at a temperature of 850 ℃]

𝜎0, MPa
Experimental data [8] Calculated data

�̇�0(𝜎0), h−1 𝑡*1, h 𝑡*2, h 𝑡*3, h Δ2, % Δ3, %

40 0.00082 54.0 54.0 51.0 – 5.6
50 0.0019 23.5 23.3 25.2 0.85 7.2
60 0.0030 15.4 14.8 14.1 3.9 8.4
80 0.0077 6.0 5.75 5.7 4.2 5.0

В двух последних столбцах табл. 1 приведены значения относительных
погрешностей Δ2 и Δ3 (%), вычисленных по формуле

Δ𝑖 =
⃒⃒⃒ 𝑡*𝑖 − 𝑡*1

𝑡*1

⃒⃒⃒
· 100%, 𝑖 = 2, 3 (12)

для моделей (12) и модели авторов [8] соответственно. Согласно этим дан-
ным, погрешность вычисления времени до разрушения по модели (8) для
стационарных кривых ползучести меньше, чем по более сложной модели [8].

На рис. 1 штриховыми линиями показаны расчетные зависимости для
деформации ползучести, полученные на основании (11), при этом использо-
вались лишь экспериментальные данные для образца-лидера (линия 1) и на-
чальные скорости деформации ползучести для остальных реализаций (ли-
нии 2–4).

2.2. В работе [16] приведены экспериментальные данные по деформации
ползучести титанового сплава при температуре 600 ℃ (представлены на рис. 2
сплошными линиями). По ним определялись начальные скорости деформа-
ции ползучести �̇�0 (𝜎0) и время до разрушения 𝑡*1, значения которых приведе-
ны в табл. 2. С целью вариативности разработанного подхода для одних и тех
же экспериментальных данных использовались различные реализации в ка-
честве образца-лидера: на рис. 2, a в качестве образца-лидера использовался
образец 3, а на рис. 2,b — образец 1. На рис. 2 штриховыми линиями пока-

a b

Рис. 2. Экспериментальные (сплошные линии) [16] и расчетные (штриховые линии) кривые
ползучести титанового сплава при температуре 600 ℃, построенные по образцу-лидеру 3 (a)
и образцу-лидеру 1 (b); маркеры (номинальные напряжения): 1 — 300 МПа; 2 — 350 МПа;

3 — 400 МПа
[Figure. 2. Experimental (solid lines) [16] and calculated (dashed lines) creep curves of a titanium
alloy at a temperature of 600 ℃ constructed based on the leader sample 3 (a) and the leader

sample 1 (b); markers (nominal stresses): 1 — 300 MPa; 2 — 350 MPa; 3 — 400 MPa]
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Таблица 2
Значения длительной прочности титанового сплава при температуре 600℃
[Values of the long-term strength of titanium alloy at a temperature of 600 ℃]

𝜎0, MPa �̇�0(𝜎0), h−1 𝑡*1, h
the leader sample 3 the leader sample 1
𝑡*2, h Δ2, % 𝑡*2, h Δ2, %

300 0.00059 107 109.2 2.1 107 –
350 0.0012 55 53.7 2.4 52.6 4.4
400 0.0023 28 28 – 27.4 2.1

заны расчетные зависимости для деформации ползучести по формуле (11),
а в табл. 2 приведены расчетные значения времени разрушения 𝑡*2 по (8)
и погрешности Δ2 величины 𝑡*2 относительно экспериментального значения
𝑡*1 в соответствии с (12). Из представленных на рис. 2 и в табл. 2 данных сле-
дует, что результаты расчетов по (8) и (11) практически не зависят от выбора
образца-лидера.

2.3. Применим разработанный подход к экспериментальным данным [9]
по ползучести для образцов при одноосном растяжении (рис. 3, a) и кручении
(рис. 3, b). В работе [9] диаграммы деформирования представлены в коор-
динатах «время – удельная работа напряжений на деформациях», т.е. по оси

абсцисс на рис. 3 приведены значения работы 𝐴(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖𝑗𝑑𝑝𝑖𝑗 . Поэтому фор-

мальное применение основных расчетных соотношений (8) и (11) в данном
случае сводится к замене начальных скоростей деформации �̇�0 на началь-
ные значения скорости �̇�0 (фактически — удельной мощности) в начальный
момент времени (𝑡 = 0). В качестве образца-лидера в данном случае рассмат-
ривается реализация при номинальном напряжении 𝜎0 = 70 МПа (линия 4
на рис. 3, a).

С использованием экспериментальных данных, представленных на рис. 3,
вычислены начальные скорости �̇�0 для обоих видов нагружения, значения

a b

Рис. 3. Экспериментальные (точки) [9] и расчетные (штриховые линии) диаграммы для
удельной работы напряжений на деформациях ползучести сплава Д16Т при температуре
250 ℃, построенные по образцу-лидеру (линия 4) в условиях одноосного растяжения (a) и
кручения (b); маркеры (номинальные напряжения): 1 — 100 МПа; 2 — 90 МПа; 3 — 80 МПа;

4 — 70 МПа 5 — 46.2 МПа; 6 — 40.5 МПа; 7 — 37.0 МПа; 4 — 34.6 МПа
[Figure. 3. Experimental (points) [9] and calculated (dashed lines) diagrams for specific work
of stresses on creep deformations of D16T alloy at a temperature of 250 ℃ constructed based
on the leader sample (line 4) under conditions of uniaxial tension (a) and torsion (b); markers
(nominal stresses): 1 — 100 MPa; 2 — 90 MPa; 3 — 80 MPa; 4 — 70 MPa; 5 — 46.2 MPa; 6 —

40.5 MPa; 7 — 37.0 MPa; 8 — 34.6 MPa]
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Таблица 3
Значения длительной прочности сплава Д16Т при температуре 250 ℃

[Values of the long-term strength of D16T alloy at a temperature of 250℃]
Uniaxial tension

𝜎0, MPa �̇�0, (N/mm2) · h 𝑡*1, h 𝑡*2, h Δ2, %

70 1.65 · 10−3 719 719 –
80 3.78 · 10−3 345 314 9.0
90 6.74 · 10−3 195 176 9.7
100 1.21 · 10−2 107 98 8.4

Torsion

𝜏0, MPa �̇�0, (N/mm2) · h 𝑡*1, h 𝑡*2, h Δ2, %

34.6 1.62 · 10−3 730 732.3 0.3
37.0 2.7 · 10−3 487 439.4 9.8
40.5 4.3 · 10−3 293 276 5.8
46.2 9.46 · 10−3 150 125.4 16.4

которых приведены в табл. 3. Расчетные значения времени разрушения 𝑡*2 по
(8) с соответствующей заменой �̇�0 (для случая растяжения) и 𝜏0 (для случая
сжатия) на �̇�0 даны для всех вариантов при различных постоянных значени-
ях номинальных растягивающих и касательных напряжений в табл. 3. Здесь
же представлены и относительные погрешности Δ𝑡2 (%) отклонения расчет-
ных данных 𝑡*2 от экспериментальных 𝑡*1. Штриховыми линиями на рис. 3
показаны расчетные диаграммы для работы 𝐴 = 𝐴(𝑡), полученные с исполь-
зованием (11).

Из приведенного примера следует, что прогнозирование по одному образ-
цу-лидеру возможно и для разных видов напряженного состояния. В целом
здесь наблюдается хорошее соответствие расчетных и экспериментальных
данных как для длительной прочности, так и для диаграмм деформирования.

2.4. В работе [9] приведены экспериментальные диаграммы деформи-
рования титанового сплава ВТ-9 при температуре 600 ℃, представленные
на рис. 4. В качестве образцов-лидеров рассматриваются реализации при но-
минальных напряжениях 𝜎0 = 250 МПа (линия 3 на рис. 4, a) и 𝜎0 = 450 МПа
(линия 1 на рис. 4, b).

С использованием экспериментальных данных, представленных на рис. 4,
вычислены начальные скорости �̇�0, значения которых приведены в табл. 4.
Расчетные значения времени разрушения 𝑡*2 по (8) с соответствующей заме-
ной �̇�0 на �̇�0 даны для всех вариантов в табл. 4. Здесь же представлены
и относительные погрешности Δ𝑡2 (%) отклонения расчетных данных 𝑡*2 от
экспериментальных 𝑡*1. Штриховыми линиями на рис. 4 показаны расчетные
диаграммы для работы 𝐴 = 𝐴(𝑡), полученные с использованием (11).

Как следует из приведенного примера, прогнозирование по одному об-
разцу-лидеру возможно и для разных видов напряженного состояния. В це-
лом здесь наблюдается хорошее соответствие расчетных и эксперименталь-
ных данных как для длительной прочности, так и для диаграмм деформиро-
вания.

2.5. Рассмотрим теперь диаграммы испытаний на ползучесть для сплава
ОТ-4 при температуре 550℃ [9], представленные на рис. 5. В табл. 5 приве-
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дены расчетные значения времени разрушения 𝑡*2 по (8) и погрешности Δ2

величины 𝑡*2 относительно экспериментального значения 𝑡*1 в соответствии
с (12). Из приведенных данных следует, что результаты расчетов по (8) и (11)
практически не зависят от выбора образца-лидера.

2.6. Рассмотрим экспериментальные данные [9], представленные в виде
диаграмм деформирования титанового сплава ВТ-5 при температурах 450℃
и 550 ℃ на рис. 6.

С использованием экспериментальных данных, представленных на рис. 6,
вычислены начальные скорости �̇�0, значения которых приведены в табл. 6.
Расчетные значения времени разрушения 𝑡*2 по (8) с соответствующей заме-
ной �̇�0 на �̇�0 даны для всех вариантов в табл. 6. Здесь же представлены и от-
носительные погрешности Δ𝑡2 (%) отклонения расчетных данных 𝑡*2 от экс-
периментальных 𝑡*1. Для сравнения в табл. 6 приведены расчетные значения
времени до разрушения 𝑡*3 по модели, предложенной в [9], и относительные
погрешности Δ𝑡3 (%) отклонения расчетных данных 𝑡*3 от эксперименталь-
ных 𝑡*1. Штриховыми линиями на рис. 6 показаны расчетные диаграммы для
работы 𝐴 = 𝐴(𝑡), полученные с использованием (11).

2.7. Рассмотрим диаграммы испытаний на ползучесть сплава 09Г2С [21],
представленные на рис. 7–9. По диаграммам определялись начальные скоро-
сти деформации ползучести �̇�0 (𝜎0) и время до разрушения 𝑡*1, значения кото-
рых приведены в табл. 7. С целью вариативности разработанного подхода для
одних и тех же экспериментальных данных использовались различные реа-
лизации в качестве образца-лидера: на рис. 7, a, 8, a и 9, a в качестве образца-
лидера использовался образец 1, а на рис. 7,b, 8, b и 9, b — образец 2. На
рис. 7–9 штриховыми линиями показаны расчетные зависимости для дефор-
мации ползучести по формуле (1), а в табл. 7 приведены расчетные значения
времени разрушения 𝑡*2 по (8) и погрешности Δ2 величины 𝑡*2 относительно
экспериментального значения 𝑡*1 в соответствии с (12). Из представленных
на рис. 7–9 и в табл. 7 данных следует, что результаты расчетов по (8) и (11)
также практически не зависят от выбора образца-лидера.

Заключение. Таким образом, разработан метод прогнозирования кри-
вых стационарной ползучести и времени разрушения материала для иссле-
дуемых образцов по начальной (минимальной) скорости ползучести на на-
чальном участке деформирования исследуемых образцов и известной кри-
вой ползучести образца-лидера в условиях механизма вязкого разрушения.
Проведена проверка адекватности моделей на экспериментальных данных
из независимых источников в широком диапазоне материалов и параметров
температурно-силового нагружения.

Коснемся прикладных вопросов применимости полученных в работе ре-
зультатов к планированию экспериментальных исследований по получению
информации о стационарных кривых ползучести. Строго говоря, все резуль-
таты данной статьи применимы лишь в рамках реологического вязкопла-
стического деформирования материала (гипотеза вязкого разрушения) при
выполнении сформулированных выше ограничений. Одним из «диагностиче-
ских» признаков можно считать отсутствие первой стадии ползучести. Тогда,
если имеется экспериментальная кривая ползучести образца-лидера (при из-
вестном номинальном значении напряжения 𝜎0), то, измерив начальную ско-
рость деформации ползучести конкретного исследуемого образца при другом
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a b

Рис. 4. Экспериментальные (точки) [9] и расчетные (штриховые линии) диаграммы для
удельной работы напряжений на деформациях ползучести сплава ВТ-9 при температуре
600 ℃, построенные по образцу-лидеру 3 (a) и образцу-лидеру 1 (b); маркеры (номинальные

напряжения): 1 — 450 МПа; 2 — 350 МПа; 3 — 250 МПа
[Figure. 4. Experimental (points) [9] and calculated (dashed lines) diagrams for specific work of
stresses on creep deformations of VT-9 alloy at a temperature of 600 ℃ constructed based on
the leader sample 3 (a) and the leader sample 1 (b); markers (nominal stresses): 1 — 450 MPa;

2 — 350 MPa; 3 — 250 MPa]

a b

Рис. 5. Экспериментальные (точки) [9] и расчетные (штриховые линии) диаграммы для
удельной работы напряжений на деформациях ползучести сплава ОТ-4 при температуре
550 ℃, построенные по образцу-лидеру 3 (a) и по образцу-лидеру 4 (b); маркеры (номи-

нальные напряжения): 1 — 80 МПа; 2 — 60 МПа; 3 — 50 МПа; 4 — 40 МПа
[Figure. 5. Experimental (points) [9] and calculated (dashed lines) diagrams for specific work of
stresses on creep deformations of OT-4 alloy at a temperature of 550℃ constructed based on
the leader sample 3 (a) and the leader sample 4 (b); markers (nominal stresses): 1 — 80 MPa;

2 — 60 MPa; 3 — 50 MPa; 3 — 40 MPa]

Таблица 4
Значения длительной прочности сплава ВТ-9 при температуре 600 ℃

[Values of the long-term strength of VT-9 alloy at a temperature of 600℃]

𝜎0, MPa �̇�0, (N/mm2) · h 𝑡*1, h
the leader sample 3 the leader sample 1
𝑡*2, h Δ2, % 𝑡*2, h Δ2, %

250 3.07 21.7 22.8 5.1 21.7 –
350 9.11 7.6 7.7 1.3 7.3 3.95
450 34.2 2.05 2.05 – 1.95 4.88
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a b

Рис. 6. Экспериментальные (точки) [9] и расчетные (штриховые линии) диаграммы для
удельной работы напряжений на деформациях ползучести сплава ВТ-5 при температуре
450 ℃, построенные по образцу-лидеру 4 (a), и при температуре 550 ℃, построенные по
образцу-лидеру 7 (b); маркеры (номинальные напряжения): 1 — 370 МПа; 2 — 350 МПа;

3 — 330 МПа; 4 — 300 МПа; 5 — 150 МПа; 6 — 130 МПа; 7 — 110 МПа
[Figure. 6. Experimental (points) [9] and calculated (dashed lines) diagrams for specific work
of stresses on creep deformations of VT-5 alloy at a temperature of 450 ℃ constructed based
on the leader sample 4 (a) and at a temperature of 550 ℃ on the leader sample 7 (b); markers
(nominal stresses): 1 — 370 MPa; 2 — 350 MPa; 3 — 330 MPa; 4 — 300 MPa; 5 — 150 MPa;

6 — 130 MPa; 7 — 110 MPa]

Таблица 5
Значения длительной прочности сплава ОТ-4 при температуре 550 ℃

[Values of the long-term strength of the OT-4 alloy at a temperature of 550 ℃]

𝜎0, MPa �̇�0, MPa · h 𝑡*1, h
the leader sample 3 the leader sample 4
𝑡*2, h Δ2, % 𝑡*2, h Δ2, %

40 0.0189 608.3 601.5 1.12 608.3 –
50 0.0283 401.7 401.7 – 406.2 1.12
60 0.099 116.7 114.8 1.6 116.1 0.51
80 0.23 50 49.4 1.2 50 0

Таблица 6
Значения длительной прочности сплава ВТ-5 при различных температурах

[Values of the long-term strength of VT-5 alloy at various temperatures]

𝑇 , ℃ 𝜎0, MPa �̇�0, (N/mm2) · h 𝑡*1, h 𝑡*2, h Δ2, % 𝑡*3, h Δ3, %

450 300 0.05 785 785 – 777 1.02
450 330 0.13 296 302 2.03 335 13.17
450 350 0.187 225 210 6.67 192 14.67
450 370 0.33 123 119 3.25 123 –
550 110 0.06 460 460 – 471 2.39
550 130 0.14 182 197 8.24 229 25.82
550 150 0.27 110 102 7.27 104 5.45
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a b

Рис. 7. Экспериментальные (точки) [21] и расчетные (штриховые линии) кривые ползу-
чести сплава 09Г2С при температуре 700℃, построенные по образцу-лидеру 1 (a) и по
образцу-лидеру 2 (b); маркеры (номинальные напряжения): 1 — 69.67 МПа; 2 — 58.86 МПа

[Figure. 7. Experimental (points) [21] and calculated (dashed lines) diagrams for specific work of
stresses on creep deformations of 09G2S alloy at a temperature of 700 ℃ constructed based on
the leader sample a (a) and the leader sample 2 (b); markers (nominal stresses): 1 — 69.67 MPa;

2 — 58.86 MPa]

a b

Рис. 8. Экспериментальные (точки) [21] и расчетные (штриховые линии) кривые ползу-
чести сплава 09Г2С при температуре 730℃, построенные по образцу-лидеру 1 (a) и по
образцу-лидеру 2 (b); маркеры (номинальные напряжения): 1 — 58.86 МПа; 2 — 49.05 МПа

[Figure. 8. Experimental (points) [21] and calculated (dashed lines) diagrams for specific work of
stresses on creep deformations of 09G2S alloy at a temperature of 730 ℃ constructed based on
the leader sample a (a) and the leader sample 2 (b); markers (nominal stresses): 1 — 58.86 MPa;

2 — 49.05 MPa]

a b

Рис. 9. Экспериментальные (точки) [21] и расчетные (штриховые линии) кривые ползу-
чести сплава 09Г2С при температуре 750℃, построенные по образцу-лидеру 1 (a) и по
образцу-лидеру 2 (b); маркеры (номинальные напряжения): 1 — 49.05 МПа; 2 — 38.24 МПа
[Figure. 9. Experimental (points) [21] and calculated (dashed lines) diagrams for specific work of
stresses on creep deformations of 09G2S alloy at a temperature of 750 ℃ constructed based on
the leader sample a (a) and the leader sample 2 (b); markers (nominal stresses): 1 — 49.05 MPa;

2 — 38.24 MPa]
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Таблица 7
Значения длительной прочности сплава 09Г2С при различных температурах

[Values of the long-term strength of the 09G2S alloy at various temperatures]

𝑇 , ℃ 𝜎0, MPa �̇�0, MPa · h 𝑡*1, h
the leader sample 1 the leader sample 2
𝑡*2, h Δ2, % 𝑡*2, h Δ2, %

700 69.67 0.075 2.61 2.61 – 2.57 1.5
700 58.86 0.053 3.64 3.69 1.37 3.64 –
730 58.86 0.195 1.14 1.14 – 1.13 0.88
730 49.05 0.070 3.14 3.18 1.27 3.14 –
750 49.05 0.088 1.64 1.64 – 1.63 0.61
750 39.24 0.030 4.79 4.81 0.42 4.79 –

значении напряжения, можно спрогнозировать и кривую ползучести, и время
до его разрушения. Эта информация позволяет оптимальным образом плани-
ровать «загрузку» испытательного оборудования, что важно в силу длитель-
ности и технической сложности экспериментальных исследований в области
высокотемпературной ползучести.
Конкурирующие интересы. Конфликта интересов в отношении авторства и пуб-
ликации этой статьи нет.
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Abstract

A method for predicting creep and long-term strength in conditions of
viscous failure mechanism has been proposed and implemented. It is assumed
that when the material is loaded, there is no instant plastic deformation or
the first stage of creep, and the hypothesis of incompressibility is satisfied.
In the developed method, it is shown that if the creep curve under constant
stress and the time to failure are known for a pre-tested sample (leader
sample), then to obtain the rheological deformation diagram and long-term
strength of the material at other stress levels, it is sufficient to know only
the initial minimum creep deformation rate (at the initial moment of time)
for the samples at these stress levels.

The adequacy of the developed method to experimental data for a range
of alloys under conditions of tension and torsion of samples has been tested.
It has been shown that the prediction results do not depend on the choice
of a leader sample from the series of samples tested at different stress levels.

The research results demonstrate that the developed method allows not
only predicting creep curves and long-term strength (in the asymptotic for-
mulation), but also optimizing the planning of experimental studies to obtain
a series of steady-state creep curves under constant stresses.
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Аннотация
Испаряющиеся капли и пленки используются в приложениях из раз-

ных областей. Особый интерес представляют различные методы испа-
рительной самосборки. В работе описана математическая модель массо-
переноса в высыхающей на подложке капле на базе приближения тон-
кого слоя. Модель учитывает перенос растворенного или взвешенного
вещества капиллярным потоком, диффузию этого вещества, испарение
жидкости, формирование твердого осадка, зависимость вязкости и плот-
ности потока пара от концентрации примеси.

Рассматривается случай, когда трехфазная граница «жидкость–под-
ложка–воздух» закреплена. Для уравнений модели разработаны явные
и неявные разностные схемы. Предложена модификация численного ме-
тода, в которой комбинируется расщепление по физическим процессам,
итерационный метод явной релаксации и метод прогонки. Описан прак-
тический рецепт подавления пилообразных осцилляций на примере кон-
кретной задачи.

Разработан программный модуль на языке С++, который в дальней-
шем можно использовать для задач испарительной литографии. С помо-
щью этого модуля проведены численные расчеты, результаты которых
сравнивались с результатами, полученными в пакете Maple.

Численное моделирование предсказало случай, когда направление
капиллярного потока с течением времени меняется на противополож-
ное из-за изменения знака градиента плотности потока пара. Это может
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приводить к замедлению выноса вещества на периферию, что в резуль-
тате будет способствовать формированию более или менее равномерного
осадка по всей площади контакта капли с подложкой. Данное наблю-
дение полезно для совершенствования методов подавления кольцевых
осадков, связанных с эффектом кофейных колец и нежелательных для
некоторых приложений, как, например, струйная печать или нанесение
покрытий.

Ключевые слова: испаряющаяся капля, массоперенос, капиллярный
поток, разностная схема, пилообразная осцилляция, подавление эффек-
та кофейных колец.

Получение: 18 января 2023 г. / Исправление: 29 апреля 2023 г. /
Принятие: 3 мая 2023 г. / Публикация онлайн: 27 июня 2023 г.

Введение. Испаряющиеся капли и пленки используются в приложени-
ях из разных областей, например, охлаждение нагретых поверхностей элек-
тронных приборов, диагностика в медицине, формирование прозрачных элек-
тропроводных покрытий на гибкой подложке, структурирование поверхно-
сти [1, 2]. Метод испарительной литографии появился после выяснения свя-
зи возникающего при испарении капель коллоидных растворов эффекта ко-
фейных колец [3] с естественным образом формирующимися неоднородными
потоками пара с поверхности капли (см. обзор [2]). В методе испарительной
литографии контролируемое создание пространственных структур в осадках,
остающихся на подложке после высыхания жидкости, достигается при помо-
щи внешних условий, индуцирующих неравномерное испарение с поверхно-
сти коллоидной жидкости. Осадки могут оставаться не только на подлож-
ке, но и на стенке ячейки [4]. Испарительная литография является частью
более широкого направления. Речь идет о самосборке, вызванной испарени-
ем (evaporative-induced self-assembly (EISA)). К этому обширному направле-
нию относятся методы на основе процессов, связанных с контактной лини-
ей (граница трех фаз «жидкость–подложка–воздух»), методы на основе сил
межчастичного взаимодействия и испарительная литография. Как правило,
испарительная литография является гибким и одноступенчатым процессом,
преимущества которого связаны с простотой, дешевизной и применимостью
практически к любой подложке без предварительной обработки. В такой ли-
тографии отсутствует механическое воздействие на шаблон, поэтому его це-
лостность в процессе работы не нарушается. Также этот метод полезен для со-
здания материалов с локализованными функциями, такими как скользкость
и самовосстановление. По этим причинам испарительная литография привле-
кает все большее внимание и к настоящему времени имеет ряд достижений.
В [2] также проанализированы имеющиеся ограничения рассматриваемого
метода и пути его дальнейшего развития.

Методы испарительной литографии можно разделить на активные и пас-
сивные. Их отличие в том, что первая подгруппа характеризуется наличием
ключевых параметров, которые регулируются в режиме реального времени,
а вторая подгруппа подразумевает наличие статических ключевых парамет-
ров, которые настраиваются до начала процесса [2]. К отдельной подгруппе
относятся гибридные методы, которые также могут быть как пассивными, так
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и активными. Эти методы сочетают в себе испарительную литографию с дру-
гими методами, относящимися и не относящимися к испарительной самосбор-
ке [2]. Испарительная литография предоставляет больше возможностей для
формирования структур различной геометрической формы на микро- и на-
ноуровне по сравнению с испарительной самосборкой. Но, с другой сторо-
ны, испарительная самосборка позволяет получать структуры, меньшие по
размеру. Разработка новых гибридных методов в испарительной литографии
позволит получать структуры осадков или рельефных твердых пленок требу-
емой формы и морфологии еще меньших размеров для относительно больших
площадей. Такие покрытия будут устойчивы к внешним механическим воз-
действиям, в них будут отсутствовать трещины [5]. Кроме того, эти покрытия
можно наделить некоторыми требуемыми функциональными свойствами.

К примеру, для разработки гибридных методов можно использовать до-
полнительное воздействие через различные факторы: пропускание электри-
ческого тока через подложку с испаряющейся каплей [6], воздействие маг-
нитным полем на частицы [7], локальный нагрев подложки [8], направление
вектора силы тяжести относительно расположения капли и влажность окру-
жающего воздуха [9,10]. Напряжение электрического тока в подложке влия-
ет на ее смачиваемость жидкостью и на режим контактной линии: пиннинг
(закрепление границы) или режим постоянного краевого угла (скольжение
границы) [6]. Эти факторы влияют на геометрию капли, пространственную
неоднородность испарения вдоль ее свободной поверхности и поле скорости
потока жидкости. Такой способ управления можно использовать в режиме
реального времени, получая при этом требуемую форму осадка. Еще один
дополнительный способ контроля заключается в создании магнитного поля
в области капли [7]. В эксперименте [7] в отсутствие магнитного поля форми-
ровался кольцевой осадок частиц. Увеличение силы магнитного поля приво-
дило к увеличению количества частиц, осаждающихся в центральной области
в виде пятна. Сидячие и висячие капли на подложке изучались в экспери-
менте при разной влажности воздуха [9]. Направление вектора силы тяжести
относительно расположения капли влияет на то, будут ли поток Маранго-
ни и объемная тепловая конвекция сонаправлены или нет. В сидячей капле
эти потоки противодействуют друг другу, а в висячей капле, наоборот, уси-
ливают друг друга. Также не стоит забывать о капиллярном потоке. Влаж-
ность воздуха влияет на скорость испарения. Комбинации этих параметров
приводили к возникновению разных структур осадков: кольцо, равномерное
пятно, диск или центральное пятно [9]. Коллоидную литографию возможно
комбинировать с испарительной литографией [11]. Для получения масок из
микрочастиц на подложке можно использовать испарительную литографию,
а затем на их основе с помощью коллоидной литографии получать упорядо-
ченные осадки наночастиц. Эксперимент с сохнущими каплями [11] показал,
что равномерная упорядоченная морфология осадка лучше получается на
гидрофильных подложках, чем на гидрофобных. Это связано с отличием по-
ведения контактной линии, что зависит от смачиваемости поверхности.

Еще одно важное направление заключается в использовании смесей ча-
стиц. Эти смеси могут состоять из частиц разного размера [12,13], формы [14],
материала и т.д. Частицы Януса состоят из двух частей, материалы кото-
рых отличаются по физико-химическим свойствам [15]. Разделение частиц

311



Кол е г о в К. С.

по размеру вблизи трехфазной границы высыхающей капли моделировалось
в [13]. В бинарных смесях частиц разного размера могут возникать силы ис-
ключенного объема (энтропийные силы), которые способствуют притяжению
крупных частиц друг к другу [16, 17]. Химическое воздействие на частицы
с помощью поверхностно-активных веществ также позволяет контролировать
форму осадка и его морфологию [18].

Испарение коллоидной жидкости из ячейки Хелли—Шоу также можно от-
нести к испарительной литографии [19,20]. Такая ячейка состоит из двух па-
раллельно расположенных пластин, между которыми есть узкая щель, в ко-
торой заключен коллоидный раствор. Все боковые стороны ячейки, кроме
одной, закрыты. Жидкость испаряется через открытое боковое отверстие,
поэтому этот процесс называют направленным испарением. Частицы пере-
носятся капиллярным потоком в сторону направленного испарения. Возмож-
но образование как сплошного осадка [19], так и периодических полос [20].
В [20] изучались такие параметры, как степень адсорбции частиц к подложке
и скорость испарения, влияющие на морфологию осадка. Сложная структура
возникающих потоков жидкости была показана в эксперименте [19].

На примере капли солевого раствора показана возможность управлять
формированием кристаллического осадка с помощью точечного лазерного
нагрева локального участка свободной поверхности жидкости [21]. В экспери-
менте изучалось влияние таких параметров, как мощность лазера и смачивае-
мость/несмачиваемость подложки. Комбинации значений этих параметров
приводили к таким кристаллическим паттернам, как кольцо, спираль, пятно
и прочее. Визуализация структуры потока показала, что течение направлено
в сторону центральной зоны нагрева от подложки к границе жидкости и воз-
духа. Вдоль свободной поверхности поток направлен от центра к перифе-
рии капли. На перенос растворенного вещества в этом эксперименте в боль-
шей степени влиял тепловой поток Марангони и капиллярный поток [21].
Во-первых, неравномерный нагрев поверхности приводит к неравномерной
локальной плотности потока пара. Во-вторых, перепад температуры влияет
на возникновение градиента поверхностного натяжения вдоль свободной по-
верхности жидкости. Эти два фактора объясняют наблюдаемую структуру
потока жидкости. Концентрация соли растет в области нагрева поверхности
не только за счет переноса потоком, но и благодаря интенсивному испаре-
нию, происходящему в зоне воздействия лазера [21]. Для сравнения в экспе-
рименте [22] при испарении капли солевого раствора без какого-либо внешне-
го воздействия преобладал концентрационный поток Марангони. С помощью
метода PIV (Particle Image Velocimetry) была изучена динамика структуры
потока. Исследование показало, что зарождение кристаллов и их рост в про-
цессе испарения жидкости приводит к нарушению осесимметричного потока.
Вокруг кристаллов возникают симметричные вихри [22].

Теоретический интерес к упомянутым выше процессам связан с различ-
ными практическими приложениями. К примеру, в недавней работе [23] про-
веден эксперимент по управлению формированием осадка, содержащего бак-
терии, через локальное воздействие на испарение, что важно для приложений
в медицине и биотехнологиях. Испарительная литография может использо-
ваться для нанесения функциональных чернил на поверхность и получения
необходимого паттерна [24]. Формирование периодических структур из ме-
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таллических наночастиц важно для разработки плазмонных сенсоров [25].
Моделирование массопереноса в высыхающих каплях важно, так как чис-

ленные результаты позволяют подобрать необходимые параметры для про-
ведения экспериментальных исследований. Это дает возможность совершен-
ствовать существующие методы и разрабатывать новые приложения. Кон-
тинуальные модели позволяют описать форму осадка, но не его морфоло-
гию [26–28]. Полудискретные модели, в которых частицы описываются точ-
ками, тоже не в состоянии предсказывать морфологию осадка [29–32]. Ре-
шеточные модели описывают лишь частицы в форме кубоидов [33–37]. Ме-
тоды молекулярной динамики и диссипативной динамики частиц позволяют
делать прогнозы лишь для относительно малого числа частиц [38–40]. Без-
решеточные модели на основе метода Монте—Карло, в которых явно отсле-
живается динамика каждой частицы, лишены упомянутых недостатков [13,
41–45]. Но эти модели либо не учитывают гидродинамику, либо используют
простые аналитические решения для частного случая. Для улучшения этих
моделей, алгоритмов и программ необходимо разрабатывать дополнитель-
ные модули, позволяющие учесть различные эффекты, влияющие на фор-
мирование осадков, в том числе и гидродинамику. В коммерческом пакете
Comsol Multiphysics есть модули, позволяющие рассчитывать динамику ча-
стиц и гидродинамику [46], но цена на этот пакет относительно высокая. Это
касается и дополнительных тулбоксов к Matlab [47]. Недавно для нашей стра-
ны был ограничен доступ к официальному сайту свободного пакета для мо-
лекулярной динамики LAMMPS (https://www.lammps.org/). Зарубежные ком-
мерческие пакеты в любой момент могут оказаться недоступными из-за поли-
тической ситуации. К примеру, на момент написания данной статьи приоста-
новлены продажи пакета Ansys в РФ. В условиях импортозамещения очень
важной является разработка отечественного программного обеспечения для
моделирования, написание своих кодов и библиотек. Для проведения исследо-
ваний в области испарительной литографии требуется разработка программ-
ного комплекса, включающего ряд модулей (рис. 1). Пустой прямоугольник
на схеме обозначает дополнительные модули, которые необходимо создать.
К примеру, в случае необходимости учета таких важных факторов, как вза-
имодействие частиц с подложкой (адсорбция или адгезия) или со свободной
поверхностью капли (капиллярные силы).

Разработка модулей для моделирования диффузии и капиллярного при-
тяжения сферических частиц обсуждалась ранее в [42, 44, 45]. Также был
рассмотрен случай для бинарной смеси частиц разного размера [13]. Цель
текущей работы — разработать численный алгоритм и программный модуль
для расчета гидродинамики в высыхающей капле для дальнейшего исполь-
зования в программном комплексе, ориентированном на решение задач в об-
ласти испарительной литографии. Но при разработке необходимо учитывать
одно требование. Алгоритм должен быть рассчитан на большое количество
предельно малых временных шагов (минимальные вычислительные затраты
на каждом временном шаге), что позволит корректно работать уже имею-
щемуся модулю «Диффузия частиц», основанному на методе Монте—Карло,
для явного предсказания динамики частиц, так как в этом случае выполняет-
ся соотношение Эйнштейна—Смоулховского [45]. Величина временного шага
Δ𝑡 косвенно зависит от размера частиц, например, для частиц с радиусом
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Рис. 1. Схема планируемого программного комплекса для решения задач в области испа-
рительной литографии [Figure 1. Scheme of the planned software complex for solving problems

in the field of evaporative lithography]

0.35 мкм в [45] использовался шаг Δ𝑡 = 10−4 с.
Также здесь стоит отметить, по какой причине не подходят существую-

щие готовые решения. Описанное в [48] аналитическое решение базируется
на смеси кинематического подхода и приближения смазки, которое еще из-
вестно как приближение тонкого слоя. Под кинематическим подходом здесь
понимается нахождение усредненной радиальной скорости потока из закона
сохранения массы. Такой подход не объясняет природу возникновения пото-
ка, как например, капиллярные силы, когда в задаче явным образом учи-
тывают градиент давления Лапласа и кривизну свободной поверхности. Как
видно из полученного решения [48], оно явным образом не зависит от ря-
да физических параметров, как, например, вязкость жидкости. Кроме того,
это решение опирается на частный случай с определенным видом функции
плотности потока пара 𝐽(𝑟, 𝑡), что не позволяет решать задачи, связанные
с испарительной литографией. Здесь 𝑟— радиальная координата и 𝑡— время.
Различные маски, излучатели и прочее внешнее воздействие оказывают влия-
ние на концентрацию пара вблизи свободной поверхности, что в итоге влияет
на капиллярный поток жидкости [2]. Таким образом, для определения 𝐽(𝑟, 𝑡)
необходимо численно моделировать перенос пара в воздухе. Предложенная
в [49] неявная разностная схема является неустойчивой. Вблизи границ по-
являются осцилляции, которые со временем разрастаются на всю область.
Авторы [49] подробно не разъясняют способ численной реализации гранич-
ных условий, ссылаясь на приложенный код в дополнении. Но восстановить
некоторые граничные условия из кода крайне сложно. В программе [49] на
каждом временном шаге выполняется искусственное сглаживание осциллиру-
ющих точек с помощью специального фильтра. Кроме того, на каждом шаге
необходимо выполнять такие вычислительно затратные операции, как нахож-
дение обратной матрицы и умножение матрицы на вектор. По этим причинам
данный программный модуль [49] нам не подходит. В отличие от [27, 28, 49]
здесь дополнительно будет описана численная реализация расчета поля ско-
рости потока жидкости, а не только усредненной по толщине жидкого слоя
радиальной компоненты скорости.
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1. Физическая постановка задачи. Капля жидкости испаряется на
твердом горизонтальном непромокаемом основании при нормальных ком-
натных условиях. Считаем, что жидкость несжимаема. Трехфазная грани-
ца закреплена, поэтому радиус контакта капли и подложки 𝑅— постоянная
величина. Рассматриваем случай относительно малого объема жидкости, ко-
гда сила поверхностного натяжения преобладает над силой тяжести, число
Бонда Bo = 𝜌ℎ20𝑔/𝜎 ≈ 1.4 · 10−3 ≪ 1, где 𝑔— ускорение свободного паде-
ния, 𝜌— плотность жидкости, 𝜎— коэффициент поверхностного натяжения
и ℎ0 = ℎ(0, 0)— начальная высота капли. Здесь функция ℎ = ℎ(𝑟, 𝑡) задает
профиль свободной поверхности жидкости (граница «жидкость – воздух»).
В этом случае форма капли близка форме сферического сегмента. По при-
чине осевой симметрии удобно использовать цилиндрическую систему коор-
динат (𝑟, 𝑧). Движение жидкости вызывает локальные изменения кривизны
поверхности в процессе испарения жидкости, приводящие к возникновению
градиента давления Лапласа (капиллярный поток). В случае малых значе-
ний краевого угла смачивания 𝜃 капиллярный поток преобладает над потоком
Марангони (см. оценку в [44]). Здесь речь идет о тонких каплях, для которых
аспектное отношение 𝜀 = ℎ0/𝑅≪ 1. Значения параметров задачи приведены
в табл. 1.

Распределение растворенного или взвешенного в жидкости вещества бу-
дем описывать функцией ⟨𝐶⟩(𝑟, 𝑡). Предполагаем, что массовая доля веще-
ства ⟨𝐶⟩ не зависит от координаты 𝑧. Если время диффузионной релаксации
вещества много меньше времени полного испарения, т.е. 𝑡𝑑 ≪ 𝑡𝑓 , то устанав-
ливается равномерная концентрация вещества вдоль вертикального направ-
ления. Здесь время 𝑡𝑑 = ℎ20/𝐷 = 100 с и время 𝑡𝑓 = 450 с. Таким образом,
величина ⟨𝐶⟩ является усредненной по высоте жидкого слоя.

2. Математическая модель. Запишем уравнение неразрывности и ста-
ционарные уравнения Навье—Стокса без учета инерционных слагаемых в ци-
линдрической системе координат:

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0, (1)

𝜕

𝜕𝑟

(︁𝜂
𝑟

𝜕(𝑟𝑢)

𝜕𝑟

)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜂
𝜕𝑢

𝜕𝑧

)︁
=
𝜕𝑃

𝜕𝑟
, (2)

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝜂𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟

)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜂
𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︁
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
, (3)

где 𝜂 = 𝜂(⟨𝐶⟩)— динамическая вязкость жидкости. Давление 𝑃 , горизонталь-
ная и вертикальная компоненты вектора скорости v = (𝑢,𝑤) являются функ-
циями, зависящими от 𝑡, 𝑟 и 𝑧. Система уравнений (1)–(3) справедлива для
несжимаемой жидкости и малых значений числа Рейнольдса Re = 𝜌𝑢𝑐ℎ0/𝜂0.
Как правило, характерная скорость потока жидкости 𝑢𝑐 ≈ 1 мкм/с в испа-
ряющейся при комнатных условиях капле воды. В таком случае число Рей-
нольдса Re ≈ 10−4 ≪ 1.

Для перехода к безразмерным записям рассмотрим масштабные соотно-
шения: 𝜂 = 𝜂0𝜂, 𝐽 = 𝐽𝐽𝑐, 𝑢 = 𝑢𝑐�̃�, 𝑤 = 𝜀𝑢𝑐�̃�, 𝑡 = 𝑡𝑐𝑡, 𝑃 = 𝑃𝑐𝑃 , 𝑟 = 𝑅𝑟
и 𝑧 = ℎ0𝑧. Здесь знаком «тильда» помечаем безразмерные величины. Заме-
тим, что горизонтальные и вертикальные составляющие (размер, скорость)
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масштабируются по-разному. Такой подход лежит в основе приближения смаз-
ки.

Зададим характерные величины: скорость 𝑢𝑐 = 𝜂0/(𝜌ℎ0) ≈ 0.01 м/с, время
𝑡𝑐 = 𝑅/𝑢𝑐 ≈ 0.1 с, плотность потока пара 𝐽𝑐 = 𝜀𝑢𝑐𝜌 ≈ 1 кг/(м2 · c) и давление
𝑃𝑐 = 𝑅𝑢𝑐𝜂0/ℎ

2
0 ≈ 1 Па. Запишем уравнение неразрывности (1) в безразмерном

виде:
1

𝑟

𝜕(𝑟�̃�)

𝜕𝑟
+
𝜕�̃�

𝜕𝑧
= 0. (4)

Заметим, что уравнение (4) не отличается по форме записи от (1). Уравне-
ния (2) и (3) записываются так:

𝜀2
𝜕

𝜕𝑟

(︁𝜂
𝑟

𝜕(𝑟�̃�)

𝜕𝑟

)︁
+

𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜂
𝜕�̃�

𝜕𝑧

)︁
=
𝜕𝑃

𝜕𝑟
, (5)

𝜀3
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝜂𝑟
𝜕�̃�

𝜕𝑟

)︁
+ 𝜀2

𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜂
𝜕�̃�

𝜕𝑧

)︁
=
𝜕𝑃

𝜕𝑧
. (6)

Пренебрегая слагаемыми, при которых стоят 𝜀2 и 𝜀3, в (5) и (6), получаем

𝜕𝑃

𝜕𝑟
− 𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝜂
𝜕�̃�

𝜕𝑧

)︁
= 0, (7)

𝜕𝑃

𝜕𝑧
= 0. (8)

В результате получена упрощенная система уравнений (4), (7) и (8).
Из (8) следует, что давление 𝑃 не зависит от 𝑧, тогда вместо 𝑃 будем рас-

сматривать усредненную по высоте жидкого слоя величину ⟨𝑃 ⟩ = ⟨𝑃 ⟩(𝑟, 𝑡).
Интегрируя левую и правую части (7) и учитывая, что вязкость 𝜂 здесь не
зависит явно или косвенно от 𝑧,

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

∫︁
𝑑𝑧 − 𝜂

∫︁
𝜕2�̃�

𝜕𝑧2
𝑑𝑧 =

∫︁
0 𝑑𝑧,

получаем
𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(𝑧 + 𝐶1)− 𝜂
(︁𝜕�̃�
𝜕𝑧

+ 𝐶2

)︁
= 𝐶3.

Как было отмечено ранее, термокапиллярные потоки здесь не рассматри-
ваются, поэтому на свободной границе 𝑧 = ℎ̃ выполняется баланс касатель-
ных напряжений 𝜕�̃�/𝜕𝑧 = 0, тогда

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

ℎ̃+
𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

𝐶1 = 𝐶3 + 𝜂𝐶2.

Для 𝑟 = 0 выполняется условие осевой симметрии 𝜕⟨𝑃 ⟩/𝜕𝑟 = 0, тогда
𝐶3 = −𝜂(0, 𝑡)𝐶2. В действительности вязкость 𝜂 зависит от 𝑟 и 𝑡 неявным
образом, через массовую долю ⟨𝐶⟩, но здесь для краткости пишем 𝜂(𝑟, 𝑡).
На границе 𝑟 = �̃� горизонтальная компонента скорости является постоян-
ной величиной, не зависящей от 𝑧 (в силу прилипания к подложке �̃� = 0).
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Тогда в этой точке 𝜕2�̃�/𝜕𝑧2 = 0. Учитывая это, из (7) получаем граничное
условие 𝜕⟨𝑃 ⟩/𝜕𝑟 = 0 для 𝑟 = �̃�. С таким условием приходим к соотношению
𝐶3 = −𝜂(�̃�, 𝑡)𝐶2. На разных границах получили одно и то же соотношение,
хотя в общем случае 𝜂(0, 𝑡) ̸= 𝜂(�̃�, 𝑡). Приходим к выводу, что 𝐶2 = 𝐶3 = 0.
В таком случае константа интегрирования 𝐶1 = −ℎ̃ и последнее выражение
принимает вид

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(𝑧 − ℎ̃)− 𝜂
𝜕�̃�

𝜕𝑧
= 0.

Интегрируем полученное еще раз:

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

∫︁
𝑧 𝑑𝑧 − 𝜕⟨𝑃 ⟩

𝜕𝑟
ℎ̃

∫︁
𝑑𝑧 − 𝜂

∫︁
𝜕�̃�

𝜕𝑧
𝑑𝑧 =

∫︁
0 𝑑𝑧,

получаем
𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(︁𝑧2
2

+ 𝐶4 − ℎ̃𝑧 + 𝐶5

)︁
− 𝜂(�̃�+ 𝐶6) = 𝐶7.

Учитывая, что для 𝑧 = 0 выполняется условие прилипания �̃� = 0 и для
𝑟 = 0 выполняется условие 𝜕⟨𝑃 ⟩/𝜕𝑟 = 0, получаем 𝐶7 = −𝜂(0, 𝑡)𝐶6. Учитывая
аналогичные граничные условия для 𝑟 = �̃�, получаем 𝐶7 = −𝜂(�̃�, 𝑡)𝐶6. При-
ходим к выводу, что 𝐶6 = 𝐶7 = 0. Затем, учитывая лишь условие �̃� = 0 для
𝑧 = 0, получаем 𝐶4 = −𝐶5. В итоге выражаем горизонтальную компоненту
вектора скорости:

�̃� =
𝐻𝑎(𝑥)

𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(︁𝑧2
2

− ℎ̃𝑧
)︁
. (9)

В некоторых уравнениях модели, в том числе и в (9), дополнительно ис-
пользуется аналитическое приближение функции Хевисайда 𝐻𝑎, чтобы ис-
ключить некоторые виды массопереноса при возникновении фазового пере-
хода, как, например, «золь–гель», «жидкость–стекло» и т.п.:

𝐻𝑎(𝑥) =
1

1 + exp(−2𝑘ℎ𝑥)
,

где 𝑥 = 𝐶𝑔 − ⟨𝐶⟩ − 𝛿𝑥, 𝑘ℎ = 10/𝛿𝑥, 𝛿𝑥— ширина области перехода. Теперь,
подставляя (9) в (4) и интегрируя полученное:∫︁

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁𝑟𝐻𝑎(𝑥)

𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(︁𝑧2
2

− ℎ̃𝑧
)︁)︁

𝑑𝑧 +

∫︁
𝜕�̃�

𝜕𝑧
𝑑𝑧 =

∫︁
0 𝑑𝑧,

получаем

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁𝑟𝐻𝑎(𝑥)

𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(︁𝑧3
6

− ℎ̃𝑧2

2
+ 𝐶8

)︁)︁
+ �̃� + 𝐶9 = 0.

Запишем полученное выражение в развернутом виде:

𝐻𝑎(𝑥)

𝑟𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(︁𝑧3
6

− ℎ̃𝑧2

2

)︁
+
𝐻𝑎(𝑥)

𝜂

(︁𝑧3
6

− ℎ̃𝑧2

2

)︁𝜕2⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟2

− 𝐻𝑎(𝑥)𝑧
2

2𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

𝜕ℎ̃

𝜕𝑟
+
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+
𝐶8𝐻𝑎(𝑥)

𝑟𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

+
𝐶8𝐻𝑎(𝑥)

𝜂

𝜕2⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟2

+

+
𝜕𝐻𝑎(𝑥)

𝜕𝑟

1

𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(︁𝑧3
6

− ℎ̃𝑧2

2
+ 𝐶8

)︁
+ �̃� + 𝐶9 = 0.

Учитывая условие непротекания �̃� = 0 для 𝑧 = 0 и условие 𝜕⟨𝑃 ⟩/𝜕𝑟 = 0 для
𝑟 = 0 и 𝑟 = �̃�, получаем два соотношения:

𝐶8𝐻𝑎(𝑥)

𝜂(0, 𝑡)

𝜕2⟨𝑃 ⟩(0, 𝑡)
𝜕𝑟2

+ 𝐶9 = 0 и
𝐶8𝐻𝑎(𝑥)

𝜂(�̃�, 𝑡)

𝜕2⟨𝑃 ⟩(�̃�, 𝑡)
𝜕𝑟2

+ 𝐶9 = 0.

Из чего следует, что 𝐶8 = 𝐶9 = 0. В таком случае получаем выражение для
вертикальной компоненты вектора скорости:

�̃� = −1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁𝑟𝐻𝑎(𝑥)

𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

(︁𝑧3
6

− ℎ̃𝑧2

2

)︁)︁
. (10)

Движение свободной поверхности капли в процессе испарения описывает-
ся законом сохранения (см. ссылки в [28])

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕(𝑟ℎ⟨𝑢⟩)
𝜕𝑟

= −𝐽
𝜌

√︂
1 +

(︁𝜕ℎ
𝜕𝑟

)︁2
, (11)

где ⟨𝑢⟩— усредненная по высоте жидкого слоя скорость радиального потока
жидкости. В безразмерном виде (11) записывается так:

𝜕ℎ̃

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕(𝑟ℎ̃⟨�̃�⟩)
𝜕𝑟

= −𝐽, (12)

где пренебрегаем
√︁
1 + 𝜀2(𝜕ℎ̃/𝜕𝑟)2 в правой части как величиной второго по-

рядка малости. С учетом (9) для усредненной радиальной скорости ⟨�̃�⟩ имеем

⟨�̃�⟩ = 1

ℎ̃

∫︁ ℎ̃

0
�̃� 𝑑𝑧 = −𝐻𝑎(𝑥)

ℎ̃2

3𝜂

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

. (13)

Капиллярное давление зависит от локальной кривизны поверхности:

⟨𝑃 ⟩ = − 1

Ca

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕ℎ̃

𝜕𝑟

)︁
, (14)

что следует из формулы для давления Лапласа [28] с учетом приближения
смазки. Здесь капиллярное число Ca = 𝜂0𝑢𝑐/(𝜎𝜀

3) = 𝜂2/(𝜀3𝜌ℎ0𝜎) ≈ 0.14. В [49]
выражения (13) и (14) подставляются в уравнение (12) и затем строится раз-
ностная схема для уравнения с производной четвертого порядка по 𝑟 отно-
сительно ℎ. Чтобы избежать таких громоздких разностных схем, здесь (13)
и (14) рассматриваются как отдельные уравнения.
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Для описания переноса растворенного или взвешенного вещества исполь-
зуем уравнение конвекции–диффузии [28]

𝜕⟨𝐶⟩
𝜕𝑡

+ ⟨𝑢⟩𝜕⟨𝐶⟩
𝜕𝑟

=
𝐷

𝑟ℎ

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟ℎ
𝜕⟨𝐶⟩
𝜕𝑟

)︁
+
𝐽⟨𝐶⟩
𝜌ℎ

√︂
1 +

(︁𝜕ℎ
𝜕𝑟

)︁2
, (15)

где 𝐷— коэффициент диффузии растворенного или взвешенного вещества.
Подробный вывод уравнения (15) описан в [50]. В безразмерном виде урав-
нение (15) с учетом приближения смазки принимает вид

𝜕⟨𝐶⟩
𝜕𝑡

+ ⟨�̃�⟩𝜕⟨𝐶⟩
𝜕𝑟

=
𝐻𝑎(𝑥)

Pe

1

𝑟ℎ̃

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟ℎ̃
𝜕⟨𝐶⟩
𝜕𝑟

)︁
+
𝐽⟨𝐶⟩
ℎ̃

, (16)

где Pe— число Пекле, Pe ≈ 𝑅𝑢𝑐/𝐷 ≈ 105. В итоге система уравнений вклю-
чает в себя уравнения (9), (10), (12), (13), (14) и (16).

3. Вязкость и плотность потока пара. Теперь необходимо ввести за-
мыкающие соотношения для некоторых величин. В предложенной здесь мо-
дели вязкость зависит от массовой доли вещества. Для описания этой зави-
симости используем формулу Муни

𝜂 = exp
(︁ 𝑆⟨𝐶⟩
1−𝐾⟨𝐶⟩

)︁
,

где значения эмпирических параметров 𝑆 = 1.692 и𝐾 = 1.236 возьмем из [51].
Также считаем, что плотность потока пара зависит от концентрации вещества
и толщины жидкого слоя:

𝐽 = 𝐽0
1− ⟨𝐶⟩2/𝐶2

𝑔

𝜅+ ℎ̃
,

где 𝐶𝑔 — критическая массовая доля, при которой происходит фазовый пе-
реход [27] (золь–гель, стеклообразование, кристаллизация и т. п.), полагаем
𝐶𝑔 ≈ 0.7 [51]. Для расчетов будем использовать значение параметра 𝜅 = 1.
Это некоторая аппроксимация для учета испарения, поэтому в дальнейшем
планируется разработать модуль численного расчета переноса пара в воздухе
(рис. 1). Величина 𝐽0 рассчитывается так:

𝐽0 =
𝐷𝑣𝐶𝑣(1−𝐻)

𝐽𝑐𝑅
(0.27𝜃2 + 1.3)(0.6381− 0.2239(𝜃 − 𝜋/4)2),

где𝐻 — относительная влажность,𝐷𝑣 — коэффициент диффузии пара и 𝐶𝑣 —
плотность насыщенного пара [48].

4. Начальные и граничные условия. Запишем начальные условия
задачи. Для тонких капель, размер которых меньше капиллярной длины, до-
пустимо использовать параболическое приближение начальной формы сво-
бодной поверхности ℎ̃(𝑟, 0) = 1− 𝑟2 [48]. Начальную массовую долю вещества
опишем с помощью выражения [27]

⟨𝐶⟩(𝑟, 0) = 𝐶𝑔
2− 𝐶0 + 2(𝐶0 − 1)

1 + exp(𝑤𝑐(𝑟 − 1))
,
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где параметр 𝑤𝑐 регулирует начальную ширину кольцевого осадка (здесь
в расчетах используем 𝑤𝑐 = 30). Такое условие предполагает, что вещество
в начале процесса распределено практически равномерно вдоль радиальной
координаты, за исключением района периферии (𝑟 ≈ �̃� = 1), где концентра-
ция устремляется к пороговому значению 𝐶𝑔, что обеспечивает закрепление
трехфазной границы «жидкость–подложка–воздух».

Для 𝑟 = 0 по причине осевой симметрии задаются следующие граничные
условия:

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=0

=
𝜕ℎ̃

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=0

=
𝜕⟨𝐶⟩
𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=0

=
𝜕�̃�

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=0

= �̃�
⃒⃒
𝑟=0

= ⟨�̃�⟩
⃒⃒
𝑟=0

= 0.

На границе 𝑟 = �̃� выполняются условия

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=�̃�

= �̃�
⃒⃒
𝑟=�̃�

= �̃�
⃒⃒
𝑟=�̃�

= ⟨�̃�⟩
⃒⃒
𝑟=�̃�

= 0, ℎ̃
⃒⃒
𝑟=�̃�

= ℎ̃𝑓 , ⟨𝐶⟩
⃒⃒
𝑟=�̃�

= 𝐶𝑔.

Условие для ⟨𝑃 ⟩ уже обсуждалось в п. 2. Вертикальная и горизонтальная
компоненты вектора скорости потока жидкости записываются из соображе-
ний непротекания и прилипания. Здесь ℎ̃𝑓 — толщина жидкого слоя в районе
контактной линии.

Граничные условия вдоль подложки следующие:

�̃�
⃒⃒
𝑧=0

= �̃�
⃒⃒
𝑧=0

= 0,

по причине непротекания и прилипания. Вдоль свободной границы жидкости
условия принимают вид

𝜕�̃�

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ̃

= �̃�
⃒⃒
𝑧=ℎ̃

= 0

в предположении, что на этой границе нет вязкого трения и отсутствует по-
ток жидкости через границу «жидкость–воздух» (из-за медленного испаре-
ния влияние подвижной границы и отдачи пара не учитываем). В приближе-
нии смазки на этой границе �̃� и �̃� соответствуют нормальной и касательной
компонентам вектора скорости. Последние условия для скорости потока на
свободной поверхности капли являются излишними, так как значения �̃� и �̃�
на этой границе несложно рассчитать с использованием выражений (9) и (10).

5. Численный метод решения задачи. В этом пункте рассматрива-
ются только безразмерные величины, поэтому знак «тильда» опускаем для
краткости. Для дискретной аппроксимации уравнений модели с помощью
разностных схем введем пространственно-временную сетку с координатами
𝑟𝑛 = 𝑛Δ𝑟, 𝑧𝑚 = 𝑚Δ𝑧 и 𝑡𝑘 = 𝑘Δ𝑡, где 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 ; 𝑚 = 0, 1, . . . ,𝑀 ;
𝑘 = 0, 1, . . . ,𝐾. Параметры Δ𝑡, Δ𝑟 и Δ𝑧 обозначают шаги по времени и про-
странству соответственно. Кроме того, сетка характеризуется такими вели-
чинами, как количество отрезков (𝑁 , 𝑀 и 𝐾) и узлов (𝑁 +1, 𝑀 +1 и 𝐾+1).
Параметр 𝐾 = [𝑡𝑓/Δ𝑡], здесь квадратные скобки обозначают целочисленное
деление. Шаги по пространству определяются как Δ𝑟 = 𝑅/𝑁 и Δ𝑧 = ℎ0/𝑀 .

Перепишем уравнения (9), (10), (12), (13), (14) и (16) в дискретном виде:

𝑢𝑘𝑛,𝑚 =
𝐻𝑎(𝑥𝑛)

𝜂𝑘𝑛

⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛+1 − ⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛−1

2Δ𝑟

(︁𝑧2𝑚
2

− ℎ𝑘𝑛𝑧𝑚

)︁
, (17)
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𝑤𝑘𝑛,𝑚 = −
𝐻𝑎(𝑥𝑛+1/2)

𝑟𝑛Δ𝑟

𝑟𝑛+1/2

𝜂𝑘𝑛+1/2

⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛+1 − ⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛
Δ𝑟

(︁𝑧3𝑚
6

−
ℎ𝑘𝑛+1/2𝑧

2
𝑚

2

)︁
+

+
𝐻𝑎(𝑥𝑛−1/2)

𝑟𝑛Δ𝑟

𝑟𝑛−1/2

𝜂𝑘𝑛−1/2

⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛 − ⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛−1

Δ𝑟

(︁𝑧3𝑚
6

−
ℎ𝑘𝑛−1/2𝑧

2
𝑚

2

)︁
, (18)

ℎ𝑘+1
𝑛 − ℎ𝑘𝑛

Δ𝑡
+

1

𝑟𝑛

𝑟𝑛+1ℎ
𝑘+1
𝑛+1⟨𝑢⟩

𝑘+1
𝑛+1 − 𝑟𝑛−1ℎ

𝑘+1
𝑛−1⟨𝑢⟩

𝑘+1
𝑛−1

2Δ𝑟
= −𝐽𝑘𝑛 , (19)

⟨𝑢⟩𝑘𝑛 = −𝐻𝑎(𝑥𝑛)
(ℎ𝑘𝑛)

2

3𝜂𝑘𝑛

⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛+1 − ⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛−1

2Δ𝑟
, (20)

⟨𝐶⟩𝑘+1
𝑛 − ⟨𝐶⟩𝑘𝑛

Δ𝑡
+

|⟨𝑢⟩𝑘+1
𝑛 |+ ⟨𝑢⟩𝑘+1

𝑛

2

⟨𝐶⟩𝑘𝑛 − ⟨𝐶⟩𝑘𝑛−1

Δ𝑟
−

− |⟨𝑢⟩𝑘+1
𝑛 | − ⟨𝑢⟩𝑘+1

𝑛

2

⟨𝐶⟩𝑘𝑛+1 − ⟨𝐶⟩𝑘𝑛
Δ𝑟

=

=
𝐽𝑘𝑛⟨𝐶⟩𝑘𝑛
ℎ𝑘+1
𝑛

+
1

Pe

𝐻𝑎(𝑥𝑛)

𝑟𝑛ℎ
𝑘+1
𝑛 Δ𝑟

(︁
𝑟𝑛+1/2ℎ

𝑘+1
𝑛+1/2

⟨𝐶⟩𝑘𝑛+1 − ⟨𝐶⟩𝑘𝑛
Δ𝑟

−

− 𝑟𝑛−1/2ℎ
𝑘+1
𝑛−1/2

⟨𝐶⟩𝑘𝑛 − ⟨𝐶⟩𝑘𝑛−1

Δ𝑟

)︁
, (21)

⟨𝑃 ⟩𝑘𝑛 = − 1

Ca

1

Δ𝑟𝑟𝑛

(︁
𝑟𝑛+1/2

ℎ𝑘𝑛+1 − ℎ𝑘𝑛
Δ𝑟

− 𝑟𝑛−1/2

ℎ𝑘𝑛 − ℎ𝑘𝑛−1

Δ𝑟

)︁
, (22)

где 𝑥𝑛 = 𝐶𝑔−⟨𝐶⟩𝑘𝑛− 𝛿𝑥 и 𝑘ℎ = 10/𝛿𝑥 = 2000. Промежуточные значения меж-
ду узлами вида 𝑓𝑛±1/2 рассчитываются как (𝑓𝑛±1 + 𝑓𝑛)/2. Стоит заметить,
что в (21) для дискретизации конвективного слагаемого используется схема
с разностями против потока. Для приближения пространственной производ-
ной первого порядка в (17), (19) и (20) используется центральная разностная
схема. Это дает второй порядок аппроксимации по Δ𝑟, как и аппрокисма-
ция производной второго порядка в (18), (21) и (22). Здесь используется как
явная разностная схема (21), так и неявная — (19).

Теперь запишем начальные и граничные условия из п. 4 в дискретном
виде. Начальная форма свободной поверхности в дискретном виде задается
как ℎ0𝑛 = 1 − 𝑟2𝑛. Формула начального распределения массовой доли частиц
принимает вид

⟨𝐶⟩0𝑛 = 𝐶𝑔
2− 𝐶0 + 2(𝐶0 − 1)

1 + exp(𝑤𝑐(𝑟𝑛 − 1))
.

С граничными условиями первого рода все просто, 𝑓𝑘𝑛,𝑚 = 𝑐, где 𝑓 — иско-
мая функция и 𝑐— некоторая константа (здесь 𝑛 = 0 или 𝑛 = 𝑁). Для гра-
ничных условий второго рода вида 𝜕𝑓/𝜕𝑟 = 0 используются аппроксимации
второго порядка точности: 𝑓0,𝑚 = (4𝑓1,𝑚−𝑓2,𝑚)/3, 𝑓𝑁,𝑚 = 4𝑓𝑁−1,𝑚−3𝑓𝑁−2,𝑚.
Для величин, не зависящих от 𝑧, индекс 𝑚 в этих формулах отсутствует.
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Дискретное уравнение (19) можно расщепить по физическим процессам
на два уравнения. Одно из них описывает изменение ℎ в результате испарения

ℎtmp
𝑛 − ℎ𝑘𝑛
Δ𝑡

= −𝐽𝑘𝑛 , (23)

другое — в результате конвективного переноса массы:

ℎ𝑘+1
𝑛 − ℎtmp

𝑛

Δ𝑡
+

1

𝑟𝑛

𝑟𝑛+1ℎ
𝑘+1
𝑛+1⟨𝑢⟩

𝑘+1
𝑛+1 − 𝑟𝑛−1ℎ

𝑘+1
𝑛−1⟨𝑢⟩

𝑘+1
𝑛−1

2Δ𝑟
= 0. (24)

Здесь (23) и (24) — явная и неявная разностные схемы соответственно. Вре-
менное значение высоты капли ℎtmp

𝑛 определяется из (23). Затем, после пере-
счета давления (22) и усредненной скорости (20), решается (24) и находится
итоговое значение ℎ𝑘+1

𝑛 на новом временном слое. Уравнение (24) можно пе-
реписать в виде

𝑎𝑛ℎ
𝑘+1
𝑛−1 + 𝑏𝑛ℎ

𝑘+1
𝑛 + 𝑐𝑛ℎ

𝑘+1
𝑛+1 = 𝑑𝑛, (25)

где 𝑎𝑛 = −Δ𝑡𝑟𝑛−1⟨𝑢⟩𝑘+1
𝑛−1/(2𝑟𝑛Δ𝑟), 𝑏𝑛 = 1, 𝑐𝑛 = Δ𝑡𝑟𝑛+1⟨𝑢⟩𝑘+1

𝑛+1/(2𝑟𝑛Δ𝑟) и 𝑑𝑛 =

= ℎtmp
𝑛 . В совокупности для всех узлов 𝑛 из (25) получаем СЛАУ, которую

можно представить в матричной форме:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏0 𝑐0 0 0 . . . 0
𝑎1 𝑏1 𝑐1 0 . . . 0
0 𝑎2 𝑏2 𝑐2 . . . 0
...

...
. . . . . . . . .

...
0 . . . 0 𝑎𝑁−1 𝑏𝑁−1 𝑐𝑁−1

0 0 0 . . . 𝑎𝑁 𝑏𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ𝑘+1
0

ℎ𝑘+1
1
...

ℎ𝑘+1
𝑁−1

ℎ𝑘+1
𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑑0
𝑑1
...

𝑑𝑁−1

𝑑𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Запишем последнее выражением в более компактном виде:

A · h = d,

где A— матрица коэффициентов, d— вектор правых частей и h— искомый
вектор. Обратим внимание, что коэффициенты 𝑎0 и 𝑐𝑁 в вычислениях не за-
действованы, квадратная матрица A характеризуется ленточной трехдиаго-
нальной структурой ненулевых элементов и такая СЛАУ может быть эффек-
тивно решена методом прогонки. На основании граничных условий запишем
значения коэффициентов 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0, 𝑎𝑁 , 𝑏𝑁 и 𝑑𝑁 . Чтобы не нарушить трехдиа-
гональную структуру матрицы A, для граничного условия на оси симметрии
𝜕ℎ/𝜕𝑟 = 0 используем аппроксимацию первого порядка (ℎ𝑘+1

1 −ℎ𝑘+1
0 )/Δ𝑟 ≈ 0.

В таком случае получаем коэффициенты 𝑏0 = 1, 𝑐0 = −1 и 𝑑0 = 0. Условие
на трехфазной границе ℎ = ℎ𝑓 приводит к коэффициентам 𝑎𝑁 = 0, 𝑏𝑁 = 1 и
𝑑𝑁 = ℎ𝑓 .

Значения ℎ𝑘+1
𝑛 , ⟨𝑢⟩𝑘+1

𝑛 и ⟨𝑃 ⟩𝑘+1
𝑛 необходимо итеративно уточнять. На пер-

вой итерации (𝑖 = 1) задаем отправное значение ℎ𝑘+1,1
𝑛 = ℎtmp

𝑛 . Относительно
резкое изменение давления за дискретный временной шаг в результате испа-
рения согласно уравнению (23) приводит к неустойчивости вычислений. По
этой причине здесь используется метод явной релаксации

⟨𝑃 ⟩𝑘+1,𝑖
𝑛 = ⟨𝑃 ⟩𝑘+1,𝑖−1

𝑛 + 𝛼(⟨𝑃 ⟩𝑘+1,𝑖
𝑛 − ⟨𝑃 ⟩𝑘+1,𝑖−1

𝑛 ),
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где 𝑖— номер итерации, а 𝛼— фактор релаксации. Предварительно ⟨𝑃 ⟩𝑘+1,𝑖
𝑛

рассчитывается по формуле (22). Значение фактора релаксации подобрано
эмпирическим путем. Здесь в расчетах использовалось значение 𝛼 = 10−3.
Малое значение этого параметра улучшает устойчивость численного счета,
но при этом увеличивает количество итераций, необходимых для сходимо-
сти решения. Вблизи границ при расчете усредненной скорости ⟨𝑢⟩ по фор-
муле (20) возникают осцилляции, которые за несколько временных шагов
приводят к «разрушению» вычислений. С целью предотвращения таких ос-
цилляций для приграничных узлов использовалась линейная интерполяция.
Учитывая, что ⟨𝑢⟩ → 0 при 𝑟 → 0 или при 𝑟 → 𝑅, получаем ⟨𝑢⟩1 = ⟨𝑢⟩2/2
и ⟨𝑢⟩𝑁−1 = ⟨𝑢⟩𝑁−2/2.

Механизм остановки итераций включает два возможных события: достиг-
нуто максимальное число итераций 𝐼max = 100 или максимальная невязка
стала меньше заданной погрешности 𝑟max < 𝜖lim, где 𝜖lim = 10−17 и

𝑟max =

⃒⃒⃒⃒
⃒max

𝑛

(︁
ℎ𝑘+1
𝑛 − ℎtmp

𝑛 +
Δ𝑡

𝑟𝑛

𝑟𝑛+1ℎ
𝑘+1
𝑛+1⟨𝑢⟩

𝑘+1
𝑛+1 − 𝑟𝑛−1ℎ

𝑘+1
𝑛−1⟨𝑢⟩

𝑘+1
𝑛−1

2Δ𝑟

)︁⃒⃒⃒⃒⃒
согласно уравнению (24).

После того как итерации завершились, полученные значения ℎ𝑘+1
𝑛 , ⟨𝑢⟩𝑘+1

𝑛

и ⟨𝑃 ⟩𝑘+1
𝑛 используются для нахождения ⟨𝐶⟩𝑘+1

𝑛 , 𝑢𝑘+1
𝑛,𝑚 и 𝑤𝑘+1

𝑛,𝑚 через явные
зависимости (21), (17) и (18). Но предварительно необходимо подавить пило-
образные осцилляции, возникающие при расчете давления. Этот вид осцил-
ляций не приводит к «разрушению» численного счета со временем, но поле
скорости потока жидкости получается некорректным. Чтобы разрешить эту
проблему, сделаем следующее. Выражение (13) запишем в виде

𝜕⟨𝑃 ⟩
𝜕𝑟

= −3
⟨𝑢⟩𝜂
ℎ2

и проинтегрируем его по 𝑟:

⟨𝑃 ⟩
⃒⃒
𝑟
− ⟨𝑃 ⟩

⃒⃒
0
= −3

∫︁ 𝑟

0

⟨𝑢⟩𝜂
ℎ2

𝑑𝑟.

Слагаемое с интегралом аппроксимируем методом прямоугольников и полу-
чим формулу для восстановления давления:

⟨𝑃 ⟩repair𝑛 = −3Δ𝑟

𝑁−1∑︁
𝑛=0

⟨𝑢⟩𝜂
ℎ2

+ ⟨𝑃 ⟩repair0 . (26)

Учитывая пилообразную форму осцилляций, ⟨𝑃 ⟩repair0 можно аппроксими-
ровать следующим образом:

⟨𝑃 ⟩repair0 ≈ (⟨𝑃 ⟩1 + ⟨𝑃 ⟩2)/2.

Со временем такие пилообразные осцилляция могут передаваться усреднен-
ной скорости ⟨𝑢⟩ и профилю капли ℎ. Здесь эта проблема решена за счет
использования сглаживающего фильтра:

𝑓filt𝑛 = 𝛽𝑓𝑛+1 + 𝛾𝑓𝑛 + 𝛿𝑓𝑛−1. (27)
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Параметры подобраны эмпирическим путем: 𝛽 = 𝛿 = 0.25 и 𝛾 = 0.5. В отли-
чие от [49] используемый здесь фильтр прост в реализации, занимает в разы
меньше памяти и вычислительных ресурсов. Кроме того, количество итера-
ций фильтра из [49] заранее неизвестно. В нашем случае достаточно одного
прохода по узлам 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1. Узлы 𝑛 = 0 и 𝑛 = 𝑁 рассчитываются
из граничных условий.

Блок-схема с алгоритмом1 расчета представлена на рис. 2. В ней исполь-
зуются следующие дополнительные обозначения: 𝑝𝑐 — счетчик временных пе-
риодов, 𝑝𝑛 — количество временных периодов, 𝑝𝑠 — размер временного пери-
ода во временных шагах и 𝐻𝑛 = 𝐻𝑎(𝑥𝑛). Записи вида 𝑓𝑘𝑛 = 𝑓𝑘+1

𝑛 следует
трактовать как векторные операции.

Рис. 2. Алгоритм численного расчета [Figure 2. Numerical calculation algorithm]

Для сравнения численный расчет также выполнялся в коммерческом па-
кете Maple 18 с помощью модуля pdsolve с параметром method = Theta[1]
(неявная разностная схема). Для того чтобы pdsolve справился с задачей,
систему уравнений пришлось переписать в другом виде. Вместо (13) и (14)
использовались уравнения

𝜓 = − 1

Ca

𝜕ℎ

𝜕𝑟
, (28)

1Код программы на языке С++ доступен по ссылке https://github.com/kolegovk/
Suppression-of-sawtooth-oscillations.git
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⟨𝑢⟩ = −𝐻𝑎(𝑥)
ℎ2

3𝜂

𝜕

𝜕𝑟

(︁1
𝑟

𝜕(𝑟𝜓)

𝜕𝑟

)︁
, (29)

где 𝜓— вспомогательная функция. Причем модуль pdsolve не требует гра-
ничных условий для (28). Скорее всего, модуль определяет их автоматически
из заданных условий для ℎ. Для уравнения (29) на границах задается ра-
венство скорости нулю (см. п. 4). Таким образом, в Maple решалась система
уравнений (12), (16), (28) и (29).

6. Результаты и обсуждение. Результаты расчетов средствами двух
программ сравниваются на рис. 3. На большинстве графиков расхождение
практически незаметно. Максимальное отличие результата, полученного с по-
мощью программы, написанной на С++, от результата, полученного с помо-
щью модуля pdsolve в Maple 18, наблюдается для ⟨𝑢⟩ на времени 𝑡 = 220 с
(рис. 3, c). В абсолютных величинах наибольшее расхождение соответству-
ет точке 𝑟 ≈ 0.75 мм и составляет примерно 0.046 мкм/с, в относительных
величинах это около 10 %.

Расчет выполнялся для 𝑁 = 75. Значения временных шагов для разра-
ботанной программы и для модуля pdsolve брались разные, так как в них
используются разные алгоритмы расчета, соответственно и требования к вре-
менным шагам накладываются тоже разные. В Maple 18 для численного ре-
шения СЛАУ используется итерационный метод Ньютона, но технические

a b

c

Рис. 3. Сравнение результатов расчетов в
двух программах для нескольких последо-
вательных моментов времени: (a) высота
капли, (b) массовая доля растворенного или
взвешенного вещества и (c) радиальная ско-
рость потока, усредненная по толщине жид-

кого слоя

[Figure 3. Comparison of the calculation
results in two programs for several consecutive
time points: (a) drop height, (b) mass fraction
of dissolved or suspended matter, and (c)
radial flow velocity averaged over the thickness

of the liquid layer]
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детали реализации закрыты для пользователя, есть лишь краткая справка
по разностным схемам. Скорость вычислений с относительно малым времен-
ным шагом, конечно же, ниже, но это частично компенсируется тем, что C++
является компилируемым языком, а язык Maple— интерпретируемый. Для
расчетов в Maple использовалось значение Δ𝑡 = 0.1 с, в разработанной про-
грамме —Δ𝑡 = 10−6 с. Кроме того, для программы на C++ выполнены тесто-
вые расчеты для 𝑁 = 25 и 𝑁 = 50 с целью проверки сходимости по сетке (во
всех расчетах 𝑀 = 𝑁). Для 𝑁 = 25 приближенно подобрано максимальное
значение временного шага Δ𝑡 = 10−4 с, при котором расчет не «разрушается».
Значению 𝑁 = 50 соответствует Δ𝑡 = 5 · 10−6 с. Таким образом, небольшое
уменьшение Δ𝑟 = 𝑅/𝑁 приводит к тому, что необходимо значительно умень-
шать временной шаг. Эти наблюдения в вычислительных экспериментах кос-
венно свидетельствуют о том, что предложенная разностная схема является
условно устойчивой. Длительность расчета в Maple составила около 10 мин
для 𝑁 = 75 (объем занимаемой памяти ≈ 217 Мб). Время расчета в програм-
ме на С++ примерно составило 10 мин для 𝑁 = 25, 5 ч для 𝑁 = 50 и 29 ч для
𝑁 = 75 (объем занимаемой памяти ≈ 3 Мб). Расчеты проводились на ком-
пьютере с ЦП Intel Xeon CPU E3-1230 v3 c максимальной частотой 3.6 ГГц
под управлением ОС Windows 10. Для получения исполняемого файла про-
граммы на С++ использовался компилятор, встроенный в Visual Studio 2022
Community Edition.

Проверка закона сохранения массы для растворенного или взвешенного
вещества для 𝑁 = 75 показала погрешность около 0.27%, что эксперимен-
тально подтверждает свойство консервативности в предложенной разностной
схеме. Для этого были рассчитаны и сопоставлены значения

𝑁∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛⟨𝐶⟩𝑛

на моментах времени 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑡𝑓 . Для расчетов в Maple также проводилась
проверка закона сохранения массы. Выполнены тестовые расчеты и опреде-
лены погрешности для разных временных шагов в диапазоне, для которого
численное решение итерационно сходится: Δ𝑡 = 0.01 с — 0.43%, Δ𝑡 = 0.1 с —
0.1 %, Δ𝑡 = 1 с — 3.11% и для Δ𝑡 = 10 с — 32.54%. Минимальная погрешность
в 0.1 % соответствует временному шагу Δ𝑡 = 0.1 с, который и был выбран для
расчетов в Maple.

Толщина жидкого слоя с течением времени уменьшается (рис. 3, a). Из-за
пространственно неравномерного испарения происходит отклонение формы
капли от равновесного состояния, возникает градиент капиллярного давле-
ния, что порождает капиллярный поток (рис. 3, c), переносящий вещество
к периферии капли. В связи с этим массовая доля вещества, содержаще-
гося в жидкости, увеличивается вблизи трехфазной границы со временем
(рис. 3, b). Под конец процесса массовая доля ⟨𝐶⟩ распределена равномерно,
так как достигнуто критическое значение 𝐶𝑔, при котором произошел фа-
зовый переход. Дальнейшее испарение жидкости из твердой фазы здесь не
рассматривается.

Финальная расчетная толщина слоя ℎ является почти равномерной в про-
странстве. Вблизи 𝑟 ≈ 0.9 мм наблюдается незначительное возвышение, ко-
торое связано с эффектом кофейных колец [3]. Возникающий под конец про-
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цесса обратный поток жидкости, направленный в центральную область, сма-
зывает этот эффект. Это можно использовать для улучшения существующих
методов подавления эффекта кофейных колец (см. ссылки в [1]).

Также стоит заметить, что поначалу усредненная радиальная скорость
потока с течением времени увеличивается в связи с увеличением градиен-
та капиллярного давления в процессе неравномерого испарения, преоблада-
ющего вблизи периферии. Затем в области роста массовой доли вещества,
приводящего к увеличению вязкости, поток начинает замедляться. Вблизи
трехфазной границы появляется противоток (рис. 3, c для 𝑡 = 220 с), что ра-
нее наблюдалось в эксперименте [52]. Далее по времени направление потока
постепенно меняется во всей области (рис. 4, a). Это связано с тем, что в на-
чале процесса плотность потока пара преобладает в районе периферии, но со
временем 𝐽 начинает увеличиваться в центральной области из-за понижения
ℎ и уменьшаться вблизи контактной линии из-за роста ⟨𝐶⟩ (рис. 4,b). Когда
во всей области достигается значение ⟨𝐶⟩ ≈ 𝐶𝑔, модель предсказывает отсут-
ствие потока и испарения. Поле скорости потока для различных моментов
времени представлено на рис. 5. В отличие от результатов расчетов [53] здесь
на поздних временных этапах наблюдается изменение направления потока.
Это связано с тем, что в настоящей работе учитывается зависимость 𝐽 и 𝜂 от
массовой доли ⟨𝐶⟩. Кроме этого, здесь при заданных параметрах градиент
плотности потока пара с течением времени меняет знак. Технические детали
численного решения в [53] не раскрыты. В [27,28,49] поле скорости потока не
рассчитывалось.

Здесь поле скорости потока удалось рассчитать по формулам (17) и (18)
лишь после того, как была решена проблема с пилообразными осцилляциями,
возникающими при расчете капиллярного давления и постепенно с времен-
ными шагами накапливающимися в ⟨𝑢⟩ и ℎ. Для этого использовались фор-
мулы (26) и (27). Восстановленное из скорости потока ⟨𝑢⟩ по формуле (26)

a b

Рис. 4. Результаты расчета в Maple: пространственно-временная зависимость (a) усреднен-
ной по толщине жидкого слоя скорости радиального потока и (b) плотности потока пара

[Figure 4. The results of the calculation in Maple: the spatial-temporal dependence of (a) the
radial flow velocity averaged over the thickness of the liquid layer and (b) the vapor flux density]
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a b

c d

Рис. 5. Векторное поле скорости потока жидкости по результатам, полученным с исполь-
зованием программы, написанной на C++, для следующих времен: (a) 𝑡 = 10 с, (b) 𝑡 = 90 с,

(c) 𝑡 = 220 с и (d) 𝑡 = 300 с
[Figure 5. Velocity vector field of fluid flow according results obtained with using the program
written in C++ for the following times: (a) 𝑡 = 10 s, (b) 𝑡 = 90 s, (c) 𝑡 = 220 s, and (d) 𝑡 = 300 s]

a b

Рис. 6. Результаты расчета в программе, написанной на С++: (a) капиллярное давление
и (b) возможные пилообразные осцилляции

[Figure 6. The results of the calculation in program written with C++: (a) capillary pressure
and (b) possible sawtooth oscillations]
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капиллярное давление представлено на рис. 6, a. Если такое восстановление
не проводить, то получаем осцилляции, представленные на рис. 6, b. Особен-
ность этих осцилляций заключается в стабильности на временных шагах, то
есть они не приводят к полному «разрушению» расчета. Пилообразные ос-
цилляции теоретически изучаются в [54], но здесь предложено практическое
решение проблемы на конкретном примере.

Заключение. Для решения практических (прикладных) задач в обла-
сти испарительной самосборки и испарительной литографии требуется раз-
работка математических моделей, численных методов и комплекса программ.
При разработке необходимо учитывать особенности таких задач, ведь сопут-
ствующие процессы весьма сложны. Вязкость раствора, градиент плотности
потока пара и локальная кривизна свободной поверхности влияют на струк-
туру потока в сидячей капле. В работе показан случай, когда направление
потока жидкости может меняться со временем в процессе испарения даже
в отсутствие эффекта Марангони и какого-либо внешнего воздействия на
систему. Это может приводить к замедлению выноса вещества на перифе-
рию, что в результате будет способствовать формированию более или менее
равномерного осадка по всей площади контакта капли с подложкой. Данное
наблюдение полезно для совершенствования методов подавления кольцевых
осадков, связанных с эффектом кофейных колец и нежелательных для неко-
торых приложений, как, например, струйная печать или нанесение покрытий.
Моделирование гидродинамических потоков важно, так как это один из ос-
новных механизмов, влияющих на массоперенос растворенного или взвешен-
ного вещества. При численной реализации подобных задач может появиться
проблема, связанная с возникновением пилообразных осцилляций, устойчи-
вых на временных шагах, но создающих проблему в расчете поля скорости
потока жидкости. Здесь предложены практические рецепты, позволяющие
эффективно бороться с такими осцилляциями при разработке программного
обеспечения для вычислительной гидродинамики.
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Abstract

Evaporating droplets and films are used in applications from different
fields. Various methods of evaporative self-assembly are of particular interest.
The paper describes a mathematical model of mass transfer in a droplet
drying on a substrate based on the lubrication approximation. The model
takes into account the transfer of a dissolved or suspended substance by a
capillary flow, the diffusion of this substance, the evaporation of liquid, the
formation of solid deposit, the dependence of the viscosity and the vapor
flux density on the admixture concentration.

The case with pinning of the three-phase boundary (“liquid–substrate–
air”) is considered here. Explicit and implicit finite-difference schemes have
been developed for the model equations. A modification of the numerical
method is proposed, in which splitting by physical processes, the iterative
method of explicit relaxation and Thomas algorithm are combined. A prac-
tical recipe for suppressing sawtooth oscillations is described using the ex-
ample of a specific problem.

A software module in C++ has been developed, which can be used for
evaporative lithography problems in the future. With the help of this module,
numerical calculations were carried out, the results of which were compared
with the results obtained in the Maple package.

Numerical simulation predicted the case in which the direction of the
capillary flow changes to the opposite over time due to a change in the sign

Mathematical Modeling, Numerical Methods and Software Complexes
Research Article
© Authors, 2023
© Samara State Technical University, 2023 (Compilation, Design, and Layout)

cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0
International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)
Please cite this article in press as:
Ko l e g o v K. S. Suppression of sawtooth oscillations when using a finite-difference scheme for
mass transport simulation in a drying droplet on a substrate in the thin layer approximation,
Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser.
Phys. Math. Sci.], 2023, vol. 27, no. 2, pp. 309–335. EDN: HZRAJS. DOI: 10.14498/vsgtu1994 (In
Russian).
Author’s Details:
Konstantin S. Kolegov https://orcid.org/0000-0002-9742-1308
Cand. Phys. & Math. Sci.; Senior Researcher; Lab. of Mathematical Modeling and Information
Technologies in Science and Education1; Center for Nature-inspired Engineering2;
e-mail: konstantin.kolegov@asu.edu.ru

331

http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1994
http://www.mathnet.ru/eng/org1981
http://www.mathnet.ru/eng/org1981
http://www.mathnet.ru/eng/org2542
http://www.mathnet.ru/eng/org2542
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://elibrary.ru/HZRAJS
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1994
http://www.mathnet.ru/eng/person93654
https://orcid.org/0000-0002-9742-1308
https://orcid.org/0000-0002-9742-1308
mailto:konstantin.kolegov@asu.edu.ru


Ko l e g o v K. S.

of the gradient of the vapor flux density. This can lead to a slowdown in the
transfer of the substance to the periphery, which as a result will contribute
to the formation of a more or less uniform precipitation over the entire
contact area of the droplet with the substrate. This observation is useful for
improving methods of annular deposit suppression associated with the coffee-
ring effect and undesirable for some applications, such as inkjet printing or
coating.

Keywords: evaporating droplet, mass transfer, capillary flow, finite-difference
scheme, sawtooth oscillation, suppression of the coffee-ring effect.
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Построение автомодельного решения системы
уравнений газовой динамики, описывающей
истечение политропного газа в вакуум
с косой стенки в несогласованном случае

Е. И. Понькин
Снежинский физико-технический институт НИЯУ МИФИ,
Россия, 456776, Снежинск, ул. Комсомольская, 8.

Аннотация

Рассматривается начально-краевая задача для системы уравнений
газовой динамики в постановке характеристической задачи Коши стан-
дартного вида, описывающая при 𝑡 > 0 разлет политропного газа в ва-
куум на косой стенке в пространстве физических автомодельных пере-
менных 𝜉 = 𝑥/𝑡, 𝜂 = 𝑦/𝑡, а при 𝑡 < 0— сильное сжатие газа в призмати-
ческом объеме.

Решение начально-краевой задачи строится в виде рядов функций
𝑐(𝜉, 𝜗), 𝑢(𝜉, 𝜗) и 𝑣(𝜉, 𝜗) по степеням 𝜗, где 𝜗— известная функция неза-
висимых переменных. Нахождение неизвестных коэффициентов 𝑐1(𝜉),
𝑢1(𝜉) и 𝑣1(𝜉) рядов функций 𝑐(𝜉, 𝜗), 𝑢(𝜉, 𝜗) и 𝑣(𝜉, 𝜗) сводится к решению
транспортного уравнения для коэффициента 𝑐1(𝜉).

В настоящей работе построено аналитическое решение транспортно-
го уравнения для коэффициента 𝑐1(𝜉) решения системы уравнений газо-
вой динамики, описывающего изэнтропическое истечение политропного
газа с косой стенки, в общем несогласованном случае, когда tg2 𝛼 ̸=
(𝛾 + 1)/(3 − 𝛾). Когда 𝛾 = 5/3 — случай водорода, для коэффициента
𝑐1(𝜉) впервые построено аналитическое решение транспортного уравне-
ния в явном виде.

Полученное решение применено к описанию сжатия специального
призматического объема, представляющего собой в сечении правильный
треугольник. Указана особенность полученного решения 𝑐1(𝜉): значение
𝑐1 → ∞ при 𝜉 → 𝜉*, где значение 𝜉* задается уравнением 𝑐0(𝜉*) = 3.9564.
Сделан вывод, что на звуковой характеристике, через которую стыку-
ются течения вида центрированная и двойная волна, в точке с коорди-
натами 𝜉 = 𝜉* и 𝜗 = 0 наступает градиентная катастрофа, что приводит
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Построение автомодельного решения системы уравнений газовой динамики . . .

к возникновению в безударном течении сильного разрыва и формирова-
нию ударной волны.

Ключевые слова: характеристическая задача Коши стандартного ви-
да, аналог теоремы Ковалевской, косая стенка, транспортное уравнение.
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Введение. Рассмотрим политропный газ, покоящийся в клиновидной об-
ласти 𝐵𝑂𝐹 плоскости 𝑥𝑂𝑦 (выделено серым цветом и отмечено цифрой 0 на
рис. 1, а), образованной двумя непроницаемыми стенками 𝑂𝐵 и 𝑂𝐹 . Полубес-
конечная вертикальная стенка 𝑂𝐵 задается уравнением 𝑥 = 0 (при 𝑦 > 0).
Бесконечная косая стенка 𝑂𝐹 задается уравнением 𝑦 = 𝑥 tg𝛼. Линия 𝐵𝐹
не является непроницаемой стенкой, поэтому на ней никакие условия на газ
не накладываются. Часть плоскости 𝑥𝑂𝑦 слева от вертикальной стенки 𝑂𝐵
и выше косой стенки 𝑂𝐹 — вакуум (отмечено цифрой 3 на рис. 1, а).

Газодинамические параметры в покоящемся газе (значения функций
𝑐(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦)) следующие:

𝑐 = 1, 𝑢 = 0, 𝑣 = 0.

В момент времени 𝑡 = 0 вертикальная стенка 𝑂𝐵 убирается, после чего
начинается истечение газа в вакуум вдоль косой стенки 𝑂𝐹 .

На рис. 1, b приведена конфигурация течения газа в момент времени 𝑡 > 0.
В области 𝐴𝐵𝐹 находится покоящийся однородный газ, который отделен
звуковой характеристикой 𝐴𝐵 от области центрированной волны Римана —
𝐴𝐵𝐶𝐷, помеченной на рис. 1, b цифрой 1. Звуковая характеристика 𝐴𝐵 яв-
ляется вертикальной прямой, уравнение которой в координатах 𝑡, 𝑥, 𝑦 имеет
следующий вид [1,2]:

𝑥 = 𝑡.

Звуковая характеристика 𝐴𝐵 двигается по покоящемуся газу слева на-
право со скоростью, равной 1. Центрированная волна примыкает к вакууму
через свободную границу, являющуюся вертикальной прямой 𝐶𝐷. Движение
границы 𝐶𝐷 в вакуум описывается по закону [1,2]

𝑥 = − 2𝑡

𝛾 − 1
.

Скорость движения границы 𝐶𝐷 равна −2/(𝛾 − 1). Значения газодинами-
ческих параметров течения в области центрированной волны задаются сле-
дующими формулами [1,2]:

𝑐 =
𝛾 − 1

𝛾 + 1

𝑥

𝑡
+

2

𝛾 + 1
, 𝑢 =

2

(𝛾 + 1)

𝑥

𝑡
− 2

(𝛾 + 1)
, 𝑣 = 0.

В области 𝐴𝐷𝐸, помеченной на рис. 1,b цифрой 2, находится двойная
волна — искомое двумерное течение. Это течение отделено от центрирован-
ной волны звуковой характеристикой 𝐶+ — линия 𝐴𝐷. Область двойной вол-
ны примыкает к вакууму через свободную границу — линия 𝐷𝐸. Стенка 𝐴𝐸
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a b
Рис. 1. Начальная конфигурация в момент 𝑡 = 0 (a) и конфигурация потока в момент
𝑡 > 0 (b): 0 — область, в которой находится покоящийся газ; 1 — область течения в виде
центрированной волны; 2 — область течения в виде двойной волны; 3 — область вакуума
[Figure 1. (a) Initial configuration (𝑡 = 0); (b) the flow configuration at 𝑡 > 0: 0 — the quiescent
gas region; 1 — the flow region in the form of a centered wave; 2 — the flow region in the form

of a double wave; 3 — the vacuum region]

является непроницаемой, поэтому на этой стенке выполняется условие непро-
текания:

𝑣
⃒⃒
𝐴𝐸

= 𝑢 tg𝛼
⃒⃒
𝐴𝐸
.

Закон движения газа в области двойной волны неизвестен, требуется най-
ти параметры течения газа в области двойной волны как решение следующей
начально-краевой задачи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐𝑡 + 𝑢𝑐𝑥 + 𝑣𝑐𝑦 + κ𝑐(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 +
𝑐

κ
𝑐𝑥 = 0,

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 +
𝑐

κ
𝑐𝑦 = 0,

𝑐
⃒⃒
𝐶+ = 𝑐0, 𝑢

⃒⃒
𝐶+ = 𝑢0, 𝑣

⃒⃒
𝐶+ = 0,

𝑣
⃒⃒
𝑦=𝑥 tg𝛼

= 𝑢 tg𝛼
⃒⃒
𝑦=𝑥 tg𝛼

,

(1)

где 𝑐— скорость звука в газе, отн.ед.; 𝑢— горизонтальная компонента ско-
рости газа, отн.ед.; 𝑣— вертикальная компонента скорости газа, отн.ед; κ =
= (𝛾 − 1)/2; 𝛾 — показатель политропы газа, отн.ед. Значения 𝑐0 и 𝑢0 — пара-
метры газа на характеристике 𝐶+:

𝑐0 =
κ

κ + 1

𝑥

𝑡
+

1

κ + 1
, 𝑢0 =

1

κ + 1

𝑥

𝑡
− 1

κ + 1
,

соответствующие параметрам газа в плоском течении.
Традиционно для этой и аналогичных задач с целью уменьшения объема

выкладок искомое двумерное течение строится как решение уравнения для
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функции Φ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)— потенциала скорости газа в двумерном случае [1,2]. То
есть, чтобы описать разлет газа в вакуум, в качестве независимых перемен-
ных выбираются

𝑡, 𝑢1 = Φ𝑥1 , 𝑢2 = Φ𝑥2 (2)

и в результате замены (2) первые три уравнения системы (1) сводятся к од-
ному уравнению:

Φ𝑡𝑡 + 2
2∑︁
𝑖=1

[︂
Φ𝑥𝑖Φ𝑥𝑖𝑡 +

1

2

2∑︁
𝑘=1

(1− 𝛿𝑖𝑘)Φ𝑥𝑖Φ𝑥𝑘Φ𝑥𝑖𝑥𝑘 −
1

2
(𝑐2 − Φ2

𝑥𝑖)Φ𝑥𝑖𝑥𝑖

]︂
= 0, (3)

где
𝑐2 = (𝛾 − 1)

[︁
𝑀 − Φ𝑡 −

1

2
(Φ2

𝑥1 +Φ2
𝑥2)

]︁
, 𝑀 = const.

Далее с помощью преобразования Лежандра

Ψ(𝑡, 𝑢1, 𝑢2) = 𝑥1𝑢1 + 𝑥2𝑢2 − Φ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) +𝑀𝑡 (4)

делается переход к новой неизвестной функции Ψ(𝑡, 𝑢1, 𝑢2). Уравнение для
Ψ(𝑡, 𝑢1, 𝑢2) строится из (3) с учетом (4) и введенных обозначений 𝑢 = 𝑢1,
𝑣 = 𝑢2:

Ψ𝑡𝑡(Ψ𝑢𝑢Ψ𝑣𝑣 −Ψ2
𝑢𝑣) + [𝑐2 − (Ψ𝑢𝑡 − 𝑢)2]Ψ𝑣𝑣 +

+ 2(Ψ𝑢𝑡 − 𝑢)(Ψ𝑣𝑡 − 𝑣)Ψ𝑢𝑣 + [𝑐2 − (Ψ𝑣𝑡 − 𝑣)2]Ψ𝑢𝑢 = 0, (5)

где 𝑐2 = 2κ
(︀
Ψ𝑡 − (𝑢2 + 𝑣2)/2

)︀
.

Начальное и граничное условия задачи (1), записанные для функции
Ψ(𝑡, 𝑢, 𝑣), имеют вид

Ψ(𝑡, 𝑢, 0) = 𝑡
{︁𝑢2

2
+

κ
2

[︁
𝑐0 +

𝑢

κ

]︁2}︁
(6)

и
Ψ𝑣(𝑡, 𝑢, 𝑢 tg𝛼) = Ψ𝑢(𝑡, 𝑢, 𝑢 tg𝛼) tg𝛼, (7)

где 𝑐0 = const > 0.
Решение задачи (5)–(7) строится в пространстве годографа 𝑢, 𝑣 в виде

ряда по степеням 𝑣. Для нахождения значений газодинамических параметров
𝑐, 𝑢, 𝑣 в пространстве физических переменных 𝑡, 𝑥, 𝑦 необходимо выполнять
обратное преобразование Лежандра (4), а затем обратную замену (2).

В работе [3] получено частное точное решение задачи (5)–(7), описываю-
щее двумерное течение газа при выполнении конкретного соотношения меж-
ду показателем политропы 𝛾 газа и тангенсом угла 𝛼 наклона косой стенки:

tg2 𝛼 =
𝛾 + 1

3− 𝛾
. (8)

Здесь и далее случай выполнения равенства (8) будем называть случаем
согласованного течения, и наоборот, когда соотношение (8) не выполняется,
тогда рассматриваемый случай двумерного течения будет несогласованным.
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Решение (5)–(7) в согласованном случае (8) в координатах 𝑢, 𝑣 имеет сле-
дующий вид [3]:

𝑐(𝑢, 𝑣) = 1 + κ𝑢+ κ
√︀
𝛽𝑣, (9)

где 𝛽 = (κ + 1)/(1− κ). Видно, что решение (9) линейно относительно неза-
висимой переменной 𝑣, то есть коэффициенты 𝑐𝑖(𝑢) = 𝜕𝑖𝑐/𝜕𝑣𝑖

⃒⃒
𝑣=0

ряда

𝑐(𝑢, 𝑣) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖(𝑢)
𝑣𝑖

𝑖!

при 𝑖 > 2 равны 0.
С. П. Баутиным и С. Л. Дерябиным [2, c. 196–214] в пространстве специ-

альных независимых переменных (решение строилось для функции Ψ в про-
странстве годографа) рассмотрена задача об истечении газа в вакуум при
произвольном значении угла 𝛼: 0 < 𝛼 < 𝜋/2— наклона косой стенки, не
связанным со значением 𝛾 (несогласованный случай). Доказано существо-
вание и единственность локально-аналитических решений соответствующих
начально-краевых задач, построено решение (5)–(7) для функции Ψ(𝑡, 𝑢, 𝑣)
в виде ряда по степеням 𝑣. Значения коэффициентов ряда для функции
Ψ(𝑡, 𝑢, 𝑣) в явном виде не были найдены, значения газодинамических пара-
метров 𝑐, 𝑢, 𝑣 течения газа в пространстве физических переменных 𝑡, 𝑥, 𝑦 не
построены.

В цикле работ [4–6] автора настоящей статьи решение исходной систе-
мы уравнений газовой динамики (СУГД) рассматриваемой начально-краевой
задачи (1) строится для компонент вектора U = (𝑐, 𝑢, 𝑣)⊤ в виде бесконеч-
ного ряда по степеням 𝜗, где 𝜗— известная функция независимых физиче-
ских автомодельных переменных 𝜉 = 𝑥/𝑡, 𝜂 = 𝑦/𝑡. В работе [4] построено
транспортное уравнение для коэффициента 𝑐1(𝜉) и найдено решение СУГД
в согласованном случае. В работе [5] решение В. А. Сучкова применено к опи-
санию двух способов газодинамического воздействия на специальный приз-
матический объем. В работе [6] исходная начально-краевая задача (1) в ре-
зультате двух невырожденных замен сводится к характеристической задаче
Коши стандартного вида. Для этой новой начально-краевой задачи доказана
теорема существования и единственности решения СУГД в виде сходящихся
бесконечных рядов. Описан алгоритм построения коэффициентов ряда.

В настоящей работе впервые построено аналитическое решение транс-
портного уравнения для коэффициента 𝑐1(𝜉) решения СУГД, описывающего
изэнтропическое истечение политропного газа с косой стенки в общем несо-
гласованном случае в пространстве физических автомодельных переменных
𝜉 = 𝑥/𝑡, 𝜂 = 𝑦/𝑡. Для газа с показателем политропы 𝛾 = 5/3 (водород)
решение транспортного уравнения для коэффициента 𝑐1(𝜉) также впервые
построено в явном виде. Построенное решение начально-краевой задачи при-
менено к описанию сильного сжатия газа в объеме с непроницаемыми стенка-
ми, представляющего собой в поперечном сечении правильный треугольник
(𝛼 = 𝜋/3).

1. Начально-краевая задача Коши стандартного вида для опи-
сания истечения газа в вакуум на косой стенке. В результате невы-
рожденной замены 𝜉 = 𝑥/𝑡, 𝜂 = 𝑦/𝑡 исходная начально-краевая задача (1)
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для СУГД, решение которой при 𝑡 > 0 описывает разлет политропного га-
за в вакуум на косой стенке, записывается в векторно-матричном виде (см.
работу [4]) для вектора U = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)

⊤ = (𝑐, 𝑢, 𝑣)⊤:⎧⎨⎩
𝐴U𝜉 +𝐵U𝜂 = 0,
U
⃒⃒
𝐶+ = U0,

𝑢3
⃒⃒
𝜂=𝜉 tg𝛼

= 𝑢2 tg𝛼
⃒⃒
𝜂=𝜉 tg𝛼

.
(10)

Начальное условие задачи (10) задается значением вектора U на характе-
ристике 𝐶+ —U0 = (𝑐0, 𝑢0, 0)

⊤. Звуковая характеристика 𝐶+ задается урав-
нением 𝜂 = 𝑓(𝜉), где 𝑓(𝜉)— неизвестная функция независимой переменной 𝜉.
Краевое условие (граничное условие) задачи (10) задается в виде условия
непротекания газа на косой стенке, определяемой уравнением 𝜂 = 𝜉 tg𝛼.

Матрицы 𝐴 и 𝐵 задачи (10) следующие:

𝐴 =

⎛⎝ 𝑢− 𝜉 κ𝑐 0
𝑐/κ 𝑢− 𝜉 0
0 0 𝑢− 𝜉

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 𝑣 − 𝜂 0 κ𝑐
0 𝑣 − 𝜂 0
𝑐/κ 0 𝑣 − 𝜂

⎞⎠ .

Начально-краевые условия, коэффициенты матриц 𝐴 и 𝐵 задачи (10)
предполагаются аналитическими функциями.

Для приведения задачи (10) к характеристической задаче Коши стандарт-
ного вида сделаем замену переменных

𝜗 = 𝜂 − 𝑓(𝜉), 𝜉′ = 𝜉, (11)

где линия 𝜗 = 0 задает звуковую характеристику 𝐶+. Якобиан 𝐽 замены (11)
следующий:

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
𝜗𝜂 𝜗𝜉
𝜉′𝜂 𝜉′𝜉

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
1 −𝑓 ′
0 1

⃒⃒⃒⃒
= 1− 0 · 𝑓 ′ = 1,

т.е. при выполнении условия |𝑓 ′| <∞ замена (11) невырожденная.
В результате замены (11) задача (10) преобразуется к виду⎧⎨⎩

[𝐵 − 𝑓 ′(𝜉)𝐴]U𝜗 +𝐴U𝜉 = 0,
U
⃒⃒
𝜗=0

= U0,
𝑢3

⃒⃒
𝜗=𝜉 tg𝛼−𝑓(𝜉) = 𝑢2 tg𝛼

⃒⃒
𝜗=𝜉 tg𝛼−𝑓(𝜉).

(12)

Задача (12) эквивалентна задаче (10). Новая замена переменных 𝜉, 𝜗 на
переменные 𝜗, 𝜁 по формулам

𝜗′ = 𝜗, 𝜁 = 𝜗+ 𝑓(𝜉)− 𝜉 tg𝛼 (13)

приводит задачу (12) к следующему виду:⎧⎨⎩
[𝐵 − 𝑓 ′(𝜉)𝐴]U𝜗 + [𝐵 − tg𝛼𝐴]U𝜁 = 0,
U
⃒⃒
𝜗=0

= U0,
𝑢3

⃒⃒
𝜁=0

= 𝑢2 tg𝛼
⃒⃒
𝜁=0

.
(14)

Из соотношения (13), неявно задающего функцию 𝜉 от (𝜁 − 𝜗), с учетом
неравенства (16) однозначно определяется функция

𝜉 = 𝜙(𝜁 − 𝜗). (15)
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Далее для простоты записи будут сохраняться обозначения 𝑓(𝜉), 𝑓 ′(𝜉),
𝑐0(𝜉), естественно, с учетом наличия связи (15).

Исходное уравнение косой стенки 𝑦 = 𝑥 tg𝛼 в координатах 𝜗, 𝜁 имеет вид
𝜁 = 0, т.е. косая стенка берется за новую координатную ось. Якобиан замены
переменных (13) следующий:

𝐽2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝜕𝜁

𝜕𝜗

𝜕𝜁

𝜕𝜉
𝜕𝜗′

𝜕𝜗

𝜕𝜗′

𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = ⃒⃒⃒⃒

1 𝑓 ′(𝜉)− tg𝛼
1 0

⃒⃒⃒⃒
= tg𝛼− 𝑓 ′ (𝜉) .

Чтобы замена (13) была невырожденной, необходимо выполнение нера-
венства

𝐽2 = tg𝛼− 𝑓 ′ (𝜉) ̸= 0, (16)

т.е. наклон косой стенки не равен наклону звуковой характеристики, разде-
ляющей области центрированной и двойной волны. Неравенство (16) доказы-
вается в работе [6].

Таким образом, начально-краевая задача (14) для вектора U записана
в координатах 𝜗, 𝜁. Начально-граничные условия (14) определены на пря-
мых, задаваемых уравнениями 𝜗 = 0 и 𝜁 = 0. Далее для построения локаль-
но-аналитического решения в окрестности точки (𝜁 = 0, 𝜗 = 0) задачу (14)
необходимо привести к форме характеристической задачи Коши стандартно-
го вида. Для этого СУГД из задачи (14) слева умножается на матрицу 𝑇1,
а вектор U заменяется новым вектором:

W = 𝑇−1
2 U = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)

⊤ =
(︁
𝑐+ 𝑣

κ
𝑐0
(𝑐0𝑓

′ − 𝑓), 𝑢+ 𝑣𝑓 ′,−κ
𝑐0
𝑣
)︁⊤
.

Невырожденные матрицы 𝑇1, 𝑇2, элементы которых есть аналитические
функции независимой переменной 𝜉, имеют вид

𝑇1 =

⎛⎝ 0 1 0
1 0 0

𝑐0𝑓
′ − 𝑓 κ𝑐0𝑓 ′ −κ𝑐0

⎞⎠ , 𝑇2 =

⎛⎝ 1 0 𝑐0𝑓
′ − 𝑓

0 1 𝑐0𝑓
′/κ

0 0 −𝑐0/κ

⎞⎠ .

Начальное условие для вектора U заменяется начальным условием для
вектора W:

W|𝜗=0 = W0 =
(︀
𝑤1,0, 𝑤2,0, 𝑤3,0

)︀⊤
=

(︀
𝑐0, 𝑢0, 0

)︀⊤
.

Краевое условие задачи (14)

𝑢3
⃒⃒
𝜁=0

= 𝑢2 tg𝛼
⃒⃒
𝜁=0

переписывается через компоненты вектора W и преобразуется к виду

𝑤3

⃒⃒
𝜁=0

= 𝑔(𝜗)𝑤2

⃒⃒
𝜁=0

,

где 𝑔(𝜗) = −
[︀ κ
𝑐0(𝜙(𝜁−𝜗))

tg𝛼
[1+𝑓 ′𝜉(𝜙(𝜁−𝜗)) tg𝛼]

]︀
𝜁=0

.

342



Построение автомодельного решения системы уравнений газовой динамики . . .

Окончательно начально-краевая задача (14) имеет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇1[𝐵 − 𝑓 ′𝐴]𝑇2W𝜗 + 𝑇1[𝐵 − tg𝛼𝐴]𝑇2W𝜁 +

+ 𝑇1[𝐵 − tg𝛼𝐴]𝜕𝑇2𝜕𝜉
W

𝑓 ′−tg𝛼 = 0,

W
⃒⃒
𝜗=0

= W0,
𝑤3

⃒⃒
𝜁=0

= 𝑔(𝜗)𝑤2

⃒⃒
𝜁=0

.

(17)

Задача (17) эквивалентна задаче (12), а та, в свою очередь, задаче (10),
так как замены (11) и (13) невырожденные. Для того чтобы задача (17) была
характеристической задачей Коши стандартного вида, необходимо выполне-
ние следующего условия при 𝜗 = 0 (см. работу [7]):

det (𝑇1[𝐵 − 𝑓 ′(𝜉)𝐴]𝑇2)
⃒⃒
W=W0
𝜗=0

≡ 0.

Известно, что определитель произведения матриц равен произведению
определителей каждой из матриц, отсюда

det𝑇1
⃒⃒
W=W0
𝜗=0

· det [𝐵 − 𝑓 ′(𝜉)𝐴]
⃒⃒
W=W0
𝜗=0

· det𝑇2
⃒⃒
W=W0
𝜗=0

≡ 0,

т. к. матрицы 𝑇1 и 𝑇2 невырожденные, их определители отличны от нуля.
В результате получаем матричное уравнение

det [𝐵 − 𝑓 ′(𝜉)𝐴]
⃒⃒
U=U0
𝜗=0

≡ 0, (18)

решение которого дает выражение для функции 𝑓(𝜉) в явном виде:

𝑓(𝜉) = ±

{︃
𝑐0
√︀
tg2 𝛼− 2 ln 𝑐0, κ = 1 (𝛾 = 3),

𝑐0

√︁
𝛽 + 𝑐

1−κ
κ

0 (tg2 𝛼− 𝛽), κ ̸= 1 (𝛾 ̸= 3).

В работе [6] для задачи (17) доказывается
Теорема. Поставленная задача (17) при найденной функции 𝑓(𝜉) являет-

ся характеристической задачей Коши стандартного вида и поэтому у нее
в некоторой окрестности точки (𝜁 = 0, 𝜗 = 0) существует единственное
локально-аналитическое решение, представимое в виде сходящегося ряда

W(𝜁, 𝜗) =

∞∑︁
𝑘=0

W𝑘(𝜁)
𝜗𝑘

𝑘!
, W𝑘(𝜁) =

𝜕𝑘W

𝜕𝜗𝑘

⃒⃒⃒
𝜗=0

.

Алгоритм построения решения задачи (17) в пространстве специальных
переменных 𝜗, 𝜁 подробно описан в работе [6]. Для построения решения зада-
чи (17) в пространстве физических автомодельных переменных 𝜉, 𝜂 необходи-
мо осуществлять обратное преобразование согласно заменам (11) и (13), что
в общем (несогласованном) случае выполнить в явном виде затруднительно.
Поэтому искомое двумерное течение будет строиться как решение задачи (12)
в пространстве переменных 𝜉, 𝜗 в виде сходящегося ряда по степеням 𝜗:

U(𝜉, 𝜗) =

∞∑︁
𝑘=0

U𝑘(𝜉)
𝜗𝑘

𝑘!
, U𝑘(𝜉) =

𝜕𝑘U

𝜕𝜗𝑘

⃒⃒⃒
𝜗=0

, (19)

343



Пон ь к и н Е. И.

так как задачи (17) и (12) эквивалентны. Начальное условие для транспортно-
го уравнения задачи (12) будет строиться из граничного условия задачи (17).

2. Построение транспортного уравнения и уравнения началь-
ных условий для коэффициента 𝑐1(𝜉) рассматриваемой начально-
краевой задачи. При подстановке в СУГД задачи (12) значения 𝜗 = 0 по-
лучаем соотношения между функциями 𝑐1(𝜉), 𝑢1(𝜉) и 𝑣1(𝜉):

𝑢1 =
𝑐1
κ

𝑐0𝑓
′

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
, 𝑣1 = −𝑐1

κ
𝑐0

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
. (20)

Для построения транспортного уравнения (дифференциальное уравнение
для нахождения коэффициента 𝑐1(𝜉)) необходимо систему (12) продифферен-
цировать по переменной 𝜗 и подставить значение 𝜗 = 0. При этом в соответ-
ствии с (19) будут справедливы следующие соотношения:

𝑐
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑐0, 𝑐𝜉
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑐′0, 𝑐𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑐1, 𝑐𝜉𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑐′1, 𝑐𝜗𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑐2,
𝑢
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑢0, 𝑢𝜉
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑢′0, 𝑢𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑢1, 𝑢𝜉𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑢′1, 𝑢𝜗𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑢2,
𝑣
⃒⃒
𝜗=0

= 0, 𝑣𝜉
⃒⃒
𝜗=0

= 0, 𝑣𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑣1, 𝑣𝜉𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑣′1, 𝑣𝜗𝜗
⃒⃒
𝜗=0

= 𝑣2,

в результате система (12) принимает следующий вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1𝑐
′
0 − 𝑐0𝑐

′
1 + κ𝑐1𝑢′0 + κ𝑐0𝑢′1 + (𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′)𝑐1 + (𝑐0𝑓
′ − 𝑓)𝑐2 −

− κ𝑓 ′𝑐1𝑢1 − κ𝑓 ′𝑐0𝑢2 + κ𝑐1𝑣1 + κ𝑐0𝑣2 = 0,

𝑐1𝑐
′
0 + 𝑐0𝑐

′
1 + κ𝑢1𝑢′0 − κ𝑐0𝑢′1 − 𝑐21𝑓

′ − 𝑐0𝑓
′𝑐2 + κ(𝑐0𝑓 ′ − 𝑓)𝑢2 +

+ κ(𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓
′)𝑢1 = 0,

−κ𝑐0𝑣′1 + 𝑐21 + 𝑐0𝑐2 + κ(𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓
′)𝑣1 + κ(𝑐0𝑓 ′ − 𝑓)𝑣2 = 0.

(21)

Из второго и третьего уравнения системы (21) выразим 𝑢2(𝜉) и 𝑣2(𝜉):

𝑢2 = −𝑐1𝑐
′
0 + 𝑐0𝑐

′
1 + κ𝑢1𝑢′0 − κ𝑐0𝑢′1 − 𝑐21𝑓

′ − 𝑐0𝑓
′𝑐2 + κ(𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′)𝑢1
κ(𝑐0𝑓 ′ − 𝑓)

,

𝑣2 = −𝑐
2
1 + 𝑐0𝑐2 + κ(𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′)𝑣1 − κ𝑐0𝑣′1
κ(𝑐0𝑓 ′ − 𝑓)

.

Подставим выражения для 𝑢2(𝜉) и 𝑣2(𝜉) в первое уравнение системы (21),
в нем сгруппируем слагаемые, содержащие коэффициент 𝑐2(𝜉), в результате
получим следующее уравнение:

𝑢1𝑐
′
0 + κ𝑐1𝑢′0 − 𝑐0𝑐

′
1 + κ𝑐0𝑢′1 + [𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′]𝑐1 − κ𝑓 ′𝑐1𝑢1 + κ𝑐1𝑣1 −

− κ𝑐0𝑓 ′
[︁𝑐21
κ

𝑓 ′

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− (𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′)𝑢1
𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

+
𝑐0𝑢

′
1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− 𝑐0

κ
𝑐′1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

]︁
−

− κ𝑐0𝑓 ′
[︁
− 𝑢1𝑢

′
0

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− 𝑐′0

κ
𝑐1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

]︁
+ κ𝑐0

[︁ 𝑐0𝑣
′
1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− 𝑐21

κ
1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

]︁
−

− κ𝑐0𝑣1
𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
+ 𝑐2

(𝑐0𝑓
′ − 𝑓)2 − (𝑐0𝑓

′)2 − 𝑐20
𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

= 0.
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Множитель при коэффициенте 𝑐2(𝜉) тождественно равен нулю, так как
справедливо соотношение (18). В результате получаем дифференциальное
уравнение относительно коэффициентов 𝑐1(𝜉), 𝑢1(𝜉) и 𝑣1(𝜉):

𝑢1𝑐
′
0 + κ𝑐1𝑢′0 − 𝑐0𝑐

′
1 + κ𝑐0𝑢′1 + [𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′]𝑐1 − κ𝑓 ′𝑐1𝑢1 + κ𝑐1𝑣1 −

− κ𝑐0𝑓 ′
[︁𝑐21
κ

𝑓 ′

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− (𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′)𝑢1
𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

+
𝑐0𝑢

′
1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− 𝑐0

κ
𝑐′1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

]︁
−

− κ𝑐0𝑓 ′
[︁
− 𝑢1𝑢

′
0

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− 𝑐′0

κ
𝑐1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

]︁
+ κ𝑐0

[︁ 𝑐0𝑣
′
1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
− 𝑐21

κ
1

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓

]︁
−

− κ𝑐0𝑣1
𝑣1 − 1− 𝑢1𝑓

′

𝑐0𝑓 ′ − 𝑓
= 0. (22)

Используя соотношения (20), можно свести уравнение (22) к дифферен-
циальному уравнению относительно неизвестной функции 𝑐1(𝜉) и построить
таким образом транспортное уравнение. После упрощений в результате эле-
ментарных преобразований исходное уравнение (22) записывается в норма-
лизованном виде:

𝑐′1 −
[︁ 𝑐20
𝑓2

− 1− 4

κ + 1

𝑐20
𝑐20 + 𝑓2

]︁ 𝑐1
2𝑐0

− κ + 1

κ
(𝑐20 + 𝑓2)2

4𝑐20𝑓
3

𝑐21 = 0. (23)

Рассмотрим общий несогласованный случай, когда κ ̸= 1, 𝛾 ̸= 3, тогда
функцию 𝑓(𝜉) можно записать в виде произведения

𝑓(𝜉) = 𝑐0(𝜉)𝑅(𝜉), (24)

где 𝑅(𝜉) =
√︁
𝛽 + 𝑐

(1−κ)/κ
0 (tg2 𝛼− 𝛽). Тогда уравнение (23) можно упростить

до следующего вида:

𝑐′1 −
[︁ 1

𝑅2
− 1− 4

κ + 1

1

𝑅2 + 1

]︁ 𝑐1
2𝑐0

− κ + 1

κ
(1 +𝑅2)2

4𝑅3

𝑐21
𝑐0

= 0. (25)

Построим начальное условие для транспортного уравнения (25). Для это-
го краевое условие из задачи (17) продифференцируем по 𝜗 и в получившееся
соотношение

𝑤3𝜗

⃒⃒
𝜁=0

=
[︀
𝑔′(𝜗)𝑤2 + 𝑔(𝜗)𝑤2𝜗

]︀
𝜁=0

подставим значение 𝜗 = 0:

𝑤3,1

⃒⃒
𝜁=0

= 𝑔′𝜗(0)𝑤2,0

⃒⃒
𝜁=0

+ 𝑔(0)𝑤2,1

⃒⃒
𝜁=0

.

Здесь 𝑔(0) и 𝑔′(0)— значения функции 𝑔(𝜗) и ее производной по 𝜗 при 𝜗 = 0.
Так как 𝑤2,0

⃒⃒
𝜁=0

= 𝑢0
⃒⃒
𝜁=0

= 0, выполняется

𝑤3,1

⃒⃒
𝜁=0

= 𝑔(0)𝑤2,1

⃒⃒
𝜁=0

. (26)

По определению 𝑤3,1

⃒⃒
𝜁=0

= − κ
𝑐0
𝑣1
⃒⃒
𝜁=0

. Для определения начального усло-
вия для уравнения (25) необходимо найти явный вид для выражения 𝑤2,1

⃒⃒
𝜁=0

.
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Для этого в систему из задачи (17) подставим значение 𝜗 = 0. С учетом вида
функций 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 и 𝑤′

1𝜁 , 𝑤
′
2𝜁 , 𝑤

′
3𝜁 и 𝑤′

1𝜗, 𝑤
′
2𝜗, 𝑤

′
3𝜗 при 𝜗 = 0 система (17)

принимает вид ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑐0
κ
𝑓 ′𝑤1,1 + (𝑐0𝑓

′ − 𝑓)𝑤2,1 =
𝑢′0𝑓

𝑓 ′ − tg𝛼
,

(𝑐0𝑓
′ − 𝑓)𝑤1,1 − κ𝑐0𝑓 ′𝑤2,1 =

𝑐′0𝑓

𝑓 ′ − tg𝛼
.

(27)

Система (27) представляет собой систему линейных алгебраических урав-
нений, решив которую, найдем функции 𝑤1,1, 𝑤2,1:

𝑤1,1 = − 𝑐′0
𝑓 ′ − tg𝛼

, 𝑤2,1 = − 𝑢′0
𝑓 ′ − tg𝛼

.

Подставим в (26) выражения для 𝑤3,1, 𝑤2,1, 𝑔(0):

𝑣1
⃒⃒
𝜁=0

= − 𝑢′0
𝑓 ′ − tg𝛼

tg𝛼

1 + 𝑓 ′ tg𝛼

⃒⃒⃒
𝜁=0

.

С учетом связи (20) между функциями 𝑐1(𝜉) и 𝑣1(𝜉) и уравнением харак-
теристики (24) получим начальное условие для 𝑐1(𝜉) в случае, когда κ ̸= 1,
𝛾 ̸= 3:

𝑐1
⃒⃒
𝜁=0

= − 2𝑐′0𝑅(1 +𝑅2)

𝑅2 − 2𝑅 tg𝛼− 1

tg𝛼

2𝑅+ tg𝛼(𝑅2 − 1)

⃒⃒⃒
𝜁=0

.

При 𝜁 = 0 и 𝜗 = 0, т. е. когда 𝜉 = 1, значение 𝑐0(1) = 1, а значение
𝑅(𝜉 = 1) = tg𝛼; отсюда

𝑐1
⃒⃒
𝜉=1

=
2𝑐′0 tg𝛼

tg2 𝛼+ 1
. (28)

Таким образом, с учетом (25) и (28) задача Коши для транспортного урав-
нения рассматриваемой СУГД в общем несогласованном случае при κ ̸= 1,
𝛾 ̸= 3 будет иметь вид ⎧⎨⎩

𝑐′1 − 𝑃 (𝜉)𝑐1 −𝑄(𝜉)𝑐21 = 0,

𝑐1
⃒⃒
𝜉=1

=
2𝑐′0 tg𝛼

tg2 𝛼+ 1
,

(29)

где

𝑃 (𝜉) =
1

2𝑐0

[︁ 1

𝑅2
− 1− 4

κ + 1

1

𝑅2 + 1

]︁
, 𝑄(𝜉) =

(1 +𝑅2)2

4𝑐′0𝑐0𝑅
3
.

Первое уравнение задачи (29) — дифференциальное уравнение Бернулли,
решение которого можно выписать в квадратурах.

3. Решение транспортного уравнения для коэффициента 𝑐1(𝜉)
в несогласованном случае при κ ̸= 1, 𝛾 ̸= 3. Запишем функцию 𝑐1(𝜉)
как произведение двух неизвестных функций 𝑐1(𝜉) = 𝑞(𝜉)𝑝(𝜉) и подставим
в первое уравнение задачи (29):

𝑝′𝑞 + (𝑞′ − 𝑃 (𝜉)𝑞)𝑝−𝑄(𝜉)𝑝2𝑞2 = 0. (30)
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Коэффициент при 𝑝(𝜉) в уравнении (30) зануляется и значение 𝑞(𝜉) нахо-
дится из решения дифференциального уравнения

𝑞′ − 𝑃 (𝜉)𝑞 = 0. (31)

Решением (31) будет функция

𝑞(𝜉) = exp

(︂∫︁
𝑃 (𝜉)𝑑𝜉

)︂
.

Найдем значение интеграла, стоящего в показателе экспоненты:∫︁
𝑃 (𝜉)𝑑𝜉 =

1

2𝑐′0

∫︁
𝑑𝑐0

𝑐0(𝛽 + 𝑐
1/κ−1
0 (tg2 𝛼− 𝛽))

− 1

2𝑐′0

∫︁
𝑑𝑐0
𝑐0

−

− 2

κ

∫︁
𝑑𝑐0

𝑐0(𝛽 + 1 + 𝑐
1/κ−1
0 (tg2 𝛼− 𝛽))

.

Сделаем замену переменных:

𝑧 = 𝑐
1/κ
0 , 𝑐0 = 𝑧κ, 𝑑𝑐0 = κ𝑧κ−1𝑑𝑧. (32)

Здесь и далее предполагается, что κ ∈ Q. В результате будем иметь∫︁
𝑃 (𝜉)𝑑𝜉 =

κ + 1

2

∫︁
𝑧κ−2𝑑𝑧

𝛽𝑧κ−1 + tg2 𝛼− 𝛽
− 2

∫︁
𝑧κ−2𝑑𝑧

(𝛽 + 1)𝑧κ−1 + tg2 𝛼− 𝛽
−

− 1

2𝑐′0
ln 𝑐0 = ln

(︂
𝑐
(κ−1)/κ
0 (𝛽 + 1 + 𝑐

(1−κ)/κ
0 (tg2 𝛼− 𝛽))

𝑐0

√︁
𝛽 + 𝑐

(1−κ)/κ
0 (tg2 𝛼− 𝛽)

)︂
.

В результате

𝑞(𝜉) =
𝑐
(κ−1)/κ
0 (𝛽 + 1 + 𝑐

(1−κ)/κ
0 (tg2 𝛼− 𝛽))

𝑐0

√︁
𝛽 + 𝑐

(1−κ)/κ
0 (tg2 𝛼− 𝛽)

=
𝑐20 + 𝑓2

𝑐
(κ+1)/κ
0 𝑓

=
1 +𝑅2

𝑐
1/κ
0 𝑅

. (33)

Функция 𝑝(𝜉) является решением уравнения

𝑑𝑝

𝑝2
=

1

𝑐′0
𝑄(𝑐0)𝑞(𝑐0)𝑑𝑐0,

отсюда

𝐶 − 1

𝑝
=

(︁κ + 1

2κ

)︁2
∫︁

(1 +𝑅2)3

𝑐
(κ+1)/κ
0 𝑅4

𝑑𝑐0, (34)

где 𝐶 — константа интегрирования.
Вычислим интеграл, стоящий в правой части выражения (34). После за-

мены (32) интеграл переписывается следующим образом:
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(1 +𝑅2)3

𝑐
(κ+1)/κ
0 𝑅4

𝑑𝑐0 =

∫︁
𝑑𝑐0

𝑐
(κ+1)/κ
0 𝑅4

+ 3

∫︁
𝑑𝑐0

𝑐
(κ+1)/κ
0 𝑅2

+ 3

∫︁
𝑑𝑐0

𝑐
(κ+1)/κ
0

+

+

∫︁
𝑅2𝑑𝑐0

𝑐
(κ+1)/κ
0

= −tg2 𝛼− 𝛽

𝑐0
+ 3κ

∫︁
𝑧κ−3𝑑𝑧

(𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽))
−

− κ (𝛽 + 3)

𝑐
1/κ
0

+ κ
∫︁

𝑑𝑧

𝑧4−2κ(𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽))2
. (35)

Последний интеграл в выражении (35) берется по частям:∫︁
𝑑𝑧

𝑧4−2κ(𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽) )2
=

1

𝛽(κ − 1)

∫︁
𝑧κ−2𝑑𝛽𝑧κ−1

(𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽))2
=

=
1

κ + 1

[︁
− 𝑧κ−2

𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽)
+ (κ − 2)

∫︁
𝑧κ−3𝑑𝑧

𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽)

]︁
. (36)

Выражение (36) подставим в (35):∫︁
(1 +𝑅2)3

𝑐
(κ+1)/κ
0 𝑅4

𝑑𝑐0 = −κ(𝛽 + 3)

𝑐
1/κ
0

− (tg2 𝛼− 𝛽)

𝑐0
+

+
κ

κ + 1

𝑧κ−2

𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽)
+

κ(2κ + 5)

κ + 1

∫︁
𝑧κ−3𝑑𝑧

𝑧κ−1𝛽 + (tg2 𝛼− 𝛽)
. (37)

Введем обозначение 𝐼(𝜉) =
∫︁

𝑑𝑧

𝑧2(𝛽 + 𝑧1−κ(tg2 𝛼− 𝛽))
и подставим выра-

жение (37) в (34):

𝐶1 −
1

𝑝

(︁ 2κ
κ + 1

)︁2
= − 1

𝑐
1/κ
0

(︁
2κ − 1 +

𝑓2

𝑐20
− κ

κ + 1

𝑐20
𝑓2

)︁
+

κ(2κ + 5)

κ + 1
𝐼(𝜉), (38)

где 𝐶1 = 𝐶(2κ/(κ + 1))2. Из выражения (38) выразим функцию 𝑝(𝜉):

𝑝(𝜉) =
(︁ 2κ
κ + 1

)︁2[︁
𝐶1 +

(︁
2κ − 1 +

𝑓2

𝑐20
− κ

κ + 1

𝑐20
𝑓2

)︁
𝑐
−1/κ
0 −

− κ(2κ + 5)

κ + 1
𝐼(𝜉)

]︁−1
. (39)

С учетом (33) и (39) запишем выражение для функции 𝑐1(𝜉):

𝑐1(𝜉) =
𝑐20 + 𝑓2

𝑐0𝑓

(︁ 2κ
κ + 1

)︁2[︁
𝐶1𝑐

1/κ
0 +

(︁
2κ − 1 +

𝑓2

𝑐20
− κ

κ + 1

𝑐20
𝑓2

)︁
−

− κ(2κ + 5)

κ + 1
𝑐
1/κ
0 𝐼(𝜉)

]︁−1
. (40)

Найдем значение константы интегрирования 𝐶 из начального условия,
для этого приравняем выражение для 𝑐1(𝜉) из (28) и (40) при 𝜉 = 1:

𝐶 =
κ + 1

2κ

(︁κ − 1

2κ
tg2 𝛼+

3

2 tg2 𝛼
+

3

2
− κ +

1

2κ
+

2κ + 5

2
𝐼(1)

)︁
.
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Подставим 𝐶 в (40) и окончательно получим выражение для 𝑐1(𝜉) в рас-
сматриваемом случае:

𝑐1(𝜉) =
2κ

κ + 1

𝑐20 + 𝑓2

𝑐0𝑓
𝑀(𝜉)−1,

где

𝑀(𝜉) = 𝑐
1/κ
0

(︁κ − 1

2κ
tg2 𝛼+

3

2 tg2 𝛼
+

3

2
− κ +

1

2κ

)︁
+ κ +

1

2
− 1

2κ
+

+
κ + 1

2κ
𝑓2

𝑐20
− 1

2

𝑐20
𝑓2

− 2κ + 5

2
𝑐
1/κ
0

(︀
𝐼(𝜉)− 𝐼(1)

)︀
.

Зная 𝑐1(𝜉), можно найти 𝑢1(𝜉) и 𝑣1(𝜉), используя соотношения (20):

𝑢1(𝜉) =
2

κ + 1

𝑐20 − 𝑓2

𝑐0𝑓
𝑀(𝜉)−1, 𝑣1(𝜉) =

4

κ + 1
𝑀(𝜉)−1.

Используя построенное решение (функции 𝑐1 (𝜉), 𝑢1 (𝜉) и 𝑣1 (𝜉)), рассмот-
рим квазисогласованное приближение, когда условие согласования (8) не вы-
полняется, но коэффициенты рядов 𝑐𝑖, 𝑢𝑖 и 𝑣𝑖 равны нулю при 𝑖 > 2:

𝑐 = 𝑐0 + 𝑐1𝜗, 𝑢 = 𝑢0 + 𝑢1𝜗, 𝑣 = 𝑣1𝜗. (41)

Можно показать, что решение (41) в координатах 𝑢, 𝑣 будет иметь вид

𝑐 = 1 + κ𝑢+ κ
𝑓

𝑐0
𝑣, (42)

где 𝑓(𝜉) = 𝑐0

√︁
𝛽 + 𝑐

1/κ−1
0 (tg2 𝛼− 𝛽). Из сравнения формул (9) и (42) видно,

что в согласованном случае поверхность функции 𝑐(𝜉) есть плоскость в пере-
менных 𝑢, 𝑣, а в квазисогласованном случае это криволинейная поверхность,
так как коэффициент при переменной 𝑣 есть функция независимой перемен-
ной 𝜉.

4. Решение транспортного уравнения для коэффициента 𝑐1(𝜉)
в несогласованном случае при 𝛾 = 5/3. При произвольном значении
κ ∈ Q интеграл 𝐼(𝜉) в элементарных функциях не берется. Рассмотрим слу-
чай, когда 𝛾 = 5/3 (κ = 1/3, 𝛽 = 2— водород), тогда интеграл 𝐼(𝜉) принимает
вид, который допускает его интегрирование в элементарных функциях:

𝐼(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

=

∫︁
𝑑𝑧

𝑧2(2 + 𝑧2/3(tg2 𝛼− 2))
. (43)

После замены 𝑧 = 𝑡3 интеграл (43) преобразуется к виду

𝐼(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

= 3

∫︁
𝑑𝑡

𝑡4(2 + 𝑡2(tg2 𝛼− 2))
.
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Дробь, стоящая под знаком интеграла, дважды раскладывается на сумму
простейших дробей, и после интегрирования имеем

𝐼(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

= − 1

2𝑐30
+

3(tg2 𝛼− 2)

4𝑐0
+

3(tg2 𝛼− 2)3/2

4
√
2

arctg
𝑐0√︀

2/(tg2 𝛼− 2)
.

При этом

𝐼(1)
⃒⃒
κ=1/3

= −1

2
+

3(tg2 𝛼− 2)

4
+

3(tg2 𝛼− 2)3/2

4
√
2

arctg
1√︀

2/(tg2 𝛼− 2)
.

Подставим выражение для 𝐼(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

и 𝐼(1)
⃒⃒
κ=1/3

в (40), получим выра-
жение для функции 𝑐1(𝜉) в явном виде при 𝛾 = 5/3 (κ = 1/3):

𝑐1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

=
3 + 𝑐20(tg

2 𝛼− 2)√︀
2 + 𝑐20(tg

2 𝛼− 2)

1

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

, (44)

где

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

= −6𝑐30 + 2.25𝑐30 tg
2 𝛼+

3𝑐30
tg2 𝛼

+ 9
1

2
− 1

4
𝑐20(tg

2 𝛼− 2) +

+
17
√
2

8
𝑐30(tg

2 𝛼− 2)3/2 arctg

√︂
1

2
(tg2 𝛼− 2)− 1

2 + 𝑐20(tg
2 𝛼− 2)

−

− 17
√
2

8
𝑐30(tg

2 𝛼− 2)3/2 arctg
𝑐0√︀

2/(tg2 𝛼− 2)
.

Из выражения для 𝑐1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

легко найти выражения для 𝑢1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

и 𝑣1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

также в явном виде:

𝑢1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

= − 3(1 + 𝑐20(tg
2 𝛼− 2))

2
√︀
2 + 𝑐20(tg

2 𝛼− 2)

1

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

,

𝑣1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

=
3

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3

.

(45)

Применим построенное решение (функции 𝑐1(𝜉), 𝑢1(𝜉) и 𝑣1(𝜉) при 𝛾 = 5/3
(κ = 1/3)) к описанию течения сжатия специального призматического объема
в квазисогласованном приближении.

5. Описание течения сжатия в квазисогласованном случае при
𝛾 = 5/3 и 𝛼 = 𝜋/3. В работах [1, 2, 4–6] было показано, что результаты
решения задачи о разлете газа на косой стенке в вакуум при 𝑡 > 0 можно ис-
пользовать для описания сжатия газа в специальном призматическом объеме
для 𝑡 < 0.

Рассмотрим объем, ограниченный непроницаемыми стенками, представ-
ляющий собой в поперечном сечении правильный треугольник △𝐸𝐹𝐺 (см.
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рис. 2, a), в котором находится покоящийся газ. В момент времени 𝑡 = 𝑡0 < 0
в результате внешнего воздействия внешние стенки 𝐸𝐹 , 𝐹𝐺 и 𝐸𝐺 треуголь-
ника △𝐸𝐹𝐺 начинают движение к центру пересечения биссектрис — точке 𝑂
на рис. 2.

В силу симметричности внешнего воздействия и самого объема △𝐸𝐹𝐺
течение газа в областях △𝐹𝐺𝑂 и △𝐸𝐺𝑂 подобно течению в △𝐸𝐹𝑂. Да-
лее отдельно рассматривается фрагмент △𝐸𝐹𝑂 треугольника △𝐸𝐹𝐺 (см.
рис. 2, b).

На рис. 2,b показана конфигурация течения сжатия в момент времени
𝑡0 < 𝑡 < 0 для фрагмента △𝐸𝑂𝐹 . Линии 𝐸𝑂 и 𝐹𝑂 в нашей задаче являют-
ся непроницаемыми стенками треугольника △𝐸𝑂𝐹 в силу симметричности
течения в объеме △𝐸𝐹𝐺. В работе [5] показано, что в течении сжатия воз-
никают три области: область покоящегося газа (0); область течения в виде
центрированной волны (1); область течения в виде двойной волны (2).

Для описания течения сжатия в области двойной волны (2) используется
построенное решение (44)–(45) задачи об истечении газа в вакуум с косой
стенки при 𝛼 = 𝜋/3.

Найдем выражение для функции 𝑐1(𝜉) для рассматриваемого специаль-
ного объема. При 𝛾 = 5/3 и 𝛼 = 𝜋/3 значение κ = 1/3, 𝛽 = 2 и функция
𝑓(𝜉) = 𝑐0

√︀
𝑐20 + 2. Подставим данные значения κ, 𝛽, 𝑓(𝜉) в формулы (44)–

(45), в результате получим

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

= 9.5 + 3.5996𝑐30 − 0.25𝑐20 −
1

𝑐20 + 2
− 17

√
2

8
𝑐30 arctg

√
2

2
𝑐0,

𝑐1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

=
3 + 𝑐20√︀
2 + 𝑐20

1

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

, (46)

a b
Рис. 2. Начальная конфигурация в момент 𝑡0 < 0 (a) и конфигурация потока в момент
𝑡0 < 𝑡 < 0 (b): 0 — область, в которой находится покоящийся газ; 1 — область течения в виде

центрированной волны; 2 — область течения в виде двойной волны
[Figure 2. (a) Initial configuration 𝑡0 < 0; (b) the flow configuration at 𝑡0 < 𝑡 < 0: 0 — the
quiescent gas region; 1 — the flow region in the form of a centered wave; 2 — the flow region in

the form of a double wave]
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𝑢1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

= − 𝑐20 + 1

2
√︀
𝑐20 + 2

3

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

, 𝑣1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

=
3

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

.

Функции 𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

и 𝑐1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

определены на интервале, где 𝑐0(𝜉) > 0.

При описании сжатия газа в специальном призматическом объеме область
определения 𝑀(𝜉)

⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

и 𝑐1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

есть интервал 𝑐0(𝜉) > 1. При описании

разлета газа с косой стенки в вакуум, имеющей наклон 𝛼 = 𝜋/3, область
определения функций 𝑀(𝜉)

⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

и 𝑐1(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

есть интервал 0 6 𝑐0(𝜉) 6 1.

Найдем нули функции, стоящей в знаменателе дроби (46) при 𝑐0 > 1. Так
как справедливо неравенство 𝑐20 + 2 > 0 при любых 𝑐0 > 0, второй сомножи-
тель в знаменателе дроби равен нулю:

𝑀(𝜉)
⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

= 9.5 + 3.5996𝑐30 − 0.25𝑐20 −
1

𝑐20 + 2
− 17

√
2

8
𝑐30 arctg

√
2

2
𝑐0 = 0. (47)

Численное решение уравнения (47) при 𝑐0(𝜉) > 1 дает единственное зна-
чение 𝑐*0 = 3.9564 (𝜉* = 12.8257), при котором значение функции 𝑀(𝜉)

⃒⃒
κ=1/3
𝛼=𝜋/3

равно нулю. Отсюда

lim
𝜉→𝜉*

𝑐1(𝜉) = lim
𝜉→𝜉*

𝜕𝑐

𝜕𝜗

⃒⃒⃒
𝜗=0

= ∞. (48)

Значение предела (48) означает, что в течении типа двойная волна при
сильном сжатии газа, находящегося в рассматриваемом призматическом объ-
еме, наступает градиентная катастрофа, функция 𝑐(𝜉, 𝜗) в точке 𝜉* при 𝜗 = 0
(точка 𝐷 на рис. 3, b) испытывает сильный разрыв, что приводит к образо-
ванию ударной волны.

Необходимо отметить следующее. Транспортное уравнение (29) — нели-
нейное дифференциальное уравнение, поэтому его решение содержит найден-
ную в точке 𝜉* особенность. Все последующие дифференциальные уравнения
для нахождения коэффициентов 𝑐𝑖 при 𝑖 > 2 будут линейными, поэтому дру-
гих особенностей решение задачи (12) не содержит.

Построим поверхность функции 𝑐(𝜉, 𝜗) при приближении переменной 𝜉
к значению 𝜉* для квазисогласованного случая (рис. 3, a) и для согласован-
ного случая (рис. 3,b). Согласованный случай рассматривается для 𝛾 = 2,
когда угол наклона косой стенки равен 𝜋/3.

Обозначения на рис. 3 повторяют обозначения рис. 1, 2. Черным цветом
выделена область максимального сжатия, белым цветом — область покояще-
гося газа.

На рис. 3, a красным цветом отмечена точка 𝐷, в которой при 𝜉 = 𝜉*
и 𝜗 = 0 обнаружена особенность найденного решения, где 𝑐1 → ∞ при 𝜉 → 𝜉*.

Для остальной области сжатия значение 𝑐(𝜉, 𝜗) в квазисогласованном слу-
чае значительно меньше, чем в согласованном случае. Приведенная карти-
на распределения 𝑐(𝜉, 𝜗) не полностью отражает рассматриваемое течение
сжатия, так как члены ряда при 𝑖 > 2 искусственно отброшены. Различия
в значениях 𝑐(𝜉, 𝜗) также обусловлены тем, что на правом рисунке газ имеет
показатель политропы 𝛾 = 2, а на левом 𝛾 = 5/3.
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a b
Рис. 3. Поверхность функции 𝑐(𝜉, 𝜗) при приближении к точке 𝜉* в квазисогласованном
(a) и согласованном (b) случаях: 0 — область, в которой находится покоящийся газ; 1 —
область течения в виде центрированной волны; 2 — область течения в виде двойной волны

(онлайн в цвете)
[Figure 3. (color online) The surface of the function 𝑐(𝜉, 𝜗) when approaching the point 𝜉* in the
quasi-consistent (a) and consistent (b) cases: 0 — the quiescent gas region; 1 — the flow region

in the form of a centered wave; 2 — the flow region in the form of a double wave]

Заключение.
1. Построено аналитическое решение начально-краевой задачи об истече-

нии политропного газа с косой стенки в вакуум в постановке характе-
ристической задачи Коши стандартного вида в пространстве физиче-
ских автомодельных переменных 𝜉 = 𝑥/𝑡, 𝜂 = 𝑦/𝑡 в общем несогласо-
ванном случае.

2. Построено аналитическое решение транспортного уравнения для коэф-
фициента ряда 𝑐1(𝜉) в общем несогласованном случае, и для частного
случая 𝛾 = 5/3— случай водорода — для коэффициента 𝑐1(𝜉) построе-
но аналитическое решение в явном виде.

3. Полученное решение применено к описанию сжатия специального приз-
матического объема, представляющего собой в сечении правильный
треугольник. Найдена особенность полученного решения в точке 𝜉* =
= 12.8257 на характеристике 𝜗 = 0, когда значение 𝑐1 → ∞ при 𝜉 → 𝜉*.
Таким образом, функция 𝑐1(𝜉) в точке 𝜉* при 𝜗 = 0 испытывает силь-
ный разрыв, что означает образование ударной волны сжатия и из-
менение режима течения газа в области двойной волны с безударного
сжатия на «ударное» сжатие.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Abstract

The present paper is devoted to an initial-boundary value problem for
the system of gas dynamics equations in the formulation of the characteristic
Cauchy problem of standard form, which describes, at 𝑡 > 0, the expansion
of a polytropic gas into vacuum on an inclined wall in the space of physical
self-similar variables 𝜉 = 𝑥/𝑡, 𝜂 = 𝑦/𝑡, and at 𝑡 < 0, strong compression of
gas in the prismatic volume.

The solution of the initial-boundary value problem is constructed in the
form of series of functions 𝑐(𝜉, 𝜗), 𝑢(𝜉, 𝜗) and 𝑣(𝜉, 𝜗) with powers 𝜗, where
𝜗 is the known function of independent variables. Finding the unknown
coefficients 𝑐1(𝜉), 𝑢1(𝜉) and 𝑣1(𝜉) of the series of functions 𝑐(𝜉, 𝜗), 𝑢(𝜉, 𝜗)
and 𝑣(𝜉, 𝜗) is reduced to solving the transport equation for the coefficient
𝑐1(𝜉).

The study deals with construction of an analytical solution of the trans-
port equation for the coefficient 𝑐1(𝜉) of the solution of the system of gas
dynamics equations, which describes the isentropic outflow of a polytropic
gas from an inclined wall, in the general inconsistent case, when tg2 𝛼 ̸=
(𝛾 +1)/(3− 𝛾). When 𝛾 = 5/3, which is the case of hydrogen, an analytical
solution of the transport equation is constructed for the coefficient 𝑐1(𝜉) in
explicit form for the first time.

The obtained solution has been applied to the description of the com-
pression of a special prismatic volume, which is a regular triangle in cross
section. The specific feature of the obtained solution 𝑐1(𝜉) indicated in the
article is that the value 𝑐1 → ∞ as 𝜉 → 𝜉*, where the value 𝜉* is given by the
equation 𝑐0(𝜉*) = 3.9564. It is concluded that at the sound characteristic,
which is the interface between the flows of centered and double wave types, a
gradient catastrophe occurs at the point with coordinates 𝜉 = 𝜉* and 𝜗 = 0,
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which results in development of strong discontinuity in the shock-free flow
and formation of a shock wave.
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Оценивание множеств решений линейных систем
обыкновенных дифференциальных уравнений
с возмущениями на основе оператора Коши
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Аннотация

Излагается метод численного анализа множеств решений линейных
систем обыкновенных дифференциальных уравнений, содержащих воз-
мущения в правой части. Метод определяет экстремальные значения
решений, которые составляют множества решений по осям координат
или в заданном направлении. Получены оценки на основе использова-
ния оператора Коши, записанного символьными формулами вариации
произвольных постоянных. Дополнительно реализован контроль откло-
нения решений при расчете пучка траекторий. Приведены примеры оце-
нивания множеств достижимости систем при воздействии управляющих
воздействий и возмущений.

Ключевые слова: возмущающие воздействия; пучок траекторий; сим-
вольные алгоритмы.
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Введение. Рассматривается задача оценки множества решений систем
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с возмущениями. Такие
задачи возникают при исследовании устойчивости с постоянно действующи-
ми возмущениями на конечном интервале времени [1–3], множеств достижи-
мости (МД) управляемых систем [4–11], оценке выживаемости систем [12].
Оценка множеств решений для линейных систем ОДУ с возмущениями акту-
альна в наше время во многих современных практических сферах, к которым
относятся различные системы управления реальными объектами, оценка ха-
рактеристик объектов в баллистике при массовых вычислениях, управление
беспилотными летательными аппаратами и автомобилями [13–14]. Постанов-
ка задачи оценки множества решений системы ОДУ с возмущающими воз-
действиями обусловлена тем, что для рассматриваемой модели отсутствует
достаточное описание всех параметров, включающих действующие возмуще-
ния (управления) [1, 4, 9–10], а известны только границы изменения возмуще-
ний (управлений). В подобных случаях необходимо оценивать все множество
решений, соответствующих возмущениям.

Универсального метода получения оценок не существует ввиду многооб-
разия и сложности задач [9]. Существующие методы основаны на различных
подходах (например, метод оптимальных двусторонних оценок МД на осно-
ве операций над эллипсоидами [4–9], подход работы [10]), в основе которых
лежит многократное решение систем ОДУ с измененными значениями пара-
метров, что позволяет учитывать все возможные значения коэффициентов
этих систем под воздействием возмущений. В последние годы развиваются
исследования в области разработки и применения методов адаптивной интер-
поляции в задачах с интервальными неопределенностями [15–17], в которых
для каждого момента времени строятся кусочно-полиномиальные функции,
интерполирующие зависимость решения задачи от точечных значений интер-
вальных параметров с заданной точностью. Авторы метода адаптивной ин-
терполяции применяют 𝑘-d-деревья для хранения информации о найденных
значениях численного решения. С помощью этого метода решены несколько
практически важных задач [15–17], в которых требуется определить верхние
и нижние границы компонент множества решений.

Следует выделить также работы, описывающие подход, основанный на
символьной формуле оператора сдвига вдоль траектории и вычислении мно-
жеств значений этой формулы по всем множествам управления и управляю-
щим воздействиям [18] и его применение в ряде задач [19–23].

Иногда возникают трудности, связанные с применением многих методов
оценки множеств решений с возмущающими и управляющими параметра-
ми [13–14], которые заключаются в расширении этих оценок независимо от
поведения самих решений, а также в возможном увеличении ошибок чис-
ленных расчетов. Вычисление границы МД может иметь большую вычис-
лительную сложность для систем высокой размерности как в линейном, так
и нелинейном случаях. Некоторые методы не позволяют установить парамет-
ры и управление, ведущие на границу [13]. В настоящее время разработка
надежных вычислительных алгоритмов для оценки МД остается актуаль-
ной [14].

В данной статье развиваются методы решения задачи оценки множеств
решений системы ОДУ с возмущающими воздействиями, основанные на сим-
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вольных вычислениях [18]. Предложен и описан новый подход, основанный
на символьной формуле Коши и учитывающий особенности интегральной
кривой поставленной задачи, то есть свойства решений. В построенных на
основе данного подхода численно-символьных алгоритмах вычисление мак-
симальных и минимальных значений границ множеств решений выполняется
независимо от предыдущих шагов на каждом шаге по времени. Ошибка вы-
числений границ множеств решений от шага к шагу не накапливается. Это
является преимуществом рассматриваемого метода.

К достоинствам метода относится также использование для оценки мно-
жеств достижимости на входе возмущающих или управляющих воздействий
как произвольных функций широкого класса.

1. Постановка задачи. Рассматривается следующая начальная задача
для системы ОДУ:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]; (1)

𝑦(𝑡0) = 𝑦0 ∈ 𝑌0, (2)

где 𝑦0 ∈ 𝑌0 ⊂ R𝑛, 𝑢 : [𝑡0, 𝑇 ] → [−1, 1], 𝑦 : [𝑡0, 𝑇 ] → R𝑛, 𝐴(𝑡) : [𝑡0, 𝑇 ] → R𝑛 × R𝑛,
𝑇 > 𝑡0. Пусть для любого вектора начальных данных существует единствен-
ное решение этой задачи 𝑦(𝑡) на интервале [𝑡0, 𝑇 ], 𝑦(𝑡) принадлежит соответ-
ствующему функциональному пространству (является непрерывной, непре-
рывно-дифференцируемой или абсолютно непрерывной функцией, в общем
случае можно сказать — суммируемой функцией). Требуется найти включе-
ние (построить границы) множества решений 𝑌 (𝑡) ⊆ R𝑛 такое, что

𝑦(𝑡) ∈ 𝑌 (𝑡) (3)

на интервале [𝑡0, 𝑇 ] для всех решений 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) задачи (1) с началь-
ными данными (2) и возмущающим воздействием 𝑢(𝑡).

Для построения включения (3) множества решений системы ОДУ с на-
чальными данными воспользуемся оператором Коши 𝑌 (𝑡0, 𝑡) : R𝑛 → R𝑛, со-
поставляющим со значением каждого решения 𝑦(𝑡) системы ОДУ в точке
𝑡 = 𝑡0 значение этого же решения в точке 𝑡:

𝑌 (𝑡0, 𝑡)𝑦(𝑡0) = 𝑦(𝑡). (4)

Выполняются следующие свойства оператора Коши:

𝑌 (𝑡0, 𝑡0) = 0, 𝑌 (𝑡0, 𝑡) = 𝑌 −1(𝑡, 𝑡0), 𝑌 (𝑡0, 𝜏)𝑌 (𝜏, 𝑡) = 𝑌 (𝑡0, 𝑡).

Если система ОДУ (1) является линейной системой с суммируемой правой
частью, то формула (4) записывается в виде следующих форм:

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) = Φ(𝑡)

(︂
Φ−1(𝑡0)𝑦0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

)︂
, (5)

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) = exp(𝑡𝐴)

(︂
exp−1(𝑡0𝐴)𝑦0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

exp−1(𝜏𝐴)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

)︂
. (6)
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Формула (5) справедлива для систем линейных ОДУ с переменными коэф-
фициентами, формула (6) выполняется для систем с постоянными матрица-
ми коэффициентов. Здесь 𝑢(𝜏) = (𝑢1(𝜏), . . . , 𝑢𝑛(𝜏))— вектор внешних воздей-
ствий (возмущений); 𝑦0 = (𝑦1,0, . . . , 𝑦𝑛,0)— вектор начальных данных; Φ(𝑡)—
матрица фундаментальных решений линейной однородной системы, получен-
ной из системы (1); Φ−1(𝑡)— обратная матрица к матрице фундаментальных
решений; exp(𝑡𝐴)— матрица фундаментальных решений линейной однород-
ной системы с постоянными коэффициентами; exp−1(𝑡𝐴)— обратная матрица
к матрице фундаментальных решений линейной однородной системы с посто-
янными коэффициентами.

На основе формул (5) или (6) нельзя сразу же получить числовые зна-
чения. Необходимо выбрать алгоритм и организовать вычисления; величины

exp(𝑡𝐴), exp−1(𝑡𝐴), Φ(𝑡),
∫︁

Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0)— символьные величины, для опреде-

ления значений которых нужно реализовать соответствующие алгоритмы.
Представим формулы (5) и (6) как соотношения, связывающие решение

и неопределенные воздействия. На их основе необходимо выбрать алгоритм
и организовать вычисления, позволяющие получить верхние и нижние оценки
множества всех решений. При этом величины, подобные exp(𝑡𝐴), exp−1(𝑡𝐴),

Φ(𝑡),
∫︁

Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0), воспринимаются как символьная формула — выражение.

Для представления первой части формул (5), (6) в виде структуры, при-
годной для организации вычислений на ЭВМ, необходимо записать матрицу
фундаментальных решений как символьную формулу, включающую алгебра-
ические величины (переменные и числа), соединенные знаками арифметиче-
ских операций, знаками извлечения корня и возведения в степень и скобками,
указывающими на последовательность применения арифметических опера-
ций. Далее необходимо выполнить такую же запись символьной формулы
обратной матрицы фундаментальных решений, умножить символьные фор-
мулы матриц между собой и умножить произведение на символьный вектор
начальных данных. Матрица фундаментальных решений является матрич-
ной функцией, в этом отличие от решения обычной системы ОДУ, решение
которого есть векторная функция. Для реализации указанного процесса необ-
ходимо разработать алгоритм, не приводящий к значительному росту вычис-
лительных затрат, пригодный к использованию для широкого класса систем
вида (1), и реализовать его в виде программного комплекса.

2. Описание численно-символьного алгоритма. Первая часть алго-
ритма описывает построение символьных формул и организацию вычисле-
ний по этим формулам включенных в процесс вычисления оценок областей
значений. Следует отметить, что оценивать области значений в этой части
формулы Коши не требуется, так как полагаем, что начальные данные и все
коэффициенты заданы точно. Далее в описании алгоритма мы не будем ссы-
латься на номера формул (5) или (6), так как эти действия на всех шагах
выполняются как для формул (5), так и для формул (6).

Шаг 1. Определяется символьная формула решений фундаментальной
матрицы решений матричной системы ОДУ

𝑑Φ

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)Φ. (7)
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Для нахождения матричного решения системы (7) используется метод нахож-
дения полиномиального решения линейной функциональной системы либо
метод нахождения рационального решения линейной функциональной систе-
мы [25], либо метод построения матричной экспоненты, если 𝐴— постоянная
матрица. В итоге получаем символьные формулы решений. Эти формулы
входят как компоненты в первый член формулы Коши Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0)𝑌0.

Шаг 2. На этом шаге символьная формула Φ(𝑡) преобразуется к сим-
вольным формулам Φ(𝑡0), Φ

−1(𝑡0)𝑦0, выполняется подстановка символьных
переменных и их преобразование. Первый член символьной формулы Коши
Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0)𝑦0 конструируется на основе выражений, полученных после этой
подстановки. Размерность произведения матричных и векторных функций
равна размерности решения. Под интеграл во втором члене суммы входит
также вектор возмущающих воздействий.

Вторая часть шага 2 алгоритма описывает преобразование подынтеграль-
ного выражения Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏), нахождение первообразной преобразованного
выражения, затем подстановку первообразной в символьную формулу Коши
и оценивание границ области значений этой формулы.

Это достаточно сложная для реализации часть всего алгоритма. Для внеш-
него воздействия 𝑢(𝑡) известны только границы его значений. Поэтому ин-
тегрирование неизвестной функции, зависящей от времени, невыполнимо.
Можно преобразовать подынтегральное символьное выражение к виду, для
которого определяется первообразная. Затем с использованием этой перво-
образной, оценивается область значений второй части формулы (1), а значит
оценивается область значений формулы (1).

Шаг 3. На этом шаге оценивается область значений формулы

Φ(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏.

В ней изменяется один из сомножителей подынтегрального выражения 𝑢(𝜏),
|𝑢(𝜏)| 6 1 для любого 𝜏 , формулы фундаментальной матрицы решений и
обратной матрицы не изменяются.

Чтобы вычислить границы множества значений⋃︁
𝑢(𝜏)∈𝑈

∫︁ 1

0
Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

при 𝑢(𝜏) ∈ [𝑢min, 𝑢max], в алгоритме определяются экстремальные значения

подынтегрального выражения Φ(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏 в фиксированных точ-

ках времени 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Выбор значений возмущающих (управляющих)
воздействий как решений задач

max
𝑢min6𝑢(𝜏)6𝑢max

Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏) и min
𝑢min6𝑢(𝜏)6𝑢max

Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏)

в фиксированные моменты времени эквивалентен тому, что возмущающее
воздействие выбирается из условия приближения подынтегрального выра-
жения сверху, затем — из условия приближения снизу. При этом используют-
ся методы, в которых применяются только значения целевой функции и не
вычисляются производные [26].
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Для графического представления границы множества значений и ее оцен-
ки строится интерполяционный полином по точкам максимума подынтеграль-
ного выражения

Φ(𝑡)Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏) = Φ(𝑡const)Φ
−1(𝜏)𝑢(𝜏),

вычисленным в точках 𝑡𝑘; значение 𝑡 = 𝑡const фиксировано, значения пере-
менной 𝜏 изменяются в точках 𝑡𝑘:

max
𝑢min6𝑢(𝑡1)6𝑢max

Φ−1(𝑡1)𝑢(𝑡1), . . . , max
𝑢min6𝑢(𝑡𝑛)6𝑢max

Φ−1(𝑡𝑛)𝑢(𝑡𝑛).

Для интерполирования максимальных значений применяется кубический ин-
терполяционный сплайн [27], обозначенный здесь как MaxICS(𝑡), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡𝑛.
Кубический интерполяционный сплайн MinICS(𝑡), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡𝑛, строится ана-
логично по точкам

min
𝑢min6𝑢(𝑡1)6𝑢max

Φ−1(𝑡1)𝑢(𝑡1), . . . , min
𝑢min6𝑢(𝑡𝑛)6𝑢max

Φ−1(𝑡𝑛)𝑢(𝑡𝑛).

Так как все входящие в подынтегральное выражение функции векторные,
данная процедура повторяется для каждой компоненты построенных век-
торных функций.

Для многих задач возмущающее воздействие [5] может не быть непре-
рывной, а также дифференцируемой функцией. Возможные варианты вы-
бора возмущающих (управляющих) воздействий: кусочно-гладкая функция,
производная которой интегрируема по Лебегу, либо абсолютно непрерывная
функция. Поэтому необходимо оценить точность построения интерполяцион-
ной или сглаживающей сплайн-функции MaxICS(𝑡), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡𝑛, вычисленной
по точкам максимальных значений подынтегральных выражений, а также
сплайн-функции MinICS(𝑡), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡𝑛, вычисленной по точкам минималь-
ных значений подынтегральных выражений. Компоненты подынтегрального
выражения — непрерывные функции, зависящие от 𝑡.

Определение. Для любой функции 𝑓(𝑡), заданной на отрезке 𝑇 , верхняя
грань колебаний функции [27] по всем подотрезкам из 𝑇 длиной меньше 𝛿
является модулем непрерывности этой функции:

𝜔(𝑓, 𝛿) = sup{|𝑓(𝑡1)− 𝑓(𝑡2)|, 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑇, |𝑡1 − 𝑡2| < 𝛿}.

Сформулируем утверждение, описывающее сходимость интерполяцион-
ных полиномов для непрерывной функции на отрезке.

Утверждение. Пусть на отрезке [𝑡0, 𝑇 ] заданы непрерывная функция 𝑦(𝑡)
и такая последовательность сеток Δ𝑘, что ‖Δ𝑘‖ → 0 при 𝑘 → ∞. Если
кубический сплайн дефекта 2 интерполирует функцию 𝑦(𝑡) в узлах сетки Δ𝑘

и его производная в этих узлах равна нулю, то последовательность {𝑆Δ𝑘(𝑡)}
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сходится к 𝑦(𝑡) равномерно на [𝑡0, 𝑇 ]. Выполняется неравенство

‖𝑦(𝑡)− 𝑆Δ𝑘(𝑡)‖ 6 2𝜔
(︁‖Δ}

2
, 𝑦
)︁
. (8)

Доказательство утверждения и оценки (8) проводится методами из [27].
Дополнительным ограничением интерполяционного сплайна является требо-
вание равенства производной сплайна нулю в узлах сетки. Поскольку по сути
задачи нас более всего интересуют оценки значений подынтегрального выра-
жения в узлах сетки, равенство производной интерполяционного сплайна ну-
лю в добавленных узлах сетки не оказывает существенного воздействия и не
усложняет реализацию алгоритма. В противном случае возможно построение
сглаживающего сплайна [27].

В выбранных узлах 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, функции MaxICS(𝑡) и MinICS(𝑡) при-
нимают экстремальные значения, совпадающие со значениями какой-либо
траектории задачи (1), (2) в этих узлах. В промежуточных точках интерпо-
ляции к значениям интерполирующих функций нужно добавить или отнять
оценку ошибки интерполяции (вычисляемая величина) согласно (8). Ниже
на шаге 4 описан способ контроля за оценкой отклонения решений в пучке
траекторий. Поскольку используется символьная формула точного решения,
ошибок приближенного интегрирования системы при реализации этого алго-
ритма нет. Далее в алгоритме строятся формулы первообразных

IMaxICS(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

MaxICS(𝜏)𝑑𝜏, IMinICS(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

MinICS(𝜏)𝑑𝜏.

Шаг 4. Для контроля точности алгоритма оценим максимальные откло-
нения любых двух решений, принадлежащих пучку траекторий

𝑦(𝑡) = Φ(𝑡)

(︂
Φ−1(𝑡0)𝑦0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

)︂
.

Изменяющаяся величина в формуле решения — возмущающее воздействие
𝑢(𝑡), остальные параметры решений совпадают. Цель шага 4 заключается в
демонстрации эквивалентности максимальных отклонений любых двух реше-
ний и максимальных отклонений решений, вычисляемых в данном методе по
формуле Коши. При этом максимальные отклонения в первом из рассматри-
ваемых примеров не будут превосходить вычисляемые в методе отклонения
произвольных значений двух решений.

Преобразуем разность двух решений этого пучка, выходящих из одной
начальной точки, но имеющих разные управляющие воздействия:

𝑦1(𝑡)− 𝑦2(𝑡) = Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0)𝑦0 +Φ(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢1(𝜏)𝑑𝜏−

− Φ(𝑡)Φ−1(𝑡0)𝑦0 − Φ(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢2(𝜏)𝑑𝜏 =

= Φ(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢1(𝜏)𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢2(𝜏)𝑑𝜏

)︂
=
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= Φ(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)(𝑢1(𝜏)− 𝑢2(𝜏))𝑑𝜏.

Используя свойства интеграла Лебега в этом выражении, оценим покомпо-
нентно модуль разности двух решений:

|𝑦1(𝑡)− 𝑦2(𝑡) 6 2|Φ(𝑡)|
∫︁ 𝑡

𝑡0

|Φ−1(𝜏)||𝑢1(𝜏)− 𝑢2(𝜏)|𝑑𝜏.

Далее,

|Φ−1(𝜏)(𝑢1(𝜏)− 𝑢2(𝜏)| 6 |Φ−1(𝜏)||𝑢1(𝜏)− 𝑢2(𝜏)| 6 2|Φ−1(𝜏)|.

В этом неравенстве учтено, что 𝑢1(𝑡) ∈ [−1, 1], 𝑢2(𝑡) ∈ [−1, 1]. Отсюда для
любого 𝑡 справедлива оценка |𝑢1(𝑡)− 𝑢2(𝑡)| 6 2.

Это означает, что отклонение любых двух решений пучка траекторий по-
компонентно оценивается так:

|𝑦1(𝑡)− 𝑦2(𝑡)| 6 2|Φ(𝑡)|
∫︁ 𝑡

𝑡0

|Φ−1(𝜏)|𝑑𝜏. (9)

Символьные формулы фундаментальной матрицы решений и обратной
к ней матрицы были определены ранее в алгоритме, следовательно, для на-
хождения отклонений решений необходимо вычислить правую часть неравен-
ства (9). Она применяется для контроля оценок областей решений, получен-
ных в описанном методе.

Метод, представленный в этой статье, оценивает формулу множества точ-
ных решений как формулу объединения всех выражений, полученных по
формуле Коши:

⋃︁
𝑢∈[−1,1]

𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑦0) =
⋃︁

𝑢∈[−1,1]

Φ(𝑡)

(︂
Φ−1(𝑡0)𝑦0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

Φ−1(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

)︂
. (10)

Каждый элемент объединения (10) является точным решением задачи (1),
(2). Основная сложность реализации алгоритма заключается в оценке обла-
сти значений на основе символьных формул этого выражения. Эта сложность
преодолена — этап описан на шаге 3.

При этом значение оценок выражения вычисляется сразу в выбранный
момент времени. Нет необходимости накапливать (суммировать) множества
значений выражений, что возникает при реализации любого численного мето-
да оценки множеств решений. Это свойство является важной характеристи-
кой алгоритма, составленного на основе формулы Коши. Явное достоинство
методов, основанных на символьных формулах решений (10), заключается
также в отсутствии накопления ошибок со всех временных шагов. В (10) от-
сутствуют какие-либо промежуточные численные значения, появляющиеся
в любом численном методе вида

𝑦𝑘 + ℎΨ(𝑦𝑘, 𝑦𝑘−1, . . . , 𝑦𝑘−𝑚), 0 6 𝑘 6 𝑁, 0 6 𝑚 6 𝑘.
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Вычисления максимальных и минимальных значений областей решений
на каждом шаге времени в методе, описанном в статье, выполняются незави-
симо от предыдущих шагов. Это и позволяет проверить точность символьных
методов оценки множеств решений.

Шаг 5. Печать таблиц значений и построение графиков решений.
Для анализа вычислительной сложности символьного метода на основе

оператора Коши отметим следующее. Шаг 3 алгоритма требует пересчета
векторной численно-символьной величины Φ(𝑡)Φ(𝜏)𝑢(𝜏) для каждого момен-
та времени 𝑡 и определения ее экстремальных значений для всех 𝜏 , пробегаю-
щих узлы сетки от 0 до 𝑡. Следовательно, асимптотическая зависимость числа
операций от количества узлов сетки будет оцениваться как 𝑂(𝑁(𝑁 − 1)/2),
где 𝑁 — число узлов сетки. Поскольку система является линейной и в методе
не используется рекуррентная зависимость решения в каждый момент вре-
мени от неопределенных параметров (известна формула решения — формула
Коши), в каждом узле сетки выполняется число операций с асимптотикой
𝑂(𝑛), где 𝑛— размерность системы.

Задача определения экстремумов символьной формулы здесь сводится
к линейному программированию на гиперкубе. Сложность этой задачи зави-
сит от числа независимых управляющих воздействий, прилагаемых к систе-
ме. Для распространенных практических задач в численных экспериментах
подобная оптимизация не превышала сотых долей секунды при использова-
нии CPU массового сегмента.

Данный алгоритм требует хранить в памяти на каждом шаге лишь фунда-
ментальную матрицу решений в символьном виде, текущую формулу сплайна
и векторы верхних/нижних оценок в численном виде.

3. Примеры вычисления оценок множеств решений. Задачи оцен-
ки множеств решений систем ОДУ появляются в случае, когда на систему
влияют различные неопределенные внешние возмущения: неуправляемые из-
менения параметров, погрешности в измерении начальных условий и коэф-
фициентов системы.

Гарантированный (нестохастический) подход оперирует с множествами,
в которых лежат неопределенные переменные, при этом предполагается, что
неизвестные возмущения локализованы в известных множествах, а в целом —
произвольны.

Рассмотрим управляемую систему, описываемую системой ОДУ четвер-
того порядка

𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 𝑦2,
𝑑𝑦2
𝑑𝑡

= −𝑦1 + 𝑦2 + 𝑢,

𝑑𝑦3
𝑑𝑡

= 𝑦4,
𝑑𝑦4
𝑑𝑡

= 𝑦1 − 𝑦2 − 𝑤.
(11)

В системе (11) 𝑦1, 𝑦3 — компоненты вектора состояния, описывающие поло-
жение управляемого объекта; 𝑦2, 𝑦4 — компоненты вектора, описывающие ве-
личину скорости управляемого объекта; на возмущения 𝑢(𝑡) и 𝑤(𝑡) наложены
ограничения

𝑢(𝑡), 𝑤(𝑡) ∈ 𝑈 = {|𝑢| 6 1, |𝑤| 6 1}.

Начальные данные для системы (11) следующие: 𝑦𝑖(𝑡0) = 1, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.
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В уравнения движения справа входит вектор равнодействующей всех сил
в системе.

Выбор возмущающих или управляющих воздействий системы (11) зара-
нее неизвестен. Поэтому ставится задача определить включение 𝑌ℎ(𝑡) для
пучка траекторий точных решений системы (11):

𝑌ℎ(𝑡) ⊇ {𝑦(𝑡, 𝑡0, 𝑢, 𝑤) | 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑤 ∈ 𝑈}.

Все члены, входящие в уравнение движения, имеют одинаковые размер-
ности, задача (особенно выраженная линейным оператором) безразмерна.

На основе символьного метода проведены оценки множеств достижимости
задачи (11).

На рис. 1, 2 изображены верхние и нижние границы включений области
достижимости для первой и третьей компоненты вектора решений, то есть
в проекциях на оси 𝑦1, 𝑦3. На этих рисунках включены только два объекта:
верхняя и нижняя границы множества решений в проекции на координатные
плоскости.

Оценка множеств решений выполнена также для управляемой системы
четвертого порядка [6]:

𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 2𝑦2 + 𝑦4,
𝑑𝑦2
𝑑𝑡

= −2𝑦1 + 𝑦3 + 𝑢1,

𝑑𝑦3
𝑑𝑡

= 𝑦2 + 10𝑦4,
𝑑𝑦4
𝑑𝑡

= 𝑦1 − 2𝑦3 + 𝑢2

(12)

с возмущающими силами |𝑢1(𝑡)| 6 1, |𝑢2(𝑡)| 6 1. В [6] построены графики
роста объема эллипсоида траекторий системы, входящих в пучок точных ре-
шений задачи (12). Полученные численно-символьным методом результаты
оценки множеств решений всех компонент вектора состояния задачи (12) сов-
падают с качественными оценками в [6]. Это подтверждает график на рис. 3.

Рассмотрим задачу оценки множества достижимости при плоском движе-
нии самолета, при котором траектории его центра масс расположена в неко-
торой фиксированной вертикальной плоскости, служащей плоскостью мате-
риальной симметрии самолета. Силами, действующим на самолет, являются
сила тяги винта, направленная по оси винта и составляющая с хордой крыла
постоянный угол, сила тяжести и аэродинамические силы. Совокупность по-
следних может быть приведена к главному вектору. Движение летательного
аппарата в вертикальной плоскости на некотором интервале времени можно
описать следующей линейной системой обыкновенных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами [28]:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑎13𝑣 + 𝑎14𝜃,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎23𝑣 + 𝑎24𝜃,

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑎35|𝑢|+ 𝑎30,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝑎45𝑢+ 𝑎40,

(13)

где 𝑦, 𝑥— координаты местоположения летательного аппарата, 𝑣— скорость,
𝜃— угол наклона траектории, 𝑎𝑖𝑗 — динамические коэффициенты. Система
(13) получена в [28] из нелинейных дифференциальных уравнений движе-
ния летательного аппарата заменой правых частей функциями линейными
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Рис. 1. Верхняя и нижняя границы множества достижимости первой компоненты вектора
состояний на интервалах [0, 4] и [0, 8] для управляемой системы с возмущениями (11)

[Figure 1. The upper and lower bounds of the reachable set of the first component of the state
vector are defined on the intervals [0, 4] and [0, 8] for the controlled system with

perturbations (11)]

Рис. 2. Верхняя и нижняя границы множества достижимости третьей компоненты вектора
состояний на интервалах [0, 4] и [0, 8] для управляемой системы с возмущениями (11)

[Figure 2. The upper and lower bounds of the reachable set of the third component of the state
vector are defined on the intervals [0, 4] and [0, 8] for the controlled system with

perturbations (11)]
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Рис. 3. Верхняя и нижняя границы множества достижимости первой компоненты вектора
состояний на интервале [0, 16] для управляемой системы с возмущениями (12)

[Figure 3. The upper and lower bounds of the reachable set of the first component of the state
vector are defined on the intervals [0, 16] for the controlled system with perturbations (12)]

Рис. 4. Верхняя и нижняя границы множества достижимости первой компоненты вектора
состояний в задаче вертикального взлета на интервале [0, 10]

[Figure 4. The upper and lower bounds of the set of attainable values of the first component of
the state vector in the vertical takeoff problem within the interval [0, 10]]
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относительно фазовых координат и управлений. Управляющее воздействие
𝑢— значения угла атаки, удовлетворяющие ограничению

−𝑎max 6 𝑢 6 𝑎max, 𝑎max = 0.25.

Динамические коэффициенты в работе [28] заданы как величины, имеющие
размерности. Они принимают значения 𝑎13 = 0, 𝑎14 = 1000 м/с, 𝑎23 = 1,
𝑎24 = −1 м/с, 𝑎35 = −50 м/с2, 𝑎30 = −20 м/с2, 𝑎45 = 0.25 1/с, 𝑎40 = 0.
Требуется построить оценку области достижимости летательного аппарата в
вертикальной плоскости 𝑂𝑥𝑦 для заданного момента времени.

При построении границ множества достижимости использовался символь-
ный метод, описанный в этой статье. Для символьного приближения инте-
грала в формуле Коши применялось два алгоритма. Один алгоритм рас-
чета основан на аппроксимации управляющего воздействия кусочно-посто-
янной функцией, второй — на приближении интеграла символьной квадра-
турной формулой. Динамические коэффициенты, например скорости, при-
нимают большие значения, что означает возможность быстрого роста границ
множества значений координат летательного аппарата. Численные значения
границ множества решений этой задачи подтверждаются при сравнении со
значениями формул точных решений (рис. 4).

Заключение. В статье описан метод оценки множеств решений систем
ОДУ с возмущающими воздействиями. Для оценки границ множеств реше-
ний строятся формулы общего решения, формулы фундаментальной матри-
цы решений системы ОДУ и формулы первообразной от функции, в которую
входят неточно заданные компоненты (возмущающие воздействия).

Разработан численно-символьный алгоритм построения формул, описы-
вающих точные решения систем ОДУ, организующий упрощения этих фор-
мул и вычисления их экстремальных значений. В алгоритм также входят
неравенства (9), связывающие максимальные отклонения решений и возму-
щающие воздействия на шаге 4 алгоритма. Результаты этого этапа нужны
для контроля за точностью численно-символьного алгоритма. Построенный
численно-символьный алгоритм применим на всем интервале времени, на ко-
тором существуют решения всех систем ОДУ, входящих в поставленную за-
дачу оценки множеств решений.

Принципиальное отличие всех известных ранее методов и построенных
численно-символьных алгоритмов заключается в том, что вычисление мак-
симальных и минимальных значений границ множеств решений выполняется
независимо от предыдущих шагов на каждом шаге по времени. Для извест-
ных методов для каждого шага времени к найденным на предыдущем шаге
максимальным и минимальным границам множеств решений добавляются
значения некоторых выражений, различных для разных методов, что приво-
дит к накоплению ошибок. Ошибка вычислений границ множеств решений
символьно-численным методом от шага к шагу не накапливается, такая воз-
можность роста ошибок отсутствует.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
ставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи
мною одобрена.
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Abstract

The paper outlines a method for numerical analysis of sets of solutions
for linear systems of ordinary differential equations that contain perturba-
tions in the right-hand side. The method determines extreme values of the
solutions, which comprise the sets of solutions along the coordinate axes or
in a specified direction. The estimations are based on using the Cauchy op-
erator, written with symbolic formulas for variations of arbitrary constants.
Additionally, control is implemented over the deviation of solutions when
calculating a bundle of trajectories. The paper also is devoted to examples
of estimating reachability sets of systems under the influence of control and
disturbance effects.
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Условия существования и единственности
решения задачи Гурса для системы уравнений
с доминирующими частными производными

Е. А. Созонтова
Елабужский институт Казанского (Приволжского) федерального университета,
Россия, 423600, Елабуга, ул. Казанская, 89.

Аннотация

Изучается 𝑛-мерная система уравнений с доминирующими частны-
ми производными 𝑛-го порядка. Признаком, отличающим рассматрива-
емую систему от других систем с частными производными, является на-
личие первого слагаемого в уравнениях правой части системы, представ-
ляющего собой доминирующую производную, при этом все остальные
входящие в уравнения системы производные получаются из нее отбра-
сыванием по крайней мере одного дифференцирования по какой-либо
из независимых переменных. Целью исследования является отыскание
условий однозначной разрешимости задачи Гурса для рассматриваемой
системы. Основная задача редуцируется к системе интегральных урав-
нений, решение которой существует и единственно при выполнении тре-
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Со з о н т о в а Е. А.

Рассматривается система уравнений с доминирующими частными произ-
водными

𝜕𝑚𝑖𝑢𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑚𝑖1
1 · · · 𝜕𝑥𝑚𝑖𝑛𝑛

+

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘𝑗<𝑚𝑖,

𝑘𝑗𝑠6𝑚𝑗𝑠

𝑎𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛 (𝑥)
𝜕𝑘𝑗𝑢𝑗(𝑥)

𝜕𝑥
𝑘𝑗1
1 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑗𝑛𝑛

= 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 𝑛, (1)

в области Ω = {𝑥10 < 𝑥1 < 𝑥11, 𝑥20 < 𝑥2 < 𝑥21, . . . , 𝑥𝑛0 < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛1}. Здесь
𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),𝑚𝑖 = 𝑚𝑖1+· · ·+𝑚𝑖𝑛 , 𝑘𝑗 = 𝑘𝑗1+· · ·+𝑘𝑗𝑛 ,𝑚𝑠, 𝑘𝑠, 𝑠 = 1, 𝑛— целые
неотрицательные числа. Гладкость коэффициентов системы (1) определяется
включениями

𝑎𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛 ∈ 𝐶(𝑘𝑗1 , 𝑘𝑗2 ,..., 𝑘𝑗𝑛 )(Ω), 𝑓𝑖 ∈ 𝐶(0,0,...,0)(Ω).

Класс 𝐶(𝑘𝑗1 ,𝑘𝑗2 ,...,𝑘𝑗𝑛 )(Ω) означает существование и непрерывность в Ω всех
производных 𝜕𝑙𝑗1+𝑙𝑗2+···+𝑙𝑗𝑛/𝜕𝑥

𝑙𝑗1
1 𝜕𝑥

𝑙𝑗2
2 · · · 𝜕𝑥𝑙𝑗𝑛𝑛 , 𝑙𝑗𝑝 = 0, 𝑘𝑗𝑝 , 𝑝 = 1, 𝑛. Грани

параллелепипеда Ω при 𝑥1 = 𝑥10, 𝑥2 = 𝑥20, . . ., 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛0 обозначим соответ-
ственно 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛.

Частные случаи системы (1) с различных точек зрения изучались многи-
ми авторами. Для 𝑚𝑖 = 1 можно указать, например, публикации [1–6]. Так,
в [1] при 𝑛 = 2 исследованы задачи Коши и Гурса, получены формулы ин-
тегрального представления решения этих задач, позволяющие установить их
структурные свойства. В [2,3] изучены задачи с нормальными производными
первого и второго порядка в граничных условиях, в [4] с помощью решения
задачи Гурса, полученного методом Римана, исследована задача Дарбу. При
𝑛 = 3 в [5] исследована задача Гурса и получены условия ее разрешимости
в квадратурах. В [6] для той же системы доказаны существование и един-
ственность решения задачи Дарбу.

В [7, с. 62] были изложены решения задачи Коши и Гурса для системы
(1) при 𝑚𝑖 = 2, 𝑚𝑖1 = 𝑚𝑖2 = 1, полученные методом Римана. Та же система
с различных точек зрения изучалась и в [8–11]. Так, в [10] исследована зада-
ча Гурса и получены условия ее разрешимости в квадратурах, в [11] иссле-
дованы характеристические задачи с условиями на трех и четырех сторонах
характеристического прямоугольника. Аналогичная система (но с нулевыми
обобщенными инвариантами Лапласа) рассматривалась в [12]. Для систем
с кратными доминирующими частными производными при 𝑚𝑖 = 2, 𝑛 = 2
был разработан векторно-матричный аналог метода Римана, изучены зада-
чи Коши и Гурса, а также поставлен ряд новых характеристических задач
и исследован характер их разрешимости [13]. При 𝑚𝑖 = 2, 𝑛 = 3 для систем
с кратными частными производными доказаны существование и единствен-
ность решений задачи Коши [14]. Частные случаи системы (1) более высокого
порядка рассматривались, например, в [15,16] и др. работах.

Таким образом, изучение различных особых случаев системы (1) и гра-
ничных условий для них является важным направлением в теории дифферен-
циальных уравнений. Целью данного исследования является получение усло-
вий, при которых решение задачи Гурса для системы (1) при произвольном
𝑛 существует и единственно (указаний на этот вопрос в литературе автору
обнаружить не удалось).
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Условия существования и единственности решения задачи Гурса . . .

Задача. В области Ω найти регулярное решение системы (1), удовле-
творяющее непрерывно дифференцируемым граничным значениям

𝜕𝑖1𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖11

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑥10

= 𝜙1𝑖𝑖1(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖1 = 0, 𝑚𝑖1 − 1, 𝑖 = 1, 𝑛;

𝜕𝑖2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖22

⃒⃒⃒
𝑥2=𝑥20

= 𝜙2𝑖𝑖2(𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖2 = 0, 𝑚𝑖2 − 1, 𝑖 = 1, 𝑛;

...
𝜕𝑖𝑛𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖𝑛𝑛

⃒⃒⃒
𝑥𝑛=𝑥𝑛0

= 𝜙𝑛𝑖𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1), 𝑖𝑛 = 0,𝑚𝑖𝑛 − 1, 𝑖 = 1, 𝑛.

(2)

При этом предполагается, что 𝜙1𝑖𝑖1 ∈ 𝐶(0,𝑚𝑖2 ,𝑚𝑖3 ,...,𝑚𝑖𝑛 )(𝑋1),

𝜙2𝑖𝑖2 ∈ 𝐶(𝑚𝑖1 ,0,𝑚𝑖3 ,...,𝑚𝑖𝑛 )(𝑋2), . . . , 𝜙𝑛𝑖𝑖𝑛 ∈ 𝐶(𝑚𝑖1 ,𝑚𝑖2 ,...,𝑚𝑖𝑛−1
,0)(𝑋𝑛)

и выполняются условия согласования

𝜕𝑖2𝜙1𝑖𝑖1

𝜕𝑥𝑖22

⃒⃒⃒
𝑥2=𝑥20

=
𝜕𝑖1𝜙2𝑖𝑖2

𝜕𝑥𝑖11

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑥10

,
𝜕𝑖3𝜙1𝑖𝑖1

𝜕𝑥𝑖33

⃒⃒⃒
𝑥3=𝑥30

=
𝜕𝑖1𝜙3𝑖𝑖3

𝜕𝑥𝑖11

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑥10

, . . . ,

𝜕𝑖𝑛𝜙1𝑖𝑖1

𝜕𝑥𝑖𝑛𝑛

⃒⃒⃒
𝑥𝑛=𝑥𝑛0

=
𝜕𝑖1𝜙𝑛𝑖𝑖𝑛

𝜕𝑥𝑖11

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑥10

;

𝜕𝑖3𝜙2𝑖𝑖2

𝜕𝑥𝑖33

⃒⃒⃒
𝑥3=𝑥30

=
𝜕𝑖2𝜙3𝑖𝑖3

𝜕𝑥𝑖22

⃒⃒⃒
𝑥2=𝑥20

, . . . ,
𝜕𝑖𝑛𝜙2𝑖𝑖2

𝜕𝑥𝑖𝑛𝑛

⃒⃒⃒
𝑥𝑛=𝑥𝑛0

=
𝜕𝑖2𝜙𝑛𝑖𝑖𝑛

𝜕𝑥𝑖22

⃒⃒⃒
𝑥2=𝑥20

;

. . . ;
𝜕𝑖𝑛𝜙𝑛−1𝑖𝑖𝑛−1

𝜕𝑥𝑖𝑛𝑛

⃒⃒⃒
𝑥𝑛=𝑥𝑛0

=
𝜕𝑖𝑛−1𝜙𝑛𝑖𝑖𝑛

𝜕𝑥
𝑖𝑛−1

𝑛−1

⃒⃒⃒
𝑥𝑛−1=𝑥(𝑛−1)0

.

Решению основной задачи предпошлем следующую лемму.
Лемма. Имеет место равенство

𝜕𝑚𝑖𝑢𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑚𝑖1
1 · · · 𝜕𝑥𝑚𝑖𝑛𝑛

+

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘𝑗<𝑚𝑖,

𝑘𝑗𝑠6𝑚𝑗𝑠

𝑎𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛
𝜕𝑘𝑗𝑢𝑗(𝑥)

𝜕𝑥
𝑘𝑗1
1 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑗𝑛𝑛

=

=
𝜕𝑚𝑖𝑢𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑚𝑖1
1 · · · 𝜕𝑥𝑚𝑖𝑛𝑛

+

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘𝑗<𝑚𝑖,

𝑘𝑗𝑠6𝑚𝑗𝑠

𝜕𝑘𝑗 (𝑏𝑗𝑘𝑗1 ···𝑘𝑗𝑛𝑢𝑗(𝑥))

𝜕𝑥
𝑘𝑗1
1 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑗𝑛𝑛

, (3)

где

𝑏𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛 =
𝑚𝑖1∑︀

𝑠𝑗1=𝑘𝑗1

· · ·
𝑚𝑖𝑛∑︀

𝑠𝑗𝑛=𝑘𝑗𝑛
𝑠𝑗1+···+𝑠𝑠𝑗𝑛<𝑚𝑖

𝑛∏︀
𝑝=1

𝐶
𝑘𝑗𝑝
𝑠𝑗𝑝 (−1)

𝑛∑︀
𝑝=1

(𝑠𝑗𝑝+𝑘𝑗𝑝 ) 𝜕

𝑛∑︀
𝑝=1

(𝑠𝑗𝑝−𝑘𝑗𝑝 )
𝑎𝑗𝑠𝑗1 ...𝑠𝑗𝑛

𝜕𝑥
𝑠𝑗1−𝑘𝑗1
1 · · · 𝜕𝑥𝑠𝑗𝑛−𝑘𝑗𝑛𝑛

,

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

(4)
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Со з о н т о в а Е. А.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим правую часть равенства (3). Применяя
формулу Лейбница, получим

𝜕𝑚𝑖𝑢𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑚𝑖1
1 · · · 𝜕𝑥𝑚𝑖𝑛𝑛

+

+
𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘𝑗<𝑚𝑖,

𝑘𝑗𝑠6𝑚𝑗𝑠

𝑘𝑗1∑︁
𝑙1=0

· · ·
𝑘𝑗𝑛∑︁
𝑙𝑛=0

𝑙1+···+𝑙𝑛<𝑚𝑖

𝑛∏︁
𝑝=1

𝐶
𝑙𝑝
𝑘𝑗𝑝

𝜕

𝑛∑︀
𝑝=1

(𝑘𝑗𝑝−𝑙𝑝)
𝑏𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛

𝜕𝑥
𝑘𝑗1−𝑙1
1 . . . 𝜕𝑥

𝑘𝑗𝑛−𝑙𝑛
𝑛

· 𝜕

𝑛∑︀
𝑝=1

𝑙𝑝
𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑙11 · · · 𝜕𝑥𝑙𝑛𝑛
. (5)

Подставим в (5) значения из (4) и выделим слагаемые при 𝑙𝑝 = 𝑠𝑗𝑝 ̸= 𝑘𝑗𝑝 ,
𝑝 = 1, 𝑛:

𝜕𝑚𝑖𝑢𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑚𝑖1
1 · · · 𝜕𝑥𝑚𝑖𝑛𝑛

+
𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘𝑗<𝑚𝑖,

𝑘𝑗𝑠6𝑚𝑗𝑠

𝑎𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛
𝜕𝑘𝑗𝑢𝑗(𝑥)

𝜕𝑥
𝑘𝑗1
1 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑗𝑛𝑛

+

+

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘𝑗<𝑚𝑖,

𝑘𝑗𝑠6𝑚𝑗𝑠

𝑘𝑗1∑︁
𝑙1=0

· · ·
𝑘𝑗𝑛∑︁
𝑙𝑛=0

𝑚𝑖1∑︁
𝑠𝑗1=𝑘𝑗1

· · ·
𝑚𝑖𝑛∑︁

𝑠𝑗𝑛=𝑘𝑗𝑛

𝑛∏︁
𝑝=1

𝐶
𝑘𝑗𝑝
𝑠𝑗𝑝 𝐶

𝑙𝑝
𝑘𝑗𝑝

(−1)

𝑛∑︀
𝑝=1

(𝑠𝑗𝑝+𝑘𝑗𝑝 )

×

×
𝜕

𝑛∑︀
𝑝=1

(𝑠𝑗𝑝−𝑙𝑝)
𝑎𝑗𝑠𝑗1 ...𝑠𝑗𝑛

𝜕𝑥
𝑠𝑗1−𝑙1
1 · · · 𝜕𝑥𝑠𝑗𝑛−𝑙𝑛𝑛

· 𝜕

𝑛∑︀
𝑝=1

𝑙𝑝
𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑙11 · · · 𝜕𝑥𝑙𝑛𝑛
, (6)

где 𝑙1+· · ·+𝑙𝑛 < 𝑚𝑖, 𝑠𝑗1+· · ·+𝑠𝑠𝑗𝑛 < 𝑚𝑖, 𝑙𝑝 = 𝑠𝑗𝑝 ̸= 𝑘𝑗𝑝 .Подсчитаем в последней
сумме из (6) количество слагаемых вида

𝜕

𝑛∑︀
𝑝=1

(𝑠𝑗𝑝−𝑙𝑝)
𝑎𝑗𝑠𝑗1 ...𝑠𝑗𝑛

𝜕𝑥
𝑠𝑗1−𝑙1
1 · · · 𝜕𝑥𝑠𝑗𝑛−𝑙𝑛𝑛

· 𝜕

𝑛∑︀
𝑝=1

𝑙𝑝
𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑙11 · · · 𝜕𝑥𝑙𝑛𝑛
,

где 𝑠𝑗𝑝 , 𝑙𝑝 — фиксированные значения, 𝑘𝑗𝑝 = 𝑠𝑗𝑝 , 𝑠𝑗𝑝 − 1, . . . , 𝑙𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛. Ис-
пользуя свойства сочетаний, получим

(−1)

𝑛∑︀
𝑝=1

(2𝑠𝑗𝑝 )
𝑛∏︁
𝑝=1

𝐶
𝑠𝑗𝑝
𝑠𝑗𝑝𝐶

𝑙𝑝
𝑠𝑗𝑝 + (−1)

𝑛∑︀
𝑝=1

(2𝑠𝑗𝑝−1) 𝑛∏︁
𝑝=1

𝐶
𝑠𝑗𝑝−1
𝑠𝑗𝑝 𝐶

𝑙𝑝
𝑠𝑗𝑝−1+

+ (−1)

𝑛∑︀
𝑝=1

(2𝑠𝑗𝑝−2) 𝑛∏︁
𝑝=1

𝐶
𝑠𝑗𝑝−2
𝑠𝑗𝑝 𝐶

𝑙𝑝
𝑠𝑗𝑝−2 + · · ·+ (−1)

𝑛∑︀
𝑝=1

(𝑠𝑗𝑝+𝑙𝑝)
𝑛∏︁
𝑝=1

𝐶
𝑙𝑝
𝑠𝑗𝑝𝐶

𝑙𝑝
𝑙𝑝

= 0.

Таким образом, последняя сумма в (6) обращается в 0. Лемма доказана. �
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Согласно лемме, систему (1) можно записать в виде

𝜕𝑚𝑖𝑢𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
𝑚𝑖1
1 · · · 𝜕𝑥𝑚𝑖𝑛𝑛

+
𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘𝑗<𝑚𝑖,

𝑘𝑗𝑠6𝑚𝑗𝑠

𝜕𝑘𝑗 (𝑏𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛𝑢𝑗(𝑥))

𝜕𝑥
𝑘𝑗1
1 · · · 𝜕𝑥𝑘𝑗𝑛𝑛

= 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 𝑛, (7)

где коэффициенты 𝑏𝑗𝑘𝑗1 ...𝑘𝑗𝑛 вычисляются по формуле (4). Проинтегрируем
систему (7) по области Ω. Учитывая формулу∫︁ 𝑥𝑗

𝑥𝑗0

. . .

∫︁ 𝑥𝑗

𝑥𝑗0⏟  ⏞  
𝑙𝑗 раз

𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑𝛼𝑗 =

=

∫︁ 𝑥𝑗

𝑥𝑗0

(𝑥𝑗 − 𝛼𝑗)
𝑙𝑗−1

(𝑙𝑗 − 1)!
𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝛼𝑗 , 𝑥𝑗+1, 𝑥𝑛)𝑑𝛼𝑗 ,

получим

𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)+

+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑄𝑘,𝑛

∫︁ 𝑥𝑞1

𝑥𝑞10

∫︁ 𝑥𝑞2

𝑥𝑞20

. . .

∫︁ 𝑥𝑞𝑘

𝑥𝑞𝑘0

𝐾𝑖
𝑗𝑞1𝑞2...𝑞𝑘

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝛼𝑞1 , . . . , 𝛼𝑞𝑘)×

× 𝑢𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑞1−1, 𝛼𝑞1 , 𝑥𝑞1+1, . . . , 𝑥𝑞𝑘−1, 𝛼𝑞𝑘 , 𝑥𝑞𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛)×
× 𝑑𝛼𝑞𝑘 · · · 𝑑𝛼𝑞2𝑑𝛼𝑞1 = 𝐹𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, 𝑛. (8)

Здесь

𝐾𝑖
𝑗𝑞1𝑞2...𝑞𝑘

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝛼𝑞1 , 𝛼𝑞2 , . . . , 𝛼𝑞𝑘) =

=

𝑚𝑖1−1∑︁
𝑝𝑞1=0

· · ·
𝑚𝑖𝑘−1∑︁
𝑝𝑞𝑘=0

𝑏𝑗𝑝1𝑝2...𝑝𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑥𝑞𝑗 − 𝛼𝑞𝑗 )
𝑚𝑖𝑗−𝑝𝑞𝑗−1

(𝑚𝑖𝑗 − 𝑝𝑞𝑗 − 1)!
,

причем если 𝑖 ̸= 𝑞𝑗 , то 𝑝𝑖 = 𝑚𝑖𝑗 , а 𝑏𝑗𝑝1𝑝2...𝑝𝑛 = 0, если выполняется хотя бы
одно из неравенств 𝑝𝑘 > 𝑚𝑗𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑛; 𝑄𝑘,𝑛 = {(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛) : 1 6 𝑞1 <
< 𝑞2 < · · · < 𝑞𝑙 6 𝑛}. Функции 𝐹𝑖 в силу условий (2) являются известными
непрерывными функциями.

Известно [13, с. 30], что решение системы (8) существует и единственно, ес-
ли все ядра и правые части в (8) непрерывны в соответствующих замкнутых
параллелепипедах изменения своих переменных. Из проведенных рассужде-
ний следует

Теорема. Если в системе (8) 𝐾𝑖
𝑗𝑞1𝑞2...𝑞𝑘

, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛, непрерывны в соот-
ветствующих замкнутых параллелепипедах изменения своих переменных,
то решение задачи существует и единственно.

Заключение. В работе рассмотрена задача Гурса для 𝑛-мерной системы
уравнений с доминирующими частными производными 𝑛-го порядка. С по-
мощью вспомогательного утверждения относительно вида рассматриваемой
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системы и на основании методов теории интегральных уравнений исходная
задача редуцирована к системе интегральных уравнений, решение которой
существует и единственно при выполнении требований непрерывности ядер
и правых частей этой системы в соответствующих замкнутых параллелепипе-
дах изменения своих переменных. Таким образом, в терминах коэффициентов
исходной системы получены условия однозначной разрешимости рассматри-
ваемой задачи. Результат сформулирован в виде теоремы.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Работа выполнена за счет средств Программы стратегического
академического лидерства Казанского (Приволжского) федерального университета.
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Abstract
An 𝑛-dimensional system of equations with dominant partial derivatives

of the 𝑛th order is being studied. The distinguishing feature of the considered
system compared to other systems with partial derivatives is the presence
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Аннотация

Представлено решение центрально-симметричной задачи определе-
ния поля скоростей в сплошной упругопластической среде при камуф-
летном взрыве в предположениях о бесколебательном характере дви-
жения камуфлетной полости и несжимаемости среды в пластической
и упругой областях. Получены зависимости для определения размеров
зон расширения и пластического деформирования среды. В основу ре-
шения положено «камуфлетное уравнение» — соотношение для опреде-
ления давления на контактной поверхности расширяющейся сфериче-
ской полости за счет внутреннего давления.
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Оценка поля скоростей в сплошной упругопластической среде при камуфлетном взрыве

В настоящее время наибольшим разрушающим воздействием на объек-
ты обладает заглубленное взрывание зарядов (камуфлетный взрыв), которое
исключает возникновение воздушной ударной волны и вредное воздействие
продуктов взрыва на окружающую среду, однако приводит к возникнове-
нию сильных сейсмических колебаний. Воздействие сейсмических нагрузок
на расположенные рядом объекты может привести к трещинообразованию
в элементах конструкций, потере их несущей способности, к повреждению
и разрушению. Поэтому наряду с выполнением общепринятых требований по
защищенности объектов инфраструктуры, отраженных в технических стан-
дартах и правилах, возникает необходимость оценки физической стойкости
их критических элементов и повышения защищенности от воздействия взрыв-
ных нагрузок.

В работе рассматривается камуфлетный взрыв обычного взрывчатого ве-
щества (ВВ), в результате которого до земной поверхности доходят только
упругие волны деформации и не происходит образования воронки на земной
поверхности [1–3]. Предполагается, что детонация заряда взрывчатого веще-
ства происходит в условиях сферической симметрии и представляет собой
процесс, протекающий без изменения объема.

Целью данной работы является решение задачи определения поля скоро-
стей в сплошной упругопластической среде при камуфлетном взрыве.

Решение центрально-симметричной задачи о распространении взрывных
возмущений в твердых средах основывается на предположении, что в безгра-
ничное полупространство помещен глубинный сферический заряд радиуса
𝑟0, который мгновенно без изменения объема превращается в газ высокого
давления 𝑃0. В результате обмена энергией между газообразными продук-
тами взрыва и окружающей средой с момента времени 𝑡 = 0 начинается
снижение давления в сферической полости и одновременное увеличение ее
радиуса 𝑎(𝑡) от начального значения, равного радиусу заряда 𝑎(0) = 𝑟0. Те-
кущий радиус камуфлетной полости 𝑎(𝑡) является первой характеристикой
геометрического положения точек возмущенной окружающей среды в сфе-
рических координатах. Второй характеристикой является радиус упругопла-
стической границы 𝑏(𝑡), который при разработке волновой теории действия
взрыва называют радиусом «фронта» пластической волны. Предполагается,
что давление в полости уменьшается в соответствии с уравнением

𝑃0 = 𝑃00(𝑎/𝑟0)
−3𝑚, (1)

где𝑚— степенной показатель, 𝑃00 — начальное давление в полости при 𝑎 = 𝑟0,
а связь давления при 𝑡 > 0 с радиусом, скоростью и ускорением расширяю-
щейся полости определяется камуфлетным уравнением [2]

𝑃0 = 𝐴+𝐵𝑎�̈�+ 𝐶�̇�2, (2)

где 𝐴, 𝐵 и 𝐶 — константы, являющиеся характеристиками среды, выражения
для вычисления которых представлены авторами в [4, 5]. Вызванное расши-
ряющейся полостью возмущенное состояние среды характеризуется также
плотностями 𝜌0 и 𝜌, соответственно, в упругой и пластической областях ее
деформирования, причем переход от упругого состояния к пластическому со-
провождается мгновенным изменением плотности среды от 𝜌0 до 𝜌, вводимым
для приближенного учета действительной сжимаемости.
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Представим (2) в виде

𝑎�̈�+
𝐶

𝐵
�̇�2 =

1

𝐵
(𝑃0 −𝐴)

и введем безразмерные переменные 𝑦 = 𝜌�̇�2/𝑃00 или �̇�2 = 𝑦𝑃00/𝜌, 𝑥 = 𝑎/𝑟0.
Продифференцируем переменные по времени и радиальной координате:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

�̇�

𝑟0
,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

2𝜌�̇��̈�

𝑃00
и 𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
.

С учетом выражения для 𝑥 и указанных производных последнее уравнение
сводится к следующему:

𝑦′ =
2𝜌�̇��̈�

𝑃00

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=

2𝜌�̇��̈�

𝑃00

𝑟0
�̇�

=
2𝜌𝑎�̈�

𝑥𝑃00
,

откуда

𝑎�̈� =
𝑦′𝑥𝑃00

2𝜌
.

Подставляя полученные для �̇�2 и 𝑎�̈� выражения в исходное соотноше-
ние (2), получаем

𝑦′𝑥𝑃00

2𝜌
+
𝐶

𝐵

𝑦𝑃00

𝜌
=

1

𝐵
(𝑃0 −𝐴). (3)

Запишем равенство (3) в виде

𝑦′ + 2𝑁
𝑦

𝑥
=

2𝜌

𝑥𝐵𝑃00
(𝑃0 −𝐴), (4)

гдe
𝑁 = 𝐶/𝐵. (5)

Дифференциальное уравнение (4) является основным в поставленной за-
даче. Решение его однородного уравнения

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑁

𝑦

𝑥
= 0 (6)

имеет вид
𝑦 = 𝑦𝑐𝑥

−2𝑁 , (7)

где 𝑦𝑐 — константа. Решение уравнения (4) будем искать в виде

𝑦(𝑥) = 𝑦𝑐(𝑥)𝑥
−2𝑁 ,

считая 𝑦𝑐 функцией аргумента 𝑥.
После дифференцирования (7) по 𝑥 и подстановки (7) и (6) в (5) получим

𝑦′𝑐(𝑥) =
2𝜌

𝐵𝑥−2𝑁+1

(︁ 𝑃0

𝑃00
− 𝑎

𝑃00

)︁
. (8)
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Для определения функции 𝑦𝑐(𝑥) подставим в (8) выражение (1):

𝑦′𝑐 =
2𝜌

𝐵
𝑥2𝑁−3𝑚−1 − 2𝜌𝐴

𝐵𝑃00
𝑥2𝑁−1.

Проинтегрируем полученное соотношение:

𝑦𝑐 =
2𝜌

𝐵

𝑥2𝑁−3𝑚

2𝑁 − 3𝑚
− 2𝜌𝐴

𝐵𝑃00

𝑥2𝑁

2𝑁
+Φ, (9)

где Φ— постоянная. Подставив найденное выражение (9) в (7), для искомой
функции 𝑦(𝑥) получим

𝑦(𝑥) =
2𝜌

𝐵

𝑥−3𝑚

2𝑁 − 3𝑚
− 𝜌𝐴

𝐵𝑃00

1

𝑁
+

Φ

𝑥2𝑁
. (10)

Таким образом, единственной неизвестной величиной в соотношении (10)
остается постоянная интегрирования Φ. Для ее нахождения будем считать,
что известен максимальный безразмерный радиус полости 𝑥1, образующейся
при камуфлетном взрыве (радиус полости в момент ее остановки):

𝑥1 = 𝑎max/𝑟0 =
3
√︀
𝑉max/𝑉0,

где 𝑉0 = 4
3𝜋𝑟

3
0 — объем полости (сферического заряда) в начальный момент,

𝑉max = 4
3𝜋𝑎

3
max — объем полости при камуфлетном взрыве, наблюдаемый по

окончании ее расширения. Тогда условием определения Φ будет условие оста-
новки расширения полости 𝑦(𝑥1) = 0:

2𝜌𝑥−3𝑚
1

𝐵(2𝑁 − 3𝑚)
− 𝜌𝐴

𝐵𝑃00𝑁
+

Φ

𝑥2𝑁1
= 0,

откуда

Φ =
𝜌𝐴𝑥2𝑁1
𝐵𝑃00𝑁

− 2𝜌𝑥2𝑁−3𝑚
1

𝐵(2𝑁 − 3𝑚)
.

Окончательное выражение (10) для определения 𝑦(𝑥) примет вид

𝑦(𝑥) =
𝜌𝐴

𝐵𝑃00

1

𝑁

[︁(︁𝑥1
𝑥

)︁2𝑁
− 1

]︁
− 2𝜌

𝐵

𝑥−3𝑚

2𝑁 − 3𝑚

[︁(︁𝑥1
𝑥

)︁2𝑁−3𝑚
− 1

]︁
. (11)

Для оценки радиуса полости 𝑥1 воспользуемся законом сохранения энер-
гии. Работа продуктов взрыва, расширяющихся по адиабатическому закону,
описывается выражением

𝐴0 =

∫︁ 𝑉max

𝑉0

𝑃𝑑𝑉 =
𝑃00𝑉0
𝑚− 1

[︁
1−

(︁ 𝑉0
𝑉max

)︁𝑚−1]︁
.

Для оценки энергии деформаций связь между касательным напряжени-
ем 𝜏 и деформацией сдвига 𝛾 примем в виде, показанном на рисунке.

В упругой области действие внешних сил уравновешивается напряжением
𝜏 = 𝐺0𝛾, где 𝐺0 — постоянная.
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Диаграмма сдвига: I — упругая область (𝑟 > 𝑏), II — пластическая область (𝑎 < 𝑟 < 𝑏);
𝜏𝑠 — предел упругости; 𝛾𝑒 — предельное упругое значение деформации сдвига; 𝐺0 — модуль
упругости при сдвиге; 𝑎— радиус полости; 𝑏— радиус упругопластической области; 𝑟— ра-

диальная координата
[Stress-strain curve in shear: I — elastic region (𝑟 > 𝑏), II — plastic region (𝑎 < 𝑟 < 𝑏); 𝜏𝑠 —
yield strength; 𝛾𝑒 — ultimate elastic shear strain; 𝐺0 — shear modulus; 𝑎 — radius of the cavity;

𝑏 — radius of the elastoplastic region; 𝑟 — radial coordinate]

Элементарная работа частицы среды в упругой области (𝑟 > 𝑏) представ-
ляется в виде

𝜏𝑑𝛾 = 𝐺0𝛾𝑑𝛾,

а потенциальная энергия деформации частицы среды при изменении дефор-
мации сдвига от 0 до 𝛾 определяется выражением∫︁ 𝛾

0
𝐺0𝛾𝑑𝛾 =

1

2
𝐺0𝛾

2.

Потенциальная энергия деформаций сдвига во всей упругой области Π𝑒
находится из равенства

Π𝑒 = 2𝜋

∫︁ ∞

𝑏
𝐺0𝛾

2𝑟2𝑑𝑟. (12)

Рассмотрим связи между тремя радиусами: радиусом заряда 𝑟0, радиусом
расширяющейся камуфлетной полости 𝑎(𝑡) и радиусом упругопластической
границы 𝑏(𝑡).

Пластическое деформирование среды наступает при достижении дефор-
мацией сдвига 𝛾 = 𝛾(𝑟, 𝑡) предельного упругого значения 𝛾𝑒. Свяжем величи-
ну перемещения 𝑊 (𝑟, 𝑡) среды в точке 𝑟 c радиусом полости 𝑎(𝑡) в произволь-
ный момент времени 𝑡. Объем вытесняемой среды камуфлетной полостью при
ее расширении за время 𝑡 составит

𝑉1 =
4𝜋

3
(𝑎3 − 𝑟30).

За это же время объем перемещаемой среды через поверхность сферы с ра-
диусом 𝑟 будет определяться зависимостью

𝑉2 =
4𝜋

3

(︀
(𝑟 +𝑊 )3 − 𝑟3

)︀
.

Из закона сохранения массы при условии несжимаемости среды следует, что

(𝑟 +𝑊 )3 = 𝑎3 + 𝑟3 − 𝑟30,

388



Оценка поля скоростей в сплошной упругопластической среде при камуфлетном взрыве

а при обозначении 𝑥 = 𝑎/𝑟0 последнее соотношение перепишется как

(𝑟 +𝑊 )3 = 𝑟3 + 𝑎3(1− 𝑥−3)

или после преобразований

𝑊 3

3𝑟2
+
𝑊 2

𝑟
+𝑊 =

𝑎3

3𝑟2
(1− 𝑥−3). (13)

При 𝑟 ≫ 𝑎, что имеет место в окрестности упругопластической границы, ве-
личины 𝑊 и 𝑊/𝑟 имеют разные порядки (𝑊 ≫𝑊/𝑟). Поэтому, пренебрегая
первыми двумя слагаемыми соотношения (13), получим

𝑊 (𝑟, 𝑡) ≈ 𝑎3

3𝑟2
(1− 𝑥−3), (14)

и, соответственно,
𝜕𝑊

𝜕𝑟
= −2𝑎3

3𝑟3
(1− 𝑥−3). (15)

Величина главного сдвига 𝛾 при постоянстве плотности определяется со-
отношением

𝛾 ≈ 𝑊

𝑟
− 𝜕𝑊

𝜕𝑟
+

1

2

(︁𝑊
𝑟

)︁2
− 1

2

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑟

)︁2
. (16)

Заменяя в (16) 𝑊 и 𝜕𝑊
𝜕𝑟 их выражениями из (14) и (15), получаем

𝛾 = (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3)
1 + 0.5(𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3)(︀
1 + (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3)

)︀4/3 ≈ (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3), (17)

так как в упругой области (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3) ≪ 1.
Из последнего выражения следует, что на упругопластической границе

(𝑟 = 𝑏 и 𝛾 = 𝛾𝑒) выполняется соотношение

𝛾𝑒 = (𝑎/𝑏)3(1− 𝑥−3). (18)

С учетом (17) и (18) выражение (12) преобразуется к виду

Π𝑒 = 2𝜋

∫︁ ∞

𝑏
𝐺0

(︁𝑎
𝑟

)︁6
(1− 𝑥−3)2𝑟2𝑑𝑟 = 2𝜋𝐺0𝑎

6(1− 𝑥−3)2
∫︁ ∞

𝑏

1

𝑟4
𝑑𝑟 =

= −2𝜋

3
𝐺0𝑎

6(1− 𝑥−3)2
1

𝑟3

⃒⃒⃒∞
𝑏

=
2𝜋𝑎3

3
𝐺0

(︁𝑎
𝑏

)︁3
(1− 𝑥−3)2 =

=
1

2
𝐺0𝛾𝑒(1− 𝑥−3)𝑉max =

1

2
𝜏𝑠(1− 𝑥−3)𝑉max.

В упругопластической области 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 потенциальная энергия дефор-
мации частицы среды запасена как упруго (так как каждая частица нагру-
жена упруго до предела 𝛾 = 𝛾𝑒), так и в виде пластических деформаций, т.е.
выполняются следующие равенства:

1

2
𝐺0𝛾

2
𝑒 + 𝜏𝑠(𝛾 − 𝛾𝑒) =

1

2
𝜏𝑠𝛾𝑒 + 𝜏𝑠𝛾 − 𝜏𝑠𝛾𝑒 = 𝜏𝑠𝛾 − 1

2
𝜏𝑠𝛾𝑒.
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Потенциальная энергия деформаций сдвига во всей упругопластической
области Π𝑝 определяется из равенства

Π𝑝 = 4𝜋

∫︁ 𝑏

𝑎

[︁
𝜏𝑠

(︁𝑎
𝑟

)︁3
(1− 𝑥−3)− 1

2
𝜏𝑠𝛾𝑒

]︁
𝑟2𝑑𝑟 =

= 4𝜋𝜏𝑠𝑎
3(1− 𝑥−3)

∫︁ 𝑏

𝑎

1

𝑟
𝑑𝑟 − 2𝜋𝜏𝑠𝛾𝑒

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑟2𝑑𝑟 =

= 4𝜋𝜏𝑠𝑎
3(1− 𝑥−3) ln 𝑟

⃒⃒⃒𝑏
𝑎
− 2𝜋

3
𝜏𝑠𝛾𝑒𝑟

3
⃒⃒⃒𝑏
𝑎
=

= 4𝜋𝑎3 ln
𝑏

𝑎
𝜏𝑠(1− 𝑥−3)− 2𝜋

3
𝜏𝑠𝛾𝑒(𝑏

3 − 𝑎3) =

= 𝑉max ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
𝜏𝑠(1− 𝑥−3)− 2𝜋

3
𝑎3𝜏𝑠𝛾𝑒

[︁(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

]︁
=

= 𝜏𝑠𝑉max ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
(1− 𝑥−3)− 1

2
𝜏𝑠𝑉max

(︁𝑎
𝑏

)︁3
(1− 𝑥−3)

[︁(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

]︁
=

= 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3) ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

2
𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)

[︁
1−

(︁𝑎
𝑏

)︁3]︁
=

= 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)
{︁
ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

2

[︁
1−

(︁𝑎
𝑏

)︁3]︁}︁
.

Так как (𝑎/𝑏)3 ≪ 1, последнее выражение можно представить в виде

Π𝑝 ≈ 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)
[︁
ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

2

]︁
. (19)

Для определения величины ln(𝑏/𝑎)3 воспользуемся законом сохранения
массы в возмущенной области от центра камуфлетной полости до упруго-
пластической границы 𝑏:

𝜌0(𝑏
3 − 𝑟30) = 𝜌(𝑏3 − 𝑎3),

откуда (︁ 𝑏
𝑎

)︁3
=

𝜌

𝜌− 𝜌0
− 𝜌0
𝜌− 𝜌0

𝑟30
𝑎3
. (20)

Учитывая, что (𝑟0/𝑎)
3 ≪ 1, уже при 𝑎 > 2, вычитаемом в соотношении (20),

можно пренебречь и записать его в виде(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
=

𝜌

𝜌− 𝜌0
=

1

𝛽
.

Тогда соотношение (19) примет вид

Π𝑝 ≈ 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)
[︁
ln

1

𝛽
− 1

2

]︁
.

Приравнивая работу расширяющихся продуктов взрыва сумме Π𝑒 + Π𝑝,
получаем, что

𝜏𝑠(1− 𝑥−3
1 ) ln

1

𝛽
=

𝑃00𝑉0
(𝑚− 1)𝑉max

[︁
1−

(︁ 𝑉0
𝑉max

)︁𝑚−1]︁
, (21)
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где 𝑥1 = 𝑎max/𝑟0 = (𝑉max/𝑉0)
1/3 и, соответственно, 𝑉0/𝑉max = 𝑥−3

1 .
Заменяя в (21) 𝑉0/𝑉max через 𝑥−3

1 , получим уравнение относительно толь-
ко одной неизвестной величины 𝑥1, разрешив которое, определим эту неиз-
вестную.

Соотношение (11) и зависимость �̇�2 = 𝑦(𝑥)𝑃00/𝜌 позволяют вычислять
значения размерной скорости камуфлетной поверхности �̇�(𝑥). После того как
значение �̇�(𝑥) определено, по формуле 𝑢(𝑟) = 𝑎2�̇�/𝑟2 при заданном 𝑟 вычисля-
ются значения скорости частиц на различных расстояниях от центра взрыва
𝑢(𝑟) на момент достижения радиусом камуфлетной полости значения 𝑎.

Полученное решение задачи определения поля скоростей в сплошной упру-
гопластической среде при камуфлетном взрыве позволяет оценивать размеры
зон расширения, пластического деформирования среды и воздействия взрыв-
ных возмущений на различные объекты.
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Abstract
The paper presents a solution to the centrally symmetric problem of

determining the velocity field in a continuous elastoplastic medium during
a camouflet explosion, assuming that the motion of the camouflet cavity is
non-oscillatory and that the medium is incompressible in both the plastic
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